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Introduccion

El propésito de esta tesis es estudiar el problema de clasificacion de cadenas de Markov al ver-
las como sistemas dindmicos. En probabilidad, una cadena de Markov es un proceso estocistico
(Xn)nez que toma valores en un conjunto finito A (llamado cominmente espacio de estados), y
que cumple con la propiedad de Markov, es decir que ¥V n € Z, para todo entero V &k € Ny
V&, .. T Tee1 € A,

P(Xn+1 = mn+1|Xn. = &gn, -Xn—k = ;Cn—k) = IE[:'(-}('n.+1 = :Cn+1|-Xu = :Cﬂ)

(D
= P(Xl = iEn_|_1|X0 = .’L’.n).

La cadena estd determinada por su matriz de transicién de probabilidades P, 1a cual es una matrix
de |A| x | A| y estd definida V i, j € A por

P =P(X; = i|Xo = ).

Para nosotros, una cadena de Markov es un sistema dindmico (X4, B, T, up), donde (X4, T') es el
shift de tipo finito (shift por vértices) inducido por la matriz de adjacencia A = PP (donde P° denota
a la matriz que resulta de P al elevar cada una de sus entradas a la potencia 0), es decir,

Xa={(n)nez € A* : Az z,,, =1 Vn € Z},

B es la o-dlgebra de Borel (equipando a X4 con la topologfa inducida de .A% con la topologia
producto, considerando a .A como un espacio topoldgico discreto), T’ es el mapeo shift y up es la
medida de Markov inducida por P.

Para clasificar sistemas dindmicos, la nocién de ser “el mismo sistema” es precisamente el con-
cepto de “conjugacién” (definida en el capitulo 1 para espacios shift y estudiada en el capitulo 4).
En el caso de los shifts de tipo finito, existen dos resultados centrales en términos de conjugaciones.
El primero es el “Teorema de Desacomposicién”, el cual descompone a cualquier conjugacién en
unidades fundamentales (0 elementales) llamadas “escisiones” y “amalgamaciones”. Por otro lado,
dos shifts de tipo finito (de memoria 1) son conjugados si y s6lo si sus matrices de adyacencia A
y B (sobre {0, 1}) son shift-fuertemente equivalentes. El ser shift-fuertemente equivalente es una
relacién de equivalencia definida en términos de las matrices de adyacencia de las grificas dirigidas
que inducen a los shifts de tipo finito (de memoria 1). Este resultado es conocido como el “Teorema
de Clasificacién de Shifts de Tipo Finito”, y ambos teoremas los desarrollé R. Williams en [9]. El
propGsito fundamental de esta tesis es presentar en forma extendida y comprensible la generaliza-
ci6én de este teorema de clasificacién en el contexto de teorfa ergédica, de forma que ahora estarin
presentes medidas invariantes up y pig inducidas por matrices de probabilidades de transicién P

v



VI INTRODUCCION

y @ (sobre [0,1]), y no s6lo ademés de las matrices de de adyacencia A = P°y B = Q°. Esta
generalizacién la realiz6 por primera por Parry y Williams [8].

La tesis estd organizada de la siguiente manera. Los espacios shift los abordaremos en el capitulo
1, los shifts de tipo finito y sus representaciones por medio de gréficas los abordaremos en el capitulo
2, estos dos capitulos son basados en [3]. La parte ocupada de entropia y particiones es revisada
en el capftulo 3, auxiliados en su mayorfa por [2], y serd necesaria para desarrollar el contenido
del capitulo 5. Lo que concierne al teorema de descomposicién y las prinicipales equivalencias
topoldgicas de los shift’s estd enfocado en el capitulo 4, nuevamente apoyando principalmente en
[3]. El tema principal se trata en el capitulo 5 basado en escencia en [8]. Por dltimo en el apéndice
A y B presentamos resultados auxiliares basdndonos en [7] , [6] y [4].

Esperamos también que este texto sirva de referencia para mds generalizaciones del problema,
como por ejemplo desarrollar el concepto de shift equivalente a generalizaciones de shifts de tipo
finito, como los shifts de drboles de tipo finito desarrollados por N. Aubrun y M.P. Béal (ver [10]),
o los sistemas multidimensionales, usando el formalismo matricial desarrollado por M. Schraudner
[11].



Capitulo 1
ESPACIOS SHIFT

1.1. Shifts completos

Definicién 1.1.1. Sea A un conjunto finito al cual llamaremos alfabeto, €l A-shift completo (o full
A-shift) es el conjunto de todas las sucesiones bi-infinitas de sfmbolos de .A, es decir el producto
cartesiano de A sobre Z, o més precisamente,

AL = {2 = (%;)icz : : € A, Vi € Z}.

Cada elemento del A-shift completo serd llamado punto del .A-shift completo.
A lo largo del resto de este capitulo, .A denotard a un alfabeto.

Definicion 1.1.2. Un blogue (o palabra) es una secuencia finita de simbolos de un alfabeto .A. La
longitud de un bloque u es el nimero de simbolos de A que contiene y se esctibe |u|. También
conviene incluir entre la palabras o bloques a la secuencia de no simbolos llamado el blogue vacio
denotado como ¢, el cual es el tinico bloque de longitud cero.

Por ejemplo, si A = {D, E, F,G, H} entonces DEFFDGH es un bloque o una palabra sobre
el alfabeto A y tiene longitud 7.
Un bloque que tiene longitud n es llamado n-blogue. Al conjunto de todos los n-bloques de .A
se escribe como
A"=AxAx---x A

n-veces

y definimos también
A=A
n=0

Una subpalabra (0 subbloque) de ©v = ajaga3-*-a, € A" es un elemento 2 = a;a;41 - - - a; con
1<i<nei<j<nSize.A?yi j € Zsontales quei < 7, entonces definimos

Lyl = Tidigr "Ly
Tij) = TiTit1' ' Tij—1817 > 1,
Llhioo) = Tilitl' -

Dos bloques u,v € A* pueden ser escritos juntos o concatenarse, escribiendo primero u y luego
v y formando asi un nuevo bloque llamado uv con longitud |uv| = |u| + |v|. Hay que notar que

1



2 CAPITULO 1. ESPACIOS SHIFT

esta no es una operacién conmutativa, sin embargo se observa ficilmente que uwv y vu tienen la
misma longitud, y por convencion se establece que ¢u = u¢ = u. Sin > 1 entonces u” denota la
concatenacién de u un total de n veces, y escribimos 4® = ¢ y de ah{ también se sigue la ley de los
exponentes u"u™ = u™™ y se puede escribiremos tambi u™® = - - - yu.uUB - - - .

El subindice 5 de un punto z = (z;);cz € A% se puede pensar como indicador de tiempo (discre-
to), y esta es una de las principales relaciones que mds adelante veremos con este tipo de espacios y
cadenas de Markov.

Definicion 1.1.3. Se define la funcidn shift T: AL — A% como T'(z) = (T(z:))icz = (Tir1)icz, €8
decir,
(T(.’B)), = Zj+1 VielZ.

Definicion 1.1.4. Se dice que = es un punto periddico para T si T"(z) = z p.a. n € N, en cuyo
caso diremos que x tiene periodo n, y también definimos el periodo minimo de  como el nimero
minimo n € N tal que T7"(z) = z. Si es el caso que T(z) = z, entonces diremos que z es un punto
fijo (puntos periédicos de periodo minimo 1).

Observamos que un punto z € A% tiene periodo 2 si'y s6lo si z = u™ para algin bloque u € A",

1.2, Espacios shift

Primero que nada hablaremos de algunos conceptos nuevos surgidos de las siguientes preguntas:
,qué es que una palabra ocurra en un elemento de un espacio shift?, ;qué es una coleccién de bloques
prohibidos? y finalmente ;cudl es el conjunto generado prohibiendo dichos bloques? Se dice que un
bloque w € A™ ocurre en x € AZ si existe ¢ € Z tal que Z[i,i4+n—1] = W, €N CUyo caso diremos que
w ocurre en x en la posicién (o al tiempo) i. Luego llamaremos un conjunto de bloques prohibidos
a todo aquel subconjunto de bloques p C .A* que queramos que no ocurran en ningtin elemento de
cierto subconjunto del full .A-shift, el cual serd nuestro “subespacio” a estudiar. Denotamos entonces
al conjunto generado por la prohibicién de g como X, C AZ, es decir,

X, = {z = (%:)icz € AZ : Y w € p, w no ocurre en z}.

Definicion 1.2.1. Sea X C A% es un espacio shift (0 subshift) si X = X, p.a. p C A*.

1.3. Lenguaje

Definicion 1.3.1. Sea X C .A% un subconjunto del .A-shift completo. Definimos los blogues de X
de longitud n € N como

B,(X) = {w € A™ : w ocurre en algiin elemento = € X }.

Definimos también al lenguaje de X como B(X) = |J Bn(X).
neN

No cualquier subconjunto de .A* corresponde al lenguaje de un espacio shift. El siguiente resul-
tado caracteriza los lenguajes de los espacios shift.



1.3. LENGUAIE 3

Proposicion 1.3.1. Sea X un espacio shift, y £ = B(X) su propio lenguaje.
1. Siw € £ entonces:

a) Cualquier subblogue de w estd en £.

b) Existen dos bloques u,v de longitudes al menos uno y tales que uwv € £.

2. Los lenguajes de los espacios shift estdn caracterizados por la propiedad 1, es decir, { =
B(X) p.a. espacio shift X siy sélo si £ cumple 1.

3. Ellenguaje de los espacios shift determina al espacio shift, lo que es igual que X = Xp(xye
de aquf se puede decir que dos espacios shift son el mismo si tienen el mismo lenguaje.

Demostracion. Primero sea w € £. Como w estd en el lenguaje de X, existe x € X tal que w ocurre
en z, de ahf que cualquier subblogue de w ocurre en z, y en consecuencia cualquier z subbloque de
w cumple que z € £, lo cual concluye la prueba de 1a. Ahora para 15, como w € Z, existe z € X tal
que w ocurre en z, lo que significa que w = ;5. Sea u = T3 YV = T CONT > 5> 1 > 8,
de forma que uwv = z;,) y entonces uww ocurre en z, lo que significa uwv € £, lo cual concluye la
prueba de 1, Para 2, laida se deduce de 1, y para el regreso, sea X = X,.. Para demostrar el resultado
basta probar que B{X) = £. Si w € B(X), entonces existe z € X tal que w ocurre en z, de lo cual
obtenemos que w ¢ £°, por lo que entonces w € £. Ahora para la implicacién inversa, si w € £,
entonces podemos suponer, por la, que |w| = 1. Ocupando 1, vemos que existen u,, v, € AVn € N
tales que uwywv, € £y recursivamente sea Wy, = Up—1Wp—1Vs—1, CON W, € AV n € N, lo cual es
posible por induccién (tomando como base de induccién que w; € £y luego suponiendo w, € £,
probamos que wy,; € ¢: como las u, y v, son exactamente las que pedimos para que u,w,v, € £
el resultado es inmediato, por lo tanto us, € £ V n € N). Luego entonces podemos definir a z € AZ
de la siguiente manera: zo = w y luego, Vn € N\ {0}, z_, = 4, ¥ Zn = v,,. Ahora veamos que
Z € X lo cual bastaria para concluir la prueba debido a que de ser cierto w ocurriria en un elemento
de X de lo cual se sigue w € B(X) con lo cual nos darfa la igualdad buscada entre B(X) y £.
Para probar que z € X s6lo necesitamos ver que ningtin z; ;; € £° por la forma en que definimos
a z, Tj;,; es subbloque de algiin wy,, pero como w, € £ V n € N por la otra propiedad la, se sigue
que z; € £ Vi,j € Z,coni < j, por lo tanto zj; ;) ¢ £° lo cual implica que z no tiene bloques
prohibidos y por lo tanto z € X lo cual concluye la prueba de 2.

Ahora para probar 3 sea z € X. Si w ocurre en z, entonces w € B(X) lo que significa que
w ¢ B(X)® lo que nos dice que cualquier bloque que ocurra en z no estd en el complemento
de B{X) lo que significa que z no tiene bloques prohibidos por B{X)® lo que quiere decir que
z € Xp(x)-. Ahora si ocurre que z € Xp(x)-, entonces x no tiene bloques de B(X)* lo cual nos
dice que z; ;) € B(X) Vi,j € Z, coni < 7, lo cual nos dice que z € X. Ol

Corolario 1.3.1. Sea X C AZ subconjunto del A-shift completo. Entonces X es un espacio shift si
y s6lo si siempre que © € A% y cada zj; ; € B(X), entonces x € X.

Demostracion. La primera implicacién es consecuencia directa de nuestro resultado anterior. Para el
regreso B{X) cumple 1 de la Proposicién 1.3.1 puesto que para 1a tomamos w € B(X) y entonces
existe z € X tal que w ocurre en =, es decir, w = ;5 para enteros ¢ < j y entonces cualquier
subbloque z de w también se ve como z = 5. Entonces z ocurre en z y asf z € B(X), y luego,
si w € B(X), entonces existe y € X tal que w ocurre en y € X, es decir, w = Yj; it|w|—1). Para
concluir sean f = y;_1 Y § = ¥Yi+|u|, de forma que fwg € B(X), lo cual termina la prueba. ]



4 CAPITULO 1. ESPACIOS SHIFT

Definicién 1.3.2. Un espacio shift es irreducible si para cualesquiera dos bloques v, v € B(X) existe
w € B(X) tal que uwwv € B(X).

1.4. Presentaciones en bloques superiores y potencias de espa-
cios shift

Definicion 1.4.1. Sea X un espacio shift sobre A y sea R > 1 un entero. Consideremos a AE,I:] =
Br(X) como un nuevo alfabeto y definamos una funcién (cédigo) 8r: X — (A[,?'] )%, llamada el

R-ésimo cédigo superior de bloques, de la siguiente manera:

Vr = (Cﬂi)iez € X, ,BR(:E)‘- = T[ii+R-1] ViedZ.

Por ejemplo, si B = 3, entonces

[ H)) I I
ﬂa(x) = [T o | - |21
T_g r_1 Zo

Definicion 1.4.2. Sea X un espacio shift. Entonces €l shift superior de R-bloques de X es la imagen
X = Bp(X).

Observemos que los simbolos en A® que son consecutivos en la imagen bajo 8z de un punto
de z tienen la propiedad de que se sobreponen ciertos simbolos de A, es decir, se sobreponen pro-
gresivamente. Precisamente, diremos que © = u1UgUatiy -+ Uy ¥ ¥ = U1UaUsVy - + - Uy S€ Sobreponen
progresivamente si Uguaily + Uy = V1VUs¥sVUy * - * Ug_1.

Proposicién 1.4.1. Los shifts superiores de blogues son también espacios shift.

Demostracion. Sea X un espacio shift y £ > 1. Ahora como X es espacio shift existe una coleccion
de bloques g C \A* tal que X = X,,. Entonces creamos una nueva coleccién & C A* remplazando
cada bloque u con |u| < R por todos los R-blogques en A que contengan a u. Lo primero que hay
que observar es que X = X, pues si £ € X, entonces V w € g, w no ocurre en z, y en particular
cualquier R-bloque que contenga a w no ocurre en x (de lo contrario también w ocurriria en x), por lo
cual z € Xz. Ahora supongamos que € X,si existiera alguna w € g que ocurre en x, tendriamos
w = I[;; para algunasi,j € Z,1 < 7. 8ij —1 > R — 1, entonces w € £, una contradiccién pues
wocurre en £ € X. 8i j — i < R — 1, entonces Tj; ;1Z)j41,i+r-1) = Z[ii+r-1) € H, 10 cual es una
contradiccién. Concluimos entonces que z € X, = X. Entonces X = X, = X;.

Abhora, cada bloque en { tiene longitud mayor o igual que E. Para cada bloque w = aya3...a, €
@ (conm > R), tenemos

ar ar+1 Gm
wifl = -

Qa3 as Om—R42

a1 as Om—R+1



1.4. PRESENTACIONES EN BLOQUES SUPERIORES Y POTENCIAS DE ESPACIOS SHIFTS

que es un m — R + 1-bloque de (A)*. Ahora definimos g; C (LA¥)* como todos los bloques de
la forma wi® p.a. w € B. Si z € XF, entonces es de la forma

Z_34+R-1 Z_24R-1 Z_14R-1 204+R-1 Z14+R-1 224+ R-1
2-3+R-2 2-2+R-2 Z-1+R—2 20+R-2 <1+R-2 22+R-2
T =pPr(z)="-- ) . . . . :

Z-3+R-R| |Z-2+BR-R| |%-1+R-R Z20+R-R| |%1+BR-R| |%2+R-R

para alguna z € X, y ya que ningtin bloque de  puede ocurrir en 2, tampoco bloques de g, pueden
ocurrir en z, pues en caso contrario tendrfamos que algin w® ocurre en x lo que quiere decir que

5] Qg Gm—R+1
a a O
w[R] _ 2 3 L. m R+2
ar| |GR+1 Om
= T
= Br(z)j
ZitR—-1 Zi+1+R—1 Zj—1+R—1 Zi+R—1
Zi+R-2 Zi+1+R—2 Z2j—14+R—2 2j+R-2
Zi+R—R| | Zi+1+R-R Zj—1+R—R| |Zj+R-R
y lo anterior implica que
ay Zi+R-1 as Zit+1+R-1 Gm—B+1 Zj+R-1
Qo Zi+R-2 as Zi+14+R-2 Om—R+42 Zj+R-2
= ) = . y T . = . )
an Zi+R—R ap+1 Zi+1+R—R Um Zj+R—R

lo cual nos dice que w = a18z...am = 2};;] ¥ €sto €s una contradiccién pues en z no ocurren
elementos de @. Entonces X# C X, y definimos

(B

p2 = {uv : u,v € A™ 1y v no estdn sobrepuestos progresivamente}.

Como X[# satisface la condicién de sobreposici6n, entonces en ninguno de sus elementos pueden
ocurrir blogues de g2, por lo que tenemos X¥ C X, y también X¥ C X, N X,

Ahora veamos que X, N X, = X, up,. Primero tomamos un elemento z en la interseccion,
de forma que no hay bloques de gy y w2 que ocurran en x, lo que quiere decirque Vw € g1 y
Y w € o, w DO ocurre €n z, y por lo tanto £ € X, ,. Por otro lado, 5si € X, y,,, entonces
ningutin bloque de g ni de g ocurre en z, y por lo tanto X, N X,. Entonces a lo que hemos
llegado hasta ahora es a que XH ¢ Xpiups- Abora siy € X, N X,,, entonces y cumple que sus
elementos se sobreponen progresivamente pues los bloques que no cumplen ésto no ocurren en ¥ ya
que y € X,,. Definimos entonces z; como el simbolo de indice mas pequefio del ¢-€simo simbolo de
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y v notamos que Sg(z) = y. Ahora, como anteriormente se probé que en y no ocurren los bloques
que estén en (o, los bloques de { no ocurren en z, y por lo tanto z € Xz = X, lo que nos dice que
y € Br(X) = X'E porlo tanto X es un espacio shift. []

Dentro de esta demostracion se probé un resultado técnico importante que es el siguiente:
Proposicién 1.4.2. Sea X C A” un espacio shift y sea M € N. Entonces existe p C B(X) tal que
Ywegp lw2MyX =X,

La demostracion de este resultado es andlogo al anterior.

Definicidn 1.4.3. Sean X C AZ un espacio shift, R > 2 un entero y AR Bgr{X). Definimos el
R-ésimo cddigo potencia de bloque como la funcién 7z : X — (A2 definida por
’YR(ﬁJ)[.;] = T[iR,iR+R-1]-
Por ejemplo, para R = 3,
X_4 T Ia
Ya(x) =+ |Z5| |Zo2| |71
X—g T_3 To
Definicion 1.4.4. Sea X un espacio shift y £ > 1 un entero. Entonces el skift potencia de R-blogues
(0 1a presentacioén de X en potencias de R-bloques) es la imagen X & = ~p(X).
La siguiente proposicién es equivalente a la Proposicién 1.4.1 y la demostracién es similar.

Proposicién 1.4.3. Los shifts de potencias de bloques son también espacios shift.

1.5. Cédigos de bloques deslizantes

Los c6digos de bloques deslizantes (o simplemente c6digos de bloque) son las funciones entre
espacios shift que preservan la dindmica del shift y que son continuas, con la topologia inducida
como subconjunto del producto topolégico indexado por Z del alfabeto como espacio topolégico
discreto.

Definicion 1.5.1. Sea X un espacio shift sobre el alfabeto .A y Y un espacio shift sobre el alfabeto
Bysea
D : Bm+a+]_(X) — B

una funcion de bloques, con m, a > 0 enteros. Definimos ¢: X — Y para cada z € X por la regla
#(z); = ‘I)(m[-i—m,i+n]) VieZ.

A ¢ le llamaremos un cédigo de bloques deslizante, o también un cédige de (m + a + 1)-blogues,
de X a Y, con memoria m y anticipacién a, y diremos que estd inducida por la regla local @, en
cuyo caso escribiremos

¢ =BT,

Cuando la memoria y la anticipacién son cero se le llama 7-cddigo bloque (que por supuesto es una
manera mas compacta de decir cédigo de 1 blogue) puesto que la i-ésima entrada del cédigo s6lo
depende de la i-ésima entrada del dominio.
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Proposicién 1.5.1. Sean X y Y dos espacios shift, ¢: X — Y un cddigo de blogues deslizante
(Sliding Block Code). Denotaremos la funcidn shift para X como Tx andlogo para Y. Entonces

Tyoc‘b:quTx.

Demostracién. Sea ¢ inducida por una regla local @ : By, q+1(X) — B son memoria 7 y antici-
pacién a con B alfabeto de Y. Para z € X tenemos que

¢(Tx(z)); = 2(Tx(2)i-m,i+a) = P(T)i-m+1i+at1)
mientras que
Ty (¢(x)); = 8(z); 11 = B(@)i-msvi+e+1) = H(Tx(2));
porlo tanto 7y o ¢ = ¢p o Tx. 1

Proposicién 1.5.2. Sean X, Y, W espacios shift y sean ¢: X — Y yo:' Y — W cddigos de
blogues. Entonces 1 o ¢ tambien es un cédigo de blogues.

Demostracion. Sean ® y WV las reglas locales que inducen los respectivos c6digos de memoria m y
n y de anticipacién a y b respectivamente, es decir ¢(z); = P(Tj—m ita]) ¥ ¥W)i = Y(Yji—n,i+t])
para toda ¢ € Z. Ahora definimos

¥ 0 ¢ : Bryatnisi(X) — B1(W)

para todo ayasas . . . Omtatntbtl € Bmtatntbtl (X) por
(¥ o p)(a10203 * - - Amtatntbil)
= U (®(a102  * Gmtat+1)P(0203 " - - Ampat2) - P{Bbint1064nt2 " * - Cmtatbintl))-
Ahora s6lo falta ver que (1 o @) = 9 o ¢, para lo cual tenemos que

Yo @(z); = W(B()i—nipsy) = C(A(E);n®(@)in1(T)i_piz* O(E)ippin) =

= W(P(Tfi—n—m,i—nt+a] ) P(Tn-mi1i-ntat1]) R(Tin-mi2i-ntary)  ** P(Tpirbi1itb4at1))) =

= (":b o ¢) (m[i—n—m,1'+b+a+1]):
lo que termina la prueba. [

Proposicién 1.5.3. Sean X y Y dos espacios shift. Una funcién ¢: X — Y es un cédigo de bloques
deslizante (Sliding Block Code) siy s6lo si Ty o ¢ = ¢ o Tx y existe R > 0 en los naturales tal que
&(z), es una funcior de T_p g) paratodaz € X.

Demostracion. La necesidad proviene de la Definicién 1.5.1 y la Proposicién 1.5.1. Para la sufi-
ciencia, sea K el nimero entero que hace que qﬁ(a:)o sea funcién de z|_g, ). Definimos una funcién
de (2R + 1)-bloques como sigue: para cada w € Bagi1(X), existe z € X tal que w ocurre en z,
entonces w = Zj; ;2R ¥ Si ¢ # —R, tomamos 7" *(z) € X de forma que podemos suponer que
w = ¥[_g,r]- Entonces definimos ®(w) = ¢(x), puesto que por hipdtesis es funcién de z|_gz g). Asi,
basta probar que ¢ = ®,. Tenemos que para toda z € X,

$(z); = Ty (8(2))y = ¢(Tx (2))o = B(T-ri+ 1)

y por lo tanto ¢ = a5 10 que demuestra el teorema. ]
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Definicion 1.5.2. Un cddigo de bloques deslizante ¢o: X — Y es una conjugacion de X aY si ¢pes
invertible y la inversa ¢—1: Y — X es un c6digo de bloques. En este caso diremos que X y Y son
conjugados.

Ya hemos visto ejemplo de conjugaciones, como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicion 1.5.4. Sea X un espacio shift sobre Ay sea R > 1. Entonces las funciones que definen
el shift superior y las potencias de bloques 8p: X — X® yyp: X — XE son conjugaciones.

Demostracién. Veremos el argumento tinicamente para 3g. Es claro que lareglalocal ®: Br(X) —
Bi1(X) definida para toda w = w; ... wg € Br(X) por ®(w) = wy estal que ¢ = Dpp: X 5 X
es biyectivay ¢ = /31;1. ]
Proposicion 1,5.5, Sea ¢: X — Y cddigo de blogues deslizante. Si x € X tiene periodo n bajo

Tx, entonces ¢(x) tiene periodo n bajo Ty, y el periodo minimo de ¢(x) divide al periodo minimo
de z. En virtud de ésto, el periodo minimo de un punto se conserva bajo conjugaciones.

Demostracién. Primero, como & tiene periodo n, T% (z) = z. Veamos qué ocurre con ¢(z). Tenemos

que
T3(¢(z)) = #(Tx (z)) = ¢(2)

porque el shift y los c6digos de bloques conmutan. Entonces también ¢(z) tiene petiodo n. Ahora

sea n el minimo entero positivo tal que Ty ™(¢(z)) = ¢(x). Ocupando el algoritmo de la divisién

vemos que n = mit + r para alguna r < m, pero entonces

¢(z) = Ty(¢(z)) = T7**"(¢(2)) = $(Tx"(2)) = $(Tx(x))

como m el minimo periodo de ¢(z), T%(z) = z.de lo contrario ¢(z) = ¢(T%(z)) = T5(¢(z))
pero r < m y m es el periodo minimo de z, con lo cual r = 0, es decir, m|n, en particular,
el periodo minimo de ¢(z) divide al periodo minimo de z. El resultado se sigue entonces de un
argumento similar para ¢, pues tendriamos que el periodo minimo de z divide al periodo minimo
de ¢(z). []

Proposicién 1.5.6. Sea ¢: X — Y un cddigo de bloques deslizante. Entonces existe un shift su-
perior de bloques X, una conjugacion . X — X, y un cédigo de 1-blogue qb X5 Yl que

$ov=¢.

Demostracidn. Supongamos que ¢ es inducida por una funci6n de bloques ® de memoria rn y anti-
cipacién a.Definimos entonces X = X™tetll ¢ A% donde A’ = Bp,yqs1(X), y a la conjugacion
v XX por
() = (x[i—m,i+a])iez Vze X
La Proposicién 1.4.1 implica que ¢(X) = T™™ o Bnyar1(X) = X+t es un espacio shift.
Ademds ¢! es un c6digo de 1-bloques, con regla local ¥': B;(X)A’' — B;(X) dada por
Tom ... Lq — Tp.

Ahora veamos que si hacemos g5 = ¢o1p~ !, entonces q'B es un c6digo de 1-bloques. Para toda z € X,
tenemos que

$(@)i = po 7 (@) = (¥ (2)); = (VT (@))_mira)) = 2W(H T (@))) = ((2)s)

paratodai € Z. ]
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Teorema 1.5.1. La imagen de un espacio shift bajo un cddigo de bloques deslizante es un espacio

shift.

Demostracion. Sean X y Y dos espacios shift y sea ¢: X — Y un cddigo de bloques deslizante. Por
la proposicién anterior se puede suponer que es un cédigo de 1-bloques. Sea @: By (X) — By(Y)
la funci6n de bloques, o regla local, que induce a ¢. Sea

L={®(w): we B(X)}

el lenguaje de 1a imagen, desde luego al hablar de la imagen de una palabra de longitud mayor a
1 nos referimos a la concatenacion de las imagenes de los simbolos de la palabra. Probaremos que
#(X) = Xge, lo que terminaria la prueba. Sea y = ¢{z) € ¢(X), con x € X. Entonces cada
bloque de ¢(x) estd en L porque todos los bloques que ocurren en x pertenecen a B{X). Por lo tanto
#(X) C Xy (de o contrario algiin bloque fuera de L tendria que ocurrir en y lo cual es falso por la
afirmacién hecha).

Para la otra contencién, si ¥y € X. entonces en y no ocurren bloques fuera de L (es decir en su
complemento), lo que se dice igual que cualquier bloque que ocurra en y estd en L, 1o que quiere
decir que para toda n € N tenemos que Yi-nun] estien L,y asi yj_n o) = P{w) donde w € Bopy1(X)
ocurre en algin punto z = z™ € X, o mds precisamente, w = Z[_ 5. Tenemos entonces una
sucesion de puntos (z(™)®, C X. Consideremos la coordenada cero de cada uno de los (™’
Como el nimero total de simbolos de X es finito, debe haber una cantidad infinita de nimeros n
tales que a:g") es ¢l mismo para esas n’s, y llamemos a ese conjunto Sy, es decir, Sy C N es tal que

|So| = oo y para toda n,m € S, mg M = a:(()m). En forma similar, como |B3(X)| < oo, existe un

conjunto infinito S; C S5 tal que :nf_)m] s constante para toda n € S;. Inductivamente, para cada

k > 1 existe un conjunto infinito Sy C Sk tal que a:ff}c x) ©8 constante para toda n € S;. Definimos

axz € X como ¢l elemento que satisface r|_xx = -'Efﬂ,k] con i € S, paratoda k € N. Observemos
que x estd bien definido porque Sy C Sk—1 paratoda k € N, y como

B(z_tx) = (2 1) = H@™) kb = Ykl

entonces ¥ = ¢(z), lo cual demuestra que X C ¢(X), lo cual termina la demostracién del teorema.
]

Teorema 1.5.2, Sean X y Y dos espacios shift y sea ¢: X — Y un cddigo de blogues deslizante.
Si ¢ es biyectivo, entonces naturalmente tiene inversa y dicha inversa es un cédigo de blogues y
entonces ¢ es de hecho una conjugacion.

Demostracion. Por la Proposicién 1.5.6, existe un shift superior de bloques X, una conjugacion
P X — X, y un cédigo de 1-bloques ¢ X > Yl que ¢ 1) = ¢. Trabajaremos con ¢ que
es un cédigo de 1-bloques. Como ¢ o ¢p~! = qb, entonces qb es una composicion de dos funciones
biyectivas y por lo tanto también es una funcién biyectiva. Como también es un cédigo de 1-bloques,
tenemos que ¢(z) = (P(2:))icz, donde & toma valores en el alfabeto de Y. Por lo tanto P es
también una funcién biyectiva. Sea ®~1 la inversa de ®. Bastar4 que probemos que o1 = = @1
Tomamos €l c6digo de bloques definido por dicha funcion inversa, es decir definimos §: ¥ — X
por {(y), = © '(y;) paratodas y € Y e i € Z. Veamos que £ o ¢(z) = z para toda z € X y que
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{5 o0&(y) = yparatoda y € Y, para lo cual veremos en ambos casos que son iguales coordenada a
coordenada. Para toda ¢ € Z, primero tenemos que

£ o §(z); = £(9(x)); = ©7H(2),) = 7 (&(x:) = &7 0 B(wi) = id(z:) = @i
y luego tenemos que
$o€(y); = PEW)); = &), = (27 (1) = @ 0 27 () = id(gs)-

Entonces £ = ¢ 1, y como £ es un cédigo de bloques entonces ¢! es un c6digo de bloques. Como
qb 1) = ¢ entonces por la proposicién 1.5.2 ™1 o qzb‘ ¢! es un c6digo de bloques. [l



Capitulo 2
SHIFTS DE TIPO FINITO

2.1. Restricciones de tipo finito

Definicion 2.1.1. Se define un shift de tipo finito como un shift que es posible caracterizar por una
cantidad finita de bloques prohibidos, es decir X = X C A% con F' C A* finito.

Definicion 2.1.2. Un shift de tipo finito tiene memoria M si puede ser descrito por una coleccién de
{M + 1)-bloques prohibidos.

Proposicion 2.1.1. Si X es un shift de tipo finito, entonces existe M > 0 tal que X tiene memoria
M.

Demostracion. Es una consecuencia directa de 1a Proposicién 1.4.2. ]

Proposicién 2.1.2. Un espacio shift X es un shift de tipo finito de memoria M si y sélo si siempre
que wv,vw € B(X) con |v| > M, uvw € B(X).

Demostracién. Para la primera implicacién supongamos que X C .AZ es un shift de tipo finito de
memoria M y sea ' C AM*! tal que X = Xp. Sean u,v,w € B(X) tales que uv,vw € B(X)
y |v| = n > M. Entonces, como X es un espacio shift, existen z,y € X tales que T|_gn = uv,
Y]] = VW CON T[15] = Y[1,n] = V. S€& 2 = T(_o0,0/V¥[n+1,00)- Ningudn bloque de F' ocurre en 2
porque todos los bloques de F son de longitud M + 1y |v| > M + 1, pues si r € F ocurre en 2
entonces ocurre en £ o en y, una contradiccién puesto que z,y € X. Entonces z estd en X, por lo
que Vi, jz;;;] € B(X), en particular wvw = g0Vt = 2k € B(X).

Para la segunda implicacién supongamos que existe M de tal forma que siempre que uv, vw €
B(X) con |u| > M entonces wvw € B(X). Sea F' = AM*1 — By1(X), el cual es finito. Pro-
baremos que X = X para concluir. Si z € X, entonces los bloques de F' no pueden ocurrir en
x puesto que los tinicos que ocurren en puntos de X de tamafio M + 1 son los puntos de B(X),
lo que significa que z € Xp, y por lo tanto X C Xp. Ahora para probar la otra contencifn, sea
z € Xp. Entonces Tjpa ¥ @[1,m+1) Son bloques de tamafio M + 1, y como z € Xp, entonces
Tjo,m]s T[1,m+1] € Bary1(X), y ademds coinciden en un bloque de tamafio mayor o igual que M, lo
que por hipéyesses implica que Zp p11) € B(X). Inductivamente veamos que zj,, € B(X) para
toda n € N. Como X es un espacio shift, observamos entonces que para toda j, k € Z,con i < j,
zp;% € B(X), y por lo tanto x € X por el Corolario 1.3.1. ]

11
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Proposicién 2.1.3. Un espacio shift que es conjugado a un espacio shift de tipo finito también es de
tipo finito.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio shift que es conjugado a un shift de tipo finito Y.
Sea @ la regla local que induce una conjugacién ¢: X — Y y sea ¥ una regla local que induce la
correspondiente inversa iv: ¥ — X. Veremos que X es un espacio shift de tipo finito de memoria
M con la caracterizacién del teorema anterior, viendo que existe M € N que cumple que siempre
que uv, vw € B(X) con |[v| > M, vvw € B(X).

Podemos suponer que ambos c6digos tienen la misma memoria y anticipacién / (tomando el
méiximo de la memoria y anticipacién de ambos y extendiendo las reglas locales en 1a forma natural),
es decir, tenemos que

®: Bia(X) = Bi(Y), ¢=0w, ¢(@)o=d(z 1) VTEX,

U: By(Y) = Bi(X), ¥="s, ¢Ho=T¥(y-1y) YyeY.

La regla local que induce la conjugacién ¢ o ¢(z) = z para toda x € X es ahora una funci6n de
bloques ¥ o ® : By1(X) — B1(X). Como Y es un shift de tipo finito, existe 2 > 0 tal que
siempre que uv, vw € B(Y) con |v| > R, uvw € B(Y).

Sea M = R + 41 y demostremos que si uv, vw € B(X) con |v| > M, entonces uvw € B(X).
Por 1b de 1a Proposicién 1.3.1, existen s, ¢ € By(X) tales que suv, vwt € B(X). Podemos aplicar ®
a estos bloques y obtemos que ®(suv) € Bjguy—u(Y) y P(vwt) € Bjyuy—u(Y), y como |v| > M,
®(suv) y $(vwt) se sobreponen en al menos R simbolos, por lo que $(suvwt) € B(Y) y de
aqui que wvw € B(X). O

2.2. Graficas y sus shifts

Los shifts inducidos por grificas serdn de importancia fundamental porque constituirdn, médulo
una conjugacion, al conjunto de shifts de tipo finito.

Comencemos recordando salgo de terminologia y notacién. Una grdfica G consiste de un con-
junto de vértices V(G) y un conunto de aristas E(G) junto con sus funciones de incidencias inicial
i: E(G) = V(G) yterminalt: E(G) = V(G). Sie € E(G), diremos que e inicia en el vértice i(e)
y termina en t{e). Un camino en G es una sucesién de aristas tal que para cualesquiera dos aristas
consecutivas del camino, digamos ef, se tiene que t(e) = i(f). Un camino finitoy =€, ...e, € E®
con t{eg) = ilext1) Vhk =1,...,n — liniciaes v = i{e;) y termina en w = t(e,) y es un (u, v)-
camino (o trayectoria), y diremos que es de longitud n. Asociamos a G la matriz cuadrada A(G)
con entradas en Z* e indexada por V(G) de forma que para toda ¢, j € V(G),

A(G)y=He € B(G) : i(e) =ty t(e) = j}.

Diremos que la grifica G es simple si A(G).; € {0,1} V4,5 € V(G) y que A(G) es la matriz de
adyacencia.

Definicién 2.2.1. Sea G una grifica con E = E(G)y A = A(G). El shift de aristas Xg¢ = X es el
espacio shift Xp C EZ con alfabeto E'y

F={ef € B? : t(e) #i()},
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es decir,
Xo = Xa={e=(en)nez € E% : t{e,) = i(ens1) V1 € Z}.

Hagamos algunas observaciones.

Observacién 2.2.1. El espacio shift por aristas X definido por la grdfica G consiste precisamente
de todos los caminos doblemente infinitos en la grdfica G.

Observacion 2.2.2. Sea G una grdfica con matriz de adyacencia A = A(G) entonces el shift de
aristas X¢ = X 4 es un shift de tipo finito de memoria 1.

Definicion 2.2.2. Un vértice varado es aquel que no es vértice inicial o no es vértice terminal de
alguna arista y una gréfica es escencial si no tiene vértices varados.

Observacion 2.2.3. Sea G una grdfica, entonces existe una vinica subgrdfica escencial H de G tal
que Xg = Xg.

En virtud de esta dltima observacién, consideraremos de ahora en adelante dnicamente graficas
escenciales.

Proposicién 2.2.1. Sea una grdfica Gy A = A(G) y seam > O un entero. Entonces:
1. La cantidad de caminos de longitud mde i € V(G) a j € V(G) es (A™); ;.

2. El nimero de caminos cerrados de longitud m es tr{A™) (donde tr() denota a la funcion
traza, es decir, la suma de los elementos en la diagonal de la matriz), y es el niimero de puntos
en X¢q con periodo m.

Demostracion. La primera parte es una demostracion propia de teoria de grificas, es de hecho una
simple induccién como sigue: Si m = 1 es obviamente verdad que la cantidad de caminos de
longitud 1 de ¢ a j es A, ;, en el entendido de que la longitud de un camino es el nimero de aristas
que lo conforman. Lo suponemos vélido para m > 1 y con esta hip6tesis de induccién lo deducimos
para n + 1 con la férmula

(Am+1)i,j == (AmA)i,j = Z (Am)i,kAk,j.
EEV(G)

La afirmacién del segundo enunciado es entonces consecuencia directa de su predecesor. ]

Definicion 2.2.3. Una gréifica G es fuertemente conexa si para todo 4, j € V(G), existe un camino
en (G que inicia en ¢ y termina en 7.

Proposicion 2.2.2. Una grdfica G es fuertemente conexa si'y sélo si Xq es irreducible.

Demostracion. Supongamos que G es fuertemente conexa y veamos entonces que X¢ es irreducible.
Sean u,v € B(X), digamos que u = uy - - - 4 v = vy - - - .. Entonces t(v;) y i{v1) se encuentran en
V(G), por lo que existe un t(v;), i(v1)-camino D = a; - - - a, con e; aristas tales que i{(a;) = t{w) y
i(v1) = t(a,). Entonces uDv es un camino en G. Ademis existen x, y € X tales que Tj; 5 = uy1 - - u
Y Y1) = V1" - Ur, POL 10 QUE Z(_ o008 DVY}r41,00) € X y por lo tanto uDv € B(X).

Para la segunda implicacién tomemos dos vértices u, v € V(G). La hipétesis de que G es esen-
cial implica que existen a, b € E{G) tales que t(a) = u ¢ i(b) = v, es decir, todo vértice tiene aristas
que salen y entran, lo que equivale a que e € B;(X¢) paratoda e € E(G). Entonces a,b € B1(X)y
como X es irreducible, existe w € B(X) tal que awb € B{X), y entonces existe un , v-camino [
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Definicidn 2.2.4. Sea X un espacio shift por aristas definido por la grifica G con matriz A = A(G).
La grdfica traspuesta G7 es la grifica que satisface V(GT) = V(G) y A(GT) = AT (donde AT
denota la matriz transpuesta de A, es decir, (AT); ; = A;; paratodo 4,5 € V(G)), y Xer es el shift
transpuesto.

De c6mo estd definida GT se puede ver que esta grfica no es mas que G pero con el sentido de
las aristas invertido, lo cual nos dara resultados mas intersesantes concernientes al capitulo 4 seccion
43,

2.3. Representacion de shifts de tipo finito con grificas

Estamos en posicién de enunciar un resultado fundamental.

Teorema 2.3.1. Si X es un shift de tipo finito de memoria M, entonces hay una grdfica G tal que
XM+ — X, es decir, X y Xq son conjugados.

Demostracion. Si M = 0 entonces X es el shift completo y tomamos a G como un sélo vértice y
tomamos una arista por cada simbolo que haya en X y bueno esta gréfica se ve que generaa X y
como M = 0 XM+l = X

Asumimos M > 1y entonces definimos el conjunto de vértices de nuestra grifica como V(G) =
By (X) y definimos una arista entre aiaz---ay y bibe---bar si agag---apyr = by bpyr—1 y
a1a2a3 - - - apr—1by € B(X) de lo contrario no hay arista entre ellos. Ahora sélo falta ver que Xg =
XM+l Sea z € Xg, entonces £ = (a;)icz donde para cada i € Z, a; es una arista de ; a m;,
donde I;,m; € By(X), l; y m; se sobreponeny Il ... IMmM € Bpry1(X), de forma que a; puede
ser pensado como un bloque de tamafio A + 1 en X. La definicién de X!™*1] tomando a X = Xz
con F ¢ AM+! junto con la definicién de G implican entonces que XM+ = X, O

Definicion 2.3.1. Sea (G una gréfica para N > 2.Definimos la N-ésima grdfica de aristas superior
GW! como la gréfica que tiene de vertices a todas trayectorias de longitud N —1 en G y 2 trayectorias
digamos eje; -« - ey_1,f1f2 + - fv—1 tienen una arista entre ellas si ezez--ey—1 = fifo: - fnv-z a
dicha arista la llamamos e, f; f> - - - fw_2 0 en el caso de aristas (trayectorias de longitud 1) (N = 2)
tenemos que una empieza donde termina la otra, y por tiltimo para N = 1 Gl!l = G.

de aqui es natural preguntar una cosa un tanto obvia que relacién hay entre el shift superior de
una grafica y el shift de la gréfica superior.

Proposicién 2.3.1. Sea G una grdfica entonces (XG)[N ] = Xam

Demostracion. Simplemente basta ver que 1os elementos son de la misma forma, del lado derecho
cada coordenada (entrada) de un punto del shift son bloques de tamafioc N formados por aristas,
cumplen que digamos ejes - - eny—1,f1f2 -+ - fyv—1 tienen una arista entre ellas si egez---ey—1 =
fifa - fn_2, es decir se sobreponen progresivamente es decir los elementos de dicho shift, son
trayectorias de longitud N + 1 ey f1 fo- - - fn—1, del otro lado tomamos las aristas de la gréfica y
vemos el shift superior que son de la misma forma y como en el lado izquierdo z € (X¢)!™ si y sélo
Si z; Y Z;+1 Se sobreponen progresivamente es decir z; = diejex---eny—1 Tiv1 = erfifa - fv-1
donde las d;’s hacen el papel de la primer bloque de longitud N y analogamente para las e;’s y f;’s
de tal forma que esto ocurre si y s6lo si cada par de trayectorias de longitud N + 1 z; y z;+1 siendo
T; = eeg--eNy Tiy1 = fife - fy cumplen con egez - ey = fife- - fzv—1 que es lo mismo a
que haya una arista en la gréfica superior. ]
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Definicion 2.3.2. Sea B la matriz de adyacencia de una grafica simple G con r vertices. El shift de
vertices Xg = Xp es el espacio shift sobre el alfabeto 4 = {1,2, 3, ...,r} definido por

)?G = )?B = {.’E = (.’B,—),—Ez : B;,,i;,,iJr1 =1Vie Z}

Proposicion 2.3.2. 1. Salvo un cambio de nombre de los stmbolos los shift de tipo finito de me-
moria 1 son los mismos que los shifts de vértices.

2. Salvo un cambio de nombre de los stmbolos cada shift de aristas es un shift de vértices (de
otra grdfica por Supuesto).

3. Si X es un shift de tipo finito de memoria M, entonces X! es un shift de tipo finito de

memoria 1, es decir, es un shift de vértices. De hecho hay una grdfica G tal que X™] = XG y
X[M +1] _ =X G

Demostracion. 1. Primero, un shift de vértices definido por una grafica simple G es un shift de tipo
finito de memoria 1 puesto que los bloques prohibidos serfan V (G)?\ E(G), es decir, todas aquellas
aristas que no pertenecen a la grafica, Para ver lo reciproco, si X C AZ es un shift de tipo finito de
memoria 1, podemos tomar a la gréfica simple G con V(G) = Bi(X) = Ay E(G) = V(G \F
donde F C A2 es tal que X = Xp. Entonces X = Xg.

2. Para el segundo punto basta considerar la “grifica de lineas”. Concretamente, dada G una
gréfica, su grdfica de lineas es la gréfica simple L(G) que tiene como vértices a las aristas de G y
como aristas al conjunto de 2-bloques de X, es decir, V(L(G)) = E(G), y E(L(G)) = By(Xq).
Es directo entonces probar que X es conjugado a Xy (q).

3. Para el tercero punto primero nos podemos dar cuenta de que cada M + 1-bloque en X puede
ser visto como un blogue de tamafio dos en X, lo que implica que X! es un shift de tipo finito
de memoria 1, y por lo tanto un shift por vértices (por el inciso 1). Para la segunda afirmacion,
vemos que GG construida como en el Teorema 2.3.1 es simple (porque M + 1 > 1) y cumple que
XM+ — Xy XM — X, O

Definicién 2.3.3. Sea N > 1. Definimos la N-ésima grdfica superior de aristas G por V (GIM) =
Bn_1(Xg) y para cada de vérticeses,...ex—1,f1-.-fv—1 € V(G una arista entre ellos si
€,...en-1=f1...fn-a.

Definicién 2.3.4. Sea N > 1. Definimos la N-ésima potencia GV de la grifica G como la grifica

con vertices V(GY) = V(G) y una arista entre i € V(G) y 7 € V{(G) por cada camino de longitud
NenGdeiaj.

Proposicién 2.3.3. Sea una grdfica G con A = A(QG). Entonces
A(GY) = (Ac)Y
y ademds (Xg)™ = Xgn.

Demostracion. La primera parte es muy sencilla pues de hecho es consecuencia de un resultado
de teoria de gréificas como en la Proposici6én 2.2.1, parte 1. Para la segunda parte, observamos que
(Xe)" y Xgn tienen ambos el mismo alfabeto que son todas las trayectorias de longitud N y ambos
cumplen la condicién de que z = z; € (X¢g)" siy s6lo si z; termina donde ;. empiezaVi € Zy
esto pasa siy s6lo si x = x; € X~ 1o que concluye con la prueba. [l
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2.4. Division de estados

Definicion 2.4.1. Sea G una grdfica y fijémonos ahora para vértice I € V(G) en el conjunto de
aristas que salen del estado I hacia cualquier otro estado, denotado a dicho conjunto por £;. Ahora
tomamos una particién finita de este conjunto, digamos £}, . . ., E}”(I) y nos fijamos en la particion P
resultante del conjunto total de aristas inducida por cada una de estas particiones pata cadal € V{G).
La grdfica de division de estados (de salida) G¥! formada por G usando la particién P tiene como
estados o vértices I', . .., ™D con I € V(G). Para definir al conjunto de aristas, por cada ¢ € A(G)
coni{e) = Iyt(e) = J,existe j con 1 < j < m(i(e)), de forma que e € £, y entonces ponemos
una arista ¢* de I’ a J* paracada k= 1,...,m(J).

Podemos dar una definicién similar, pero ahora considerando particiones de conjuntos de aristas
que llegan a un vértice dado.

Definicion 2.4.2. Sea GG una grifica supongamos que P es una particién de las aristas que resulta
de considerar para cada vértice J € V(G) una particién del conjunto de aristas que llegan al estado
J, denotado por £7, digamos que &/, ..., 8#;( s)- La grdfica de divisién de estados (de llegada) es
la gréfica Gpp| cuyo conjunto de vértices estd formado por Iy,..., I, paracada I € V(G), y
cuyas aristas se construyen a partir de cada arista e € A(G), coni(e) = I y t(e) = J, siendo que
existe j € {1,...,m(J)} tal que e € £/, y entonces ponemos una arista ¢; de I; a J; para cada
ie{l,....m{D}.

Definicion 2.4.3. Una grifica I es una escision (de salida) de una grifica GG, y G es una amalaga-
macidn (de salida) de H, si existe una particién P de las aristas formada por particiones de cada
conjunto de aristas de salida de cada vértice de G de forma tal que H = G!”!. Definimos escisiones
y amalgamaciones de llegada en forma similar. En cualquier caso, en general diremos que H es una
escisién de G y que GG es una amalgamacién de H.

Teorema 2.4.1. Si H es una escisién de G, entonces los espacios shifts Xq y Xy son conjugados.

Un pequefio comentario es importante por hacer es que la escisién siendo un escisién (de salida/
de entrada) entonces a la conjugacién le llamaremos c6digo escisién (de salida/ de entrada) o cédigo
amalgamacion (de salida/ de entrada).

Demostracion. Bastard probar un sélo caso, digamos que el de salida, de forma que suponemos que
H = G para P como en la definicién de escisiones y amalgamaciones de salida. Definimos una
regla local que es una funcién de 1-bloques, ¥: B,(Xy) — Bi(X¢), como ¥(e’) = e para toda
e/ € B(Xg) (con1 < j < mfi(e))). Observemos que e’ f* € By(Xy) implica que ef € By(X¢)
ya que e’ es una arista que va de I* a J* paratoda k € {1,...,m(J)} y f* una arista que sale de J7
para alguna k € {1,...,m{J)}. Por lo tanto 1a imagen de cualquier trayectoria en H bajo U es una
trayectoria en G, y siendo asi, podemos definir ¢y = ¥, entonces 1»( Xy) C X y con esto tenemos
que 1: Xy — X es un codigo de 1-bloques.

Ahora definimos una regla local que es una funcién de 2-bloques ®: By(Xg) — Bi(Xx) de
la siguiente manera. Si fe € By(Xg), entonces si i{e) = Iy t(e) = J, entonces e se encuentra
en un Unico elemento de la particién, digamos en £} para alguna 5 € {1,...,m(J)}, y entonces
definimos ®(fe) = f9. Como anteriormente, la imagen de una trayectoria en G bajo ® es una
trayectoria en H. Definimos ¢ = @, y tenemos entonces que ¢(X¢g) € Xy y asf tenemos un
c6digo de bloques ¢: Xg — Xg. De hecho ¥ y ¢ son ambas funciones inversas una de otra pues si
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z=-+-e_1ep€; - € Xg, entonces ¢(z) = oe"_*feﬂ"e’l'l «++ por lo que ¥(¢(z)) = z, y de manera
similar si y = e"' lelelt ..., entonces 1(y) = -+ -e_jepe1 - - - € Xg 'y como €} ef:ll € By(Xn),

€iy1 € 5 y» por 1o que ®(e;eip1) = € Vi € Z lo cual nos termina por demostrar que ¢(¥(y)) = y
lo que demuestra por fin que X y Xz son conjugados.

Definicién 2.4.4. Sea G una grifica y H = G'P! una escicién de salida usando una particién P. Sean
V =V(G)y W = V(H). Definimos la matriz de divisién D como la la matriz de tamafio |V | x |W|
y cuyas entradas estfin dadas paracada I € V'y J¥ € W por

w1 sifl=J
D(1,J )_{ 0 en otro cas.

y definimos también la matriz de aristas E como la matriz de tamafio |W| x |V| y cuyas entradas
estdn dadas para cada I* € Wy J € V por

E(I*, J) = |E5n €.

Teorema 2.4.2. Sea G una grdficay H = G la grdfica de escision de estados (de salida) que
resulta de G usando la particién P. Sean D la matriz de divisién y I la matriz de aristas corres-
pondientes. Entonces

Ag=DE y Ag=ED. (2.1)

Demostracién. Usando la definici6n de ambas matrices vemos que

m(I) m(I)
=Y _ D(I,k)E(k,J)=>_ DI, I)E(I',J Z |Eing’| =
keW i=1
m(I) m(I)
J Enen|=|| Jé&|ne|=eng| = A1, ),

i=1
con lo cual se tiene que DE = Ag. Para la otra igualdad tenemos

ED(I', ) = 3" E(I',k)D(k, J%) = E(I, J)D(J, J7) =
kev

= B(I',J)=|&ing| = |£ﬁ NE?| = Au(F, J9),

lo cual nos permite concluir que ED = Ap. ]

La matriz de divisi6n es importante porque nos proporciona un medio para amalgamar, como lo
muestra el Teorema 2.4.3. Primero definamos las matrices de divisi6én en abstracto.

Definicion 2.4.5. Una matriz de divisién D es una matriz de ceros y unos que en cada columna tiene
exactamente un 1 y en cada renglén tiene al menos un 1.

Teorema 2.4.3. Sea G y H dos grdficas (escenciales). Entonces H es una escisién (de salida) de
(G si y sdlo si existe D una matriz de division y E' una matriz de entradas enteras no-negativas de
Jorma que las ecuaciones (2.1) se satisfacen.



18 CAPITULO 2. SHIFTS DE TIPO FINITO

Demostracion. S6lo falta probar el regreso por que la ida es el teorema anterior. Partimos entonces
de una matriz de divisién D) y una matriz con entradas enteras no-negativas ¥ que satisfacen (2.1).
Definimos nuevamente a V' = V(G) y W = V(H). Las ecuaciones implican que los tamafios de D
y Eson |V| x |W|y |W| x |V| respectivamente. Hacemos una reetiquetacién de los vertices de H
de la siguiente forma. Para cada I € V, denotamos por m(I) > 1 al nimero de unos en el renglén
correspondiente y entonces I* coni = 1,...,m(I) e I € V indexan a los vértices de I7. Ahora hay
que construir una particién. Tenemos que paracada I € V,

AG(Ia J) = DE(I: J) = ZD(I:k)E(k: J) zmz(l:)E(Iia J):

de forma que podemos particionar a £; en m(I) partes de forma que haya E (I, J) aristas en £; en
la parte i € {1,...,m(I)}. Si tomamos a P como la particién de E(G) que resulta al considerar
todo I € V, vemos que por definicién y por el hecho de que Ay = ED, resulta que H = GIP,

]

Un resultado importante con respecto a escisiones y amalgamaciones de estados es el hecho de
que las grédficas superior de aristas puede ser obtenida mediante una sucesion finita de escisiones, lo
cual demostraremos més adelante. Primero tenemos el siguiente lema.

Lema 2.4.1. Sea G una grdficay P la particidn que resulta de considerar puros singuletes (conjun-
tos con un solo elemento). Entonces G\ es isomorfa a G

Demostracidn. Primero notemos que podemos llamar a la particién del conjunto de aristas £y que
salen de I, de la siguiente forma

P! = {{a € A(G)}|i{a) = T}.
El conjunto de vértices que se obtiene es entonces
V(GPY) = {i(a)'@|a € A(G)}

y €l de aristas

(1) e¥ es la arista que va de i(a)*® a i()*®)
_ ) k. (2) i(e) =1i(a)
ACT =1 (3) ) = t(a) = i)
(4) K = t(b)

Es sencillo entonces verificar que las funciones f: V(GP) — V(G®), g: A(GPP]) — A(GH])
definidas por la regla de correspondencia

Fi(e)") = ey g(e¥) = ef cont(f) = K,i(f) = t(e)
constituyen un isomorfismo de gréficas. O

Proposicion 2.4.1. Sea G una grdfica, entonces (GIV1)? = GIN+1]
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Demostracién. Es bésicamente el detalle de que las aristas GI™] son exactamente trayectorias de
longitud N + 1y el isomorfismo estd impicito en la definicion de G!™! para cualquier M H

Lema 2.4.2. Sea G una grdfica. Para cada N € N existe una sucesion finita de escisiones (de
salida) de G tal que al final obtenemos una grdfica isomorfa a G,

Demostracion. Hagamos la prueba por induccién. La base N = 1 ya estd probada por el lema
anterior. Supongamos que con una cantidad finita de escisiones (de salida) de G obtenemos GV1.

Tenemos que ((GIP1))P! = GIM y por el lemma anterior existe P, particién de las aristas de
G[N] tal que G[M[PMJrl] o G[N][z] o G[N+1]’ y entonces (((G‘[’Pl])...)['Pm])[‘PMJrI] o (G[Ar])[?m+1]
(G 2 QIN+1] con 10 cual terminamos 1a prueba.

1R



20

CAPITULO 2. SHIFTS DE TIPO FINITO



Capitulo 3
ENTROPIA Y TEORIA ERGODICA

3.1. Particiones y funciones de informacion

Definicion 3.1.1. Sea (X, %, 1) un espacio de probabilidad. Una particion se define como una co-
leccién (A;);cr de subconjuntos de X, donde I es a lo mas numerable y se cumple que

1. w (gA,-) =1

2. Sii,j € I son distintos, entonces A; N A; = 0.

Una particién es finita si todos los elementos de la particién, salvo un ndimero finito de ellos, tienen
medida cero.

En nuestro caso particular sélo trataremos con particiones finitas. A los elementos de una parti-
ci6n los llamaremos celdas.

SUPOSICIOIN. Por el resto de este capitulo, a menos que se indique de otra manera, al hablar de
particiones o de g-4lgebras estaremos en el entendido que corresponden a un espacio de probabilidad
(X, %, 1) dado.

Definicion 3.1.2. Sean P y Q dos particiones.

1. Diremos que P es mds fina que Q (o también que P refina a Q, o que P es un refinamiento de
Q ), si cada celda de P estd contenida en una celda de Q, lo cual denotaremos por P > @, lo
que equivale a que cada elemento de Q es unién de elementos de P.

2. La refinacién de P y € es el refinamiento menos fino que refina a P y a @ al mismo tiempo
(es decir cualquier refinamiento de ambas tiene que refinar a su refinacién) y se denota como
PvVQ.

Proposicion 3.1.1. La relacion < es reflexiva y transitiva.

Demostracion. El hecho que = es reflexiva es claro.
Sean P <X Q =< R particiones. Sil € R, entonces existe s € Q y as{ mismo existe { € R tales
que s C [yl C t, entonces s C t, lo que concluye la prueba. ]

21
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Proposicién 3.1.2. Sean P y Q particiones. Entonces P = Q siysdlosiP = Qy Q = P.

Demostracion. La ida es directa.

Para el regreso, sea x € P. Como P es mas fina que Q, existe y € Q tal que z C y, pero también
@ es més fina que P, por lo que existe w € P tal que y C w. Esto implica que x C w, y como
P es una particién, tenemos que £ = w, y por las contenciones se deduce que z = ¥, por lo que
concluimos que P C Q. La otra contencion es andloga y obtenemos P = @, lo que concluye la
prueba. ]

De la definicién 3.1.2 se deduce la siguiente proposicién directa y sencilla.
Proposicion 3.1.3. P - QsiysélosiPVv @="P.

Demostracion. Como P = Qy P = P, se sigue directo de la definicién de refinacién que P >
PV Q, pero como P <X P V &, por la proposicién anterior, concluimos que P V Q = P.
O

Hagamos notar un hecho consecuencia de los resultados anteriores, la relacion =< en la particiones
es una relacion de orden.

Proposicién 3.1.4, Sean P, ©, R, S particiones tales que P <= Ry Q <X S, Entonces
PVA<LRVS.

Demostracion. Tenemos que R, S < R V S, entonces por transitividad se obtiene P, Q < RV S.
La definicién 3.1.2 implica entonces que

PVQ<XRVS.

Proposicién 3.1.5. Sea P y @ dos particiones. Entonces
Pv@={zny:zeP,yc }.

Demostracién. Primero, como P y Q son particiones, R = {zNy : ¢ € P,y € Q} es una particién,

puesto que
p( U mﬂy):p(Lﬁﬂ1Uy)

xEPYER z€P yeQ

y como interseccién de conjuntos de medida de probabilidad 1 tienen medidad de probabilidad 1,

1=u( U wﬂy)=u(UwﬂUy),

TEP,yeQ TEP yeQ

lo que indica que se satisface la condicién 1 de la Definicién 3.1.1. Ahorasean z,y € Py v, w € Q
y supongamos que N v # y N w. Entonces no puede ser que los correspondientes elementos z, y
coincidan al mismo tiempo que coinciden v, w. Podemos suponer entonces que x # ¥, pero entonces
z Ny = @ porque P es una partici6n, y entonces z N v Ny Nw C z Ny = @, que quiere decir que
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se satisface 2 de la Definicién 3.1.1. Ahora para ver que son la misma particién, hace falta ver que
cada una es m4s fina que la otra, es decir, que R = PV @y P vV Q > R. Es obvio que

R=P y R=Q

puesto que los elementos del lado izquierdo de nuestras desigualdades son subconjuntos de los
elementos del lado derecho. Esto implica directamente que

{zNy:2€eP,ye @} =PV

puesto que como es més fina que ambas, tiene que ser mds fina que P Vv Q. Ahora para probar lo
correspondiente faltante tomamos S una particién que refina a ambas y veamos que es mds fina que
R. Primero sea s un elemento de dicha particién S, entonces existe un elemento f € Ptalques C f
y también g € Q) tal que s C g, por lo que entonces s C f N g, y con ésto probamos que es mds fina.
Entonces cualquier particion que refine a P y a ¢ simultaneamente refina a R, en particular

PVQ=R
y por la Proposicidn 3.1.2 se sigue que
Pv@Q={zny:zeP,ycQ}
]

Definicién 3.1.3. Sea (X,%!, 1) un espacio de probabilidad y P una particién de dicho espacio.
Definimos la funcidén de informacién de dicha particién como la funcién I, p: X — [0,00) dada
para toda x € X por

I,u.,'P(x) = IP(m) = _log(p‘(Ax))

donde A, eslatinica celda de P que contiene a x. Si Q es otra particién de X, definimos la funcidn de
informacidn condicional de P con respecto de (0 condicionada a) Q como la funcién I, pjg: X —
[0, oc) definida para toda x € X por

Lrie(®) = Ia(e) = Ipve — Io(z) = —log (%) ,

donde A, y B, son las tnicas celdas respectivamente de P y de © que contienen a z.

3.2. Entropia de particiones

Definicion 3.2.1. La entropia (0 entropta estdtica) de P con respecto a p se define como la esperanza
de su funcién de informacién, es decir,

H(u,P) = HP) = [ Ipda
Proposicion 3.2.1.
H(p,P) == u(A)log(u(A)).

AeP
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Demostracion. Como P es una partici6n, Z I4(z) = 1 pu-casi-seguramente. Entonces
AeP

= (Z ][A(g;)) —log(u Z]IA )log(u(Az)) Z][A ) log(p(A)).

AP A€P AP

A partir de aqui es sencillo cémo concluir: usando la linealidad de la integral y el Teorema de
Convergencia Monétona, tenemos que

H(uP) = f Ipdy

= [ = ¥ (o) el )

AeP

= -3 [ Lu(o)tor(u(4))au

AeP

_ -3 log(u(A)) /X Ly(c)du

AeP

= =) ul(A)log(s

AcP

Definicién 3.2.2. Definimos la entropta condicional de P dado @ como

H(p,P|Q) = fX Ipigdp.

Proposicién 3.2.2.

AnNB
H(u,P|Q) = — Z w(ANB)log (%) )
ACP,BeQ,ANB#D ¥
Demostracion. Primero,

1 PIQ) = [ (Uve - Ioin
pero por la linealidad de la integral,

f (I — To)du = f Ipvadu— f Todu=H(PV Q) - H(Q).
X X X

Por 1a Proposicién 3.2.1 tenemos entonces que

HPVQ) —H(Q) =— Y pu(A)log(p(A))— D u(B)log(u(B)))

AePvQ Be@
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y asi, la Proposicién 3.1.5 implica que

HPVQ)-H(Q) = - ( > u(A)log(u(A)) — > u(B) 10g(u(B)))

AePVQ BeQ

= _( Z w(AN B)log(u(AN B)) ZM ) log(u(B ))

AcP,BeQ BeQ

= - ( > u(ANnB)log(u(ANB)) - Y u(B)log(u(| J AN B)))

AeP,BeQ BeQ AcP

= ( Z w(AN B)log(u(ANB)) Z ”(AOB)log(,u(B)))

AcP,BeQ AeQ BeQ

= - ( > AN B)log(u{AN B)) — p(ANB) log(u(B))) ,

A€eP,BeQ

lo dltimo debido a que P es una particién. Tenemos entonces que

HPvQ-HQ) = - ( > wlANB)log(u(AN B)) — u(AN B) log(u(B)))

AcP,BeQ

_ -( ) M(AﬂB)(log(u(AﬂB))—log(M(B))))

A€eP,BeQ
ANB
- - Y uanBeIE)
AEP,BEQANB#D H
lo que concluye la prueba. L

3.3. Entropiay o-dlgebras

Vamos a asociar o-dlgebras a sucesiones de particiones, y esta asociacién nos va a permitir definir
conceptos de entropia para o-dlgebras, incluso junto con particiones. Comencemos con la nocién de
refinacidn, 1a cual se puede extender no solo inductivamente para una cantidad finita de particiones.

Definicion 3.3.1. Sea @ = (Q;)ien una sucesién de particiones. La refinacion de Q es la o-édlgebra
1 generada por los elementos de la sucesion, y se denota por

.Q = V Q,;.
i=1
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Ahora miremos a 1a funcién de informacién condicional.

Definicidn 3.3.2. Sean P una particion y § una o-dlgebra. Definimos la funcién de informacion
condicional de P dado § como la funcién I, pjz: X — [0, o0) definida para cada z € X por

Lipig(x) = Ipg(x) = —log(E,[L4, [§]) (=)

y la entropia condicional de P dado § como

H(u, PI3) = mem

Observacion 3.3.1. Es interesante notar que, definiendo

wANB)
p(B)

(lo que se conoce en probabilidad como medida de probabilidad condicional dado ), 1a Proposicién
3.2.2 se puede reescribir como

HpPlQ == > wp(B)ps(4)log(us(4)).

AcP,BeP,ANB#A]

us(A) = = pu(A|B)

En efecto, multiplicando y dividiendo por x(B) y simplificando tenemos

Hp,PlQ) = — Y. w(Bus(A)log(us(4))
AcP, BeP,ANB#0
= =) u(B)us(A)log(us(4))
Be@ AcP
= Y uB)(- D un(A)log(us(A)))
BeQ AcP
= Y u(B)(H(us,P))
Be@
= Y u(B)Hs(P).
Beg@

Enuncimos ahora un resultado mis, el cual relaciona la definicion de entropia condicional para
particiones con el de o-4lgebras. De hecho veamos que la Definicion 3.2.2 se generaliza con la
entropia condicional para particiones.

Proposicién 3.3.1.
H(pu, P|Q) = H(u,Plo(Q)),

donde o(Q) es la o-dlgebra generada por Q.
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Demostracién. Primero veamos que

Ip(z)
E[l4(z)|Q = [] (%) '

BeQ

En el lado derecho vemos una funcién o{Q)-medible puesto que cada B estd en Q. Sea N el com-
plemento de 1a uni6én de Q (N tiene medida cero puesto que Q es particién). Afirmamos que

J(Q)z{UBUM:SgQ, MesNoelvacfo}. (3.1)

BeS8

Para ver ésto, primero notemos que Q U {/N} es una particién algebrdica del espacio, puesto que N
es el complemento de la unién de los elementos de Q, asi que el lado derecho de (3.1) es cerrado bajo
complementos (debido a que el complemento de alguna de esas uniones, por ser @ U { N'} particién
algebrdica, es unién del resto). Es obvio que es cerrado bajo uniones. El vacio es unién vacia, por lo
tanto estd ahf, y el total también (por ser particién algebrdica). Este conjunto continene a € por lo
cual es una o-dlgebra que contiene a Q. As{ obtenemos

o(Q) C {UBUM :85CQ MesNoelvacio}.

BeSs

Ahora, cualquier o-dlgebra B que contenga a & contiene a la unién de @ y por lo tanto a N,
asf también contiene a Q U { N}, por ésto contiene a al vacfo y a cualquier uni6n de Q U {N}.
Luego, a causa de ésto,

SBQ{UBUM :SgQMesNoelvacio}

BeS
y luego
o(Q) 2 { U BUM :S5C QMesNoelvacio}.
BeS

Regresando a la prueba original, sea L € ¢{Q). Como se cumple (3.1), L es la unién de elementos
de Q. Tenemos que

Ig(z) Ia(z)
ANB ANB
E [HBGQ (“fu(g) )) ]IL] = E [Hseg (u,(u(g) )) ( > ]IG)]

¢ es uniendo de &

[ (AN B)\"®
= Z E H (”) Ie
cesuniendode L LBeQ #(B) (3.2)

DI (0

¢ es uniendo de

= > “(ﬁ(g)c ) uc),

¢ es uniendo de £
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lo dltimo a causa de que

(AN B) Ip(z)
H T uB) Iglc
Be@ B

sé6lo toma el valor de % en el conjunto C' o cero en el complemento. Entonces (3.2) es igual a

> wano)=pan( | O)=mAND)=E)L().

¢ es uniendo de L ¢ es uniendo de L

#(ANB)

I5(z)
u(B) ) " es o(Q)-medible se sigue que

De aqui'y del hecho de que [[ 5o (

(M(AOB))IB@)‘

E[]IA("’U)lQ] = H 4(B)

Beo
Fisto nos dice que
L) = Ipeg(z)
= —log(E,[Ly,|o(Q)])(=)
= =" 108(E,lslo(Q)])a(2)

AcP

Ig(z)
= = log(]] (%) Ma(z)

AcP Beg

= — Z log(%)h(ﬁ)h(x)

A€P,BeQ

Az z
= —log (M4Be)) = L pio(3)

con lo cual terminamos la proposicién. ]

Proposicién 3.3.2. Sean P,Q y R tres particiones.

1. HPIQVR) = ) | u(C)Hc(P|Q).

CeR

2. HPVQR)=H(P|IQVR)+ H(QR).
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Demostracion. Para 1, por 1a Observacion 3.3.1 hecha anteriormente,

H(PIQVR) = Y. w(BNC)Hpnc(P)

BnCe@vR

> %M(B N C)Hane(P) (3.3)

BeQ.CeR

= Y u(@uc(B)Hpno(P).

BeQ,CcR
Por otro lado, tenemos que
Hpre(P) = — Z unnc{A)log (npnc(A))
AcP
_ Z u(BNncnA) log (“(BnCnA))
= (BN C) BnNnC
g(BNCNA) #(BNCNA)
_ _y wo log(m)
- u(BNC) p{BNC)
A€P () #(C) (3.4
_ ZMC (Bn4), (ﬂC(BﬂA))
= log
£ uc(B) pc(B)
= - Zﬂca ) log(ucp(4))
AeP
= HCB (P)
Juntando las ecuaciones (3.3) y (3.4) obtenemos
H(PIQVR) = > u(Cuc(B)Hcs(P)

BeQ,CeR

= > u(C) ) po(B)Hop(P

CeR BeQ

= Y wC)H(uc,PlQ)

CeR
— 37 u(C)Ho(PIQ),

donde las dos igualdades finales son resultado de la Observacién 3.3.1, lo que concluye el primer
resultado.
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Para 2, ocupando 1 y la Observacién 3.3.1 vemos que

H(PIQVR)+ H(QR) = ) w(C)Ho(PIQ)+ ) w(C)He(Q)

Cer CeR

= Y uC)(Hc(PIQ) + Ho(Q))

CeR

= Y WO)HAPV Q)

CeRrR

= H(Pv@QR),

donde los pasos finales de nuevo son consecuencia de la Observacién 3.3.1, y con ésto se concluye
la proposicién. ]

Definicion 3.3.3. Sea Q una particion y B una o-dlgebra. Definimos la refinacién de Q y ‘B como
la o-dlgebra generada por estos dos conjuntos. Como es de esperarse, la refinacién se denota de la
manera tradicional como & Vv 8.

Proposicién 3.3.3. Sean P y Q dos particiones y B una o-dlgebra. Entonces
H(PvQ|B)=H(P|QVB)+ H(Q|B).

Demostracion. La demostracién de 1a afirmacion es directa de la misma propiedad para particiones,
notando el hecho de que

H(P|®B) = inf {H(P|Q)|Q es una particién B-medible} .
]

Lema 3.3.1. Si f: I C R — R, donde I es un intervalo, f es una funcién continua y estrictamente
concava en I, entonces ¥ (t,)nen sucesion de elementos de I y para toda familia de o; € [0,1) tal

quey o0 =1,
/ (Z aiti) 2 Zai.f (t:)-
=0

=0
Si ademds o; # 0 para un niimero finito de i € N y la sucesion (L,)nen s no constante sobre el
mismo conjunto de indices en donde todos los o;’s # 0, obtenemos

f (Z aiti) > Z a; f(t;).
=0 =0
Demostracidn. Probaremos primero la proposicién para una cantidad finita de «; # 0, es decir para

cualquier conjunto finito de ay, . . ., o, € [0, 1) tal que Z a; = 1, veamos que
=0

f (i ait:’) > iaif (t;) Y (tn)new € 1.

i=0
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Lo probaremos por induccién. La base de induccién serd 2, que es el caso de la definicién estdndar
de una funcién (estrictamente) concava. Supongamos que se vale si hay n ;" s # 0 que cumplen

7
con la proposicién, es decir, si Z a; =1, con ; € [0,1), donde 1a familia de ¢,’s (para los mismos

=0
indices donde o; # 0) es una familia no constante, entonces

f (Zﬂ: aiti) > Zﬂ: o f(t) V(ta)nen € 1. (3.5)

=0

Probemos la proposicién para n + 1 pardmetros «;’s # 0 bajo las hipétesis, es decir supongamos
n

que E a; + ap4+1 = 1. Tenemos entonces que
=0

ﬂ-+1 7
f (Z aiti) = f (Z agt; + an+1tn+1)
=0

=0

(i Qi Zn: a;t;

— f i=0 i=0

| &

i=0
n n

= f Z a; Z ﬂaiiti + ant1tnit
=0 =0 ,

+ Ol

> Zaif Znaiiti + omy1f(tnt1),

donde la Gltima desigualdad es simplemente por concavidad. Ya que existen al menos dos indices
i,7 tales que ¢t; # t; y n > 2, podemos suponer que i, j < n, por lo que entonces podemos usar la
hipétesis de induccidn puesto que
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+ an+1f(tn+1) >

n+1

> aif(t),

=0

lo que prueba el caso donde los o, ;’s distintos de cero son una cantidad finita.
Para pasar ésto al limite, utilicemos la continuidad. Supongamos que hay una cantidad infinita
de a;’s distintas de cero. Entonces

Z oaf(t;) =

=0

lim

Jm Z o f(t:)

i=0

1, <

n o dm ) il ()
04 i=0

=0

= lim
n—o0

donde las tltimas igualdades son consecuencia tanto de lo probado anteriormente para el caso finito

como de la continuidad de f.

]

Proposicion 3.3.4. Sean P, Q y R tres particiones. Entonces
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1. PrQ= H(u,QP)=0.
2. P> Q= H(u,P|R) > H(i, 2IR).
3. Q=R = H(u,P|Q) < H(u,PIR).
Demostracion. Paralaida de 1, debido a la Proposicién 3.3.2,
H(PV Q)= H(QP)+ H(P),
pero entonces como P > Q, la Proposicién 3.1.3 implica que P V @ = P, y entonces
H(QIP) + H(P) = H(PV Q) = H(P),

por lo que H(u, Q|P) = 0.
Ahora para ver 2, ocupando nuevamente la Proposicién 3.3.2, vemos que, como 7 es m4s fina
que Q, 1a Proposicién 3.1.3 implica que

H(PIR) = H(PV QR) = H(P|QVR) + H(Q|R)
y entonces
H(PIR) - H(QIR) = H(PIQVR) >0,

lo cual nos dice que
H(p, P|R) 2 H(u, QR).

Para 3, primero lo probamos para la particion que sélo tiene al total. Sea R dicha particidn.
Entonces

H(PIR) = ) u(B)Hgp(P) = u(X)Hx(P) = Hx(P) = H(P)

BeR
debido a que
HANX)
Ahora probemos que H{P|Q) < H(P). Por la Proposicién 3.2.2 tenemos que
ANB
HPIQ) = Y —u(AnB)log ( M - ))
A€P,BeQ,ANB#(
< D (—n(A) log(u(4)))
AcP
= H(P)

debido a que como —tlogt es estrictamente céncava {ésto a raZon de que su segunda derivada es
—1/ty, puesto que s6lo estd definida para ¢ > 0, es negativa) y continua. Ocupando el Lema 3.3.1
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para ap = u(B)ycontg = “(ﬁ(g)m vemos que
- Z,u(AﬂB)log ( (AﬂB)) < - Zu(AﬂB)log (Z,u,(AﬂB))
BeQ (B) Beg@ BegQ
= —,u(U ADB) log (,u(U AOB)))
BeQ Bed
= —(u(A)log(u(A))).

Con ésto y ocupando las Proposiciones 3.2.2 y 3.1.3 vemos que

H(P|Q) = H(PIQVR) =) u(C)Hc(P|Q) < > u(C)Hc(P) = H(P|R)

CeR CeR

lo que termina la prueba. O

Ahora si podemos deducir una proposicién en contextos de sucesiones de particiones que se
refinan y las o-dlgebras que generan.

Proposicién 3.3.5. Sean B una o-dlgebra, P una particién y Q™ una sucesion de particiones tales
que se refinan sucesivamente (es decir que Q™ < Q" paratodan € N}y

V-
n=1
Entonces
H(P|®B) = r}LHoIo H(P|I2M).

Demostracion. Debido a la Proposicién 3.3.4, el que los elementos de la sucesién de particiones que
se refinen sucesivamente implica que

E[l4(2)|Q"] —= Ell4(2)|%]

puesto que o(Q") es una filtracién (por el hecho de que Q™ se refinan) y por la Proposicién A.1.3.
Obtenemos entonces que

Zpign = — ) log (ElLy(2)| Q") Ls —— — > " log (E[Ls(2)|B]) Ls = Zpjs.
AepP AeP

Por la Proposicién 3.3.1 tenemos que Zp|g- €s una sucesion no decreciente de funciones no negativas
simples que convergen a la funci6n integrable Zp;» y entonces por ¢l Teorema de Convergencia
Monétona ([5] pag. 31),

li HPIQ") = [ Zomdu— H(PIB),
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3.4. Entropia dinamica de particiones y particiones de Markov

Definicion 3.4.1. Sea (X, F, 1) un espacio de probabilidad y 7: X — X una funcién medible con
1 una medida T-invariante (es decir u(T1(A)) = u(A) siempre que A € F). Sea S el semigrupo
(o grupo) de iteraciones de T’ (dependiendo de si T es o no invertible). A la quinteta (X, F, u, T, S)
le llamaremos un sisterna dindmico.

De ahora en adelante trabajaremos con estos espacios, con el pequefio detalle de no mencionar
el semigrupo implicito por 7.

Lema 3.4.1. Sea (a,)2, una sucesién de niimeros reales con incrementos decrecientes. Entonces

Demostracion. Para a; = 0 tenemos que

n kL]

a; — Qi1 2 Gp — Qn-1
(0 2

, z, = 2z, i=1
lim = = lim * > lfm *
n—oc 7 n—oo n n—00 n

(la desigualdad se da porque los incrementos son decrecientes). Luego pues,

n

Ay — Gp—1 ( )
p i— . ma Qn—1 .
lim =L = lim T — lim @, — @n_1,
n—00 n n—r00 n n—00
lo cual prueba que
rs a rd
lim — > lim a, — @,_1.
n—o0 N n—e0
Veamos ahora le desigualdad la reciproca. Como
2n—1
( ) E Qp — On—1
s o TWQp — Gp— . i—
lim ap —Cpy = lim —+ " = lim ==
n—oo n—o00 n n—oo mn
2n—1
2 @; — Gi—1
. i= . G2p-1 — Qp—1
n—00 n n—oe n

(los dos 1iltimos pasos anteriores son consecuencia de que a,, tiene incrementos decrecientes y del
hecho de tener una suma telesc6pica), obtenemos que

,  Qop—1 — Qn—1 . Qon—1 . Qn . A2n—1 P Un—-1
Iim ————— = lim — lim =2 lim —
n—oo n noam N n—oo M nsoo2n—1 nacen—1
debido a que
2n el
i 1 vy lim——=1
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y al multiplicar ese limite con la penidltima igualdad nos resulta lo final. Ahora como toda subsuce-
si6n de una sucesién convergente converge al mismo limite que la original,

a.

. Q2n—1 . Gn—1 . , @
21fm —*= — lim = =2 1lfm =~ — lim = = lim =
n—oc 2n — 1 nsoon— 1 n—o0 1 n—3o0 M n—3o0 M

2. G z. :
con lo cual concluye se concluye que lim — < lim a, — @,_1, 10 que termina con la prueba. []
n—oo 71 n—oc

Definicion 3.4.2. Sea P una particién. Para cada n € N, se define

n—1
pr=\ T7P),
i=0
Si D C Z es finito, definimos
PP =\ T7(P).
ich

Si D es infinito, definimos a PP como la o-dlgebra mds pequefia que contiene a
(T7(P))se;

es decir,

PP = o((T(P))ien)-

(por ejemplo, P»~1 = Pm) Escribiremos también P~ = P["~U y de una manera similar,
Plleo) — pt y Pl — P— 1os cuales se llaman el n-presente, el n-pasado, €l futuro completo
y €l pasado completo del proceso.

Claramente, si ID es finito, entoces PP es también una partici6n.
Proposicion 3.4.1. Sean P una particién y B una o-dlgebra T-invariante, es decir T~ (*B) = %B.
Entonces I (P™|B) tiene incrementos decrecientes.

Demostracion. Tenemos que
n—1
H(P"B) - H(P~'|8) = H(\/ T™(P)|B) - H(P"'|®B)
i=0
= H(TCt1(P)v P 1B)— HP"|B)
= H(T - H(P)BsvP
= H(T™(P)|B v Pr1),

donde la pendltima igualdad se sigue de la Proposicién 3.3.3. De la misma manera se ve que

H(P™(B) — H(P"|%8) = I(T-"(P)|%B v P").
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Ahora nos fijamos en que

HI=(PBVP) = HI=(PB v (\ T(P)

— H(T-~(P)|T-1(B)V (\_/ T7*(P)))

= H(T™(P)|T(®B) v (PL1)),
donde la peniltima igualdad se da debido a que la entropfa se calcula en base a las medidas de 1a
particién, a causa de la T-invarianza de la medida y de B, por lo que pudimos aplicar 7! sin que
se afectara la entropfa, y como B \/ P = T-1(B) \ P»~U concluimos que
H(P"|®B) - H(P"'B) = H(T™™(P)|T}(B)v (PL1)
< H(TT™P)BVvP")
= H(P™|B)— H(P"|B),

lo cual concluye con la prueba. ]

Definicion 3.4.3. Definimos la entropia dindmica de una particién P con respecto a una transfor-
macion T y una medida ;1 como
. H(P")
h(p, T,P) = h(T,P) = h(P) = lim :

n—3oo n

Ahora si B es una o-dlgebra T-invariante y € una particioén, entonces definimos las siguientes
entropias dindmicas:

1.

(4 T, PIB) = K(T, PIB) = h(P|B) = lim TP 1%)
2.

A T, PIQ) = WT, PIQ) = h(PIQ) = Jim 112D
3.

B, T,PIQ\/ B) = h(T, P|QV %B) = h(P|QV $B) = lim H(’Pnlf"v%)_

Proposicion 3.4.2. Si h(P|B) < oo, entonces h{u, T, P|B) = H(u, P|B\ Pt), en particular
h(u, T,P) = H(u, P|PT) (es el resultado que corresponde a la o-dlgebra trivial).
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Demostracién. A causa de que *B y p son T-invariantes, tenemos que
H(P™|B) — H(P™|B) = H(P"™'|8) — H(T'(P")|8) = H(P|®B v Plm])
ya que con la Proposicién 3.3.3 vemos que
(P 8) = H(P|B v Py + m(Pml|8) = H(P|B v PL™) + H(T(P")|B)

y despejando se obtiene lo deseado. Como P" tiene incrementos decrecientes, la Proposicién 3.4.1
y luego el Lema 3.4.1 implican que

wPB) = tm TP P)

n— n

= lim H(P™|B) - H(P"|B)
= lim H(P|B v Pi)

= H(P|BVPT),
donde la tiltima igualdad es consecuencia de la Proposicién 3.3.5, lo cual concluye la prueba. [

A continuacién agregaremos un pequefio auxiliar de nuestro trabajo, algo que por el momento
no ocuparemos, pero que més adelante servird para conectar los capitulos 3 y 4.

Definicién 3.4.4. Sean X un espacio métrico compacto, T: X — X una funcién continua y S el
semigrupo o grupo de iteraciones de 7'. A la terna (X, T, S) le llamaremos un sistema dindmico
topoldgico.

Dado un sistema dindmico topolégico, podemos considerar la o-dlgebra que generan los conjun-
tos abiertos, llamada la o-dlgebra de Borel (0 o-dlgebra boreliana). La Proposicién A.2.8 garantiza
la existencia de una medida de probabilidad T-ergédica y T-invariante, con la cual se obtiene enton-
ces tenemos un sistema dindmico como se defini6 anteriormente.

Definicién 3.4.5. Sea (X, T,S) un sistema dindmico topol6gico, y una medida T-invariante y P =
{A;, Ag, ... } una particién de X. Decimos que P es una particion de Markov si

Az NT7A, NT 24, NT3A,,---NT"A,,) (A, ,NTA;)
Az, NT 1A, NT2A, NT3A,,---NT-0DA, ) Az, )

para cualquier conjunto finito de fndices (z;)%, (es decir, z; € {1,2,...}) y cualquier familia
(Ag, )2 de elementos de la particién.

Proposicion 3.4.3. Sea (X, T,S) un sistema dindmico topolégico, p un medida de probabilidad
T-invariante y ‘P una particién de X. Entonces P es una particion de Markov si y sélo si
Ay NT7 A, NT72A, NT 3 A, - -NT™A,,)  p(T1A; NAL)

(T4, NT 24, NT3A,, - -NT"A, )  u(T'4,)

para cualquier conjunto finito de tndices (z;)} o y cualquier familia (A;,)?_ de elementos de la
particion.
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Demostracién. Tomemos un conjunto finito de indices (z;)%_, y consideramos la familia correspon-
diente (A, )7, de elementos de la particién P. Usando la definicién de probabilidad condicional

_ #ANB)
”(AlB) - “(B)

vemos que, dada una i fija,

(T A, N T 6 DA, )
w(T-6DA,, )

JU'(T_iA:Bi |T_(i_1)AZ='—1 ) =

:U'(T_(i_l) (T_lAa:i N Az, ))
ﬂ(T_(i_l)Azgr-1 )

,U,(T_le‘_ n A«'Gi—l)
WAz ,)

donde la dltima igualdad se debe a la T-invarianza de u. Como la particion es de Markov, tenemos
que

M(T_lAﬂJi n Ami—l) _ ”(Axu n T_lA:vl n---nN T_iAwi)
JU'(AE-'—l) B rU'(AEU N T_IA:M n---N T—(i_l)A-Ti—l)

y a causa de esto obtenemos que

p(Ae, NTLA, N -NTAL)

,U.(T_';Ax'. N T_(i_l)Axif ) — —(i—
- #(T—(i—l)A ) : )u’(Aﬂ-'o nT 1A$1 n---NT l)Awi—l)
Ti—1

= p,(T_iAz'. |T_(i_1)Am¢—1)M(Amu n T_lAml n--- nT_(i_l)Ami—J'

Deducimos entonces que
WAz NT1A, N---NTA,)

= IJ'(T_IAI: |T_(l_1)Azi—1)”(T_(l_l)Aml—1 |T_(t_2)A-’Bi—2) oot vu'(T_lAIl n A-’»"u)
= J“’(T_IAmz |T_(I_1)Ax:—1)U(T_(I_l)A¢;—1 |T_a_2)sz_z) e U(T_IAM |Axu)ﬂ*(Axo)
Yy que
(T1A,, NT 24, NT3A4,,.--NT4,) =

= “(T_tAmt |T_(I_I)Amz—1)“(T_(I_I)Azx—l |T_(l_2)Awi—2) e “(T_2Aﬂ=2 n T_lAml)
= ”’(T_IAwl |T_(l_1)A31_1 )“(T_(l_l)Ath |T_(I_Z)A-’£1_2) e JU‘(T_ZA-’EZ |T_1A31 ):U'(T_lAm)

y como consecuencia de ésto se puede observar que

p(Agg NT A, NT2A, NT3 A, N---NT"A,,)
u(T-1A, NT-24,, NT3A,, N---NT"A4A,)




40 CAPITULO 3. ENTROPIA Y TEORIA ERGODICA

_ (T A [T DA, ) - T Ay [T Agy (T Ay | Ago ) 15( Az
(T Ay, [T~ DA, 1)+ p(T72 A, T2 Ay JU(T 1Az, )

_ (T Agy | Ago) 11(Auo) _ (T Agy N Ago)1t{Aso) _ (T Agy N Agy)
w(T1A,,) p(T1 Az, ) u(Ag,y) w(T1Az,)

con lo cual se concluye la ida de la proposicion.
Ahora para el regreso, por hipétesis tenemos que

. A, NT1A,)
Ap NT A, N+ -NT 7 4,) = 2 (A, 2
[.L( 0 1 ;) ,U(T_lAzl)

(T4, NT2A, N0 -NTAL).
Aplicando la T-invarianza de y podemos ver que se cumple un poco més que esta igualdad, es decir,

la igualdad se conserva sin importar la familia de subindices, mds precisamente tenemos que

_ _. A,NT 1A _ e
I-L(A-yu nT 1‘4111 n...nT !Am) = M( ;(DT_lAyl)M)l‘(Am nT 1AL‘2 n---nT¢ I)Aye—l)'

Aplicando este paso n — 1 veces para u{A;, N T 1A, N---NT ™A, ) obtenemos que
(A, NT YA, N---NT"A,)

_ JU’(A-'»FO N T_lAzl) lu'(Axn—2 N T_lAwn—l)
w(T1Ag) p(T-14,, )
y de manera similar vemos

N(Amn—1 n T_lAmn)

{Agg NT A, N---NTNA, )

— :U‘(Awo N T_lAII) e lu’(Axn—S N T_IA:cu—2) . lu’(Axn—Z N T_IA:cu—l)
u(T1Az) (T 1A, ,) wT1A,, )

con lo cual

:U‘(T_]-Am"_:L):

WAz NT1 A, NT2A, NT3A,,---NT™A,)

Ay NT-1A;, NT24, NT3A4,,---NT--DA, )
(A, NT1AL) o Az, , NT A,

_ (T Az) w(T1A;, )
Az N T Az . WAz s NT A, 3) Az, s N T Az, )

p(T-1Az,) p(T1Az, ;) (T4, )

Az, NT™1A,,)
p(T 1A, )

por lo tanto P es una particién de Markov lo cual concluye la prueba. ]

I"’(Amn—l n T_lAmn)

IJ'(T_len—l )

Definicidn 3.4.6. Decimos que dos particiones P y Q son independientes si VA € Py VB € Q

u(AN B) = p(A)u(B), o que es lo mismo u(A|B) = “(ﬂ;)’g) — u(A).

Lema 3.4.2. Sean o, 3,y particiones finitas. Entonces:
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1. ay 8 son independientes si 'y sélo si H(a|B8) = H{a).

2 VAceo,Be3,Cen,
p(ANBNC) u(ANC)
#(BNC) ©(C)

siy solo si H(o|B8 V v) = H(alv) .

Demostracién. Para probar 1 la ida es inmediata, puesto que si u4{A|B) = u(A) entonces

H(@f) = — > u(AnB)log(u(A|B))

Ace,Bep

= — 3 (AN B)log(u(4)

Ace,Bef

= = u(A)log(n(A4))

= H(a).

Para el regreso, como la funcién —¢ log(t) es estrictamente céncava, vemos que paracada A € o,
ocupando ¢l Lema 3.3.1 para ag = u(B) yconig = “(‘?gf ), tomando como conjunto de subfndices
a f3, vemos que

- 0 M _ o
;#(AOB)I g( u(B) ) < Bzeﬂ,u(AnB)l g(%,u(AﬂB))
— —u({JAnB)log(u(| J anB) GO
Bep Bes
— —u(4)log(u(4)).

Ahora si, suponemos que 3 no es la particion trivial (donde sélo te fijas de un conjunto de medida 1,
en cuyo caso la afirmacién que queremos demostrar es un caso trivial). Tenemos que VB € § ap =
1(B) < 1. Como H{a|B) = H(a), tenemos que

- % wtanmyog (PUDE) - 5 uaytogtu(a),

Aca,BeB ,U,( Acn
entonces
p(ANB)\Y _
- 2 (u(A) log(u(4)) — Bze,:s”(A N B)log (W)) =0,

de aqui obtenemos, por (3.6), una suma de nimeros no negativos que suman cero, por 1o que cada
sumando es cero, que es exactamente 10 mismo que

u(A) log(u(4)) = 3" (A N B)log (’“‘(ﬁ—gm) 0

Beg
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y as{

e _ (HANB)
p(A) log BZE;M(A”B)lg( () )
_#{AHB)

Ahora como sabemos que —t log(t) es estrictamente céncava, si tg = no fuera constante en
el conjunto de indices donde ag # 0, entonces tendriamos la desigualda estncta pero esto traeria
consigo una contradiccién por lo cual tg = “(ﬁg;s ) es constante para toda B € §3, llamémosle ¢ a
dicha constante. Entonces

—p(A)log(u(4)) = - p(ANB)log (W)

Beg

= — ) #(ANB)log(c)
Bep

= log(c)(— Z,u (AN B))

Beg
= log(c)(— U ANB))
Beg@
= p(A)log(c),

lo que nos dice que

pAN B))
u(B)

Para 2, la ida es de hecho similar a la ida del primero. Para el regreso, tenemos que H{a|8V7y) =
H(aly) y usando la Proposicién 3.3.2 vemos que

H(alfV7) =) w(C)Ho(alB) = H(aly) = Y p(C)Ho(a

Cery Cey

() = log(c) = log (

y de aqui concluimos que

donde la dltima igualdad se sigue de 1a Proposicion 3.2.2. Entonces

Zﬂ J(He(a|8) — Ho(a)) = 0.

Cery

Si fuera -y la particién con un dnico elemento de medida 1, el resultado seria obvio. Entonces supo-
niendo el hecho opuesto, es decir, suponiendo, sin pérdida de generalidad, que u(C) # 0 VC € 7,
entonces tenemos Hg{a|8) — He(a) = 0, es decir Ho(a|8) = He{a), que es el caso anterior
para la medida p¢, por lo que ocurre que « es independiente de 8 bajo la medida pc, y entonces
to(A|B) = pe(A), olo que es lo mismo,

pc(AN B)

uo(B) pe(4),
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lo cual es equivalente a

Ao _ wANC)
sB)  p(C)
y por lo tanto
wANBNC) uANC)
WBNC) ~ ulC)
lo que concluye con la prueba. 0]

Teorema 3.4.1. Sea (X, T,S) un sistema dindmico topoldgico y i una medida T-invariante. Una
particion finita P es de Markov si y sélo si h(u, T, P) = H(P|T-(P)).

Demostracion. Basta probar que P es particion de Markov si y sélo si

H(PIT(P)) = H(PIP*) = H(P|\/ T(P))

=1

(ésto debido a la Proposicién 3.4.2). Para la primera implicacién vemos que

H (P QT“(P)) = lim H (P T‘\_/T“’(P))

porque la sucesi6n de particiones
n—1
i=1

es refinada y entonces es consecuencia de 1a Proposicién 3.3.5. Luego

\/ —1i _ _ “(AxonB)
H(P i\=/1T (’P))— AZéP u(AxoﬂB)log(M(B) )

Be "\_/1 T-P)
i=1

=

neN

1 H (Aa:o A ﬁ T (Azi))
- 3 [ (Am, n T"'(Ami)) log = ,
A, €P =1 H (n T_i(Axi))

A, eP,i=1,..,n—1

y siendo P una particién de Markov, usamos Proposicién 3.4.3 y obtenemos que

n(r
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ﬂ—l —1
- - > ’ (Axo N T"’(Ax,.)) log (M8 5l
Ay €P = wl
A, eP,i=1,..,n—-1

- _ Z m (A:J:u A T_I(Am)) log (.Iu’(Aa:o N T_l(A:r:l)))

Ay €P, Az EP T 4a,))

= (PITY(P)),

lo cual concluye la ida.
Ahora, para demostrar lo que falta, como

digh

Vr (P))

neN

es una sucesion decreciente por la Proposicion 3.3.4, tenemos que

)) =inf H (P
neN

VT 'P))

i)

es una sucesion de particiones que se refina). Con la desigualdad opuesta, concluimos que la sucesién
n—1

bij (’P VT (’P))
i=1 neN

es constante, lo cual nos dice que Vn € N,

digt

nVIT“(’P)) =H(P|T™

—i

H{P|TY(P)) = h(p,T,P) = lim H (’P

\_/ T—*(P)) .

i=1
Por otro lado,

H(PITY(P) > H (

por la Proposicién 3.3.4 (ya que

y entonces B
H (19 \/ T7(P) \/T‘l(’P)) = H (P|ITYP)).
Por el Lema 3.4.2,
wANBNC)  p(ANC) N/ i s
WBNC) = W) VAeP, VBe \| T7(P), vCeT(P)

i=2
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y por la forma de dichas particiones esto implica que

A, NT1A, NT2A, NT3A,,---NT™A, ) p(T1A, NAL)

w(T1A,, NT-2A, NT3A,,---NTmA, ) u(T1l4;)

para cualquier conjunto finito de fndices (z;)*, y cualquier familia {A;,)? , de elementos de la
particién. Por lo tanto P es una particién de Markov. ]

3.5. Teorema ergodico

En esta seccién enunciaremos y demostraremos €l Teorema Ergédico de Birkhoff, un resultado
de gran importancia en Teoria Ergédica, y bueno, también en el desarrollo de esta tesis. Primero
enunciamos una versioén simplificada del concepto de ergodicidad.

Definicidn 3.5.1. Sea (X, F, i) un espacio de probabilidad y T': X — X una transformacién me-
dible que preserva la medida ; (i.e. 1 es T-invariante). Decimos que 7' es ergddica si para cada
B € F tal que T-(B) = B se tiene que u(B) = 00 u(B) = 1 (en cuyo caso diremos que i €s
T-ergddica)

Proposicién 3.5.1. Sea (X, F, i) un espacio de probabilidad y T: X — X una transformacion
medible que preserva la medida u. Entonces T es ergddica respecto de p si y sélo si para toda
f € LMX, F,u) tal que f = f o T, ocurre que f es constante.

Demostracién. Paralaimplicaci6n inversa tomamosun A € F,con T1(A) = A.Entonces [ 407 =
L4, y asf, por la hipétesis, I 4 es constante, lo que quiere decir que p{A) =06 u(A) = 1.

Ahora para la implicaci6n directa, sea f € LY(X,F, u) tal que f = f o Ty veamos que f e
necesariamente constante. Supongamos lo contrario. Entonces existe a € R tal que los conjuntos

A={weX:flwy<a} y A°={weX:fw)>a}
tienen ambos medida no cero y también tenemos que
A={weX: flw<ao}l={we X: foT(w) <a}={we X:T(w) € A} =T"(A),

lo que directamente nos lleva a una contradiccién debido a que T-1(A) = A, m4s sin embargo
#(A) > 0,y como u(A°) > 0 entonces p(A) < 1, pero T es ergédica, por lo tanto f no tiene otra
opcidn que ser constante, lo cual termina esta prueba. O

Podemos ahora enunciar una version simplificada del Teorema Ergédio de Birkhoff, suficiente
para lo que necesitaremos mds adelante.

Teorema 3.5.1 (TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF). Sea (X, F, u, T) un sistema dindmico. Si
1 es una medida T-ergddica, entonces

n—co
n i=0

111—1 )
lim - Ti— | fd 3.7
fm Y fo /Xf# pcs €X)
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Para probar el teorema anterior necesitamos un par de lemas que nos ayudardn en la prueba del
mismo. Pero antes algo de preparacin. Primero observemos que podemos suponer que | < fdu =10,
ya que en otro caso podemos remplazar a f por f — [ fdu. Definamos para ¢ > 0 al conjunto

n—1
> H(T=)
E.(f) = ¢ ¢ € X |limsup "*=° o >€

Este conjunto es de suma importancia por que probando que, sin importar la € que pongamos, tiene
medida cero, entonces ya tendremos el resultado deseado.

() < f Ifld.u

Demostracion. Primero escribimos f = fi — f- con f+, f- > 0. Para cada m > 1, definimos los
conjuntos auxiliares

Lema 3.5.1.

EM(f)={z€X:I1<N<M, Nz:lf+ T%(z)) > eN}

i=0
N-1

EX(f)={zr€X:I1<N<M, > f(T'z))2eN}

i=0
Para cada z € X, analizemos las funciones Igp(; y(T%(z)) y Ign (s, y(T*(2)). Si

T s,y (T () # 0,

entonces T%(x) € EM(f,), por lo que para cada i que cumpla lo anterior 3 N; < M tal que

Z .f+ >EN‘I)

o lo que es 1o mismo,
Ni+i-1

> F(THE) > e,
=i
pero entonces 3 j; € {7,..., N; + 1 — 1} tal quef+(7%(z)) = ¢, o lo que es lo mismo,

Fe(T%(z)) > elgm(s,) (T (z)),

lo que nos dice que

/X f+(T%(x))dp > fX elgp s,y (T"(2))dp = € j; Iy s,y (T*(@))dps
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Ahora, por la T-invarianza de 1a medida x tenemos que
[ #r@dnz ¢ [ oy (@ = eu(®2 (7).
En forma andloga, tenemos que
[ £ > eute (1)),
A raiz de ésto vemos que
H{Ex(f)) < lim sup w(E (£1)) + lfm sup w(E(f-))

puesto que Ex.(f) C Upen B¥ (f+) UEY(f_) y la uni6n sobre M es creciente (la contencién es
debido a que z € Eq(f) implicaque 3 N, M € Ncon N < M y tales que

Y £(Ti(x)
=0 > ¢
N )
pero como
YT L ATE) X T)
= N + N 2 N

tenemos que

Y AT Y F(T)

>
N + N > 2¢
y entonces
N-1
> F(TH())
i=0 ~ 2 ¢

[=]8

N-1
D 1(TH2)
H? > €.
Por las desigualdades anteriores vemos que

) < ff+£:n)dp n ff_iw)d,u _ f|f(;c)|du,,

€

#(Ege(f)

lo que termina la prueba del primer lema. ]
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Lema 3.5.2. Sea f una funcién F-medible (variable aleatoria) de codominio real tal que | x Jdp =
0. Dado 6 > 0, podemos encontrar una h € L*( X, F, i) (variable aleatoria acotada) tal que

f F = (hoT — h)|du < 6.

X

Demostracién. Ahora lo que hay que probar aquf es que
E={hoT—-h:heL>®X,F,u}

es denso en
Bo={f€L1(X,}',p):ffd,u=0}.

Por 1a Proposicion B.1.2 es suficiente probar que todas la funcionales lineales y continuas que se
anulan en F también se anulan en By. Sea a € L' (X, F, u)* (un elemento del espacio dual topolégi-
co de L1(X, F, u), es decir, un funcional lineal y continuo). Por el Teorema de Representacion de
Riesz, 3 k € L®(X, F, p) tal que

alf) = [ fhdu ¥ f € LHX,F )
El que « se desvanezca en F significa que
/;(hoT— Rkdu—=0 Vhe L®(X,F, ),
en particular ocurre para h = k, por lo que entonces [, (k o T)kdp = [, k*duy asf,

/.(kOT—k)2dﬂ=/(k0T)2dﬂ+/kzdﬂ—2fk0dep.
b'e X b'e X

Como p es T-invariante, f
X

f(koT—k)zd,u—2(/ k‘zd,u—/kodep,) =0.
b b b

Por lo anterior k o T' = k, y como 7' es ergédica, la Proposicién 3.5.1 implica que & es constante. Si
f € By, entonces [ fdu = 0, lo que implica que a{f) = [ fkdu =k [, fdu = k(0) = 0, por lo
tanto o se anula en By y con ésto se termina la prueba del lema. O

(koT)%du = f k%dy y por lo tanto
X

Finalmente terminamos este capitulo con la prueba del Teorema Ergédico de Birkhoff.

Demostracion del Teorema 3.5.1. Usando el Lemma 3.5.2 vemos que dada una § > 0, existe h €
L>(X, F, 1) que cumple con [, |f —(hoT — h)|du < 6. Dada e > 0,

Ee(f) - E%(f_ (hOT—h)) UE%(h’OT— h))
(lo cual es consecuencia directade que f = f — (hoT — h) + ho T — h), y entonces

HE(F) < p(Bs(f — (hoT —h))) + u(Eg(hoT - h)) (3.8)
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La forma del conjunto E.( f) nos lleva a que si z € E.{f), entonces

n—1 n—1
Y (= (hoT - h))(THz)) > (hoT — h)(T(x))
lfm sup =0 + lim sup =0
n—roee n n—ro0 n
n—1
> H(TH)
> limsup =0 2€=E+E.
n—roo 7 2 2
De aqui se deduce que
n—1
D (f— (hoT - B)(T'(z))
lim sup “=2 > ¢
n—00 T 2
s}
n—1
S (ko T - h)(TH(x))
lim sup =0 > E.
n—oc n 2
Entonces o
> (hoT —h)(T'(z))

n N n I
lo que nos lleva a que E<(h o T — h) = @ y entonces j(E<(h o T — h)) = 0. Por el Lema 3.5.1
vemos que

JV - oT-mids

€
4

WE;s(f — (hoT —h))) < (3.10)

Comoe ¢ > 0 es arbitraria, se deduce de (3.10) que

WE(f — (Ao T - k) =
y por (3.8) y (3.9) tenemos que u{E(f)) = 0 para toda € > 0, lo que concluye la prueba. O
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Capitulo 4

SHIFTS COMO SISTEMAS DINAMICOS
Y CONJUGACION

4.1, Sistemas dindamicos y espacios shift

Recordemos que del capitulo anterior la definicién 3.4.1 dice que: Sea (X, F, 1) un espacio de
probabilidad y T: X — X una funcién medible con x T-invariante y sea S el semigrupo o grupo de
iteraciones de 7'. Entonces a la quinteta (X, F, i, T, S) le llamaremos un sistema dindmico.

Recordemos también que la definicién 3.4.4 dice lo siguiente: Sea un espacio métrico compacto
X,T: X — X una funcién continua con y sea S ¢l semigrupo o grupo de iteraciones de T entonces
alaterna (X, 7, S) le llamaremos un sistema dindmico topol6gico.

Definicion 4.1.1. Sea X un espacio shift y sea w un bloque de tamafio |w| y k& € Z. Definimos el
cilindro determinado por w y k como

Ce(w) = {2 € X|ep kw1 = w}-

Los cilindros servirdn para definir la topologia de los espacios shift. Primero dotamos al alfa-
beto con la topologia discreta, y con ella podemos dotar el espacio shift completo con la topologia
producto (que por el el teorema de Tychonoff hace al espacio shift completo un espacio topolégico
compacto por ser finito el alfabeto), y finalmente dotamos al subshift con la topologfa inducida. Por
definicién de topologia producto, los cilindros forman una (sub)-base de la topologia. Esta topologia
es metrizable con la métrica de Cantor, definida para toda z,y € X por

2~k si ¢ # y donde k es el maximo nimero tal que T(_xx = Y[k k]
d(z,y) = 0 siz =1y

Demostremos esta afirmacién. Primero hay que probar que d efectivamente es una métrica. Es
muy sencillo probar que es simétrica pues es lo mismo z|_z ) = Y- k4 8 Y-k K = T[4 AhO-
ra d(z,y) = 0siy sélo si z = y, ésto por definicién de nuestra mefrica. Para ver que cumple la
desigualdad del tridngulo se cumple, hay 2 casos: Sean z,y,z € X. Sid(z,z) = 0y d(z,y) = 0,
entonces x = y = z y entonces d(z, z) + d(z,y) > d(=z, y) = 0. Si uno de los 2 es cero y el otro no,
tenemos que s.p.g. d(z, z) = 0y d(z,y) # 0, entonces x = z y se cumple la desigualdad. Finalmen-
te, si ambos son no cero, si k es tal que d(z,y) = 2~ entonces k cumple con ser el mayor nimero

51
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tal que Z[_g k) = Yk ¥ Sea I, j tal que d(z,z) = 27} y d(z,y) = 277 entonces [, j cumplen con
ser los mayores numeros tales que Z|_yq = 2z ¥ ¥[-j4 = 2[—j4)- Eotonces s.p.g. sea § < [, de
donde podemos ver que

d(z,2) + d(z,y) =271+ 279 =279 (24D 4 1),

Si suponemos que j > k ocurre, entonces y_; ;1 = 2[—j,5], Y €OmMo j < [, tenemos que T—; ;1 = Y—,4)»
lo cual es una contradiccién. Por otro lado, z[_; ;1 = ¥—;4] con j > k, pero k era el miximo con esta
propiedad, asi que necesariamente 7 < k y de aqui tenemos que 277 > 27, y con ésto obtenemos
que

d(z,2) +d(z,y) =279(270D £ 1) > 2779 > 27F = d(z, ),

lo cual demuestra que d es efectivamente una métrica.

Abhora s6lo basta ver que las topologias coinciden. Por definicién la topologfa producto estd ge-
nerada por los cilindros. Sea w € B(X) y k € Z. Denotemos a la d-bola de radio € > 0 con centro
en z € X por By(z, €). Si z € Cx(w), entonces

By(, 2~ (T3IR+10000000uly ¢ (),

y por otro lado, si z € By{z, €), entonces escogemos n € N tal que 27" < ¢/123456789 y asi
Cn(@[-nm)) C Ba(z,¢),

lo que demuestra que las topologfas son la misma.

Teorema 4.1.1. Un subconjunto X de AZ es un espacio shift si y sélo si es compacto y T-invariante.

Demostracién. Primero, todo espacio shift X es por definicién invariante bajo su shift, que en este
caso llamamos 7', es decir, X es T-invariante. Ahora para probar que es compacto s6lo basta probar
que es cerrado por que el shift completo es compacto. Para ver que es cerrado, sea (2(™),ey C X
una sucesion convergente a x en el shift completo y veamos que converge en X, es decirque x € X.
Hagamos esta prueba por reduccién al absurdo. Supongamos por el contrario que no ocurre, es decir
que z ¢ X. Sea F tal que X = Xr. Entonces existe un bloque zj; ;) € F donde i,j € Zyi < j.
Sean > (|i| + |7] + 98)7654321 y sean € N tal que d(z'™, z) < 2. Entonces z}; ;) = IL‘E:;] e F,
pero z € X = Xx, o cual es una contradiccion.

Ahora para el regreso, supongamos que X es compacto y T-invariante. Sea F = A* \ B(X).
Veamos que X = Xr. 8iz € X, entonces zj; ;) ¢ F paratodos 4,j € Z, i < j, por lo que entonces
z € X7. Ahora tomemos € X5y veamos que z € X. Paratodan € N, 2_,,,) € B(X), y como

X es T-invariante, existe £ € X tal que :E(") T[_nqn)- Por lo tanto ™ 5 zsin — oo, y

[—n7] -

como X es cerrado, concluimos que x € X. ]

Teorema 4.1.2. Sean (X, T) y (Y, S) dos espacios shift. Sea f: X — Y una funcién. Entonces |
es un cédigo de bloques deslizante siy sélo si f es continuay foT = So f.

Demostracion. Para la ida supongamos que f tiene memoria /m y anticipacién n. El Teorema 1.5.3
implica que f o T' = S o f ahora s6lo falta ver que dicha funci6n es continua. Seae > 0. Sean € N
tal que e > 27" y sea § = 2767(n+m+a+38) Entonces, para toda z € X, f(By(z,d)) C By(f(z),€),
por lo que f es continua. El cédigo de bloques satisface, por definicién, el hecho fo T = S o f.
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Para el regreso, debido a la Proposicién 1.5.3, basta probar que existe M € N tal que f(z)o
es funcién de z[_psp7. A causade que foT = S o f y como f es continua, nos fijamos en que
Co(f()o), €l cual es un abierto en Y. Por continuidad f~1(Co(f(z)o)) es un conjunto abierto, por lo
que para cualquier punto y € f~(Co(f(z)o)), en particular z, existe una M € N tal que

z € C_plzi—man) C FHCo(f(2)o)),

lo cual indica que cualquier punto ¥ € X que coincida con  en |_ s, cumple que f(y)o = f(z)o,
equivalentemente que la imagen de la z;_xs a7 bajo la funcién de bloques que genera a f es f(z)o,
por lo tanto f es un codigo de bloques deslizante con lo cual se termina la prueba. O

Por dltimo un resultado inmediato.
Teorema 4.1.3. Todo es espacio shift es un sistema dindmico topolégico.

Demostracién. En escencia, en virtud del teorema anterior, hay que probar que 1a funci6n shift es
un cédigo de bloques deslizante, pero ésto es obvio, tiene memoria 0 y anticipaci6n 1. ]

4.2. Particiones y funciones de sistemas dinamicos

En esta breve seccién demostraremos una proposicién que serd 1til més adelante.

Proposicion 4.2.1. Sean (X, A, ux,Tx) y (Y, B, iy, Ty) dos sistemas dindmicosy p: X — Y un
isomorfismo en sistemas dindmicos, es decir, una funcién medible biyectiva con inversa medible,
T-invariante (es decir @ o Tx = Ty o) y que preserva la medida es decir ux = py o . Sean P, Q
dos particiones de X. Entonces

1. p(P),(Q) son particiones de Y .
2. SiP = Q entonces p(P) = p(Q).
5. 9PV Q)= 9(P)V p(Q).

Demostracion. Para el primer inciso sabemos que

()

py (CP(U L)) =ux(U L) =1,

LeP Lep

y entonces

y as{
(| o) =1.

LeP
Como la funcién es biyectiva, los elementos de () son ajenos dos a dos. Esto prueba 1.

Para el segundo inciso, sea [ € (Q). Entonces existe ¢ € Q tal que [ = (g). Por hip6tesis
existe p € P tal que ¢ C p, y entonces I = (q) C w(p) € ¢(P), por lo tanto tenemos que
©(P) = (Q). Esto concluye 2.
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Para 3, vemos que por 2 y a causa de que

PXPvQ

Q=<PvQ,

tenemos que

#(P) S p(PV Q)

0(Q) X p(PV Q).
Entonces por la Definicién 3.1.2 tenemos que
P(P)V p(Q) = p(P.V Q)

Si f € p(P v Q), entonces por la Proposici6én 3.1.5 existen a € P y b € Q tales que f = p(anb) =
p(a) Np(b) € p(P) V (L) y por lo tanto

p(P)Vp(Q) = p(PV Q).

Como son particiones, la Proposicién 3.1.2 implica que (P V Q) = @(P) V »(Q). O

4.3. Teorema de descomposicion

En esta secci6n presentamos y enunciamos el uno de los dos principales resultados enunciados
en la Introduccién: el Teorema de Descomposicion para espacios shift de tipo finito de memoria 1.

Teorema 4.3.1. Cada conjugacidn entre dos espacios shift por aristas es composicion de cédigos
escision y de codigos amalgamacion.

Antes de presentar la prueba, enunciemos y demostremos un par de lemas técnicos que serin
necesarios.

Lema 4.3.1. Sean X y Xy dos espacios shift por aristas. Sea ¢: Xqg — Xy una conjugacion de
1-bloques (es decir una conjugacion que tiene memoria y anticipacién 0). Si la inversa de ¢, que es
un co’digg deybloques, tiene anticipacion n > 1 y memoria m > 0, entonces existen escisiones (de
salida) G 'y H respectivamente de G y de H tales que el diagrama

’%bcé

Xg—)Xé

cﬂ “

7: 77
Xy +— Xz

conmuta, donde ¢ es una conjugacion 1-blogue con memoria m y anticipacionn — 1 y Yoa y a;ﬂi
son los cédigos escisiones correspondientes.
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Demostracién. Tomamos a H como la escisi6n (de salida) completa, es decir, la escisién (de salida)
generada por la particién dada por la regla en la que para cada I € V(H), tomamos la particién de
los unitarios de £z, Entonces las aristas de H son de la forma h* donde h, k € A(H) y k es sucesor
de h. Sea ¢ = &, donde ¢: A(G) — A(H) (recordemos que ¢ es un c6digo de 1-bloques). Para
la escisién de G, particionamos para cada I € V(G) el conjunto £; de aristas que salen de 7 de
acuerdo a sus ®-imégenes, es decir, paracada I € V(G)y h € A(H),

& ={g € &|2(g) =h}.
Sea C 1a escisi6n resultante y por dltimo definimos ®: A(G) — A(H) por la regla
o(g") = 2(g)"
@ induce un cédigo 1-bloques porque si f*, g"* € A(Q) y (%) = i(g"), entonces
HO(F) = HO(F)) = i(2(9)") = (®(¢"))-
El siguiente diagrama muestra la accién de todos los c6édigos involucrados en esta demostracién,

wGé h_a h_1 hg

e go3g-ag-1.90g1G2c — - gl5' gz 9.9 glrenr -
¢ J 1 ¢
o
c~h_sh_gh_y hohihy--- 22 . pMZRMGRR RRipMaple .

y de €l se sigue la conmutatividad afirmada.

Para demostrar que ®~! cumple con las condiciones de memoria y anticipacion, debemos de-
mostrar que siempre que § € Xy, §—m,n—1) determina la coordenada cero de ¥ = ®~1(g), es decir
que o = ®(fj_mn_1)- Para ésto escribimos ¥ = azy(§) y + = @ '(y) y observamos que
Zo = zg'. Como §fi_pm n—1] determina y[_, 5 ¥y COMO Y|, »| determina xp, concluimos que Fj—mn—1|
determina Zg. []

Podemos reducir también la memoria sin afectar 1a anticipacién. El siguiente lema es totalmente
similar al anterior, al igual que su demostraci6n, la cual omitimos.

Lema 4.3.2. Sean X¢ y Xy dos espacios shift por aristas. Sea ¢: Xq — Xy una conjugacion de
1-bloques (es decir una conjugacion que tiene memoria y anticipacién 0). Si la inversa de ¢, que es
un co’digoyde Qloques, tiene anticipacion n > 0y memoria m > 1, entonces existen escisiones (de
entrada) G y H respectivamente de G y de H tales que el diagrama

Yoo

XG — Xé
M H
Xy HE x.

conmuta, donde ¢ es una conjugacion 1-blogue con memoria m — 1y anticipacién ny Yga y a_,‘;,i{
son los cédigos escisiones correspondientes.
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Ahora ya podemos dar la demostracién del teorema de descomposicién

Demostracion del Teorema de Descomposicion. Sea ¢: Xqg — Xy de memoria m y anticipacién
n. Debido a la Proposici6n 1.5.6, al ser ¢ un c6digo de bloques deslizante, existe un shift superior
de bloques Xg, una conjugacién ¢: Xg — X y un cédigo de 1-bloques ¢: Xo = Xy tal que

pop=¢.

Supongamos que este shif superior de bloques es un shift de bloques de tamafio N. La Pro-
posicién 2.3.1 implica que Xg = (XG) = Xeav, ¥ por el Lema 2.4.2 tenemos que existe una
sucesi6n finita de escisiones de G a GIM. Como X¢ = (X¢)™ = X, entonces hay una suce-
si6n finita de cédigos de escisién (también llamados simplemente escisiones) de X¢ a X, digamos
hi: Xgi &+ Xgiti,deformaquety =hyo---hy.

Ahora ¢ es un c6digo de 1-bloque cuya inversa tiene memoria m y anticipacién n. Aplicando
el Lema 4.3.1 sabemos que existen escisiones Gy y [T, de GI¥l = G y de H, ¥55, un cédigo

escisién a X , con el respectivo c6digo amalgamacién ag. ; y qbl, un cddigo de 1-bloque con
memoria m y ant1c1pac16n n — 1 tal que ¢ = Qg © ¢1 o 't,l)GG Segmmos inductivamente, es
decir, aplicando el mismo argumento a ¢1, existen escisiones Gy y H, de Gy y de H, Y ¥g,a, un
codigo escisién a X, , con la respectiva amalgamacién ag, 5. ¥ ¢ un cédigo de 1-bloque cuya
inversa tiene memoria m y anticipacién n — 2 tal que &1 = Qp,f, © &2 © Y3, 4, de tal forma
que obtenemos ¢ = ajy i © Qi © gs © %a , volvemos aphcar este proceso recursivamente y

obtenemos escisiones G y ; de Gy, y de o, parai=1,---,n,y¢s s parai=1,---,n
c6digos escision a X, parai =1,-- -, n, con las respectivas amalgamaciones i, Y g?;,- cédigos
de 1-bloque cuyas inversas tienen memoria i y anticipacién n — ¢ patra ¢ = 1,---,n, tal que

¢i1=agg | ©¢ioYg, a, de esaforma tenemos que

b=o0p g0 g4, °PmoVe, 16, ° Ve

lo cual queda descrito por el diagrama conmutativo

Yaa Va6 V5,8 V6, 1Gn
Xp —2 Xg, RAC LS N Xg, GaGs, | CnoiCn, Xg,.
A U S
Qb o7 % 17 ¥ i ¢ A H,
XH (—1 Xﬁl (# XI?Tz (# e (ﬂ—"l Xﬁﬂ

Por construcci6n, la inversa de @, tiene anticipacién 0. Ahora reducimos la memoria de manera
semejante, aplicando el Lema 4.3.2 a qbn m-veces obtenemos escisiones G y H de G., 1yde H., 1
parai = n+1,--- ,n+m,y s s parai = n+1,--- ,n+ m codigos escisién a X5, para
i =n+1,---,n+ m, con las respectivas amalgamaciones oz, 5. , ¥ b cédigos de 1-bloque
cuyas inversas tienen memoria m — (i — n) y anticipacién 0 para i = 1 + n,--- ,m + =, tal que
b1 = Qf g, © $i 0 Yg,_, @, de esa forma tenemos que

qbn = aﬁn+1ﬁn SRR 0!I-T'Im+f’t-ffi-v.r|+1'n—1 o ¢m+n o ’!’bém+n—1@m+n T o wénén+l
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y tenemos el diagrama conmutativo

Qpénén+l wéﬂ+léﬂ+2 Il/)én+2 C"‘1'1'14-3 "’bén+m—1éﬂ+m
~ é P é F é -« .. é el
XGn XGn+1 XGﬂ+2 Gn+m
¢n J/ Jv ¢’n+1 j' ¢n+2 e Jv ¢n+m M
X ﬁn+lﬂn X aﬁﬂ+2ﬁﬂ+l X aﬂn+3ﬂn+2 Cl:I-i'-w.-',-mﬁrﬂ,+1'n—1 X
~ P <— -~ % - .+ % Ladd
Hy n+1l Hpya Hnim

Por construccion, ng+m €s una conjugacion que es un cédigo de 1-bloques, y su inversa es también
un c6digo de 1-bloques, es decir, ambos c6digos de bloques tienen memoria y anticipacién 0, lo que
es equivalente a decir que ¢n1m €s un reetiquetamiento de las aristas de Gpism ¥ Hntm, €8 decir,
estas gréaficas son isomorfas. Como todos los diagramas anteriores son conmutativos tenemos que

aﬁn+lgn ° aﬂn+2g“+1 ° aﬂn+3§“+2 0---0 aﬁn+mﬁn+m—1 e ¢""+m ° ’l,b@n+m_1@“+m e
o 'l‘bén+2én+3 © "’béu+1én+2 © ’!‘bén@n+1 = ¢"
y de aqui obtenemos que

=0z p00g,m °0aa,° 05 4, 0, A, © A, oM, © ¥y afinys ©

0 aﬁn+mﬁﬂ+m—1 ° ¢‘n+m o ’l’bén+m—1éﬂ+m 0:---0 wéﬂ+2éﬂ+3 e wéﬂ+1éﬂ+2 e ¢énén+1 o 'wén—léno

O Yend, O Ve, © Yad, -
Como cada 1,4, , es un codigo escision, cada ag, 5, | son c6digos amalgamaciones, ¢r+m € un
reetiquetamiento (escisién trivial), po1 = ¢ y 1 es composicién de cddigos escisiones, ¢ es también

composicién de c6digos escision, c6digos amalgamaciones y un reetiquetamiento (escisién trivial),
con lo cual se concluye la prueba. [l

4.4. Equivalencia fuerte de shifts

En esta breve seccién enunciamos tnicamente el Teorema de Clasificacién de Williams. La ver-
si6n de este teorema que si demostraremos serd en cierto aspecto més general (de teorfa ergédica) se
realizaré en el siguiente capitulo.

Definicion 4.4.1. Diremos que dos shifts por aristas descritos por matrices A y B son shifi-fuertemente
equivalentes (Strong Shift Equivalent) si existen matrices con entradas enteras (no necesariamente
cuadradas) A;, B;,coni =0, ..., n, tales que

A= A[]B[], B()Ag = AlBl, BlAl = Ang, v 3Bn—1An—1 = A,,Bn = B.

Teorema 4.4.1 (TEOREMA DE CLASIFICACION). Sean A y B dos matrices cuadradas, con entradas
enteras no negativas, las cuales definen espacios shift por aristas X, y Xp. Entonces Xy Xg son
conjugados si y s6lo si Ay B son shift-fuertemente equivalentes.
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En el siguiente y dltimo capftulo de esta tesis consideraremos el Teorema de Clasificacién para el
contexto de métrico ( medible ), es decir que los espacios shift estdn acompafiados de medidas inva-
riantes bajo la acci6n del shift. Generalizaremos la definicién de conjugacién y de shift-fuertemente
equivalentes y demostraremos que una de las implicaciones del Teorema de Clasificacion es valida
(en el contexto estocastico, €l ser conjugado implica shift-fuertemente equivalencia), y veremos que
la otra implicacién requiere de la hip6tesis extra de irreducibilidad.



Capitulo 5

SHIFT-EQUIVALENCIA FUERTEMENTE
ESTOCASTICA

5.1. Medidas de Markov

Como se mencioné en la Introduccién, una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto con
espacio de estados finito A (posiblemente irreducible) estd descrita por una matriz estocdstica P (la
matriz de probabilidades de transicién asociada a la cadena), y por lo tanto podemos asociar una
grifica dirigida simple (es decir, sin aristas mltiples), cuya matriz de adyacencia A es aquella cuyas
entradas son distintas de cero si y s6lo si 1a correspondiente entrada de P es distinta de cero, es decir,
A = P° donde P es la matriz que resulta de P al elevar cada una de sus entradas a la potencia
cero (por convencién, Oi := 0). Vamos a pensar a la cadena de Markov como ¢l sistema dindmico
(Xa,B,T, up), donde X4 es el subshift por vértices (ver Definicién 2.3.2), B es la o-Algebra de
Borel, T es la funcién shift, y pp es una medida de probabilidad que definiremos a continuacién
(la cual serd, por definicién, 7T-invariante y ergddica cuando P es irreducible -ya que en este caso
existird una tnica distribucion estacionaria-) y que llamaremos medida de Markov.

El propésito de esta seccién es entonces presentar 1a demostracién de la generalizacién del Teo-
rema de Clasificacién 4.4.1 incorporando el contexto mds general de medidas de Markov.

Supongamos entonces que tenemos una cadena de Markov descrita por una matriz de transicién
de probabilidades P. En esta tesis s6lo consideramos matrices finitas, por lo que implicitamente
estamos suponiendo que el espacio de estados A es finito. Recordemos también que el espacio de
estados se puede particionar en “clases de comunicacién”. En particular (el caso que nos interesa), 1a
cadena es irreducible si todo par de estados distintos %, 7 € .A se comunican entre si, es decir, existen
v1,...,U, € A (el nimero n depende de i y j) tales que v; = 4, v, = j ¥ Py vy .- - Py 10, > 0.
En este caso, como |A| < oc, resulta que la cadena es recurrente positiva, por lo tanto existe una
tinica distribucidn estacionaria 7 (es decir, un vector de probabilidad 7 = (,)sc4 que es ademds
un vector caracteristico izquierdo de P asociado al valor caracteristico 1 (por ser P estocéstica e
irreducible, el sistema caracterfstico (, 1) es precisamente el sistema Perron de P). Vamos a definir
la medida de Markov pp, primero definiéndola en los conjuntos cilindros (que también son conjuntos
borelianos), de la siguiente manera. Paratodan > 1,si vy ... v, € Bn(X4) y k € Z, definimos

n—1
;U-P(Ck('ul cas 'Un)) = Ty H P'Uis'us'+1
i=1

59
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(observemos que la medida del cilindro no depende de k& € Z, lo cual resultard en la T-invarianza
de pp). Aunque hasta ahora pp estd definida dnicamente para conjuntos cilindro, es posible de-
mostrar que se puede extender a toda la o-dlgebra de Borel, usando el Teorema de Extensién de
Caratheodory.

Fijenmonos en el shift-completo X con alfabeto £ ( donde este dltimo es el espacio de estados
de la cadena). Un poco de notacion usual ayudara a entender mejor el desarrollo de lo que viene
a continuaci6n. Para cada k € Z denotamos a la k-ésima proyeccién m,: X — £ con la siguiente
regla de correspondencia:

i (2) = 2
En una primera vista conocemos a los cilindros (también son conjuntos borelianos) y en vista de
lo anterior podriamos intentar definir nuestra medida en terminos de ellos como anteriormente se

menciond, como sigue
r—1

ps(Ci(Zn, *+* Tn,)) = T(Tn, ) H Pzn.iznﬂ_l:
i=1
pero esta familia de conjuntos lo mas que llega a cumplir {en terminos de definir una medida y que
se pueda extender) es que es cerrada bajo intersecciones, pero a continuacién tenemos otra familia
similar pero que si cumple ciertas propiedades ttiles para hacer esto.
Sea

S={ UC,v|C,-, = ()7 (s}, )donde z, € £Vi=1---n paraalgunosny,-- ,n, € Z }
i=1 j=1

. _ —17s 4 . . - ;
SiC; = n T, (27, ), diremos que C; fija las coordenadas 1, - - - , 1, con los simbolos z}, .

Observacién 5.1.1. S es una semialgebra de X y podemos definir una medida ahi mismo.
Demostracién. 1. Esclaroque @, X € S.
2. SiA,BeS8,con A= J_, Ay B=\J_, B; entonces
ANB = U, AnUL B

= U ;n=1 AiNB; = U?;T,j=1 AN B;.

Es claro que .A; N B; es de esta forma

r

()7 (i

s=1
donde {n1,--- ,n,} es la union de los dos conjuntos de subindices ocupados para Ay B (es
decirnf, -+ ,n2 yn2, ... ,n® respectivamente ), conlocual ANB € S

n s n s—1

a-UNme) cUNmie) € U

i=1r=1 i=1r=1

i D'T
? oy
N
IN

C =
)
o
IN
>
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Sea A = (Ui, N°Z4 771 (% ), ahora veamos que
n &I n s—I{+1 €
AL = U mtE)n U N W;pl(fﬂf;,,))
i=1r=1 j=1 p=1
n s—1 n a—I+1
= UNm'@)n U @
i=1r=1 =1 p=1
n s—1 s+l n
= UNmle@)n U Nl @)
i=1r=1 =1 j=1
n s—1 . s—I+1 n
- UNwenUm (Uar)
i=1lr=1 p=1 j=1
n s—Ils—I+1 n
- UNU wenm (O]
i=lr=1 p=1 j=1

n s—1

= U nﬂ-ﬂrl ‘“r) nﬂ'ﬂs +1 ((U ‘na I+1 )

i=lr=1

n s-I

= U U m o (mﬂr nsl - (z) € 8.

z#zn!_l+1 vj i=1r=1

lo cual demuestra que S es una semialgebra.
SiA=UL, N m. 1« ) (s. p. g podemos suponer n, creciente), definimos

ps(4) = Zvr i, HP"’t:; i

siA#D,yus(@)=0.
Basta probar que us es o-aditiva y tendremos que es una medida.

Sea (Ay)ien € Stal que A = {J;oq A € S, pero A; € S Vi € N entonces A; = 1y Aij Vi€
Ncon A;; =%, 74 (:1;’ %) (Notaque A =,y U "™ Aq;),ademds A € S'y como consecuencia
A= Ur.=1 nr=1ﬂ'n;4( ﬂf), como A; C A debe ocurrir que {nf, .- ,nA} C {nf, ... nA}y
ademds que para cada t existe s tal que a:t’i = :1:’ e Para demostrar la g-aditividad solo hay que hacer
notar que para i, j, siendo A; ; = (o, 7. A ( ) (es decir A;; fija unicamente rn coordenadas) y

como consecuencia el conjunto

D;; ={mn: A, fijan > m coordenadas, ademas coincide con todas las coordenadas que fija A, ,
salvo la dltima, que también fija pero con otro simbolo ,esto si A,
fija mas o el mismo nimero de coordenadas que A; ; pero menos que A;, }
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es acotado, nota que el hecho de ser D; ; acotado y que P" es una matriz de probabilidad nos
garantiza la g-aditividad, esto debido a que como la union estd en la semi-algebra entonces todos
los uniendos fijan un patron comin de coordenadas, todos fijando los mismos estados(simbolos) en
cada coordenada.
Veamos que I; ; es acotado, en caso de no serlo [); ; haremos un pequefio algoritmo que nos haria
obtener una sucesion que no puede existir.
El algoritmo se sigue asi A;; fija unicamente my coordenadas, entonces debe existir A} ; de los
uniendos que forman a A que haga lo mismo, solo que fija m; con m; > mp y ademds fija los
mismos mg — 1 simbolos iniciales, de lo contrario la union completa no resultaria A , hacemos lo
mismo para A; ; obtenemos A?; que fija m, con m; > m; y ademds fija los mismos 1, — 1 simbolos
iniciales, como D; ; no es acotado podemos hacer esto una infinidad de veces , encontrando para cada
natural n un A?; que cumple recursivamente que fija mn,, con m,, > my—; y ademds fija los mismos
myn—1 — 1 simbolos iniciales que fija A;‘J‘ly el dltimo no , es muy importante hacer notar que al ser
ajenos los A;;'s, tenemos la garantia de que no hay una A, ; que haga lo mismo que A;] ; pero el total
de coordenadas fijadas sea el mismo niimero de coordenadas que A; ;.
Sea z € A, definimos a y = (y;) con ypme = :1:1L ms donde xﬁa?" es el primer simbolo que fija A3,
distinto de los fijados por A,f’}l, ¥ = 2z Vi # n, Vs € N, de aqui que es claro que y € A pues
z € A, pero y ¢ |J;n Ai con esto se concluye que ese conjunto D; ; es acotado lo que concluye con
la o-aditividad. ]

(Al hablar de estados me refiero a los estados de la cadena que son los simbolos del shift.)
A raiz de esto tenemos una serie de pasos que se hace para llegar a que esta medida se puede extender
al algebra generada por nuestra semi-algebra (uniones ajenas finitas de nuestra semi-algebra, la
medida se extiende como la suma de las medidas de los uniendos. )

Definicién 5.1.1. Sean A una dlgebray u : A — R una casi medida sobre los reales extendi-
dos.Definimos g* : P(X) — R como sigue

p(E) =inf{Z,u(An) :Ec | An An eAneN}
n=1

n=1

para todo E € X, se prueba que 4* es una medida exterior en un curso de andlisis ¢ teoria de la me-
dida, de hecho todo esto viene obtenido de [1] en particular el teorema de extension de caratheodory
se ubica en la pagina 86, y a esta se le conoce como la medida exterior generada por u.

Abhora por el teorema de extension de caratheodory, la o-algebra de caratheodory
A ={FCc X :yp(B)=p(BNE)+u (B - E)paratoda B C X}

generada por las algebra y medida antes mencionadas contiene a la o-algebra de borel de dicha
topologia y es completa con & = p*| 4« como medida completa, la existencia de esta medida nos
garantiza que M{X, T, ug) # 0, 1o que por el teorema A.2.8 podemos asumir que esta es ergédica.
Ahora por todos estos resultados podemos obtener un espacio de probabilidad (X, A*, z) completo
con g T-invariante y ergédica, ademds T continua y p-medible, entonces (X, A*, i, T, Z) es un
sistema dindmico y su semigrupo de automorfismos es un grupo por que la T es biyectiva,de ahora
en adelante tomaremos pp = [i.



5.2. TEOREMA DE CLASIFICACION DE CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS (PRIMERA IMPLICAC

Observacién 5.1.2. La o-algebra de caratheodory A*, solamente es la complecién (Bx(C)) de la o-
algebra de borel generada por los cilindros, debido a que la medida es una medida de probabilidad,
por tanto finita, por ende o-finita y Bx(C) como se define en un curso bédsico de teoria de la medida

(una referencia bastante buena es [1] ejercicio 36), ademds Bx(C) = { U ﬂ C, ;| C;; es un cilindro }

jedJ el
Esto es muy sencillo verlo por que el complemento de un cilindro es una unién de cilindros que fijan

las coordenadas que el primero fija pero con los simbolos que no ocupa el, el termino de interseccién
sale por consecuencia de las leyes de Demorgan .

5.2. Teorema de clasificacion de cadenas de Markov homogéneas
(primera implicacién)

En esta secci6n alcanzamos nuestro objetivo principal de este documento, que es analizar al
Teorema de Clasificacién 4.4.1 en el contexto métrico.

Recordemos que si P es una matriz estocdstica, P° es tal que P0 = 1si P, ; # 0, y en otro caso
€s cero.

Definicion 5.2.1. Sean (X, )nez ¥ (Yz)nez dos cadenas de Markov irreducibles (finitas), con matri-
ces de probabilidades de transicién P y Q respectivamente, y A = P’y B = Q°. Diremos que
(X Ay Ta, ip) ¥ (X 8, 1R, ,uQ) son conjugadas si exite una conjugacion ¢: X4 — Xg que preserva
1a medida, es decir, V Z C X5 medible, up(~H2Z)) = pg(2).

Definicion 5.2.2. Diremos que dos cadenas de Markov con matrices de transicién P y Q) son es-

tocdsticamente shifi-fuertemente equivalentes si, existen matrices estocdsticas U;, V;,i = 0,--- ,n
tales que
P =UpVy, Uy = U1V, VU, = UV, - V1 U, 1 = UV, =@ (5.1)
y
PP =gV, VUG = UPVY, VUL = UpVy, -+ VU s = UV = Q. (5.2)

Nos referiremos a las series de igualdades (5.1) y (5.2) como las series paralelas. Presentaremos
ahora la demostracién de una de las implicaciones del Teorema de Clasificacion. La prueba que
daremos diferird del argumento cldsico usado en [3], la razén de ésto es que el argumento que
presentamos (Parry y Williams) se puede generalizar al caso métrico.

5.2.1. Caso topoldgico

Teorema 5.2.1. Sean (X, )ncz ¥ (Yn)ncz dos cadenas de Markov irreducibles con espacio de estados
finito y matrices de probabilidades de transicion P, Q respectivamente. Si (X;)ncz ¥ (Yn)ncz Son
conjugadas, entonces P° = A, Q° = B son shifi-fuertemente equivalentes.

Antes de presentar la demostracién de este teorema, daremos algunas definiciones y probaremos
unos lemas auxiliares.

Sea k el nidmero de estados de (X, )nez v I €l de (Yy,)nez. Llamémosle a los diferentes estados
1,..,kvy1,.., 1 Como las cadenas son conjugadas, existe una conjugacién ¢: X4 — Xg, es decir,
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un homeomorfismo que hace conmutativo el siguiente diagrama

X, I X,

A e

Xz & Xj

Sea
A.,;={LL’€XA|$0=1:}
parai=1,.. ky
B, ={y € Xg|yw =j}
para j = 1, ..., 1. Definimos las siguientes particiones o = (A;)%_; y 8 = (B;)i_; (dichas particiones
se denominan naturales). Los elementos de dichas particiones son iméigenes inversas continuas de

abiertos y cerrados, por lo que son particiones abiertas y cerradas. Por simplicidad de notaci6n, sea
T="Ta.

Lema 5.2.1. Bajo las hipdtesis y definiciones anteriores 3m € Ntalque sip = poT™ yy =
¥~ 1(B), entonces

2m 2m
V T %(a) = ytambién V T7Hv) = T7*™(a).
=0 i=0

Demostracién. Como B; es tanto abierto como cerrado y ¢ €s un homeomorfismo (por ser con-
jugacioén), entonces ~'(B;) es abierto y cerrado. Como | J,., 7" (a) es una subbase de la to-
pologia, \/, ., T "{a) continene una base para la topologia generada por (T "(a)),cz llamada
B((T ¥ a )):ez) Entonces existe U} € B((T"(a))rez) donde j € I para I* conjunto de indices

tal que ¢! U U;, pero como p~(B;) es cerrado y el espacio total es un espacio shift y
jers

por lo tanto compacto. Por ende ¢ ~1(B;) también es compacto, y entonces la cubierta de ¢~ 1(B;)

descrita anteriormente tiene una subcubierta finita, es decir, existen 7y, ...., j, tales que

_l(B,) c Uu;t
t=1

hJ t

h 51
Lt " * tal que U nF‘q,, con

Ji’ Jt’ 7

Como U}, € B((T*(c))icz), para cada j; existen w

Ft S €T (a) para cada ¢. Con ésto tenemos que

Jt

st hy

) =UNF;

t=1¢=1

Si
my = méx {w¥|lge {1,...hy},t € {1,...s' i e {1,..,1}},
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entonces
ﬂF‘,,e \/ T(a) Vte{l,..s}ie{l,..,1}
r=—mi

lo que demuestra que existe

m1
Ce V T ()
r=—m1
tal que
Cc ()o_l(Bi):
con lo cual
my
V T'(a)
r=—mj

Como ¢ es un homeomorfismo y (J,; T5°(8) es una subbase, | J,.5 v~ (T5*(8)) también es una
subbase. Como ( es conjugacidn, su inversa también es cédigo de bloques, por tanto es una conju-
gacién debido al Teorema 1.5.2. Asi, la inversa conmuta con la funcién shift, por la misma razén
también conmuta con el inverso de la funci6n shift, por lo que obtenemos que |J,., T (¢ ~2(8))
es subbase de la topologfa. Debido a lo anterior, \/,_, T~*(¢~'(8)) contiene una base para la topo-
logfa generada por (T%(¢~(8)))icz lamada B((T (¢ ~1(8)))rez). Como A; es abierto, existen
Vi € B((T~"(¢~'(B)))rez) donde j € I para I* conjunto de indices tal que A; = U Vi, pero
jelt
como A; es cerrado y el espacio total es un espacio shift, debido al Teorema 4.1.1, el éspacio total
es compacto y por ende A, también es compacto, entonces esa cubierta de A; tiene una subcubierta
finita, es decir, existen 71, ...., . tales que

A G D Vi
=1

Como V;, € B((T"(¢™*(8)))rez) para cada j,, existen w;)*, w3, - -

"’ tales que V n e s
conGl €T i ((p‘l(ﬁ)) para cada ¢. Entonces
Jt

st Ry,

A; CUHC‘“L'

t=1g=1

Si
my = méx {w¥|g e {L,..,hp},t € {1,..,s' i€ {1,... k}},

entonces

ﬂc*,,‘ € \/ T (o (8)) Vvt €{1,..,s},i€{1,..,k},

r=—mg
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demostrando que existe

pe \/ Tp)

r=—ma

tal que

con lo cual

Sea m = méx {m;, my}. Entonces

@<\ T

y
a<‘VfF (B))-
Por la Proposici6én 4.2.1 tenemos que
m 2m
T~ 1(B8)) < T™™( VTW==VT%@=Vrmy
r=—m r=—m r=0
Entonces ,
Y=(poT™ ' B) =T ™' (B) =\ T7(e)
r=0
y con ésto

VT‘i(oz) = .

=0
De la misma manera tenemos que

m

T 2T\ T BN = \ T(w(6)

r=—m r=—m

\/ T"~™(T~™p " Y(B)) = VT“’

T=—m r=0

lo que termina con la prueba de este primer lema. ]
Definicién 5.2.3. Sean £ y n dos particiones cerradas y abiertas. Diremos que :
1. £ es equivalente inferiormente de n si
E3n=3EVTHE),

denotado como £ -
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2. £ es equivalente superiormente de 7 si
THE Sn=EVTHE),

denotado como £ —— 7.

3. £ es equivalente por n pasos inferiormente de n si existen particiones &5, ,§,—1 tales que
& " > €1, & : yraconi=1..n—-1y§&,; T)» 7, denotado como § — 7).
n

4. £ es equivalente por n pasos superiormente de 1) si existen particiones &, -+ , £, tales que
3 sy &1, & Ly bimconi=1,...n—1y&, 5 7, denotado como £ —— 7.

Lema 5.2.2, Sean A una matriz de entradas enteras no negativas menores ¢ iguales a 1y X 4 su
cadena de Markov topolégica, es decir el shift de vértices de la grdfica asociada a la matriz, o,y
particiones abiertas y cerradas de X 4 tales que

2m 2m
o™ = VT_"(a) > ytambién ™= V T7H) = T7™(a).
Entonces 5
a 3 a2m—1 y aZm—l Vv ,YQm—l e 5 74m—1 ¢ ,7
2m—1 2m 4dm—1

Demostracién. Para probar que o: ———» a® 1 sea " = V T~*(c). Como T es una conjuga-
=0
cion, _ _
EVTHE) = €V T @) =¢ v\ T ()
§=0 §=0
i+1 i+1
= &vVT7)=¢v\ T

j=1 7j=1
i i+1 i+l
= V T3 a)V V T {a) = V T7(a)
=0 j=1 3=0
— §=’+1’
por ende £ v T71(£) = ¢+ y entonces
g'i j €i+1 — 61'. VT—I(é‘i) j 61’ VT—l(gi),

por lo tanto
& 7 it

Andlogo a lo anterior vemos que

a=&6=aVvT Ha)%XaVvT o),
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con lo que llegamos a & ——— a®™~!, Para demostrar
111
a2m—1 - 3 a2m—1 vV ~

usamos la hip6tesis de que
T3

Debido al Teorema 3.1.3 tenemos que

y observando que
a2m—1 j CMZm—l V 7y j a2m v v = a2m — a2m—1 v T—l(a2m—1)
obtenemos

a2m—1 - 5 a2m—1 V’}’.

i
De la misma manera, como anteriormente, siendo s una particion, definimos s” = v T_i(s). Simi-
=0
larmente, como se prob6 antes que £° vV T1(€¥) = £+, se prueba (s¥)' = ' VT-1(s%) = s*+1 (nota
que s° = s). Entonces £" = o™ VA", y asi

é-n — a2m—1 V] ,Yn j CY2m—1 v ,Yn+1

a causa de
,Yn j ,Yn+1'
Luego
En Y, T—l (gn) — O{2'm—1 \Y, ,.},n \% T—l(a2m—1 vV ,),n)

— a2m—1 \Y; ,Yn \ T—l(a2m—1) v T—l(,yn)

— aZm—l v T—l(a2m—1) Y, ,.Yn Y, T—l(,yﬂ.)

— a2m v} ,Yﬂ-l-l
y se sigue que

é—ﬂ — a2m—1 vV ,Yn j Cl£2'rn.—1 vV ,Yn+1 j a2m vV ,Yu+1 — é—ﬂ v T—l(é—ﬂ)’

por lo tanto

& T) &it1
para: =0, ..., 2m — 2. Tenemos entonces que

aZm—l 3 a2m—1 v ,_yﬂm—l‘

2m
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Ahora probaremos que si ¢, 77 son dos particiones del espacio donde trabajamos, entonces (V7 SN
T-*(¢) v . Hagamos esto por inducci6n; para h = 1 tenemos que

TV =THOVT ) T HOVaVT =T (V'

SCVTHO VR =¢vaVvT (V).

Supongamos por hipétesis de induccién que { V N T~(¢) v 7. Ahora, como 1a base de la
inducci6n vale para cualquier par de particiones, tenemos que funciona para 7-*(¢) y #". Entonces

THO VA =TTV (1) =T~ (Q) v+

y de aqui es directo que
C V7 i* T—(h+1)(<—) vV nh+1.

Usando lo anterior para o™~ y v>™~1 tenemos que

a2m—1 vV 72m—1 2m ; T—2m(a2m—1) vV (72m—1)2m
2m
— T—2m(v T—i(a)) 4m. 1_ V T—x(a 4m. 1
i=0 i=2m
y ahora ocupando la hipédtesis de que
2m
7 =\ () = T-"(a)
=0
y que 7' es conjugacién, nos da lo siguiente
2m
T—s(,yzm) — VT—(i+a) (’7) - T—(2m+a)(a)’
=0
es decir
2m+-s
T=5(y V T (y) &= T~ @™t (q) (5.3)

para cualquier s entero con 0 < s < 2m — 1. Refinando las particiones en cada lado de (5.3) con
0 < s £ 2m — 1 obtenemos

2m+ts
V VTim= V 1e@- ) 7,
s£{0, 2m—1} i=s {0, 2m—1} s€{2m, - 4m—1}

pero

Y=\ T = Te)

s€{0, dm—1} se€{2m, - dm—1}
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y con ello se tiene
4m

V T—i(a) vV 74111—1 — 7417;—1

i=2m
por lo tanto tenemos que
- 1 2 _
a2m 1V,72m 1 m;,}/lm 1.

Anélogamente a la primera prueba, tenemos que

74m—1 ¢ y - 7y
m—

lo que concluye la prueba del lema. ]

Definicion 5.2.4. Sean £ y n dos particiones abiertas y cerradas de X. Definimos dos matrices inde-
xadas por £ x 1 como sigue:

1 siKNE#QPparaK ¢, Een
0 en otro caso

(€n)(x. )= {

1 siKNTYE)#DparaK €& Fen
0 en otro caso.

(€K, B) = {

Definicion 5.2.5. Sean (X, 7,T) un sistema dinamico topolégico, 1 una medida que lo vuelve sis-
tema dindmico (es decir, T-invariante), y « una particién abierta y cerrada (bajo u o y-medible).
Decimos que o cumple la propiedad topoldgica de Markov si ¥V n € N dados Ay, --- , A, € o tales
que

AgNTHA) A0y ANT Y A) N NT-D(A) £0,

se tiene que
ANTHA)NT2(Ag)N---NT™(A,) # 0.

Observacion 5.2.1. Sean «, 3 son dos particiones abiertas y cerradas tales que o = (. Entonces
1.avT Y a)=8VT Y a)yaVvT(B)=8VvVTH).
2.VANTYC)eaVvT Ha)con A, C € a,existe Be Btalque BC Ay

ANTYC)=BnTYC).

3. VFef,existe Deatalque FC Dy

F= |J DnT7Y(0).

CeoCa

4, Si ademés o cumple la propiedad topolégica de Markov, entonces £ también cumple la pro-
piedad topoldgica de Markov.
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Demostracién. Como o —naV T~ Y{a) = n = o, 1a Proposicién 3.1.4 implica que

VT Y a)=avT Ha) VT o) =a VT o).

Como a X 7, obtenemos

aVT Y a) <=nVv T a),
con lo cual, por la Proposicién 3.1.2, se sigue

aVT o) =nvT a).
Ahora como « < 3,

aVTHB) 2nVvT7(8),
y por la misma razén tenemos que 7 !(a) = T7*(f) y como 8 < a V T~(a) obtenemos

BVTHB)2aVT ) VT () =aV (T (a) VIT(B) =aV T Hp),

con lo cual concluimos

aVT}(B)=BVT§).
Para 2, sean A, B € « tales que A NT~1(B) # §. Entonces

ANT I B)eavT Ha)=qVvT Yo),

y como a =< 7, podemos ver que

A= |J E

E€ECy

ANTY(B)= |J (EnT7(B)).

Como ANT Y B) # 0, existe E € £ C ntal que ENT1(B) # B, con ello
ENnTYB)C AnTYB),

pero como ambos son miembros de la misma partici6n se tiene ENT-1(B) = ANT Y(B).
Para 3,como F € 8 < aV T a),

F= U D;NTY(ILy),
D;el1 Hi€%0,E;:Ca

pero por 2 tenemos que para cada D; existe F; € ncon F; C D; tal que D; N T~ H;) = F; N
T-Y(H;). Asi, F;N F # § con lo que F = F; para toda i, como consecuencia D; O F y por ello
D; N D; # @ para todo par de subindices i, j. A causa de ésto y del hecho de que o es una particién
tenemos que D; = Doseaque F C D.

Para el dltimo punto, sin pérdida de generalidad, probémoslo para n = 1 (para n’s més grandes
se hace la prueba andloga). Sean A, B, C € S tales que

ANTYB)#0yBnTC) #0.
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Por 2 existe E, I’ € o contenidos en A, B respectivamente, tales que
ANTYB)=EnTY(B),BNTY{C)=FnTC).

Asf también existen C C Gy FNTYC) C FNT7YG) tales que

ANTYBYCENT Y B)#AQyBnNnTHC)C FNTYC) £0.
De igual manera

ANT Y BYCENT Y F)#0yBNnTYC)CFNTY(C) £0.
Como a < 8 = a VT {a), obtenemos

FnT—1(0)=FnT-1( U MnT—lN) 40
MAT-1NCC,M,Nea
y entonces existe ) £ M NT-1N C C de tal manera que
FATMNTAN=FnTY{MNTIN)#4Q.

Usando la propiedad topol6gica de Markov en « tenemos que

0 £ ENTIFNT2MNT3N

EnT1FnT2C

N

= ENTYFNTO)
= EnNnTYBnT1C)
= (ENT'B)nT2C

= ANTBNT2C,

porlo tanto ANT'BNT-2C # Py asi S tiene la propiedad topolégica de Markov. O
Observacidn 5.2.2. 8i en la Observaci6n 5.2.1 suplimos « 7 3 por « EN B, se sigue cumpliendo 3.

Demostracion. Es claro el resultado del hecho de que a cumple la propiedad topolégica de Markov
si y s6lo si T(a) la cumple. O

Observacién 5.2.3. Sea (X, )z una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicién P,
con A = P% y a = {A; : i € N} la particién natural, es decir,

A@={.'L'€XA|SC(]=1:}.

Entonces o tiene 1a propiedad topol6gica de Markov.
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Demostracion. Sean A;,, A; , Ay, -+, Ap

A NT YA A0y A n---NTD(4,) £ 0
entonces existe 7,y € X 4 tal que

RS A‘io n T_l(Ail) yyc Ai1 n-.-N T_(n_l)(-An)
es decir

To=1%1 Y Yon-1 =% "in,
deaquizconz; =x;parai < 0y 2z =y parai > 0. Como
z€ A, N---NT™(A,),
a tiene la propiedad topolégica de Markov. ]
Proposicion 5.2.1. Sean o y n dos particiones abiertas y cerradas que cumplen la propiedad to-
polégica de Markov, tales que o T) 1m0 SREN 1. Entonces
(a,m)(n, @) = (o, &)r y (n, &)r(e, n) = (m, M)

Demostracién. Supongamos que

(a! U)(W: a)T(A’ B) = Z(a: 77) (A! E)(ns a)T(Es B) =1

Een

Esto ocurre si y s6lo si existe E € 7 tal que

(o, m)(4, E)(n, ¢)r(E, B) = 1,

siysblosi ENA# @y ENT—1(B) # §. Debido a que 77 y a son particiones, se tiene que lo
anterior es equivalente a que exista £ € ntalque E C Ay ENT—1(B) # 0. Por el punto 2 de la
Observaci6n 5.2.1, lo anterior es equivalente a que exista £ € ntalque E C Ay ANT}(B) #0,
y ésto ocurre si y s6lo si existe £ € ntal que E C Ay (e, a)r(A, B) = 1. Por lo tanto

(a? Tl) ("7, a)T = (O!, Ol)T.
Para la otra igualdad,

(Th Q)T(Of, "?) (E, F) = Z(Th OI)T(E, A) (O!, 7?) (A’ F)

Aca

es el ndmero de A’s tal que (, a)7(E, A){a, n){A, F) = 1, que es lo mismo que el nimero de A’s
tales que (17, @)r(E, A) = 1y (o, 1) (A, F) = 1, es decir, el niimero de A’s tales que ENT1(A) # @
y AN F # {§, pero como « es particién,

> (m,0)r(B, A)(e,n)(A, F)

Acox
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es el nimero de A’s tales que ENT71(A4) # @y A D F. Sea A el tinico elemento de o que
contiene a F', y supongamos que E N T1(A) = 0. Tenemos entonces que ENT1(F) = Pyde
ésto concluimos que si

('rh a)T(O—': TI')(E’ F) = Z('rh O‘)T(E,A)(a! n)(Aa F) = ('rh a)T(E’A) =0,

Aca

entonces
(U:’?)T(E: F) =0.
Supongamos que ENT1(A) # 0y FN A # D (de aqui es inmediato que I C A). Como
Een=<avT Ya),
E= U B;NT™YC)
B;e¥1Cielg i Ca

pero por el punto 2 de la Observacién 5.2.1 tenemos que para cada B;, existe F; € npcon E; C B;
tal que B; N T71C;) = E; N T71(C)). A causa de que F; N E # 0, tenemos que F = E; para
toda ¢, y con ésto B; D E, lo cual nos dice que B; N B; # 0 para todo i, j subfndices. A causa de
ésto y del hecho de que a es una particién, tenemos que B; = B, es decir, es constante la B; sobre
el subindice. Ahora como E C B, entonces E N T-1(A) C BN T 1(A), y por el hecho de que
a V T~ (a) es una particién, el punto 1 de la Observacién 5.2.1, resulta que los dos elementos en
esa contencién forman parte de la particién y entonces £ N T-1(A) = BN T~1(A), y de aqui que
A esuno de los C;’s.

Continuando con la prueba, si £ C B, entonces E N T-1(F) ¢ BN T '(F), y como son
elementos de la misma particién, tenemos que ENT~'(F) = BNT~'(F). De igual manera, por el
punto 3 de la Observacién 5.2.1, existe D € atalque F C Dy

F=|J pnT7'(0)

CeaCa

y entonces DN A # 9, 1o que implica que D = A. Existe entonces C € atal que F D ANT~1(C) #
@,y como B N T~1(A) # 0, 1a propiedad topolégica de Markov implica que

BNT A NT2C) #40,
pero
0+ BNTYA)NT2C) = BATH{ANTYC)) C BNT(F)
por lo que B NT~1(F) # 0. Entonces £ NT~(F) # 0 y concluimos que si
(Th Of)'_r((]f, n)(E: F) = Z(Th a)T(E:A)(aa TI)(A? F) = (na a)T(E’A) =1,
Aca
entonces
(ﬂ:n)T(Es F) = 1:
es decir

(m,@)r(e,m)(B, F) = 3_(n, a)r(E, A)(a,n)(A, F) = (n,2)r(B, 4) = 1

A€a
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si y s6lo si
(ﬂ:n)T(E: F) =1
Por lo tanto

(n, a)r(e,m) = (,n)r-
Falta ahora el otro caso para concluir la demostracién del lema. Supongamos o EEEN n. Entonces
T Ha) 27 %X aV T a). Como T es una conjugaci6n, la Proposicién 4.2.1 implica que o =

T(n) =X aV T(a). Con ésto y ocupando el resultado anterior para las particiones «,7'(n) y la
conjugacion T—!, a causa de que o - T(n) e obtenemos que
T

(a0, TNT(n), @)r-1 = (@, &)1 y (T(n), &)r-1(e, T(n)) = (T(n), T(n))r-+.

Tenemos la siguiente serie de igualdades:

1 siANT(B) #
(@, 0)r-1(4,B) = {0 :iAﬂTEB)=

T B8 = {3 ST 0

1 siBNE#0
~ 10 sSiBNE=¢

= (T},(I)(B,E)

= (aan)(E: B)

(@.T() — {1 S ANT(E) #0

0 iANT(E)=0

1 siENTYA)+#0
0 siENT-1(A)=0

= (ma)r(E, A),
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Entonces

y tenemos que

CAPITULO 5. SHIFT-EQUIVALENCIA FUERTEMENTE ESTOCASTICA

1 siT(E)YNT(F)#£0

T T CETE) = {5 STiE 1o - g

(a, a)r(A, B)

(1 ST YBE)NF#£0
~ 1o siT-YE)NF=20

= (mmr(F,E)

= (pmi(E,F)

(aa a)'?r—l (As B)
(a, @)p-1(B, A)
(Ot, T(ﬂ))(T(n)! a)T—l (B’ A)

> (e, T(m))(B, T(E)){(T(n), a)r-1(T(E), A)

Een

> (T(n), )(T(E), B)(a, T(n))r-1(A, T(E))

Een

> _(n&)r(E, B)(e,n)(4, E)

Een

Z(a: ﬂ)(As E)(n: a)T(E: B)

Een

(a’ 7?)("?: a)T(A, B)

(O—'? TI') ('rl'a a)T = (0—'7 a)T:
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y por otro lado
(m,mr(E, F) = (T(n), T(n))y1(T(E), T(F))
= (T(m), T(m)r-(T(F), T(E))

= (T(n), &)r-1(, T())(T(F), T(E))

= Y (T(), ) (T(F), A)(a, T(n))(A, T(E))

= D (o, T)(A T(E)T(n), 0)r-1(T(F), A)
Acex

= Z(’L a)T(E:A)(ﬂ: a)(As F)

= (Tlv a)T(U;a)(E, F):

por lo tanto
(mmr = (1, &)r(n, @),

lo que concluye la prueba. ]
Abhora la prueba del Teorema 5.2.1

Demostracion. Para la demostracién hace s6lo falta ver un par de detalles debido a los lemas ya
probados, estos detalles vienen a continuacién. Sean G, H € 3. Entonces

(Ll (G e (H)) = ({poTm) (), (w0 Tm)~"(8))r(G, H)

1 si(poT) G NT Y (poT™)"(H)) # 0
0 si{poT™) HG)NT H(poT™)"(H)) =10

si (o T™)"HG) N (p o T™)7H(H) # 8
si{poT™)HG) N (po T™H)H(H) =10

o =

si(TF o) H{G)NTY(T5* o p)™H(H)) # 0
si{TF o) H{G)NTY(TF™ o p) ™ (H)) =0

si (T 0 ) H(G) N (TR 0 ) (T (H)) 79
si(Tg o) ™ MG)N (T o p) (T (H)) =

[

|
—— —— —— ——
o =

1 siGNTzY(H)#0
0 siGNTZ(H)=10

= (ﬁs ﬁ)TB (Gﬂ H)
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y por lo tanto

(ﬁs ﬁ)TB = (71 '7)T-

Por otro lado
(@, )r(As, Ay) =1

si y s6lo si existe
T € Xacong € A;NTHA),

siys6lol = Ay z = Aij, ypor ende (o, a)r = A. De manera anéloga tenemos que B =
(8, B)rg = (7,7)r, debido a los Lemas 5.2.1, 5.2.2 y la Proposici6n 5.2.1, tenemos que A y B son
matrices shift-fuertemente equivalentes, lo cual concluye la prueba. [l

5.2.2. Caso estocastico.

En esta sybseccién demostramos la versién estocdstica del Teorema de Clasificacién,

Teorema 5.2.2, Sean (X, )necz ¥ (Yo )ncz dos cadenas de Markov irreducibles con espacio de estados
finito y matrices de transicion Py @ respectivamente, siendo P = Ay Q° = B. Si (Xp)nez ¥
(Yn)nez son conjugadas, entonces P y Q) son estocdsticamente shift-fuertemente equivalentes.

Nuevamente, posponemos la demostracién hasta contar con las herramientas necesarias para
llevarla a cabo. Dada P una matriz estocdticay A = P°, fijamos la notacién p = pp y (X, T) =
(Xa,Ta).

Definicion 5.2.6. Sean £, rj dos particiones abiertas y cerradas de X. Definimos las siguientes matri-
ces indexadas por los elementos de la particiones, concretamente, paratodo K € £y E € 7,

_ WK NE)

w(KNTYE))
wK)

Una pequefia observacion es importante, que la matrices definidas arriba son matrices estocésti-
cas, ésto debido a que ambas est4n definidas sobre particiones.

[5, U]T(K’ E) =

Definicion 5.2.7. Definimos un generador como una particién P de X que cumple que para cada
z # y € X, existe n € N tal que z y y estdn en distinta celda de la particién

n

V 77(P).

i=—n
Un generador de Markov simplemente es una particién de Markov que es un generador.
Lema 5.2.3. Sean o y 71 particiones de Markov abiertas y cerradas tales que o T) néa SLEN .

Entonces
[0!, 77] [Th a]T - [a: O5]T Yy [na O:]T[O!, ??] - ["7! "}‘]T
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Demostracién. Primero supongamos que o " Entonces a V T~ 1(a) = n = a, y por lo tanto

@ ilin,alr(a,B) = 34 i a) (B)) u(f(; )B)

HANE p(ENT'(B))
£ HA) H(E)

 — uE) W(ENTY(B))
= XL WP

ECA

Z,uE'ﬂT (B))

ECA

MANTY(B))
#(A)

= [a,alr(A, B).

Para lo otro,
[TI, a]T[a: 'ri](E: F) = Z[n,a]T(E,A)[a, W](A: F)

Aca

(ENTYA) u(ANF)
- e C

p(ENTYHA)) p(ANF)
2¢2) u4) -
donde A es el dnico elemento de o que contiene a F'. Hagamos una pausa para notar algo. Como A
es el finico elemento de « que contiene a F, anteriormente probamos que, a raiz de ésto,

F= |J AnT'(B)

Be¥cCa

y de aqui vemos que

WENTYF) = u |J EnT(4)nT2(B))

BeXca

= Y WEATHA)NTXB))

BeiCa

_ Z w(ENTYA)NT2(B))

wenT-()y  MENTTA)

BE€XCa
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Ocupando la propiedad de Markov tenemos que

P G TE ™)

BeXca

_ [J.(E N T U AN T_
# BEECa
_ M(EﬂT“(A))”(F),

con lo cual tenemos que
pENTHF)) _ wENTH(A))
u(F) #(A)

y asi, regresando a la prueba original, de (5.4) concluimos que

MENT(F) (AN F)

[, alr[e,n)(E, F) = u(F) u(E)
_ HENT(F)) p(F)
u(F) p(E)
_ MENTY(F)
u(E)
= [m7nz(E,F)

y por lo tanto

[, alr[e, 0] = [0, 7T,

lo cual concluye el primer caso.

Supongamos ahora que @ — 7. Entonces a V T~1(a) = 7 = T~}(a) y hacemos lo mismo
que en la prueba sin medida. Obtenemos que a < T(n7) = a V T(a), y con ésto y ocupando el re-
sultado anterior para las particiones o y T'(n) y la conjugacién 71, a causa de que o - T(m) -

T—
obtenemos que

[, T[T (M), |71 = [a, @] ¥ [T(n), a0, T(n)] = [T'(n), T(n)|r-1-
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Ahora observemos que

[, 0)t.1 (A, B) = [a,a|r1(B,A)

u(BNT(A))
u(B)
wANTY(B))
u(B)
wANTY(B))
p(A)

(4)
(B)
)
)

i

1
_ uA
= [e,a]r{A4, B) 5

o

(1a segunda igualdad se debe a que i es T-invariante) y también

[T(m), Tmlg-+(T(E), T(F)) = [T(m), T(mlr-+(T(F), T(E))

u(T(F)NT*(E))
wT(F))
wENT(F))
u(F)
MENTY(F)) p(E)
wE)  wF)

= [n,nr(E,F) EE§

Ahora
o, alr(4, B)E2S = (o 0lta (4, B)
= [as a]T*1 (B: A) = [av T(T,')] [T(ﬂ): a]T*I (B: A)

= Y lo, T)(B, T(E))[T(n), alr— (T(E), A)

Eeq

_ Y MBOTE)uIE T

M(B) W(T(E))
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y como la i es T-invariante,

uEﬂT‘ B)) u(EN A) W(ENT-\(B)) s(AN E) u(A)
E% wE) E% HE) u(4)  w(B)
— Ylaunl(4, B, ola(B, B4 ) 55)

= [a,7][n, oy ma)
= [a,n]n. o] (A,B)“

Con ésto tenemos que

p(4) u(4)
[a, O‘]T(A,B)@ = [a, n][n, o]r(A4, B)m
y entonces
[, &]7(A, B) = [, 7][n, a7 (A, B),
con lo cual
[a, al7 = [a, 7], alz.
Ahora

mm(EFWE§=[ﬂmTwEmﬂmﬂwm
— [T(m), Tt (T(F), T(B))
— [T(n), alp—s[a, T(n)|(T(F), T(E))
= Z[T(n)) C“]T*1 (T(F)a A) [av T(’I])](A, T(E))

Aca

_ v H(T(F)NT(A)) u(ANT(E))
= w(T(F)) p(A)

Aca

-y pANF) u(ENTH(A))

= u(F) p(A)
_ Z,u (ANF)u(ENTY(A) u(F)
o~ uwA) pE)  p(F)

= Slnele(, A a, A

Aca

=[mmmwﬁm42



5.2. TEOREMA DE CLASIFICACION DE CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS (PRIMERA IMPLICAC

y asi obtenemos que () ()
H H
[, M~ (E, F)m = [0, alrla, |(E, F)m,
por lo que entonces
[Th n]T(E: F) = [n:a]T[as ﬂ](E’ F)
y asi
[0, 5lr = [n, e]r(a, 7],

lo cual concluye la prueba. ]

Lema 5.2.4. Sean o y 1 dos particiones abiertas y cerradas de X tales que o T> néa RN 7. Si
a es un generador de Markov, entonces 1 también es un generador de Markov.

Demostracion. Seanz # y € X. Como « es un generador de Markov, en particular es un generador,
y por ello existe » € N tal que z y y pertencen a distintas celdas de

V 7).

i=—n

Por hip6tesis, @« < 1 6 T"'(a) =X 7. Para el primer caso tenemos que 7T%(a) =< T*(r) y para el
segundo T"1(a) =X T*(n) Vi € Z. Si refinamos estas particiones para ¢ = —n,...n + 1, entonces
tenemos que para el primer caso

n+1 n+1

VT =\ T7@)

i=—n i=—n

y para el segundo
n+1

V T =\ T70),
i=—(n+1) i=-n
pero para cualquiera de los dos casos, por transitividad, tenemos que

n+l n+1

VTia=xVTim= \ T70).

i=—n i=—n i=—(n+1)

n+1
Ahora supongamos que z € Syy € R para Ry S celdas de V T~*(n). Asf, existen celdas
i=—(n+1)

n
VyWde \/ T *a)talesquexs € S CVyy € RC W, A causa de ésto, W # V, y por ello,
i=—n
Sy R son conjuntos ajenos y por ende distintos. Entonces x y y pertenecen a distintas celdas de
n+1

V T~*(n), y con ésto obtenemos que 7 es un generador. Ahora como a <7 < a VT (a),
i=—(n+1)

T™a) 2 T7(n) 2 T"(a) VT~ *(a),
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y de aqui que
n—1 n—1 n—1 i
V T a) < V T (n) = V Ta) v T~ (g) = VT""(oz).
=0 =0 =0 i=0

Entonces, con la notacién de el capitulo 3,
aﬂ j nﬂ 5 an-l—l}
y usando la Proposicién 3.3.4 para R la particién trivial obtenemos que
H(o™) < H(n") < H(@"").

Dividiendo entre n y tomando el limite cuando n — oo, tenemos que h(T, 1) = h(T, ). Como o
es una particién de Markov, obetenemos que

MT,n) = h{(T,a)
= H(a|T a))

= H(avT ()T (a))

Y%

H(n|T"}(a))
> H(n|T™'(n)),
donde la dltimas dos desigualdades son debido a 1a Proposicién 3.3.4 ya que
T a) ST (). nZaVvT(a)
Como

nt = C/n[l"’]
i=1

y (n*9);en es una sucesi6én que se refina,
TR 1L
H(nln™) = lim H(nln"*).
Como n > T-1(n) para toda i,
h(T,n) = H(yln*) = lim H(ylp"™") < HOIT™ (n)),

con lo cual tenemos que
h(T,n) < H|T(n)) < h(T,n)

y por lo tanto
WT,n) = H(n|T™ (n))

Por el Teorema 3.4.1 concluimos que 77 es una particién de Markov y como es un generador, es
también un generador de Markov, lo cual termina con la prueba del lema. ]
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Demostracion del Teorema 5.2.2. Sean E, I’ € . Entonces
p((p o T™)HE)NT Y (po T™)H(F)))
p((p o T™)~H(E))

u((p o T™)"HE) N (p o T™ 1)1 (F))
p({p o Tm)"1(E))

w(T (" (E)) N T+ ((p"!(F))))
p(T(p~(E)))

wT ™ (B) N T (" (F))))
u(T-(p(E)))

ple  (B)NT Y '(F)))
ulp=(E))

ple  (B)N (po T)"H(F))
ulp=(E))

wp (B) N (Tg 0 )~ ()
u(p~1(E))

u(p™ (B) N~ (T (F)))
ple~H(E))

Wy (ENT'(F))) no(E NT5'(F))

plp~(E)) po(B)
= [6: ﬁ]TE(E’ F)

[, ({0 T™)7HE), (p e T™)H(F)) =

Asi,
[’Y: '7]T = [!8: ﬂ]TB

p(AiNT'(4y))
M(Ai)

_ 1(Co(34))
#(As)

_ M(XO = i)XI :J)
p#(Xo = 1)

= p,(Xg = ’:';,Xl =j'|X{] = ’t)

la, 0]r(4i, A;) =

= })i,js
por lo que P = [a, a]r y de manera andloga Q = (3, 8|r.
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Veamos que « es una particién de Markov. Si (z;)2_, es un conjunto finito de {ndices considera-
mos a la familia de (A, )? , de elementos de la particién «, entonces
WA NT 1A, NT2A,,---NT™A,,) _ pColmozy -~ 20))
(A, NT-1A, NT-2A,, .- -NT-0-VA, )V w(Co(zoTy***Tn_1))
1(Xo = o, X1 = 21, -+ , X = Tn)
”(XO = To, Xl = T1,""" sXﬂ—l = xﬂ—l)

= M(Xn = $n|X0 =20, X1 =1, , Xp-1 = l‘n—l)
= ﬂ'(Xn = mnlx -1 = xn—l)

“(Xn = ZTn, Xn—l = mn—l)
P'(Xn—l = xn—l)

P‘(Cﬂ(xﬂ—lmn))
#(Az, ,)

1Az, NT7HAg,)))
#( Az, ) ’

por lo que efectivamente o es una particién de Markov. Es un generador por que los cilindros cen-
trados cumplen con la propiedad de que cualquier par de elementos de X cumplen con estar en dos
cilindros centrados en cero, distintos y del mismo tamafio (para algiin tamafio). Ahora, ya que ésto
ocurre, tenemos que las hip6tesis de los Lemas 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3, 5.2.4 y la Proposicién 5.2.1 se
cumplen, lo que implica que

el y [19lr
son estocdsticamente shift-fuertemente equivalentes, y por ende Py @ lo son. Por lo tanto (X, )nez

¥ (Y )nez son estocdsticamente shift-fuertemente equivalentes lo cual concluye con esta prueba y
con la seccioén. O

5.3. Suficiencia de las series paralelas

Observacidn 5.3.1. Sean P y () dos matrices estocdsticas no triviales {que no tienen renglones o
columnas de Unicamente de ceros). Supongamos que P y () son estocdsticamente shift-fuertemente
equivalentes, y supongamos también que la longitud de dicha equivalencia es 1 (es decir P = P,y
y Q1P = Q). Si P es reducible (es decir existen ¢, j tal que Vn € N Fj} = 0), entonces ¢) también,
y por lo tanto P es irreducible si y s6lo si @ es irreducible.

Demostracién. Como P es reducible tenemos que existen 4, j tal que Vn € N P = 0, pero como
Py Q) son estocdsticamente shift-fuertemente equivalentes y dicha condicién esta dada por 2 ma-
trices P, y (1, de forma que P = PQ, y P, = Q, PP, = P, P, = P,Q. Por lo anterior,
Pl = PP = P, P" = P.Q™Q;, y con ésto, Vn € N,

0= P“+1 (AQ Q1) Z P Q5Qy;.

ti
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Como Py Q) son no triviales, también son no triviales ¢; y P;. Enefecto,yaque P = Py, P =
@, tendrias que si existe

1. unrenglén en P, cero, el mismo rengl6én tendria que ser cero en P;
2. una columna en P, cero, la misma columna tendria que ser cero en (;
3. unrenglén en ¢J; cero, el mismo renglén tendria que ser cero en @);
4. una columna en ¢y cero, 1a misma columna tendria que ser cero en P.

Estos 4 puntos son una contradiccién, por lo que entonces existen ¢ y [ tales que P;,Qyy; # 0, lo
que indica que el hecho de P;,Q4Q1;; = 0 es necesariamente causa de que Q3 = 0, por lo tanto Q
es reducible. m

Teorema 5.3.1. Sean (X, ncz ¥ (Yn)nez dos cadenas de Markov irreducibles con espacio de esta-
dos finito, sus matrices de probabilidades de transicion P y Q) respectivamente, siendo P° = Ay
Q° = B. Si (X, nez ¥ (Ya)nez Son estocdsticamente shifi-fuertemente equivalentes, entonces ambas
cadenas son isomorfas por bloques (block-isomorfas), es decir, son conjugadas.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que existen matrices estocédsticas U, V;,i = 0, ..., n tales que

P = U, VoUp =U1Vi, ViU1 = UV, -+ Vo 1Up 1 = UV, = Q

PO = U2, VUL = UVP, vOUS = URVD, .- VO U = UV = Q°

Basta probar este resultado para n = 1. Si suponemos que ocurre para n = 1, entonces tomamos
en cada producto de arriba la cadena de Markov (X,‘ln)mez asociada a la matriz U1 V] (estd matriz
es no trivial, pues de serlo, por 5.3, ) seria trivial, pero ésto no puede pasar por ser matriz de
transicién de probabilidades de una cadena de Markov, por ello, debido a la Observacién 5.3.1
también es irreducible). Tenemos entonces una serie de conjugaciones que preservan la medida
respectiva de un espacio de un sistema dindmico a otro, de forma que la primera conjugacién sale
de (Xpo, Tpo, B(7), up) y la dltima llega a (X go, Tgo, B(T), tg). Al final, la composicién preserva
la medida desde el primer espacio hasta el Gltimo por transitividad, y composicion de conjugaciones
es una conjugacion, lo cual terminaria el resultado de ser cierta nuestra afirmacion.
Ahora vedmoslo para n = 1. Supongamos que

P=UVyVU=Q

A=UVy VU’ =B,
Definimos : X4 — Xp por ¢(z) = y donde y, es el dnico estado tal que

— U{] VO

EnTn+l EnlYn  UnZnil’

A

Entonces s6lo hace falta ver que efectivamente ¢ es el c6digo de bloques definido por

Q(xn:cn-l-l) = UYn.-
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Primero, v, es adyascente a ,,; debido a que

Bynyn+1 = Vye,ms Talrtl ( Tnyn ynma)UzgsynH’
lo cual nos dice que s =n+ 1 y conello
(Ugnyn%nnxs)Ugsyn-&-l - (Ugnyn%n$n+1)(Ugn+lyn+l V!;f(:;+1$n+2) = (1)(1) = 1

Lo siguiente es definir otra funcién de manera andloga ¢ : Xg — X 4, ahora ¢/(y) = z donde z,,4;

es el dnico estado tal que
B =V _UP

Yn¥nt+l = " ¥nZTntl " Batl¥ntl”

S6lo hace falta ver que efectivamente @ es el c6digo de bloques definido por ¥(y,¥,+1) = Tnt1.
Tenemos que z,41 es adyascente a z,,9 debido a que

A:r:ﬂ+1:l:n+2 _ UO VO — (VO UO )Vﬂ

Ent1Ys  Yaln |2 tndntl = En{lls YsTn |27

lo cual nos dice que s =n+ 1y conello

0 _ 0 0 0
( YnTn41 $n+1'yu VsTn42 - (%nxn-&-l $n+1yn+1) Un4+-1&n42 $ﬂ+2y'n+2) (1)( )

Ahora vemos que

(potp(y)) = w(W(¥):
= O(Y(y)ib(y)it1)
= O(U{yvir1) ¥ (¥ir1¥it2))

O(2i11%i42) = Yir1 = (Txa(y))i
y entonces
pop(y) = Txy(y) y también p o ¢p = Tx,,.

De manera andloga se prueba que
vop="Tx,

y con ésto se ve que las dos efectivamente son conjugaciones puesto que son cédigos de bloques
biyectivos. Falta ver que esta conjugacién preserva la medida, lo cual haremos como sigue. Siendo

o(x) =y,

P»P(-’L'D-’L'l T $n+1) = WP(‘”O)Pxoumwz Tt Pxnzn+1
= II ( )Uzoyo%nmUzwi%wz ) anyn%nxﬂ-l-l

= TP ("1;0) Umuyquuyl Q‘ylw e Qyn—lyuvynmnﬂ

7TP($0)
= Uzoyo Vipnano1 Ho(YoW1y2 - - - Yn)-
WQ(QO) 0% ¥ Ynntl Q( )
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Con esta serie de igualdades, y debido a que tenemos una cantidad finita de estados, podemos tomar
. Tpl® .
el maximo %Uzm Vinany SObrE todos los estados, 1o cual es una cota para el cociente
@Yo

#P($0$1 s 5Un+1) ,U»P(B)

po(yoyye - ya)  pole(B))

Por la forma de la o-4lgebra de Borel y por 1a Observacién 5.1.2, podemos afirmar que también hay
una cota para

pp(B)
pq(p(B))
con B € Bx(C), y como .A* s6lo es la complecién de la o-dlgebra de Borel, también hay una cota
para
pp(B)
pq((B))

con B € A*. Andlogamente podemos encontrar una cota para %g”, y de aqui obtenemos que las

medidas pg o ¢ y pp son equivalentes y ambas son ergddicas y T-invariantes en X 4. Sea E € A*.
Entonces Iz es .A*-medible, y usando el Teorema Erg6dico de Birkhoff (Teorema 3.5.1), tenemos

que
n—1
Z ]IE o T"
. i=0 . )
JLIEo n = | Igdup [4p-C.S. (5.6)
y
n—1
Z I[E o fIrl
lm = f Isdugow  {ugog)-cs. 6.7

Entonces existe un conjunto Np tal que up(N) = 0y tal que

n—1
D IgoT
im =0 (w) = f Igdup ¥  wéN, (5.8)

n— e T

pero entonces, como son medidas equivalentes, tenemos que pg © ¢{N) = 0. Entonces

n—1
Z][E o Tu

lim &2 = f Igdup (ug o p)-c.s. (5.9)

n—+00 T

y como el limite es dnico en espacios métricos,

g o p(E) = /]IEdMQ op= fllEdMP = up(E).

Por lo tanto, efectivamente 1la conjugacién preserva la medida y por ende las dos cadenas son block-
isomorfas (conjugadas)con lo que se concluye el resultado. [l
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Apéndice A
UN POCO DE TEORIA DE LA MEDIDA

A.l. Integrabilidad uniforme

Definicion A.1.1. Ahora decimos que (X, ),cz un proceso estocéstico es uniformemente integrable
si todas las variables del proceso son acotadas en I, es decir,

sup {E[|Xa]]} < 00

y ademds
ilég]E“XnUIﬂxnbx}] — 0.

Teorema A.1.1. Sea (X, )ncz un proceso estocdstico tal que

Xn P-C.5. X

n—oo

y ademds es uniformemente integrable. Entonces

Ll
X, — X.

n—ee

Demostracién. Observemos que sdlo basta probar que
E[an—Xl] IV[IXn—XIdPE)O

Vemos que

E[| X, - X|] = E[X,— X(|Iyx, >3] + E[| X0 — X|Igx,|<z)]

< Sgg{E[an = X|Iyx, >3]} + Bl Xn — X|Lyx,<a}),

y por el Teorema de Convergencia Dominada (revisar [1] pag.61), y a causa de que

u=C.8.
—_—

n—oo

Xn X,

91
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al tomar limite conluimos que
Mm Bf|X, - X[] < sup{E[[X» — Xlgxa>ap]} + E[Hm [Xn = X|Lxoi<ap]

= sup{E[| Xy — X[I{x,|>zy; + E[0] = SHE{E[IXn = X[Lyx,>23]}

neN ne

(A

sup{E[| Xn|Ljx, >3]} + sup{E[| X [I{x,>z}]}-
neN ncl

Tomando ahora €l limite de z — oo, a causa del Teorema de Convergencia Dominada(revisar [1]
pag.61), y del hecho de que el proceso es uniformemente integrable, obtenemos que

lfm E[|X, - X]] = lim lim E[|X, — X|]

n—o0 T—=00 =00
< lim sup{E|| X, |Lx, >} } + lim sup{E|| X |L{x, >z
Jim sup{E[| X[l xuj>23]} + Jim sup{E[|X [T, 5211}
= lim sup{E||X.|ljx, >z} } + sup{E[|X| lim I5x, |5
Jim neg{ ([ XLy >3]} HEE{ [1X] Mm Ty i>ap] 3
= 0+ sup{E[|X|Iy]}
neN

= 0+0,

lo cual concluye la prueba. [

Proposicion A.1.1. Sean (¥, )nen una filtracion y X una variable aleatoria integrable (esperanza
finita). Entonces (Y, = [X|&n])nen es una martingala con respecto a (§,)nen y ademds uniforme-
mente integrable .

Demostracion. Para ver que es una martingala, usando la desigualdad de Jensen condicional
E[E[X ][] < EE[|X]| Sal] < o0
y la propiedad de medibilidad es obvia,
E[Y[§n-1] = E[E[X[F4][Fn—1] = E[X|Fn—1] = Yo

con esto vemos que efectivamente es una martingala.
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Para ver que es uniformemente integrable
ElYallgya>e)) = E[EX|Sa]|Lgix(50]1>a}]
< EE[|X|[Fn|Lyx)ga>a]
= Bl XLy xiigal>a]

= Elyxi<x} X Mepxisase}) + Elgyxis i X gy x isa>e)]

IA

KP(E[| X|[8n] > a) + Elljxp> x| X]

IA

e e

K
EIX] + Ellgxs X1l

IA

con lo cual obtenemos que

K
E[[Yallgr>a] < ElIX] + Ellgxp>xy 1 X

tomando el limite cuando a — oo, despues K — oc por teorema de convergencia dominada obte-
nemos que

lim sup E[| Y, Ly, (>z3] < 0+ E[lgx)>x}] X]]

400 peN
im0 SUPen Bl Yo ljivai>a)] = UMk00 iMaoso0 SUP,en B[ Ya Iy, >a3]
< limgoeo Ellfx(>x3|X|]
= Ellimg 00 Lyxj>x} 1 X]]
= Eflp|X]]

=0

y por lo tanto
lm sup E{[Y, gy, >0}]0.

Por 1o tanto es uniformemente integrable, O

Teorema A.1.2. (Teorema de convergencia de martingalas) Sea (X, ) new una submartingala tal que
sup,en E[X[T] < oo. Entonces existe X variable aleatoria tal que

X, — X.

n—e0
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Teorema A.1.3. Sean (F,)nen una filtracién y X una variable aleatoria integrable(esperanza finita)
entonces (Y, = E[X|Fp])new converge a B[ X |\, .y Fn] donde \/ ..y §n = 0 (U, ,cn Fn)

Demostracion.
SuanNE[Yn+] S SuanNE“Yﬂ”

= SuPpen Ef|[X[Fnll]
< suppey E[E[| X][Fx]]

= sup,en E[|X[] < oo

de aqui que podemos ocupar el teorema anterior y entonces el proceso (E[X |Fn])nen €8 una martin-
gala uniformemente integrable que converge c.s. a una variable aleatoria integrable, por la proposi-
cién A.1.1 converge en I1, ahorasea A € UnEN &, tenemos que

E[lim Y,l,] = E[lim E[X|F,|La] = lim E[E[X|§,[La]

entonces existe N € N tal que A € Fn y como estamos tratando con una filtracién A € §, Vn > N

entonces
im0 E[E[X|Fa]la] = lmg, oo E[E[XT14|Fn]]
= liMpy 00 E[XT4]
= E[XI4].
Sea

H = {E VA | E[ Mm Y,14] = ]E[XHA]}

neN
de estd definicién obtenemos que

US.cH

neN
y ahora es f4cil ver que H es una 4lgebra sea A € H entonces

E{lim Y, 1] = E[XL,
Eflimn oo Yolae] = E[limn o0 Yi(1 — La)]
= Ellimy e Y] — Ellimy o Y,L4]
—  E[lfmy e Y1) — E[XL]
= E[XIp] — E[XT4]
= E[X] - E[XI4] = E[X(1 — L4)]

= E[XI,]
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y con esto tenemos que 2\ A € H, como todas las o-lgebras tienen a {2 entonces

Qe |

nelN

Sean A, B € UﬂeN Fn entonces dn,m € Ntalque A € §,, B € Fm.8.p.g. n < mlo cual implica
que A, B € Fm, 881 AU B € Frn C U, §n ¥ por ende

J n

neN

es una 4lgebra, ahora veamos que ‘H es una clase monétona, s.p.g hagamoslo para creciente por
lo anterior ahora supongamos que (Ay)nen € H una sucesién monotona de conjuntos en H y sea
A =, .en An entonces

X]IA,,, — X1,

n—o0

por otro lado
X1, < X,

de igual manera

lim Y14, —— lim Y, l4
m—oo n—00 M0

y ademds
lim Y04, < lim Y,

m—re0 m—ro0
donde ambas cotas esta en L! entonces por el teorema de convergencia dominada (revisar [1] pag.61)
tenemos que
E[XI4] = lim E[XI4,] = lim E[ lim ¥,,14,]
n—+o0 =0 m—o0
E[ lim 11_1)13o Yol = E[ﬂll_I}Icl’c Yla)

n—room

y con esto obtenemos que A € H lo cual nos dice que 7 es una clase monotona que contiene al
dlgebra, es decir tenemos que

Us.c#

neN

con lo cual por el lema de clases monotonas (revisar [5] pag.116) tenemos que V o CHyporlo

neN
tanto

E[ lim Y,I,] = E[X14]
n—ro0

VA € V, cx §- por lo tanto

E[X[§,] =2 E[X] \/ &
neN
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A.2. Medidas de Probabilidad Ergédicas

Para comprender por completo las pruebas a la mayoria de los enunciados que estan a conti-
nuacién, es conveniente leer antes definiciones bisicas topol6gicas usadas de manera natural en este
texto, que se pueden hallar en [6] como normalidad , regularidad (axiomas de separacién en general),
compacidad y compacidad local. Un resultado bésico necesario es el que sigue a continuacion.

Teorema A.2.1. Sea X un espacio topolégico compacto Hausdorff, las siguientes son equivalentes

1. X es metrizable.

2. X es 2-numerable.

3. C(X) (el espacio de todas las funciones continuas complejo valuadas en X ) es separable.
Definicién A.2.1. Sea un espacio topolégico compacto X definimos :

M(X) = {m : m es una medida de probabilidad en la o-4lgebra de borel de X }

Definicion A.2.2. Definimos la topologia debil* en M(X) como la topologia mas pequefia que hace
que cada una de las funciones  — [, fducon f € C(X) sean continuas. Una base es dada por la
colecci6n de todos los conjuntos de 1a forma

Valfir - fis€) = {meM(X)| Ufidm—ff,:d,u‘ cal<i< k}

donde p e M(X),k>1,fieC(X)ye>0.

Teorema A.2.2. Si X es un espacio compacto metrizable entonces el espacio M(X) es metrizable
bajo la topologia debil*. Si (f;)ien € C(X) es un conjunto denso entonces

o > |ffndm_ffﬂdl-"|
D(m: .U') _; 2"||fn”

es una metrica para dicho espacio.

La demostracién de este teorema se sale un poco del contexto del trabajo, puede revisarse en [7]
pag. 148.

Teorema A.2.3. Sea (i una medida de probabilidad de borel (es decir, una medida en la o-dlgebra de
borel) de un espacio métrico. Entonces p es regular(es decir, VB € B(X) y Ve > 0 3 un abierto U,
yuncerrado C.con C, C B C U, y u(UNC) < ¢€).

Corolario A.2.1. Una medida de probabilidad p de borel de un espacio métrico, para B € B(X)
se tiene que

wB)= sup w(C)yu(B)= sup u(4)
C cerrado,CCB A abierto, A2 B

Las demostraciones del corolario y teorema anteriores son resultados clasicos de teoria de la
medida, se pueden revisar en [7] pag. 147.
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Teorema A.2.4. Sean p, v dos medidas de probabilidad de borel en un espacio metrico X.
Si [, fdv = [, fauVf € C(X) entonces p = v.

Demostracién. Por el corolario A.2.1 basta revisar u(C) = v(C) con C cerrado.Supongamos C
cerrado y ¢ > 0.Por la regularidad de 4 existe un conjunto abierto U con C C U con u{U\C) < ¢,
Definimos f: X — R por :

0 siz ¢ U

flz) = d(z,X\U) .
d(z,va)m(w,c,‘) sizelU

Esta bien definida pues no tiene denominador 0. A causa de que en cualquier cerrado contenido en
_ d(z,X\U)

(0,1) 1a f(z) = dEX\0)idzoy due es una funcién continua y asi la imagen inversa de dicho es

cerrada, f = 0 en X\U, f = 1 en C entonces f es continua. Asi obtenemos

< f fd,u=/ fdv <v(U) <v(C)+e
X b's

y €Omo esto se ocurre para € arbitraria positiva, obtenemos

#(C) <v(0)
y analogamente

v(C) < u(C);
lo que concluye la prueba. ]
Observacién A.2.1. Sea X un espacio métrico compacto.

1. p, — penlatopologia debil* siy sélosiV f € C(X) [ fdun — [ fdu

2. papt € M(X),n > 1lo siguientes son equivalentes :

a) Ju"n_)lu'

b) Para cada cerrado F' subconjunto de X, limsup,, ,  pn(F) < p(F) y para cada abierto
U de X tenemos que liminf,, o, p, (U) > u(U)

¢) Para cada boreliano B con u(8(B)) = 0 tenemos que pin(B) — u(B)

Demostracién. El primero es obvio del hecho que M(X) es metrizable y por su forma de la métrica.
Como en ¢l trabajo s6lo ocupamos que 2a implica 2¢, s6lo probarcmos dicha implicacién.

Sea F un cerrado y k > 0, definimos Uy = {z € X|d(z, F) < ;}, dichos conjuntos Uy es
una familia de abiertos que decrecen a F' entonces p(Uy) — ,u(F) Deb1do a que X es compacto
también es localmente compacto usando €l teorema 6.4 de [6] pag. 238 obtenemos que X es regular
y por ser compacto es normal, ahora usando €l lema de Urysonh (se puede checar en el mismo texto
[6] pag.146), existe f, € C(X) tal que 0 < fi(x) < 1, filz) = 0en X\U, y fi(z) = len F
Lentonces

lim sup pn, (F) < limsup f Srdin, = / Trdu < u(Uy)

n—oo n—o0
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entonces
ltmsup pn(F) < p(F).

n—e0

Ahora usando este mismo hecho tenemos que

lim sup p(X\U) < p(X\U)
n—oo
de aqui que
lim inf 12, (U) 2 p(U),

n—ro0
de esto tenemos la primera implicacién.
De aqui seguimos con suponer que ocurre el segundo punto y que u{&(A)) = 0 entonces

u(int(A)) = u(A) = p(A).

Como
lim sup pun(A) < p(A) = p(A) y iminf py(int(A)) > p(intA) = p(A)
y arazon de que
w(A) = plintA) < lminf, .o tin(int(A))

< liminf, e pin(A) < limsup, , . pn(A)
< Hmsup,, o in(A4) < p(A)

= p(4)
de 1o cual concluimos que y,(A) — p(A) |

Teorema A.2.5. (Teorema de Representacion de Riesz) Sean X un espacio métrico compacto y
J: C(X) — C una funcional lineal continua tal que J es un operador positivo (es decir si f > 0
entonces J(f) > 0)y J(1) = 1. Entonces existe y € M(X) tal que

() = fx fdu  Vfec(x)

Teorema A.2.6. Sea X un espacio topolégico. Si X es compacio metrizable entonces M(X) es
compacto metrizable con la topologia debil*,

Demostracién. Denotaremos u(f) = [ fdp. Sean una sucesion u, en M(X) y f1, f2, f3,- - un
conjunto denso en C(X), la sucesion u,(f1) es acotada en C entonces tiene una subsucesion con-
vergente y)(f1), de igual manera p)(f;) es acotada entonces tiene una subsucesion convergente
12(f2), aqui hacemos notar que u2(f1) tambien converge, asi sucesivamente construimos !, una
subsucesion convergente de y,, de tal manera que uf, C pit C -+ C p} C u,, ademds w1t (f;)
converge para cada j < 1, asi tomamos la sucesion diagonal g, con esto no es muy dificil ver que
Ui (f;) converge Vi. Sea f € C(X), como (f;)icn es denso entonces existe {f,,, )icy Una sucesion que
converge a f en C(X), y asi

uetr) = [ rauz = [ tim fodi = Jim [ i
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la dltima igualdad es debido a que f,, Loty f, de igual manera lim; o, [ f,,du® converge, con lo
cual 4 f) también converge. Sea

T(f) = lim u2(7),

por propiedades del limite y la integral J es un funcional lineal y como
()] = | m ()] < 11l

tenemos que es continua y también es positiva entonces por el teorema A.2.5 (Teorema de Repre-
sentacién de Riesz) existe una medida de borel p en X tal que J(f) = [ fdu de aqui p? — u,y
lo matrizable sale de el Teorema A.2.2 lo que nos permite concluir que M(X) es compacto metri-
zable, ]

Definicidn A.2.3. Sea X un espacio metrico compacto, A un boreliano y 7: X — X medible
denotamos (Tu)(A) = u(T-1(A))

Observacion A.2.2.

[ i@ = [ £oTas

Demostracion. Nota que para cualquier indicadora medible se vale la observacion de aqui se vale
para funciones medibles por el procedimiento estandar, en particular para continuas. ]

Corolario A.2.2. Sean X un espacio métrico compacto, T: X — X continuay p € M(X).
Entonces i es T-invariante si y sélo si

[ sau= [ 107

Demostracién. Primero si i € M(X) y p es T-invariante tenemos que 7' = y, por la observacién
5.1.2 obtenemos que
ffd,u= ffonp.
Para la otra implicacién como
[ rau= [ sotauny [ saduw)= [ soran
[ rau= [ st

lo cual por el teorema A.2.4 llegamos a que u = T,u. ]

asi obtenemos que

Definicion A.2.4. Sean X un conjunto, S C p(X) (p(X) el conjunto potencia). Decimos que S es
una semi-dlgebra si cumple con lo siguiente:

1. X,0c8
2. ABeSentoncess ANBeS
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3. A € & entonces existe (A,‘),‘=1"",n C S tal que A]_ = A, A,‘ C A,‘+1 y

Ai+1\Ai ESYi= 1, cany T

Una medida sobre S es una medida solamente que es o-aditiva para el caso de las uniones numera-
bles ajenas que caenen S.

Observacidn A.2.3. M(X) es un conjunto convexo.
Esto debido a que a € [0, 1] p, ¥ € M(X) implica que ax + (1 — a)v € M(X)

Lema A.2.1. Los punios extremos de M(X) son medidas ergddicas.(Un punio exiremo u es aguel
que 5i0 < o < 1 ral que p = apy + (1 — a)us, entonces py = g)

Demostracion. Si j es una medida que no es ergédica entonces existe B € Btal que T-}(B) = B
con0 < u(B) < 1.

- __ANB u(AN X\B)
u(A) = p(ANB) + p(AN X\B) = M(B)W + M(X\B)W
Sea o = u(B), n(A) = 438 ¥ ma(A) = % entonces

p=ap + (1 — o)y,
claramente y; y uso son diferentes lo cual termina la proposicién. ]

Teorema A.2.7. Sean X un espacio metrico compacto, S una semidlgebra que genera a los bore-
lianos cuyos elementos son abiertos y cerrados simultaneamente, T': X — X continua, us una
medida sobre S entonces el conjunto

M(X, T, ps) = {p € M(X)|p es T-invariante y u|s = ps}
es compacto.

Demostracién. S6lo hace falta ver que dicho conjunto es cerrado. Sea (pin)new € M(X, T, us) con
fn — b € M(X), ocurre que

[ 1oTdu=tm [ foTdun =t [ fdun= [ sau

debido a la observacién A.2.1 y a la hipétesis de la sucesion, en consecuencia por el corolario A.2.2
se tiene que pes T-invariante. Ahora para ver la otra condicién, tenemos que los elementos de S son
abiertos y cerrados, por ende su frontera es vacia y a causa de que u, — u, por la observacion
A21 pn(B) — p(B) VB € 8. Sea B € S p(B) = limy 00 pn(B) = limys00 ps(B) = ps(B)
con lo cual 4 € M(X, T, us) lo q concluye la prueba. O

Teorema A.2.8. Sean X un espacio metrico compacto,S una semidlgebra que genera a los borelia-
nos cuyos elementos son abiertos y cerrados simultaneamente, T: X — X continua, una medida
{is sobre S entonces existe una medida de probabilidad T-ergddica p tal que p|s = ps.
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Demostracién. Primero elegimos ( f)xen un conjunto denso de C(X) ahora como la funcién y —
[ Fodps es continua en
M(X ) T: Hs ):

debido a que es compacto existe al menos ¥ € M(X, T, us) tal que

f fodv = sup f fodp.
REM{X,T\ps)

De nuevo sea

No = {V € M(X,T, ps)| ffodl/ = sup ffodﬂ}
MEM(X,T,#S)

por set Haussdorf Cy p — [ fodu una funcién continua Ay es cerrado y por tanto compacto, de
manera analoga existe al menos v € M(X, T, us) tal que

f frdv = sup f fdp.
HEND

N = {uEJ\f(ﬂffldp: sup ffld,u,}
neNg

y siguiendo el mismo razonamiento Ny € Ny C M(X, T, us) todos no vacios y cerrados. Defini-
mos de manera inductiva

N, = {VENk_1|ffkdp= sup ffkdu}
BENK—1

y como en el razonamiento anterior Ny C M1 C -+ - N; € Ny € M(X, T, us) donde cada con-
junto es compacto y metrizable.Esta sucesion de conjuntos es decreciente anidada y de compactos
entonces [,n Nk €8 no vaci6. Sea v € [,y N probaremos que este s un punto extremo, supon-
gamos ¥ = oy + (1 — a)us 1o que necesitamos probar es que iy = fis, primero probaremos que
J frdpr = [ frduo para cualquier k. Sea k = 0, como » € N observamos que

o f fodp + {1 — @) [ fodpa = [ fodv

Similarmente

= SWPuem(xTus) J Jod

> a [ fodu; + (1 — @) [ fodu; parai=1,2,

esto nos dice directamente que [ fody; > [ fodpsconi,j = 1,2 conlocual [ fodu = [ fodus.Ahora
supongamos que pasa para k, como v € N, tenemos que

of fepdp + (1 — @) [ fondp = [ frrdy

> af fipdp + (1—a) [ findu,
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analogamente [ fri1dy; > [ feradps y finalmente que [ fiy1dpn = [ fii1duo. Sabemos que
cualquier funcién en C(X) es limite uniforme de f,,’s, entonces también se vale [ fdu; = [ fdus
Vf € C(X), por el teorema A.2.4 tenemos que jr; = pg ¥ por el lema A.2.1 tenemos que v es

T-ergédica. ]



Apéndice B
ALGO DE ANALISIS MATEMATICO

B.1. Teorema de Hahn-Banach

Teorema B.1.1. (Teorema de Hahn-Banach) Sean (X, || ||) un espacio de Banach, Y C X un subes-
pacio, f : (Y, || ||} — F una funcional lineal continua. Entonces existe [ una extension de f, hacia
X lineal y continua, ademds || f|| = || f||( es decir existe f : (X, ]| ||) — F una funcional lineal y

continua con || f|| = || Fll ¥ flx = F).

Corolario B.1.1. Sean (X, | ||) un espacio de Banach, Y C X un subespacio cerrado propio,
Zo € X\Y yd(z,Y) =d > 0. Entonces existe f € X* tal que ||f|| =1, f(Y)={0}y f(zo) =d

Corolario B.1.2. Sean (X*,|| - ||) un espacio de Banachy Y* C W* C X* con W* cerrado (de
Banach). Entonces Y* es denso en W* si y sélo si para toda f € W** gue se anule en Y* tenemos
que también se anula en W* (e.d. f(y) = 0, Vy € Y™ entonces f(w) = 0, Vw € W*)

Demostracién. Para la ida supongamos Y* denso en W*, f € W** con f{y) = 0 Vy € Y*. Como
Y™ es denso en W*, sea e > 0y w € W* entonces existe y € Y* tal que ||y — w|| < ¢, como f es
continua existe K > 0 tal que

|fw)l = |flw—y)+ fy)l

= |f(w-y)
= Klw-y|
< eK+0
= €K

y como epsilon es arbitraria concluimos que f{w) = 0, Vw € W*.

Para el regreso aplicamos el corolario del teorema de Hahn-Banach Y* C W*, supongamos que
Y™ no es denso en W*, es decir Y* # W™, asf existe zy € W*\W, a causa del corolario anterior
existe f € W** tal que f(Y*) = {0} y f(zo) = d, entonces f se anula en Y* en particular en Y*,
pero no se anula en todo W* pues no se anula en z, con lo cual llegamos a una contradicci6n, por lo
tanto Y* = W* con lo cual tenemos que Y* es denso en W*. ]
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