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Introduccién

Una de las conjeturas mas profundas de las matematicas que permanecié abierta
por poco mas de 350 anos fue el Ultimo Teorema de Fermat, éste dice que la ecuacién

(1) X"+Y"=27" XYZ#0
no tiene solucién en los enteros para n > 3. Es decir, la ecuacién
(2) X"+Y"=1

no tiene soluciones en los racionales para n > 2. Este teorema, después de gran-
des avances logrados por varios matematicos, fue demostrado por Andrew Wiles en
1995 [1], con la colaboracién de Richard Taylor.

Muchos de los problemas concernientes a ecuaciones diofanticas, se generalizan
a campos de funciones, como en el caso del ultimo teorema de Fermat. Nosotros
estamos interesados en el campo de las funciones meromorfas sobre una superficie de
Riemann S, que serd denotado por M(S). Por ejemplo, las funciones meromorfas
sobre la esfera de Riemann, las cuales no son mas que las funciones racionales
con coeficientes complejos, denotado por C(t). Podemos notar facilmente que la
ecuacién (2) tiene soluciones en C(t) si y sélo si la ecuacién (1) tiene soluciones
en el anillo de los polinomios con coeficientes complejos, denotado por C[t]. Es un
resultado cldsico que la ecuacién (1) no tiene soluciones en dicho anillo ! y existen
varias maneras de probarlo, por ejemplo se sigue del Teorema de Mason-Stothers
(ver Corolario A.4 en el Apéndice A), publicado primero por W. Wilson Stothers
en [2] (1981) y redescubierto por R. C. Mason en [3] (1984).

Shanks en su libro [6] (pag. 157), discute una prueba dada por Chevyshev
usando integracién. Otra demostracién fue dada por Greenleaf en [5] mediante la
técnica de descenso de Fermat.

Pero la demostracién maés simple y geométrica se hace mediante superficies de
Riemann, de la siguiente manera:

Una solucién de la ecuacién (2) en C(¢) induce un mapeo holomorfo de la esfera
de Riemann a la curva de Fermat que tiene género (n — 1)(n — 2)/2, pero se sabe
que no hay mapeos holomorfos de la esfera de Riemann a superficies de Riemann
compactas de género mayor que cero. ([

Al parecer, esta prueba ahora es muy conocida, sin embargo el Dr. Alberto
Verjovsky la descubrié por su cuenta hace tiempo y gracias a él, el autor supo de

1Aparentemente Liouville fue el primero en estudiarlo [4] pag. 263

IX



X INTRODUCCION
dicha demostracién por primera vez y fue la idea que motivo esta tesis.

Gross observa en [7] que el resultado anterior se sigue de un Teorema de Uni-
formizacién de funciones en [8]. En [7] Gross estudia la ecuacién de Fermat en
M(C), describe a todas las soluciones para n = 2, da un contraejemplo para n = 3
y prueba que el Ultimo Teorema de Fermat es valido para n > 3 en dicho campo.

En esta tesis se escribe con detalle la prueba del ultimo teorema de Fermat
para M(Cs) esbozada anteriormente (ver Teorema 4.18) y la versién débil para
M(C) demostrada por Gross (ver Teorema 4.26).

También el autor generaliza algunos resultados dados en [7], a cualquier super-
ficie de Riemann. Por ejemplo, demuestra la existencia de soluciones no constantes
de la ecuacién de Fermat para n = 2 en el campo de sus funciones meromorfas y si
ademas la superficie es simplemente conexa, se describe la forma estas (ver Teorema
4.17).

Ademas, se determina una férmula explicita de las soluciones de la ecuacién de
Fermat de grado tres en el campo de las funciones meromorfas sobre una superficie
de Riemann simplemente conexa y no compacta (ver Teorema 4.24), este tltimo,
es un resultado original del autor, con la cudl se responde afirmativamente a una
conjetura formulada en [7] (Conjetura 1, pag. 87), la cual afirma que todas las fun-
ciones meromorfas en el plano complejo que satisfacen la ecuacién =3 + 32 = 1, son
funciones elipticas de funciones enteras (ver Corolario 4.25).

En el Apéndice A, se presenta un breve comentario sobre otros problemas
diofanticos en campos de funciones.



Capitulo 1

Superficies de Riemann

En este capitulo se introduce el concepto de superficie de Riemann, nuestro
principal objeto de estudio, y se definen los mapeos holomorfos entre ellas, en par-
ticular, se definen a las funciones holomorfas y meromorfas sobre éstas. El grupo de
automorfismos holomorfos de una superficie de Riemann actia de forma natural en
ella, en la seccién 2 se estudian las condiciones bajo las cuales el cociente de esta
accién también es una superficie de Riemann. En la 1ltima seccién se estudian las
propiedades basicas, pero fundamentales, de los mapeos holomorfos, las cuales son
generalizaciones de las propiedades de las funciones holomorfas en C. Por ejemplo,
se prueba el teorema de identidad, el teorema del mapeo abierto, el teorema de la
preimagen discreta, el teorema de suprayectividad; el tltimo implica que todas las
funciones holomorfas sobre una superficie de Riemann compacta son constantes. Y
la propiedad més importante: que todo mapeo holomorfo puede modelarse local-
mente por funciones de la forma z — 2™, que entre otras cosas, implica que toda
funcién holomorfa biyectiva es un biholomorfismo.

1. Definiciones basicas

Sea X un espacio topoldgico, una carta (compleja) en X es una pareja (¢, U),
donde U es un abierto de X y ¢ es un homeomorfismo de U a un abierto del plano
complejo. Dos cartas (p,U) y (¢, V) en X son compatibles si UNV # @) y la funcién

(3) P~ UNV) = o(UNV)

es holomorfa. Un atlas (holomorfo) en X es un conjunto de cartas A = {(vq, Ua)}
cuyas cartas son compatibles y X = (JU,. Una estructura compleja en X es un
atlas holomorfo maximal, es decir, contiene a cualquier carta que sea compatible
con cada uno de sus elementos.

DEFINICION 1.1. Una superficie de Riemann es un espacio topolégico Haus-
dorff, conexo y con una estructura compleja.

Un atlas holomorfo siempre esta contenido en un vinico atlas maximal, por eso
basta dar un atlas holomorfo para determinar la estructura compleja.

El primer ejemplo de superficie de Riemann es el de una regién U del plano
complejo, cuya estructura compleja estd determinada por el atlas {(id, U)}.

El segundo ejemplo es la esfera de Riemann, denotada por C,, o por C. Si o0
es un punto que no estd en el plano complejo, la esfera de Riemann es C U {oo}
con la siguiente topologia: U C C, es abierto si U C C es abierto con la topologia
usual o U es de la forma (C\ K) U {oo}, para algin compacto K C C.
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Consideremos los abiertos
(4) Uy {zeC:|z| <2}y
Uy {z€C:z| >1/2} U{c0c}.
Definimos el mapeo g en Uy como z — z y el mapeo 1 en Uy como z — 1/z
si z # 00 e 00 — 0. Un atlas complejo de C, la constituyen las cartas (oo, Up) v

(1, Un).

Topolégicamente, C, es la esfera de dimension dos. Un homeomorfismo entre
estos espacios estd dado por la proyeccion estereogréfica

(5) (xava)’_)x/(l_w)"i'iy/(l_w)
para toda (z,y,w) € S?\ {(0,0,1)} y (0,0,1) — oo.

DEFINICION 1.2. Sea f : R — S un mapeo continuo entre dos superficies de
Riemann R y S con estructuras complejas A y B respectivamente, f es un mapeo
holomorfo si para cualquier (p,U) € A, y cualquier (v, V) € Becon UNf~H(V) # 0,
la funcién

(6) vfetipUNfHV)) = (V)

es holomorfa.

Estudiaremos con més detalle las propiedades de los mapeos holomorfos en la
ultima seccion de este capitulo; veremos que basta verificar la holomorficidad en
un atlas holomorfo y no necesariamente en toda la estructura compleja. En otras
palabras, basta encontrar para cada punto p en R una carta ¢ alrededor de p y
otra carta 1) alrededor de f(p) tal que 1) fo 1 sea una funcién holomorfa. Ademés,
probaremos que la inversa de una funcién holomorfa biyectiva es holomorfa.

DEFINICION 1.3. Un mapeo f : R — S entre dos superficies de Riemann es
un biholomorfismo si es biyectivo y holomorfo. Y decimos que dos superficies de
Riemann R y S son conformemente equivalentes si hay un biholomorfismo entre
ellas.

Observemos que el mapeo identidad de una superficie de Riemann en si mis-
ma es un mapeo holomorfo; la composicién de dos mapeos holomorfos también es
holomorfo y los mapeos inversos son holomorfos. Entonces, el conjunto de biho-
lomorfismos de una superficie de Riemann S en si misma forma un grupo, que
denotaremos por Aut(95).

2. Acciones sobre superficies de Riemann

En esta seccién estudiaremos las acciones de grupos de biholomorfismos sobre
superficies de Riemann, daremos condiciones del grupo bajo las cuales el espacio
cociente resulta también una superficie de Riemann.

Es conocido que la accién de un grupo G sobre un conjunto X induce una
relacion de equivalencia en X, a saber, dos elementos estan relacionados si estan en
la misma Orbita. Lo curioso es que toda relacién de equivalencia sobre un conjunto
arbitrario proviene de la accién de un grupo, lo cual nos dice que la accién de un
grupo sobre un conjunto no impone restriccién alguna en la relacién de equivalencia
que induce:
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PROPOSICION 1.4. Sea X un conjunto y una relacion de equivalencia arbitraria
~ en X, entonces existe un grupo G que actia en X cuya relacion de equivalencia
inducida en X coincide con ~.

DEMOSTRACION. Las clases de equivalencia de ~ forman una particién de X,
X = |JU,. Definimos G como el conjunto de los mapeos biyectivos g : X — X,
tales que g(U,) = U,, donde la operacién es la composicién. Observe que G es un
grupo y que la accién (g,x) — g(x) induce la misma relacién de equivalencia en X
que ~. (I

De ahora en adelante supondremos que G es un grupo que actua por biholomor-
fismos en una superficie de Riemann X y que el espacio de érbitas X/G estd dotado
de la topologia cociente. Entonces la proyeccién natural, 7 : X — X /G, es continua,
suprayectiva y abierta.

DEFINICION 1.5. Sea X una superficie de Riemann y G un grupo de biholo-
morfismos de X actuando en ella:

= Decimos que la accion es libre si los elementos de G distintos de la identidad
no tienen puntos fijos en X.

= La accion es propiamente discontinua si para cualquier compacto K de X,
el conjunto de los elementos g € G tales que g(K) N K # () es finito.

= La accién es errante si para cada x € X, existe un abierto U, vecindad de
z, tal que el conjunto de las g € G tales que U N g(U) # 0, es finito.

Observe que, por ser X Hausdorff, una accién libre de G sobre X es errante si
y sélo si cada x € X tiene una vecindad U tal que los trasladados gU son todos
ajenos, es decir, U N g(U) # 0 solamente para g = e.

Los siguientes teoremas nos dan condiciones para que X/G sea una superficie
de Riemann.

TEOREMA 1.6. Si G actia en X de forma libre y errante de tal forma que X/G
es Hausdorff, entonces X/G es una superficie de Riemann.

DEMOSTRACION. Como 7 : X — X/G es continua y suprayectiva X/G es
conexo, por hipétesis X/G es Hausdorff, as{ que sélo resta encontrar un atlas holo-
morfo para X/G. Como la accién es errante y por la maximalidad de la estructura
compleja de X, para cada x € X existe una carta (U, p,) tal que g(U,) N U, =
para todo g # e. Denotemos por m, al mapeo 7 : U, — 7(U,), observemos que
es biyectiva, abierta y continua. Definimos el atlas de X/G como {(7(Us,), p.m; 1)}
Sean (m(Uy), p.m; '), (n(Uy), pym, ") dos cartas no ajenas.

1

Primero veamos que m; ', es holomorfo en m, ! (7(U,) N 7(U,)). Sea u, €
71 (m(U,) N7(U,)), entonces existe gg € G tal que gou, = u, para algin u, € U,.
y y y

Como gy es continua, g5 (Uy) N Uy es una vecindad abierta de u, contenida en
7Ty_1(7r(Ux) N7(Uy)). En go_l(Ua:) nUy, ™ =my yen gO(Q(J_I(Ux) NU), ™ = 7,
entonces dado que m = mgp, se sigue que en ggl(UI) N Uy, my = mzgo, entonces
en gy ' (U,) N U, vecindad de u,, 7, '1, = go es holomorfa. Por lo tanto, ', es

holomorfa en 7, ! (7(U,) N7 (U,)).
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Entonces el mapeo (@, 7, ") (@ym, ')~ = @u(m; 'my, ), " es holomorfo en g, m, !
(7(Uz) N7(Uy)) € ¢, (Uy). Por lo tanto las cartas son compatibles. Entonces X/G
es una superficie de Riemann. O

LEMA 1.7. Si G es un grupo de biholomorfismos de una superficie de Riemann
X, y Uy, Us son vecindades abiertas ajenas de dos puntos x, y respectivamente
tales que w(x) # w(y) y g(U1) N Us # O solamente para un nimero finito de ele-
mentos de G entonces existen vecindades abiertas Vi C Uy, Vo C Us de x y de y
respectivamente tales que g(V1) N'Vo = para todo g # Id.

DEMOSTRACION. Tenemos que ¢g(Uy) N Uz # 0 s6lo para un nimero finito de
elementos de G, digamos {g1,...,gn}. Como w(x) # 7(y), gi:(x) # y para cada 1.
Entonces para cada 4, existen vecindades abiertas ajenas U] C Us, U/’ C ¢;(U) de y
y gi(z) respectivamente. Definimos Vi = (i, g; " (U/), Vo = (i, U/, observemos
que z € V3 yy € Vo y ademéds g(V1) NV, = () para toda g # id, pues si g ¢
{91, +sgn}, como Vi C Uy, Vo CUyy g(Uy)NUy =0, ysi g =g; para algin i,
entonces g(V1) C U/ y Vo C U/, por lo tanto g(V1) NVa = 0. O

El siguiente lema nos dice que una accién propiamente discontinua de un grupo
de biholomorfismos induce un espacio cociente bueno:

LEMA 1.8. Si G actia en X de forma libre y propiamente discontinua entonces
X/G es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean z, y € X tales que m(x) # m(y), como X es Hausdorff y
localmente compacto existen vecindades abiertas ajenas Uy, Uy de x y y respectiva-
mente cuyas cerraduras son compactas. Como la accién es propiamente discontinua
y U1 UUs es compacto, g(Uy UUz) N (U UU,) # B solamente para un ntimero finito
de g’s en G. Entonces g(U;) NUs # 0 solo para un nuimero finito de g’s en G, por el
Lema 1.7, existen V3, V5 vecindades de z y de y tales que g(V1) N V2 = (. Entonces
como 7 es una funcién abierta, w(V1) y m(V2) son dos abiertos ajenos vecindades,
de w(z) y 7(y). O

Como X es localmente compacto, toda accién propiamente discontinua es erran-
te, asi que se sigue el siguiente corolario:

COROLARIO 1.9. Si G actia en X de forma libre y propiamente discontinua,
entonces X/G es una superficie de Riemann.

Veamos una aplicacién de lo anterior:

EJeEmpLO 1.10. Consideremos A := A(wi,ws) el grupo de traslaciones dado
por z — z + nwy + mws, para cada n,m € Z, y wy, we dos nimeros complejos
linealmente independientes sobre R. A actia en C de forma libre y propiamente
discontinua, por lo tanto C/A es una superficie de Riemann, conocida como el toro
complejo.

Denotaremos por A al disco unitario en C, el cual es conocido como el disco
de Poincaré. Mas adelante probaremos que todas las superficies de Riemann son
conformemente equivalentes al cociente de la esfera de Riemann, el plano complejo o
el disco de Poincaré médulo un subgrupo de PSL(2,C). La prueba se hard mediante
la teoria de espacios cubrientes y suponiendo el teorema de uniformizacion. Este
dltimo, dice que esencialmente sélo hay tres superficies de Riemann simplemente
conexas, C,,, C y A. Una consecuencia de esto es que todas las superficies de
Riemann tienen una base numerable.
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3. Mapeos holomorfos

A lo largo de la seccién, Ry S denotaran superficies de Riemann con estructuras
complejas A y B respectivamente. Los mapeos f : R — S se tomardn continuos.
El siguiente lema nos muestra que basta verificar la “holomorficidad” en un atlas
holomorfo.

LEMA 1.11. f: R — S es holomorfo si y sélo si existen dos atlas complejos
{(¢asUa)}, {(¥p,V5)} de R y S respectivamente, tales que si U, N f~1(Vg) # 0,
la funcidn

(7) Vafea’  palUa N fH(Va)) = (V)

es holomorfa.

DEMOSTRACION. Basta probar el regreso. Supongamos que existen {(¢q, Ua )},
{(¢¥s,V3)} atlas complejos de R y S respectivamente, que satisfacen (7). Sean
(p,U) e Ay (¥,V) € B tales que U N f~1(V) # 0, verificaremos que

(8) vfe Tt ieUNfHV)) = (V)
es holomorfo.

Sea z € p(U N f=1(V)), existen (pa,Us) v (¥s,Vs) tal que o= 1(2) € U, y
fe~1(z) € Vs, entonces z € p(f~1(VsN V)N (UNU,)), que es una vecindad
abierta de z donde la funcién

(9) ™t = (g ) (s feat)(wa™)

es holomorfa. Como z fue arbitraria, 1 fp~! es holomorfa en todo (U N f~1(V)).
O

Asi, las funciones holomorfas de variable compleja con valores complejos son
holomorfas, vistas como mapeos entre superficies de Riemann. Los mapeos holo-
morfos que tienen como codominio el plano o la esfera de Riemann son de especial
interés.

DEFINICION 1.12. Los mapeos holomorfos de una superficie de Riemann S
al plano complejo son llamadas funciones holomorfas sobre S y al conjunto de
ellas se denota por O(S). Y los mapeos holomorfos a Co, son llamados funciones
meromorfas sobre S, al conjunto de ellas es donotado por M(S).

Es natural preguntarse lo siguiente: ; Cuando existen tales funciones sobre una
superficie de Riemann?. El siguiente teorema nos asegura que las superficies de
Riemann no compactas siempre admiten funciones holomorfas no constantes sobre
ellas:

TEOREMA 1.13. Cualquier superficie de Riemann no compacta S es Stein, es
decir, se cumple lo siguiente:

(i) O(S) separa puntos, en el sentido que, dados dos puntos distintos x, y, hay
una funcidn holomorfa f € O(S) con f(x) # f(y).

(ii) Dada una sucesion (xn)nen en S sin puntos de acumulacion, entonces exis-
te una funcion holomorfa f € O(S) con limsup,,_, . |f(zn)| = oo.

La demostracion de este teorema no es nada elemental, pero puede consultarse
en [12] (Corolario 26.8, pag. 205). Por otro lado, en el caso de las superficies de Rie-
mann compactas, es facil notar (Corolario 1.19 de este texto) que no pueden existir
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funciones holomorfas no constantes definidas sobre ellas, sin embargo, si admiten
funciones meromorfas no constantes. Asi mismo, este es un teorema muy profundo
que necesita muchas herramientas para su demostracion, las cuales no desarrolla-
remos en esta tesis, pero puede consultarse en el Capitulo 2 de [11].

Lo que resta del capitulo, lo dedicaremos a probar las propiedades béasicas de
los mapeos holomorfos entre superficies de Riemann.

Si Ry S son dos conjuntos, el igualador de dos mapeos f, g : R — S, de define
como

(10) eq(f,9) :=1{p € R|f(p) =g(p)}.

Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico S, denotaremos por der(A) al
conjunto de puntos de acumulacion de A.

PROPOSICION 1.14. Sean R y S espacios topoldgicos, con S Hausdorff. Si
f y g son funciones continuas de R a S, entonces eq(f,g), y por consiguiente
der(eq(f,g)), es cerrado. Por lo tanto, f y g son iguales si coinciden en un con-
jJunto denso de R.

DEMOSTRACION. Sip ¢ eq(f,g), entonces existen dos abiertos ajenos U, V tal
que f(p) € U, g(p) € V, entonces f~1(U) N g1 (V) es una vecindad abierta de p
que no intersecta a eq(f, g). O

El siguiente lema nos dice que der(eq(f,g)) es un conjunto abierto:

LEMA 1.15. Sean f y g dos mapeos holomorfos de R a S. Si p € der(eq(f,g)),
entonces eziste (p,U) € A tal quepe U y f =g enU.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.14, f(p) = g(p). Existe una carta (1), V)
en B tal que g(p) = f(p) € V, por la maximalidad de A podemos elegir una
carta (,U) tal que p € U y U C f=1(V), entonces ¢fp=t : o(U) — (V) y
gt : p(U) — (V) son funciones holomorfas que coinciden en el conjunto
w(eq(f,9) NU) con un punto de acumulaciéon ¢(p). Por el Teorema de Identidad
para funciones holomorfas con dominio un subconjunto de C (vea [13], pag. 320),
se sigue que ¥ fp~1 =1gp~! en p(U), por lo tanto f =g en U. O

La siguiente proposicién nos dice que basta que dos funciones holomorfas coin-
cidan en un conjunto con un punto de acumulaciéon para que sean iguales:

PROPOSICION 1.16 (Teorema de Identidad). Sean f, g dos mapeos holomorfos
de R a S. Sider(eq(f,q)) #0, entonces eq(f,g) = S.

DEMOSTRACION. El conjunto der(eq(f, g)) es cerrado y abierto por la Propo-
sicién 1.14 y el Lema 1.15, pero como R es conexa der(eq(f,g)) = Ry por lo tanto

eq(f,g9) = R. O

Utilizando la versién del mapeo abierto en el caso complejo, tenemos un analogo
en los mapeos holomorfos entre superficies de Riemann:

PROPOSICION 1.17 (Teorema del Mapeo Abierto). Si f : R — S un mapeo
holomorfo no constante, entonces f es un mapeo abierto.
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DEMOSTRACION. Sea W abierto de R, y sea f(p) € f(W) con p € W. Existe
(¥, V) € B tal que f(p) € V. Por la maximalidad de A podemos elegir una carta
(p,U)talquepe Uy U C W N f~1(V), entonces la funcién

(11) wfeTt i o(U) = 9(V)
es holomorfa. Por el teorema de identidad esta funcién no puede ser constante,

entonces por el teorema del mapeo abierto para funciones holomorfas con dominio
un subconjunto de C (vea [15], pag. 99), la funcién ¢ fo ! es abierta. Por lo tanto,

FU) =97 (W fe™")(e(U))) es abierto y f(p) € f(U) € fF(W). .

PROPOSICION 1.18 (Teorema de suprayectividad). Sea f : R — S un ma-
peo holomorfo no constante, con R compacta. Entonces f es suprayectivo y S es
compacta.

DEMOSTRACION. Como f es continua y S es Hausdorff, f(R) es cerrado. Y
por el Teorema del Mapeo Abierto f(S) es abierto. Asi, el resultado se sigue de la
conexidad de S. ]

Tenemos como corolario que las superficies de Riemann compactas no admiten
funciones holomorfas no constantes:

COROLARIO 1.19. Toda funcion holomorfa en una superficie de Riemann com-
pacta es constante.

La siguiente proposicidon nos servira para definir, mas adelante, el concepto de
grado de un mapeo entre superficies de Riemann compactas:

PROPOSICION 1.20 (Preimagen Discreta). Sea f: R — S un mapeo holomorfo
no constante. Entonces para cualquiery € S, la preimagen f~1(y) es un subconjunto
discreto de R. En particular, si S es compacta, f~1(y) es un conjunto finito para
cualquier y € R.

DEMOSTRACION. Basta verificar el caso cuando f~1(y) # 0. Si f~1(y) tuviera
un punto de acumulacién, el teorema de identidad nos diria que f es la funcién
constante y. Por ultimo, todo conjunto infinito en un compacto tiene un punto de
acumulacién, por lo tanto f~1(y) es finito si R es compacto. (]

LEMA 1.21. Sea f una funcion holomorfa en una vecindad U de 0 en C, no
constante, con f(0) = 0. Existe un tnico entero k > 1 tal que en una vecindad
U’ alrededor de 0 podemos encontrar una funcidn holomorfa g con ¢'(0) # 0 y
7(2) = g(2)* en U".

DEMOSTRACION. Consideremos la expansién de f en su serie de Taylor alre-
dedor de 0, sea k el orden de 0, £ > 1 porque f(0) =0,

(12) f(z)= apz® +ap 2"

Entonces f(z) = apz®(1 + byz + byz? +...), donde b; = ayy;/ay. Hay una
vecindad U’ suficientemente pequena donde existe una funcién h bien definida tal
que h(z) = (1 4+ byz+...)"/*. Entonces podemos tomar g(z) como a,lf/kzh(z).

Supongamos que f(z) = g(2)™, podemos suponer que f no se anula en OU’,
entonces el nimero de ceros de f (contados con multiplicidad) en U’ (vea [15], pag.
97) es

1 1 m 1
1 fz) . _ 7/ g 4 1 92) 4.
27t Jour f1(2) 2ri ) mg(z)™1g'(2) 2mim Jou g'(2)

(13)
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como f(0) =0, se tiene que

1 f(z)
14 — d 0
( ) 27 au’ f/(Z) * 7& ’
por lo tanto m es el nimero de ceros de g en U’ entre el niimero de ceros de f en
U’ (contados con multiplicidad), esto prueba la unicidad de k. O

DEFINICION 1.22. Sea p € S, diremos que la carta (¢,U) € A estd centrada en
p, si ¢(p) = 0.

El siguiente teorema nos dice que las funciones holomorfas entre superficies de
Riemann pueden modelarse localmente por funciones de la forma z +— z™.

TEOREMA 1.23. Si f : R — S es un mapeo holomorfo, para cada p € S hay
un dnico entero k, > 1 tal que podemos encontrar (p,U) € A centrada en p, y
(¢, V) € B centrada en f(p), tal que Y fo~1(z) = zF».

DEMOSTRACION. Por la maximalidad de la estructura compleja, podemos es-
coger cartas (o1, W) € A, (¢,V) € B, centradas en p y f(p) respectivamente, tal
que W C f=Y(V), asf la funcién ¢ fo;* : o1 (W) — ¥(V) es holomorfa y satisface
la condicién del Lema 1.21. Entonces existe un tinico entero £, tal que en una ve-
cindad U’ de 0 podemos encontrar una funcién holomorfa g con ¢’(0) # 0, y tal que
Yo7 t(z) = g(2)». Por el teorema de la funcién inversa existen vecindades U de
0y Us de g(0) = 0 tal que g tiene una inversa holomorfa en dicha vecindad, por lo
tanto podemos definir la carta (p,U) € A centrada en p, donde U = o, ' (U; N U’)
v o =gp1: 0 (U NU") = g(UyNU"), de tal forma que 1 fo~'(z) = 2*». O

DEFINICION 1.24. Sea f : R — S un mapeo holomorfo no constante entre
superficies de Riemann. La multiplicidad de f en p, denotada por mult,(f), es el
unico entero k, del Teorema 1.23.

Diremos que las cartas (¢,U) y (¢, V) ponen a f en su forma normal si en la
expresion local f es de la forma z — 2™.

COROLARIO 1.25. Si un mapeo biyectivo f : R — S entre dos superficies de
Riemann es holomorfo, entonces su inversa f~1 también es holomorfa.

DEMOSTRACION. Puesto que f es una funcién abierta, f~! también es conti-
nua. Consideremos los atlas A’ y B’ que consisten de las cartas de A y B, respec-
tivamente, que satisfacen las condiciones del teorema anterior. Entonces para cada
q € S existen cartas (p,U) € A, (v,V) € B/, tales que ¢ € V 'y f~1(q) € U tal que

(15) pofop~(z)=2"

Como f es inyectiva k tiene que ser 1, asf ¢f~14~1(2) = 2 es holomorfa. Por lo
tanto, f~! es holomorfa. O



Capitulo 2

Curvas algebraicas

Para verificar que la curva de Fermat de grado n es una superficie de Riemann
compacta, es necesario estudiar objetos un poco mas generales conocidos como cur-
vas algebraicas afines y proyectivas sobre C. En la primera secciéon demostraremos el
teorema de la funcién implicita, que nos permitird dotar de una estructura comple-
ja a las curvas algebraicas afines suaves. Utilizaremos un teorema que nos asegura
que los ceros de un polinomio irreducible es conexo, para probar que los ceros de
un polinomio irreducible y no singular definen una superficie de Riemann. En la
segunda seccion se estudia la topologia del plano proyectivo complejo; por ejem-
plo, se demuestra que es conexo, normal, segundo numerable y compacto. Ademds
se prueba que puede cubrirse por tres abiertos que son copias de C2. Finalizamos
el capitulo demostrando que las curvas algebraicas proyectivas son superficies de
Riemann compactas, si el polinomio homogéneo que los genera es no singular.

1. Curvas algebraicas afines

Sea U una regién del plano complejo, y sea f una funcién holomorfa en U. La
grafica de f:

(16) Gy =A{(2[f(2))z € U},

con la topologia inducida de C? es homeomorfa a U, mediante el homeomorfismo
dado por la proyeccién en la primera entrada: m1 : Gy — U, (2, f(2)) — 2. Asi, Gy
es Hausdorff, conexa y con un atlas holomorfo dado por {(m1,Gy)}. Andlogamente,
el conjunto G := {(f(2),2)[z € U} también es una superficie de Riemann, con
atlas holomorfo dado por {(m2,G%)}, donde w3 : G — U es la proyeccién en
la segunda entrada: (f(z),z) — z. Hay espacios que localmente son la gréifica de
una funcién, usando lo anterior es posible darle una estructura compleja a dichos
espacios. Un ejemplo muy importante de ellos son las curvas algebraicas afines
suaves, que son los ceros en C? de un polinomio f € C[z,w], que denotaremos por
V(f) := {(a,b) € C?|f(a,b) = 0}, tal que en cada uno de sus puntos alguna de las
parciales es distinta de cero.

TEOREMA 2.1 (Teorema de la funcién implicita). Supongamos que (a,b) €
V(f(z,w)) tal que Of /0w no se anula en (a,b). Entonces existe un disco Dy cen-

trado en a, un disco Do centrado en b y un mapeo holomorfo ¢ : D1 — Ds con
¢d(a) = b tal que

(17) V()N (D1 x Dy) = {(2,9(2))|z € D1}

DEMOSTRACION. Recordemos que si f es una funcién holomorfa en una regién
contenida en la cerradura de un disco D, que no se anula en 0D, entonces el niimero

9
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de ceros de f en D, contados con multiplicidad, estd dada por la integral

1 !/
(18) I A
2mi Jop f(w)
Si s6lo hay un cero wy de f en D, entonces wy queda determinado por la integral
1 !
(19) wy = wf (w)dw

"~ 2mi ap [f(w)

Para cada z definimos la funcién f,(w) = f(z,w). Como 9f/0w # 0 en (a,b), f,
no se anula en b. Por el teorema de la funcién inversa, existe un disco D5 centrado
en b, tal que b es el Unico cero de f en la cerradura de Ds. Puesto que la cerradura
de Dy es compacta, existe una € > 0 tal que |f,| > 2¢ en dD5. Por la continuidad
de f, existe d tal si |z —a] < d, |f.(w)— fa(w)| < € para toda w € dD3, entonces
|f2| > € en ODs. Aplicando la férmula (18) a la funcién f. para cada z, se tiene que
/
(20) h(z) == L) by
oD, f= (w)

es una funcién continua, luego, existe ¢’ tal que si |z—al| < &', |h(z)—h(a)| < 1, pero
como h s6lo toma valores enteros, se sigue que para z € D(a,d’), h(z) = h(a) =1,
entonces podemos aplicar la férmula (19) a cada f., obteniendo

(21) 6(2) == /BD @fi;“;)dw.

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann la funcién ¢ : D; — Ds es holomorfa y
satisface (17), donde Dy = D(a,d’). O

Se cumple un resultado andlogo si la parcial df/0z no se anula en (a,b), es
decir, existirian discos D1 y Dy alrededor de a y b respectivamente, y una funcién
holomorfa ¥ : Dy — D; tal que ¥(b) = a 'y

Entonces si en cada punto de V(f) alguna de las parciales de f es distinta de cero,
V(f) localmente es la grafica de alguna funcién.

DEFINICION 2.2. Una curva plana afin es un conjunto de la forma V (f), para
algin f € C[z,w]. La curva plana afin V(f) es suave si 9f/9z o 9f /0w es distinta
de cero en cada punto de V(f).

Sea V(f) una curva plana afin suave y un punto p = (a,b) € V(f), como V (f)
es suave existen discos D1 y Dy alrededor de a y b, respectivamente, tal que

(23) V()N (D1 x D) =Gy o V()N (D1 xDy) =G,

para alguna funcién holomorfa ¢ : Dy — Dy con ¢(a) = b 6 ¢ : Dy — D; con
¥(b) = a. Entonces (m1,Gy) o (m2,GY,) es una carta alrededor de p. Tomemos dos
de estas cartas alrededor de un punto p € V(f); si las dos cartas se obtienen de 7,
es decir, son de la forma (m1,Gy) v (m1, Gy ), la composicién i es la identidad
en m1 (G, NG ), se sigue algo analogo cuando las dos cartas se obtienen de my. S6lo
nos queda el caso cuando las cartas son de la forma (m1,Gy) y (72, G),), entonces
momy bt (G N G,) — ma(Gg N GYy) es igual al mapeo 2 — @(z) en tal dominio;
similarmente, 7,7, ! es igual al mapeo z — 1(2) en m2(Gy N G,). Por lo tanto, los
cambios de coordenadas son holomorfos. Para que V(f) sea conexo es necesaria una
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condicion sobre el polinomio f. Esta condicién viene dada en el siguiente teorema,
que no demostraremos aqui porque requiere maquinaria de geometria algebraica
(vea [16], pdg 18, y seccién 9.5).

TEOREMA 2.3. Si f € Clz,w] es irreducible, entonces V(f) es conexo.
Resumimos la discusién anterior en el siguiente teorema:

TEOREMA 2.4. Si f € C[z,w] es irreducible y V(f) es suave, entonces V(f) es
una superficie de Riemann.

2. Topologia del plano proyectivo

Esta seccion estd dedicada a probar que el plano proyectivo complejo es conexo,
segundo numerable, compacto y normal! abierta finita tal que cada abierto es ho-
meomorfo a C2. El grupo multiplicativo de los complejos, C*, actiia en C3\ {0} (o en
general en C™ \ {0}) por multiplicacién: (A, p) — Ap. Definimos al plano proyectivo
complejo como el cociente de C3\ {0} bajo esta accién:

(24) P?(C) = P? := C*\ {0}/C".

Consideremos la proyeccién natural  : C3 '\ {0} — P2, denotaremos por [a : b : (]
a m(a,b,c) y supondremos que el plano proyectivo complejo esta dotado con la to-
pologia cociente.

Como la accién por multiplicacién es una acciéon por homeomorfismos, 7 es
abierta, por lo tanto P? es segundo numerable y conexo. Observemos que P? también
se puede obtener como el cociente de S® por S', donde la accién estd dada también
por multiplicacién, asi P? es compacto. El hecho de que P? es un espacio normal, se
sigue de los dos lemas siguientes (para la prueba del Lema 2.5 vea [17] Lema 73.3,
péag. 443).

LEMA 2.5. Sea 7 : E — X un mapeo cociente cerrado. Si E es normal entonces
X también lo es.

LEMA 2.6. El mapeo cociente w : S? — P2 es cerrado.
DEMOSTRACION. Sea A C S® un subconjunto cerrado, entonces
(25) 7 (m(A) =S A={g-v:ve A geS'}L
Luego 7~ !(m(A)) es la imagen de un subconjunto cerrado S! x A en S! x S® bajo
la multiplicacién que es un mapeo continuo
(26) oSt xS = SP.
Puesto que S! x S° es compacto, S' x A es compacto, por lo tanto 771 (7(A)) es

compacto, pero como S° es Hausdorff, 771 (7(A)) es cerrado. Por lo tanto 7 es una
funcién cerrada. O

Como en P2 los puntos son cerrados, ya que las rectas complejas menos el cero
son cerradas en C3\ {0}, se sigue el siguiente corolario:

COROLARIO 2.7. P? es un espacio topoldgico Hausdorff.

1Un espacio topoldgico es normal para cualquiera par de cerrados A y B existen vecindades
ajenas U y V talesque ACUy BCV.
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Notemos que P2 puede ser cubierto por los siguientes conjuntos
(27) U={lz0:21:22) €P?:2; 20} con i=0,1,2.
Puesto que 7~ 1(U;) = {(z0, 21, 22) € C3|2; # 0}, cada U; es un subconjunto abierto
de P2,
PROPOSICION 2.8. Cada U;, coni=0,1,2, es homeomorfa a C?.
DEMOSTRACION. Tenemos una funcién bien definida ¢q : Uy — C? dado por
[2,y,2] = (y/x,2/x), esta funcién es biyectiva, con inversa ¢, ' : C? — Uy dada
por (a,b) — [1,a,b], este mapeo es continuo porque se obtiene de la composicién

(a,b) = (1,a,b) = [1 : a : b]. El mapeo continuo ¢q : 7~ 1(Uy) — C2, (a,b,c) —
(b/a,c/a) hace conmutar el siguiente diagrama:

(28) 71 (Up) —— Up

B

(CQ

Observemos que 7 : 7~ (Uy) — Uy es un mapeo cociente, entonces por la propiedad
universal del cociente, ¢¢ es continua. Similarmente se prueba que ¢, : U; — C2?,
dado por [z :y: 2] = (x/y,2/y), ¥ ¢2 : Uz — C2%, dado por [z :y: 2] = (z/2,y/2),
son homeomorfismos. O

3. Curvas algebraicas proyectivas

En esta seccién probaremos que las curvas algebraicas proyectivas dadas por
polinomios homogéneos no singulares son superficies de Riemann compactas.

DEFINICION 2.9. Un polinomio F(z,y, z) € C[z,y, 2] de grado d, es homogéneo
si para toda A\ € C,

(29) F(\z, \y, \2) = M F(2,y, 2).

Por ejemplo F(x,y,z) = ™ + y™ — 2™ es un polinomio homogéneo de grado
n. Observemos que si F' es un polinomio homogéneo, F'(a,b,c) = 0 si y sélo si

F(z,y,z) = 0 para toda (z,y,z) € [a : b : ¢|. Entonces el siguiente conjunto
estd bien definido.
(30) V(F)={[z:y: 2] € P|F(x,y,2) =0},

y es llamado la curva algebraica proyectiva asociada a F. Asi, V(F) es un subes-
pacio Hausdorff de P2. Ademéds, observemos que 7~ *(V(F)) = {(z,y,2) € C?\
{0}|F(x,y,2) =0} = F~1{0} \ {0} es cerrado, por lo tanto, V(F) es cerrado en el
compacto P2. Asf, V(F) es compacto.

DEFINICION 2.10. Un polinomio homogéneo F(x,y, z) es no singular si no hay
solucion para el sistema de ecuaciones
oF OF OF
F = — = —— = — = O
Or dy 0z
en el plano proyectivo P2, es decir, si no hay soluciones no nulas del sistema (31)
en C3.

(31)
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Cada interseccién V;(F) = V(F) N U; es homeomorfo a una curva algebraica
plana,

donde los homeomorfismos estdn dados por la restriccion de cada ¢;, dados en la
la Proposicién 2.8. Identificaremos a V;(F') con su curva algebraica afin asociada.

LEMA 2.11. Supongamos que F(x,y,z) es un polinomio homogéneo de grado
d. Entonces F es no singular si y sdlo si cada V;(F) es una curva algebraica afin
suave.

DEMOSTRACION. Supongamos que Vo(F') no es suave, entonces existe una so-
lucién (yo, 29) € C? del sistema de ecuaciones

of _of
33 S
(53) =%
donde f(y,z) := F(1,y,z). Afirmamos que [1 : gy : z0] es una solucién comin al
sistema (31). Claramente [1 : yo : 2o] satisface el sistema
OF OF
34 F=—=""_=
(34) oy 0z

La otra parcial es igual a cero por la férmula de Euler:

oF oF oF

35 d-F=x—+y—+z2—.

(35) or 4 oy 0z
Podemos aplicar un razonamiento andlogo en los otros casos cuando V4 (F) 6 Va(F)
no sean suaves. La otra implicacién sigue la misma linea de razonamiento. O

Un polinomio f € Cly, 2] de grado d se puede descomponer en polinomios
homogéneos f(;) de grado i,

(36) f= f(o) +...+f(d).
Entonces el polinomio
(37) F(z,y,2) =2%fo) + 2 fy + ... + fa

es un polinomio homogéneo de grado d, tal que F(1,y,z) = f. Observemos que
F(z,y,2) = 2%f(y/x,z/z). F es conocido como la homogeneizacion de f.

LEmA 2.12. Si f € C[z,y] de grado d y F es la homogeneizacion de f, entonces
f es irreducible si y sélo si F' es irreducible.

DEMOSTRACION. Si f es reducible, entonces f = gh donde g y h son de grado
mayor o igual a uno. Entonces F' = GH, donde F', G y H son las homogenizaciones
respectivas de f, g y h respectivamente. Comparando su descomposicién en polino-
mios homogéneos podemos ver que G 'y H también son homogéneos de grado mayor
o igual que uno. Entonces F es reducible. Reciprocamente si F' = GH, entonces

f(yaz) = F(layvz) = G(l,y,z)H(l,y,z). U

TEOREMA 2.13. Todo polinomio homogéneo F € Clx,y, z] no singular es irre-
ducible.
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Sélo daremos un esbozo de la demostracién. Supongamos que F' = F} F5 es re-
ducible. Sean C; sus curvas algebraicas asociadas, del teorema de Bézout ([16] pég.
31) se sigue que existe p € C1NCo, se puede verificar que p es un punto singular de F'.

Asi, si F' es un polinomio homogéneo, por el Teorema 2.11 en [18] pag. 66,
V(F) es conexo.

El resto de la seccién la dedicaremos a construir un atlas holomorfo sobre V (F).
Observe que si F' es un polinomio no singular cada una de las ¢;(V;(F)) es una su-
perficie de Riemann. Como V;(F') es homeomorfo a ¢;(V;(F)), podemos transferir,
mediante el mapeo ¢;, la estructura compleja de ¢(V;(F)) a V;(F). Como V;(F)
es un abierto de V(F), las cartas de V;(F) seran cartas de V(F'). Por ejemplo,
para Vi (F') las cartas son de la forma [z :y : 2] = y/x o [z :y: 2] = z/x con do-
minios adecuados. Se obtienen cocientes similares en las cartas de Vi (F') y de Va(F).

Verificaremos que los cambios de coordenadas son holomorfos. Sea p € Vo(F)N
Vi(F),p=[x:y:z]conz,y#0. Supongamos que ¢y = y/x es una carta alrededor
de p para Vo(F), vy ¢1 = z/y es una carta alrededor de p para Vi(F). Ahora
¢p ' (w) = [1: w: h(w)] para alguna funcién holomorfa h (localmente ¢o(Vy(F)) es
la gréfica de h). Entonces ¢; o ¢y ' (w) = h(w)/w que es holomorfo pues w # 0. Se
sigue un razonamiento andlogo para las demds V;(F'). Resumiendo los resultados
anteriores tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.14. Si F' es un polinomio homogéneo no singular. Entonces la
curva algebraica proyectiva V(F) es una superficie de Riemann compacta.



Capitulo 3

Espacios cubrientes

En este capitulo estudiaremos a los cubrientes holomorfos de las superficies
de Riemann. Demostraremos, con la ayuda de la teoria de espacios cubrientes to-
poldgicos (ver Seccién 1.3 en [19]), que toda superficie de Riemann tiene un tnico
cubriente holomorfo simplemente conexo (cubriente universal); ademds probare-
mos que los levantamientos a cubrientes holomorfos son holomorfos. Y mediante
el teorema de uniformizacion demostraremos que cualquier superficie de Riemann
es conformemente equivalente a un cociente R/G, donde R es, o bien la esfera de
Riemann, el plano complejo o el disco, y G es un subgrupo de PSL(2,C) que actia
en R de forma libre y propiamente discontinua.

1. Cubrientes holomorfos

Recordemos que un espacio cubriente de un espacio X, es un espacio X y un
mapeo p : X - X suprayectivo que satisface la siguiente condicion: Existe una
cubierta abierta {U,} de X tal que para cada «, p~1(U,) es una unién disjunta
de subconjuntos abiertos de X , cada uno de los cuales es mapeado homeomorfica-
mente por p. De la definicién se sigue directamente que p : X = X es continua,
un homeomorfismo local, abierta y sus fibras p~!(x) son discretas. Ademas X es
Hausdorff, si X lo es. Denotaremos por G(X' ) o simplemente por G, cuando no se
preste a confusion, al grupo de automorfismos del cubriente. Recordemos que un
homeomorfismo g : X=X , es un automorfismo del cubriente p : X=X , si manda
fibras en fibras, es decir, si hace conmutar el siguiente diagrama.s

~ g ~
(38) X—X
pi /
P
X .
Nosotros estamos interesados en cubrientes en los cuales el espacio es una superficie
de Riemann y el mapeo p es holomorfo:

DEFINICION 3.1. Si X es una superficie de Riemann, un espacio cubriente
holomorfo de X, es un espacio cubriente p : X — X, tal que X es una superficie
de Riemann y p es un mapeo holomorfo.

El siguiente Lema es consecuencia directa del Corolario 1.25:

LEMA 3.2. Sip: X — X es un cubriente holomorfo y U una regidn (subcon-
Junto abierto y conexo) de X, tal quep : U — p(U) es un homeomorfismo, entonces
p: U — p(U) es un biholomorfismo.
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La siguiente proposicién es la herramienta principal que utilizaremos poste-
riormente, se obtiene de observar que los mapeos cubrientes son biholomorfismos
locales:

PROPOSICION 3.3. Sip: X — X es un cubriente holomorfo de X y f :Y —
X wun mapeo holomorfo, entonces los levantamientos de f con respecto ap son
holomorfos. Y un levantamiento holomorfo existe si fi«(m1(Y,y)) C pi(m (X, T)),

donde f(y) = p(z).

DEMOSTRACION. Podemos suponer que hay un atlas holomorfo B de X tal
que para cada (,V) € B, V es conexa y p : V — p(V) es un homeomorfismo.
Sean (p,U) € A, una carta de Y, y (¢, V) € B tales que ffl(V) NU # (. Como
f(f_l(V) NU) C p(V), se sigue que f=plfen f_l(V) N U. Ademss, por el
Lema 3.2 se tiene que p : V' — p(V) es un biholomorfismo, entonces wﬂofl =

Yp~tfp~! es holomorfo en gp(f_l(V) NU). La segunda afirmacién se sigue de la
version topolédgica y de la primera afirmacién. O

El siguiente corolario nos dice que los automorfismos de un cubriente holomorfo
son biholomorfismos:

COROLARIO 3.4. Sip : X — X es un espacio cubriente holomorfo de X,
entonces los elementos de G(X) son holomorfos.

Todos los cubrientes holomorfos y simplemente conexos de una superficie de
Riemann son isomorfos:

PROPOSICION 3.5. Sip1 : X1 — X, pa : Xo — X son dos cubrientes universales
y holomorfos, entonces X1 es conformemente equivalente a Xs.

DEMOSTRACION. Por ser cubrientes universales existe f : X; — X5 un isomor-
fismo de espacios cubrientes, aplicando la Proposicién 3.3 a f v a f~! se sigue el
resultado. O

A continuacién probaremos que de hecho, siempre existe un cubriente holomorfo
simplemente conexo para cualquier superficie de Riemann:

PROPOSICION 3.6. Toda superficie de Riemann X tiene un cubriente universal
holomorfo.

DEMOSTRACION. Como toda superficie de Riemann es conexa por trayectorias,
localmente conexa por trayectorias y semilocalmente simplemente conexa, existe un
cubriente universal (topoldgico) de X, p: X — X. Tenemos que X es conexo, y por
ser X Hausdorff, X también lo es. Por eso, sélo resta dar una estructura compleja
a X y verificar que el mapeo cubriente resulta holomorfo.

Por la maximalidad de la estructura compleja de X y por ser p : X - X un
homeomorfismo local podemos suponer, para cada - € X , que existe un abierto Uz
tal que p : Uz — p(Uz) es un homeomorfismo y (¢z,p(Uz)) es una carta de X. Afir-
mamos que {(pzp, Uz)} es un atlas holomorfo de X. Basta ver que son compatibles.
Sean (¢1p, U1), (p2p, Us) dos cartas tales que UyNUs # 0. o1p(U1NU2) C 1(p(U1)),
entonces en @1 p(Uy NUs) C ¢1(p(Ur)), (wap)(01p) ™' = wap; " es holomorfa.
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Sean (¢1p,U1), (¢2,Us) cartas de X y X, respectivamente, tales que p~1(Usz) N

Uy # 0, o1p(p™" (U2)NU1) = @1(U20p(U1)) € 1 (p(Ur)), entonces en 1p(p~" (U2)N
U1), pap(01p) ™' = a0t es holomorfa. Por lo tanto p es holomorfa. O

~PROPOSICIO}EI 3.7. Sip: X — X es un espacio cubriente holomorfo, entonces
G(X) actia en X de forma libre y errante.

DEMOSTRACION. La accién es libre por la unicidad de los levantamientos (con
respecto a los puntos bases), al ser X conexo. Siz € X , existe una vecindad abierta
U de 7 tal que p: U — p(U) es un homeomorfismo. Supongamos que gU NU # 0,
entonces existe u € U tal que gu € U, como p(g(u)) = p(u) y p es inyectiva en U,
gu = u, entonces g = e. Por lo tanto la accion es libre y errante. ([l

Se puede verificar que si p : X — X es un cubriente normal, el mapeo GT —
p(Z) establece un homeomorfismo de X /G a X, por lo tanto X /G es Hausdorff si
X lo es. Si el cubriente también es holomorfo, se sigue del Teorema 1.6 que X /G
es una superficie de Riemann.

TEOREMA 3.8. Sip : X — X es un espacio cubriente normal y holomorfo,
entonces X /G(X) es conformemente equivalente a X .

DEMOSTRACION. Sabemos que el mapeo F : )?/G — X, dado por GT — p(T)
es un homeomorfismo. Daremos un atlas holomorfo que lo hace localmente ho-
lomorfo. Podemos encontrar un atlas holomorfo A de X /G tal que para cada
carta (o1, 7w(U)) € A, p : U — p(U) es un homeomorfismo, donde (U, ) es
alguna carta de X con U conexo y m: U = w(U) es un homeomorfismo. Sea
(et w(U)) € A, y sea (1, V) carta en X, tales que F~1(V)N7(U) # 0. Observe-
mos que en 7(U) F = pr—!, entonces en (or ) (F~L(V)N7(U)) = o(p~1(V)NU),
la funcién Y F(pr=1) ™t = Y Frp=! = ¢Ypr~irp=! = ¢pp~! es holomorfa. Por lo
tanto X /G(X) es conformemente equivalente a X. O

El siguiente teorema es uno de los més importantes de las matematicas, no lo
demostraremos en este trabajo, pero puede consultarse en [11] en el capitulo 2.

TEOREMA 3.9 (Uniformizacién). Si X es una superficie de Riemann simple-
mente conexa, entonces X es conformemente equivalente a Co., C 0 a A.

PROPOSICION 3.10. Si G es un grupo de biholomorfismos de una superficie de
Riemann X, entonces el espacio cociente X/G es Hausdorff y el mapeo 7w : X —
X/G es un cubriente si y sdlo si G actia de forma libre y propiamente discontinua.

DEMOSTRACION. El regreso se sigue del Lema 1.8 y de la Proposicion 1.40 en
[19]. Supongamos que X/G es Hausdorff y que la proyeccién 7 : X — X/G es
un mapeo cubriente. Veamos que para cualquier par de puntos (z1,22) € X x X,
existen vecindades Uy de z7 y Uz de x5 tales que g(U;) N Uy # () para a lo mds una
g € G, si w(x1) # m(x2) se sigue el resultado al ser X/G Hausdorff. Si x1 = g(x2),
tomemos U; una vecindad de x1 que es mapeado homemérficamente por 7w a X/G,
y Uy i= g(U7). i ¢/(U) N Us # 0, g~ 1g'(Uy) N Uy # 0, entonces 7g~g'(p) = 7(p)

para algin p € Uy, entonces g~1¢/(p) = p, por lo tanto ¢’ = g.

Ahora sea K un compacto de X. Puesto que K x K es compacto hay una
cubierta finita de K x K de vecindades de la forma U; x Us tales que gU; N Us
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es vacio, para a lo mas una g € G. Por lo tanto el conjunto de g € G tales que
gK N K # () es finito, ya que si x € gK N K, (g7 'z, 2) € Uy x g(Uy) =: Uy x U
para algin U;. (]

TEOREMA 3.11. Toda superficie de Riemann X tiene como cubriente universal
holomorfo a C, C 0 a A. Ademds, X es conformemente equivalente al cociente
de alguno de ellos médulo un subgrupo de PSL(2,C) que actia en €l de forma libre
y propiamente discontinua.

DEMOSTRACION. Supongamos que R denota a Co, Coa A. Seap: X > X un
cubriente universal holomorfo de X. Por el Teorema 3.9 existe un biholomorfismo
f: X — R, entonces pf~' : R — X, es un cubriente normal y holomorfo, asf,
del Teorema 3.8 se sigue que R/G(R) es conformemente equivalente a X. Veremos
en la siguiente seccién que los automorfismos holomorfos de R son un subgrupo de
PSL(2,C). Como 7 : R — R/G(R) es un cubriente normal y conexo con R/G(R)
Hausdorff se sigue de la Proposicién 3.10 que la accién es libre y propiamente
discontinua. (]

Puesto que la esfera, el plano y el disco tienen una base numerable, se tiene
que el cociente por un grupo de biholomorfismos de estos objetos, también tiene
una base numerable. Asi, tenemos del Teorema 3.11 el siguiente corolario:

COROLARIO 3.12. Toda superficie de Riemann tiene una base numerable.

2. Los tres cubrientes universales

Vimos en la seccién anterior que los inicos cubrientes universales holomorfos de
las superficies de Riemann son: la esfera de Riemann, el plano complejo y el disco
de Poincaré. Esta seccién se dedica a estudiar los autormorfismos holomorfos de
estos tres espacios, que como mencionamos, son subgrupos de las transformaciones
de Mobius denotado por PSL(2,C).

Como consecuencia, probaremos que la esfera solamente puede cubrir a ella
misma, que el plano cubre o bien al plano mismo, al plano agujerado o al toro; y
por lo tanto toda superficie de Riemann compacta de género mayor que uno tiene
como cubriente universal al disco.

LEMA 3.13. Las funciones meromorfas sobre Co, son las funciones racionales.

DEMOSTRACION. Claramente las funciones racionales son meromorfas sobre
Cw- Sea f una funcién meromorfa sobre C.,, puesto que f tiene un nimero finito

de polos en C, digamos Sy, ..., 8s de orden nq, ..., ns respectivamente. Entonces la
funcién

(39) 9(z) = (2 = B1)" (2 = B2)™ -+ (2 = Bs)™ f(2)

es analitica en C, asi g tiene una serie de Taylor

(40) g(Z) Zao+a1z+a222+...,

para toda z € C ([9], pdg. 177). Como g es meromorfa en oo (ya que f lo es), se
sigue que g(1/z) = ap + a1z~ + a227% + ... es meromorfa en 0, y entonces a; = 0
a partir de una cierta j. Entonces g es polinomio, por lo tanto

(41) f(2)=9() (=)™ (2= B)™

es una funcién racional. O
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TEOREMA 3.14. El conjunto de automorfismos holomorfos de Co, es igual a
PSL(2,C).

DEMOSTRACION. Sea f € Aut(Cy), por lema anterior f es una funcién racio-
nal, pero como f tiene sélo un polo y un cero, f € PSL(2,C). a

TEOREMA 3.15. El conjunto de automorfismos holomorfos de C es igual al
subgrupo de PSL(2,C) que tiene por elementos a las transformaciones de la forma
az +b.

DEMOSTRACION. Sea f € Aut(C), veamos que [ se extiende de forma holomor-
fa a la esfera de Riemann. Definamos f(0o) = 0o, como f es propia (la preimagen
inversa de un conjunto compacto es compacto), se sigue que f es continua en oo,
y por el Teorema de extensién de Riemann se sigue que f es holomorfa en co. Asi,
por el Teorema 3.14, f € PSL(2,C); pero como f fija a oo, f(z) =az+b. O

TEOREMA 3.16. El conjunto de automorfismos del disco de Poincaré A es
igual al subgrupo de PSL(2,C) que tiene por elementos a las transformaciones de
la forma

az+ ¢

42 .
(42) cz+a

DEMOSTRACION. Se puede verificar que los mapeos de la forma (42) forman
un subgrupo G de Aut(A). Sea g € Aut(A), asi |g(0)| < 1. Existen a, ¢ € C tales
que

(43) 9(0) = =5, fal* —|e* = 1.

Definamos f como en (42). Entonces h = fg € Aut(A) y h(0) = 0. Por Lema de
Schwarz ([20], pag. 70-71) , |h(2)| < |z|, aplicando lo mismo a h~1(z) en h(z), se
sigue que h(z) = ez para alguna constante real , por lo tanto g € f~*h € G. O

TEOREMA 3.17. Si X tiene como cubriente universal holomorfo a Co,, entonces
X =Cq.

Esto se sigue directamente del hecho que todo automorfismo de C., tiene al
menos un punto fijo.

LEMA 3.18. Los elementos de PSL(2,C) sin puntos fijos en C son las trasla-
ctones.

DEMOSTRACION. Sea T'(z) = az + b/cz + d una transformacién de Mobius sin
puntos fijos en el plano, entonces co es un punto fijo, por lo tanto ¢ = 0, pero si
a#d, b/(d—a) € C es un punto fijo de T, por lo tanto T es una traslacién. O

Vamos a identificar al grupo de traslaciones con C.

PROPOSICION 3.19. Un grupo de traslaciones que actia de forma errante en C
es discreto.

DEMOSTRACION. Como la accién es libre y errante las érbitas son discretas.
Hay una biyeccién ¢ del grupo G a un érbita Gz, mediante el mapeo z — w + 2
con inversa w — w — z que son continuas porque la suma lo es. Por lo tanto G es
discreto. [
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LEMA 3.20. Si H es un subgrupo discreto de C, entonces H tiene que ser ciclico
o generado por dos elementos.

DEMOSTRACION. Supongamos que H es un subgrupo discreto de C contenido
en una recta, entonces H es isomorfo a un subgrupo discreto de R, por lo tanto es
ciclico.

Si H no estad contenido en una recta, existen dos elementos en H linealmente
independientes, wy y ws. Puesto que H es discreto, wy y ws se pueden elegir con la
norma mas pequena. Entonces, los elementos de H que son de la forma aw; + bws
con 0 < a,b < 1, son iguales a cero.

Por lo tanto si w € H, como {wj,ws} es una base para C (como espacio vecto-
rial sobre R) existen a, b € R tal que w = aw; +bws = [a]w; + [blws +{a}wi +{b}wa,
donde [z] y {«} denotan la parte entera y fraccionaria de x, respectivamente. En-
tonces {a}wi+{b}ws € H, por lo anterior {a}w;+{b}ws = 0, luego H estd generado
por wi, wa. O

De los lemas anteriores podemos descrbir topolégicamente a todas las superfi-
cies de Riemann que tienen como cubriente universal holomorfo al plano complejo.

TEOREMA 3.21. Si S tiene como cubriente universal al plano complejo, enton-
ces S es el plano mismo, el plano agujerado o un toro.

DEMOSTRACION. Tenemos que S es conformemente equivalente a C/G(C). Co-
mo G(C) C PSL(2,C) actiia en C de forma libre y errante se sigue de los lemas
anteriores que G(C) es un grupo de traslaciones ciclico o generado por dos elemen-
tos. Asi, si G es la identidad, C/G(C) es conforme a C. Si G(C) es ciclico distinto
de la identidad, C/G(C) es conforme al plano agujerado y por tltimo, éste es con-
formemente equivalente a un toro si G(C) estd generado por dos elementos. O

COROLARIO 3.22. Fl cubriente universal holomorfo de una superficie de Rie-
mann compacta, de género mayor o igual a uno, es el disco de Poincaré A.



Capitulo 4

La curva de Fermat

El Teorema 2.14 nos dice que la curva algebraica proyectiva V(X" +Y™ — Z™)
es una superficie de Riemann compacta, la cual llamaremos la curva de Fermat de
grado n y sera denotada por Fj,.

En la primera seccién de este capitulo probaremos que toda superficie de Rie-
mann compacta es triangulable, asi como la célebre férmula de Hurwitz. En la
segunda seccién se determina explicitamente el género de la curva de Fermat de
grado n. Finalmente, en la tdltima, se estudian las soluciones de la ecuacién de Fer-
mat en el campo de las funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann.

Se demuestra la existencia de soluciones de la ecuacién de Fermat para n < 2,
y para n. = 3 cuando la superficie no es compacta. Utilizando la teoria de espacios
cubrientes, describiremos la forma de dichas soluciones en el caso de las simplemente
conezas, y demostraremos un resultado de Gross, el cual dice que no hay soluciones
en M(C) para n > 3. También en esa seccién probaremos el dltimo teorema de
Fermat en M(C,) via superficies de Riemann, que en un principio era el objetivo
de la tesis.

1. Formula de Hurwitz

El siguiente lema nos da una férmula simple para calcular la multiplicidad de
un mapeo en un punto (ver Definicion 1.24) sin tener que encontrar las cartas que
la ponen en su forma normal:

LEMA 4.1. Sean f : R — S un mapeo holomorfo entre dos superficies de
Riemann y (p,U), (¥, V) dos cartas alrededor de p y f(p) respectivamente, si h =
Vo™t y 2o = @(p), la multiplicidad de f en p estd dada por:

(44) mult,(f) =1+ ord., <(cil}zl) .

DEMOSTRACION. Vimos en la prueba de la férmula normal (Teorema 1.23) y
en el Lema 1.21, que la multiplicidad de p es el orden del cero de la férmula local,
con las cartas centradas en p y f(p). Como ¢’ = ¢ — 20 y ¥’ = ¢ — ¢(f(p)) son
dos cartas centradas en p y f(p), la multiplicidad de f en p es el orden del cero de
h(z) — h(zo), €l cual es igual a 1+ ord,,(h'). O

Este lema muestra que los puntos donde f tiene multiplicidad al menos dos for-
man un conjunto discreto, ya que estos puntos corresponden a ceros de la derivada
de la férmula local h de f.

DEFINICION 4.2. Sea f : R — S un mapeo holomorfo no constante. Un punto
p € R es de ramificacion de f si multy(f) > 2.

21
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Asi, los puntos de ramificaciéon de un mapeo holomorfo sobre una superficie de
Riemann compacta forman un conjunto finito.

Cuando R y S son compactas, los mapeos entre estas superficies tienen propie-
dades muy importantes, por ejemplo, la suma

(45) dy(f) = malty(f),

pEf~1(y)
es independiente del punto y € S. La idea de la prueba es observar que el mapeo
y — dy(f) es localmente constante y que R es conexo, para ver los detalles puede
consultar [10] en la Proposicién 4.8 pag. 47-48.

Lo anterior nos permite definir el grado de un mapeo holomorfo, f : R — S,
entre dos superficies de Riemann compactas

(46) deg(f) ==Y multy(f).
PEf 1 (y)

Supongamos que S es una superficie de Riemann compacta, una triangulaciéon de
S, es una cubierta de cerrados, cada uno homeomorfo a un tridngulo, tales que
cualesquiera dos, o son disjuntos, o se intersectan solamente en un vértice o en
una arista. La caracteristica de Euler, con respecto a una triangulacién, con v
vértices, a aristas, y t triangulos, se define como v—a+t. Se puede probar haciendo
refinamientos que dicho nimero no depende de la triangulacion.

LEMA 4.3. Sea f: X =Y un mapeo holomorfo no constante entre dos super-
ficies de Riemann compactas, tal que Y es triangulable, entonces X triangulable.

DEMOSTRACION. Tomemos una triangulacién de Y, refinando la triangulacién
podemos suponer que las imagenes de los puntos de ramificacién estan contenidos en
el conjunto de los vértices de la triangulacion. Por la forma normal de f, existe una
cubierta abierta finita {U,}, con la siguiente propiedad: si U, no tiene imagenes de
puntos de ramificacién p~!(U,) se descompone en una unién disjunta de abiertos
que son mapeados homeomérficamente por f. En otro caso, U, tiene sélo una
imagen de un punto de ramificacién y en este caso p~1(U,) se descompone en una
union ajena de abiertos tales que cada uno de esos abiertos junto con U, ponen a f
en su forma normal. Como toda superficie de Riemann es metrizable (ver Corolario
2 en [11], pag. 179), la superficie Y es un espacio métrico compacto, por lo tanto
existe una ¢ > 0 tal que cada = € Y, D(z,€) estd contenido en una U, (ntimero
de Lebesgue). Podemos refinar la triangulacién tal que cada tridngulo tenga un
radio menor que € > 0. Entonces esta nueva triangulacién tiene la propiedad de que
cada tridngulo estd contenido en un abierto U, por lo tanto el levantamiento a Y
también es una triangulacion. O

Del teorema de existencia de funciones meromorfas no constantes sobre las
superficies de Riemann y el lema anterior se sigue lo siguiente:

COROLARIO 4.4. Toda superficie de Riemann compacta es triangulable.

Entonces, toda superficie de Riemann compacta S tiene asociada su caracteristi-
ca de Euler, que denotaremos por x(S). Definimos el género ¢g(S) de la superficie
como 2 — 2¢(S) = x(5). El siguiente teorema relaciona el género de dos superficies
de Riemann compactas:
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TEOREMA 4.5 (Formula de Hurwitz). Sea F': X — Y un mapeo holomorfo no
constante entre superficies de Riemann compactas. Entonces

(47) X(X) = deg(F)x(Y) = Y (multy(F) - 1).
peX

DEMOSTRACION. Tomemos una triangulacién de Y como en el Lema 4.3, y la
triangulacién en X que resulta al levantar dicha triangulacién. Digamos que hay v
vértices, e aristas y t tridngulos en la triangulacidon de Y y v’ vértices, e’ aristas
y t' tridngulos en la triangulacién de X. Observe que cada tridngulo se levanta a
deg(F') tridngulos en X, entonces t' = deg(F')t. Similarmente €’ = deg(F')e. Ahora
fijamos un vértice ¢ € Y, el nimero de preimagenes de ¢ en X es:

(48) F gl = Y l=deg(F)+ Y (1—multy(F)).
peEF~1(q) pEF~1(q)
Por lo tanto el ntimero total de preimédgenes de vértices de Y es:

v o= > (deg(P)+ Y (1—multy(F))

vert. g de Y peF~1(q)

= deg(F)v— Z Z (mult,(F) —1)

vert. q de Y peF~—1(q)

= deg(Fyo— Y (multy(F)—1).
vert. p de X
Por lo tanto,
X(X) = v —d+?t
= deg(F)v— Z (mult,(F) — 1) — deg(F)a + deg(F)t
vert. p de X
= deg(F)x(Y) = Y _ (mult,(F) —1)
peX

Se siguen directamente de la Férmula de Hurwitz los siguientes corolarios:

COROLARIO 4.6. Los géneros de dos superficies de Riemann compactas confor-
memente equivalentes son iguales.

COROLARIO 4.7. Si f : X = Y es un mapeo entre dos superficies de Riemann
compactas, entonces g(X) > g(Y).
2. La curva de Fermat

Para calcular el género de la curva de Fermat, aplicaremos la Férmula de Hur-
witz a un mapeo holomorfo de ella a P'.

LEMA 4.8. El mapeo G : F, — P!, dado por
(49) [:y:z]—[z: 2]

es de grado n, con n puntos de ramificacion cada uno de multiplicidad n.
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DEMOSTRACION. El Lema 4.6 en [10] (pdg. 46) dice que G es ramificado en p
si y sélo si OF/0y(p) = 0, pero OF/dy(x,y,z) = 0 si y sélo si y = 0, entonces los
puntos ramificados son de la forma [1 : 0 : 2] con 2™ = 1, por lo tanto G tiene n
puntos de ramificacién. Sea p un punto de ramificacién de G, los mapeos [1 : y :
zl = yy [l:y]— yson cartas alrededor de p y G(p) respectivamente, observe
que bajo esta carta, p — 0. La inversa de la primera carta es u — [1 : u : h(u)]
para alguna funcién holomorfa h, cerca de cero. Entonces la expresion local de G
es u — h(u). Sila curva de Fermat es de grado n = 1, h(u) = u + 1; asi, cero es de
orden 0 en h' y para n > 1, cerca de cero h(u) = {/u” + 1, por lo tanto

W) = ()" + D!

entonces cero es de orden n — 1. Luego, por el Teorema 4.1, la multiplicidad de p
es 1+ ordg(h') = n. Por tltimo, observe que G1([1 : 1]) = [1 : 0 : 1], asi, por el
analisis anterior

(50) deg(f) = Z multy,(f) = mult[y.o.41(f) = n.
pEGTH[1:1]}
[l

Aplicando la Férmula de Hurwitz (Teorema 4.5) al mapeo G : F,, — P! y el
lema anterior, se sigue que:

COROLARIO 4.9. FEl género de la curva de Fermat F, es
(n—1)(n-2)
—

En general esta férmula es valida para cualquier curva algebraica (plana) pro-
yectiva suave de grado n, pero no lo probaremos aqui por que necesitamos mas
herramientas de geometria algebraica (ver Proposicién 2.6, pag. 70 en [10]):

(51) 9(Fn) =

TEOREMA 4.10 (Férmula de Pliicker). Sea X una curva algebraica proyectiva
suave de grado d, con n nodos y no otras singularidades. Entonces el género de X
estd dado por

(d—1)(d-2)

(52 g(x) = S0

Observe que para n > 3 el género de F;, es mayor o igual a uno, entonces del
Corolario 4.7 se sigue directamente lo siguiente:

COROLARIO 4.11. Toda funcion holomorfa de Co a la curva de Fermat Fy,,
con n > 3, es constante.

OBSERVACION 4.12. También el Corolario 4.11 se sigue del Teorema de uni-
formizacion. Ya que F,, tiene como cubriente universal al plano o al disco, asi el
mapeo holomorfo se levanta a una funcién holomorfa sobre la esfera, por lo tanto
tiene que ser constante.

3. Soluciones en M(S)

Comenzaremos probando que una solucién de la ecuacién de Fermat en M(S)
induce un mapeo holomorfo de la superficie a la curva de Fermat de grado n:
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OBSERVACION 4.13. Sean f, g funciones meromorfas en una superficie de Rie-
mann S, tal que f™ 4+ ¢g" = 1, entonces f y g tienen los mismos polos del mismo
orden, por que si hy+hs = 1, hy y ho tienen los mismos polos de los mismos 6rdenes
y h™ tiene los mismos polos que h pero de orden n veces el orden de h.

LEMA 4.14. Si f, g son funciones meromorfas en un dominio D C C tales que
f™ 4 g™ = 1. Entonces el mapeo dado por p — [f(p) : g(p) : 1] fuera de los polos se
puede extender un mapeo holomorfo Fr g : D — F, en todo D.

DEMOSTRACION. Si p es un polo de f (por lo tanto de g), definimos Fy 4(p) =
lim,_,, F 4(2), este limite existe por que Fyq4(p) = lim.,[f(2) : g(z) : 1] =
lim, (2 — p)°r® (N f(2) : lim, (2 — p)r@ N g(z) : 0], como ord,(f) = ord,(g)
los limites de las dos primeras coordenadas son distintas de cero.

Observe que el mapeo Fy, : D — F), es continuo por definicién. Supongamos
que z € D no es un polo, entonces hay una carta (V,4), alrededor de [f(2) : g(z) : 1]
donde V' C U, (vea ecuacién (27)) ypesobien [z :y:z] = z/z0[x:y: 2] = y/z.
Para D tomemos la carta (U, Id), donde U es un abierto contenido en F;;(V), en
el cual f y g son holomorfas, entonces Y Fy  Id : U — (V), estd dada por
(53) z— f(z) 6 z+—g(2)
que es holomorfa en cualquiera de los casos. Y si p es un polo de f (por lo tanto de
g), existe una carta (V, ) alrededor de Fy 4(p), donde V C Uy y % es de la forma
[z:y:z]l—y/xolr:y:z]— z/z, tomemos una carta (U, Id) alrededor de p
tal que U C FJT;(V) no contiene otro polos més y tal que 1/f es holomorfa en U.
Entonces la composicién ¢ Fy gId: U — ¢ (V), estd dada por

9(z) 1
54 Z = 6 z+— ——
54 i) 7@
que en cualquiera de los casos es holomorfa. ([l

COROLARIO 4.15. Si f, g son dos funciones meromorfas en una superficie de
Riemann S tales que f™*+g™ = 1, entonces el mapeo definido como p — [f(p) : g(p) :
1] fuera de los polos se puede extender a un mapeo holomorfo en S, Fy 4 : S — F,.

DEMOSTRACION. Sip € S es polo, definimos Fy 4(p) := limy,_,, Ff g(w), para
ver que estd bien definida tomemos una carta (U, ¢) alrededor de p, denotemos por
20 = ¢(p), entonces

, . ’ —1 . —1 .
dm Frg(w) = lm[fo™(2) : g9~ (2) 1]
= lim[(z — zo)"rdp(f)fga_l(z) :
zZ—20

(2 = 20)" %D g1 (2) 1 (2 = 20)" %]
= [Jim (= — 2)7 % fo(2) ¢ Jim (= — )" Vg (2) -
z—

Z—r20

{ _ Ordp(f)
Como ord,,(fe=1(2)) = ord,(f) = ord,(g) = ord,,(gp~1(2)) se tiene que los
limites de las dos primeras entradas de la coordenada homogénea de la ultima
igualdad, son distintas de cero. F 4 es continua por definicién. Se sigue del Lema
4.14 que Ff,-1 4,-1 es holomorfa en una vecindad de zo. Ademads, tenemos que
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Fy 4 es holomorfa en una vecindad de p si y s6lo si Fy g~ ' es holomorfa en una
vecindad de zg, pero Ff7gcp’1 = F,-1 go-1, por lo tanto Fy ; es holomorfa en una

vecindad de p. O

OBSERVACION 4.16. Si S es una superficie de Riemann, la existencia de una
solucién no constante de la ecuacién de Fermat en M(S) para n = 1, es equivalente
a la existencia de un funcién meromorfa no constante sobre S.

TEOREMA 4.17. Si S es una superficie de Riemann, siempre existen soluciones
no constantes de la ecuacion (2) en M(S) paran =2 y si S es simplemente conezxa
todas las soluciones son de la forma

(55) 1) = s v a) = e

donde « es una funcion meromorfa no constante sobre S.

DEMOSTRACION. Sea « una funcién meromorfa no constante sobre S, las fun-
ciones

(56) 1= o e = e

forman una solucién no constante de la ecuacién (2).

Consideremos las funciones

~ 2z - 1—22
(57) f(z) = 1422 y 9(z):= 1422
F7_ : Co — F5 es una funcién holomorfa y biyectiva, por lo tanto es un biholo-

£
morfismo y particularmente un cubriente holomorfo.

Cualquier solucién fy g de la ecuacién (2) en M(S), induce el mapeo holomorfo
Fy 4, si S es simplemente coneza, Fy 4 tiene un levantamiento holomorfo a(z) a la
esfera de Riemann,

(58) Coo
7
“ J{Fia
< Frg F2
Observe que en los puntos que no son polos de f (y por lo tanto de g), se tiene que
(59) [f0): 9(p) - 1] = [f(ap) : flalp)) : 1].
Asi que fuera de los polos de f, se tienen las igualdades

20(z 1—a(z)?
(60) fz) = 1+é(i>z - 1+aEz;2'

Pero el Teorema de Identidad nos asegura la igualdad en todo el dominio. O

9(2)

La versién del 1ltimo teorema de Fermat para el campo de las funciones racio-
nales se sigue del Corolario 4.11:

TEOREMA 4.18. La ecuacidn (2) no tiene soluciones no constantes en M(Cx)
para n > 2.
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DEMOSTRACION. Si existieran f, g € M(Cy,) que satisfacen la ecuacién (2)
para n > 2, Fr,: Co — F, seria un mapeo holomorfo, que por el Corolario 4.11
debe de ser constante. Claramente fuera de los polos de f y g son constantes; asi,
por el Teorema de Identidad tiene que ser constante en S. ([l

Repasaremos algunos teoremas concernientes a curvas elipticas para estudiar
las soluciones de la ecuacién de Fermat, en el campo de las funciones meromorfas
sobre una superficie de Riemann no compacta, para el caso n = 3.

Una curva eliptica sobre C, o simplemente curva eliptica, es una curva alge-
braica proyectiva suave de género 1, por ejemplo, la curva de Fermat de grado tres.

Se puede verificar que el polinomio
(61) Y2Z —AX3 + o X 72 + g3 73,
que resulta de la homogeneizacién del polinomio
(62) y* = 42® — gow — g3,

define una curva no singular si y sélo si las raices del polinomio 423 — gox — g3 son
distintas, pero esto pasa si y sélo si A = g3 —27g3 # 0. Por lo tanto, se sigue de la
Férmula de Pliicker, que la curva (61) es una curva eliptica si y sélo si A # 0.

Decimos que una curva eliptica estd en la forma normal de Weierstrass si es
una curva algebraica determinada por los ceros de un polinomio de la forma dada
en (61), en este caso sélo hay un punto con tercera coordenada homogénea igual a
cero, que llamaremos punto distinguido y que denotaremos por O.

Dada una latiz A de C, la funcién p := p(A) de Weierstrass asociada, satisface
la ecuacion diferencial

(63) (9')? =49 — g20 — g3

donde g y g3 son constantes que dependen de A, dadas por

ge = 60 Z w

gs

[
—
5

(]
€

[=2]

(ver Teorema 3.10.4 en la pag. 96 de [13]).

TEOREMA 4.19. Sea g2 = g2(A) y g3 = g3(A) las cantidades asociadas a A C C.
El polinomio

(64) 42° — gow — g3
tiene raices distintas.

Para su demostracién consulte el Teorema 3.10.7 y el Teorema 3.10.9 en [13]
(pag. 97 y 98).

TEOREMA 4.20. Sean g1 y g2 las constantes asociadas a A y sea E la curva
definida por homogenizacion del polinomio

(65) y? = 42® — gox — g3
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que por el teorema anterior es una curva eliptica. Si el mapeo ¢ : C/A — E
estd definido como

(66) 20 [p(2) 1 '(2) 1 1],
siz#ZNyA— O, donde O =[0:1:0] es el punto distinguido de E, entonces ¢
es un biholomorfismo entre estas dos superficies de Riemann.

Consulte Proposicién 10 en [14] (pag. 24) para detalles. El siguiente teorema
nos dice que cualquier ecuacién de la forma (62) se puede realizar por una latiz:

TEOREMA 4.21 (Teorema de uniformizacién de funciones elipticas). Sean c2 y
c3 mimeros complejos que satisfacen c3 —27c3 # 0. Entonces existe una latiz A que
satisface

(67) g2(A) =c2 y g3(A) =cs.

Para la demostracién consulte Corolario 6.5.8 en [13] pag. 287. Como corolario
de los teorema anteriores, se sigue que las curvas elipticas en la forma normal de
Weierstrass se pueden uniformizar por medio de alguna funcién g:

TEOREMA 4.22. Si E es una curva eliptica sobre C, dada en la forma normal
de Weierstrass. Existe una lattice A C C y un biholomorfismo ¢ : C/A — E dado
por

(68) 2 [p(2) 9/ (2) 1 1] si z#A
y A— O, donde O es el punto distinguido de F.

Ahora, daremos un biholomorfismo de una curva eliptica en su forma de Weiers-
trass a la curva de Fermat de grado 3:

TEOREMA 4.23. Sea E la curva eliptica definida por y? = 43 — 1. El mapeo A
dado por [z :y: 2] = [z — 37 Y%y : 2 + 3712y : 22] es un biholomorfismo entre la
curva E en la forma normal de Weierstrass y la curva de Fermat de grado 3.

DEMOSTRACION. Consideremos la matriz
0 —-1/V3 1
(69) A=1(0 1/vV3 1
2 0 0

cuya inversa estd dada por
0 1/2

0
(70) At = -v3/2 V3/2 0
/2 1/2 0

La transformacién lineal definida por A : C2 — C3 es un homeomorfismo, y como
una transformacién lineal manda rectas en rectas, A define un homemorfismo de P?
en sf mismo que coincide con A, dado por 7(p) — 7(Ap), donde 7 : C3\ {0} — P2 es
la proyeccién canodnica. Veamos que define una biyeccion entre E' y F3. Supongamos
que [z : y: z] € E, entonces

(z = y/V3)’ + (2 +y/V3)®

223 4+ 222
= 223 42423 - 2°)
= (22)%.
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Por otro lado la inversa (A)~! : Fy — E inducida por A~! esté dada por [z : y :
2] = [z :V3(y — x) :  + 9], los puntos de F3 caen en E por que

3y — )} (x +y) — 423 + (v +y)® = 423 + 49° + 423
Por lo tanto la transformacion induce un homeomorfismo de E a Fj. Ademaus7 ya

que las coordenadas homogéneas de A y de su inversa son polinomios lineales, Aes
un biholomorfismo. O

Con lo anterior podemos demostrar la existencia de las soluciones para n = 3,
cuando S no es compacta.

TEOREMA 4.24 (José Juan). Si S es una superficie de Riemann no compacta,
entonces siempre existe una solucion de la ecuacion (2) paran =3 en M(S)\C y
st ademds S es simplemente conexa todas las soluciones son de la forma

(71) f=%@(1—3‘1%’(a)) v og=——(1+32g(a)),

para alguna o € O(S) \ C.

2p(a)

DEMOSTRACION. Sean f y g una solucién de la ecuacién (2) con n = 3, entonces
f v g definen una funcién holomorfa Fy 4 : S — F3. Sea E la curva eliptica definida
por la ecuacién y? = 423 — 1. Por el Teorema 4.22 existe un latiz A C C tal que la
aphcacmn ¢ : C/A — E dada en el Teorema 4.20 es un biholomorfismo. Puesto que
A también es un biholomorfismo, la composicién Angw : C — F5 es un cubriente
holomorfo, asi si S es simplemente conexa del teorema del levantamiento existe una
a, holomorfa sobre S, que hace conmutar el siguiente diagrama

(72) C
C/A
« ¢
E
A
Frg

Fuera de los polos se tiene que

(73) f:#(a)(lf?ﬁ”%’(a)) y 9=

Y por el teorema de identidad son iguales en S.

(143729 (a))

2p(a)

Por otro lado, una superficie de Riemann no compacta arbitraria S es una
variedad Stein (Teorema 1.13), por lo tanto existe una a € O(S) \ C. Definiendo
f v g como en (73) se tiene una solucién de la ecuacién de Fermat para n = 3 en

M(8)\ C. O

Se sigue como corolario del teorema anterior, una conjetura formulada por
Gross en [7] (Conjetura 1):
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COROLARIO 4.25. Todas las soluciones de la ecuacion (2) en M(C) conn =3
son funciones elipticas de funciones enteras.

Finalizamos demostrando un resultado de Gross que dice que el tltimo teorema
de Fermat es vélido en M(C) para n > 3:

TEOREMA 4.26 (Gross). La ecuacion (2) no tiene soluciones no constantes en
M(C), para n > 3.

DEMOSTRACION. Una solucién f y g en M(C) de la ecuacién (2), induce el
mapeo holomorfo Fy, : C — F),. Puesto que n es mayor que tres, F;, tiene como
cubriente universal holomorfo al disco A, por lo tanto F 4 se levanta a una funcién
holomorfa acotada sobre C, del Teorema de Liouville se sigue que este levantamiento
es constante. Y por lo tanto también f y g. (I



Capitulo 5

Conclusiones

Resumimos en los cuadros 1 y 2, la descripcion de las soluciones de la ecuacién
de Fermat de grado menor que tres, en las funciones meromorfas sobre una superficie
de Riemann simplemente conexa:

n Existen Forma de las soluciones

1 Si f=a,g=1—acon e M(C)

2 St f=2a/(1+a?), g(z) = (1 —a?)/(1+a?)
donde o € M(C)

n>2 No

CUADRO 1. Soluciones en M(C,)

n Existen Forma de las soluciones
1 Si f=a,g=1—-q.
2 Si f=2a/(1+0a%), g(z) = (1 -a®)/(1+0a?),
donde oo € M(S).
3 St f=(1/20(a))(1 =3712¢/(a)) y
g9 = (1/2p(a))(1 +3712¢/(a)), v € O(S).
n>3 No cuando S = C.

CUADRO 2. Soluciones en M(S), con S =C, A.

También enlistamos a continuacién algunos problemas que podrian estudiarse
como continuacién de este trabajo:

= Determinar si el iltimo teorema de Fermat es valido en el campo de las
funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann compacta arbitraria.

= Determinar la existencia de soluciones de la ecuacién de Fermat en M(S),
para n > 3 y S una superficie de Riemann no compacta. Y en caso de
existir, describir la forma de las soluciones.

= Estudiar la finitud de familias de superficies de Riemann, via espacios de

Teichmiiller.

El autor tiene un interés particular en el tercer punto, y planea continuar parte
de su trabajo en esa direccién, con el objetivo de entender la prueba del teorema
de Mordell! para campos de funciones. El considera que esta tesis ha contribuido
mucho a su formacién como matemadtico, por que le ha proporcionado bases y un
lenguaje adecuado para abordar topicos méas avanzados.

Wer Apéndice A

31



Apéndice A

Otros problemas diofanticos

Esta seccién estd dedicada a dar un breve comentario sobre otros problemas
diofanticos sobre campos de funciones y su relacién con el tltimo teorema de Fermat.
El propédsito de este apéndice es despertar el interés del lector para que indague
sobre el tema. El autor aiin estd comprendiendo los temas que se explican aqui,
asi que puede que algunos conceptos no sean muy precisos.

El primero de los problemas que presntaremos, es conocido como el Teorema
de Faltings, conjeturada por Mordell en 1922 [25] y demostrado por Faltings en
1983 [21]. El teorema dice lo siguiente:

TEOREMA A.1. Si X es una curva algebraica proyectiva de género g > 2 defi-
nida sobre un campo numérico K y L/K es una extension finita entonces X (L) es
finita.

Vamos a entender un poco este enunciado. Supongamos que X es una curva
algebraica proyectiva sobre un campo algebraicamente cerrado F, es decir, sus ceros
estdn en P (E) y su ideal estd generado por polinomios homogéneos con coeficientes
en F, tal que dicho ideal es primo; decimos que X estd definido sobre un campo k
si su ideal puede generarse por polinomios con coeficientes en k. Si X es una curva
algebraica sobre F definida sobre k, y K/k una extensién de campos, el conjunto
de puntos K-racionales de X se define como:

(74) X(K) = X NP"(K).

Asi, el teorema de Faltings dice que el niimero de puntos L-racionales de una curva
algebraica de género mayor que uno, definida sobre un campo numérico K es finito.
Para fijar ideas, consideremos la curva de Fermat X = V(X" 4+ Y™ — Z"), ésta
es una curva algebraica de género mayor que uno para n mayor que tres, ademads
estd definida sobre Q, si tomamos K = Q, el teorema nos dice que s6lo hay un
numero finito de racionales que satisfacen la ecuacién (salvo multiplos). Por lo tan-
to, el Teorema de Faltings es una versién débil del ultimo teorema de Fermat para
n > 3.

Este teorema tiene una versién para campos de funciones que fue formulada por
Lang en [28] y fue probada por Manin en 1963 [26]. La formulacién es la siguiente:

TEOREMA A.2. Sea X una curva algebraica (irreducible no singular) de género
mayor que uno, definida sobre un campo de funciones F sobre k de caracteristica
cero. Si X(F) es infinito, entonces existe una curva Xo definida sobre k, isomorfa a
X sobre F' y, salvo un nimero finito de puntos, X (F) estd contenida en la imagen
de Xo(k) bajo este isomorfismo.
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Entendemos por campo de funciones F sobre k, a una extension finitamente ge-
nerada y regular. Donde una extensién F'/k es regular, si es una extensién separable
v k es algebraicamente cerrado en F.

Se puede verificar que este teorema se puede reducir al caso cuando k = C y
K es de grado de trascendencia 1.

El campo de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann compac-
ta es un campo finitamente generado sobre C de grado de trascendencia 1 ([29]
Corolario 1, pag 33), y reciprocamente, cualquier campo de funciones finitamente
generado sobre C, de grado de trascendencia 1, se puede realizar como el campo
de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann compacta ([29] Corola-
rio 2 pdg. 34). Por lo tanto, la conjetura de Mordell se reduce a curvas definidas
en el campo de funciones meromorfas sobre alguna superficie de Riemann compacta.

El segundo problema que consideraremos es la conjetura ABC', que aiin perma-
nece abierta. Como mencionamos en la introduccién, Stothers (1981) [2] y Mason
(1981) [3] probaron independientemente el siguiente teorema:

TEOREMA A.3 (Mason-Stothers). Si f, g y h son tres polinomios primos rela-
tivos en C[t] tales que f + g = h, entonces

(75) méx{deg(f), deg(g), deg(h)} < No(fgh) — 1
donde No(fgh) es el nimero de raices distintas de fgh.
De este resultado, se sigue inmediatamente el teorema de Fermat en M(Cy):

COROLARIO A.4. La ecuacion (1) no tiene soluciones no constantes en C[z]
paran > 2.

DEMOSTRACION. Supongamos que f, g y h son soluciones no constantes de la
ecuacién (1). Aplicando el Teorema de Mason,

ndeg(f) =deg(f") < deg(rad(f"g"h")) —1 < deg(fgh) —1
= deg(f)+ deg(g) + deg(h) — 1.

Aplicando el mismo argumento a g y h se sigue que

3
(76) nE3 T e 1)+ deglg) + deg(h) — ’

O

Masser y Oesterlé, explotando la analogia entre campos de funciones y campos
numéricos, asi como la versién para polinomios, formularon una conjetura que ain
permanece sin respuesta:

CONJETURA A.5. Sea € > 0, existe una constante C(€) para la cual se cumple
lo siguiente: Sean a, b y ¢ tres numeros enteros primos dos a dos y a + b = ¢,
entonces

(77) méx{|al, |b],|c|} < C(€)(rad(abc))* e

Donde el radical de un nimero n = [[ p;*, esta dado por rad(n) := [[ p;.
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Este problema es uno de los més importantes en la teoria de nimeros. Varias
conjeturas se siguen facilmente de ella, por ejemplo, la conjetura de Mordell, el tlti-
mo teorema de Fermat asintético, el teorema de Fermat-Catalan, entre muchos més.

El dltimo teorema de Fermat asintético dice que el tltimo teorema de Fermat
es cierto para n suficientemente grande.

Asi, como en el teorema de Faltings, también existe una versién de este pro-
blema para campos de funciones, pero para entender el enunciado necesitamos més
herramientas, las cuales no hemos desarrollado en esta tesis y por el momento no
estan a nuestro alcance, sin embargo, puede ser tema para un estudio futuro. Por
el momento sélo nos limitaremos a enunciar los teoremas de la conjetura ABC pa-
ra campos de funciones, tanto en su version algebraica, como en su versién analitica:

Sea X una superficie proyectiva suave, D un divisor normal de cruce y simple
de X, B una curva suave proyectiva y p : X — B un morfismo no constante.

TEOREMA A.6 (ABC versién algebraica). Sean p: X — B y D como antes y
sea € > 0. Entonces dado una curva proyectiva suave Y y un morfismo f:Y — X
cuya imdgen no estd contenida en D, la siguiente desigualdad se cumple

(78) (Ex(D):Y) < (1+ (NY(¥) + x(Y)) + O.(Y : B).
Las constantes implicitas dependen solamente de X, D, py . Ademads, se debe

suponer que el morfismo pf : Y — B no es constante.

TEOREMA A.7 (ABC versién analitica). Sean p : X — B y D como antes y
sea € > 0. Si (Y, g) es una superficie de Riemann parabdlica y f :' Y — X es un
mapeo holomorfo con imdgen densa. Entonces la siguiente desigualdad se cumple

(Kx(D):Y)(r) < (140 (Np (V) (r)+X(Y) (1) +O[Y : B)(r)+log(r(H : Y)(r))),
excepto en un conjunto de medida de Lebesgue cero. Donde las constantes implicitas,

dependen solamente de X, D, p, f y € pero no de r.

Estos teoremas fueron demostrados por McQuillan [30] y por Yamanoi [31] res-
pectivamente. El lector interesado puede consultar [32] y [33] para una exposicién
mas detallada de la conjetura ABC' sobre campos de funciones.
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