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Introduccion

Un K-espacio vectorial V', sobre el campo K, es una quinteta
%
V,+, 0, K,e : K xV — V)

tal que:

1. (V,+, ﬁ) es un grupo abeliano.

2. La accion e : K x V — V satisface:

le W =7,VU e V.
(cd)e W =ce(de¥),Ve,de K, VU € V.
(c+d)eV =ceV +de ¥, Ve,de K, VU € V.

Notemos que el campo K, como K-espacio vectorial, estd sumergido en el
espacio vectorial V' (el cual asumiremos no nulo) bajo la identificacion k —
k e v, donde v € V es un elemento no nulo que consideraremos fijo. Ahora,
si suponemos que K C V' y que el producto e solo esta definido para K x V,
surge la siguiente pregunta:

,Cuando es posible extender la acciéon e : K x V — V a un producto
e . V xV — V asociativo de manera que ® |x= e y que satisfaga las
propiedades mencionadas anteriormente?

Por ejemplo, el espacio vectorial R? admite la operacién x : R? x R3 —
R3, la cual conocemos como el producto cruz. Notemos que este producto no
es asociativo, ya que por una parte (i X i) X j = 0 x j = 0; y por otra parte
ix(ixj)=ixk=j.

Esto nos conduce a la siguiente pregunta

VII



VIII INTRODUCCION

. Cuando un grupo abeliano A admite una funciéon producto? Es decir,
. Para qué grupos abelianos A podemos definir una multiplicacién que distri-
buya a la operaciéon suma del grupo abeliano A?

Todo anillo R estd compuesto por un grupo abeliano (R, +) con su ope-
racion aditiva, y de una operacion producto e : R x R — R (que también
llamamos multiplicacion) que distribuye a la operacion del grupo abeliano.
Si A es un grupo abeliano, entenderemos por una multiplicacion en A a
cualquier funcion bilineal A x A — A. Denotamos por MultA a todas las
funciones bilineales A x A — A. Como se vera mas adelante, el conjunto
MultA forma un grupo abeliano bajo cierta operacion.

Como cualquier grupo abeliano A es un Z-moédulo, usaremos tanto la
teoria de modulos como la teoria de categorias para conocer la estructura del
conjunto MultA. Ademas, al ser los elementos de MultA funciones bilineales
A x A — A, surge de manera directa una asociacion entre el grupo MultA
y el producto tensorial A ® A. Esto altimo nos llevara a identificar al grupo
MultA con el gurpo de morfismos entre los grupos A ® Ay A.

En el trabajo se desarrolla también la teoria de grupos abelianos, don-
de nuestro principal interés seran los grupos divisibles, asi como los grupos
puros. Estos nos daran condiciones suficientes para saber cuando un grupo
abeliano no puede ser la parte aditiva de un anillo. Asi mismo, se veran te-
mas de topologia, como la completacion de un grupo topolégico. Un ejemplo
de esto ultimo son los enteros p—adicos, grupo que se mencionard en varias
ocasiones a lo largo del trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Grupos

Definicion 1.1.1. Un monoide es una terna (M, -, 1) tal que M es un con-
Junto no vacio, - es una operacion binaria asociativa en M y 1 es un elemento
en M tal que 1-a=a=a-1,Va € M. Al elemento 1 se le llama el idéntico
(o neutro) de M.

Definicion 1.1.2. Un elemento u en un monoide M es invertible si existe
venMtal quev-u=1=u-v.

Definicion 1.1.3. Un monoide G es un grupo si todos sus elementos son
invertibles.

Definicién 1.1.4. Sean (G,-,1) un grupo y S un subconjunto no vacio de
G. Decimos que S es un subgrupo de G si (S, |s,1) es un grupo. En este
caso, se denotard por S < G.

Definiciéon 1.1.5. FEl orden de un grupo G es el nimero de elementos del
conjunto G y se denota por | G |.

Definicion 1.1.6. Un grupo (A,-,1) se dice que es abeliano, si la operacion
- en G es conmutativa. Esto es,

u-v=uv-u, Yu,v € A.

En el caso de un grupo abeliano (A, -, 1), se usard preferentemente la
notacion aditiva + (en lugar de -). Usando la notaciéon aditiva, al idéntico se
le denota como 0.
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Si S es cualquier subconjunto del grupo A, el subgrupo generado por S
es la interseccion de todos los subgrupos de A que contienen a S, esto es,
<S>=n{B|SCByB<A}
Al subgrupo generado por S lo denotamos por < .S >.

Observacion. Si S # &,

— ni n2 n
< S >= {al cap? e ans

s>1, aj,a9,...,a5 €S, ny,ng,...,ng € Z}

Cuando S consiste de los elementos a; con ¢ € I,y el grupo A es abeliano,
los elementos de < S > son de la forma nia, +---+mnga; cona; € S, n; € Z
v k € N . A este tipo de elementos les llamamos combinaciones Z-lineales.

Definicion 1.1.7. Si < S >= A, decimos que S es un conjunto generador
de A y a los elementos de S les llamamos generadores de A.

En particular, cuando S = {a}, llamamos al subgrupo
<a>={d"|keZ}
el grupo ciclico con generador a.
Observacion. Todo grupo ciclico A es abeliano.

Definicién 1.1.8. Sea A un grupo. Si a € A, el orden de a es el orden del
subgrupo < a >, y lo denotamos por o(a).

Observacion. Si < a > es finito, el orden de a es un numero natural. En
el caso que < a > no es finito, se dice que a es de orden infinito.

Observacion. Si B y C' son subgrupos de A, el subgrupo generado por B y
por C, es el subgrupo de A generado por el conjunto BU C, y se denota por
< B,C >.

Observacion. Ndotese que si A es un grupo abeliano, los elementos de <
B,C > son de la formab+c, conbe B yce C.

Observacion. En el caso de grupos abelianos, al subgrupo generado por B y
C, lo denotaremos por B 4+ C. Esta idea se puede generalizar para cualquier
familia de subgrupos {B;}icr de un grupo abeliano A. En tal caso, si B =
YierBi, cada elemento de B es una suma finita by, +- - -+b;, , donde by, € B,
para cada j =1,... k.
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Definicién 1.1.9. Sean A y C' grupos con operaciones - y x, respectivamente.
Un morfismo de grupos ¢ : A — C' es una funcion tal que para cualquier
ai,as € A se tiene

p(ay - az) = p(ar) * p(az).

Note que si A y C son grupos abelianos, usando la notacién aditiva, un
morfismo ¢ : A — C' de grupos abelianos satisface que

gO(CLl + az) = gO(CLl) + go(ag), Val, as € A

Definiciéon 1.1.10. Un subgrupo N de G es normal si aN = Na para cual-
quier a € G.

Notacién. Si N es un subgrupo normal de G, escribimos N < G.
Observaciéon. En cualquier grupo abeliano G todo subgrupo es normal.

Definicién 1.1.11. Sea G un grupo y N < G. El morfismo p: G — G/N,
con regla de correspondencia g — gIN, es el morfismo canonico.

Teorema 1.1.12. (Lagrange) Si G es un grupo de orden finito y H un sub-
grupo, entonces | G |=| H | [G : H], donde [G : H] es el indice de H en
G.

Definiciéon 1.1.13. Sea C' un subgrupo ciclico del grupo G. Denotamos por
gen(C) al conjunto de todos los generadores del grupo C.

Definiciéon 1.1.14. Un grupo finitamente generado es aquel que tiene un
conjunto generador finito.

Definicién 1.1.15. La funcion ¢ de Euler se define como:
pn)=|{k[1<k<nykn)=1}]

Teorema 1.1.16. Sin es un entero positivo, entonces n = Yqnp(d), donde
la suma se toma para todos los divisores d de n, con 1 < d < n, y ¢ esla
funcion de Euler.

Proposicion 1.1.17. Sea G es un grupo ciclico de orden n. Entonces

| gen(G) |= p(n).
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Definiciéon 1.1.18. Sea p un primo. Un p-grupo es un grupo en donde todo
elemento tiene como orden una potencia del primo p.

Ejemplo. El cociente Z/pZ = Z(p) cumple que todo elemento distinto de 0
tiene orden p.

Definiciéon 1.1.19. Sean G un grupo y a,b € G. El conmutador de a y b es
[a;b] = aba=1b7L.

El subgrupo conmutador G' de G es el subgrupo generado por los elementos
de la forma |a;b] para cualquier a,b € G.

Lema 1.1.20. Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(i) G/N es un grupo abeliano
(ii) G' < N.
Demostracién. (i) = (i7). Sean a,b € G. Como N es un subgrupo normal,
se cumple que
a 07N = (a7 N)(b™'N), asi como b~la™*N = (b"'N)(a"'N).
Por ser G/N un grupo abeliano, se sigue que
a'bIN = (a7 *N)(b7IN) = (b7'N)(a™'N) =b"'a"' N,

es decir, aba™'b"' N = N. Esto muestra que [a;b] € N, para cualquier par de
elementos a,b € G. Por lo tanto, G’ < N.

(it) = (4). Sean a,b € G. Como G’ < N, entonces a 'b~tab € G’ < N,
por lo que (a~'b"tab)N = N. Al ser N un subgrupo normal de G, entonces

(aN)(bN) = abN = baN = (bN)(aN),
lo cual muestra que G/N es un grupo abeliano. O

Teorema 1.1.21. Para cualquier morfismo de grupos ¢ : G — H se tiene
que p(G') C H'. Si ¢ es suprayectiva, se tiene la igualdad. Ademds, si H es
abeliano, se tiene un unico morfismo ¢ : G/G' — H que hace conmutativo
el diagrama

G—2 o H

| A

GG

donde p es el morfismo candnico.
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Demostracion. Sea ¢ : G — H un morfismo. Si [a,b] € G’, entonces

@([a; 0]) = w(aba='d71) = p(a)p(b)p(a)p(d™") = w(a)p(b)e(a) p(b) .

Por lo tanto, cuando ¢ es un epimorfismo, ¢(G’') = H'.

Supongamos ahora que H es un grupo abeliano. En este caso, H' = 1,
con lo cual p(G’) = 1. Definimos la funciéon ¢ : G/G' — H con regla de
correspondencia gG' — ¢(g). Notese que ¢ esta bien definida. En efecto, si
91G’ = g,G', entonces g; ' g1 € G, por lo que (g5 'g1) = @(g5 )p(g1) =1, es
decir, (g1) = ¢(g2), mostrando asi que @(g1) = ¢(g2). Ahora, como G /G’
es un grupo abeliano y ¢ es un morfismo, se tiene que ¢ es un morfismo de
grupos que hace conmutativo al diagrama

G—2-H.

| A

GG

Si ¢ : G/G' — H es cualquier otro morfismo que hace conmutativo al
diagrama anterior, se tiene que para cualquier ¢G’ € G'/G,

b(9G) = ¢(g) = ¢(9G).
Por lo tanto, ¢ es tnica. [

A lo largo del texto, nos interesaremos en grupos abelianos. A menos que
se diga otra cosa, los grupos considerados seran abelianos y la operaciéon en
el grupo sera denotada aditivamente.

Definicion 1.1.22. Si todo elemento de un grupo abeliano A tiene orden
finito, decimos que A es un grupo de torsion, mientras que el grupo abeliano
A es libre de torsion si el inico elemento de orden finito es el Q.

Definiciéon 1.1.23. Un grupo abeliano T es de torsion, si todo elemento
tiene orden finito.

Definiciéon 1.1.24. Decimos que un grupo es mizto si tiene elementos de
orden finito y de orden infinito.

Definiciéon 1.1.25. Sea A un grupo abeliano. Para cada primo p, el conjunto

A, ={a e A|ord(a) = p*, para alguna k € N}
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es un subgrupo y se le conoce como la p-componente de A.

Definicion 1.1.26. Sean A un grupo abeliano y E < A. Decimos que E es
esencial en A si EN B # {0} para cualquier subgrupo B < A con B distinto
de cero.

Teorema 1.1.27 (Teorema Fundamental sobre Grupos Abelianos Finita-
mente Generados). Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces
G es la suma directa de grupos ciclicos.

Definicion 1.1.28. Un anillo R con 1, es un conjunto no vacio, junto con
dos operaciones binarias +, - y dos elementos distintos y distinguidos 0,1 € R
tales que:

1. (R,4+,0) es un grupo abeliano.
2. (R,-,1) es un monoide.
3. Para cualesquiera a,b,c € R se cumple

» a(b+c) =ab+ ac.
» (b+c)a=ba+ ca.

Definicién 1.1.29. Dado un primo p, el conjunto ,Q = {= | (m,p) = 1} es
un subanillo de Q. A este anillo se le llama el anillo localizado en p.

1.2. Reticulas

Definiciéon 1.2.1. Sea L un conjunto. Una relacion en L es un subconjunto
R C L x L. Decimos que los elementos a,b € L estan relacionados por R si
y sdlo si (a,b) € R. En este caso, lo denotamos por aRb.

Definiciéon 1.2.2. Una relacion R, en el conjunto L, es reflexiva si para toda
a € L, aRa.

Definiciéon 1.2.3. Una relacion R, en el conjunto L, es antisimétrica si para
cualquier a,b € L,

aRb y bRa implica que a = b.
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Definiciéon 1.2.4. Una relacion R, en el conjunto L, es transitiva si para
cualesquiera a,b,c € L se cumple que

aRb y DRc implica que aRc.

Definicion 1.2.5. Un conjunto parcialmente ordenado es un par (L, <),
donde < es una relacion en el conjunto L que satisface:

1. < es reflexiva.

2. < es antistmétrica.

3. < es transitiva.

En un conjunto parcialmente ordenado (L, <), no cualquier par de ele-
mentos son comparables. Esto es, para a,b € L no necesariamente se cumple
quea<bob<a.

Escribimos a < bsia <by a#b.

Definicién 1.2.6. Sea S un subconjunto del conjunto parcialmente ordenado
(L, <). Una cota superior de S es un elemento u € L tal que a < u para toda
a € S. Una cota inferior del conjunto S es un elemento u € L tal que u < a,

Ya € S.

Definicién 1.2.7. Sean (L, <) un conjunto parcialmente ordenado y S C L.
Decimos que b € S es un primer elemento (o menor) de S si para todo x € S,
b < x. Asi mismo, decimos que b € S es un dultimo elemento (o mayor) de
S, si para todo x € S, x < b.

Observacion. Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado y S es un sub-
conjunto de L. Si by y by son ambos elementos menores(mayores) de S, en-
tonces son iquales. En efecto, por ser by un primer elemento de S, como
by € S, entonces by < by. Andlogamente, por ser by un primer elemento de
S, como by € S, se sigue que by < by. Por lo tanto, by = bs.

Definicién 1.2.8. Sea S un subconjunto no vacio de (L, <) con cotas supe-
riores. St el conjunto de cotas superiores tiene un elemento menor, entonces
el supremo de S, que denotamos por sup S, es el menor elemento del con-
junto de cotas superiores de S. Esto es, b= sup S si b es una cota superior
de S tal que b < u para cualquier otra cota superior u € L del conjunto S.
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Definiciéon 1.2.9. Sea S un subconjunto no vacio de (L, <) con cotas infe-
riores. Si el conjunto de cotas inferiores tiene un elemento mayor, el infimo
de S, que denotamos por inf S, es el mayor elemento del conjunto de co-
tas inferiorer del conjunto S. En otras palabras, | = inf S si l es una cota
wnferior de S tal que v < | para cualquier otra cota inferior v de S.

Definicién 1.2.10. Un elemento m € S es mdzimo si no existe s € S para
el cual m < s.

Definicion 1.2.11. Un elemento m € S es minimo si no existe s € S para
el cual s < m.

Definicion 1.2.12. Una reticula es un conjunto L parcialmente ordenado
por <, tal que para cualquier par de elementos a,b € L, existe un supremo,
que denotamos por a V' b, asi como un infimo, que denotamos por a A\ b.

Definicién 1.2.13. Una reticula (L, <) es completa si todo subconjunto S
de L no vacio, tiene un supremo y un infimo. De esta manera, el elemento

=sup{a|a€L}
satisface que a < 1, Va € L, asi como el elemento
O=inf {a|ac L}
es tal que 0 < a, Va € L.

Teorema 1.2.14. Un conjunto parcialmente ordenado (L, <) es una reticula
completa si y sélo si L contiene un unico elemento mdrimo y si cualquier
subconjunto no vacio de L tiene un infimo.

Definicion 1.2.15. Un conjunto parcialmente ordenado (L <) estd dirigido
superiormente st para cualesquiera dos elementos a y b en L, existe c € L tal
quea<cyb<ec.

1.3. Categorias

Definicién 1.3.1. Una categoria C es una clase de objetos, que denotamos
por Ob(C), cuyos elementos los indicaremos por las letras A, B, C, ..., junto
con
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(i) Una clase de conjuntos ajenos, que denotamos por Hom(A, B), uno
para cada par de objetos en C. Los elementos en Hom(A, B) se llaman
morfismos (o flechas), de A a B, y los expresamos como f: A — B

6 AL B.
(ii) Para cada tripleta ordenada (A, B,C), de objetos de C, una funcidn
Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A, C);
tal que a cada f: A— B yg: B — C, le asigna la funcion
gof:A—C.

A la funcion go f, se le llama la composicion de f y g.

Asociatividad St f :A— B, g: B— C y h:C — D son morfismos, entonces

ho(gof)=(hog)of.

Identidad Para cada objeto B de C, existe un mofrismo idg : B — B, tal que,
para cualquier f: A — B yg: B — C, se cumple

idpof=Ffygoidg=g.

Notese que cada morfismo f : A — B estd en un tnico conjunto
Hom(A, B), ya que estos son ajenos entre si. Ademaés, de la definicion ante-
rior, se sigue que una categoria C esta compuesta por tres clases distintas; la
primera es la clase de objetos de la categoria, la segunda es la clase de morfis-
mos entre los objetos de la categoria y la tercera es la clase de composiciones
entre los morfismos de la categoria.

Ejemplo. 1. Rng es la categoria cuyos objetos son anillos asociativos
con 1 y las flechas son los morfismos de anillos; cada composicion es
la composicion usual de funciones.

2. Grp es la categoria donde los objetos son grupos y las flechas son los
morfismos de grupos; cada composicion es la composicion usual de mor-
fismos.
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3. Top es la categoria donde los objetos son espacios topoldgicos, las fle-
chas son las funciones continuas y cada composicion es la composicion
usual de funciones.

4. Set es la categoria que tiene como objetos a todos los conjuntos y como
flechas a las funciones entre ellos. Cada composicion es la composicion
usual de funciones.

5. Ab es la categoria donde los objetos son grupos abelianos y las flechas
son morfismos de grupos. Cada composicion es la composicion usual de
morfismos.

Definicion 1.3.2. Una categoria C es pequena si la clase de objetos es un
conjunto.

Definiciéon 1.3.3. Sea C una categoria. Decimos que D es una subcatego-

ria de la categoria C si ObD es una subclase de la clase ObC, tal que para
cualquier A, B € ObD,

Homp(A, B) C Home(A, B).

Ademds, se tiene que para cualquier objeto A € D, ids es un morfismo en D
y la composicion de morfismos en D es la misma que en C.

Definiciéon 1.3.4. Sean C y D categorias. Un funtor F' : C — D consiste
en dos funciones; una funcion entre los objetos, que asigna a cada objeto
C € C el objeto F(C) € D, y otra funcion entre morfismos, la cual manda
el morfismo f: X — Y en C, al morfismo F(f) : F(X) — F(Y), de tal
manera que

1. Para cada X Y %5 7 enC, F(go f)=F(g)o F(f).
2. F(idx) = idpx) para cualquier X € C.

Definiciéon 1.3.5. Un funtor F : C — D es fiel si para cada par de objetos
A, B € C, la correspondencia f — F(f) de

Home(A, B) — Homp(F(A), F(B))

es inyectiva. Decimos también que F' . C — D es un funtor pleno si la
correspondencia f—— F(f), definida de
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Home¢(A, B) — Homp(F(A), F(B))
es suprayectiva.

Ejemplo. 1. Un conjunto D estd preordenado si existe una relacion <
reflexiva y transitiva en D. Con esto en cuenta, todo conjunto preor-
denado D determina una categoria. En efecto, la clase de objetos de la
categoria son los elementos de D. Ademds, para cualquier par de obje-
tos (x,y), Hom(x,y) es vacio o consiste en una sola flecha v — vy,
dependiendo si v £ y o x < y. Asi, la composicion de morfismos
r — y — z queda definida por la relacion v < y < z. Ndtese
que esta categoria es pequena. De esta manera, la categoria de con-
Junos preordenados tiene como objetos a los conjuntos preordenados y
morfismos a las funciones mondtonas entre conjuntos preordenados, es
decir, funciones que respetan las relaciones.

2. Sea D una subcategoria de la categoria C. El funtor de inclusion de D
a C, que manda a cada objeto en D al mismo objeto en C, asi como
a cualquier morfismo en D al mismo morfismo en C, es un funtor fiel
que no es necesariamente pleno.

Definicién 1.3.6. Un objeto inicial en una categoria C es un objeto X tal
que para cualquier objeto Y € C exite un unico morfismo X — Y. Andlo-
gamente, un objeto X es terminal en la categoria C si para cualquier objeto
Y € C emiste un dnico morfismo Y — X.

1.4. Conjuntos

Axioma de Eleccién. Para toda familia no vacia F de conjuntos no
vacios, existe una funcion f : F — UxerX tal que f(S) € S para cada
conjunto S en la familia F.

Definicion 1.4.1. Si S es un conjunto parcialmente ordenado por <, lla-
mamos a un subconjunto T de S una cadena si cualquier par de elementos
a,b €T son comparables, es decir, a < b ¢ b < a.

Lema 1.4.2. (Lema de Zorn) Si S es un conjunto parcialmente ordenado,
para el cual toda cadena en S tiene una cota superior en S, entonces S tiene
al menos un elemento mazximal.



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definiciéon 1.4.3. Decimos que una relacion < en un conjunto S es un buen
orden si todo conjunto no vacio X C S tiene un primer elemento con respecto
al orden <.

Principio del Buen Orden. (Zermelo) A todo conjunto S se le puede
asignar una relacién < de buen orden.

Definicion 1.4.4. Sea F una familia de conjuntos. Se dice que F es una
familia de cardcter finito si para cada conjunto A, se tiene que A € F si y
solo si cada subconjunto finito de A pertenece a F.

Lema 1.4.5. (Lema deTukey). Sea F una familia no vacia de conjuntos. Si
F es de cardcter finito, entonces F tiene un elemento mazimal (con respecto
a la inclusion).

Teorema 1.4.6. Los siguientes principios son equivalentes:
1. El Azioma de FEleccion.
2. Principio del Buen Orden.
3. Lema de Zorn.

4. Lema de Tukey.

1.5. Topologia

Definiciéon 1.5.1. Sean X un conjunto y 7 un subconjunto del conjunto po-
tencia p(X). Decimos que T es una topologia en X si satisface las siguientes
propiedades:

1. X, o€erT.
2. 81Uy, Uy, ..., U, €T entonces N} U; € T.
3. Para cualquier familia {U,}aer en T, se tiene que UyerU, € T.

Notese que la segunda condicién es equivalente a que UNV € 7, para cual-
quier U y V en 7. A los elementos de 7 se les conoce como conjuntos abiertos.
Decimos que la pareja (X, 7) es un espacio topologico, al cual abreviaremos
por X cuando este claro del contexto cual es la topologia 7.



1.5. TOPOLOGIA 13

Definicién 1.5.2. Un conjunto E C X es cerrado si X \ E es abierto en .

Observacion. Una topologia T también se puede definir en términos de
los conjuntos cerrados. Sea T una topologia en X definida por los abiertos
{Us}taer- Si Vo = X \ Uy, para cada o« € I, por las Leyes de De Morgan se
sigue que la familia de conjuntos 7' = {V, }aer satisface:

1. X,oe1.
2. St Vi, Vo, ..., V, €7 entonces U, V; € T'.
3. Para cualquier familia {V,}acs en 7', se tiene que Nye sV, € T'.
Se define también el interior de un conjunto E, denotandolo por E°, como
EFP=U{GC X |Ger,GCE},
de donde se sigue que, por ser E£° union de abiertos, £° € 7.

Definicién 1.5.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y Y C X. La topologia
inducida en'Y tiene como abiertos a los conjuntos de la forma UNY, donde
Uer.

Definicion 1.5.4. Sean (X, 7) un espacio topolégico y x € X. Una vecindad
de x es un conjunto V, C X tal que contiene un abierto U para el cual x € U.
A la coleccidn de vecindades V, la llamamos sistema de vecindades de x.

Definicién 1.5.5. Un filtro F, en un conjunto S, es una coleccion no vacia
de subconjuntos de S con las siguientes propiedades:

s Si Y, Fy € F entonces 1N F, € F.
» Si FeFyF CG entonces G € F
Ejemplo. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. El conjunto
{UCX|AcCU%}

es un filtro en X. En particular, cuando A = {x}, este ultimo conjunto
es el conjunto de todas las vecindades de x € X, por lo que el sistema de
vecindades de cualquier punto x € X es un filtro en X.
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Definicién 1.5.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. Una base de
vecindades en x es una subcoleccion [, tomada del conjunto de vecindades
V., tal que para cualquier vecindad U de x, existe W € (B, tal que W C U.

Definicién 1.5.7. Dado un espacio topoldgico (X, ), decimos que un sub-
conjunto B de T es una base para T (o0 bien para X ) si todo conjunto en T es
la union de elementos de 5.

Observacion. Para cada v € X, si 5 es una base para (X, 1), entonces el
conjunto B, = {B € B | x € B} es una base de vecindades en .

Definicion 1.5.8. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una sub-base de T (o
bien de X ) es una coleccion C C 7 tal que el conjunto de intersecciones finitas
de elementos de C forma una base para T.

El siguiente resultado muestra que cualquier coleccién F de subconjuntos
de un conjunto dado X, induce una topologia cuyos abiertos bésicos estan
formados por uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de F:

Teorema 1.5.9. Cualquier coleccion de subconjuntos de un conjunto X es
una sub-base para alguna topologia en X.

Definicion 1.5.10. Si (X, 7) y (Y, 0) son espacios topoldgicos, decimos que
la funcion f : X — Y es continua si para cualquier abierto U € o, f~1(U) €
T, es decir, la imagen inversa de abiertos es abierta.

Proposiciéon 1.5.11. @ X Ty y Y % Z son funciones continuas,

gof. .
entonces X —= Z es continua.

Definiciéon 1.5.12. Decimos que un espacio topoldgico (X, 1) es Ty si dados
x,y € X elementos distintos, podemos encontrar dos abiertos U y V' en la
topologia para los cuales x € U yy ¢ U, asi comoy €V yx ¢ V.

Definicién 1.5.13. Si (X, 7) es un espacio topoldgico tal que, para cuales-
quiera dos elementos x,y € X existen abiertos U yV tales quex € U, y € V
y UNV =@ decimos que (X, 7) es Ty 0 bien de Hausdorff.

Definicion 1.5.14. Sean (X,T) un espacio topoldgico y {xn}nen una suce-
ston de elementos en X. Decimos que la sucesion converge al elemento x, si
para cada vecindad U de x, existe un natural m tal que, para cualquier k > m
se cumple que xy, € U. Esto dltimo lo denotamos por {x,}tnen — .
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Esta altima nocion se puede generalizar al concepto de redes.

Definiciéon 1.5.15. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y dirigido su-
periormente. Una red es una funcion o : I — X. Toda red o : [ — X la
notaremos por o = {x; ey, donde x; = a(i).

Observaciéon. Si I es un conjunto dirigido superiormente, se tiene una bi-
yeccion entre el conjunto de funciones de I a X y el conjunto de familias
{;}icr de elementos de X, etiquetadas por el conjunto I. Ndotese también
que cuando I =N, las redes en X son sucesiones en X.

Definicion 1.5.16. Una sub-red de la red o : I — A es la red cop : M —
A, donde p : M — I es una funcion de un conjunto dirigido M a I tal que:

» Si A <wven M entonces p(\) < p(v). (Creciente)
» Para cada i € I, existe p € M tal que i < p(p). (Cofinal en I)

Definicién 1.5.17. Una red {z;}icr en (X, 7) converge al elemento x € X,
st para cada vecindad U de x, existe N\ € I tal que para cualquier p > A se
cumple que x, € U. En este caso, se denota por {z;}icr — .

Dada una red {x;};cr en (X, 7), una cola de lared {z;c; }ic; €s un conjunto
de la forma {z) | A > Ao} para algin A\ € I.

Ejemplo. Sean (X, 1) un espacio topoldgico y x € X. Si A es un sistema
basico de vecindades de x en X, al definir la relacion en A por U; < U,
sty solo st Uy C Uy se tiene que A es un conjunto dirigido. Mds ain, al
escoger un elemento vy € U para cada U € A, se obtiene una red {xy}uen
convergente a x. En efecto, si V' es cualquier vecindad de x, como A es un
sistema bdsico de vecindades de x, existe Uy € A tal que Uy C V. De esta
manera, para cualquier U € A con Uy < U se tiene que U C Uy C V, con lo
cual xy € V' para todo U > U,.

Definicion 1.5.18. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y E C X. La cerradura
de E es el conjunto

E=n{KCX|K escerradoy E C K}.

Proposicion 1.5.19. Sean (X, T) un espacio topoldgico y E C X. Entonces,

x € E siy solo si para cualquier abierto U, que contiene a x, se tiene que
UNE # 2.
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Proposicién 1.5.20. Sea E C X. Entonces x € E si y sélo si existe una
red {xicr} en E que converge a x.

Una propiedad de los espacios topologicos Ts es la siguiente:

Proposicion 1.5.21. Si (X, 7) es un espacio topoldgico de Hausdorff, en-
tonces los limites son Unicos.

Demostraciéon. Supongamos que {z;};cr es una red que converge a los ele-
mentos xo y x1. Como el espacio es de Hausdorff, existen abiertos ajenos
Uy V tales que x € Uy y € V. Como {z;},c; — x, para el abierto U
existe \g € I para la cual si A > )y entonces x, € U. Por otra parte, como
{z;}ier —> x1, para el abierto V existe A; € I tal que si A > \; entonces
xyx € V. Como el conjunto I es un conjunto dirigido, podemos escoger un
€ I tal que g, A\ < . De esta manera, si A > p entonces x) € U asi como
xy € V, lo cual es una contradiccion puesto que U NV = &. Por lo tanto
o = T1.- ]

Definicién 1.5.22. Sean (X, T) un espacio topoldgico y E C X. La frontera
de E es el conjunto

Fr(E)=EN(X\E).

Proposicion 1.5.23. Sean (X, T) un espacio topoldgico y E C X. Entonces,
x € Fr(E) siy sdlo si para cualquier abierto U, que contiene a x, se cumple
queUNE#@yUN(X\FE)+#0o.

Proposicion 1.5.24. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y U € 1. Entonces
U es abierto y cerrado si y sdlo si, Fr(U) = @.

A continuacion, daremos la definiciéon de dimensién topologica, la cual
estd definida de manera inductiva. Usaremos la abreviacion dim(X) para
denotar la dimension del espacio X; asf como dim,(X) denotara la dimension
del espacio X en un punto p. Para mas informacion, véase [§].

Definicion 1.5.25. (Dimension Topoldgica) Sea (X, T) un espacio topoldgico
de Hausdorff.

1. La dim(X) = —1 si y solo si X = @. Ademds, se entiende que
dim(X) < -1 si X = @.
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2. Supongamos que hemos definido de manera inductiva lo que significa
que dim(Y) < n — 1, para cualquier espacio topoldgico Y, y n > 0.
Entonces, para cualquier espacio X yp € X, definimos

dim,(X) <n

si y solo si p tiene un sistema de vecindades abiertas en X cuyas fron-
teras tienen dim <n — 1.

3. dim(X) <n siy solo si dim,(X) <n, para todo p € X.
4. dim(X) =n siy solo si dim(X) <nydim(X)£n-—1.

5. dimy(X) =n si y sdlo st dim,(X) <nydim,(X) £n—1



Capitulo 2

Grupos abelianos

2.1. Grupos ciclicos

Definiciéon 2.1.1. Sea A un grupo. Un subconjunto B de A es un subgrupo
si los elementos de B forman un grupo al restringir la operacion del grupo A
al subconjunto B.

Lema 2.1.2. Sea B un subconjunto no vacio de un grupo A. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) B es un subgrupo de A.
(b) Va,be B, a+be By —acB.
(¢c) Ya,be B, a—b e B.

Demostracién. (a) = (b) Si B es un subgrupo de A entonces la operacion
+ |p: B x B — B es cerrada, por lo que para cualquier a,b € B, a+b € B.
Ademas, al ser B un subgrupo, para cualquier a € B se tiene que —a € B.

(b) = (a) Observemos que al ser A un grupo, la operacién suma es
asociativa en todo A, por lo que también es asociativa en B. Basta demostrar
que el elemento neutro estd en B. Si a € B, por (b) se tiene que —a € B,
teniendo asi que 0 = a + (—a) € B.

(b) = (¢) Sia,b € B, entonces —b € B, por lo que a+(—b) =a—b € B.

(¢) = (b) Sia,b € B, entonces a —a = 0 € B, de donde se sigue que
—a=0—a€ B. Como —(—b) = b, entonces a +b =a — (—b) € B. O

19
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Dado cualquier elemento a del grupo A, se tiene el morfismo de grupos
v : Z —»< a > definido por k — ka. Por como esté definido < a >, ¢ es
sobre y ademas, ¢ es inyectiva si y s6lo na # ma siempre que n # m, con
lo cual o(a) = co. Por otro lado, si ¢ no es inyectiva, entonces o(a) es finito;
méas aun, o(a) es el menor entero positivo n tal que na = 0. En efecto, si k;
y ko, con ky > ko, son tales que kja = kqa, entonces (ky — ka)a = 0 donde
ki — ko > 0. Por el Principio del Buen Orden, el conjunto

{n €Z" | na=0}
tiene un elemento menor. Si n es tal elemento, afirmamos que
<a>={0, a, 2a, (n — 1)a}.
Como n es el menor entero positivo tal que na = 0, los elementos
{a,2a,...,(n—1)a}

son todos distintos a 0. Mas aiin, estos son distintos entre si, ya que si ra = sa
con 0 <r <s<nentonces 0 < s—r <nyestal que (s —r)a =0, lo cual
contradice que n sea minimo con dicha propiedad. Por lo tanto,

<a>=1{0, a, 2a, (n —1)a}.

Esto tdltimo implica que |< a >|=n.

También es cierto que, si o(a) = n entonces n es el menor entero positivo
tal que na = 0. En efecto, como los elementos {0, a, 2a, (n — 1)a} =< a >
son distintos entre si y na €< a >, se tiene que na = sa, para alguna
s€{0,...,n—1}.Sis#0,comon >sy0<n—s < nsecumple que
(n — s)a =0, lo cual quiere decir que los elementos 0 y (n — s)a son iguales.
Esto contradice que el conjunto < a > tenga n elementos distintos. Por lo
tanto s = 0 y asi n es el menor entero positivo tal que na = 0.

Noétese también que esto ultimo implica que ¢ no es inyectiva. Ademaés,
bajo las mismas hipotesis, si k es un natural que cumple que ka = 0, entonces
n | k ya que por el algoritmo de la division de Euclides, k = gn + r con
0 < r < mn, con lo cual se obtiene que

0 = ka = q(na) + ra = ra.
Por la minimalidad de n, se sigue que r = 0, por lo que n | k.

Teorema 2.1.3. Subgrupos de grupos ciclicos son también grupos ciclicos.
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Demostracion. Sean < a > un grupo ciclico y B un subgrupo de < a > no
trivial. Por ser B un subgrupo de < a >, B tiene un elemento de la forma
ka, para algin k € N, con k£ > 0. Por el Principio del Buen Orden, existe
un elemento s € N con la propiedad de ser el menor natural para el cual
sa € B. Obsérvese que s # 0. Afirmamos que B =< sa >. Como sa € B,
basta demostrar que B C< sa >. Si b € B C< a > entonces b = ta. Por la
eleccion de s, se tiene que s < t. Usando el algoritmo de Euclides, se sigue
quet =sq+r,con 0 <r < s. Notemos que r = 0, ya que de lo contrario, se
tendria que

ra=(t —gs)a =ta —q(sa) € B,

contradiciendo la eleccion de s. Esto muestra que B =< sa >, por lo que B
es ciclico. Notemos que por el Teorema de Lagrange, | B |=|< sa >| es un
divisor de |< a >|=n. O

Proposicion 2.1.4. Sea A un grupo finito. Para cualquier a € A, se tiene
que | A a=0.

Demostracion. Si | A | es finito, por el teorema de Lagrange,
| Al=l<a>|[<a>: A
Como |< a >| a = 0 se tiene que

|Ala=([<a> Al |<a>|)a
=[<a>Al(l<a>|a)=[<a> A0=0.

El siguiente resultado caracteriza a los grupos ciclicos:

Teorema 2.1.5. Un grupo finito A de orden n es ciclico si y sdlo si para
cada divisor d de n, existe a lo mds un unico subgrupo ciclico de orden d.

Demostracion. —>) Supongamos que A =< a >, con o(a) =n. Sid | n
entonces existe £ € N tal que dk = n. Notemos que el elemento ka tiene
orden d. En efecto, por una parte, d(ka) = (dk)a = na = 0, por lo que
o(ka) | d. Por otra parte, si s = ord(ka), como o(a) =ny (sk)a = s(ka) =0
se tiene que n | sk, por lo que existe r € N tal que nr = sk. Como por
hipotesis n = dk, entonces (dk)r = sk, lo cual es equivalente a la igualdad
drk = sk. Como los naturales distintos de 0 tienen la propiedad de ser
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cancelables en una igualdad, se sigue que dr = s, es decir, d | s, teniendo asi
que d = s = ord(ka).

Notemos ahora que si B es un subgrupo de orden d de A, éste tiene que
ser ciclico ya que A lo es, por lo que B =< b > con db = 0. Ademés, como
b = ma para algin m € {1,...,n}, se tiene que

0=db=dma

lo cual implica que n | dm, por lo que nl = dm para algun [ € N. Ahora, como
d | n, entonces n/d es un nimero natural, con lo cual la igualdad m = I(n/d)
tiene sentido. Al tomar el subgrupo generado por < (n/d)a > se cumple que

b=ma=1(n/d)ae< (n/d)a >

por lo que B =< b >C< (n/d)a >. Mas aun, como d(n/d)a = na = 0
entonces o((n/d)a) | d. Ahora, si s = o((n/d)a) entonces s(n/d)a = 0 por lo
que n | s(n/d), con lo cual, nr = s(n/d) para algan r € N. De esto tltimo se
sigue que drn = sn, por lo que cancelando n en ambos lados de la igualdad,
se obtiene dr = s , es decir, d | s = ord((n/d)a). Por lo tanto, d = s y asi
B =< (n/d)a >, pues ambos subgrupos tienen el mismo orden y el primero
esta contenido en el otro.

<=) Sea G un grupo finito de orden n. Si I es el conjunto formado por los
subgrupos ciclicos de G, entonces G = Ugergen(C), es decir, G es la union
ajena de los generadores de todos los subgrupos ciclicos de G. Ahora, si G es
un grupo de orden n, entonces el orden de cualquier subgrupo de G divide a
n. Por el Teorema 1.1.16, enunciado en la seccion de los preliminares, y que,
para cada divisor d de n existe un dnico subgrupo ciclico C; de orden d, se
sigue que

n=|G|=2cer | gen(C) | < Xapn | gen(Ca) |= Bapyp(d) = n.

Asi, G contiene un subgrupo ciclico de orden d para cada divisor d de n. En
particular, G contiene un subgrupo ciclico de orden d = n. Por lo tanto G es
ciclico. O]

Proposicion 2.1.6. Sean A un grupo y a € A de orden finito. Entonces,
para cadan € N,

o(na) = o(a)/(n; o(a))

donde (n;o(a)) es el mdzimo comin divisor entre n y o(a).
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Demostraciéon. Recordemos que si [,m,n € N son tales que [ | mn y
(;m) = 1 entonces | | n. Sea a € Ay n € N. Veamos primero que
o(a)/(n;o(a)) | o(na). Para esto, notemos que

o(a) B _ B B
o) () = Tro@y @ = Tmo@) (@8 = Gro@y? =0

| (n?g(?;))' Por otra parte, si s = o(na) entonces 0 = s(na) =
|

(sn)a, por lo que o(a)

por lo que o(na)
sn. Como (n;o(a)) | ny (n;0(a)) | o(a) se tiene

o(a) n o(a) n _ :
e ooy | Sy ¥ M0 (o) Grotay) = 1 podemos concluir que
(n(_’g?()l)) | s = o(na). Por lo tanto, o(na) = o(a)/(n;o(a)). ]

Teorema 2.1.7. El conjunto T de todos los elementos de orden finito en un
grupo A es un subgrupo. Asi, T es un grupo de torsion y el grupo cociente
abeliano AT es libre de torsion.

Demostraciéon. Como 0 € T, T es no vacio. Ahora, si a,b € T entonces
existen n,m € N tales que na = 0 = mb. Asi,

nm(a — b) = m(na) —n(mb) =0

por lo que a—b € T. Por el Lema 2.1.2, T es un subgrupo de A. Sea a+ 7T un
elemento de A/T tal que m(a+T) C T para algin m € N. Esto quiere decir
que ma € T, por lo que existe n € N tal que n(ma) = 0. Asi, (nm)a = 0
lo cual muestra que a es un elemento de orden finito. Por lo tanto a € T, lo
cual implica que a + T = T'. Esto muestra que A/T no tiene elementos de
orden finito salvo el elemento neutro 0 +7 = T. O

El subgrupo T es el mayor subgrupo de torsiéon de A; se llama la parte
de torsion de A. Notemos que si B C A es un subgrupo de torsiéon, entonces
B < T, asicomo si C' < A es tal que A/C es libre de torsion, entones T' < C.

Definiciéon 2.1.8. Dado n un entero positivo, definimos los conjuntos
nA={nala€ A} y Aln] ={a|a € A, na=0}.

Observacién. g € nA si y solo si la ecuacion g = nx tiene solucion en A,
ast como g € Aln] si y solo si o(g) | n.

Observacion. Los conjuntos nA y como A[n] son subgrupos de A.
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Definicién 2.1.9. Sea a € A un elemento y p un primo. El mayor entero
no negativo r, para el cual la ecuacion p"x = a tiene solucion en A, se le
llama la p-altura de a y la denotamos por h,(a). Si p"z = a tiene solucion
para cualquier r € N, decimos que a tiene p-altura infinita y lo escribimos
por h,(a) = 0.

Observacion. La ecuacion p"x = a siempre tiene solucion, ya que
p’a = la = a.

Dado un grupo A, el conjunto L(A) de todos los subgrupos de A es una
reticula ya que, para cualquier par de subgrupos By C'de A, BNC'y B+C
son las operaciones para el infimo y supremo, respectivamente. Esta reticula
también es completa y tiene como maximo al grupo A y como minimo al
subgrupo trivial {0}, y satisface:

Proposicion 2.1.10. ( Ley modular) Si B,C, D son subgrupos de A tales
que B < D entonces

B+ (CnD)=(B+C)NnD.
Demostraciéon. Como B < D, basta demostrar que
(B+C)NnDcC B+ (CND,).

Side (B+C)ND entoncesd=b+cdondebe ByceC. Asi,d—b=cy
como B < D se tiene que c=d—b € D, por lo que c € DN C. Esto implica
qued=b+ce B+ (DnNC). O

2.2. Grupos cociclicos

Proposicion 2.2.1. Un grupo A es ciclico si y solo si existe un elemento
a € A tal que, para cualquier morfismo de grupos ¢ : B — A, si a € Im(p)
entonces Y es suprayectiva.

Demostracién. —>) Supongamos que A =< a > es un grupo ciclico. Sean
B un grupo y ¢ : B —< a > un morfismo tal que a € Im(p). Como
a € Im(p), existe b € B tal que ¢(b) = a. Ahora, si ¢ €< a >, entonces ¢
es de la forma na, para algin n € N. Asi, el elemento nb € B cumple que
w(nb) = np(b) = na, lo cual muestra que ¢ es suprayectiva.
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<=) Sean A un grupo y a € A tal que, para para cualquier morfismo
¢ : B — A, sia€ Im(p), entonces ¢ es suprayectiva. Consideremos el
grupo B =< a > y el morfismo ¢ :< a >— A definido por a — a. Como
a € Im(y), ¢ es suprayectiva. Esto quiere decir que cualquier elemento de A
es de la forma na, para algin n € N, con lo cual A C< a >. Como < a >C A,
se sigue que A =< a >. ]

Dualizando esta idea, decimos que un grupo C' es cociclico si existe un
elemento ¢ € C tal que, para cualquier morfismo ¢ : C — B, sic & Ker(y),
entonces ¢ es inyectiva. En este caso, llamamos al elemento ¢ un cogenerador

de C.

Ejemplo. Todo grupo ciclico < a > de orden p*, con p un primo, es un grupo
cociclico. Mds aun, todo elemento de orden p es un cogenerador. En efecto,
los tinicos divisores positivos de p*, son de la forma p°®, con 1 < s < k. Por el
Teorema 2.1.5, para cada s € {1,... k} existe un tnico subgrupo de < a >,
de orden p°. En particular, < p*~'a > es un subgrupo de orden p, por lo que
éste es el unico subgrupo de < a > de orden p. Ahora, si B es un subgrupo no
trivial de < a >, entonces B es ciclico, por lo que también contiene un unico
subgrupo de orden d, por cada divisor d del orden de B. Como los subgrupos
de B, son subgrupos de < a >, se sigue que < p*~la > estd contenido en
cualquier subgrupo B no trivial de < a >. Asi, si ¢ :< a >— C es un
morfismo tal que p*~la & kery, entonces ker(p) = {0}, ya que ker(p) es
un subgrupo de < a > y p*~la ¢ ker(yp). Por lo tanto, < a > es un grupo
cociclico. La sequnda afirmacion se sigue notando que cualquier elemento en
< p*ta >, distinto de 0, es un generador.

Como en cualquier grupo abeliano todo subgrupo es normal, si C' es un
grupo abeliano cociclicoy D < C| se tiene el morfismo canénico C — C/D,
cuyo kernel es el subgrupo D. Esto quiere decir que todo subgrupo de C'
es el kernel de algiin morfismo de grupos. Como estas proyecciones no son
inyectivas, salvo el caso trivial D = {0}, el cogenerador ¢ de C' debe estar en
todos los subgrupos no triviales de C. Por lo tanto, la intersecciéon de todos
los subgrupos no triviales de un grupo abeliano cociclico C' es no trivial.
Mas atin, el subgrupo generado por el elemento cogenerador ¢ es el menor
subgrupo no trivial de C; cualquier elemento distinto del 0 en el subgrupo
< ¢ >, es también un cogenerador, por lo que < ¢ > es de orden primo.

Reciprocamente, si C' es un grupo abeliano que contiene un tnico subgru-
po menor no trivial M, entonces C' es cociclico. En efecto, notemos primero
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que M =< ¢ > para cualquier ¢ € M, ya que la contencion < ¢ >C M es
valida para cualquier ¢ € M \ {0} y la condicién de ser menor implica que
M =< ¢ >. De esta manera, si ¢ : C' —> B es cualquier morfismo de grupos
con ¢ € Ker(yp), como Ker(p) < C'y < ¢ >= M es el menor subgrupo no
trivial de C, se tiene que Ker(p) = {0}, por lo que ¢ es inyectiva.

Observacion. Fristen grupos cociclicos no abelianos. St G es un grupo que
tiene un unico subgrupo normal no trivial, entonces es G es un grupo cocicli-
co. Mds ain, st K < G es el unico subgrupo normal no trivial de G, entonces
cualquier elemento k € K es un cogenerador. En efecto, sean k € K y
¢ : G — B un morfismo para el cual k ¢ ker(p). Como ker(p) < G y

k & ker(p), se sigue que ker(yp) = {0}.
Ejemplo. El grupo Sz no es abeliano, ya que
(12)(13) = (132) # (123) = (13)(12).
Mads aiin, S3 tiene un inico subgrupo normal, a saber, < (123) >=< (132) >.
Ast, los elementos (123) y (132) son cogeneradores del grupo cociclico Ss.

Definiciéon 2.2.2. El grupo aditivo de los racionales (Q,+) es un grupo
abeliano y lo denotamos por Q.

Consideremos ahora al_grupo cociente Q/Z. Notemos que los elementos
de Q/Z son de la forma [] = ™ 4 Z donde > € Q. Sin pérdida de gene-

m —_—
ralidad, podemos suponer que (n,m) = 1y tomar, para el elemento [*], el
representante % Con esto en cuenta,

[2] € (Q/Z), si y solo si p*[Z] € Z para algtin k € N,

con lo cual p%" € Z, es decir, m | p*. Por lo tanto, m = p' para algin
[ € N, mostrando asi que el conjunto {[%], [#], ey [pi], ...} es un conjunto
generador de (Q/Z),.

Proposicion 2.2.3. Sea p un primo. St m > 1, existen n,ag,ay,...,a, € N
unicos tales que 0 < a; <p, 0<n, a, #0 y

m = app" + apap" ' 4+ ap + agp’.
Demostracién. Procederemos por induccion. Si m = 1, se sigue que

m=1+0p+---+0p"
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donde n =0y a, = ayp = 1. Notese que esta expresion es linica ya que cada
sumando es positivo. Supongamos que es vélida la hipétesis de induccion
para cualquier natural s < m. Por el algoritmo de la division, existen q y r
tnicos en Z, tales que m = gp + r, donde 0 < r < p. Obsérvese que g < m.
En efecto, si | ¢ |> m, se cumple que ¢ > m 6 —g > m. Si ¢ > m, entonces
pq > m, con lo cual pg + r > m, contradiciendo la igualdad m = qp + r.
Ahora, si —q > m, se tiene que —m = —qp —r. Como 0 < r <py —qp > p,
entonces —m = —gp — r > 0, llegando de nuevo a una contradiccion.

Asi, por hipotesis de induccion, se sigue que ¢ = ¥ ja;p%, por lo que
m = (Z5_ya;p*)p + 7, es decir,

m =1+ pag + p’a; + - + pFtlag

donde r,a; € {0,...,p—1}.
Unicidad. Supongamos que m = ag+a1p+- - -+a,p" y m = bg+byp+-- -+
bppF, con 0 < a; <py0< b; < p. Al igualar ambas expresiones, obtenemos

by — ap = (Z?:ﬂipi) - (E§:1bjpj) = p(z?:ﬂipifl - Z?:lbjpjil)

es decir, p | by — ag. Como tanto ag como by son menores que p, se sigue que
b() = Q. ASi7

arp + agp® + -+ app™ = byp + bop? + -+ + bpp® < m.

Por hipoétesis de induccién, se sigue que n = k y que a; = b;. Por lo tanto,
ambas expresiones son iguales. [

Definicion 2.2.4. Z(p>) es la parte de p-torsion de Q/Z, es decir,

Z(p>) = (Q/Z),.
Teorema 2.2.5. Todo elemento no nulo en Z(p>) se erpresa de manera
unica de la forma [% + 3+t Z—Z] para alguna n € N y donde a; €
{0,...p—1}, Vie{1,... ,n}.

Demostracion. Un elemento en Z(p™) es de la forma -, para algin k € N.
Ahora, por la Proposicion 2.2.3, n = ag+a1p+ - - - + asp°®, donde 0 < a; < p.
Asi,

n _ aotaipt--+asp® _ ag _Qo_ Qs
pk pk pk + pkfl + pkfs .
4 : 4 : a ak+1 a
Obsérvese que si s > k, los términos pk—ﬁs, S5 s SON todos enteros,

por lo que estan en la clase del cero en (Q/Z),. O
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2.3. Grupos cuasiciclicos

Ejemplo. Sean p un primo yn € N. Si Hx es el conjunto de raices complejas
del polinomio 2P — 1, entonces

Hy<Hp<---<Hp<--.

St H = U2 Hyi, entonces H es un subgrupo de C\ {0}. Mds ain, H es un
grupo abeliano, no ciclico, con todos sus subgrupos ciclicos finitos.

Observacién. Los grupos H = U2, H, y Z(p™) son isomorfos. En efecto,
si ¢; es el generador del grupo ciclico Hyi, de orden p', definimos la funcion
0 L(p>®) — H con regla de correspondencia
L+ B+t Gy

Notese que la unicidad en la expresion de cada elemento de Z(p™), hace que
@ esté bien definida.

Sean a = a\p+asp®*+---+ap® yb=bip+bop?+---+b.p" dos elementos
en Z(p*). Sin pérdida de generalidad, supongamos que s <r, con lo cual

a+b=(a1p+ap’ + - +ap’) + (bip+ bop® + -+ byp")
= (al + bl)p + (a2 + b2)p2 ++ (as + bs)ps + bs+1ps+1 + -+ brprj
donde cada término a; + b; es modulo p. Con esto en cuenta, se sigue que

(p(a + b) _ C§a1+b1) . C(2a2+b2) . Cgas-i-bs) Cbst1 b

Cst1 Zy
e ) () (e )
= ("5t ct) (R ) = p(a) - (D),

mostrando asi que @ es un morfismo.

Por otra parte, si v € H = U2 Hyi, entonces v € Hyn, para alguna
n € N. Esto quiere decir que x = (c,)*, con 1 < k < p™ — 1. Ahora, por la
Proposicion 2.2.3, k = a1p + asp? + - - - + agp®. Obsérvese que s < n, ya que,
en caso contrario, st s > n, entonces az;p® > p" > p"—1, con lo cual, se llega
a la contradiccion k > p™ — 1. Asi, se tiene que

k a1p+azp?+---+asp®

(cn)” = s )
2 s

_ C1(1a1p) . Cglazp ) C%asp )

p— al . a2 “ e s e . as
- Cn—l Cn—2 Cp—s-
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Por lo tanto, el elemento y = = + % oot 5t iy € Z(p™) es

tal que p(y) = x, con lo cual ¢ es una funcion suprayectiva.

Por otro lado, si v € H = U2 Hyi, enlonces v = (cn)k, para alguna
neN yl<k<p'—1. Asi, si k = aip + asp® + -+ + a.p® entonces
(co)f =8t -2 yev el . Con esto en cuenta, la funcion v : H — Z(p™),

con regla de correspondencia
a2

k _ a1 a a. as—1 az aq
(C’Vl) =Ch1 Cpg Cnls ’ pnis + pi—G—1) + pn—2 + pn—17

satisface 1 o = idzyey, por lo que @ es una funcion inyectiva. Por lo tanto
o Z(p™®) — H es un isomorfismo.

Definiciéon 2.3.1. Liamamos a un grupo cuasiciclico o de tipo p™ si tiene
un conjunto generador {c1,¢y. .., Cp,y. .., } tal que

per =0, pey = €100+, PCy = Cn1y PCng1 = Cny - -
Observacion. Z(p™) es un grupo cuasiciclico.

De la definicion anterior, se sigue que para cada ¢,, o(c,) = p". Si deno-
tamos ahora a los generadores de Z(p>) por el conjunto

{c1,69. . cnyiny }

se tiene que cualquier suma entre dos elementos generadores de Z(p*), es un
miltiplo de algin ¢,. En efecto, si s¢,, y rcg son dos elementos de Z(p™) con
m < k, como

PCk = Ck—1, PCk—1 = Ck—2, - - -y PCk—(k—m+1) = PCm+1 = C;m

(k=m)e, = ¢,,, por lo que

se tiene que p
8Cm + 1 = spF ey +rep = (sp* ™ £ ) €< o > .

Esto implica que toda suma de elementos de Z(p*) se encuentra en el sub-
grupo generado por algin c,.

Lema 2.3.2. Los subgrupos de Z(p>) forman una cadena de subgrupos.

Veamos ahora que Z(p™) es un grupo cociclico. Si B es un subgrupo
propio de Z(p>), por el Principio del buen Orden, el conjunto

{i € N| ¢; es un generador de Z(p>) y ¢; ¢ B}
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tiene un elemento menor, es decir, existe un generador ¢,+1 € Z(p*) tal que
Cni1 € By cumple ser el de menor indice posible. Afirmamos que B =< ¢,, >.
Notemos primero que, por la propiedad de ¢, 1, se tiene que ¢, € B, por lo
que < ¢, >C B. Ahora, por lo observado anteriormente, todo elemento b € B
se puede escribir en la forma b = kc,, para alguna k y m enteros positivos
con k primo relativo con p. Asi, como (k,p) = 1 entonces (k,p™) = 1 por lo
que existen enteros positivos r y s tales que rk + sp™ = 1, lo cual implica
que ¢, = rkc, + sp™c, = rke,, = rb € B. Esto a su vez implica que m <n
va que de lo contrario, si n < m entonces n < n+ 1 < m, por lo que

< Cp >C< Cpyq >C< ¢y, >C B

lo cual contradice que ¢, ¢ B. De esta manera, m < n por lo que
< ¢pm >C< ¢, >. Como

b=ke, €<,y >C< ¢y >

se tiene que B C< ¢, >, teniendo asi que B =< ¢,, >.

Esto demuestra que todos los subgrupos propios de Z(p>) son grupos
ciclicos finitos de orden p” con n € N, los cuales forman una cadena con
respecto a la inclusion:

0C<e >C---C<ep, >C -

Lo anterior implica que < ¢; >2 Z(p) es el menor subgrupo de Z(p™), por
lo que Z(p*) es cociclico.

Teorema 2.3.3. Un grupo abeliano C' es cociclico si y sdlo si C = Z(p*) con
kEeN ok =o0.

Demostracién. Por lo visto anteriormente, si ¢ € C' es un cogenerador de
C, entonces < ¢ > es el menor subgrupo no trivial de C, por lo que ¢ debe
de ser de orden primo. Veamos que C es en realidad un p-grupo. Observemos
primero que todo elemento de C' tiene orden finito. Si b € C 'y b # 0, al
ser < ¢ > el menor subgrupo no trivial de C'y < b ># 0, se tiene que
< ¢ ><< b >, por lo que ¢ = kb, para alguna k£ € N. Como c tiene orden p,
entonces

0 = pc = p(kb) = (pk)b,
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es decir, b es de orden finito. Mas aiin, el orden de cualquier elemento en C
es una potencia del primo p. En efecto, si g es otro primo distinto a p, que
divide al orden del elemento b € C, entonces (gs)b = 0, para algun s € N,
donde gs = ord(b). Con esto en cuenta, el elemento (sb) € C' tiene orden g.
Por la propiedad de ¢, se tiene que < ¢ ><< sb > , y por el teorema de
Lagrange se sigue que p | ¢, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, C' es
un p-grupo, ya que todo elemento tiene orden una potencia de p.

El Teorema de Lagrange nos asegura que todo subgrupo de C' es de orden
una potencia de p. Usaremos ahora el método de induccién para demostrar
que los tinicos subgrupos de C son ciclicos y de orden una potencia de p. Para
la base de induccion, notemos que < ¢ > es el menor subgrupo de C' de orden
p, por lo que también es tinico. Supongamos ahora que la afirmacion es valida
para m, es decir, C' tiene un tnico subgrupo C,, =< ¢,, > de orden p™ para
cualquier m < n+1. Sean Ay B subgrupos de C' de orden n+1y a € A\ C,,
b e B\ C,. Notese que a y b tienen orden p"*!, pues de lo contrario, tanto
< a > como < b > estarfan contenidos en < ), >, contradiciendo la eleccion
de a y de b. Como 0 = p"a, entonces p"(pa) = 0, es decir, pa es un elemento
de orden p", por lo que pa = rc,. Analogamente, como 0 = p"™1b = p™(pb)
se tiene que pb = sc, donde r y s son enteros positivos.

Observemos que (s,p) = 1 = (r,p). Sir = r'p*, con k el mayor exponente
posible, entonces

pa = (r'pF)e, = r'(pFen) = r'(cat).

Como (1’,p)=1 y el orden de c,_; es p"* entonces

pn—k+la — pn—k:(pa> — T'(p”_kcnfk) =0.

Como o(a) = p™™, se tiene que k = 0. El razonamiento es anélogo para s.
Con esto en cuenta, (r,p) =1y (s,p) = 1, por lo que también (r,p") =1y
(s,p™) = 1, con lo cual, en Z(p™), podemos encontrar enteros positivos 7’ y
s’ tales que 7’ = 1 (modp™) asi como ss’ = 1 (modp™). Asi, (r',p") =1 =
(s',p"), lo cual a su vez implica que (r',p) =1 = (5, p).

Veamos que los elementos @’ = r’a y i = s'b cumplen que < a’ >=< a >
con pa’ = ¢,, asi como < b >=< b > con pb' = ¢,. Como a’ es un multiplo
de a, entonces < @’ >C< a >. Ahora, como a’ = r’a entonces

o(a’) = o(r'a) = o(a)/ (1", o(a)).
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Como (r',p) = 1y o(a) = p"™ entonces (r',p") = 1 por lo que o(a’) =

p"t1/1 = p"Tl. Esto implica que < @’ >=< a >. Para la segunda observacion,
notemos que, por la eleccion de r’, existe un entero t tal que rr’ + p"t = 1,
lo cual equivale a la igualdad rr' = 1 — tp™. Como pa = rc,, entonces

pa/ = p(r’a) = fr”(pa) = r/rcn = 1Cn — tpncn =C, — t0 = Cp.

La afirmaciéon para by b’ es totalmente analoga.

Con esto en cuenta, se tiene que pa’ — pb' = ¢, — ¢, = 0, por lo que
p(a’ —b") = 0. Esto quiere decir que o’ — b es un elemento de orden p, y como
en particular < ¢; >C< ¢, >, tenemos que a' — b = qc,, para algin nimero
entero ¢q. De esta manera, se sigue que

a=b+qc,=b+qpb e<t >
como
bV =d —qc,=ad —qpa €< a >,

lo cual implica que < a’ >=< V' >. Esto a su vez, implica que < a >=< b >.

Ahora, como C contiene un tnico subgrupo de orden p" y | B |= p"*,
entonces B tiene un subgrupo de orden p™, por lo que C,, C B. Asi, sia € A
es tal que a € C,, entonces a € B. Si a € C,, entonces < a >=< b >
para cualquier b € B\ C,, por lo que a €< b >C B, es decir, A C B. Con
un razonamiento andlogo para los elementos b € B, se tiene que B C A,
mostrando asi que A = B. Esto demuestra la unicidad de los subgrupos de
orden p", para cualquier n € N. Por otra parte, como | A |= p"*!, existe a €
A\C,, para el cual se cumple que o(a) = p"* =| A |, lo cual implica que A =<
a >. Por lo tanto, C' es la union finita o infinita de una cadena ascendente de

subgrupos de orden p”, para cada n € N. Ademas, cada subgrupo es isomorfo
a Z(p"). O

Lo anterior muestra que cualquier par de grupos cuasiciclicos de tipo p>°,
son isomorfos.

Observacién. Como Z(p™®) = H = U2, Hyi, y los unicos subgrupos propios
de Z(p>) son ciclicos y de orden p*, con k € N, entonces el conjunto de
subgrupos {H,. | k € N}, son todos los subgrupos de H.
Definamos a la funcion ¢, : H — H con regla de correspondencia
(em)' > (ch)? = (cm)P".

m



2.3. GRUPOS CUASICICLICOS 33

Afirmamos que o, es un morfismo. En efecto, si (c)', (ci)) € H, con
k < m, entonces p1((cn)’) = (cn)?, asi como p1((ck)?) = (cx)?. Ahora,
. om—k

como k < m, entonces () = (c)" ", porlo que (cm)'(cr)? = ()P
Ast, se sigue que

erl(em)’ - (1)) = pr((em) 7" ")
:(< )zﬂp’” k)p_(c )pzﬂmﬂ’”v .

= (cm)” ()" = (cm)P* - ()" )P

= (en)?" - ((cr))P = ()™ - (i )P

= ¢1((em)’) - er1((cx)).-

Por lo tanto, ¢1 es un morfismo.
Por otra parte, notemos que p1 es una funcion suprayectiva. St v € H,
entonces x = (cx)?, para algin k € N. Ast, el elemento (cyy1)’ es tal que

p1((cer)’) = ((eer)) = ((err)?) = ().

Obsérvese también que ker(p1) =< ¢ >= Hp1.

De manera andloga, se demuestra que la funcion ¢, : H — H, con regla
de correspondencia x — xP", es un morfismo suprayectivo con ker(p,) =
H,n. Esto muestra que para cualquier n € N, se tiene el isomorfismo

(

H/H, =~ H,

es decir, los grupos cocientes formados por H y cualquier subgrupo de H, son
todos isomorfos a H.

Observacion. Z(p™) es un grupo abeliano no ciclico. En efecto, como
Z(poo) = H= UiGNHp"7

si g fuera un elemento generador de Z(p>), entonces H tendria un elemento
g generador. Ahora, como H = UjenHyn, ¢' € Hyn, para alguna n € N, lo
cual implica que o(g") < p™. Ahora, por la manera en que se construyé H,
existe un natural m > n, tal que Hym < H. Si ¢y, es un elemento generador
del grupo ciclico Hym de orden p™, se llega a la contradiccion

p™ =o(cm) <| H |=o(g") < p".

Por lo tanto, Z(p™) no es un grupo ciclico.
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Observacion. Z(p>) es un grupo abeliano infinito, no ciclico, tal que todo
subgrupo propio es ciclico y de orden p", con n € N. Esto no sucede para
cualquier grupo abeliano, no ciclico y finito. En efecto, si G es un grupo
abeliano finito y no ciclico, entonces G es un grupo finitamente generado.
Mads ain, por ser G un grupo abeliano finitamente generado y no ciclico, el
Teorema Fundamental sobre Grupos Abelianos Finitamente Generados, nos
asequra que

G=<c1>®<co>D - <cg >, donde s > 2.

Ast, sip es un primo para el cual p | o(c;) y p | o(cj), con i # j, entonces G
contiene un subgrupo isomorfo a Z(p) @ Z(p), el cual no es ciclico.

Al igual que Z(p>), Q puede obtenerse mediante una unién infinita as-
cendente de cadenas de grupos ciclicos:

1 1 1
Z=<1>C< = >C< —=>C ... C< — > -+
21 3! n!

puesto que, para cualquier racional >, se tiene

L—pim-1)te< 4>,

Observacion. Q no es un grupo cociclico ya que no contiene un subgrupo
menor. Aun asi, por lo observado anteriormente, se tiene que

26220173032027'” ; (n+1)cn+1:cn7

2.4. El Grupo de los enteros p-adicos

Tomemos ahora al grupo de endomorfismos de Z(p>), donde la opera-

cion del grupo es la suma de morfismos. A este grupo lo denotamos por
End(Z(p>)).

Observacion. Para cualquier grupo abeliano A, End(A) es un grupo abe-
liano, cuya operacion aditiva + : End(A)x End(A) — End(A) estd definida
por

(f+9)(x) = f(z) + g(z),
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donde + es la operacion aditiva del gurpo A.

Definicion 2.4.1. J, = End(Z(p™)). A este grupo lo llamaremos el grupo
de los enteros p- ddicos.

Proposicion 2.4.2. Todo elemento en End(Z(p™)) define una sucesion
{ai}ien donde a; € Z, para toda i € N.

Demostracién. Sea ¢ € End(Z(p>)). Como ¢ esta determinada por los va-

lores que toma en el conjunto generador {%, #, -+ } de Z(p*), basta analizar

qué elemento le asigna ¢ en Z(p™) a cada 1%' Notemos que, como 0(%) =p,
entonces

olp(1)) <,

por lo que gp(i) = % con ag € {0,1,...,p—1}. Analogamente, como 0(#) =
p?, entonces o(go(#)) < p?, por lo que

Pz) =+ 0

3

donde by, a; € {0,1,...,p — 1}. Afirmamos que by = ag. Como p}% = ]%, se

tienen las igualdades

w — (L) = Ay — (b 4 by — b
y =) =pe(sr) =p(5 + %) = 3
La unicidad en la expresion de cada elemento no nulo en Z(p™) implica que
que ag = by. Notemos que, de esta manera, vamos construyendo una sucesion
{si}ien donde sg = ag y s1 = a.

Supongamos que hemos definido los primeros m términos de la sucesion

{si}ien, donde
{so = ag,s1 =a1,...,8m = an}
con ag,ai,...,a, €{0,1,....p—1}y

p(F) =%+ 4

’Ulg

)

para toda k < m. Ahora, si

1 _ am+1 b bo
plmmr) = 52+ B+ b

como pzﬁ = me, entonces
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b AN b

_ Am+1 Om 0 — bm m—1 00

=p( p +p2 +pm+1)_p+ p? +pm
De nuevo, la unicidad en la expresion de cada elemento no nulo de Z(p™),
implica que a,, = b,,, ..., a9 = by, de donde podemos concluir que el término
m + 1- ésimo de la sucesion {s;}ien €S Smi1 = @my1. Por lo tanto, cada
endomorfismo ¢ define una sucesion {a;};eny donde a; € {0,1,...,p — 1},
Vi € N. m

Reciprocamente, se tiene la siguiente

Proposicion 2.4.3. Toda sucesion S = {s;}ien con s; € {0,1,...,p — 1}
define un morfismo pg : Z(p™®) — Z(p*°).

Demostracion. Sea S = {a;}cn, donde a; € {0,1,...,p—1}. Definamos la
funcion g : Z(p™®) — Z(p™) en cada elemento generador de la siguiente
manera: para cada k € N,

ps(r) = %+ 22 o 5

Ademas, definimos a ¢g de tal manera que respete las sumas, es decir, que
para cualquier generador # y b € Z se cumple que gps(l%) =b- gog(#).

Veamos que g estd bien definida. Notemos primero que si z = ]% ez
entonces p | b. De esta manera, se tiene que

en Z(p>). Observemos también el caso cuando z = % + 2—3 € Z. Ahora se

cumple que p? | pby + by. Como p | p* y p | pbi, podemos concluir que p | by.
Por lo tanto,

de donde se sigue que pg(2) € Z, ya que tanto p | by como p? | pby + bs.
En general, si z = %+2—%+---+Z—z € Z se tiene que

p" | Py 4+ p by + - - + by + b

De lo anterior, podemos concluir que, para cada i € {1,... ,n — 1},
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pi ’ pi_lbn—i+1 + pi_2bn—i+2 +---+ pbn—l + bn
ya que p' | p" y
P pi(pn_l_ibl + o pbaio1 + bpy).

De esta manera, se tiene que

ps(2) = es(P+ 35+ + ) = () + -+ ()
b_bb1 ?0 o (?1 a>b "b+bn-(“7”—i“;;l+~~+;—22
= (2L 22 _n. 22 23 . 2n
IR T AN A AN
= (Bt ) gy 4 (2 bt _futdln) gy 4 By,

Por lo notado anteriormente, cada sumando de la forma

(bt Sebethe ) € 7 parai € {1,... ,n}

por lo que pg(z) =0.
Por lo tanto, si Z = w en Z(p™) entonces Z — w = 0 teniendo asi que

0=s(z —w) = s(z) — ps(W)
con lo cual pg(Z) = @s(W). Esto demuestra que pg esta bien definida. [
Definicién 2.4.4. Sean «, § € Z. El intervalo |« Bz es el conjunto
{ceZ|a<c< g}
Observaciéon. Por las Proposiciones 2.4.2 y 2.4.3, se sigue que la funcion
End(Z(p>™)) — ien[0,p — 1]z

con regla de correspondencia o — pg = {a;}ien €s biyectiva.



Capitulo 3

Mobdulos

3.1. Definicién

Definiciéon 3.1.1. Sea R un anillo asociativo con 1. Decimos que un grupo
abeliano M es un R-modulo derecho si existe una funcion o : M x R — M,
con regla de correspondencia (r,a) — za tal que para toda T,y € M y
a,b € R se satisfacen las siguientes propiedades:

1. (x +y)a=za+ya
2. x(a+b) =xa+ xb
3. xz(ab) = (za)b

4. 2l ==x

Ala funcién ¢ : M x R — M mencionada anteriormente se le llama una
accion por la derecha del anillo R en el grupo M.

De manera anéloga, definimos un R-moédulo izquierdo como un grupo
abeliano M junto con la funcién ¢ : R x M — M que cumple las propieda-
des anteriores salvo que ahora R actua por la izquierda. Denotaremos a un
modulo derecho por My v a un modulo izquierdo por g M.

Observacion. Cuando R es un anillo conmutativo, cualquier M mddulo
derecho es también un M maodulo izquierdo y viceversa.

En lo que sigue de la seccion, nos referiremos a un médulo M como un
R-modulo derecho, a menos que se especifique lo contrario.

39
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Definicién 3.1.2. Sea M un R-mddulo. Decimos que L C M es un R-
submodulo de M si L es un subgrupo de M tal que para cualquier x € L y
a € R se tiene que xa € L. En otras palabras, L es un R-submodulo de M
st L es un R-mddulo con la operacion heredada por M, a saber, la accion
ol LxR— L.

Definicion 3.1.3. Sea L un R-submddulo de M. Definimos al R-modulo
cociente M /L, como el grupo cociente M /L junto con la accion

¢: M/Lx R — M/L
dada por (T,a) — Ta.

Observacion. La operacion ¢ : M/L x R — M/L estd bien definida. En
efecto, como T =79 en M/L si y sdlo six —y € L, si x —y € L entonces
ra—ya=(xr—y)a € L. Asi,

Ta = 7Ta = Yya = ya,
para cualquier a € R. Se sigue que la operacion ¢ hace de M /L un R-mddulo.

Definicion 3.1.4. Sean M y N dos R-mddulos. Decimos que oo : M — N
es un morfismo entre los mddulos M y N, o una funcion R- lineal, si

a(z +y) = a(z) + a(y) y a(ra) = a(z)a,
para cualquier x,y € M ya € R.

Al igual que en la teorfa de grupos,sia: M — Ny : N — P son dos
morfismos entre modulos, entonces la composicion o a : M — P también
es un morfismo entre los médulos M y P. Ademés, para cada médulo M, se
tiene el morfismo identidad id,,.

Definiciéon 3.1.5. Sea o : M — N un morfismo de R-modulos. El kernel
de a es el conjunto

Ker(a) ={r € M | a(x) = 0}.
La imagen de a es el conjunto
Im(a) ={a(z) |z € M}.

Observacion. Los conjuntos Ker(a) y Im(a) son R-submddulos de M y
N, respectivamente.
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Definiciéon 3.1.6. Sea o : M — N un morfismo de modulos. Decimos que
a es un monomorfismo, si para cualesquiera x,y € M, a(x) = a(y) implica
que © = y. El morfismo « es un epimorfismo si Im(a) = N.

Definicién 3.1.7. Sea o : M — N un morfismo de modulos. Decimos que
a es un isomorfismo, si « es tanto un monomorfismo como un epimorfismo.

Observaciéon. El morfismo a es un monomorfismo si y sélo si
Ker(a) ={0}.

Por otra parte, para cualquier submodulo L de M, se tienen el morfismo
de inclusion, que denotamos por ¢ : L — M y la proyecciéon candnica que
denotamos por p: M — M /L. Notese que ¢ es un monomorfismo y p es un
epimorfismo.

Teorema 3.1.8. El morfismo o : M — N es un isomorfismo si existe un
morfismo §: N — M tal que

Boa=1idy yaof=Idy.
Algunos ejemplos son los siguientes:

1. Todo grupo abeliano G es un Z-modulo. La funcion ¢ : G X Z — G
definida por (z,n) — nz, donde zn = (z +z + --- + ) (n veces),
hace de G un Z-mo6dulo. Como todo Z-médulo es un grupo abeliano, se
sigue que los grupos abelianos y los Z-mo6dulo estan en correspondencia
uno a uno.

2. 5i R es el anillo Q, de nimeros racionales cuyos denominadores son
primos relativos con el primo p, entonces cualquier p-grupo abeliano A
es un Q,-modulo.

Veamos que la funcién ¢ : A x Q, — A con regla de correspondencia
(a,) — (n"'a)m esta bien definida. Para esto, basta ver que los
elementos de la forma n~'a = 2 estan tnicamente determinados, que
equivale a decir que exista una tnica x € A tal que nz = a. Como A es
un p-grupo, si a € A, el orden de a es una potencia de p, digamos p*.
Dado cualquier ™ € Q,, como (n;p) = 1, entonces también (n; p*) = 1,
por lo que existen s,t € Z tales que sn + tp* = 1. De esta manera,

a = [sn + tp¥la = sna + tp*a = sna.
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Por lo tanto, x = sa cumple la propiedad mencionada. Ahora, siz € A
también satisface nz = a, entonces nsa = a = nz, por lo que

n(sa —z) = nsa —nx = 0.

Como sa — x € A, se tiene que o(sa — x) = p' para aglin [ € N, con lo
cual p! | n. Esto implica que [ = 0, ya que (n,p) = 1. Por lo tanto el
orden de sa — x es 1, teniendo asi que sa — x = 0, es decir, x = sa. Es
claro que ¢ cumple las poropiedades de una accion.

Definicion 3.1.9. Una sucesion de morfismos entre A-mddulos de la forma
Qi1 a;
—>Mi_1 —>Mz—>Mz+z—>

es exacta en M; si Ker(a;) = Im(a;_1). Decimos que la sucesion es exacta
st es exacta en cada M.

Ejemplo. Sea L un submddulo de M. Entonces la sucesion
0L M- M/L —0,

es exacta, donde v es la inclusion y p la proyeccion natural. A las sucesiones
de esta forma, las llamamos sucesiones exactas cortas.

3.2. Suma directa interna y externa

Sean I un conjunto y {M;};c; una familia de A-modulos.
Definicion 3.2.1. El producto cartesiano de la familia {M;}ier es el conjunto
HiEIMi = {f I — UieIMi | f(Z) e M;, Vi e ]}

Observacion. El conjunto I1;c;M; es un A-mddulo si definimos la operacion
suma por (f + ¢g)(i) = f(i) + g(i) para cada i € I, asi como el producto por
un escalar por (fa)(i) = f(i)a.

Definicion 3.2.2. Al mddulo 1l;c;M; se le llama el producto directo de los
mddulos { M, }icr-

Definicién 3.2.3. Sea {M,}ic; una familia de mddulos. El conjunto
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{f € WiesM; | f(i) =0, salvo para una cantidad finita de indices i € 1},

es un submddulo del producto ;e M;, y se le llama la suma directa (exterma)
de los mddulos {M;}icr. A este submddulo lo denotamos por

DierM;.

Definiciéon 3.2.4. Una funcion f : I — Ui M; es de soporte finito si
f(i) =0 para casi toda i € I.

Por otra parte, cada funcién f : I — U M; en el producto directo,
define al conjunto (x;);c; donde x; = f(i). Notemos que (z;);c; es tal que
x; € M;, Vi € I. Ahora, todo conjunto de la forma (x;);c; tal que x; € M;,
Vi € I induce una funciéon f : I — U;erM; con regla de correspondencia
f(i) = z;, Vi € I. Por la manera en que se define a f, se sigue que f €
I;c; M;, mostrando asi que el conjunto de funciones f : I — U;cr M, estd en
correspondencia con el conjunto de colecciones de la forma (x;);c; tales que
x; € M;, para cada ¢ € I.

Para facilitar la notacion, usaremos (z;);c; para describir a los elementos
del producto directo.

Observaciéon. Para cada j € I, se tiene el morfismo proyeccion
pj : WierM; — M;

donde a cada elemento ZTi)iel S€ le asigna su término j-ésimo. Asi mismo
€ ’
para cadaj c I, se tiene el mmﬁsmo inclusion

Lj Mj — HiEIMi7

donde a cada m € M; se le asigna el elemento (x;)ier tal que todos sus
términos son cero excepto el j-ésimo, en el cudl x; = m. Notese que Im(;) C
Dicr M; para cada 7 € 1.

Ademds, cuando I es un conjunto finito, si I = {1,...,n} entonces
et M; = @ierM;.

Definicion 3.2.5. Sean M un A-mddulo y {M;}icr una familia de submd-
dulos. Definimos

YietM; = {Sicrzi € M | x; € M; y x; = 0 para casi toda i € I}.
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Observacion. FEl submaddulo YX;crM; es el menor submddulo de M que con-
tiene a cada M;. Ademds, se tiene el morfismo o : ®;e;M; — M, con
regla de correspondencia (x;);e; — Sierx;. Notese que la imdgen de a es el
conjunto X;er M;.

Definicion 3.2.6. Si el morfismo « : @ierM; —> M es inyectivo, decimos
que el mddulo 31 M; es la suma directa (interna) de los submodulos M;. En
esta caso, se tiene que D M; = Y1 M,;.

Notacién. Cuando M; = M para toda i € I, usaremos IL;c;A; = Al y
DierA;i = AD.

Observacion. Como todo grupo abeliano M es un Z-mddulo, los conceptos
anteriores son vdlidos para cualquier grupo abeliano.

3.3. Mobdulos libres

Definicion 3.3.1. Sea M un A-mddulo. Decimos que M estd generado por
la familia (z;);c; de elementos de M si cada x € M se puede escribir de
la forma ¥cix;a;, donde a; € A y a; = 0 salvo para una cantidad finita de
indices.

Definiciéon 3.3.2. Si los coeficientes a; de la expresion x = Ycjx;a; estin
determinados de manera unica por x, decimos que la familia (x;);c; €s una
base para M.

Definicion 3.3.3. Un mddulo M es libre si existe una base {x;}ic; para M.

Proposicion 3.3.4. Un mddulo M es libre si y sélo si M = AD para algin
conjunto 1.

Demostraciéon. Notemos que A es un A-moédulo libre que tiene como
base al conjunto {e; };cs, donde e; es 1 en la componente j-ésima 1y cero en
cualquier otro caso. Ahora, si M es un grupo libre, tal que la familia {z;};cs
de elementos de M es una base, entonces la funciéon ¢ : AY) — M definida
por (a;)ier — Yiera;a; es un isomorfismo. En efecto, claramente ¢ es sobre
y la unicidad en la expresiéon de cada elemento x = ¥;c;x;a; € M hacen de
© una funcién inyectiva. O]

Observacion. Por la equivalencia entre Z-mddulos y grupos abelianos, se
sigue que un grupo abeliano G es libre si y solo si G = ZW | es decir, G es
la suma directa de grupos ciclicos infinitos.



Capitulo 4

Sumas Directas

4.1. Definicion

La definicién de suma directa interna que hemos dado ha sido para mo-
dulos. Esta definicion es valida para grupos abelianos, ya que estos son Z-
modulos. Veremos ahora otra forma de describir a la suma directa (interna)
para grupos abelianos:

Definicién 4.1.1. Sean A un grupoy B,C < A. Si A= B+C y BNC = {0},

decimos que A es la suma directa interna de los subgrupos B y C.

Observacion. La primera condicion equivale a decir que todo elementen A
se puede expresar como una suma de la forma b+ c con b € B yc € C.
La sequnda condicion, nos asequra la unicidad de dichas expresiones. En
efecto, si by +c1 = a = by + co entonces by — by = co — ¢1, con lo cual
by —by € BNC = {0}, asi como ca — ¢, € BN C = {0}, teniendo asi que
b1:b2 Y C1 = Ca.

Definicidon 4.1.2. Sean A un grupo y {B;}icr una familia de subgrupos de
A. Si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) A=YierB;,
i) para cada i € I, B;NX;4B; = {0},
decimos que A es la suma directa (interna) de los subgrupos B;.

Proposicion 4.1.3. Las definiciones 3.2.6 y 4.1.2 de suma directa (interna)
son equivalentes.

45
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Demostraciéon. Sean A un grupo y {B;}ic; una familia de subgrupos de
A tales que A = Y, B;. Supongamos que A es la suma directa interna
bajo la definicién 3.2.6. Ahora, como el morfismo « : ®;c;B; — A es un
monomorfismo y Im(a) = ¥;c;B; = A, entonces « es un isomorfismo. Esto
implica que para cada i € I, B;NX;B; = {0}. En efecto, en caso contrario,
sib =b=20b;, +---+0b;, conb, € B, b, € Bj, vy js # Jjr, para cada
s #r €{l,... n}, entonces los elementos

(Ti)ier = {7 | ; =0, para j # i, y v; = b;}
y
(vi)ier = {vi | y;, = bj, para s € {1,..., n}y y; = Oen cualquier otro caso}

son distintos en @7 B;, v ademas, son tales que a((z;)ier) = b = a((vi)ier),
contradiciendo que « sea un monomorfismo. Por lo tanto, se cumple la defi-
nicion 4.1.2.

Supongamos ahora que se cumplen las condiciones i) y ) de la definicion
4.1.2. Por la condicion i), se tiene que Im(a) = X1 B; = A, por lo que « es
un epimorfismo. La condicion i) asegura que la expresion de cada elemento
de A, como una sumas de la forma b;, +---+0b;, con b;, € B;, y js # jr, para

cada s # r € {1,... n}, sea unica. Esto quiere decir que a es una funcion
inyectiva, por lo que @®;crB; = Y1 B;, es decir, se satisface la definicion
3.2.6. O

4.2. Propiedades

Recordemos que si A es un grupo abeliano y p un primo, el conjunto
A, ={a€ Alola) =p* ke N}

es la p-componente del grupo A. Ademads, éste es un subgrupo de A en el
cual todo elemento tiene orden una potencia del primo p.

Teorema 4.2.1. Todo grupo abeliano de torsion A es la suma directa de sus
p-componente A,, donde p es un primo.

Demostraciéon. Sea II el conjunto de todos los primos. Veamos primero que
A =34, Sia € A, como A es un grupo de torsion, entonces o(a) = m,
para algin natural m. Ahora, si m = pj* -py? - ---- P es la descomposicion
en niimeros primos, para cada i € {1,...,k}, definimos los niimeros
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s "
m;=m-p;, " =m/p;".

Con esto en cuenta, se tiene que (my,msg,...,mg) = 1 por lo que existen
enteros si, So, ... Sy tales que symq + somg + - - - + spmy = 1. Esto nos lleva a

la igualdad
a = §1ma + Somsa + - -+ 4+ Spmia,

donde m;a € A,,, pues p;*(m;a) = ma = 0, para cada i. Esto muestra que
A =Y,cn4,.

Veamos ahora que A,N(A,, +A4,,+--+A4,,) = {0}, donde ¢, p1, pa, ..., s
son primos distintos. Si a € A, N (A, + A,, +---+ A,,), entonces a tendria
orden ¢", para algin r € N, y ademaés, a = a,, +ap, +---+a,,, con p;“a,, =0,
para alguna n; € N. De esto tltimo, se sigue que (py* - py* - --- - p?)a = 0,
con lo cual se tiene que

T 71

q" | pytopyeee Py

La propiedad de ser nimeros primos nos lleva a que ¢ | p;, para alguna
i€ {1,...s}, contradiciendo la eleccion de g. Por lo tanto,

Aq N (Am +Ap2 +"'+Aps) = {O}a
y asi, A = ®pen4,. ]

Ejemplo. Sea A =< a > un grupo ciclico de orden m. Sim = pi*-p5*-- - --pls
es la factorizacion completa de m en primos, y m; = m/p;’, entonces

A=@F | <ma >.

Notese que < m;a > es un grupo ciclico de orden p;'.

Ejemplo. La p-componente del grupo Q/Z es Z(p>). Asi, se sigue que
Q/Z = EBPEHZQ?OO)a

donde 11 es el conjunto de todos los primos.

Definicion 4.2.2. Sea B < A. Decimos que B es un subgrupo totalmen-
te tnvariante, si para cualquier endomorfismo n : A — A se cumple que
n(B) = B.
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Notemos que las p-componentes son subgrupos totalmente invariantes de
A.Sin:A—s Aes un endomorfismo y a € A,, entonces o(a) = p*, con lo
cual se sigue que

0 =n(pa) = p*n(a),
es decir, n(a) tiene orden una potencia de p.

Proposicion 4.2.3. Sean A, B, C grupos y

04820 —o.
una sucesion exacta corta. Las siqguientes condiciones son equivalentes:
(a) Existe f: B — A morfismo tal que f oo =idy.

(b) B es de la forma a(A) ® D con D < B, y B |p: D — C es un
1somorfismo.

(¢) FEziste g : C' — B morfismo tal que o g = idc.

Demostracién. (a) = (b). Supongamos que f : B — A es un morfismo
tal que foa =ids. Veamos que B = a(A) @ D, para algin D < B.Sibe B
entonces f(b) € A, por lo que (oo f)(b) = a(f(b)) € B. Asi,

(foa)(f(b)) = (feao f)(b) = fla(f(b)) € A.

Como por hipotesis f o a = 1idy, de lo anterior se sigue que

f() = fla(f(D))),

con lo que f(a(f(b)) —b) = 0. Esto implica que a(f(b)) — b € Ker(f), con
lo cual b € a(f(b)) + Ker(f), es decir, B = a(A) + Ker(f). Por lo tanto, si
definimos a D = Ker(f), bastaria demostrar que a(A) N Kerf = {0}.

Sea b € a(A)NKer(f). Entonces f(b) =0y b= «a(a), para alguna a € A.
Como f o« =1dy, se tiene que

0=f(b) = fla(a)) = (f o a)(a) = a.

Asi, a(a) =0y b= f(b) = f(a(a)) = f(0) = 0. Por lo tanto a(A)NKer(f) =
{0}.

Por otra parte, notemos que 8 |ger(p): Ker(f) — C es un isomorfismo.
En efecto, como B = a(A) @ Ker(f) y [ es suprayectiva, entonces
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C = B(B) = f(a(A)) + B(Kerf).

Como la sucesion es exacta, a(A) = I'ma = Kerf, por lo que f(a(A)) = 0,
con lo cual, se tiene que C' = S(Ker(f)). Esto quiere decir que § |ker(s) €5
un epimorfismo. Ahora,

Ker(B |kers) = Ker(8) N Ker(f) = a(A) N Ker(f) = {0},

por lo que 3 |ger(y) €s inyectiva. Esto muestra que 3 |gep(p) s un isomorfismo.

(b) = (a). Como B = «(A) @& D, para cualquier b € B existen tnicos
a(a) € a(A) y d € D tales que b = «a(a) + d. Esto implica también que el
elemento a € A para el cual b = «a(a) + d sea tinico. Con esto en cuenta,
definimos la funciéon f : B — A por b — a. Por la unicidad mencionada
anteriormente, f estd bien definida. Mas atn, si

b1 = afay) +dy y by = a(az) + do entonces
bl + b2 = oz(al + CLQ) + (d1 + dz),

por lo que

f(b1 +b2) = ar +az = f(b1) + f(ba),

lo cual muestra que f es un morfismo. Ahora, si a € A, se tiene que a(a)+0 €
By f(a(a)) = a, teniendo asi que f oo = idy.

(b) = (¢). Sean B = a(A)®@ Dy D < B,con B |p: D — C un
isomorfismo. Como D = (', dada ¢ € C hay una tnica d € D tal que
B |p (d) = c. Esta unicidad nos permite definir la funcion g : C' — D con
regla de correspondencia g(c) = d. Ahora, si g(c1) = dy v g(c2) = da, es decir,
dy y dy son tales que 5 |p (d1) =c1y B |p (da) = o, entonces por ser 5 |p
un morfismo se tiene que

B lp (di+ds) =0 1|p (di) + B |p (d2) = c1 + ¢,

teniendo asi que

glcr + ) =dy +da = g(c1) + g(c2).

Por lo tanto, ¢ es un morfismo.
Por otra parte, por como esta definida la funcion g, para cualquier ¢ € C,
se tiene que
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Bogle)=p|p(9(c)) =B |p (d) =c

mostrando asi que o g = ide.
(¢) = (b). Sea b € B. Como [(b) € C, entonces g(8(b)) = go (b) es un
elemento en B. Al volver a evaluar por 5 a esta dltima igualdad, se tiene que

B(g(B(b))) = Bog(B(b)).
Como o g = ide, esto ultimo implica que 5(g(5(b))) = 5(b) , por lo que

g(B() —be Kerp = a(A).

Esto equivale a decir que
be g(B(b))+ alA) € Img+ a(A)

es decir, B = a(A) + Im(g). Ahora, si b € a(A) N Im(g), entonces b = a(a)
para alguna a € Ay g(c) = b para alguna ¢ € C. Como «(A) = Ker(p),
entonces 5(b) = 0 por lo que

0=5(b) = B(g(c)) = Bogle) =c
Asi, b = g(c¢) = g(0) = 0, por lo que a(A) N Im(g) = {0}. Por lo tanto

B =a(A)® Im(g).
Por tltimo, como [ es suprayectiva y B = «(A) @ Im(g), entonces

C = B(B) = f(a(A)) + B(Imyg).

Ademas, como a(A) = Ker(3), se sigue que C' = B(Im(g)), es decir, § |1m(g)
es suprayectiva. Notemos también que

Ker(B |im) = Ker(8) N Im(g) = a(A) N Im(g) = {0},

por lo que el morfismo |1, es inyectivo. Por lo tanto, 8 | es un
isomorfismo. ]

Definicion 4.2.4. Sea B un subgrupo de A. Decimos que B es un sumando
directo de A, si existe un subgrupo C' de A tal que A= B ® C. En este caso,
llamamos a C' un complemento de B en A. Decimos también que C' es un
seudocomplemento de B si B+ C = B® C, es decir, si CNB = {0} y C es
maximal con esta propiedad.
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Observaciéon. Para demostrar que un subgrupo B de A es un sumando di-
recto, basta encontrar un complemento C' de B en A entre el conjunto de
subgrupos G < A tales que G N B = {0}.

Observaciéon. De la Proposicion 4.2.3, se sigue que D es un sumando directo
de A si y solo si existe n: A — D tal que el siguiente diagrama conmuta:

D——=A

i

D

Una caracteristica de cualquier subgrupo G de A totalmente invariante
es la siguiente:

Teorema 4.2.5. Sea A= B & C y G un subgrupo totalmente invariante de
A. Entonces G =(GNB)® (GNC).

Demostraciéon. Sean A = B® C y G < A totalmente invariante. Como
A es la suma directa de B y C, surgen de manera natural los morfismos
pp:A— By pc: A— C tales que hacen conmutativos a los diagramas
siguientes:

B—=Ay (C—/=A.

S

B C

Ahora, como G es totalmente invariante, se tiene que
pc(G) < Gy pp(G) <G,
asi como
pc(G) < Cypp(G) < B.

De esto ltimo, se sigue que pco(G) N pp(G) € BN C = {0}. Més aun, al
ser A= B ® C, cada g € G se escribe de manera tinica como g = b + ¢ con
be ByceC. Asi, pc(g) =cy pp(g) =b, es decir, g = pp(g) + pc(g). Esto
implica que G = pp(G) + pc(G). Ademas, como pc(G) N pp(G) = {0}, se
sigue que G = pp(G) & pc(G).

Ahora, como pg(G) es un subgrupo, tanto de G como de B, se tiene que
pe(G) < GN B, aligual que po(G) < GNC. Més aitin, si h € GNC, entonces
h = pc(h) € pc(G), por lo que pc(G) = G N C. Anadlogamente se cumple
que pp(G) = G N B, con lo cual concluimos que
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G=(GNB)a(GNCO).
O

Definiciéon 4.2.6. Sea B < A. Decimos que un subgrupo H de A es B-alto
si HNB={0} y si HS H' < A implica que H' N B # {0}.

Observacion. FEsto iltimo equivale a decir que H es maximal con respecto
a la propiedad de ser independiente del subgrupo B, es decir, que H es un
seudocomplemento de B. El lema de Zorn garantiza la existencia de subgrupos
B-altos. Obsérvese que si H es un subgrupo B-alto de A, se tiene que H+B =
HoB.

Observacion. Cualquier complemento C' de B en A es un subgrupo B-alto.
Mads ain, C contiene a cualquier subgrupo X totalmente invariante en A,
con X N B ={0}. En efecto, si A= B® C, para cualquier endomorfismo ¢
de A, se tiene que

e(X)=X<A=BaC.
Sea 1 la composicion de morfismos
p=A-" 0= A,
donde p es la proyeccion. Como X NB = {0}, se cumple que Y(X) =X C C.

Lema 4.2.7. Sean B un subgrupo de A y C' un subgrupo B-alto de A. Para
cualquier primo p y cualquier a € A, si pa € C entonces a € B ® C.

Demostracion. Notemos primero que, por ser C' un subgrupo B-alto de A,
B+C = B®C. Sean a € Ay pun primo tales que pa € C. Si a € C, entonces
a € B&C, por lo que supongamos que a ¢ C. Como C' es un subgrupo B-alto,
el subgrupo < C,a > contiene un elemento 0 # b € B, ya que C =< C,a >.
Asi, podemos escribir al elemento b como b = ¢ + ka, para alguna ¢ € C'y
k € Z. Mas atn, (k,p) = 1, pues de lo contrario, si p | k, entonces k = ps para
alguna s € Z. Esto implicaria que b = ¢+ ka = ¢+ s(pa) € C, contradiciendo
la hipotesis de BNC' = {0}. Por lo tanto, existen r y s tales que rk+sp = 1,
con lo cual

a =rka+ spa =1r(b—c)+ spa =rb+ (spa —rc).

Como pa € C, se sigue que spa—rc € C, demostrando asi que a € BC. O
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Lema 4.2.8. Sean B un subgrupo de A y C' un subgrupo B-alto de A. En-
tonces A = B @ C si y solo si, siempre que pa =b+c cona € A, b€ By
c € C implique que b = pb’ para alguna b/ € B.

Demostracion. —>) Supongamos que A = B® C' y que pa = b+ c. Si
a=b+c conb € Bycd e C, entonces

b+c=pa=pb+pc.

Por ser A la suma directa de B y de C, la expresion de cada elemento es
tnica, de donde se sigue que b = pb'.

(<= Supongamos ahora que, para cualquier primo p, cada vez que se
cumpla pa = b + ¢, se tiene que b = pb’ para algin V' € B. Bajo estas
hipotesis, el elemento a — b’ satisface las condiciones del lema anterior. En
efecto,

pla—V)=pa—pb =(b+c)—b=ceC,

teniendo asi que a — bV € A@ B. Como B & C es un subgrupo de Ay
b€ B, sesigue que a = (a—0)+0 € B®C. Notemos que esto implica
que el grupo cociente A/(B @ C') no tiene elementos de orden el primo p.
En caso de que p(a+ B® C) € B® C, se sigue que pa =b+cconb € B
y ¢ € C. Por hipotesis, esto implica que b = pb’ y por el lema anterior se
tiene que a — b € B@& C, con lo cual @ € B & C. Méas atn, A/(B & C)
no tiene elementos de orden finito. En efecto, en caso de tener uno, tendria
un elemento de orden primo. Por lo tanto, A/(B @ C') es un grupo libre de
torsion.

Por otra parte, si x € A es cualquier elemento, por la eleccion de C, se
tiene que el subgrupo < C,x > interseca a B en un elemento b” distinto de
cero. Al elemento 0" lo podemos escribir de la forma b” = ¢’ +[x. Notese que
[ #0, pues BNC = {0} y 0" # 0. Por lo tanto,

lr =V —-"e€B®C.

Esto altimo muestra que cualquier elemento z+B@®C, en el grupo A/(B&C),
tiene orden finito, por lo que A/(B @ C) es también un grupo de torsion.
Por lo tanto, la tnica manera en que el grupo A/(B @ C) sea tanto un
grupo de torsion, como un grupo libre de torsion, es cuando A/(B@® C') = 0,
lo cual nos lleva a que A= B & C. ]



Capitulo 5

Limites Directos

5.1. Definicién

Definicion 5.1.1. Sean {A;}ic; una familia de grupos abelianos e I un con-
Junto parcialmente ordenado, dirigido superiormente, tal que para cualquier
par de elementos 1,7 € I, con 1 < 7, existen homomorfismos Wf c A — A
que satisfacen las siguientes condiciones

1. 7wt Ay — A; es la identidad Vi € 1.
2. ik = 7r§-“ owf, para i < j < k, esto es,

j k
b ;
WfAZ—Z>AJ—J>Ak

En tal caso, diremos que el par {{ A1}, {7 }i<;} forma un sistema dirigido.

Si {{Aicr}, {7/ }i<;} es un sistema dirigido, consideremos a la suma di-
recta A = @, A;, de los grupos A; que conforman al sistema dirigido. Asi,
el grupo A contiene un subgrupo B, el cual est4 generado por todos los
elementos de la forma a; — 77 (a;) con i < j.

Proposicion 5.1.2. Todo elemento del subgrupo B es de la forma
4 = Qi + Qjy + -+ + a4,

donde a;; € A;;. Ademds, para cualquieri € I coni > iy, iy, ..., 1,, Se cumple
que

25
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(@) + 7 (ay) + -+ 7l (a;,) = 0.
Demostraciéon. Sean a un elemento de la forma a = a;, +a;, + -+ a;, €
i > 1,09, ... 4. Como 7! (a;,) + 7l (as,) + -+ 7 (a;,) = 0 entonces
a=a—0=a;+aj,+- - +a, - (7! (aiy) + sz(ab) + -+ (a;,))
= (ai, —m, (ai,)) + - + (a5, — 7, (ai,))
el cual es un elemento en B, ya que cada diferencia es un generador.

Por otra parte, notemos que cada elemento generador de B cumple la
propiedad. En efecto, si a = a; — 7 (a;) € B, para j > i (0 i < j) se tiene
m (a) = m (a;) — mj(w (a;)) = 7] (a;) — m (a;) = 0,
Asi, como todo elemento de B es una suma finita de generadores y A es un
sistema dirigido, podemos dar una k suficientemente grande tal que, sia’ € B
es de la forma

a = (a;, — 7l (a,)) + -+ (as, — 7" (az,))
yk>i4,...,00,701,- -, entonces

(mf; (aiy) = ()2 (@) + -+ (wf (i) = 7 (] (ai,)

= 7F (a;,) — mf (@) + -+ 7F (a;,) — 7F (a;,) =0
Il

Definicion 5.1.3. El limite directo del sistema dirigido {{Aicr}, {7 }i<;}
estd definido por el cociente de los grupos A = ®;c1A; y B, esto es:

@Az‘ = ®ierAi/B = A,

5.2. Propiedades

Observacion. Para cada i € I, existe un morfismo m; : A; — A, tal que,
para cualquier § con i < j, el diagrama

]

“|

A,

conmuta. Esto se sigue notando que, como a; — ) (a;) € B entonces
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a; + B =7 (a;) + B.

Al morfismo m; : A; — A, con regla de correspondencia a; — a; + B, se le
conoce como el morfismo candnico.

Veremos ahora que todo elemento a, € A, esta representado por una clase
en A/B de la forma a; + B, con a; € A;. Cualquier a, € A/B es de la forma
a, =a+ B,donde a =a;, +a;, +---+a;,,y a;,, €A;,, param=1,...,n.
Con esto en cuenta, podemos escoger una j > iy,..., 1, de manera que

a2y (ai,) € B,
ya que esto ultimo es igual a
ai, — 7, (ai,) + -+ a;, — 7 (a;,) € B.
J

Esto implica que a + B = X7 _7;

im

(a;,,) + B, por lo que al definir a a; como
la suma X7 _ 7 (a;,) € Aj, se tiene que

ay =a+ B =a; + B.

Notese que la j elejida no es tnica. De hecho, cualquier j > 44, ..., %, cumple
lo anterior.

Observacion. Por la manera en que se definid a cada m; : A; — As, y que
cada elemento a, € A, es de la forma a; + B, para algin a; € A;, se tiene
que el conjunto de grupos Im(m;), con i € I, cubre a A,.

Notemos también que si m;(a;) = 0, para alguna a; € A;, entonces a; € B.
En efecto, por la Proposicion 5.1.2, para cualquier j > i, se cumple que
7} (a;) = 0. Como consecuencia, se tiene la siguiente

Observacion. Si 7] es un monomorfismos para toda i,j € I, con i < j,
entonces m; es también un monomorfismos, Vi € I.

Observacion. Andlogamente, si Wf es un epimorfismo Vi < j, entonces m;
también lo es, para toda v € I. En efecto, hemos visto que cualquier a, € A,
estd representado por alguna clase de la forma a;+B, para algin j € I, ya; €
A;. Esto dltimo implica que 7;(a;) = a.. Ahora, dado cualquier morfismo m;,
existe k € I, con 1,7 <k, para la cual los siguientes diagramas conmutan

AN
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Como por hipdtesis mF : A; — Ay es suprayectiva y Wf(aj) € Ay, existe

a; € A; tal que wf(a;) = 7F(a;). Esto implica que

%

a, = mj(a;) = m(7} (a;)) = mi(7}(a;)) = mi(a;) € Im

teniendo asi que cada w; es un epimorfismo.

Los limites directos cumplen una propiedad universal en el siguiente sen-
tido:

Teorema 5.2.1. El limite directo A, del sistema dirigido {{Aics}, {m)Yic;},
satisface lo siguiente: si G es cualquier otro grupo para el cual existen mor-
fismos o; : Ay — G tales que, para cada © < j, los diagramas

A (5.1)

AjTj'G

son conmutativos, entonces existe un tunico morfismo o : A, — G tal que
todos los diagramas de la forma

()

A
A

——G

conmutan. El grupo A, junto con los morfismos m;, estan determinados por
esta propiedad, salvo isomorfismos.

Demostraciéon. Sean G un grupo y {o;}ic; una familia de morfismos tales
que hacen de los diagramas (5.1) conmutativos. Por lo notado anteriormente,
si a, € A,, entonces a, = a; + B, para alguna a; € A; e i € I. La conmutati-
vidad de los diagramas (5.1) hacen que la funcion o : A, — G con regla de
correspondencia o(a,) = o;(a;) esté bien definida. En efecto, si a, = a + B
con a = a;, +---+aj,i,...,0n € I, para cualquier ¢ > 71,...,%, se tiene
que a, = a; + B, donde

a; = Wfl(CLh) + -+ an(aln) - Az

Ahora, si j > i, entonces
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! (a;) = Wf[ﬂfl(ail) + -t (ai,)] = Wfl(an) Tt Wgn(ain)>

donde ng(ail) + -+ an(ain) = a; satisface que a; + B = a,. Como los
diagramas (5.1) conmutan, se tiene que

oi(a;) = oj(w)(a;)) = oj(ay).

Veamos ahora que o abre sumas. Sean a,,c, € A, dos elementos tales que

ax=a+Bcona=a;+---+a;,ya, €A, paras e {l,...,n}, asi como
cs=c+Bconc=cj +---+¢j, yc;, €A paracadar € {1,...,m}. Con
esto en cuenta, para cualquier [ > 11,...,%,, J1,- .., Jm, S satisface que

ay,=a+Byc,=c¢+ B,y a,c €A

Ahora, por ser m; y 0; morfismos, como l > i1,...,i, VI > j1,. .., Jm, S€ sigue
del diagrama
A—"=G
| A
A,

que
o(a, + ¢.) = o(a) + o(cr).
Asi, como o preserva la suma, o es un morfismo tal que
o omi(a;) = o(a.) = oia),
lo cual equivale a decir que, para cada i € I, el diagrama
A, _.q
ur
A,

conmuta.
Supongamos ahora que 17 : A, — G es un morfismo tal que hace con-
mutativos a los diagramas de la forma

A1L>G

BN

A

para cada ¢ € I. Observemos que para toda a; € A; et € 1,
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(0 —n)(mi(a:) = o(mi(a;)) — n(mi(a;)) = oi(a;) — oi(a;) = 0.

Esto quiere decir que el morfismo o —n manda a cada Im(m;) al elemento 0.
Como el conjunto de iméagenes I'm(m;) cubre a A,, se tiene que

(0 =n)(A.) =0,

es decir, 0 = n. Por lo tanto, o es Unica.

Veamos ahora la segunda afirmacion. Supongamos que el grupo Ag y los
morfismos 7; : A; — Ag tienen la propiedad mencionada, es decir, si G es un
grupo para el cual existen morfismos o; : A; — G que hacen conmtativos a
los diagramas

N

G

para cada ¢ < 7, entonces se tiene un dnico morfismo 7 : Ay — G tal que
los diagramas

conmutan Vi € [.
Ahora, por la conmutatividad de los diagramas

AP

A

y por cumplir Ay y {7;}ic; las hipotesis, tenemos para cualquier ¢ € I, los
diagramas

BN

Ao

conmutan, por lo que m; = To7;, Vi € I.
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Por otra parte, como A, también cumple la propiedad universal, se tiene
un tnico morfismo o : A, — Ag tal que los diagramas de la forma

Az'LAO

RNy

A

son conmutativos para cada ¢ € I, de donde se sigue que 7; = o om;. De estas
dos ultimas igualdades, se obtiene que

mi=Tor,=To(com)=(To0)om
asi como
T,=com=co(tor)=(0coT)oT,

para toda i € I. Esto quiere decir que la funcion 7 oo : A, — A, satisface
T oo(m(A;)) = m(A;) para cada i € I. Como el conjunto {m;(A;)}icr, con
i € I, cubre en su totalidad al limite directo A,, se tiene que 7 o0 = idy,.
Esto implica que o es inyectiva.

Por ser ¢ una funcion inyectiva, la sucesion

0‘—>A*L>Aoi>A0/U(A)—>0

es una sucesion exacta corta y ademaés, 7 : Ag —> A, es tal que Too = idy,.
Por la Proposicion 4.2.3, se tiene que o(A,) es un sumando directo de Ay,
con lo cual, Ay = 0(A,) & C donde C = Ag/o(A) y p |c: C — Ag/o(Ap)
es un isomorfismo. La unicidad del sistema {Ag, {7;}<s}, implica que C' = 0,
teniendo asi que o(A,) = Ap. Por lo tanto, o es un isomorfismo entre A, y
Ao. O

5.3. Ejemplos

Ejemplo. Consideremos un grupo A junto con todos sus subgrupos finita-
mente generados a los cuales denotaremos por A;, con i en el conjunto de
indices I. Si definimos la relacion < en I por i < j si y solo si A; es un
subgrupo de Aj, tenemos que I es un conjunto parcialmente ordenado por
<. Mds ain, si m : A; — A; son las inclusiones para i < j, entonces
{Aici}, {7/ }i<;} es un sistema directo. Afirmamos que
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ligA,-:A*%A.

Para cada i € I, si ;1 A; — A es la inclusion de A; en A, se cumple que
los diagramas de la forma

Ai _— A]

N

A

son conmutativos Vi < 7. Asi existe un unico morfismo o : A, —> A tal que
los diagramas

N

conmutan, para cada i € I, donde m; : A; — A, es el morfismo candnico.
Con esto en cuenta, se tiene que o o w; = 1; para toda i € I.

Notemos ahora que cada a € A tiene asignado un subgrupo menor finita-
mente generado, a saber, el subgrupo < a >. Si a este subgrupo lo denotamos
por Ay, para alguna k € I, afirmamos que la funcion

p: A— A,

definida por a — m(a) es un morfismo. Observemos primero que, para cada
a € A el subgrupo < a > es inico, por lo que la funcion ¢ estd bien definida.
Sean a,b,a+b € Ay <a>= Ay, <b>= A y<a+b>= A, para
k,l,nel. Asi, < a,b> es un elemento de nuestro conjunto de subgrupos de
A finitamente generados, por lo que también tiene asignado un A,,. Ndtese
que

<a><b><a+b>C<a,b>,

tentendo asi que k,l,n < m. Con esto en cuenta, se tienen los siguientes
diagramas conmutativos

AT A, A Ay A A,
W"l ;A ml A ”l A
A, A, A,

Como las funciones m", m", y 7" son las inclusiones entre los subgrupos
correspondientes, del primer diagrama se obtiene
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Tp(a+b) = Ty o (a + b) = mp(a + b) = mpy(a) + T (D),

pues T, es un morfismo. Por otra parte, del sequndo y tercer diagrama, se
Sigue que

m(b) = my, 0 (b)) = T (b) y me(a) = T 0 T (a) = T (a),
respectivamente. Por lo tanto, m,,(a) = mx(a) y mm(b) = m(b), por lo que
p(a+b) =mp(a+b) = mp(a) + T (b) = me(a) + m(b) = @(a) + ¢ (b).

Finalmente, veamos que o y @ son funciones inversas. St a € A, entonces
existe un k € I tal que < a >= A. Asi, como ocomy, = 1, donde v, : A, — A
es la funcion inclusion, se tiene que

ogo(a) =o(mg(a)) = oomp(a) = w(a) = a,

es decir, o0 o ¢ = ida. Para demostrar que ¢ o 0 = Ida,, observemos que,
como cada a, € A, tiene la forma a; + B con aj € A;, para alguna j € I, se
cumple que a, = mj(a;). Ahora, como los diagramas de la forma

A A,

1A

A

son conmutativos para cualquier j € I, se sigue que o(a.) = a;j. Ast, si
a. = aj + B, con a; € A;, entonces ¢ o o(a.) = ¢(a;) = mj(a;) = a.. Porlo
tanto, @ y o son funciones inversas, con lo que A, = A

Ejemplo. Sea C,, =< ¢, > el grupo ciclico de orden p™, conn =1,2,.... 5i
n < m, definimos los morfismos 7" : C,, — C,,, con regla de corresponden-
cia

7 (by) = plmm,

n

Esto nos define el sistema directo {{Cren}, {7 }n<m}, €l cual tiene asignado
el limite directo C.,.

Por otra parte, notemos que Z(p>) es un grupo donde todos sus subgrupos
propios son finitamente generados y éstos son de la forma Z(p*), para alguna
k € N; es decir, los subgrupos de Z(p™) son grupos ciclicos de orden p*. Por
lo notado y demostrado en el ejemplo anterior, se tiene que

Ci = Z(p™).



Capitulo 6

Limites Inversos

6.1. Definicion

Definicion 6.1.1. Sean {A;}ic; una familia de grupos abelianos e I un con-
Junto parcialmente ordenado, dirigido superiormente, tal que para cualquier
par de elementos i,j € I, con i < 7, existen morfismos 7Tg : Aj — A que
satisfacen las siquientes condiciones:

1. 7 Ay — A; es la identidad Vi € 1.

2. k=g’

i 7

owi, para i < j < k, esto es,

k “i 773
o Ak — A] — Al
En tal caso, diremos que el par {{Aier}, {7 }i<;} forma un sistema inverso.

Definicién 6.1.2. El limite inverso del sistema inverso {{ A}, {7 }ic;},
que escribimos como

A* = Limy,
<—

es el conjunto de coordenadas (--- ,a;,--- ) en el producto directo M;crA;,

tales que Wj(aj) = a;, para cualquier i < j.

K]
Observacion. Si denotamos al producto directo 11;c;A; por A, se tiene que
A* es un subgrupo de A. En efecto, si a,b € A*, entonces para cada i < j, las
coordenadas tanto de a como de b, satisfacen que Wg(aj) =a; y Wg(bj) = b,
con lo cual ﬂf(aj —b;) = a; — b;, para cada i < j, es decir a — b € A*.
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6.2. Propiedades

Observacion. Para cada i € I, podemos considerar el morfismo candnico
pi + ljerA;j — A; que a cada elemento del producto directo, le asigna su
coordenada i-ésima. Esto nos permite definir los morfismos

T = pi |art AY — Ay,

para cada © € I. Estos morfismos hacen que los diagramas

A T A,

|

A

J
sean conmutativos Vi < j, ya que, para cualquier 1 < j, si
_ *
a=(-,a;,...,a;,---) € A",
entonces T (a;) = a;, por lo que
7 ] (%

] om;(a) = ?f(aj) = a; = mi(a).

Observacion. Si todo morfismo m, con i < j, es inyectivo, entonces ; es

un monomorfismo para cualquier i € 1. En efecto, supongamos que cada W{
es una funcion inyectiva y que m;(a) = 0, para alguna a € A*. Dada cualquier
j € 1, podemos escoger k € I tal que i,j < k. Ahora, como i < k, entonces
el diagrama

A T A,
ﬂkt /
mk
Ap
conmuta, por lo que
¥ o mp(a) = mi(a) = 0.

Por ser Wf una funcion inyectiva, se sigue que mi(a) = 0. Por otra parte,

como también j < k, se tiene el diagrama conmutativo

AT A

|4

Ak

de donde se concluye que
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mi(a) = 7 o mp(a) = ¥ (0) = 0.

Como este argumento es para cualquier j € I, tenemos que la coordenada
j-ésima de a es 0, es decir, a = 0.

Observacion. Para cada i,j € I, con i < j, podemos definir el endomorfis-
mo

ei,j : HaGIAa — HaeIAa
dado por
(... 7a/i7"‘)a/j7”') — ( ,O,ai_ﬂg(aj),o,"'),

es decir, donde a lo mds la i-ésima coordenada no es cero. Al comparar esto
ultimo con la definicion de limites inversos, podemos ver que

ﬂi,jKer(Gm) = A*,

donde i,j corren sobre todas las parejas en I tales que i < j. En efecto, si
a€ A cona=(-,a;,...,a;5---) ei < j, setiene que a; = ) (a;). Esto
implica que a; — 7 (a;) = 0, siempre que i < j, por lo que

Qi,j(a):@,j(~~ ,ai,...,aj,"'):(0,...,@1'—71'?(01]'),0,"‘)
=(0,...,0,...),

es decir, a € Ker(0; ;). Como este argumento fue Vi < j, se sigue que
a€NKer(b;,).

Por otra parte, si a € NKer(0;;), al fijar una i € I, se cumple que cualquier
J > i satisface que la coordenada i-ésima de 0; ;(a) es a; — m (a;) = 0, por lo
que a € A*.

Proposicién 6.2.1. Sea un sistema inverso {{Aicr}, {7l Yic;} tal que cada
A; es un grupo topoldgico Ty y donde cada 7rf es un morfismo continuo.
Entonces, el limite inverso del sistema es un subgrupo cerrado en el producto
directo 1l;c1A;, dotado por la topologia producto, y donde cada proyeccion
m  A¥ —> A; es una funcion continua.
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Demostraciéon. Notemos primero que al dotar con la topologia produc-
to a Ilic;A;, cada proyeccion p; : IljcrA; — A; es continua. Ahora, si
(«++,ai ) € IerA; no esta en en A*, entonces existe i < j tal que a; #
W{(aj). Como cada espacio es Hausdorff, existen abiertos ajenos, U y V en
A;, tales que a; € U y wf(aj) € V. Como las proyecciones p; : I;c;A; — A;
son funciones continuas, (p;)'(U) es un abierto en IT;c; A;.

Por otra parte, como V es un abierto en A; y 7rg : Aj — A, es una funcion
continua, Z = (7/)~1(V) es un abierto en A;. Con esto en cuenta, (p;)~1(Z)
es un abierto en Il;c;A;, con lo cual, el conjunto W = (p;) 1 (U) N (p;) " H(Z)
es un abierto en Il;c;A;. Mas atn,

de donde se sigue que (--- ,a;,---) € W. Ademés, como todo
( N ,bj,"')EW

cumple que b; € U'y Wﬁ(bj) € V,porser Uy V ajenos, se tiene que b; # ﬂf(bj),
es decir, A*NW = @&. Esto muestra que el conjunto I1;c;A;\ A* es un conjunto
abierto en Il;c; A;, ya que todo elemento (- -, a;, -+ ) € I[;c;A; \ A* tiene un
abierto que lo contiene y es ajeno a A*. De esta manera, A* es un conjunto
cerrado.

Como cada proyeccion p; : Il;c; A; — A; es continua, satisface que si F’
es un cerrado en A;, entonces (p;)"*(F) es un cerrado. De esta manera, para
cualquier cerrado F' en A;,

(m) THF) = A 0 (py) T (F),

con lo cual (m;)"'(F) resulta ser cerrado por ser una interseccion finita de
cerrados. Por lo tanto, cada m; es una funcién continua. O

Por otra parte, al igual que los limites directos, los limites inversos tienen
la siguiente propiedad universal:

Teorema 6.2.2. El limite inverso A* del sistema inverso {{Aicr}, {7 }i<;}
satisface la siguiente propiedad: si G es un grupo para el cual existen mor-
fismos o; : G — A; tales que, para cada i < j los diagramas

G- A (6.1)
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son conmutativos, entonces existe un unico morfismo o : G — A* tal que
los diagramas

G2 A (6.2)

N

A;

conmutan para cada i € 1. Fsta propiedad es iunica salvo por isomorfismos.

Demostracion. Sean G un grupo y o; : G — A; una familia de morfismos
tales que, los diagramas de la forma (6.1), son conmutativos para toda i < j.
Definimos la funcion o : G — Il;c; A; por

U(Q) = ( te 7Ui(g>7 U 7Uk(g)7 te ) € HiGIAi7

es decir, o(g) es el elemento en el producto directo I1;c1 A; tal que la coordena-
da i-ésima de o(g) es 0;(¢g). Como los diagramas de la forma (6.1) conmutan
para toda ¢ < j, se sigue que

0i(g) =/ (0(9)), Vi < j,

lo cual muestra que o(g) € A*. Ademas, 0 : G — A* es un morfismo ya
que, por ser cada o; un morfismo, se satisface que

olgr+92) =01 +92), - ,01(g1 + 92), )
= ( 70i(gl) +0i(92)7"' 70k<gl) +0_k<92)7)
= (- y0ig1), - vowlgr), )+ (o oiga), o owlge), o)
=0(g1) + o(g2).

Por otra parte, para cada g € G e i € I se cumple que m;(c(g)) = 0:(g), es
decir, los diagramas de la forma (6.2) conmutan para cualquier i € I.

Supongamos ahora que ¢’ : G — A* es otro morfismo que hace con-
mutativo a los diagramas de la forma (6.2). Asi, para cada g € G, se tiene
que

mi(o'(9)) = 0:(g) = mi(o(g)),

lo cual quiere decir que
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para toda ¢ € I. Esto muestra que 0;(g) = 0d}(g). Como éstos valores son los
términos i-ésimos de o(g) y 0’(g), respectivamente, se sigue que o(g) = o'(g),
por lo que o es tnica.

Sean Ag un grupo y {7;}ic; una familia de morfismos que cumplen las
propiedades mencionadas. Con esto en cuenta, se tienen dos tinicos morfismos
o: Ay — A"y oy A¥ — A tales que, para cada ¢ € I, se cumple que
T, = m; 0 0, asi como m; = T; 0 0g. Esto nos lleva a que m; = m; 0 (0 0 0p) para
cada i € I, por lo que o o 0y se comporta como la identidad en A*. Como
0 o0y =1da~, 09 €s inyectiva, por lo que la sucesion

0 Ay 2% A* L5 (A/ker(op)) — 0

es exacta corta. Ademaés, por la Proposicion 4.2.3, se sigue que el grupo
00(A*) es un sumando directo de Aj. La unicidad del morfismo G — Ay,
para cualquier grupo G, implica que o¢(A*) = Ay, con lo cual Ay y A* son
isomorfos. O]



Capitulo 7

Grupos Topologicos

7.1. Definicion

El Axioma de Eleccion nos asegura que el producto cartesiano II;c;.X; es
no vacio si cada conjunto X; es distinto del vacio. De esta manera, si {X; }ie;
es una familia de conjuntos y Il;c;X; su producto cartesiano, se tienen de
manera natural las funciones proyecciones 7; : Il;c; X; — X, para cada
j € I. Notemos que las definiciones de producto cartesiano para grupos y pa-
ra conjuntos coinciden. Ahora, si cada X; es un espacio topolégico, podemos
dotar al producto cartesiano de una topologia 7,, que haga a cada proyeccion
una funciéon continua. Esta topologia tiene como sub-base al los conjuntos de
la forma 7' (U), donde U es un abierto en X,. A esta topologia se le conoce
como la topologia producto. Notese que la topologia producto es la topologia
més chica en el producto cartesian I1;c; X; que hace a cada proyeccion conti-
nua. En efecto, si 7 es una topologia en II;c; X; para la cual cada proyeccion
es continua, entonces por definicion, 7 contiene a los conjuntos de la forma
7 1(U) para cualquier abierto U en X,, y cualquier a € I. Obsérvese que

(0%
los abiertos béasicos en 7. son de la forma

Hie[ Ui;

donde U; = X, salvo para una cantidad finita.

Otra topologia en el producto cartesiano se obtiene al considerar los con-
juntos de la forma Il,c;U,, donde U, es un abierto en X,. A esta topologia
se le conoce como la topologia caja, y la denotamos por ..

Observacion. Cuando se tiene una cantidad finita de espacios topoldogicos
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X1, Xo, ..., X,, las topologias caja y producto coinciden. Como cada m; * (U;)
es equivalente al subconjunto

X1X"'XXZ‘_1><UZ‘><XZ'+1X-"XX”,

en el producto cartesiano 11", X;. Se sigue que m; ' (U;) es un abierto de la
topologia caja, por lo que 7, C 7.. Por otra parte, cualquier producto de la
forma TI7_,U; es la interseccion finita de los conjuntos w; ' (U;), es decir,
e, U; = N ym; Y(Uy), con lo cual 7. C 1,. Por lo tanto, las topologias caja
y producto coinciden.

Definicion 7.1.1. Un grupo abeliano A es un grupo topoldgico si tiene asig-
nada una topologia T para la cual las operaciones del grupo

(a,b) — a+byar— —a,

son funciones continuas. En este caso, A X A tiene la topologia producto o
caja.

Observacion. Si A es un grupo topoldgico y a € A es un elemento fijo,
entonces tanto la funcion constante x — a como la funcion identidad x —
x son funciones continuas de A en A. Ahora, estas funciones inducen la
funcion continua T : A — A X A con regla de correspondencia x — (a, ).
Al componer la funcion T con la operacion aditiva del grupo, obtenemos la
funcion continua T, : A — A con regla de correspondencia

rT+——a-+x.

Ndtese que por el mismo argumento, T_, es también una funcion continua
y es inversa de T,, lo cual muestra que T, es un homeomorfismo. Ast, las
traslaciones en un grupo topoldgico abeliano son homeomorfismos.

Por la observacién anterior, decimos que un grupo topolégico A es un
espacio homogéneo; esto es, para cualquier a,b € A existe un homeomorfismo
T : A — Atal que T(a) = b. Ademés, por lo notado anteriormente, para
cualquier a € A, se cumple que:

U es un abierto de a si y s6lo si U — a es un abierto del elemento 0.

Esto quiere decir que la topologia en A queda definida por el filtro de vecin-
dades abiertas del 0. Este filtro sigue haciendo a las operaciones del grupo
continuas en el (0,0) y 0, respectivamente, es decir, el filtro satisface:
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(G1) Para cada U € F, existe V € Ftalque V+V CU.
(G2) Si U € F entonces —U € F.

Reciprocamente, si F es un filtro en el grupo abeliano A, para el cual
0 €U, VU € Fy F satisface las condiciones (G1) y (G2) antes mencionadas,
entonces existe una tnica topologia en A, tal que A es un grupo topolégico
y JF es un sistema de vecindades del 0. Supongamos que F es un filtro que
satisface que 0 € U, para cualquier U € F, y las propiedades (G1) y (G2).
Definamos al conjunto 7 = {a+U | a € A,U € F}, junto con el conjunto &.
Notemos primero que F C 7y que, por ser F un filtro, se tiene que A € F,
es decir, A € 7. Veamos que, en efecto, 7 cumple las propiedades de ser una
topologia. Si a+U y b+ V son dos abiertos, afirmamos que (a+U)N(b+ V)
es vacia o es de la forma ¢+ U N V. Si la interseccion es no vacia, entonces
existe c€ Atalque a+u; =c=b+ v, conu; € Uy v, € V. Ahora, si d es
cualquier otro elemento en la intersecciéon, entonces a + uy, = d = b + v4, con
uy € U y vy € V. Nétese que ug —uy =d — ¢ = vg — vy, donde ugy —uy € U
y v —vy € V, lo cual implica que d —c € UNV, es decitr,d € c+UNV.
Como U NV € F, siempre que U,V € F, entonces

(a+U)NB+V)=c+UNV.

Por lo tanto, (a + U) N (b+ V) es un elemento en 7, con lo cual, cualquier
interseccion finita N*_,a; + U; es vacia o es de la forma a+ U. Obervemos que
esto ultimo implica que la interseccidon de dos uniones de abiertos de la forma
Usera; + U; v Usesb; + U; , vuelve a ser un conjunto de la forma U;cic; + Us.

Por otra parte, al considerar la union de elementos U;es(a; + U;), si to-
mamos una j € J fija, tenemos que a; + U; C Ues(a; + U;), por lo que
U; C Ujey(la; — a;] + U;). Como F es un filtro, Uies(a; — a;) + U; € F, de
donde se sigue que

Uies(ai + Us) = aj + (Uies(a; — a;) + U;) € 7.

Lo anterior muestra que 7 es cerrado bajo intersecciones finitas y uniones,
teniendo asi que 7 es una topologia en A.

En vista de lo anterior, el conjunto a+ U, con U € F, es un sistema fun-
damental de vecindades de a. Como el filtro F cumple la propiedad (G2), la
operacion de tomar el inverso en el grupo es continua en cualquier elemento
a € A, por lo que también es continua en todo A. Ahora, la operacion aditiva
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del grupo A x A — A, con regla de correspondencia (a,b) — a+ b es con-
tinua si y solo si cada proyeccién w4, en cada entrada del producto, es una
funcion continua. Como el filtro F cumple la propiedad (G1), ambas proyec-
ciones son continuas, por lo que la operaciéon aditiva del grupo es continua.
Por lo tanto, A es un grupo topolégico y F es un sistema de vecindades del
0.

Observacion. De lo anterior, podemos decir que todo grupo topologico es
un espacio homogéneo, ya que las vecindad en cualquier punto a € A son
vecindades homeomorfas a las vecindades bdsicas del 0.

Observacion. Si H es un subgrupo de un grupo topoldgico A, entonces H
es abierto si y solo si contiene un punto interior. Esto se debe a que, como
las traslaciones son homeomorfismos, si un punto en H estd en el interior
de H, entonces cualquier otro punto en H también lo estd.

7.2. Topologias lineales

A continuacién, veremos que en cualquier grupo abeliano A, todo filtro
en la reticula de todos los subgrupos de A, donde la relacién de orden esta
dada por la inclusion, da lugar a una topologia en el grupo A. Ademas, bajo
estas condiciones, las operaciones del grupo son funciones continuas. De esta
manera, si A es un grupo y L(A) es el conjunto de todos los subgrupos de
A, al tomar la contencion C como orden parcial, se tiene que L(A) es una
reticula completa, ya que para cualquier par de subgrupos By C de A, BNC
y BVC son los minimos y méximos, respectivamente, donde la yunta significa
el subgrupo generado por B y por C.

Sea F un filtro en la reticula L(A). Como todo subgrupo tiene al elemento
neutro 0, veremos que podemos tomar a los subgrupos U € F como una base
de vecindades abiertas del 0, con lo cual, la topologia quedaria determinada
por los abiertos de la forma a + U, con U € F y a € A. Esto quiere decir
que las clases laterales de los subgrupos U en F son conjuntos abiertos. Si
Uy, Us € F, la interseccion de dos clases (a; + Uy) N (ag + Us) es vacia o es
una clase de la forma a + U; N Us, por lo que vuelve a ser un abierto de la
topologia, asi como la unién arbitraria de abiertos de la forma a + U, vuelve
a ser un elemento en F. Basta demostrar que se cumplen las propiedades
(G1) y (G2) antes mencionadas.
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Sea (a,b) € Ax Atal que (a,b) — a+b. Al tomar la vecindad (a+b)+U,
con U € F, se tiene que, para las vecindades a + U y b+ U, de a y b
respectivamente, se cumple que (a + U, b+ U) — (a + b) + U, puesto que
U es un subgrupo de A. Esto muestra que la operaciéon aditiva del grupo es
continua. Por otra parte, como la operaciéon de tomar inversos en el grupo
es un morfismo de A — A, para cualquier subgrupo U € F, se tiene que
—U CU. Asi,siae Ay U € F, al tomar la vecindad —a + U, se sigue que
(a+U) — —a+U. Por lo tanto, la operacion de tomar inversos es continua,
con lo cual A es un grupo topolégico. A esta topologia se le llama la topologia
lineal en A, generada por el filtro F.

Proposicién 7.2.1. Sea F un sistema fundamental de vecindades abiertas
del cero en A. Entonces, para cualquier U € F existe V € F tal que

V4 (=V)CU.

Demostracion. Como el grupo A es un grupo topolégico, la funciéon f: A x
A — A definida por (a, b) — a—b es continua, puesto que las proyecciones
en cada entrada del producto, es decir, las funcionesde Ax A — Ay A —
A, con regla de correspondencia (a,b) — a 'y (a,b) — —b, respectivamente,
son funciones continuas. De esta manera, si U € F es una vecindad abierta
del 0, por la continuidad de f, se tiene que f~1(U) es un abierto que contiene
al (0,0). Por lo tanto, existen abiertos A y B del 0 tales que Ax B C f~1(U).
Por otra parte, como ANB es un abierto que contiene al 0, existe una vecindad
V e F tal que V C AN B, lo cual implica que

VxVCAxBcCfYU),
estoes, V+ (=V)cCU. O

Definicion 7.2.2. Un anillo topoldgico es un anillo A dotado de una to-
pologia que hace del grupo aditivo de A un grupo topoldgico y tal que la
multiplicacion (a,b) — ab es una funcion continua de A x A — A.

Observacion. Como en cualquier anillo A, podemos escribir
ab — agbo = (a — ao)(b —bo) + (a — ao)bo + ao(b — bo),

para que la multiplicacion sea una funcion continua en el anillo topologico
A, basta pedir que
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s Para cada a € A, las funciones x — xa y x — ax sean continuas en
el 0.

» La funcion (a,b) — ab sea continua en el (0,0).

Por lo tanto, en cualquier anillo topolégico A, el filtro F de vecindades
del 0 ademaés de satisfacer (G1) y (G2), satisface:

(R1) Paracadaa€ Ay U € Fexiste Ve FtalqueaV CcUy VacCU.
(R2) Para cada U € F, existe V € F tal que V-V C U.

Asi mismo, si A es un anillo con un filtro F de subconjuntos, los cuales
todos contienen al 0 y F satisface (G1), (G2), (R1), (R2), entonces existe
una Unica topologia en A, que lo hace un anillo topolégico, en donde F es
un sistema de vecindades de abiertos del cero.

7.3. Propiedades

Proposicion 7.3.1. Sean A un grupo topoldgico y F un filtro de L(A). Para
la topologia en A generada por F, los siguientes enunciados son equivalentes:

i) La topologia es de Hausdorff.
iii) {0} es un subgrupo cerrado.

Demostraciéon. i) = ii). Como F es un sistema de vecindades del 0, lo
podemos dirigir con la relacion < definida por U < V siy s6losi V C U. De
esta manera, se tiene que cualquier red de la forma {zy}yer, con xy € U,
converge al 0. Ahora, si a € NyerU, entonces la red constante {yy}yer,
donde yy = a, YU € F converge tanto a a, como al 0. Al ser el grupo
topologico de Hausdorff, se tiene que a = 0.

i1) = 1). Sea F un sistema de vecindades abiertas del 0, tal que NyexU =
{0}. Sean a,b € A, con a # b. Entonces a — b ¢ NyexU, por lo que existe
una vecindad U € F del 0 para la cual a — b ¢ U. Por la Proposicion 7.2.1,
existe V € F una vecindad abierta del 0 tal que V=1 +V C U. Ahora, como
a—b¢ U, entoncesa—b & V1+V, porloque (a—b+V)NV = &. Como las
traslaciones son homeomorfismos, se tiene que al aplicar la traslacion Tj a los
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abiertos a—b+V y V, se obtienen los abiertos a+V y b4V, respectivamente.
Notese que (a+V)N(b+V) = &y que a+V y b+ V son vecindades abiertas
de a y de b, respectivamente. Por lo tanto, el espacio es de Hausdorff.

i1) = ii) Sea a € A, con a # 0. Entonces existe U € F para el cual
a ¢ U. Por la Proposicion 7.2.1, existe V € F tal que V + (=V)) C U, por lo
que a ¢ V 4 (=V). Esto implica que (a+ V)NV = @. Por lo tanto, a+V es
un abierto que contiene a a y es tal que 0 ¢ a+ V', pues 0 € V. Esto muestra
que A\ {0} es abierto, teniendo asi que {0} es un subgrupo cerrado.

i1i) = 1ii). Como el grupo topoloégico A es homogeneo, si {0} es un
subgrupo cerrado, entonces para cualquier a € A, el conjunto {a} es cerrado
en A. Esto muestra que el grupo topologico A es Tj. Ahora, si a # 0, existe
un abierto U € F tal que 0 € U y a ¢ U, por lo que a ¢ NyerU. Por lo
tanto, mUGFU = {0} O

Definiciéon 7.3.2. Decimos que un espacio topologico es primero numerable
st todo elemento tiene una base local de cardinal numerable.

En este caso, si Uy,Us,...,U,,... es un sistema de vecindades, entonces
U, UiNU,, ..., U;N---NU,, ... también es un sistema de vecindades abiertas
locales, por lo que sin pérdida de generalidad podemos suponer que el sistema
de vecindades de abiertos forma una sucesion decreciente.

Observacion. Todo subgrupo abierto B de A es también cerrado. FEn efecto,
el complemento de B en A es de la forma U,¢pa + B, donde cada a + B es
un abierto en la topologia. Esto quiere decir que el complemento de B es una
union de abiertos, teniendo asi que Uygpa + B es un conjunto abierto. Por
lo tanto, B es cerrado.

En particular, si F es un sistema de vecindades abiertas del cero, cualquier
U € F es tanto abierto como cerrado, lo cual nos lleva al siguiente

Teorema 7.3.3. Sea F un filtro en L(A). Si la topologia generada por F en
A es de Hausdorff, entonces A es un espacio topoldgico 0-dimensional.

Demostraciéon. Sean A un grupo topologico T> y F un sistema de vecin-
dades abiertas del 0. Como el grupo topologico es homogéneo, basta ver la
dimension en el elemento 0. Ahora, por la observacion anterior, cada U € F
es abierto y cerrado, por lo que Fr(U) = @, VU € F. De esta manera, la
dimy(A) = 0, teniendo asi que dim(A) = 0. O
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7.4. Ejemplos

Ejemplo. Si A es un grupo abeliano, la topologia Z-ddica en A tiene como
sistema de vecindades abiertas del 0 a los subgrupos de la forma nA, donde
n € Z \ {0}. Esto muestra que la topologia Z-ddica es primero numerable.
Notemos también que, para los subgrupos nA, se cumple que n(A/nA) = {0}.

Definiciéon 7.4.1. Decimos que un grupo U es acotado, si existe m € N tal
que m(A/U) = {0}.

Observacion. La topologia Z-ddica es la topologia lineal generada por los
subgrupos U de A tal que U es un subgrupo acotado. Ademds, la topologia Z.-
ddica es de Hausdorff si y solo si NpennA = {0}. A esta dltima interseccion
se le conoce como el subgrupo de Ulm. Por lo tanto, la topologia generada
por los subgrupos nA es Ty si y sélo si el subgrupo de Ulm es trivial.

Ejemplo. La topologia p-ddica en el grupo A tiene como base fundamental
de vecindades del 0 a los subgrupos de la forma p*A, con k € N. En este
caso, el filtro F en L(A) estd formado por los subgrupos U de A tales que
AJU es un p-grupo.



Capitulo 8
Completaciéon Topologica

En esta seccidon, daremos una construccion de la completacion topologica
de un grupo topologico A en términos de redes de Cauchy y otra usando
limites inversos.

8.1. Redes convergentes y de Cauchy

Sean A un grupo topologico y F un filtro en L(A). Como vimos ante-
riormente, F es un sistema bésico de vecindades del 0, el cual define una
topologia lineal en A. Si etiquetamos a cada elemento de F con un elemento
del conjunto I, y definimos la relaciéon en I por ¢ < j siy s6lo si U; < U,
entonces / es un conjunto parcialmente ordenado por <. Mas ain, I es un
conjunto dirigido ya que los elementos de F forman un sistema de vecindades
del 0. Por lo observado en los preliminares, se tiene una biyeccion entre el
conjunto de redes en A, etiquetadas por el indice I, y funciones de I en A.
Esto nos lleva a la siguiente

Definicion 8.1.1. La red {a;}icr en el grupo topoldgico A converge al limite
a € A si para cada i € I existe j € I tal que a, € a + U;, para toda k > 7.
En este caso, lo denotamos por {a;}ic; — a.

Observacion. Como cada U; es un subgrupo de A, son equivalentes a; €
a+U; ya,—a € U, por lo que usaremos esta iltima notacion a lo largo
de la seccion. Se sigue también que, si {a;},c; converge al elemento a € A,
entonces cualquier subred cofinal es convergente y converge a a.

79
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En este capitulo, nos interesaremos en redes convergentes {b;}ic; — a
tales que, para cualquier ¢ € I, se tiene que b, — a € U; para toda k > i. A
estas redes las llamaremos nitidas y diremos que la red converge de manera
nitida.

Definiciéon 8.1.2. Una red {a;}icr en el grupo topoldgico A es de Cauchy si
para cualquier 1 € I, existe j € I tal que ap, —a; € U;, VI, k > j.

Observacion. Como los conjuntos U; son subgrupos de A, se tiene que ay —
a; € Uy y ay — a; € U; implican que a, — a; € U;, por lo que ser de Cauchy
es equivalente a que ap — a; € U, para toda k > j. De manera similar,
toda subred cofinal de una red de Cauchy es también de Cauchy. Ademds, si
una subred cofinal, de una red de Cauchy converge, entonces la misma red de
Cauchy converge y ambas convergen al mismo valor.

Consideraremos redes de Cauchy {b;}.c; tales que, para cada i € I, by, —
b; € U;, Vk > i, es decir, j coincide con i. A este tipo de redes, las llamaremos
redes nitidas de Cauchy.

Observacion. Si {b;}ic; es una red de Cauchy y converge al limite b, en-
tonces la red converge de manera nitida a b. En efecto, si 1 € I, como la red
{b;}ic1 es de Cauchy, se tiene que b, —b; € U;, Yk > i. Por otra parte, como
{bitier —> b, para i € I, existe j € I tal que by — b € U; para toda k > j.
Ademds, como el conjunto I estd dirigido, existe jo tal que 1 < jo y 7 < Jo.
Con esto en cuenta, se sigue que bj, —b € U;, asi como b, — b; € U;. Al ser
U; un subgrupo de A, se cumple que

b; — b= (bj, —b) — (bj, — b;) € Uj.
De esta manera, si k > 1 entonces by — b; € U;, por lo que

Notemos que esto ultimo tmplica que b, — b; € U;, Yk > 4. Por lo tanto, la
red converge de manera nitida a b.

Definiciéon 8.1.3. Un grupo topologico A es completo si la topologia es de
Hausdorff y si toda red de Cauchy en A tiene un punto limite en A.
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8.2. Topologias producto y caja

Sean {A;}ic; una familia de grupos topologicos, cada uno dotado por
la topologia lineal definida por el filtro F; en L(A;) y el producto directo
G = Il;cjA;, junto con las proyecciones canonicas m : Il;c;A; — A, La
topologia producto 7, en G es la topologia que tiene como sub-base a los
conjuntos de la forma 7 !(U,), donde U, € F, y s € J. Esto quiere decir que
los abiertos de la topologia producto son uniones de abiertos bésicos de la
forma

w7 (Us) NN N (Us,),

S1 Sn

donde U,, € Fs, ¥ S1,...,5, € J. Obsérvese que, como cada proyeccion 7
es un morfismo, los conjuntos 7, !(U;) son subgrupos de G, para cualquier
U; € Fj, por lo que estos subgrupos forman un sistema de vecindades del 0
que cumple las dos propiedades que hacen a 7, ser una topologia lineal en G.
Claramente, 7, hace de cada proyeccion m; un morfismo continuo y abierto.
Maés atin, 7, es la topologia mas chica que hace de las proyecciones funciones
continuas y abiertas.

Otra topologia que podemos asignar al producto directo G = Il;cjA; es
la que llamamos topologia caja, la cual denotamos por 7.. Observemos que,
sin perdida de generalidad, podemos usar un conjunto I para etiquetar a los
elementos de cada filtro F,, con s € J, ya que, en caso de ser necesario,
se pueden repetir las elecciones de elementos en I hasta cubrir de manera
total a cada sistema de vecindades. Asi, para cada t € J, denotaremos a su
sistema de vecindades del 0 por {U;, }ie;. Notemos que si j > 4, entonces
Uy, < Uy, para cada t € J, pero puede suceder que U;;, = Uy, para j e
¢ no comparables. Con esto en cuenta, la topologia caja tiene como base
fundamental de vecindades del 0, a los subgrupos de G de la forma Il;c;U;, ==
U, con i« € I. Esta topologia vuelve a ser lineal y ademéas, como U] <
7, (Uy,), para cada t € J, podemos partir al subgrupo 7, 1(U;,) en clases
laterales inducidas por U/, es decir,

Como 7, es una topologia lineal, cada clase lateral, de un basico, es un abierto,
por lo que esta tltima unién resulta ser también abierta. Esto muestra que
7, C T, lo cual implica que las proyecciones m son también continuas y
abiertas con la topologia 7.
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Observacion. Cuando cada A; estd dotado de la topologia Z-ddica (p-ddica),
la topologia caja del producto Myc;A; coincide con la topologia Z-ddica (p-
ddica) de Tle j Ay

Notese también que en la topologia caja, puede depender la manera en la
que los Uy, se han etiquetado.

La ventaja de la topologia caja en el producto directo, es que podemos
usar un mismo conjunto I para etiquetar a las redes. Con esto en cuenta, si
G = Il;e A tiene la topologia caja v {(g:)}ier es una red de Cauchy (niti-
da) en G, entonces cada proyeccion {m;((g;))}ier forma una red de Cauchy
(nitida) en A;. El converso también es cierto, {(g;)}icr es una red nitida de
Cauchy si para cada t € J, {m((g:))}:er es una red nitida de Cauchy. Este
argumento demuestra la siguiente

Proposicion 8.2.1. Un producto directo ;e A; es completo en la topologia
caja st y solo si toda componente Ay es completo en su topologia lineal.

8.3. Completacién topologica por filtros

Sean A un grupo topolédgico y {U;}ic; una base de vecindades del cero.
Cada red {a;}icr en A se puede identificar de manera tnica con un elemento
del producto directo G = Al = Il;c;A;, con A, = A para toda 4, bajo la
correspondencia

{askier — (- Lag, - ag, ).

Como estamos considerando redes nitidas de Cauchy, denotaremos por C' a
la imagen de todas las redes nitidas de Cauchy bajo esta ultima correspon-
dencia. Notese que C' < G, donde la suma de dos redes nitidas de Cauchy
estd definida en cada término i-ésimo; el inverso aditivo de {a;};cs es la red
{—a;}ic;. Por otra parte, denotaremos por E a la imagen del conjunto de
todas las redes nitidas en A que convergen a 0, bajo la correspondencia antes
mencionada. Notese que E es un subgrupo de C', ya que como se vio ante-
riormente, toda red de Cauchy convergentente, es una red nitida de Cauchy.
En este caso, la suma de dos redes nitidas convergentes al 0, convergen a la
suma 0 4+ 0 = 0, de los puntos limites.

Proposicion 8.3.1. El conjunto E es cerrado en C, con la topologia producto
y la topologia caja.
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Demostracion. Basta demostrar que toda red convergente de elementos
en E, converge a un elemento en E. Sea {g;}je; — {bi}icr una red de
redes convergentes, es decir, cada g; = {gj, }ics s una red nitida de Cauchy
convergente a 0.

Consideremos primero a C' con la topologia caja. Como {g; };c; converge
a {b;}icr, para ¢ € I y el abierto basico U}, existe j; € J tal que

{9k tres — {bi}ier € UF, Yk > jy,

lo cual implica que g, —bs € U;, para cualquier s € I y Vk > j;. Ahora, como
cada {gj, }ier converge de manera nitida a 0, si [ > 4, para cada {gj, }icr se
tiene que g;, — 0 = g;, € U;. Por lo tanto, si escogemos m > ji, de lo anterior
se sigue que, Vj > 4, g, € U; ¥ gm,; — b; € U;. Como U; es un subgrupo, se
sigue que
bj = Gm; — (bmj — b]) - Ui, V] > i,

lo cual muestra que {b; };c; converge de manera nitida al 0, es decir, {b; }ics €
E.

Consideremos ahora a C' con la topologia producto. Sea i € I y el abierto

bésico m; 1(U;). Como la red {g;};c; converge a {b;}icr, para jo € J existe
ko € J tal que

{g;}ics — {bi}ics € 7 1 (U;), para cualquier j > ko.
Esto quiere decir que, para toda red {g;};jecs, con j > ko, se satisface
{95 Yier = {bi}ier € 77 1(U3),

lo cual implica que 7;({g;, }ier — {bi}ier) € Ui, es decir, g;, — b; € U;. Por
otra parte, como cada red {g;};e; converge de manera nitida al 0, si [ > 1,
entonces g;, — 0 = g;, € U;. En particular, para cualquier j > ko, se cumple
que g;, — b, g;, € U;. Por ser U; un subgrupo, se tiene que

bi = gj, — (g5, — bi) € Us.

Finalmente, como {b;};c; es una red nitida de Cauchy, si | > ¢ entonces
b, — b; € U;. Estas dos tultimas observaciones implican que b; € U;, para toda
[ >i. Por lo tanto, {b;},cs € E. O]

Esta proposicion implica que el espacio cociente A= C'/E resulta ser
un espacio topologico de Hausdorff, con cualquiera de las dos topologias
inducidas por GG. Mas atn, se tiene el siguiente
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Lema 8.3.2. Las topologias producto y caja en G = Ilje1 A; inducen la misma
topologia en A.

Demostracién. Como U < 7, *(U,,) para toda t, entonces
CNU;+E<Cnm (U, + E,

por lo que basta ver que para cualquier abierto U € 7., en la topologia
inducida en A por 7., existe un abierto 7T]-_1(Uk) € 7,, en la topologia inducida

en A por 7,, tal que
Cnm ' (Uy)+E<CNU; +E.
Por la ley modular, para los grupos £ < C'y 7T;1(U]€> de A’ se tiene que
E+(Cnn'(Uy) = (E+C)nw; ' (Ux) = C Ny (Up),

por lo que basta demostrar que C' Nw; ' (Uy) < CNU; + E.

Sea U} un abierto basico de 7. y {a;}ie; una red nitida de Cauchy con-
tenida en 7; 1(U;). Como {a;}icr € C N, (Uy), {ai}icr es una red nitida de
Cauchy y a; = (mi{ai}ier) € U;. Mas atin, como a; — a; € U; para toda j > i
y U; es un subgrupo, entonces a; = a; + (a; + a;) € U;. Con esto en cuenta,
definamos las redes {b; }ic; v {c¢i}ier por

_Jbj=a; sij>i _Jei=a; sig <

{bitier = {bj:O sij<i y {Ci}iel—{cjzo sij >
Notemos que {b;}ic; es una red de Cauchy contenida en U}. En efecto,
como la red {a;};c; es nitida, dada s € I, se tiene que Vk > s, la resta
ay — as € U,. Ahora, por ser I un conjunto dirigido, para ¢ y s, existe j €
tal que 7 > iy 7 > s. De esta manera, para cualquier k > j, se cumple que
k > j > 1, por lo que by = ay, asi como b; = a;. También, al ser 7 > sy

k > s, se cumple que a; — a, € Uy, al igual que a; — as € U,. Por lo tanto,

by —bj = ay — a; = (ax — as) — (a; — as) € U,

mostrando asi que {b;};e; es una red de Cauchy. La segunda afirmacion se
sigue observando que a; € U;, para toda j > 1.

Para la red {c¢;};cs, €l razonamiento es totalmente anélogo salvo que en
este caso, la existencia de j € I, tal que 7 > sy j > i, implica que para
cualquier £ > j, los términos ¢, = 0y ¢; = 0, de donde se sigue que ¢, —¢; =
0—0 =0 € Us. Esto ultimo muestra que la red {c;};c; converge al 0, ya que
para cualquier 7 € I y k > j, se cumple que ¢, —0=0—0=0 € U,. Por lo
tanto, {¢;}ier € E'y {bi}ier € UF N C. Se sigue que
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{aitier = {bitier +{citier e CNU; + E,
por lo que C N7 ' (Uy) < CNU; + E. O

Observacion. Una consecuencia del lema anterior es que para el grupo to-
poldgico A, el conjunto de proyecciones de los subgrupos U; de A, que constan
de todas las redes nitidas de Cauchy {a;}icr tales que a; € Uy, V1 € 1, forman
una base de vecindades del 0. Por otra parte, la funcion p: A — A definida
por a — (a, -+ ,a,---)+ E es continua y es un homomorfismo abierto,
pues p([(a, -+ ,a,--+) + U] + E) = a+ U;. Esto implica que a todo ele-
mento a € A lo podemos identificar con la red de Cauchy constante {a;}icr,
es decir, a; = a, Vi € 1. Mds ain, si A es de Hausdorff, jv es un isomorfismo
topoldgico entre A y p(A), donde u(A) tiene la topologia inducida por A.

Teorema 8.3.3. El grupo A es completo y u(A) es un subgrupo denso de A.

Demostraciéon. Para ver que p(A) es un subgrupo denso de A , tomemos

a = {a;}ic;+ F un elemento en Ay U una vecindad bésica del 0 en G = AL.
Por el teorema anterior, podemos suponer que

{a;}ier €U+ E=Cnra Y (U;) + E,

por lo que a; € U;. Afirmamos que u(a;) € ({ai}tier + US) + E. Como {a;}ier
es una red nitida de Cauchy, para cualquier s € I, se tiene que a — as € Us,
Vk > s. Con esto en cuenta, al estar a; € U;, para cualquier k > 7 se cumple
que ay = (ax — a;) + a; € U;. De esta manera, podemos definir las redes

{bi}iel y {Ci}iej por:

bj:aj—ai Sl]ZZ Cj = aj — Gy Sl]<Z

Notese que {b;}ic; es una red de Cauchy, pues para cualquier s € I, existe
j €1 tal que 7 > sy j >i. De esta manera, Vk > j se cumple que

b, — bj, = (ar, — a;) — (a;, — a;) = aj, — a;,,

ya que tanto k como j son mayores que i. Ademés, por cumplirse también
que k > j > s, se sigue que a;, — a5 € U, como a;, — as € Uy, lo cual implica
que

ap — a; = (ap — as) — (a; — as) € Us.



86 CAPITULO 8. COMPLETACION TOPOLOGICA

Por la manera en que se defini6 a la red {b;};cs, se tiene que {b; };c; € U;*. Por
un razonamiento analogo al del lema anterior, la red {c¢;};c; es de Cauchy y
converge al 0. Por lo tanto,

{aitier = {bitier + plas) + {citier,

de donde concluimos que p(a;) € ({ai}tier + US) + E. Esto muestra que p(A)
es denso en A.
Ahora, como u(A) es denso en A, para ver que A es completo, basta

demostrar que toda red de Cauchy en u(A) converge a un elemento en A.
Una red nitida de Cauchy en p(A) es de la forma {u(a;)}ier, lo cual implica
que, para cualquier s € I, se tiene que pu(ax) — p(as) € UF, Vk > s. De lo
anterior, se sigue que ay — a5 € U, es decir, {a;}ie; es una red nitida de
Cauchy. Mas atn, afirmamos que

{ﬂ(ai)}iel — {ai}iej + F.

Sean i € I y U} una vecindad del 0 en G = A’. Como Vj > i se cumple que
a; —a; € U;, entonces a, —a; € U;, k, j > i. De esta manera, si fijamos j > 1,
podemos definir las redes

_Jbk=a;—ar sik>1 Jek=a;—a, sik<i
{bi}ief_{ bk:O sik<i y {6i}i61_{ ek:() Slkz@

Observemos que {b;};c;r como {e;};cr son redes de Cauchy tales que {b;};c; €
Uy {eitier — 0. Asi,

pla;) = {aitier + {bitier + {€i}ier,

es decir, p(a;) € [{a;}ier + U] + E, para cualquier j > i. Esto demuestra
que {u(a;)}ier converge de manera nitida a {a;}ic; + F € A. O

8.4. Emteros p-adicos como la completaciéon to-
polégica
Veremos ahora que los enteros p-adicos son la completacion topologica

del anillo ,Q. Sean p un primo y ,Q el anillo de los ntimeros racionales cuyos
denominadores son primos relativos con p.
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Observacion. Notemos que ,Q es un anillo de ideales principales, generados
por los ideales p’;(@, con k =1,2,.... En efecto, en primer lugar, para cada
k € N, el conjunto p*(,Q) = (p*) es un ideal de ,Q. Por otra parte, si
I 5 (,Q) es un ideal propio, entonces I contiene un menor entero positivo:
si = € I, entonces m™= =n € I, por lo que tanto n como —n son elementos
de I. De esta manera, INN # &. Por el principio del Buen Orden, I contiene
un menor entero positivo k. Con esto en cuenta, se tiene que < k >C I.

Afirmamos que k = p°, para alguna s € N. Notemos primero que (k,p) #
1, pues en caso contrario, se tendria que

lk=1e<k>CTIZ(,Q),

lo cual es una contradiccion. Ahora, si k = p"l, donde r es la mayor potencia
de p que divide a k y (I,p) = 1, entonces %k = p" €< k >, por lo que
< p" >C< k >C I. La eleccion de k implica que k£ = p". Por otra parte, dado
7 € 1, se tiene que n € I, por lo que sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que n > 0. Como p" es el menor natural en I, del algoritmo de la
division de Euclides se obtiene que n = p"a + b, con 0 £ b < p". En caso de
que b # 0, se sigue que n — p"a = b € I, lo cual contradice la eleccién de p”.
Por lo tanto, b = 0 y asi, todo elemento 7 € I se puede escribir de la forma
W= a}li €< p" >, teniendo que I =< (p") >.

Con esto en cuenta, podemos dotar a ,Q con la topologia inducida por

los ideales (p*) como sistema fundamental de vecindades del 0.

Observacién. Nétese que la topologia definida por los ideales (p*) como
sistema fundamental de vecindades del 0 es la topologia p-ddica del conjunto

Q-

Como veremos a continuacion, esta topologia nos permitird completar
nuestro anillo ,@Q a un anillo en el cual toda sucesiéon de Cauchy es conver-
gente, al cual denotaremos por ,Q*. Ademas, ,Q* seguird cumpliendo que
sus ideales son de la forma (p*).

Veamos ahora la manera en que podemos representar a los elementos de
Q. De la cadena de ideales y de subgrupos

S S-S0 S ) C6Q,

se tiene que ,Q/(p) = Z(p), ya que (p) es un ideal maximo. Notemos también
que



88 CAPITULO 8. COMPLETACION TOPOLOGICA

P*(Q)/P Q) = Z(p).

Asi, si {tg,t1,...,tp—1} es un sistema completo de representantes de ,Q mo-
dulo (p) = p(,Q),(por ejemplo, el conjunto {0,1,...,p — 1}), entonces el
conjunto {p*ty, p*ti, ..., p*t,1} lo es de p*(,Q) modulo p*1(,Q).

Sean m € (,Q)* v {a,}52, una sucesion de Cauchy convergente a 7. Por
como se definié la topologia en ,Q, cada subgrupo p*(,Q) es un abierto,
por lo que cualquier clase lateral de estos subgrupos también lo es. De esta
manera, como la sucesion {a,}5°, — m, casi todas las a, pertenecen a la
misma clase lateral modulo p(,Q), la cual denotaremos por sg. De nuevo por
la convergencia, casi todas las diferencias de la forma a,, —sg, con n € Ny que
pertenecen a p(,Q), se encuentran en la misma clase lateral de p(,Q) moédulo
p*(,Q), digamos, a la representada por ps;. Procediendo de esta manera,
7 va determinando una sucesiéon de elementos sg, psi, p®ss, ..., por lo que
podemos hacer la asignaciéon

T —> So + psy + pPsy + -+,

donde las sumas parciales tienen la forma b, = sg + ps; + p?sg + -+ - + p"s,,
paran = 1,2,3,.... Notemos que estas sumas parciales forman una sucesion
de Cauchy en ,Q que converge en ,Q%, ya que, para cualquier abierto basico
que contenga a m, de la forma p*(,Q), podemos escoger una n € N, con
n > k tal que 7 — b, € p*(,Q). Por la unicidad de los limites, se sigue
que limites distintos en ,Q*, dan lugar a distintas series convergentes. Como
toda serie de la forma sy 4 ps; + p*sy + - -+, con coeficientes en un sistema
fijo de representantes, define un elemento en ,Q*, podemos identificar a los
elementos de ,Q* con las series formales so+ps;+p?sa+- - -, con coeficientes en
{to,t1,...,t,—1}. Preferentemente tomaremos el conjunto {0,1,2,...,p—1}.
Asi, podemos escribir m = 5o+ ps; +p?sy+---, donde s, = 0,1,2,...,p—1.
Obsérvese que ,Q* tiene cardinalidad del continuo.

Definicién 8.4.1. EIl anillo ,Q es el anillo de los enteros p-ddicos. El grupo
aditivo de ,Q* lo denotaremos por J,,.

Observacion. De la misma manera en que demostramos que todo p-grupo
A es un ,Q-mddulo, podemos concluir que todo p-grupo A es un ,Q*-mddulo
de la siguiente manera: si ™= So+s1p+ -+ spp" +--- € Q) ya € A tiene
orden p", definimos a

Ta = (so+si1p+ -+ s, p" " a.

Observaciéon. El espacio topologico ,Q* es primero numerable.
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8.5. Completaciéon topolbgica por limites inver-
SOS

Sean A un grupo topoldgico y {U;};c; un sistema de vecindades abiertas
de subgrupos del 0. Para cada i € I, definimos a C; = A/U;. Como las
vecindades estan ordenadas por <, donde ¢ < j si y solo si U; < U, se tiene
que, para ¢ < j, la funcién pg : C; — C; con regla de correspondencia
(a + U;) — (a + U;) esta bien definida. En efecto, si a + U; = b+ Uj,
entonces a — b € U; C U, por lo que a + U; = b+ U,;. Es claro que cada
pl es un morfismo, y que la familia {p!};<; satisface las propiedades de ser
un sistema inverso, por lo que el sistema {C;,i € [;pg} define un limite
inverso C. Notese que por ser cada U; un subgrupo abierto en la topologia,
también es un conjunto cerrado. Esto implica que cada grupo C; = A/U; es
un grupo discreto. Ademas, obsérvese que C tiene la topologia inducida por
la topologfa caja en el producto directo IL;e;C;, con lo cual, las vecindades
abiertas {V;}icr del cero en C' son los subgrupos de la forma C' N 7;'(0),
donde 7; : II;c;C; — C es el morfismo proyeccion en el término j-ésimo.

Por otra parte, definimos la funciéon oo : A — C con regla de correspon-
dencia

a'_><...’a+Ui’...)’

es decir, (---, a+Uj, - --) es tal que su entrada j-ésima es de la forma a+Uj.
Noétese que

(«++,a+U,---)eC,

ya que, si j > i, entonces ,of(a + U;) = a+ U;. Ademas, a es un morfismo
puesto que para cualquier ¢ € I se cumple que

(a+b)+U; = (a+U;) + (b+ 1),
con lo cual, se sigue que
a—i—b»—>(---,(a+b)—|—Ui,~--):(---,a+Ui,---)+(~--,b—i—Ui,---).

Por otro lado, al tener Cla topologia inducida por los abiertos sub-béasicos de
la forma 7r;1(0), donde el cero en Cj es la clase del subgrupo U; en A, se tiene
que « es un morfismo abierto y continuo. En efecto, basta ver que para cada
subbasico 7;1(0), a(m; *(0)) es un abierto. Sia € Ay (---,a+U;,---) €
cn 7;1(0), entonces a € U, por lo que
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ala+U;) € CnrY(0).
Maés atn, a‘l(a N7;1(0)) = Uy, teniendo asi que « es abierta y continua.
Proposicion 8.5.1. FEzxiste un morfismo A : A — C continuo y abierto tal
que Ao [ = .

Demostraciéon. Sea {a,},el una red nitida de Cauchy, representante de la
clase {a;}ics + E en A. Definimos la funcion A : A — C por

{aitier + Ev— (-, a; + Uy, -+ -),

es decir, donde el término j-ésimo de la imagen es a; + U;. Notese que el
elemento (---, a; + U;,--+) € 6, ya que, por ser {a;};c; una red nitida de
Cauchy, se cumple que Vj >4, a; —a; € U;, , es decir, a; + U; = a; + U, lo
cual implica que

pl(a; +U;) = a; + U; = a; + Us.
Por otro lado, A es un morfismo pues

)\([{ai}ig + E] + [{bz}zel + E]) = )\({CLZ + bi}ie] + E)
:( 7 (ai+bi)+Ui7"'):("' 7ai+Ui7"')+<"‘ ,bl._|_Uz.,...)
= A{ai}ier + E) + AX{bi}ier + E).

Veamos ahora que A esta bien definida. Supongamos que
{aitier + B ={bi}icr + E.

Esto quiere decir que {a;}ier — {bitier = {a; — bitier € E. Como E es el
conjunto de las redes nitidas de Cauchy en A que convergen al cero, dada
cualquier ¢ € I, para j > 4, se cumple tanto (a; —b;) — (a; — b;) € U;, por ser
{a; — b;}ier una red de Cauchy, asi como a; —b; € U;, por la convergencia de
{a; — b }ier 2 0. Por ser U; un subgrupo, se sigue que a; —b; € U;. Como este
argumento es para cualquier ¢ € I, tenemos que

)\([{ai}z‘el - {bi}iél] + E) = )\([{ai — bi}z‘/e\[] + E)
(o (@—b)+ Uy ) =0EC,

puesto que a; — b; € U;, Vi € I. Esto implica que

M{aitier + E) = A({bi}ier + E).



8.5. COMPLETACION TOPOLOGICA POR LIMITES INVERSOS 91

Obsérvese que, de este argumento, se sigue también que si

M{aitier + E) # AM{bi}ier + E),

entonces {a; }ie;+E # {b; }icr+ E, mostrando asi que A es un monomorfismo.
Por otra parte, si (---, a; + U;,--+) € C, entonces el conjunto {a;};cs es
una red nitida de Cauchy. En efecto, para cualquier ¢ € I, si 7 > ¢ entonces

a; + U; = pl(a; + Uy) = a; + U,

donde la primera igualdad es debido a que (--- , a; + U;, - -+ ) es un elemento
del limite inverso 6, y la segunda se sigue por la definicion de pg . Por lo
tanto, se cumple que a; — a; € U;, Vj > i. Esto también implica que A es un
epimorfismo. Ademés, notemos que si (--- , b;+ U, -+ ) es otro elemento que
representa a (---, a;+U;, - -+ ), entonces las redes {a; }icr v {b; }icr, asociadas
a cada elemento respectivamente, satisfacen que

A{aitier + E) = M{bi}ier + E),

que por lo visto anteriormente, implica que {a;}icr + F = {b;}scr + E. Por
lo tanto, A es un isomorfismo.

Por otra parte, observemos que para cualquier bésico de la forma ; *(0)
en IL;c;C;, se tiene que

A HC N7 Y0) = [Cna N U) + E,

ya que los elementos (- -+, a;+ Uy, ---) en C'N 7;1(0) son aquellos que en su
término i-ésimo cumplen que a; € U;, asi como los elementos de C' N, *(U;)
son redes {a;};cs tales que a; € U;. Esto muestra que A manda vecindades
basicas en vecindades bésicas, con lo cual, A es un morfismo tanto abierto
como continuo. Por lo tanto, A es un isomorfismo topolégico. O

Ahora, como C' fue construido usando limites inversos, éste posé la pro-
piedad universal de los limites inversos. Esto demuestra que la completacion
A de un grupo A es unica salvo isomorfismos, con lo cual conlcuimos que

A=C.

Teorema 8.5.2. Sean A un grupo y G un grupo completo. Para cualquier
morfismo continuo ¢ : A — G, existe un unico morfismo continuo o :
A — G tal que po u = .
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Demostraciéon. Como A C fAl, podemos considerar a la red {a;};,c;r de
Cauchy en A con limite a € A. Como la funcién © es continua, el conjunto
{¢(a;) }ier es una red de Cauchy en G. Por ser G un grupo completo, la red
{¢(a;) }ier converge a un elemento g € G. Con esto en cuenta, definimos la
funcion ¢ : A—C por a — g. Se sigue que @ es un morfismo de grupos
continuo.

Por otra parte, si a € A es tal que ¢(a) = g € G, como

,U’(a):(('“ y oy v 7a7"')+E):{ai}i€I+E>

con a; = a, para toda i € I, se tiene que

poula) = 2({aiticr + E) = {p(a) bier = 0(a);e; = {9 }ier,

donde g; = g, para toda i € I. Como la red constante {g;};cs, con g; = g,
converge al elemento g € G, concluimos que g oy = . [l

Observacion. De los dos tltimos teoremas, se sigue que A es unico salvo
1somorfismos topolégicos.

Observacion. Cuando construimos los enteros p-ddicos, concideramos al
conjunto de ideales {p*Q, | k € N} de Q,, como el sistema de vecindades
basicas del 0. Por lo visto anteriormente, podemos concluir que J, es el limite
inverso del sistema inverso, formado por los cocientes C; = Q,/p'Q, y los
morfismos p‘g : C; — C, cuya regla de correspondencia es

a+Q,/PQ, — a+ Q,/p'Q,, para j > 1.

Notemos que dichos morfismos estdn bien definidos. En efecto, si

a+@p/pj(@p = b"‘@p/pj(@p;

se tiene que a — b € p'Q,, es decir, a — b = p’s, para algin s € N. Como
j > en el orden de N, se tiene que a—b = p'(p’~'s), por lo que a—b € p'Q,,
con lo cual,

a—+ Qp/pi(@p =b+ Qp/piQp'

Notemos también que cada C; es un grupo de orden p'. En efecto, para
cualquier a + Q,/p'Q, € C; se cumple que

pi(a + Qp/piQp) = pia + Qp/pi@p € pi@p'
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Ast, el limite inverso del sistema inverso, formado por los grupos < ¢; >,
donde c¢; tiene orden p', junto con la familia de morfismos

pl i< e >——=< ¢ >,

definidos por c; — c¢;, para cada j > i, es isomorfo al grupo aditivo del
anillo de los enteros p-ddicos, es decir,

Jp = éimieN < ¢ >.



Capitulo 9

Categorias

9.1. Propiedades

A lo largo del capitulo, usaremos las letras maytusculas A, B,C, D, X, Y, Z,
junto con A", B, C", D', X", Y' Z', para referirnos a los objetos de una cate-
goria; las letras mintsculas f,g, h, representaran morfismos entre objetos.
Ademés, si F' : C — D es un funtor, entonces F(X) y F(f) representaran
objetos y morfismos, respectivamente, en la categoria D.

Ejemplo. Sean Top y Set, las categorias de espacios topoldgicos y de con-
juntos, respectivamente. La asignacion U : Top — Set, que manda o cada
espacio topologico X a su conjunto X es un funtor. En este caso, decimos
que el funtor U se olvida de la estructura matemdtica de cada objeto.

Sean C, D, &£ categorias y F': C — D, G : D — & funtores entre ellas.
Si X, YeCyf:X —Y,lacomposicion GF' : C — &, definida por:

GF(X) =GF(X))y GF(f) = G(F(f)) : G(F (X)) — G(F(Y)),
es un funtor. En efecto, si X T4 v %% Z son elementos en C, entonces
GF(go f) = G(F(g)o F(f)) = GF(g) o GF(f).
Ademés, como F'y G son funtores, también se cumple que
GF(ldx) = G(Idpx)) = Idgr(x)-

Notese que la composicion de funtores es asociativa.

95
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Observacion. Como para cada categoria C, se tiene el funtor identidad
Id:C —C,

obtenemos la categoria Cat, que tiene como objetos a categorias y morfismos
a los funtores entre categorias.

Por otra parte, cada categoria C, define una categoria, que llamamos la
categoria dual de C y la denotamos por C°?. Los objetos de C°? son los mismos
que los de la categoria C, pero los morfismos estan invertidos en el siguiente
sentido:

Homeor(X,Y) = Home(Y, X),

es decir, si f: X — Y es un morfismo en C, entonces f € Homeor (Y, X).
A este ultimo morfismo, lo escribimos como f. Ahora, si f : Y — X y
g : Z — Y son dos morfismos en C°, la composicion en C? estd dada por

fog=goF.

Con esto en cuenta, se obtiene el funtor F' : C — C°, donde para cada
objeto C' € C, F(C) = C'y para cada morfismo C - D en C, F(g) = g. De
esta manera, se tienen los diagramas conmutativos

C——C.

s

D——D

Esto nos lleva al siguiente concepto:

Definicion 9.1.1. Decimos que un funtor F : C — D es contravariante
st invierte la direccion de las flechas o morfismos, es decir, si f : X — Y

es un morfismo en C, entonces F(f) : F(Y) — F(X). Un funtor F es
covariante, si preserva la direccion de los morfismos.

Notemos también que cualquier funtor F' : C — D induce otro funtor
For . C% — D, tal que, a cada objecto X € C le asigna el objeto
F(X) € D?, y a cada morfismo f en C, le asigna la flecha F'(f) en D°. De
esta manera, se obtienen los diagramas conmutativos de la forma

C——F(O)
7 |7
D —— F(D)
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Mas atin, esto nos define el funtor (=) : Cat — Cat, donde a cada C €
Clat, se le asocia su categoria dual C? € Cat, y a cada funtor F' : C — D,
el funtor [P : C°? — DP,

Ejemplo. Sean G un grupo y G’ el subgrupo conmutador de G. Ahora, en los
preliminares se demuestra que G/G' es un grupo abeliano. A este proceso lo
llamamos la abelianizacion del grupo G. Ademds, si H es cualquier otro grupo
y o : G — H es un morfismo de grupos, entonces se tiene que p(G') C H'.
Mds ain, cuando ¢ es un epimorfismo, se obtiene la igualdad p(G') = H'.

FEsto nos permite definir la funcion @ : G/G' — H/H', con regla de
correspondencia a + G' — p(a) + H', la cual estd bien definida. En efecto,
sia; + G = ag + G, entonces a1 — ay € G, por lo que p(a; — az) € H', es
decir, p(ay) + H' = @(ay) + H'. Lo anterior muestra que se tiene un funtor
de la categoria Grp a la categoria Ab, tal que a cada grupo G se le asocia el
grupo abeliano G/G', y a cada morfismo de grupos ¢ : G — H, el morfismo
©: G/G" — H/H'. Por obvias razones, a este funtor se le llama el funtor
de abelianizacion.

Definicién 9.1.2. Sean I un conjunto y {C;}icr una familia de categorias.

La categoria producto 11;c;C; tiene como objetos a los conjuntos de la forma
L1 Ob(C;) y

Hom((Ci)ier, (Di)ier) = Wies Hom(C;, D;),
donde la composicion se define componente a componente.

Observacion. En caso de que I sea finito, a la categoria producto la deno-
tamos por C; X -+ X Cp,.

Para cada i € I, surge de manera natural el funtor p; : I1;c;C; — C;,
donde a cada objeto IL;c;Ob(C;) en la categoria producto, se le asocia el i-
ésimo objeto Ob(C;), v a cada morfismo Hom((C;)icr, (D;)icr) se le asigna el
correspondiente Hom/(C;, D;).

Definicion 9.1.3. Una categoria C es preaditiva si cada conjunto Home(C, C")
es un grupo abeliano y la composicion de funciones

Home(C',C") x Home(C,C") — Home(C,C")

resulta ser bilineal.
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Definiciéon 9.1.4. Sean C y D dos categorias preaditivas. Decimos que un
funtor T : D — C es aditivo si satisface que T(a+a') = T(a)+T (), para
cualquier o, o/ : C — C".

Observacion. Un funtor T : D — C es aditivo si y sélo si las funciones
Homp(D,D") — Home(T(D),T(D’))
son morfismos de grupos.
Sea C una categoria chica. Definimos el funtor
Home : (C? x C) — Sets

de la siguiente manera: a cada objeto (C, D) en el producto C? x C le asig-
namos el conjunto Home(C, D), y al par f : C" — C, g : D — D’ de
morfismos en C, se le asigna la flecha

Hom(f,qg): Hom(C,D) — Hom(C",D'"),

con regla de correspondencia ¢ — g o @ o f. De esta manera, se obtienen
los diagramas conmutativos

(C,D)—— Hom¢(C, D)
(f,g)L lHom(fyg)
(C', D) ——= Home(C', D)
Observacion. FEl funtor Home es un funtor covariante.

Observacion. . Cuando C es una categoria preaditiva, Hom(f, g) es un mor-
fismo de grupos, por lo que en este caso, Home es un funtor de C°? xC — Ab.

Definicion 9.1.5. Sean A, B anillos y T : Mod— A — Mod — B un funtor
aditivo. Decimos que T es un funtor exacto st manda sucesiones exactas en
la categoria Mod — A a sucesiones exactas en la cateqoria Mod — B. Asi
mismo, T es un funtor exacto izquierdo si manda sucesiones exactas

O—=>M —M-—M"—0
en Mod — A, a sucesiones exactas en Mod — B de la forma
0—=>TM)—T(M)— T(M").

De manera similar, se define lo que es un funtor exacto derecho.
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9.2. Transformaciones naturales

Definiciéon 9.2.1. Una transformacion natural entre los funtores F,G :
C — D, consiste en una familia de morfismos {pc : F(C) — G(C)}cec en
D, etiquetados por los objetos de C, tales que para cada morfismo f : C — C'
en C, se tienen los diagramas conmutativos:

F(C) X4 G(0)

Ademds, cuando cada pc es un isomorfismo, llamamos a la transformacion
natural un isomorfismo natural o equivalencia natural.

Notacion. Denotaremos por p = {uctcec : F = G a la transformacion
natural entre los funtores F' y G.

Observaciéon. Sty : ' =— G yv : G = H son dos transformaciones
naturales, se obtiene la transformacion natural vy = {vepctoec : F — H,
de tal manera que para cualquier morfismo f : C — (', se tienen los
diagramas conmutativos

F(C) = 6(0) = H(C)
(1) lG(f) lH(f)
F(C") - G(0") =~ H(C)

Esta composicion es asociativa.

Observacion (Categoria de funtores). Si B es una categoria y A es una
categoria pequena, entonces BA es la categoria cuyos objetos son funtores
F: A— B y los morfismos son transformaciones naturales entre funtores.

Ejemplo. Sean C una categoria chica y C € C un objeto. Definimos la
funcion he : CP? — Sets por ha(D) = Homeon(C, D). Asi, para cada

g9 . ..
C" = C" en C?, se tiene la funcion

he(g) : Homeon (C,C") — Homeon (C, C")
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con regla de correspondencia @ — pog = gop. Con esto en cuenta, se
obtienen los diagramas

Cl e HomCop (C, Cl) .

gl lhc(g)

C" —— Homeo(C,C")

Esto muestra que he es un funtor covariante. Obsérvese que cada C' € C,
define un functor hc.

Por otra parte, sean C - D un morfismo en C y X, € C. Definimos la
funcion

Ng.x : Homeor (Cy X)) — Homeon (D, X))

con regla de correspondencia p — gop = pog. Ahora, si X SN Y, las
funciones ng x y ngy inducen los diagramas conmutativos

Homeor (C, X) 2% Homeon (D, X) .
hc(a)l lhD(a)
Homeon(C,Y) —22 Homeos (D, Y)

En efecto, para cualquier & € Homeor (C, X), se tiene que

hp(@) 019x(€) = hp(@)(§ 0 g) =a o (07),

asi como

Mgy © ho(@)(§) =gy (@0 &) = (@o)oyg.

La conmutatividad del diagrama se sigue de la asociatividad de la opera-
cion en Homeor(D,Y). Nétese que para cada C 25 D, las funciones Mg, X
son morfismos en Sets, etiquetadas por los objetos de C, mostrando asi que
Ny = {Ng.x } xec €s una transformacidn natural entre los funtores hp y he.

Por lo tanto, la funcion Y : C — Sets®”, donde a cada objeto C € C
le asocia el funtor he, y a cada morfismo C -2 D en C, la transformacion
natural ng, es un funtor.
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9.3. Funtores adjuntos

Dados los funtores F': C — Dy G : D — C, nos podemos preguntar
,qué tanto se parecen las composiciones, en ambos sentidos, a los funtores
identidad? En otras palabras, ;de qué manera podemos comparar F'G con
Idp, asi como GF con Idq? El siguiente ejemplo nos dara una idea sobre la
nocion de funtores adjuntos.

Ejemplo. Para cualquier conjunto X, podemos formar el espacio vectorial
V(X)k, sobre el campo K, el cual tiene como base al conjunto X. Asi, todo
vector es una combinacion lineal de la forma Yicrrix;, con I un conjunto
finito, r; € K y x; € X. Ademds, por ser K un campo, el conjunto X estd
sumergido en V(X)) de la siguiente manera: v — lx, donde 1 € K es el
neutro multiplicativo. Ahora, si K es un campo fijo, al considerar la categoria
Vetg de todos los espacios vectoriales sobre el campo K, y la categoria Sets
de todos los conjuntos, se tiene el funtor U : Vectxy — Sets, donde a cada
espacio vectorial W le asocia el conjunto U(W') formado por todos los vectores
de W, es decir, el funtor U se olvida de la estructura de los objetos en la
categoria Vcty.

Por otro lado, definimos la funcion V : Sets — Vctg, tal que a cada
conjunto X le asocia el espacio vectorial V(X ). Observemos que la funcion
V' es un funtor. En efecto, cada funcion g : X — Y, se extiende de manera
inica a una transformacion lineal § : V(X)x — V(Y)k, a saber, la que
tiene regla de correspondencia

9(Sierrivi) = Sierrig(w;).
De esta manera, si W € Vetg y X € Sets, se tiene la correspondencia
oxw : Homges (X, UW)) — Homye, (V(X)k, W),

donde a cada g : X — U(W) se le asigna la funcion g : V(X)g — W.
Notese también que la funcion

wX,W : HomVCtsK (V(X)K, W) — HomSetS(X, U(W))
definida por
Yxwl(g) =g |x

es inversa de pxw. En efecto, si X —2 UW), como X C V(X)xk, se
cumple que
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g(r) = g(1z) = 1g(z) = g(z),

por lo que

[Wxw o exwl(9) =vxw(d) =3 |x=g,

es decir, Yx wopxw = Idpom(x,uw))- Ahora, como todo elemento en V(X )g
se expresa de manera unica en términos de la base X, y cualquier funcion
lineal entre espacios vectoriales estd determinada por los valores que toma en

dicha base, si V(X)) NEIN W, se sigue que
exwovxw(f) =exw(f|x)=1

por lo que ox wotxw = Idgomv (x)w). Esto muestra que hay una biyeccion
entre los conjuntos

Homye,(V(X), W) y Homges( X, U(W)).

Obsérvese que las funciones oxw y Yxw se definieron para cada X €
Sets y W € Vetsk, por lo que en realidad, tenemos una familia de funciones
biyectivas

Uxw : Homgers(X, U(W)) — Homy, (V(X), W).

Consideremos ahora a los funtores Fy : Sets®? x Vetsy — Sets, definido
por

FU(X, W) == HomgetS(X, U(W)),
y By o Sets? x Vetsg — Sets con regla de correspondencia
Fv<X, W) = HOmvctK<V(X)K, W),

Con esto en cuenta, la familia de morfismos {x w } x weSetsorxvets, €S UNaG
transformacion natural entre los funtores Fy y Fyy. Mds ain, sih : X' — X,
el diagrama siguiente conmuta:

vx,w

Homye, (V(X), W) —= Homges(X,UW)) .

n=()0f3t l”—()Oh
/ VX w /
Homye, (V(X'), W) —— Homges(X', W)

En efecto, para cada oo € Homy s, (V (X )k, W), se tiene la funcion
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(Vxrw o) (@) = Yxrw(n()) = Yxrw(aoh),

tal que, al evaluarla en el elemento ' € X' (visto como un elemento en
V(X")k) se obtiene

[xraw(aoh)](@') = (aoh) v (') = a(h(l2)) = a(1h(z')) = a(h(z")).

Por otra parte, la funcion voyx w(a) = Yxw(a)oh, evaluada en el elemento
e X es

[Wxw (@) o h(x') = [Yxw(@)](h(z) = a [x (h(z')) = a(h(z")).

p . f C g .
Andlogamente, si W —— Z es una transformacion lineal entre los espacios
vectoriales sobre el campo K, se tiene que el diagrama

Yxw

HochtK(V<X)K7 W) - HomSetS(X7 U(W)) .

nfooj Luw)oo
Homyer, (V(X) i, 2) 22 Homges (X, U(Z))

conmuta. En efecto, si o« € Homy o, (V(X )k, W), por una parte obtenemos
la funcion

(vovxw)(a) =U(f)o (Wxw(a)) =U(f)oa|x
la cual, evaluada en x € X C V(X)g, nos da
(U(f) o a)(z) =U(f)(a(lz)) = f(a(z)) = (f o a)(x).
Por otra parte, se tiene la funcion
[xzonl(a) =¢xz(foa)=foalx,

la cual satisface que foa |x (x) = (f o a)(zx), para cualquier x € X. Estos
dos ultimos diagramas conmutativos expresan la idea de naturalidad, en cada
X € Sets y W € Vetsk, de dos funtores adjuntos.

Observaciéon. Sean C, D dos categorias preaditivas y T : C — D, S :
D — C dos funtores aditivos. Definimos el funtor

F:CPxD— Ab

por
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(C,D) —— Home(C,S(D)).

Asi, sig: C — ', (es decir, g : C' — C enC) y f : D — D', obtenemos
los diagramas
(C,D) —— Hom¢(C, S(D))

| s
(€', D) —= Home(C", S(D'))
donde para cada o € Home(C, S(D)),
F(g,f)(a) = S(f)oaoy.
Andlogamente, se tiene el funtor
G:CP?xD— Ab

definido por (C, D) — Homp(T(C), D). En este caso, se obtienen los dia-
gramas

(C,D) —— Hom¢(T(C),D) .
(g,f)l lG(ch)
(C', D) ——= Home(T(C"), D)
tal que, para cada o € Home(T(C), D),
G(3. f)(a) = foaoT(g).
Con esto en cuenta, se tiene la siguiente

Definicion 9.3.1. Sean C y D dos categorias preaditivas. Decimos que el
funtor T : C — D es adjunto izquierdo del funtor S : D — C, (y simétrica-
mente S es adjunto derecho de T'), si los funtores F' y G antes mencionados,
son naturalmente equivalentes. Esto es, para cada (C, D) € CP? x D, se tiene
un 1$0morfismo

ne.p : Home(C,S(D)) — Homp(T(C), D)
tal que, si g: C' — C y f: D — D', los diagramas

nc,p

Home(C,S(D)) —— Homp(T(C), D)

F(g,f)t lG(g,f)
Home(C', S(D")) Riod Homp(T(C"),D")
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conmutan. Ademds, para cada objeto C € C y D € D, esta equivalencia na-
tural es natural en C' y en D, en el siqguiente sentido: si D € D, la asignacion
C +— ne.p es una equivalencia natural entre los funtores

Fp:C— AbyGp:C— Ab
definidos por
C+—— Home(C,S(D)) y C+— Homp(T(C), D),

respectivamente.
Andlogamente, la naturalidad en D se refiere a que, para cada objeto C €
C, la asignacion D — ne,p es una equivalencia natural entre los funtores

Fe:D— AbyGe:D — Ab
definidos por
D +—— Home(C,S(D)) y D +— Homp(T(C), D),

respectivamente.

9.4. Algunas propiedades de funtores adjuntos

SeanT': C — Dy S : D — C dos functores adjuntos, donde nc p es
el isomorfismo entre Home(C,S(D)) y Homp(T(C), D), para cada C' € C,
D € D. Ahora, si D € Dy C = S(D), entonces se obtiene el isomorfismo

nsmy,p : Home(S(D), S(D)) — Homp(T'S(D), D).
Como Idspy € Home(S(D), S(D)), definimos a la funcion
{p = nspy,p(Idp) : (T'S)(D) — D.

Afirmamos que el conjunto {{p}pep es una transformacion natural entre los
funtores T'S y Idp. En efecto, si f : D — D', entonces la condiciéon de
naturalidad en D nos garantiza que el diagrama

s(D),D

Home(S(D),S(D)) —= Homp(TS(D), D) .
s<f>ooL lfoo
Home(S(D), S(D')) 22 Homp(TS(D), D')

sea conmutativo.
Asi, para Idgpy € Home(S(D), S(D)), se tiene que
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foép = fonswyp(Idsny)
=gy, © S(f) o Idspy = ns(py,0r (S(f))-

Por otra parte, por la naturalidad de la transformacion natural, ahora en C,
para D' € D, se tiene el diagrama conutativo

Ns(p’y,D!

Home(S(D'),S(D"))—= Homp(TS(D),D’) .
()OS(f)L j()oTS(f)
"s(D),D’
Home(S(D),S(D"))——= Homp(TS(D),D")
de donde se siguen las igualdades

Epr o TS(f) = nsory.or(Idspry) o TS(f)
= ns(p),p'(Idspry © S(f)) = nsy,p (S(f))

De esta manera, se obtiene que

fo&p =nsmp).p(S(f)) =Ep o TS(f),

mostrando asi que para cualquier f : D — D’ en D, se tiene el diagrama
conmutativo

es decir, T'S = Idp.

Observacion. Para cada o : C — S(D), se satisface que

ﬁC’D<Oz) = §D o T(Oé)

En efecto, del diagrama conmutativo, dado por la naturalidad de n en C, se

obtiene
1S(D),D

Home(S(D), S(D)) 222 Homp(T'S(D), D) .
ooal loma)
Home(C, S(D)) —<2+ Homp(T(C), D)

de donde se sigue que
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ne,p(@) = ne,p(Idsp) © @) = ns(p),p(Idsp)) o () = {p o T().
Observaciéon. Andlogamente, al definir
Co = T]E’,IT(C’)(IdT(C)) :C — ST(C),

se tiene que ( : Ide = ST. En efecto, como para cada C € C y D € D, se
tiene el isomorfismo

ne.p : Home(C, S(D)) — Homp(T(C), D),
entonces
(nep)~t s Homp(T(C), D) — Home(C, S(D))

es un isomorfismo. En particular, al fijar C € C, como T(C) € D, se tiene
el isomorfismo

(nerey) ™"+ Homp(T(C), T(C)) — Home(C, ST(C)).
Con esto en cuenta,

Co = (o)) ' (Idpey) - C — ST(O).

Ahora, si C' HEIN C, la naturalidad en C y en D, hacen conmutativo al
diagrama
(ﬁCT(C))

Homp(T(C), T(CHZ Home (C, ST(C)) .
()OT(f)l B l()of
Homp(T(C"), T Sf 7] —— Hom(C",ST(C))
T(f)o()T ]ST(f) o()
Homp(T(C"), (Y2 Fome(C", ST(C?))

Por lo tanto, tenemos que

CcOf (nere)) ™ (Idr(cy) o
= (Nerrey) (IdT<c>OT( ) = (770 )‘I(T(f))
= (ner ) (T ()OdeC/)
= ST(f) (770' cn) " (Idr(en)
—ST(f) (o



108 CAPITULO 9. CATEGORIAS

Asi, para cada C' AN C, los diagramas

O —< ST(C)

fl lST(f)

C—< 57(0)
conmutan, mostrando que  : Ide = ST

Observacion. Si 8 : T(C) — D, entonces (nep) ' (8) = S(B8) o (c. En
efecto, por la naturalidad de n en D, se obtiene el diagrama conmutativo

T(C)

Homp(T(C), T C( )C—> }Iomc C,ST(()),

=)

Homp(T(C), D)

ls(ﬂ)o()
Home(C,S(D))

(WC,D)71

con lo cual

(ne,p) 1 (B) = (ne,p) ' (B o Idrc))
= S(B) o (o)) Idrey) = S(B) o (e

El siguiente resultado muestra que los funtores adjuntos derechos, como
izquierdos, no son tnicos pero si equivalentes en el siguiente sentido:

Proposicion 9.4.1. 575, 5" : D — C son ambos funtores adjuntos derechos
de T :C — D, entonces S y S" son naturalmente equivalentes.

Demostraciéon. Sean T': C — D, 8" : D — Cy S : D — C funtores
tales que S y S’ son adjuntos derechos de T'. Por la definicion de ser adjunto
derecho, para cada C' € Cy D € D, se tienen los isomorfismos

770D Home(C,S(D)) — Homp(T(C),D) y
ne.p - Home(C, S'(D)) — Homp(T(C), D).

Asi, para cada C € Cy D € D, la funcion

Ao = (Mpp) 't onep

es un isomorfismo de
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Home(C, S(D)) — Home(C, S'(D)),

con lo cual, se sigue que A\ = {A¢.p}o.pecorxp €8 una equivalencia natural
entre los funtores I’ : C°? x D — Sets, definido por

(C,D) — Home(C,S(D)),
y ' . F :C° x D — Sets, con regla de correspondencia
(C,D) — Home(C, S'(D)).
Ademas, si ' AN C, entonces el diagrama

(’710,1))71

Home(C, S(D)) —=2 Homp(T(C), D) —2~ Home(C, S'(D))
()ofj l()oT(f) l()of
nc/,D ( / —1

' p)
Home(C", S(D)) 22 Homp(T(C"), D) 2> Home(C", §'(D))

conmuta debido a la conmutatividad de los dos diagramas pequenos. Esto
muestra que A es natural en C.
Anélogamente, si D -2+ D', la naturalidad en D se sigue del diagrama

(0 )
Home(C, S(D)) 22 Homp(T(C), D) =2~ Home(C, S'(D)) |
s<g>ool lgoo js%g)oo
ne o (

/ D/)—l
Home(C,S(D")) —= Homp(T(C), D’)nc’—> Home(C,S'(D"))

que resulta ser conmutativo por la conmutatividad de los diagramas peque-
nos.
. . g .
En particular, si D — D’ es un morfismo en D, se tienen los elementos

S(D),S(D"),S(D),S'(D') ecC,

con los cuales, se obtienen los diagramas conmutativos

Home(S(D), S(D)) 222 Home(S(D), §'(D)) .

5(9)0()l jS/(g)OO
N\ S(D), D 10Ty
Home(S(D), S(D')) —= Home(S(D), S'(D"))
()OS(Q)T ]()Os(g)
)‘S(D’),D’

Home(S(D'), S(D')) == Home(S(D'), S'(D'))

Si ahora definimos a ¢p := Ag(p),p(Ids(p)), entonces
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S/(g) e} SDD - S/(g) (@] )\S(D),D(IdS(D)) — )\S(D),D’(S(g) @) [dS(D))
= As(p),0'(5(9)) = As(p),p/(Ids(pry © S(g))
= As(ony,or (Ids(pry) © S(g) = pr 0 S(g).

Esto tltimo quiere decir que los diagramas

S(D) -2~ 5'(D)
5(g) S'(9)
S(D') 22~ §'(D')

conmutan para cualquier D € Dy D -2 D’. Por lo tanto, S y S’ son
naturalmente equivalentes. O

Como se vio anteriormente, 7c p queda expresada en términos de las
funciones £ y ¢ antes mencionadas. El siguiente resultado da una condiciéon
para la naturalidad de 7, en términos de una transformacion natural &:

Proposicion 9.4.2. SeaT : C — D y S : D — C dos funtores para los

cuales se tiene la transformacion natural € : T'S = Idp. Para cada C' € C
y D € D, definimos

ne,p : Home(C, S(D)) — Homp(T(C), D)

por ne,p(a) =E&p o T (a). Si para cualquier C € C y cada D € D, nep es un
isomorfismo, entonces n = {nc,p} hace de S un adjunto derecho de T .

Demostracién. Como & : T'S = Idp, si D -2 D’ es un morfismo en D,
entonces

TS(D) 2~ D .
TS(g)l Lg
TS(D) 2 D

Asi, si C -2+ S(D) es un morfismo en C, se sigue que

¢poT(a): T(C) — D.
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Basta demostrar que 7 es natural en C'y en D. Sea D € D un elemento fijo
y ¢ -5 C. El diagrama
Home(C, S(D)) 25 Homp(T(C), D)
()O’Yj l()oT(“/)
Home(C', S(D)) HHomD(T(C’), D)

conmuta ya que, por una parte, si « € Home(C, S(D)), entonces

nep(@) o T(y) = (Ep o T(@)) o T(y) = &p o (T(a) o T(v)) = &p o (T(a07));
por otra parte se tiene que ne p(aoy) =&p o T (o).

Sea ahora D —= D’ un morfismo en D y C € C un objeto fijo. Por
hipotesis, para D — D', se tiene el diagrama conmutativo

TS(D)——D |,
TS(’Y)L v
TS(D) 2~ D
el cual garantiza la conmutatividad del diagrama
Homp(T(C), TS(D)) 22— Homp(T(C), D) .
TS(’Y)O()j lw()
Homp(T(C), TS(D')) "2~ Homp(T(C), D')
Ademas, el funtor 7" nos asegura que el siguiente diagrama sea conmutativo

Home(C, S(D)) — 2 Homp(T(C), TS(D)) .

smooj LTsmOo
Home(C, S(D')) —='Homp(T(C), TS(D'))
Este ultimo diagrama implica la conmutatividad del diagrama
Home(C, S(D)) —% Homp(T(C), TS(D)) 22—~ Homp(T(C), D) .
S(W)O()L LTS(W)O() lWO()
Home(C, S(D)) — S Homp(T(C), TS(D')) 2~ Homp(T(C), D)

de donde se sigue la naturalidad en D.
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9.5. Ejemplos de funtores adjuntos

Ejemplo. Los funtores V : Sets — Vctg, que a cada conjunto X le asocia
el espacio vectorial V(X)k, y U : Vetg —> Sets, donde a cada espacio
vectorial W le asocia el conjunto U(W') formado por todos los vectores de
W, son adjuntos izquierdo y derechos, respectivamente.

Ejemplo. El funtor abelianizacion r : Grp — Ab es adjunto izquierdo del
funtor inclusion v : Ab — Grp. Asi mismo, el funtor inclusion es adjunto
derecho del funtor abelianizacion.

Clualquier morfismo de grupos ¢ : G — H induce un dnico morfismo
¢:G/G" — H/H'. Cuando ademds suponemos que el grupo H es abeliano,
esto nos define un morfismo de grupos ¢ de tal manera que el diagrama
stquiente conmuta:

G—~H,
| 27
G/G
Asi, se tiene una biyeccion
Ne,n : Home,(G,u(H)) — Homa(G/G', H),
definida por
pr— P

Mds aun, esta ullima correspondencia nos garantiza la nocion de naturalidad

en G. En efecto, si Gy 7, G1 es un morfismo de grupos, el diagrama

NGy, H

Home,p(G1,L(H)) —= Hom,(G1/(G1)', H) .

()Ofl l()of

Homgry(Ga, t(H)) —2 Hom (G / (Gs)', H)

es conmutativo: si o © Gy — H, se tiene la funcion ao f : G, — H,
con la cual N, y(ao f) = ao f es la dnica funcion que hace conmutativo al
diagrama

G2 aof

| &

Ga/(Ga)'

H.
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Por otra parte, por la definicion de f y de «, la funcion
neyu(@)o f=aof:Gy/(Gy) — H

es tal que, para cualquier g € Gy, se cumple que

[0 fl(g + (G2)') = a(f(g9) + (G1)) = a(f(9)) = ao f(g).

Esto implica que el diagrama

G2 aof H 7

|

Ga/(Ga)'

conmuta. Por la unicidad de la funcion que hace conmutativo al diagrama
anterior, se sigue que

aof:aof.

Andlogamente, sean G un grupo arbitrario, Hy un grupo abeliano y ¢ :
G — H; un morfismo de grupos. Por lo notado anteriormente, existe un
inico morfismo ¢ tal que

G—W>H1

| A

G/G

es un diagrama conmutativo. Ahora, si Hy SN Hy es un morfismo entre
grupos abelianos, entonces la funcion fop : G/G' — Hy satisface que, para
cualquier g € G,

foplg+G') = f(@plg+G")) = flelg) = (fop)g),

es decir, el diagrama

a1 m,,
fop
G/G

conmuta. De nuevo, la unicidad de la funcion que hace conmutativo al dia-
grama anterior, implica que
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—_—~—

foo=/Ffop,
con lo cual, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

NG, Hq

Homg,,(G,(Hy)) — Homap(G/G', Hy) .

fO()l lf@()

NG, Hy

Homg,, (G, ((Hs)) — Homap(G/G', Hy)



Capitulo 10

Grupos Divisibles

10.1. Grupos divisibles

Como en cualquier grupo abeliano hay una accion de los enteros en el
grupo, surge de manera natural la nocion de divisibilidad en un grupo.

Definiciéon 10.1.1. Decimos que un elemento a de un grupo A es divisible
por el entero positivo n, si la ecuacion nx = a tiene solucion en A, es decir,
st existe b € A tal que nb = a. En este caso, lo denotamos por n | a.

Observacion. Notemos que la existencia de la solucion nx = a es equiva-
lente a decir que a € nA. Mds aun, si x = b es una solucion de nr = a,
entonces la clase b+ Aln| es el conjunto de todas las soluciones de dicha
ecuacion. En efecto, recordemos que Aln| ={a € A | na =0} es un subgrupo
de A, por lo que AJ/A[n] es un grupo donde el neutro aditivo es la clase del
0+ Aln| = A[n|. De esta manera, y —b € A[n] si y sélo siy = b+ Aln]. Con
esto en cuenta, st ¢ # b es otra solucion de la ecuacion nr = a, entonces
n(c—b) =nc—nb=a—a=0, porlo que c—b € Aln], es decir, c = b+ A[n].

Por otra parte, de la definicion de divisibilidad, se sigue que si n | a y
n | b, entonces n | a + b. Esta idea se extiende para el caso cuando el grupo
A es una suma directa:

Proposiciéon 10.1.2. Sea A= B& C. Sia=b+c¢, conb e B yc e C,
entoncesn |a=0b+c siysolosin|byn]|c.

Demostracion. Sin | by n | ¢, existen by,co € A tales que nbg = by
ncy = ¢. De esta manera,

115
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n(by + co) = nby +ncy =b+c=a,

es decir, n | a.

Supongamos ahora que n | a. Asi, existe ay € A tal que nag =a=b+c.
Como A = B @ (), existen tinicos by € By ¢y € C' tales que ay = by + ¢o. Por
lo tanto, se tiene que

b+ c=a=nay=n(by+ co) = nby + ncy.

Como la expresion de cada elemento a € A, en términos de B y C' es tnica,
se sigue que nby = by ncg =c¢, porloquen|byn|ec. ]

Observacion. Si (n,ord(a)) = 1, entonces la ecuacion nx = a siempre tiene
solucion. En efecto, si v y s son enteros tales que nr + o(a)s = 1, entonces
xr = ra satisface que

nx = nra = nra+ so(a)a = (nr + so(a))a = la = a.

Definicién 10.1.3. Un grupo D es divisible si n | a para toda a € Ay
Vn € N.

Observacion. Un grupo D es divisible si y solo si D = nD para todo entero
positivo n.

Observacion. De la Proposicion 10.1.2, se sigue que subgrupos de un grupo
divisible que son sumandos directos de éste, son también divisibles.

Ejemplo. (a) El grupo Z(p>) es divisible. Sea a € Z(p>) con a # 0. Deno-
temos a los generadores de Z(p>) por c1,¢a, ..., Cp, ..., donde pcy =0,
PCy = D1, ,PCuy1 = Cn Y para cada | € N, ord(c;)) = p!. Notese que
cada < c¢; > es un grupo ciclico de orden p' y que

Z(p™°) = Upen < ¢ >.
Ahora, como a € Z(p>), entonces existe un menor | € N para el cual
a = ke, con 1 < k < pl. Mds aiin, podemos suponer que (k,p) = 1.
En efecto, si s > 1 es la mayor potencia de p que divide a k, es decir,

k = p°m con (m,p) =1, entonces

a= ke =m(p°c) =me_s,
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con (m,p) = 1. Esto contradice la eleccion de [. Por lo tanto, todo
elemento a € Z(p™®) se puede escribir de la forma a = ke, donde
(k,p) =1yl es el menor natural para el cual a €< ¢; >. Esto implica
que ord(a) = p'. Asi, por lo observado anteriormente, basta demostrar
que n | a para aquellas n € N tales que (n,ord(a)) # 1.

Supongamos que n = p'm, con (m,p) = 1. Como m y k son am-
bos primos relativos con p, entonces (mk,p) = 1, por lo que también
(mk,p””) = 1. Con esto en cuenta, existen enteros o y [ tales que
1 = kma + p"t7 B, de donde se sigue que

Crp = mkac, 4 + Bp e, = mkac, 4.
Como p"c,; = ¢, ol multiplicar por p" esta ultima igualdad, se obtiene
a = p"Cry = p'mkac,y = nkac,,
con lo cual, se sigue que
a = ke, = nk*ac,y,

es decir, x = (k*a)c,4; es solucion de a = nx.
El grupo Q es claramente divisible.

Una suma directa (producto directo) de grupos es divisible si y solo si
cada sumando directo (cada factor del producto directo) es un grupo
divisible.

(d) Q/Qp = Z(p™).

Definicion 10.1.4. Decimos que un grupo D es p-divisible si p*D = D para
todo entero positivo k.

Notemos que pD = D implica que

ka:p~p-----pD:D,

por lo que ser p-divisible es equivalente a que pD = D.

Proposicién 10.1.5. Un grupo D es divisible si y solo si es p-divisible para
todo primo p, es decir, pD = D para cualquier primo p.
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Demostracién. Sea D un grupo p-divisible, para cualquier primo p. Si n =

Pyt pSs es la factorizacion en primos, sigue que
nD = (p?l ..... ]Z?S)D — (p(lll ..... p?i_ll)p?SD
:(p?l ..... psiil) ::p(lxlD:D

Por otra parte, si D es divisible, entonces en particular para cualquier primo
p, se cumple que pD = D, por lo que D es p-divisible para cualquier primo
p. 0

Notaciéon. Cuando D es un grupo p-divisible, lo denotaremos por p | D.
Observacion. Un p-grupo D es divisible si y solo si D es p-divisible.

Ejemplo. Veamos ahora que el grupo J,/7Z es divisible. Notemos primero
que, como J, es la completacion topologica de Q,, todo elemento x en J, lo
podemos escribir como la suma formal v = sg+ s1p+---+s,p" + -+, donde
Sm € {1,...,p — 1}, para toda m € N. De esta manera, al elemento x lo
podemos escribir como

=50+ p(si+sop+- s, p" 4,

el cual es claramente un elemento en 7 + pJ,. Esto quiere decir que J, =
7+ pdJ,, y por lo tanto

Jp/Z = (Z "‘pJp)/Z = pJp/Z = p(Jp/Z>'

Esto muestra que J,/7Z es p-divisible. Ahora, como Z(p) es un p-grupo, en-
tonces es q-divisible, por lo que cualquier s; € Z(p) cumple que s; = qs,, para
algin s; € Z(p). Con esto en cuenta, dado cualquier elemento

r=Sso+s1p+t---+Spp" A+

en J,, se tiene que v = q(s(+s\p+---+s,p"+---), es decir, J, es q-divisible.
Asi, como qJ, = J,, entonces

Q(Jp/2) = (Z+ qJp) /L= (Z+ )/ L = J, /L,
por lo que J, |7 es q-divisible. Esto demuestra que J,/Z es un grupo divisible.

Proposiciéon 10.1.6. Si en un p-grupo D todo elemento de orden p es de
p-altura infinita, entonces D es divisible.
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Demostracion. Notemos primero que, para cualquier primo ¢ # p, como
(p,q) = 1, la ecuacion gz = a tiene solucion para cualquier a € D, es decir,
q | D. Veremos ahora que p | D.

Sea a € D con o(a) = p"™. Procederemos por induccion. Sin = 1, entonces
a tiene orden p, por lo que h,(a) = oo, es decir, toda ecuacion de la forma
p*r = a, con k € N, tiene solucién en D. En particular, la ecuaciéon pr = a
tiene solucién, por lo que p | a. Supongamos ahora que n > 1 y que el
resultado es valido para todo elemento b € D, con orden m < n. Como
o(a) = p", entonces o(p"'a) = p, por lo que p"'a tiene p-altura infinita. De
esta manera, existe b € D que satisface la ecuacion p"z = p"~la, con lo cual,
se sigue que a — pb € D es tal que

p"Ha —pb) = p"ta —p"b =0,

es decir, o(a — pb) < n — 1. Por hipotesis de induccion, se tiene que p | a — pb,
lo cual implica que p | a. Por lo tanto D es p-divisible, y asi D es un grupo
divisible. ]

Observacion. Si ¢ : A — B es un morfismo y n | a en A, entonces
n | p(a) en B. Esto implica que para cualquier epimorfismo ¢ : A — B,
si A es divisible, entonces B también lo es. Con esto en cuenta, podemos
concluir que 7 no es isomorfo a Q, pues Q es divisible y Z no lo es.

Definiciéon 10.1.7. Decimos que un grupo D es inyectivo, si para cualquier
sucesion exacta de la forma 0 — A =% B y cualquier morfismo & : A — D,
existe un morfismo n: B — D tal que el diagrama

0—A—2+B

| A

D
es conmutativo.

De la definicion anterior, si identificamos a A con a(A) en B, la condicion
de ser inyectivo es equivalente a poder extender cualquier morfismo § : A —
D, a un morfismo de cualquier grupo B, que contenga a A, al grupo D.
Como veremos mas adelante, esta condicién caracteriza de manera Unica a
los grupos divisibles.

Teorema 10.1.8. Todo grupo divisible D es un grupo inyectivo.
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Demostracién. Sea D un grupo divisible y 0 < A -5 B una sucesion
exacta. Por lo observado anteriormente, podemos suponer que A < B. Con-
sideremos ahora a todos los grupos G entre A y B para los cuales cualquier
morfismo £ : A — D tiene una extension 6 : G — D, es decir, al conjunto

Z={(G,0) | G<By#0:G— D es una extension de £ : A — D}.

Notese que Z es no vacié pues (A,§) € Z. A continuacion, daremos un
orden parcial en el conjunto Z para poder aplicar el lema de Zorn. Para
esto, definamos la relacion (G,0) < (G',¢) por G < G'y 0 = 0 |5, que
claramente es una relacion de orden. Ahora, si (G;,0;);c; es una cadena en
Z, como cada par de parejas son comparables, de tal manera que uno de ellos
estd contenido en el otro, entonces podemos formar el grupo G = U;c;G; y
la funcion @ : G — D, donde a cada x; € G; C G le asigna el valor 6;(z;)
en D. Notemos que esta funcion estd bien definida, ya que para cualquier
x; € G NGy, se tiene que k < j o j < k, por lo que G}, < G, 6 G; < G
Asi, se cumple que 0(x;) = 6;(x;) = 6;(x;) puesto que una de ellas extiende
a la otra. Por lo tanto, (G, 60) es una cota para la cadena (G, 0;);c;. Como
(G,0) € Z, por el Lema de Zorn, Z tiene un elemento maximo (G, 6p).
Afirmamos que Gy = B.
Supongamos que Gy # By que b € B\ Gj.

Caso (1) Si < b > NGy = {0}, entonces < Gy, b >= Go@ < b >. Como todo
elemento en < Gy, b > se escribe de manera tnica como g + nb, con
g € Goyn €N, podemos definir la funcién

v :< Go,b>— D,

dada por g + nb — 6y(g). Notemos que, como ¢ es un morfismo
que extiende a 0y, entonces extiende también a £. Esto implica que
(< Go,b >, ) € Z, y ademés, es tal que (Go,0y) < (< Go,b >, ), lo
cual contradice la maximalidad de (G, 6y).

Caso (2) Si< b > NGy # {0}, entonces el principio del buen Orden nos garantiza
que, dentro del conjunto {nb € Gy | n € NT}, existe un elemento
menor. Més atn, si £k € N es tal elemento, el algoritmo de la division
de Euclides nos caracteriza a todos los elementos en < b > NGy, de
donde se sigue que < b > NGy = {m(kb) | m € N*}.
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Supongamos que k£ € NT es el menor natural positivo para el cual
kb € Gy. Si g+ sb €< Gg,b >, con k < s, por el algoritmo de la
division de Euclides, s = gk + 7, con 0 < r < k. Asi, se tiene que

g+ sb= g+ (qgk+7r)b= g+ q(kb)] +rb,

con g+ q(kb) € Go y r < k. Mas ain, todo elemento de < Go,b > se
puede escribir de manera tnica como g+ sb, donde 1 < s < ky g € Gj.
En efecto, si g1 +n1b = g2 + nsb, con ny,ny < k'y g1, g2 € Gy, entonces
g1 — g2 = (ny — n1)b. Obsérvese que no puede suceder que g; # go, ya
que en tal caso, se tendria que r = ny — n; < k es tal que

rb = (N2 —n1)b = g1 — g2 € G,

contradiciendo la minimalidad de k. Por lo tanto, g; = g9, con lo cual
se sigue que (ng —nq1)b =0 € Gy. Como ny —ny < k, la condicion de
minimalidad de k implica que ny — ny = 0, es decir, n; = ng, lo cual
muestra la unicidad de la expresion.

Por otra parte, como kb € Gy, entonces 6y(kb) € D. Por ser D un grupo
divisible, existe d € D tal que kd = 6y(kd). Esto nos permite definir la
funcion p :< Go,b >— D con regla de correspondencia

g+ sb— 0y(g) + sd.

Notemos que y es un morfismo: si (g1+s10) y (g2+s2b) son dos elementos
en < Gg,b >, con s1,s9 < k, entonces

1((g1 + s1b) + (g2 + s2b)) = p((g1 + g2) + (81 + 82)b)
= 90(91 + 92) + (81 + Sg)d = 90(91) + 90(92) + S1d + Sgd
= [00(g1) + s1d] + [0o(g2) + sod] = (g1 + s1b) + 11(ga + $2b).

Obsérvese también que p estd bien definida, ya que si sy + so > k, por
el algoritmo de la division, se tiene que

51+ 82 =qk +r,

con 0 < r < k. Por lo observado anteriormente,
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(g1 + 51b) + (g2 + s20) = (g1 + g2 + q(kb)) + 7D,

teniendo asi que

(g1 + 810) + (g2 + s2b)) = u((91 + g2 + q(kD)) + rb)
= 0o(g1 + 92 + q(kb)) +rd = 0o(g1 + g2) + qbo(kb) + rd
= 0o(g1 + g2) + gkd + rd = 0o(g1) + 00(g2) + (¢k +7)d
= 0o(g1) + Oo(g2) + (s1 + s2)d = [0o(g1) + s1d] + [0o(g2) + s2d]
= u(g1 + s1b) + p(ga + s2b).

Por lo tanto, p :< Gg,b >— D es un morfismo que ademas extiende
a by, por lo que también extiende a &. Esto muestra que

(GO700) S (< GOab >7M)7

lo cual contradice la maximalidad de (Gy, 0). De esta manera, llegamos
a que Gy = B, mostrando asi que D es inyectivo.

]

De lo anterior, podemos ver que otra propiedad de los grupos divisibles
es la de ser sumandos directos de cualquier grupo que lo contenga:

Teorema 10.1.9. (Baer) Sea D < A, con D un grupo divisible. Entonces
D es un sumando directo de A. Mds ain, si A= D & C y B es cualquier
otro subgrupo de A con BN D =0, entonces podemos escoger C' < A de tal
manera que B < C.

Demostracion. Por ser D un subgrupo de A, se tiene la sucesion exacta
0—D-—">A— A/D— 0.

Como D es inyectivo, para la funciéon identidad idp : D — D, se tiene el
diagrama conmutativo
D—=A,
ile %
D

donde ¢ |p= idp, es decir, £ : A — D es tal que £ o v = idp. Por la
Proposicion 4.2.3, se tiene que A = (D) & Ker€.
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Para la segunda afirmacion, si B es un subgrupo de A, tal que BN D =
{0}, entonces D+ B = D@ B. Si consideramos ahora la inclusion ¢ : D& B —
A en el argumento anterior, tenemos que {ou(D @ B) = D, de donde se sigue
que {(D @& B) = D, es decir, B < Keré, con A =D @ Ker¢. ]

Observacion. Si {D;}icr es una familia de grupos divisibles de A, entonces
la suma X;c1D; es un grupo divisible de A. En efecto, si di +ds+---+dy, es
un elemento en la suma, donde d; € D;, entonces para cada d; € D;, existe
d; € D; tal que nd; = d;. Por lo tanto, se sigue que

n(dy +dy+---+d,)=nd, +ndy+---+nd, =dy +dy+ - - + dp,
lo cual muestra que X;crD; es divisible.

Por la observacién anterior, dado cualquier grupo A, podemos considerar
el subgrupo D generado por todos los subgrupos divisibles de A. Mas ain, D
es el subgrupo maximo divisible de A. Ademaés, el subgrupo méximo divisible
D de A, es un subgrupo totalmente invariante de A: para cualquier endo-
morfismo n : A — A, n(D) C D pues n(D) es divisible. De esta manera,
A =D& C, donde C es reducido, en el sentido de que no tiene subgrupos
divisibles no triviales.

Ejemplo. J, es un grupo reducido.

Teorema 10.1.10. Todo grupo A es la suma directa de un grupo divisible D
y un grupo reducido C. Ademds, el grupo D estd determinado por A, mientras
que C' es unico salvo isomorfismos.

Demostracion. Por lo notado anteriormente, si D es el subgrupo maximo
divisible de A, entonces A = D & C, con C' un grupo reducido. Ahora, si
A =D &C" con D divisible y C' reducido, entonces por ser D un subgrupo
totalmente invariante de A, se cumple que

D=DnD)s(DnC).

Como C’ es reducido y D es divisible, D N C" es un subgrupo divisible de
C’, por lo que D N C" = {0}. Esto implica que D N D’ = D, con lo cual se
tiene que D < D'. Como D es el subgrupo maximo divisible, se obtiene la
contencion D' < D, teniendo asi que D = D', ]
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A continuacion, determinaremos la estructura de los grupos divisibles.
Notemos que si A es un grupo divisible y T" su parte de torsion, entonces T’
es un subgrupo divisible. En efecto, si y es solucion de nx = ¢, cont € T,
entonces ny = t. Como t tiene orden finito, entonces y también lo tiene. De
esta manera, por ser 1" un subgrupo divisible, se tiene que 7' es un sumando
directo de A, con lo cual A = T & FE, donde F es un subgrupo libre de
torsion. Notemos también que, por un argumento analogo, E es un subgrupo
divisible.

Recordemos que si b es solucion de nx = a, entonces todas las soluciones
de esta ecuacion son de la forma b + A[n], donde

Aln] ={ce€ A|nc=0}.

Asi, si E es libre de torsiéon, afirmamos que las soluciones a las ecuaciones
nr = a son Unicas. En efecto, si by # by € E son ambas soluciones de la
ecuacion nx = a, se tiene que by — by € An], con lo cual se tendria que
n(by — by) = 0, es decir, llegamos a la contradiccion de que 0 # by — by € E
es un elemento de orden finito. Con esto en cuenta, tenemos la siguiente

Proposicién 10.1.11. Si E es un grupo divisible y libre de torsidn, entonces
E es un espacio vectorial sobre Q.

Demostracién. Sean b € E'y n > 0. Por lo visto anteriormente, existe una
unica y € E tal que ny = b. De esta manera, podemos definir la funcién
¢ :Qx E — FE, dada por (**,b) — my. Veamos que esta funcién es una
accion de Q en E, que hacen de E un espacio vectorial sobre Q:

i) Para cualquier v € E, se tiene que (1,v) — 1-v = v, pues v es la
tnica soluciéon de v =1 - .

ii) Sean ¢,¢ € Q y v € E. Por una parte, tenemos que

(

SllS]

-ﬁ,v) = (Z—fi,v) — acuw,

donde w es la tnica solucion de v = (bd)z. Ahora, si w; es solucion de

v = dx, entonces (§,v) — cwi, con lo cual se tiene que

(%7 Cwl) — aws,
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donde w4y es solucién de cw; = bx. Como las soluciones de las ecuaciones
en F, de la forma a = nx, son tnicas, se sigue que los elementos bw y
wy son iguales, ya que ambos satisfacen la ecuacion v = dzx. Asi, de la
igualdad bw = wy, se tiene que cw; = bcw. Como wsy es solucion de la
ecuacion cw; = bx, se sigue también que we = cw, con lo cual podemos

concluir que (%, (§,v)) = awy = acw, es decir, (§ - 5,v) = (£, (5,v)).

iii) Sean ¢, <

7,5 € Qywv e E. Por una parte, se tiene que

(

donde w es la solucion de v = (bd)z. Por otra parte, ($,v) — awy,
donde w; es la solucion de v = br y (§,v) — cwsy, donde w; es la
solucion de v = dx. Notemos que como v = b(dw) y v = d(bw), por la
unididad de las soluciones, se sigue que dw = w; asi como bw = ws.
Con esto en cuenta, llegamos a que

+ £,0) = (24 ) — (ad + cb)w,

Salls]

(%,v) + (§,v) = aw; + cws = a(dw) + c(bw) = (ad + cb)w,

es decir, (§,v) + (5,v) = (§ + 5,v).

iv) Sean § € Q y v,w € E. Por definicién, (§,v +w) — az, donde z es
la solucién de la ecuacion (v +w) = bx. Ahora, (§,v) — azi, con 2
solucion de v = bx y (§,w) — a2y, donde 2, es solucion de w = bx.
Obsérvese que z; + 29 es solucion de (v + w) = bz, pues

b(Zl +ZQ) = bZl +bZQ =v+w.

Como las soluciones de las ecuaciones en E son Tnicas, se tiene que
21 + 25 = z, con lo cual se llega a que

(Lv+w) =az=a(z + 22) = az +az = (§,v) + (§,w).

Por lo tanto, E es un espacio vectorial sobre Q. O

El siguiente resultado nos caracteriza al grupo aditivo de cualquier espacio
vectorial V' sobre un campo K:

Proposiciéon 10.1.12. 5i V' es un espacio vectorial sobre el campo K, en-
tonces V', como grupo aditivo, es la suma directa de copias de K.
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Demostracion. Sea X una base para el espacio vectorial Vi . Para cada x €
X, tenemos el subespacio de dimension uno de la forma Kz = {kx | k € K},
el cual es claramente isomorfo a K, bajo la correspondencia kx —— k. Como
todo elemento en Vi es una combinacion lineal de elementos de la base, se
tiene que

Vi 2 @pexKr = KX,
]

De lo anterior, si A es un grupo divisible tal que A =T @& E, donde Ty
E son de torsion y libre torsion, respectivamente, se sigue que £ = @7 ;Q;,
donde n es la dimension del espacio vectorial Ep. De esta manera, falta
caracterizar a la parte de torsion del grupo divisible A. Como todo grupo
de torsion es la suma directa de sus p-componentes, basta fijarnos en una
p-componente para poder caracterizar a los grupos divisibles.

10.2. Capsula inyectiva

Teorema 10.2.1. Todo grupo abeliano G es isomorfo a un cociente de la
forma L/N, con L un grupo libre.

Demostraciéon. Sean G un grupo, [ =| G | y L = ®;¢;Z;. Como [ etiqueta
al grupo G, se tiene que G = {g; | i € I}. Asi, si z,, denota al generador del
término i-ésimo de la suma directa L = ®;c1Z;, ( donde g; € G), entonces L
es un grupo libre abeliano, cuyo conjunto generador es X = {z,, | g € G}.
Con esto en cuenta, definimos la funcién ¢ : X — G por x4, — g;, la cual
se puede extender de manera lineal a la funcién ¥ : L — G. Mas ain, @ es
un morfismo de grupos suprayectivo, por lo que L/Kery = G. O

Observacion. Como Z — Q, entonces ®iciZi; — Dic1Q;. Asi, por ser
DicrQ; un grupo libre y divisible, puesto que es una suma directa de grupos
divisibles, se tiene que

G = @1 Zi/N — PierQ;/N.

Notemos también que ©;c;Q;/N es divisible por ser la imagen del epimorfis-

mo @;erQ; 25 @ie1Qi/N, lo cual muestra que todo grupo abeliano se puede
sumergir en un grupo divisible.
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De lo anterior, surge la pregunta natural: dado un grupo abeliano A,
iexiste un grupo divisible con la propiedad de ser el menor grupo divisible
que contiene a A7 Los siguientes lemas nos ayudaran a demostrar la existencia
de dicho grupo divisible junto con algunas propiedades.

Lema 10.2.2. Sea B un subgrupo de A. Entonces B es esencial en A si y
solo si para cualquier grupo G y morfismo o : A — G, se cumple que o es
inyectiva si a |gp: B — G es inyectiva.

Demostracién. =) Supongamos que B es esencialen Ay quea: A — G
es un morfismo tal que a |g: B — G es inyectivo. Claramente,

Ker(a|p) C Ker(a).

Sia € Ker(a)\ Ker(a |g), entonces a satisface que a(a) =0y que a ¢ B.
Asi, si consideramos al subgrupo generado por a, la esencialidad de B nos
asegura que < a > NB # {0}.

Caso 1) Si o(a) =n < oco. Como < a > NB # {0}, existe la €< a > NB, con
[l € {1,...,n — 1}. Ahora, como la € By a(a) = 0, se cumple que
a(la) = la(a) =1-0 = 0. Al ser a |p inyectiva, se tiene que la = 0.
Esto contradice la hipotesis del orden de a.

Caso 2) Sea o(a) = oo. De manera anéloga, la esencialidad de B en A nos
asegura que < a > NB # {0}, con lo cual existe la €< a > NB,
para algin [ € N. Por el argumento anterior, como la € B entonces
a(la) = 0, de donde se sigue que la = 0, es decir, a es de orden finito,
contradiciendo la hipoétesis.

Por lo tanto, ambas contradicciones surgen de suponer que en el conjunto
Ker(a)\ Ker(a |g) hay elementos. De esta manera, Ker(a)\ Ker(a |g) = @,
con lo cual Ker(a) = Ker(a |g) = {0}

<=) Si B no fuera un subgrupo esencial en A, existiria 0 # C' < A tal que
C'N B = {0}. De esta manera, el morfismo canoénico p: A — A/C cumple
que p |p es inyectivo. En efecto, si by,by € B son dos elementos, entonces
by +C =by+Csiysolosiby—by € C. Asi,sip|g (b)) =p|s (b2), entonces
by — by =0, yaque by —by € By CN B ={0}. Por lo tanto,

b1+C:b2+C<:>b1:b2,
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es decir, si by # by entonces by + C' # by + C. Notemos también que p no es
inyectiva, pues claramente Kerp = C.

Por lo tanto, si para cualquier grupo Gy morfismo o : A — G, la
inyectividad de la funcién « |g: B — G implica que « sea también inyectiva,
entonces B es un subgrupo esencial en A. O

Definicién 10.2.3. Sea A un grupo. Llamamos a un grupo divisible E, que
contiene a A, minimo divisible si no contiene subgrupos propios divisibles que
contengan a A.

Lema 10.2.4. Un grupo divisible E que contiene a A, es minimo divisible
exactamente cuando A es un subgrupo esencial en E.

Demostraciéon. <) Si E no fuera un grupo minimo divisible que contiene
a A, entonces se tendria un subgrupo D C FE divisible para el cual A C D.
Por la divisibilidad de D, se sigue que £ = D @ C, donde C # {0}, ya que
D C E. Asi, como A C Dy DNC = {0}, entonces AN C = {0}, por lo que
A no es un subgrupo esencial de E.

—>) Sea E un grupo divisible y supongamos que A no es esencial en
E. Esto quiere decir que existe un subgrupo C de E tal que AN C = {0}.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que C' =< ¢ >, con lo cual se
tienen los dos casos: 7) o(c) = o0 0 ii) o(c) = p.

Caso i) Como o(c) = oo, podemos sumergir a < ¢ > en Q mediante el morfismo
a:< c>— Q, donde a(c) = 1. Ahora, como E es un grupo divisible,
entonces también es inyectivo, por lo que si ¢ :< ¢ > F es la inclusion,
existe §: Q — E tal que hace conmutativo el diagrama

<ec>>-=0Q.
| A
E

Veamos ahora que 3 es inyectiva para poder concluir que E contiene
un subgrupo isomorfo a Q. Supongamos que 6(%) = 0, con m # 0.
Como S(L) =0, entonces

0=mp(s) = B(5; -m) = B(1).

Asi,
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le =(lc) = Boa(le) = (1) =0.

Como o(c) = oo, se sigue que [ = 0, por lo que # = 0, es decir, 3 es
inyectiva.

Afirmamos ahora que S(Q)NA = {0}. Sia € ANF(Q), entonces existe
% € Q, con m # 0, tal que B(%) = a. De esta manera,

ma = mﬁ(%) = ﬁ(% -m) = B(l) = Boa(le) = (lc) = lec.
Con esto en cuenta, se tiene que
le e AN < ¢ >= {0},

con lo cual, [ = 0. Esto implica que a = 5(%) = $(0) = 0. Por lo tanto,
An Q) = {0}.

De esta manera, como [(Q) es divisible, ya que es isomorfo al gru-
po divisible @, entonces es un sumando directo de F, con lo cual
E = 5(Q) @ B. Notemos que como B es un sumando directo del grupo
divisible F, resulta ser también divisible. Por el teorema de Baer, pode-
mos escoger al subgrupo divisible B de manera que A C B, mostrando
asi que F no es minimo divisible sobre A.

Supongamos que o(c¢) = p. Por un razonamiento anélogo al del caso
anterior, para la funcion a :< ¢ >— Z(p>), definida por «a(c) = %,
con ag € {0,...,p — 1}, existe # : Z(p®) — FE tal que el siguiente
diagrama conmuta:

<c>—"=7Z({p>).

| A

E

Notemos que como < ¢ > es un grupo ciclico de orden p, entonces
cualquier elemento no nulo de < ¢ > es un generador. Asi, si by es el
inverso multiplicativo de ag en Z(p), es decir, agby = 1, (modp), se tiene
que a(byc) = % = %. De esta manera, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que «a(c) = %.
Ahora veamos que 3 es inyectiva, lo cual mostraria que E tiene un

subgrupo isomorfo a Z(p>). Supongamos que 6(#) =0, donde (I;p) =
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l

L es el representante de la clase o5 Con esto en cuenta, se tiene

pk

Ly
que

0=p""-B(k) =B k) =B(L) =B 1) = Boall)

p P P
= (lc) = le.

Como o(c) = p, esto tltimo implica que p | [, contradiciendo el hecho
de que (I;p) = 1. Por lo tanto, [ = 0, y asi 5 es un monomorfismo.

De nuevo, afirmamos que 5(Z(p>)) N A = {0}. Si

07#a e B(Z(p>)) NA,

entonces existe # € Z(p™), con (I;p) = 1 tal que 6(#) = a. Asi, se
tiene que

Prla=pt (L) =8pF L) = 5(%) = Boal(le) = (lc) = le.

p

Esto tltimo muestra que p*~la = lc € AN C = {0}, lo cual implica
que lc = 0. Como o(c) = p, se tiene que p | [, lo cual contradice la
suposicion de (I;p) = 1. Por lo tanto, a = 0, con lo que

P(Z(p>)) N A= {0}.

De esta manera, por el teorema de Baer, £ = 5(Z(p>) @ B, donde B
es un subgrupo divisible no trivial de E que contiene a A, mostrando
asi que F no es minimo divisible sobre A.

Por lo tanto, A es un subgrupo esencial en B. O

Teorema 10.2.5. Sea A un grupo. Todo grupo divisible que contiene al grupo
A, contiene un grupo minimo divisible que contiene a A. Ademds, dos grupos
minimos divisibles que contienen a A son isomorfos sobre A.

Demostracién. Sea D un grupo divisible que contiene a A. El conjunto

F ={C| C < Ddivisible tal que CN A = {0}}
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es no vacio ya que el grupo trivial {0} es un elemento de F. Si a F lo
ordenamos por la inclusion, se tiene que (F, C) es un conjunto parcialmente
ordenado donde toda cadena tiene una cota superior. En efecto, si {C;}ies es
una cadena de grupos divisibles, donde cada C; N A = {0}, entonces el grupo
formado por la union de todos ellos U;c;C; también es divisible y ajeno a
A, puesto que a € AN (UjesCy) siy solo sia € AN Cjy, para algun j € 1.
Por el Lema de Zorn, el conjunto F tiene un elemento maximal. Si M es un
elemento maximal de F, por ser divisible se tiene que D = M & E, con E de
nuevo un subgrupo divisible de D, que contiene a A.

Afirmamos que E es un grupo minimmo divisible sobre A. Sea B un
subgrupo divisible de E que contiene a A. Por ser divisible, D = B & F,
donde F'N B = {0}. Como F es un sumando directo del grupo divisible D,
resulta ser también divisible. Mas aun, FN A C FnN B = {0}, por lo que
F € F. Ahora, como B ¢ E'y M NE = {0}, entonces BN M = {0}. Por
el teorema de Baer, podemos suponer que M C F. Asi, el hecho de que B
sea un subgrupo propio de E nos asegura que M ¢ F'| lo cual contradice la
maximalidad del elemento M. Por lo tanto, £/ es un grupo minimo divisible
sobre A, lo cual demuestra la existencia del grupo minimo divisible.

Por otra parte, si £} y Fy son dos grupos, cada uno de ellos minimo
divisible sobre A, se tiene que el diagrama

AéEl

| A

Es

conmuta, por la divisibilidad e inyectividad de F,. Esto ultimo equivale a
decir que el automorfismo id 4 es extendida al morfismo n : F; — E5. Como
n(E1) es divisible en E, y contiene a A, la condicion de que Fy sea minimo
divisible sobre A, implica que 1 es sobre. Asi mismo, como A es un grupo
esencial de Ey y n |4= id4 es un monomorfismo, por el Lema 10.2.2 se tiene
que n : Fy — FEs es inyectiva, teniendo asi que 7 es un isomorfismo entre
E1 y E5, que ademas deja fijo a los elementos de A. [

Por el teorema anterior, se tiene la siguiente

Definiciéon 10.2.6. Dado un grupo A, la cdpsula inyectiva de A es un grupo
E minimo divisible que contiene a A.

Teorema 10.2.7. Sea D un grupo. Son equivalentes las siguientes proposi-
ciones:
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(i) D es un grupo divisible.
(ii) D es inyectivo.
(iii) D es un sumando directo de cualquier grupo que lo contenga.

Demostracion. Hemos visto que todo grupo divisible es inyectivo. Ademas,
si A es un grupo que contiene al grupo inyectivo D, entonces el diagrama

0—=D—=A

i A

D

muestra que D es un sumando directo de A. Por lo tanto, basta demostrar

Sea D un grupo tal que D es sumando directo de cualquier grupo que lo
contenga. Como vimos anteriormente, podemos sumergir a D en un grupo
divisible F. En particular, por ser D un sumando directo del grupo divisible
E se tiene que D también es divisible. O

Observacion. Como Z(p™) es la cdpsula inyectiva de Z(p*), para cualquier
k €N, entonces ®ic;Z(p™); es la cdpsula inyectiva de ®icrZ(p").

Regresando a la cuestion de caracterizar a la parte de torsion de un grupo
divisible A, para un p-grupo divisible, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 10.2.8. Sea D un p-grupo divisible. Entonces D = @;c1(Z(p™));.

Demostracion. Sea F una familia independiente de grupos ciclicos de D.
Por ser independientes, < F >= @®pcrF. De esta manera, si

Z = {F | F es una familia independiente de subgrupos ciclicos},

la condicion de independencia nos asegura que Z es una familia de caracter
finito, por lo que es valido el Lema de Tukey. Asi, si F7 es maximo con
respecto a la inclusion, afirmamos que < Fz > es un grupo esencial de D.
En efecto, si a € D\ < Fr > es tal que < a > N < Fr >= {0}, se llega
a la contradiccion de la maximalidad de F7z, puesto que < a > UFz es una
familia independiente de grupos ciclicos.

Para simplificar la notacion, supongamos que I es un conjunto que eti-
queta a la familia 7. Como cada elemento en F7 es un p-grupo ciclico,
entonces



10.3. GRUPOS PUROS 133

< Fr>= @Fe]»‘IF = @iel(z(pki))'

De esta manera, se tiene el diagrama

@ieI(Z(pki)) ——D

|

Dic1(Z(p™))i

donde 1 : D — ®cr(Z(p™))icr es debido a que B;er(Z(p™));er s un grupo
divisible y por lo tanto inyectivo. Ahora, como @®;c;(Z(p*)) es esencial en D

y
L @ie[(z(pki)) — ®icr(Z(p™)):

es inyectiva, entonces n es un monomorfismo.

De esta manera, como @;c;(Z(p™))icr es la capsula inyectiva de ©;er(Z(p
y n(D) es un grupo divisible en @;cr(Z(p™))icr que contiene a @ (Z(p*)
se tiene que n es un epimorfismo, con lo cual

@ier(Z(p™) = D.

“))
);

]

Observacion. Si A, es la p-componente del grupo divisible y de torsion T,
entonces A, es también divisible, por ser un sumando directo del grupo T.
Como A, es un p-grupo, del teorema anterior se sigue que

Ap = Dier(Z(p™))i-
Por lo tanto, tenemos el siguiente

Teorema 10.2.9. Todo grupo divisible D es de la forma

Cp(Dicr(Z(p™)): ©jes Q;.

10.3. Grupos puros

Definicién 10.3.1. Sea A un grupo. Decimos que un subgrupo G de A es
puro, si cada vez que la ecuacion nx = g, con g € G, tiene solucion en A ,
la tiene también en G.
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Observacion. Por la definicion anterior, si G es un subgrupo puro en A y
n|gen A, entonces n | g en G. Ademds, como n | g en G es equivalente a
la condicion g € nG, se tiene que

G es puro en A si y solo st nG = GNnA, Vn € Z.

Noétese también que como GG y A son ambos grupos, basta pedir que la
condicién anterior se cumpla para n € N,

Observacion. Si al grupo A lo dotamos con la topologia Z-ddica y G es
un subgrupo puro de A, entonces la topologia Z-ddica inducida por A en G,
coincide con la topologia Z-ddica de G.

Definicién 10.3.2. Un subgrupo G de A es p-puro (p primo), si
"G = GNp*A, para k=1,2,....

Observacion. De la definicion anterior, son equivalentes que un subgrupo
G sea p-puro en A y que las p-alturas de los elementos de G son las mismas
en G que en A. Ademds, de manera andloga a la observacion anterior, si al
grupo A lo dotamos con la topologia p-ddica, entonces para cualquier subgrupo
G p-puro de A, se cumple que la topologia inducida de A en G, coincide con
la topologia p-ddica del grupo G.

Proposicion 10.3.3. Sea G un subgrupo de A. Entonces G es p-puro en A,
para todo primo p, si y solo si G es puro.

Demostracion. Si G es un subgrupo puro en A, entonces GG es p-puro, para
cualquier primo p. En efecto, si p es un primo, como nG = GNnA para toda
n € N, en particular se cumple para cualquier p*, con k =1,2,....

Supongamos ahora que el subgrupo G es p-puro para todo primo p. Sea
n € N, con factorizacién en primos n = pi* - p3* - - - - p¢. Notemos que como
G es p-puro, se tiene que p*G = G N pFA para cualquier primo p y k£ > 0.
Asi,

nG = (pi* -py*----p)G
= (pf* - p3? - o) (P2 G)
= (P - p5% - py (G N i A)
= (1" Py )G N (P ey p PR A
= (p" - p5?-py )G NnA
= (pI" - py* - YY) (' G) NnA
= (p1" - py? - o NG NP A) NnA
= (pf* 3% S )G N nA,
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donde esta tltima igualdad es debido a que nA C p."1'A. Mas ain, nA C
pi* A, por lo que si proseguimos de esta manera, llegamos a la igualdad

nG = (pi")G NnA = (GNp*A)NnA=GNnA,
lo cual implica que G es un subgrupo puro. [

Veamos algunas propiedades de los subgrupos puros:

= Todo sumando directo de un grupo es un subgrupo puro. Supongamos
que A = B& C. Sin pérdida de generalidad, demostraremos que nB =
B N nA para cualquier n € N. Claramente, nB C B N nA, por lo que
basta demostrar la otra contencién. Sea n cualquier entero positivo y
be BNnA, con b= na para alguna a € A. Como A = B & C, existen
by € By c € C tales que a = b; + ¢. Con esto en cuenta, se tiene que
na = n(by + ¢) = nb; + nc. Ahora, por ser A la suma directa de By de
C, como b+ 0 = na = nb; + nc, se sigue que b = nb; y 0 = nc, con lo
cual b € nB.

= La parte de torsion de cualquier grupo mixto G es un subgrupo puro.
Sean GG un grupo, G la parte de torsion del grupo G y n > 0. Como
nGr C GprNnG, basta demostrar que GrMnG C nGr. Sea g € GprNnG.
Como ¢ esta en la parte de torsion de G, tiene orden finito s = o(g).
Ademés, como g € nG, existe g; € G tal que g = ngy, por lo que

0=sg=s(ng1) = (sn)g,
lo cual quiere decir que g; € G7. Por lo tanto g € nGr.

» Toda p-componente de un grupo G es un subgrupo puro. Sean p un
primo y A, la p-componente de G. Por una parte, p*A4, C A, N p*G.
Ahora, si a € A, N p*G, entonces o(a) = p° y a = pFg para alguna
g € G. Esto implica que 0 = p°a = p***g, por lo que g € A,, con lo
cual a € p*A,. Por lo tanto, p"A, = A, N p*G, para toda k € N.

Sea ¢ un primo distinto a p y k > 0. Si b € A, N ¢*G, entonces la
ecuacion ¢z = b tiene solucién en G, digamos el elemento g € G.
Ademés, como b € A,, o(b) = p*, teniendo asi que 0 = p*b = p*(¢*g),
es decir, el elemento ¢*g tiene orden p*. Como o(na) = o(a)/(n;o(a))
para cualquier a € A, al denotar por t al orden de g, se tiene que



136

CAPITULO 10. GRUPOS DIVISIBLES

p* =ord(q"g) =t/(q",1).

Notemos que como ¢ es primo, (¢, t) = ¢!, con 0 <1 < k, con lo cual
obtenemos la igualdad ¢'p® = t. Obsérvese que si | = 0, entonces t = p°,
de donde se sigue que g € A, y en cuyo caso se tendria que b € ¢~ A,,.
Por lo tanto, consideraremos a [ € {1,..., k}.

Ahora, como p y ¢ son primos relativos, también lo son p* y ¢!, con
lo cual existen a y 3 enteros tales que 1 = ap® + B¢'. Nétese que de
esta combinacion lineal también se deduce que (p,3) = 1. Asi, g =

(ap®)g + (B4')g, por lo que
b=q"g = (ap*d®)g + (Bd"¢")g = ¢"(Bd'9),

es decir, (8q¢'g) es una solucion de la ecuacion ¢*z = b, que ademas
satisface que

o(Bd'g) = t/(Bd'.t) = p°d"/ (B4, p°d") = d'p* /" (B,p*) = p*/(B,p°).

Como 3 y p son primos relativos, (3, p*) = 1, por lo que o(Sq'g) = p°,
es decir, 8q¢'g € A,. Por lo tanto, para cualquier primo ¢ # p y k > 0,
siempre que la ecuacion ¢z = b, con b € A, tenga solucion en G, lo
tendra también en A,. Esto demuestra que A, es un subgrupo puro.

Lema 10.3.4. Sean B,C < A tales que C < B < A. Entonces

(i) Si C es puro en B y B es puro en A, entonces C' es puro en A.

(1) Si B es puro en A, entonces B/C es puro en A/C.

(111) Si C es puro en Ay B/C es puro en A/C, entonces B es puro en A.

Demostraciéon. (i) Si tanto B como C' son subgrupos puros en A, en-

tonces nB = BNnAy nC = CNnA, para cada n € Z. De esta
manera,

nC=CnNnB=CN(BNnA)=(CNB)NnA=CnNnA.

(ii) Notese que para cualquier n € Z, n(B/C) =nB/C =nB + C. Asi, si

nB = BNnA, entonces
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n(B/C)=nB+C=(BNnA)+C=BNnA+C)=BNn(A/C) =
(B/C) nn(A/C),

donde la tercer igualdad es debido a la ley modular con los subgrupos
C < BynAdeA.

Veamos que dada cualquier n € N, si la ecuaciéon nx = b, con b € B,
tiene soluciéon en A, entonces también la tiene en B. Seann € N, b € B
y a € A una solucidon de la ecuacion nz = b. Con esto en cuenta,
n(a+ C) = b+ C es un elemento tanto en B/C como en n(A/C). Al
ser B/C' un subgrupo puro en A/C se cumple que

n(B/C) = (B/C) Nn(A/C),

por lo que existe ' € B tal que n(b/ + C) = b+ C. Esto quiere decir
que nb' = b+ ¢, para alguna ¢ € C, con lo cual se obtiene que

nb' —a)=nb—na=b+c—>b=c,

pues na = b. Ahora, como C' es puro en A y nx = ¢ tiene como solucion
al elemento O — a € A, existe ¢ € C tal que nd = c. Por lo tanto,

nb —d)y=nbl —nd =b+c—c=0b,

donde O/ — ¢ € B. Por lo tanto, B es puro en A.
O]

Proposicion 10.3.5. Todo subgrupo infinito puede sumergirse en un sub-
grupo puro de la misma cardinalidad y todo subgrupo finito en un subgrupo
puro numerable.

Demostracion. Sea B < A con | B |= M. Consideremos las ecuaciones de
la forma nx = b, con b € B, que tengan soluciéon en A. Para cada una de
estas ecuaciones, tomemos una solucion a,, € A y formemos el subgrupo B,
generado por By el conjunto

{anp | b€ ByneN}.

Repitiendo este argumento, ahora para ecuaciones de la forma nx = b, con
b € By, obtenemos el subgrupo Bs generado por B; y el conjunto
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{anp | b€ By y n € N}

de soluciones de dichas ecuaciones. Prosiguiendo de esta manera, el conjunto
G = UjenB; es un subgrupo de A. En efecto, notemos primero que si b € G,
entonces b € B,, para algin n € N. Ademaés, como los subgrupos B; satisfacen
que B, < B,.1, para toda n € N, la suma de dos elementos a,b € G, con
a € B; y b € By esta definido como a+0b € B, donde s = max{j,(}. Por otra
parte, si la ecuacion nx = b, con b € G tiene solucion en A, por la manera en
que se construyo6 al conjunto G, b € B,,, para alguna m € N, por lo que existe
anp € By solucion de la ecuacion nx = b. Como B,,; C G, entonces G es
puro en A. Por ultimo, se tiene que | G |< MYy, de donde se siguen ambas
afirmaciones. O

El siguiente resultado nos permite identificar subgrupos puros en un grupo
A, que son sumandos directos de éste.

Proposicion 10.3.6. Sea B < A con B = &' | < ¢; >, donde cada < ¢; >
es un grupo ciclico de orden p*. Las siquientes proposiciones son equivalentes:

1. B es un subgrupo puro. (p-puro).
2. B satisface BNp*A = {0}.
3. B es un sumando directo de A.

Demostraciéon. 1. = 2. Si B es un subgrupo puro, entonces es p-puro. De
esta manera, para cualquier m € N, se tiene que p™B = B N p™A. Como
B =@, < ¢; >, con cada < ¢; > un grupo ciclico de orden p*, se sigue que
0=p"B=BnprA.

2. = 3. Supongamos que B satisface que B N p*4A = 0. Sea C un
subgrupo B-alto de A, con p*A C C, es decir, un seudocomplemento de B
maximo en A que contiene a p*A. Supongamos que a € A es tal que pa = b+,
con b € By c e C. Demostraremos que existe b’ € B tal que pb' = b, para
asf usar el Lema 4.2.8. Bajo estas hipotesis, se sigue que p*a = p*~1b+pF e
Ahora, tanto p*a como p*~'c estan en C, ya que p*A < C, por lo que

pFa — pFle = pF b € C.

Como BN C = {0}, esta tltima igualdad implica que p*~1b = 0.

Por otra parte, cualquier elemento b € B se escribe como una combinacion
lineal de los elementos ¢;, es decir, de la forma b = zy¢1+- - -+2,¢,, con z; € Z.
Asi, sip" b =0y b= 2z, + -+ z,cpn, entonces
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0=p"t=(z1p" Ney + -+ (zup")en.

Esto altimo implica que p | z;, para todai € {1,...,n}, ya que ¢; tiene orden
p*. De esta manera,

b= (pz1)er + -+ (pzp)en = PEL Zics;

donde v/ = X! ,zlc; € B. Por lo tanto, como para cualquier a € A, que
satisface pa = b+ ¢, con b € By ¢ € C, se tiene que b = pb/, para algun
b' € B, el Lema 4.2.8 nos garantiza que A = B & C.

3. = 1. Todo sumando directo es un subgrupo puro. O

Corolario 10.3.7. Sea A un grupo. Todo elemento a € A de orden p y de
p-altura finita puede sumergirse en un sumando directo finito y ciclico.

Demostracion. Sea a € A, con h,(a) = k < co. Esto quiere decir que existe
b € A que satisface p*b = a. Como a es de orden p, entonces p*+'b = pa = 0.
Notemos que como p**'b = 0, entonces el orden de bes p*, con 1 < s < k+1.
Afirmamos que s = k + 1. En efecto, como

p = o(a) = o(p*b) = o(b)/(p*, (b)),

si s < k, entonces (o(b), p*) = o(b), con lo cual se tendria que p = o(b)/o(b) =
1. De esta manera, B =< b > es un subgrupo ciclico de A4, de orden p**! tal
que a € B. Veamos ahora que B N p**!A = {0}. Como B es un subgrupo
ciclico de orden p**!, sus tinicos subgrupos propios son ciclicos y de orden
p™, donde m € {1,... k}. Mas atn, estos subgrupos forman la cadena

<pFb>Cc< pFlb>C - C< pb >.

Asi, como p**!A es un subgrupo de A, entonces B N pF*1A es un subgrupo
de B. Por lo tanto, si B N p**tA #£ {0}, entonces a € B N p*1A, ya que
p*b = a es el menor subgrupo de B. Lo anterior implica que existe a’ € A tal
que p**la’ = a, lo cual contradice que h,(a) = k. ]

Observacion. El subgrupo B =< b > en el cual se sumerge el elemento a de
orden p y de p-altura finita, es isomorfo al grupo cociclico Z(p**'). Ademds,
B es un sumando directo de A.

El siguiente resultado generaliza la idea anterior:

Corolario 10.3.8. 5@ A es un grupo que tiene elementos de orden finito,
entonces tiene un subgrupo cociclico como sumando directo.
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Demostraciéon. Observemos que como A es un grupo con elementos de
orden finito, podemos escoger a € A de orden un primo p. Ahora, si A
tiene algiun subgrupo isomorfo a Z(p>), entonces éste es un sumando directo
por ser un grupo divisible. Supéngase que A no contiene a algtiin subgrupo
isomorfo a Z(p*), para cualquier primo p. Afirmamos que existe un elemento
b € Ay, de orden p, tal que h,(b) < oco. De lo contrario, si todo elemento
c € A,, con o(c) = p tuviera p-altura infinita, entonces por la Proposicion
10.1.6, se tiene que A, es un p-grupo divisible. Esto quiere decir que

Z(p>®) — A, — A,

lo cual contradice la suposiciéon. Por lo tanto, existe b € A,, con o(b) =py
h,(c) < 0o, cayendo asi en las hipétesis del corolario anterior. O]



Capitulo 11

Producto Tensorial

11.1. Definicién

Definicion 11.1.1. Sean A, C' y G grupos. Decimos que la funcion g :
A x C'—> G es bilineal, si para toda ai,as € A y cq1,co € C se satisface:

1. g(ay + ag, c1) = g(ay, c1) + g(ag, c1).
2. glay,c1 + o) = glag, c1) + glag, ¢a).
Algunas propiedades de las funciones bilineal son las siguientes:

(a) g(a,0) = 0 = g(0,c), pues g(a,0) = g(a,0 + 0) = g(a,0) + g(a,0), lo
cual implica que g(a,0) = 0. Analogamente para g(0, c).

(b) g(=a,¢) = —g(a, ) = g(a, —¢).
(c) g(na,c) =ng(a,c) = g(a,nc), para cualquier n € Z.

Sea X el grupo libre generado por las parejas ordenadas (a, c), con a € A
yc€ C.SiY es el subgrupo de X generado por los elementos de la forma

(a1 + az,¢) — (a1,¢) — (az, ) y (a,c1 + ¢2) — (a,¢1) — (a, c2),
definimos al subgrupo
A C:=X/Y.

141
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La clase de (a,c) + Y la denotaremos por a ® c. A este grupo le llamamos el
producto tensorial entre Ay C. Obsérvese que los elementos de A ® C' son
de la forma Yk;(a; ® ¢;), donde k; € Z, a; € Ay ¢; € C.

Por la manera en que definimos al producto tensorial A ® C, se cumplen
las siguientes propiedades:

» (a1t a)®c=a; @c+ay®ec.
ma®(c1+ ) =a®c+a® .
" na®c=n(a®c)=a®nc.
Notese que estas propiedades implican que la proyeccién natural
e Ax(C— ARC,
definida por (a,c) — a ® ¢, es un homomorfismo, y ademés
a®0=020=0®c,
ya que
a®0=a®(04+0)=a®0+a®0,

por lo que a ® 0 = 0 ® 0. Méas atin, e es una funcion bilineal que satisface la
siguiente particularidad: si g : A x C — G es una funcién bilineal, existe
un tnico homomorfismo 0 : A ® C — G tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

AxC—-AxC.

| A

G

En efecto, si g : A x C' — G es una funcién bilineal, definimos
0: AxC —G

por #(a®c) = g(a,c). Como g es bilineal y el producto tensorial distribuye a
la suma, se tiene que # es un homomorfismo de grupos que hace conmutativo
al diagrama anterior. Para demostrar la unicidad, supongamos que

V: AxC — G
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es otra funcién, que hace conmutativo el diagrama

AxC—AxC.

| A

G
Como los elementos a ® ¢ generan al producto tensorial, se sigue que
U(a®c) = gla,c) = 6(a o),
lo cual implica que W = 6. De esta manera, tenemos el siguiente

Teorema 11.1.2. Sean A y C grupos. Entonces, existe un grupo A Q C y
una funcion bilineal e : Ax C' — A® C tal que, para cualquier otra funcion
bilineal g : A x C — G, existe un unico morfismo 0 : A® C — G tal que
el siguiente diagrama conmuta:

AxC—AxC.

|

G

Observemos que esta propiedad la determina el grupo A ® C, salvo iso-
morfismos. En efecto, si H es otro grupo con esta propiedad, entonces para
la funcién bilineal e : A x C — A ® C, se tiene el diagrama conmutativo

AxCl .

|

A C

de donde e = 6y o h. Asi mismo, por la propiedad de bilinealidad de h, se
tiene que el diagrama
Ax(C——A®C.

| A

H

es conmutativo, con lo cual h = 6 o e. Esto implica que

e=0goh=0go(foe)=(gobf)oe y
h=60oe=800(f0goh)=(0oby)oh.
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Por lo tanto, 0y 060 : A® C — A® C es la funcion idage, al igual que
0oy : H— H la funciéon idy, teniendo asi que 0y y 6 son isomorfismos
entre Hy A® C.

Definicion 11.1.3. A la funcion e : A x C — A® C, con regla de corres-
pondencia (a,c) — a ® ¢, la llamamos la funcién tensor.

11.2. Propiedades y ejemplos

Proposicion 11.2.1. Sean A y C dos grupos. Entonces en el producto ten-
sorial A® C' se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Sim|a yn|ec, entonces mn|a® c.
(ii) Sima =0 ync=0, entonces (m;n)la® c| = 0.
(iii) Sin|aync=0, entonces a® c = 0.

Demostracion. (i) Si ag € Ay ¢y € C son tales que mag = a 'y ncy = c,
entonces

mn(ag ® co) = n(may @ ¢p) = (Mmag @ ney) = (a ® c).
(7i) Si s,t € Z son tales que ms + nt = (m;n), entonces
(m;n)(a®c) = (ms+nt)(a®c) =ms(a® c)+ntla®c)
=s(ma®c)+tla®@nc) =s0®c)+t(a®0)
—(0®c)+@®0)=(0®0)+(0®0) = (0®0)

(7ii) Sin | a entonces nayg = a, para alguna ay € A. De esta manera,

a®c=(nay®c)=ay®@nc=ap®0=0®0=0.

Ejemplo. Para cualquier grupo abeliano A, se tiene que

7@ A=A
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Consideremos el grupo Z x A formado por las parejas (n,a), conn € Z y
a € A. De esta manera, se tiene la funcion bilineal p : Zx A — A, definida
por (n,a) — na. Por la propiedad del producto tensorial, existe una funcion
©:7® A — A que hace conmutar al diagrama

7XxA—>7x A.

1.4

A

Notemos que por las propiedades del producto tensorial, los elementos de la
forma n ® a satisfacen

na=1-n®a=1X na.

Esto implica que todo elemento X" n; @ a; en el producto tensorial, lo pode-
mos escribir como

Yrin Qa;=X"10na0, =10 X" nae=1Ra,

para alguna a € A. Con esto en cuenta, © estd determinada en los elementos
de la forma 1 ® a, con a € A. Asi, al definir la funcion ¢ : A — Z ® A por
a— 1® a, se tiene que P y ¥ satisfacen

Yop=idzga yPpor)=ida,
es decir, Z®@ A = A,
Lo anterior se puede generalizar con la siguiente
Proposicion 11.2.2. Sea A un anillo. Para cualquier A-mddulo M,
ARa M =M.

Demostracion. La accién 7 del anillo A en el grupo M es claramente una
funcién bilineal de A x M en M. Por la propiedad del producto tensorial,
existe « : AQ M — M tal que 7 = aoe,donde e : AX M — AR M es
la funciéon tensor. De esta manera,

am = 7(a,m) = aoe(a,m) = ala®@m).

Por otra parte, notemos que la funcién § : M — A ® M, definida por
B(m) = 1®m es un morfismo de grupos. En efecto, si m;, my € M, entonces
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(my4+mg) — 1® (my+mg) =10 my + 1 ma.
Con esto en cuenta, se tiene que
aofi(m)=a(l®@m)=1m=m
asi como
foala@m)=PFam)=1aem=1-a®@m=a®m,
por lo que v y [ son isomorfismos. n

Si ahora tensamos a un grupo A por un grupo ciclico de orden m, se
obtiene un grupo isomorfo a A/mA, como lo muestra la siguiente

Proposicion 11.2.3. Para cualquier grupo A, se tiene que
Z(m) @ A= A/mA.
Demostracion. La funcion ¢ : Z(m) x A — A/mA, definida por
(k,a) — ka +mA,
es una funcion bilineal, por lo que existe una tnica funcion
©:Z(m)®A— A/mA
que hace conmutativo el diagrama

Z(m) x A—=Z(m)® A.

A/mA

De manera andloga al ejemplo anterior, la funcion ¢ : A — Z(m) ® A
definida por a — 1 ® a es un epimorfismo, tal que mA C Keriy, ya que

l1@ma=mxa=0xa=0.

Mas aun, como ¢ es un epimorfismo y @ hace conmutar el diagrama, entonces
© es también un epimorfismo. Esto implica que @ o 1) es una funcion de
A — A/mA tal que g op(a) = a+ mA, es decir, p o1 es la proyeccion
canonica p : A — A/mA. Como ker(p o)) = kerp = mA, entonces
keriy C mA, teniendo asi que keryy = mA. De esta manera, se obtiene
que

Alkery = A/mA = Z(m) ® A.
Observacion. En particular Z(p") @ Z(p®) = Z(p"), donde t = min{s,r}.
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11.3. Producto tensorial visto de una manera
categorica

A continuacion, veremos al producto tensorial entre modulos desde un
punto de vista categorico.

Consideremos al funtor F' : Mody x4 Mod — Ab, donde Mod, es la
categoria de A-modulos derechos, 4 Mod la categoria de A-mo6dulos izquierdos
y Ab la categoria de grupos abelianos. Sean L y L' A-mddulos izquierdos,
M y M' A-mo6dulos derechos, y A : L — L'y p: M — M’ morfismos de

A-modulos. Si L x M es el producto directo entre los A-modulos , definimos
la funcion ¢ : L x M — L' ®4 M’ por

o(z,y) = Mz) @ p(y),

que resulta ser bilineal ya que tanto A\ como p son morfismos y el producto
tensorial abre sumas. De esta manera, existe una tnica funcion

a: L@ M — L'®@4 M
tal que
a(z®@y) = p(z,y) = Az) ® u(y).
A este morfismo lo denotaremos por A ® pu, con lo que
A® p(r @y) = Az) ® puy).
Obsérvese que el morfismo A\ ® i es un elemento en
Hom(L®4 M,L' ®4 M).
Ahora, si tenemos los morfismos L SN SN y M 2 M AN M,
entonces
N o)A@ p) =N i,

ya que en cualquier elemento generador x ® y de L ® M, ambas funciones
coinciden. Ademés, si A = idy y pu = idy;, entonces

A® p=1d, ®aidy = tdrgm,

lo cual muestra que el producto tensorial es un funtor de Mods x4 Mod en
Ab. Notemos que este funtor es aditivo en las dos variables, es decir,
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()\1+/\2)®M:)\1®M+>\2®M,
asi como
A® (1 + p2) =A@ g + A @ pug.

Por otra parte, el producto tensorial no es un funtor exacto como lo
muestra el siguiente

Ejemplo. Consideremos a Z. C Q como un Z-submddulo de Q. Si tensamos
por el grupo 7./27, se tiente

7.)27, 2 7. ®, 727 — Q ® 7./ 27.

2n

3, S€ Sigue que

Ahora, como cualquier 7= € Q se puede escribir como
1R1=2Q1=2R2l=282=280=0,
por lo que QR Z/27 = 0.
En cambio, una propiedad del producto tensorial es la siguiente:

Proposicion 11.3.1. El producto tensorial es un funtor exacto derecho en
cada una de las dos variables.

Demostracion. Por simetria, basta tomar L4 un A-mo6dulo derecho y una
sucesion exacta de A-modulos izquierdos

[0}

O<—>M’—>Mi>M”—>O.

Veamos que L ® M’ Y oM OB M7 5 0 es exacta. Notemos que cada

generador en L ® M” es de la forma x ® ¢y, con x € L'y ¢y € M”. Como 3
es un epimorfismo, existe y € M, con 5(y) = y”, por lo que

(Iep)(zey) =ry"

Ademas, como Ima C Kerf, entonces para cualquier z ® a(y’) € Im(1 ® «)
se tiene que

lepf)(zealy)) =z pa(y)) =2®0=0,
por lo que Im(1 ® o) C Ker(l ® ). Con esto en cuenta, si
E:LoM/Im(l®a) — Lo M"
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es tal que {(z ® y) = 2 ® B(y), se tiene el diagrama conmutativo

LoM—2" oM.

|

Lo M/Im((1® «)

Asi, como 1 ® [ es un epimorfismo, también lo es £. De esta manera, exhibi-
remos una funciéon p inversa de . Para esto, definimos

o:LxM" — L®M/Im(l® «)

por o(z,y") = r ®y, donde 5(y) = y”. Notemos que la funciéon ¢ estd bien
/!

definida. En efecto, si y; € M es tal que f(y1) = 3, entonces y — y; €
Kerf = Ima, por lo que  ® (y — y1) € Im(1 ® «), lo cual implica que

rRy+Im(lea)=r®y +Im(l®a),

es decir, 1@y =2 ®y; en LR M/Im(1® «). Observemos también que, por
como esta definida ¢, resulta ser una funcion bilineal. Para (1 + x9,9") €
L x M" se tiene que

($1+IE2)®y”:l’1®y"—|—$2®y”:$1®y"+l’2®y".

Este argumento es andlogo para la segunda coordenada.
Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial, existe

pw: LM — L M/Im(l® «)
que hace conmutar el diagrama

L® M" c L® M".

|

Lo M/Im((1® «)

De la conmutatividad de los diagramas anteriores, se sigue que

op(ry")=rRy) =20 8Fy) =2y"

al igual que
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po&(z®@y) =pz®py) =r0y.
Por lo tanto, £ y p son isomorfismos, con lo cual se tiene que
Im(l®a)=Ker(l® B).
O

Proposicion 11.3.2. Sean {L;}ic; una familia de A-mddulos derechos y M
un A-mddulo izquierdo. Entonces se tiene el isomorfismo

(BicrLs) @ M = @icr(L; @ M).

Demostraciéon. Para facilitar la notacién, denotaremos a un elemento x €
@ierLi por © = (x;);e;. Recordemos que bajo esta notacion, estamos supo-
niendo que z; = 0 para casi toda i, es decir, x; # 0 para un nimero finito de
indices. Consideremos la funcion

p (Bierli) X M — Dier(Li @ M)

con regla de correspondencia pu((x;)ier, m) = (x; ® m);er. Por como se definio
(L, se tiene que es una funcion bilineal, ya que el producto tensorial distribuye
a la suma por ambos lados, y en cada L; ® M. Ademés, por las propiedades
del producto tensorial, existe un tinico morfismo

2 (EBiEILi) QM — @ieI(Li X M)

tal que p((7)ier @ m) = (2; @ M)icr.
Por otra parte, si ¢; : A; — @;erA; denota a la funcion inclusion, para
cada j € I, entonces se tiene la funcion

£ ®ier(Li ® M) — (®ie1Li) @ M,

definida por (z; ® m;)ier — Zier(ti(z;) ® m;). Notemos que como cada ¢;
es un morfismo y el producto tensorial también abre sumas, se tiene que & es
un morfismo. Mas atin, ¢ y £ son funciones inversas. En efecto, si (x;);c; @ m
es un elemento en (D;crL;) ® M, entonces

§op((wi)ier @m) = &(1; @ M)ier) = Xier(ti(:) @ m) = (2:)ier @ M

donde la tltima igualdad se debe a que (z;);e; = Xierti(z;) v que el producto
tensorial distribuye a la suma.
Por otra parte, si (x; ® m;)ier € ®ier(L; ® M), entonces
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o &((rs @my)ier) = ¢ (Xier(ti(Ti) @ my))
= Yierp(ti(xi) @ m;) = Bier (v @ my) = (23 @ my)ier,

ya que ¢;(x;) es el elemento en @;erL; que tiene como valor z; en su término
i-ésimo y cero en cualquier otro, por lo que ¢(t;(z;) ® m;) es el elemento en
@ier(L; ® M) que tiene en su término i-ésimo el valor z; @ m; y 0 ®@ m; = 0
en cualquier otro, es decir,

(L) @ m;) = 2 @ my,
para cada i € I. Por lo tanto @;c;(L; @ M)y (B;erLi) @ M son isomorfos. [
Corolario 11.3.3. St A = ®,c1A; y C = @jesC; entonces
A®C=d,;(4; o).

Demostracién. Por la proposicion anterior, como A; ® C = ;e A4; ® C,
basta demostrar que A ® C' = @;cr(4; @ C).

Para cada i € I, sea p; : @41 As —> A; el morfismo proyeccion. Ahora, si
G = ®icr(A; ® C), la funcion g : A x C — G, con regla de correspondencia

(a,¢) — Sier(pi(a) ® c),

es una funcién bilineal, puesto que cada proyecciéon es un morfismo y el pro-
ducto tensorial distribuye a la suma. Por la propiedad del producto tensorial,
existe un inico morfismo 6 : A® C — G que hace conmutativo el diagrama

AxC—=AxC,

|

G

donde ¢ : A x C — A ® C es la funcion tensor. Como el conjunto de
elementos de la forma p;(a) ® ¢, con i € I, a € Ay ¢ € C, generan a
Bicr(A; ® C), la funciéon g es suprayectiva, con lo cual 6 es un epimorfismo.
Por otra parte, como A; = p;(A), la funcion tensor e : AxC — ARC induce
la funcion e |4,: A;xC — A®C, la cual tiene como regla de correspondencia
(pi(a),c) — pi(a) ® c. Ademas, al ser e una funcion bilineal, e |4, también
lo es, por lo que existe un tnico morfismo v; que hace conmutar el diagrama

AiXCLAi®C7

w &

A®C
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donde €’ es la funcion tensor de A; x C'a A; ® C'. Notese que para cada i € 1,
Yi(pi(a) @ ¢) = e |a, (pi(a),c). Por lo tanto, si tomamos a la familia {¢;}cr,
se tiene el morfismo ¥ : G = @;¢;(A; ® C) — A® C, donde

U [Eier(pi(a) ® )] — LierWi(pi(a) @ c).
Con esto en cuenta, Wog: A x C — A® C es una funcién tal que

Vogla,c) = V[Eicr(pi(a) ® c)]
= ZierVi(pi(a) ® ¢) = Tiere |4, (pi(a), c) = e(a,c).
Notese que los elementos de la forma p;(a), que aparecen en las sumas ante-
riores, son los elementos en el soporte de a, visto en el grupo ®;c;A; vy donde
cada p;(a) € A;.
Asi, como g(a,c) =0 oe(a,c) y Vogla,c)=e(a,c),se tiene que

gla,c) =0oe(a,c) =00 (Vog(a,c))=(0oW)og(a,c),
con lo cual, se sigue que 0 es un monomorfismo. Por lo tanto
0:ARC — Bier(A; ® C) es un isomorfismo.
O

Asi como el producto tensorial conmuta con las sumas directas, también
conmuta con los limites directos, como lo muestra la siguiente

Proposicion 11.3.4. Sean {L;}ic; un sistema dirigido de A-mddulos dere-
chos y M un A-mddulo izquierdo. Entonces se tiene el isomorfismo

(thz) @AM = @(Lz ®aM).

Demostraciéon. Notemos primero que si {L;, 77 };c; es un sistema dirigido

de A-modulos, entonces se tiene el sistema dirigido {L; ® M, (7T37 idyr) bier de
grupos abelianos. Ademés, la conmutatividad de los diagramas de la forma

7l
T
Li——~1,
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nos inducen también una familia de homomorfismos {(p;,idnr) }ier tales que
los diagramas

j .
5 id g

Li®M Ly®M
Pi,idML %

conmutan para toda ¢ < j.
Por las propiedades del limite directo, se tiene un tnico morfismo

tal que para cualesquier x; € L; , y € M y m € hﬂ(Ll ® M), se tiene

que @(m) =T; ®y, donde T; denota la imagen de x; en 11_1’];1[/1
Por otra parte, la funcién

o : (lim L;) x M — lim(L; @ M)

definida por (7;,y) — m resulta ser bilineal, ya que tanto el producto
tensorial como el tomar clases en hﬂ(LZ ® M) distribuyen a la suma. De esta
manera, se obtiene la funciéon

¢ (lim L) © M — limy(L; @ M)

tal que &(T; ® y) = :m Con esto en cuenta, ¢ y £ son funciones inversas,
ya que

fop(zi®y) =T ®yY) =1 @y,
asi como

pol(Ti®y) =p(ri®y) =T;®Y,

por lo que ¢ es un isomorfismo. O

Veremos ahora un resultado que nos sera de utilidad en la siguiente sec-
cion, ya que nos condiciona cudndo un elemento z®y en el producto tensorial
L ®4 M es cero:
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Proposicion 11.3.5. Sean {y;}icr una familia de generadores de M y
{z;}ier una familia de elementos de L tales que x; = 0 para casi toda i € 1.
Entonces Yicix; ®y; =0 en L4 M siy sdlo si existen una familia {u;}jcs,
con J un conjunto finito de elementos de L y una familia {a;;};icixr de
elementos de A tales que:

1. a;; = 0 para casi toda (j,1) € J x 1.
2. Yiera;yi = 0 para cada j € J.
3. x; = Xjeju;a;,; para cada i € 1.
Demostracion. <) En caso de cumplirse las tres condiciones, se tiene que

Zie][xi ® yl] = Ziel[zjej(ujaj7i) X yl]
- EiG]JEJ[(ujajyi) ® yi] = ZjGJ[Zz’GI(Uj ® aj,iyi)]
= Yjeslu; ® Bierajyi] = Yjequ; ® 0= 0.

—) Supongamos ahora que X;c;z; ® y; = 0 en L ® M. Observemos que
al ser {y;}ic; una familia de generadores del médulo 4 M, entonces para
el grupo libre abeliano AY), con conjunto base {e;}ics, se tiene la funcién
B AD —, M con regla de correspondencia e; — 1;. Notese que en
realidad § es un morfismo suprayectivo, y que en caso de ser {y; },c; una base
para 4 M, 3 es un isomorfismo. De esta manera, si K = Kerfy ¢: K — AD
es el morfismo inclusion, se obtiene la siguiente sucesion exacta corta

0 K <55 AD 2y pr 0.

Si ahora tensamos a la sucesion exacta por L4, obtenemos la sucesion exacta
corta

Lo K™% L oA "% oM —s0.
Como
0=Yierz; @y = Sierldp(z;) ® Ble;) = 1dr @ B(Sier(z; @ 7)),
entonces

Yier(r; @ €;) € Ker(Id, ® ) = Im(Id, ® 1),
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por lo que existe un elemento Y;c;(u; ® 2;), en L& K, conu; € Ly z; € K,
Vje J, tal que Eicr(z; ® €;) = Xjes(u; @ o(z5)).

Por otro lado, notemos que como cada «(z;) € K C AU entonces éste
se expresa como combinacion de la base {e;}ics, es decir, 1(2;) = Xiera; e,
para cada j € J. Asi, como (5ot =0, entonces

0=LFouz) = p(Zicrajie;) = Zicra;ife;) = Xiera; v

para cada j € J, cumpliéndose la segunda propiedad.
Por otra parte,

Yiert; @ €; = Yjes(u; ® 1(z;))
= EjeJ(Uj ® (Eielaj,iei)) = Ejej[zie[(uj & aj,iei)]
= Yierjes(uja;; ®e) € L® AW,

Como se tiene el isomorfismo L @ A = L) y
Yierti ® €; = Yier[2 jes(uja,)] ® e,

entonces Yerx; = Mier[Xjesu;a;,] en LU De esta manera, para cada i € 1,
xr; = Mjejujaj;, puesto que éstas son las imdgenes de p; : AD — A,
cumpliéndose asi la tercera condicion. O

Ejemplo. Sea A un ideal derecho del anillo A y M un A-mddulo izquierdo.
De la sucesion exacta corta

0= A AL A/A—0,
al tensar por M obtenemos la sucesion exacta corta
AM 2L A @ ML (AJA) @ M — 0.

Ahora, el sequndo miembro de la sucesion, de izquierda a derecha, es isomorfo
a M, por lo que se tiene la sucesion exacta corta

AR M %M—>(A/A)®M—>O
donde
Ima = {Zicra;x; | a; € A,z € M conz; =0 para casi toda i € I} = AM.

Por la exactitud de la sucesion, se sigue que (AJA) @ M = M/AM.
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Para finalizar esta seccion, veremos el isomorfismo en la categoria de
grupo abelianos, que hace del funtor tensar y el funtor Hom ser adjuntos
izquierdo y derecho, respectivamente.

Proposicion 11.3.6. Para cualesquiera tres grupos abelianos A,B,C, se tie-
ne un 1Somorfismo

v:Hom(A® B,C) — Hom(A, Hom(B,C))

definido de la siguiente manera: a cada n € Hom(A ® B, C), se le asigna la
funcion

v:A— Hom(B,C)

tal que [y(n)(a)](b) = n(a @b).

Demostraciéon. Notemos primero que la funcién v(n), evaluada en el ele-
mento a € A, tiene como dominio el grupo B y como codominio el grupo C,
por lo que v(n) asocia a cada elemento a € A, una funciéon de B en C, de tal
manera que manda b — n(a ® b). Ahora, como cada n es un morfismo y el
producto tensorial distribuye a la suma del grupo, se tiene que

Y(m)(a+a’) =~v(n)(a) +v(n)(d),

mostrando asi que () es un morfismo, para cada n € Hom(A® B, C'). Mas
aun, la funcion v es un morfismo. En efecto, si 7,72 € Hom(A ® B,(C),
entonces y(n; + 72) es el morfismo tal que en cualquier a € A y cualquier
b € B se cumple que

Y (m +12)(@))(0) = (m +1m2)(a®b) = m(a@b) +ny(a@b) = (11 +12)(a®b)
=m(a®b) +ny(a®b) = [y(m)(a)](b) + [v(12)(@)](b).

Veamos ahora que ~ tiene una funcion inversa. Para esto, si
(:A— Hom(B,C)

es un morfismo, se tiene de manera natural la funcion we : A x B — C
definida por w¢(a,b) = [((a)](b). Como ¢ es un morfismo, w, también lo es.
Asi, por las propiedades del producto tensorial, existe un tinico morfismo
& A® B — C tal que

§c(a®b) = wela,b) = [((a)](b).
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Con esto en cuenta, definimos la funcion
X : Hom(A, Hom(B,C)) — Hom(A ® B, ()

con regla de correspondencia ¢ — &, donde & (a ® b) = [((a)](b). Por la
unicidad en la existencia de &, se sigue que x estd bien definida. Asi mismo,
X es un morfismo ya que &, + &, = &¢,+¢,, donde

G+C:A— Hom(B,(C)

es tal que (¢1 + ()(a) = (Gi(a) + (o(a)) : B — C.

Observemos que x y 7 son inversas. Por un lado si ( : A — Hom(B, C),
entonces v o x(¢) = (&) : A — Hom(B,C) es tal que, para cualquier
ac€Aybe B,

[y (&) (@)](b) = &c(a @ b) = [¢(a)](D),
es decir, y(&) = ¢, por lo que v o X = idgoma,Hom(B,c))- Por otra parte,

sin € Hom(A® B,C), entonces v(n) : A — Hom(B,C), con la cual se
obtiene la una funcion w,). Como

Wy (a,b) = [y(n)(a)](b) = n(a ©b),

se sigue que 1 hace conmutativo el diagrama

AxB—-A®B,

w,
w(n)l /

C
con lo cual §,;) = 1. De esta manera,
(xov)(n) =x(v(n) = & =0,
teniendo asi que v y x son funciones inversas. O]

La Proposicion 11.3.6 se puede extender para las categorias Modpg, de
R-modulos derechos v sMod, de S-modulos izquierdos.
Si ¢Mpg es un bimddulo, definimos el funtor

Hom :g Mod — Modg
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por ¢N —— Homupea,(sN,s Mg). Observemos que Hompsea,(sN,s Mg) es
un R-modulo derecho. En efecto, para cualquier f € Homproa,(sN.s Mg) y
a € R, definimos la operacion

(f-a)(z) = f(z)a.

Se sigue que, bajo esta operacion, Hompsod,(sN,s Mp) es un R-modulo de-
recho.
Por otra parte, se tiene el funtor

SMR XK —: MOdR —>9 Mod
con regla de correspondencia
NR — (SMR) X NR-

En [1], pp. 342, se encuentra la demostracion de que los funtores Hom y
sMpr ® — son funtores adjuntos derechos e izquierdos, respectivamente.



Capitulo 12

Multiplicaciones en un Grupo

12.1. Definiciéon

Sea R un anillo, con grupo aditivo A. Entonces el producto en el anillo es
una funciéon bilineal de A x A — A. Con esto en cuenta, surge de manera
natural la siguiente

Definicién 12.1.1. Una multiplicacion en un grupo A es una funcion p :
Ax A — A tal que, Va,b,c € A se satisfacen las siguientes condiciones:

1. pla,b+c) = pla,b) + p(a,c).
2. wla+b,c) = p(a,c)+ p(b,c).

Observacion. Notese que una multiplicacion es una funcion bilineal de Ax A
en A. Asi, si u es una multiplicacion, se cumple que

p(na,b) = np(a,b)) = pla nb),
para cualquier a,b € A yn € Z.

La manera de acercarnos a la pregunta de ctiando un grupo es la parte
aditiva de un anillo, serd considerando el conjunto de multiplicaciones en el
grupo A, ya que, como se vera a continuaciéon, todo producto en un anillo R
es en realidad una multiplicaciéon en el grupo aditivo asociado al anillo. En
general, consideraremos anillos R cuya funciéon producto no sea necesaria-
mente conmutativa o asociativa. Las propiedades atribuidas al anillo R son
aquellas que satisface su grupo abeliano asociado, es decir, un anillo es de
torsion, libre de torsion, p-anillo, divisible, etc. si su grupo aditivo lo es.

159
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Diremos que R es un anillo sobre el grupo A, si RT = A. Observemos que
a cualquier grupo A, le podemos asignar una estructura de anillo definiendo
el producto constante igual a cero para cualquier par de elementos. A este
anillo se le conoce como el anillo cero.

Ahora, como todo anillo R tiene asociado un grupo abeliano A y una
funciéon producto, la cual distribuye a la operacion suma asociada al grupo,
si A es el grupo aditivo del anillo R, el producto i en el anillo es una mul-
tiplicacion en A, cuya regla de correspondencia es u(a,b) = ab. De manera
conversa, si A es un grupo y p es una multiplicacion, entonces la pareja (i, A)
forma un anillo. Esto muestra que la correspondencia entre anillos sobre un
grupo A y multiplicaciones en A es biyectiva, con lo cual podemos identificar
a R con (A, p).

Definicion 12.1.2. Sea A un grupo. El conjunto MultA estd formado por
todas las multiplicaciones en A. En otras palabras,

MultA={p: Ax A— Al pu es una funcion bilineal }

Ahora, si u y v son dos multiplicaciones en A, podemos definir una ope-
racion aditiva en el conjunto MultA, de todas las multiplicaciones en A, de
la siguiente manera:

[+ v](a,b) = u(a,b) + v(a,b).

Con esto en cuenta, el conjunto MultA es un grupo abeliano con la operacion
suma antes definida, donde el neutro aditivo es la multiplicacion constantes
0, es decir, el anillo cero.

Teorema 12.1.3. Para un grupo A, se tienen los siguientes isomorfismos:
(i) MultA >~ Hom(A® A, A).
(i) MultA= Hom(A, EndA).

Demostracién. (i) Como cada elemento p € MultA es una funcion bilineal
de A x A — A, se tiene una tnica funcion ¢, : A ® A — A tal que
p(a,b) = ¢,(a®0b). Ademas, como MultA es un grupo abeliano,

[+ v[(a,b) = u(a, b) + v(a,b),

por lo que a la funcion bilineal [ + v] le corresponde la funcion



12.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 161

Ot ARA— A
tal que

[+ v](a,b) = (g + @) (a®b).
Con esto en cuenta, se tiene el morfismo
£ MultA — Hom(A® A, A),

con regla de correspondencia p — ¢,,. Notemos que, por la unicidad antes
mencionada, £ es un monomorfismo. Mas atn, £ también es un epimorfismo.
En efecto, si ¢ € Hom(A ® A, A), entonces éste induce una funcion bilineal
ne: Ax A— A, definida por n,(a,b) = ¢(a ®b), ya que

a® (b +b) =a®b +a® by,
asi como
(a1+a2®)b=a1®b+a2®b.

Por lo tanto, £ es un isomorfismo entre MultAy Hom(A ® A, A).
(1) Este isomorfismo se sigue del hecho de que el funtor tensar y el funtor
Hom son adjuntos derechos e izquierdos, respectivamente, por lo que

Hom(A, EndA) = Hom(A® A, A) = MultA.

12.2. Propiedades y ejemplos

Ejemplo. Sean F = ®,Z%, para cualquier cardinal o« y {a; | i € I} una base
para F'. Como

MultF = Hom(F ® F, F),

cualquier ¢ € Hom(F ® F, F) define una multiplicacion que hace de F un
anillo. Al ser F ® F' un grupo libre abeliano, con base el conjunto de elemen-
tos {a; @ a; | i,j € I}, toda funcion de F @ F a F queda determinada por
los valores que toma en cada bdsico a; ® aj. Mds ain, al definir el valor de
la funcion en cada a; ® a;, podemos extenderlo de manera lineal a cualquier
elemento en F' ® F, obteniendo asi un homomorfismo de F' @ F a F'. Esto
quiere decir que en cualquier anillo R, cuyo grupo aditivo sea F', la multipli-
cacion del anillo se obtiene al determinar los valores a; - a;, para 1,5 € I, y
después extenderlo de manera lineal.
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Ejemplo. Sean G = ®,Q", con « cualquier cardinal y {a; | i € I} una base
para G, visto como espacio vectorial sobre Q. Asi, el conjunto

{ai®aj|i,j€]}

es una base para G ® G. El mismo argumento del ejemplo anterior aplica
en este, con la observacion de que G ® G es un objeto libre en la categoria
de espacios vectoriales sobre Q, mientras que F ® F' es libre en la categoria
de de grupos abelianos. Por lo tanto, cualquier producto en un anillo R, con
grupo aditivo G, se obtiene al definir los valores en los productos de elementos
basicos de la forma a;-a;, parai,j € I, y después extenderlo de manera lineal

a todo G.

Por el Teorema 12.1.3, podemos ver que el grupo de los enteros tiene una
cantidad numerable de anillos R tales que Rt = Z:

Ejemplo. Como Z ® 7. = 7, entonces
MultZ = Hom(Z @ Z,7) = Hom(Z,Z) = 7.
Afirmamos que cada multiplicacion en 7Z es de la forma
M 2 L X1 — 7,

donde n,(a,b) = n?ab. La funcién n, es una funcion bilineal. En efecto; por
una parte

Nn(a1 + az,b) = n?(a; + a2)b = n*arb + n*agb;
por olra parte
Nn(ay,b) + nn(az, b) = n?a1b + n2asb.

Andlogamente se demuestra que n,(a,by +by) = n,(a,by) + nu(a, by). De esta
manera, el conjunto {n, }nen son todas las multiplicaciones sobre el grupo Z.
Observemos que cuando n = 1, la multiplicacion ny corresponde a la multipli-
cacion convencional en el anillo de los enteros. Ademds, las multiplicaciones
M Y Mm definen anillos isomorfos sobre Zi exactamente cuando n = £m.

Observacion. Si A y C son grupos tales que C[n] = {0}, para algunan € N,
entonces Hom(A,C)[n] = {0}, donde este ltimo elemento es considerado
como la funcidn constante cero. En efecto, supongamos que o € Hom(A, C)
y na = 0. Para cualquier a € A, se tiene que
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n(a(a)) = (na)(a) = 0.
Como a(a) € C y C[n] = {0}, entonces a(a) = 0, lo cual implica que o = 0.

Observacion. Por la observacion anterior, si C' es un grupo libre de tor-
sidn, se tiene que C[n] = {0}, Yn € N, por lo que también se cumple que
Hom(A, C)[n| = {0} para toda n € N. Esto quiere decir que Hom(A,C) es
un grupo libre de torsion.

Observacion. Si A y C son grupos, con C' divisible, entonces Hom(A, C) es
divisible. Sea o« € Hom(A,C) y n cualquier natural. Dado un elemento a €
A, por la divisibilidad de C', existe un inico ¢ € C que satisface la ecuacion
a(a) = nx. Con esto en cuenta, podemos definir la funcion : A — C por
a — c. Veamos que [ es un morfismo de grupos. Notese que, si a; — ¢ Y
as — Co, entonces a(ay) = ney y alag) = ney. Esto implica que

n(e; + ) = ala) + az) = alar) + alag),
es decir, a1 + as — ¢1 + ¢o. Ademds, para cualquier a € A, se tiene que
[nA)(a) = n(B(a)) = ne = a(a),
por lo que nf8 = «, lo cual muestra que Hom(A, C) es un grupo divisible.
Observacion. 5i A es un grupo tal que nA = A, para algunan € N, entonces
Hom(A,C)[n] = {0}. En efecto, sea « € Hom(A,C) tal que na = 0. Ahora,
para cualquier a € A, existe b € A tal que a = nb, por lo que
ala) = a(nb) = na(b) = 0.
Como este argumento fue para cualquier a € A, se sigue que o = 0.

Proposicion 12.2.1. Si A y C son grupos tales que alguno de ellos es p-
divisibles, entonces A ® C' es p-divisible.

Demostracion. Sea a®c € A® C. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que A es p-divisible, es decir, pA = A. De esta manera, para a € A, existe
ag € A tal que pag = a. Por las propiedades del producto tensorial, se tiene
que p(ap ® ¢) = (pag ® ¢) = a  c. O
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Como consecuencia directa de esta proposicion, si alguno de los grupos
A o C es divisible, entonces el producto tensorial A ® C' es divisible.

Obsérvese ahora que si A es p-divisible, entonces A ® A es p-divisible, es
decir, p(A® A) = A® A. De esta manera, Hom(A ® A, A)[p] = {0}, lo cual
implica que MultA no tiene elementos de orden p. Ademas, si A es libre de
torsion, entonces A[n] = {0}, ¥n € N, por lo que

Hom(A® A, A)[n] = {0}

para cualquier natural n, es decir, MultA es libre de torsion. Notemos tam-
bién que por el mismo argumento, si A es divisible, entonces Hom(A®A, A) lo
es también, teniendo asi que MultA es divisible. Esto demuestra la siguiente

Proposicion 12.2.2. S5i A es un grupo libre de torsion y divisible entonces
MultA también lo es.

Teorema 12.2.3. Sean {A;}ic; una familia de grupos y C' un grupo. Enton-
ces

HOm(@ZE[AZ‘, C) = Hi.g]Hom(Ai, C)

Demostracion. Si a € Hom(®,eA;, C), entonces « : ®;erA; — C, por
lo que si restringimos «a a A;, se obtiene el morfismo o; = «a [4,: A; — C.
Con esto en cuenta, podemos descomponer a « en las funciones componentes

{a;}ier y expresarlo de la forma (--- a4, - -+ ). Como
(CK + ﬁ) A= O + 51';
la correspondencia ¥, definida por « — (--+ ,,-++) es un morfismo en-

tre Hom(®ierA;, C) y WierHom(A;, C). Ademas, si a — (0,---,0,---),
entonces a |4,= 0, Vi € I, por lo que o = 0, es decir, U es inyectiva.

Por otra parte, cualquier conjunto {a;}ies, con a; € Hom(A;, C), define
un morfismo « : @;c;A; — C que satisface a |4,= «;, mostrando asi que ¥
es sobre. Por lo tanto,

U Hom(®ie1A;, C) — et Hom(A;, C)
es un isomorfismo. O

Supongamos ahora que A = @, A;, con cada A; un subgrupo totalmente
invariante de A. Afirmamos que
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Por el Teorema 12,1,2., MultA =2 Hom(A ® A, A). Como A = @;cA;, en-
tonces A ® A = @, jer(A; ® A;). Ademés, por el teorema anterior,

Hom(EBiGJAi, C) = HieJHom(Ai, C),
de donde se sigue que
Hom(A X A, A) = HOTTL(@Z‘J‘G](AZ‘ X Aj), A) = H@ngom(Ai X Aj, A)

Ahora, si a; € A; es un elemento fijo, para la funcién ¢ € Hom(A; ® A;, A),
con ¢ € I, se tiene la funcién v; : A; —> A con regla de correspondencia
a; — p(a; ® a;), la cual resulta ser también un morfismo. Como A; es un
subgrupo totalmente invariante de A, la funcion v; o p; deja fijo a A;, lo cual
implica que ¥;(A;) = A;. De manera analoga, si ahora a; € A; es un elemento
fijo, la funciéon ¢; que manda a; — ¢(a; ® a;) es un morfismo de A; en A,
que también deja fijo a A;. Al ser A la suma directa de los subgrupos {4, }ier,
se cumple que A; N A; = {0}, para ¢ # j. Por lo tanto, si i # j, cualquier
morfismo ¢ € Hom(A; ® A;, A) se anula en a; ® a;, pues por una parte
o(a; ® a;) € A; y por otra parte p(a; ® a;) € A;. En cambio, ¢ no se anula
cuando 7 = j. De esta manera, se tiene que

HZ‘J'E[HOTI’L(AZ‘ X Aj, A) = HIE[HOm(Ai (29 AZ', A)7
mostrando asi que
Hle]MUltAz = HieIHom(Ai X AZ‘7 A) = Hle]MU,ltAz

Como consecuencia de esto altimo, si A es un grupo de torsién y A, sus
p-componentes, al ser éstas totalmente invariantes, se sigue que

MultA = T, MultA,.

Ejemplo. Sea A = J, = C. Si m € J, es cualquier elemento, la funcion
Na @ Jy — Jp, definida por n.(x) = mx es un morfismo, teniendo asi que cada
m € J, define el elemento n, € End(J,). Ademds, notemos que si m # o
entonces Ne, 7 Nrys Y@ que Nr, (1) = m # nry(1). Con esto en cuenta, se tiene
el monomorfismo de grupos J, — End(J,), cuya regla de correspondencia es
T — . Por otra parte, observemos que si § € End(J,) es tal que £(1) =,
entonces & = n,. En efecto, como n,(1) =1 = £(1), entonces ({—n.)(1) =0,
por lo que (€ —nz)(n) =0, Vn € Z C J,, es decir, Z C Ker(§ —n.). Como
Jp/Z es un grupo divisible y la funcion J,/Z — J,/Ker(§ —n.) es sobre,
entonces el grupo J,/Ker(§ —n,) es también un grupo divisible.
Ahora, que J,/Ker(§ —n,) sea un grupo divisible quiere decir que
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n(Jp/Ker(§ —ng)) = Jp/Ker(§ — 1),

para toda n € Z. Asi,

Jp/ Ker(§ = 1n) = n(Jp/Ker(§ = nx)) = [ndy + Ker(§ —nx)]/Ker(§ = nx).

Esto dltimo implica que J, = nJ, + Ker({ —n,), por lo que

(€ =1x)(Sp) = (€ = ) [0y + Ker(§ —nz)] = (€ = 1) ()

Como para cualquier n € Z, se cumple que

(€ = ) (ndp) = 1§ = 1) (Jp),

entonces el subgrupo (& —n,)(Jp) de J, es divisible. Al ser J, un grupo redu-
cido, se tiene que (§ —n:)(Jp) =0, lo cual implica que & = n;.

De esta manera, cualquier & € End(J,) es de la forma & = n,, para algin
7 € Jp, con lo cual J, = End(J,). Por lo tanto

Mult(J,) = Hom(J,, End(J,)) = Hom(J,, J,) = End(J,) = J,.

Observacion. Sean ,Q* y su grupo aditivo J,. Recordemos que la comple-
tacion topoldgica del anillo ,Q se hizo con la topologia determinada por el
sistema fundamental de vecindades {p*(,Q) | k € N} del cero. Ademds, el
congunto {p*(,Q) | k € N} son todos los ideales del anillo ,Q*. Mds ain, los
ideales {p*(,Q)* | k € N} posen una estructura de anillo, heredada por ,Q*.

Ahora, como cada elemento p € J, estd en el ideal generado por el mismo,
la observacion anterior implica que p € p"J,, para algin n € N. Por el
Principio del Buen Orden, podemos escoger al menor natural n, para el cual
pe p"Jy.

Por otra parte, por el ejemplo anterior, cada elemento pn € J, define una
multiplicacion en J,. Con esto en cuenta, al definir la relacion en J, por
o~ n sty solo sip,m € p"Jy, setiene que ~ es una relacion de equivalencia.
Esto muestra que los anillos, no isomorfos, sobre J, son de la forma p*(,Q)*,
con k € N. Notese que J, tiene una cantidad numerable de anillos R, no
isomorfos, tales que Rt = J,.

Definiciéon 12.2.4. Un grupo A es nil asociativo si el inico anillo sobre A
es el anillo cero. Un grupo A es cuasi nil asociativo si existen unicamente
una cantidad finita de anillos R, no isomorfos, tales que RT = A.

Observacion. Un grupo A es nil asociativo si y solo si MultA = {0}.
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El siguiente resultado caracteriza a los grupos de torsion que son nil aso-
ciativos:

Teorema 12.2.5. Un grupo de torsion A es nil asociativo si y solo si es
divisible.

Demostracién. <) Supongamos que A es un grupo divisible y de torsion.
Veamos que A ® A = {0}. Sean a,b € A, con o(a) = n. Por ser A un grupo
divisible, existe ¢ € A solucion de la ecuacion nx = b. Asi, nc = b, con lo que

a®b=a®nc=na®@c=0xc=0,

es decir, todo elemento a @b en A® A es cero. Esto implica que A® A = {0}.
Como Mult(A) = Hom(A® A, A) y A® A = {0}, se sigue que MultA = {0}.

—) Supongamos que A es un grupo de torsion nil asociativo. Observemos
que, por ser A un grupo nil asociativo y de torsion, cualquier sumando directo
de A también es nil asociativo y de torsion. Ademas, como A es un grupo de
torsion, entonces A contiene un subgrupo cociclico como sumando directo.
Notese que éste no puede ser de la forma Z(p*), para k finito, ya que éstos
no son nil asociativos. De esta manera, cualquier sumando cociclico de A es
de la forma Z(p>), con p un primo. Con esto en cuenta, al grupo de torsion
A lo podemos escribir como A = D & E, donde D es el subgrupo méaximo
divisible de A y E es un grupo reducido, en el sentido de no contener ningtin
grupo divisible distinto a {0}.

Por otra parte, como F es un subgrupo de A, también es de torsion, por lo
que E se descompone en sus p-componentes. De manera analoga, E tiene un
subgrupo cociclico como sumando directo. Notese que si el sumando directo
de E es de la forma Z(p>), se contradice que E es un grupo reducido; si el
sumando directo de E es de la forma Z(p*), con k finito, se tiene que Z(p*)
es también sumando directo de A, contradiciendo la observacién inicial. Por
lo tanto, F = {0}, teniendo asi que A es divisible.

Del teorema anterior podemos concluir la siguiente

Proposiciéon 12.2.6. Sea A un grupo abeliano. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Ao A={0}.

(i1) A es un grupo divisible y de torsidn.
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Demostracién. (i) = (ii) Supongamos que A ® A = {0}, con A # {0}.
Consideremos al grupo abeliano A como un Z-moédulo. Si a € A fuera un
elemento tal que o(a) = oo, entonces < a >= Z, por lo que

AZ2ZRA=<a> QR4 — AR A.

Como A ® A = {0}, se sigue que A = {0}, contradiciendo que A # {0}. Por
lo tanto, A es un grupo de torsion.

Como A es un grupo de torsion, éste se descompone en A = @, A,, donde
cada A, es la p-componente. Como A ® A = {0}, entonces A, ® A, = {0},
para cualquier primo p. Obsérvese que A, es g-divisible, para todo primo
q # p. Por lo tanto, para demostrar que A es divisible, basta ver que cada p-
componente A, es p-divisible. Si pA, & A, entonces A,/pA, # {0}. Ademés,
podemos escoger a € A, \ pA, tal que o(a) = p, llegando asi a

A A, ZLIPL® Ay =Ly @Ay =< a>RA, — A, A, ={0},

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, A, es p-divisible, con lo cual A
también lo es.
(1i) = (i) Se sigue del teorema anterior.

Los resultados anteriores muestran que cualquier grupo divisible y de
torsion no puede ser la parte aditiva de un anillo. Asi, si P es el conjunto de
todos los primos, entonces los grupos de la forma

Gpep (®icr(Z(p™):)

no admiten una multiplicacién que les de una estructura de anillo.

Por otra parte, en [2], se desarrollan los casos para los grupos que son la
suma directa de un grupo divisible (como Z(p*°)) y uno de torsién. También
se analizan los casos cuando el grupo es libre de torsion, como por ejemplo,
los subgrupos de Q.
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