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Queda Prohibido

Queda prohibido llorar sin aprender,
levantarte un dia sin saber que hacer,
tener miedo a tus recuerdos.

Queda prohibido no sonreir a los problemas,
no luchar por lo que quieres,
abandonarlo todo por miedo,

no convertir en realidad tus suenos.

Queda prohibido no demostrar tu amor,
hacer que alguien pague tus deudas y mal humor.

Queda prohibido dejar a tus amigos,
no intentar comprender lo que vivieron juntos,
llamarles solo cuando los necesitas.

Queda prohibido no ser tu ante la gente,
fingir ante las personas que no te importan,
hacerte el gracioso con tal de que te recuerden,
olvidar a toda la gente que te quiere.

Queda prohibido no hacer las cosas por ti mismo,
no creer en Dios y hacer tu destino,
tener miedo a la vida y a sus compromisos,
no vivir cada dia como si fuera un 1ltimo suspiro.

Queda prohibido echar a alguien de menos sin alegrarte,
olvidar sus ojos, su risa, todo,
porque sus caminos han dejado de abrazarse,
olvidar su pasado y pagarlo con su presente.



v Queda Prohibido

Queda prohibido no intentar comprender a las personas,
pensar que sus vidas valen mas que la tuya,
no saber que cada uno tiene su camino y su dicha.

Queda prohibido no crear tu historia,
dejar de dar las gracias a Dios por tu vida,
no tener un momento para la gente que te necesita,
no comprender que lo que la vida te da, también te lo quita.

Queda prohibido no buscar tu felicidad,
no vivir tu vida con una actitud positiva,
no pensar en que podemos ser mejores,
no sentir que sin ti este mundo no seria igual.

Pablo Neruda.
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Contenido General.

Después de todo, todo ha sido nada,

a pesar de que un dia fué todo.
Después de nada, o después de todo
supe que todo no era mas que nada.

José Hierro.
Vida.

En esta tesis se construyen nuevos ejemplos de variedades de contacto en
dimensiones arbitrariamente grandes. Estas variedades, las cuales llamamos
variedades dngulo-momento miztas, estan relacionadas con las variedades
angulo-momento clasicas:

= Capitulo III. Se definen las variedades angulo-momento asi como una
generalizacién de dichas variedades a las cuales llamamos variedades
angulo-momento mixtas.

s Capitulo I'V. Se describen distintas estructuras geométricas que ad-
miten las variedades angulo-momento como descomposicién de libro
abierto y estructura regular de Poisson, asi como ejemplos de descom-
posiciones de libro abierto de dichas variedades.

= Capitulo V. Se presenta el resultado principal de esta tesis: la cons-
truccion de una estructura de contacto sobre las variedades angulo-
momento mixtas. La construccién que se presenta es, en cierto sentido,
explicita.

Se hace énfasis que tanto en el capitulo I como en el capitulo II se da una bre-
ve introduccién sobre conceptos y resultados basicos: formas diferenciales,
politopos, variedades simplécticas, geometria de contacto, descomposicion
de libro abierto, confoliaciones y variedades de Poisson. Se presenta la co-
rrespondencia que existe entre estructuras de contacto y libros abiertos y
viceversa.
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Esto debido a que dichos conceptos seran utilizados a lo largo de toda la
tesis. El lector familiarizado con este material puede omitirlo y co-
menzar en el capitulo III.

En el apéndice I se muestra que un caso particular de variedades dngulo-
momento mixtas admiten estructuras de contacto. Esto como una conse-
cuencia de un resultado de C. Meckert y de trabajos de Y. Eliashberg y A.
Weinstein (observacién hecha por D. Pancholi).



Introduccion.

Be content with what you have

rejoice in the way things are.

When you realize there is nothing lacking,
the whole world belongs to you.

Lao-tzu.
Tao Te Ching.

La topologia de la interseccion de cuadricas en C" de la forma
n n
2 2
ZAj’Zj| =0, Z|Zj| =1,
Jj=1 J=1

donde A; = ()\Jl_, .. ,A;") € C™ param > 1y n > 2m tal que la configura-
cién A satisface la condicién de hiperbolicidad débil ha sido estudiada por
diferentes matemadticos. S. Lopez de Medrano y A. Verjovsky en [LdAMV97]
estudiaron el caso m = 1. Aqui, dichas intersecciones son difeomorfas a pro-
ductos de tres esferas o a la suma conexa de variedades que son producto
de dos esferas. La generalizacion a m > 1 fue dada por L. Meersseman en
[Mee00], donde se remarca la belleza, la rica geometria y topologia de dichas

variedades (también se puede consultar el articulo de S. Gitler y S. Lépez
de Medrano [GLdM13]).

Para m > 1 estas variedades se conocen como variedades dngulo-momento y
las denotamos por M(lA’m’n). Estas variedades son haces principales sobre va-
riedades compactas complejas que en general no son Kahler (ver [LAMV97]
y [Mee00]). Estas variedades han sido estudiadas por V. Buchstaber y T.

Panov, entre otros (ver [BBCG10], [BP02] y [DJ91]).

Las variedades angulo-momento son muy interesantes pues, aparte de que
tienen una topologia muy rica, tienen estructura de libros abiertos y admiten
diferentes estructuras geométricas (ver capitulo IV). Las variedades éngulo-
momento admiten una accién localmente libre de R%* con k € {1,...,m},
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(ver [Mee00]) y por tanto, las érbitas determinan una foliacién simpléctica
de manera natural y como consecuencia, dichas variedades son variedades
regulares de Poisson (ver seccién §4 del capitulo IV).

En [MV04] L. Meersseman y A. Verjovsky mostraron que para cada m > 1
la variedad compacta compleja (la cual en general no es Kéhler), obtenida
como el espacio de érbitas de la accién de S! sobre una variedad dngulo-
momento, admite una accién holomorfa localmente libre de C™. Mas aun,
la foliacién holomorfa F de dimensién m obtenida por esta accién es una
foliacién transversalmente Kéahler (ver [LJJ99]).

Bajo una condicién de racionalidad sobre la configuracién de vectores A, el
espacio de hojas de F es una variedad algebraica térica o un orbifold alge-
braico térico. Més ain, toda variedad torica (u orbifold) con singularidades
cociente se obtiene por esta construccion. El conjunto de configuraciones
satisfaciendo la condicién de racionalidad es densa en el conjunto de confi-
guraciones.

Un articulo fundamental que interrelaciona cuddricas reales en C", varieda-
des complejas y combinatoria de politopos es [BM06], cuyos autores son L.
Meersseman and F. Bosio, publicado en Acta Mathematica.

En el capitulo III definimos una generalizacién de las variedades angulo-
momento, a las cuales llamamos variedades dngulo-momento mixtas, obteni-
das por la interseccién de las siguientes cuddricas no coaxiales (ver [GGLAM]
para el caso m = 1):

= Param=1ys>1:
S n S n
Yowrd NlmlP =0, w5l =1,
r=1 j=1 r=1 j=1

donde \; € C para toda j € {1,...,n}.

s Param > 1:

m n

n
w?+ Y N5 =0, D w4 P =1,
j=1 k j=1

=1

donde w? = (w%,...,wQ) e C™conw, €C,ke{l,....m}yA; =

m

()\},...,AT) € C™ para toda j € {1,...,n}.
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En el primer caso, las variedades obtenidas son sumas conexas de productos
de dos esferas (ver [GGLAM] y seccién § 3 del capitulo IIT) y también admi-
ten una descomposicion de libro abierto (ver [GLAM13], [LdM] y [BLAMV]).

Observemos que para m > 1 cuando s = 0 y w? = (0,...,0) € C™, obtene-
(A,m,n)

mos una variedad dngulo-momento M

Por otro lado, uno de los problemas fundamentales de la topologia de contac-
to es saber que variedades admiten una estructura de contacto sobre ellas.
En dimensién tres toda variedad admite una estructura de contacto (ver
[Lut79] y [Mar71]). Estas estructuras de contacto se clasifican en torcidas y
tensas. La clasificacion de estructuras de contacto torcidas fue dada por Y.
Eliashberg y puede consultarse en [Eli89]. La clasificacién de estructuras de
contacto tensas puede consultarse en los siguientes articulos de K. Honda
[Hon00a] y [Hon0OOb].

La primera construccion de variedades de contacto en dimensiones altas fue
dada por W. M. Boothby y H. C. Wang en [BW58]. Este trabajo fue extendi-
do por C. B. Thomas (ver [Tho76]) quien dié muchos ejemplos de variedades
de contacto en dimensiones altas. R. Lutz demostré que el toro de dimension
cinco admite una estructura de contacto (ver [Lut79]).

S. J. Altschuler en [Alt95] introdujo, para dimensién tres, el concepto de
confoliaciones conductivas; esto es, confoliaciones que tienen la propiedad
de propagar “contacto” a todos los puntos de una variedad por medio de
caminos con ciertas caracteristicas. Estas ideas fueron generalizadas por S.
J. Altschuler en conjunto con L. F. Wu en [AWO00] (ver capitulo I, seccién

§5).

En 2002 F. Bourgeois demostré que todo toro de dimension impar admite
una estructura de contacto (ver [Bou02]). Su construccién se basa en re-
sultados de E. Giroux y J. P. Mohsen sobre la correspondencia entre libros
abiertos y estructuras de contacto en conjunto con la demostracién de R.
Lutz de que el toro de dimensién cinco es variedad de contacto (ver [Gir02],
[GM] y [Lut79]).



XX Introduccién.

En esta tesis se demuestra que la 1-forma canénica en CV dada por

N
o= ZZ (Zjdgj — Zdej),
j=1

cuando se restringe al haz tangente de una variedad dngulo-momento es no
trivial pero no define una estructura de contacto. Sin embargo, se define una
estructura regular de Poisson tal que las hojas de su foliacion simpléctica
asociada corresponden a las 6rbitas de una accién localmente libre de R*™
(ver secci6én §4 del capitulo IV).

Por otro lado, para una variedad angulo-momento mixta esta 1-forma real
es no trivial y més atn, puede ser deformada, por una perturbacién C”
arbitrariamente pequena, a una forma de contacto. La construccién que se
presenta es, en cierto sentido, explicita pues es la difusién instantanea a
través del flujo del calor de una 1-forma explicita, la cual es una confolia-
cién positiva (ver capitulo V).



CaApriTULO 1
Un poco de geometria.

I can remember absorbing each of these concepts
as something new and interesting, and spending
a good deal of mental time and effort digesting
and practicing with each, reconciling it

with the others.

William P. Thurston.

On Proof and Progress in Mathematics.

Antes de definir las variedades angulo-momento mixtas y construir una es-
tructura de contacto sobre ellas, es importante tener una idea acerca de
algunos conceptos que se utilizardn en toda la tesis. Por este motivo se in-
cluye este capitulo, haciendo énfasis en que si el lector esta familiarizado
con este material, puede omitirlo y comenzar en el capitulo II o
incluso en el capitulo III.

Brevemente se introduce el concepto de forma diferencial, politopo conve-
x0, asi mismo, se define variedad simpléctica, variedad compleja, variedad
presimpléctica o de casi contacto, foliacidon simpléctica sobre variedades de
Poisson. Presentamos un poco de geometria de contacto y confoliaciones!
positivas. Siguiendo con la definicién de libro abierto y presentando ejemplos.

Para un estudio mas detallado de todos estos conceptos se recomiendan las
siguientes referencias: [Mor01], [Ste83], [Gru03], [TC03], [HW], [MMPO04],
[Gei01], [Gei], [Etn03], [Gra59], [Lut79], [Mar71], [Ale23], [WinT73], [TWT75],
[BJ82], [EG92], [Lie72], [Ben83|, [EHO1], [Nie06], [Pre07], [NVKO07], [Mec82],
[AWO00], [ET98], [Tam72], [Vaio4], [Mat], [Tro05], [LFM14], entre otras.

1 ..
confoliations.
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§1. Campos Vectoriales

Sea M una n-variedad diferenciable.

Definicién I.1. La funcién X : M — T(M), con valores vectoriales, que
asigna a cada punto p € M un vector tangente v, € T,(M) es llamada
campo vectorial sobre M.

Sea (Z/{; Ti,. .., xn) un sistema de coordenadas locales alrededor de p € U,
U C M. Escribimos el vector tangente v, de la siguiente manera:

- 0
vp = Zai(p)%,
i=1 v

7 . . oo

donde a; es una funcién definida sobre ¢/. Decimos que v, es de clase C' ",
. . ., (o)
con respecto a p, si todo coeficiente a; es una funcién de clase C' .

Consideremos otro sistema de coordenadas locales, (L{ SUYLy e e s yn), alrededor
de p. Entonces,
n n 8yj P
vp = a;(p) 5= (p) | 75—
=2 (L5 ) 5

Por lo tanto, la condicién de que todo coeficiente sea una funcién de clase
C™ no depende de la eleccién de coordenadas locales. Sea X (M) el conjunto
de todos los campos vectoriales sobre M. Este conjunto define un espacio
vectorial sobre R.

Sea f una funcién de clase C” sobre M; es decir, f € C” (M). Un campo
vectorial X sobre M actua sobre f de la siguiente forma:

(Xf)(p) =vp(f), peEM.

En coordenadas locales escribimos

(X9 =D a5 (),

=1

de modo que X f es una funcién de clase C” sobre M llamada derivada de
f por el campo vectorial X. Tenemos un mapeo:

(X, f) — X,
donde (X, f) € X(M) x C™ (M) y Xf € C™(M).
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Definicién 1.2. Sea f € C7 (M) y X € X(M). Decimos que f es una
derivacion si satisface las siguientes propiedades:

1. X(af +bg) = aXf+bXg, donde a,b € Ry gec C” (M).

2. X(fg) = (Xf)g+ f(Xg), con g € C™(M).

8§1.1. El Corchete de Campos Vectoriales.

Sean X,) € X(M) dos campos vectoriales sobre una n-variedad M dife-
renciable. Entonces, X y ) actiian sobre el conjunto de todas las funciones
de clase C” sobre M como derivaciones.

Sea f € C™(M). Consideremos el mapeo f X(yf) — y(Xf), en este
caso X (Vf) = YV(Xf) € CT(M).

Reescribimos X (Y f) =Y (X f) como (XY—YX) f, para indicar que XY —YX
expresa un campo vectorial sobre M. Sea [X , y] = XY — VX y considere-
mos, en cada punto p € M, la correspondencia

fe X Y] f=X%(f) - Vp(Xf) eR.

Observemos que podemos considerar [X ,y]p como un vector tangente a
M en p (ver [Mor01, Definition 1.32 |). Expresando X y ) en coordenadas

locales:
" 0 & 0
X = ) = b’iiv

tenemos que

25,0 = 3 (w520 -6 520) 7).

ij=1

Entonces, [X , y] define un campo vectorial sobre M, el cual llamamos cor-
chete de X y Y y su expresion local esta dada por

[ O Ba;\ O
[X’y] N Z <a281’i bl 8:62) 8%‘]'.

i,j=1
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Proposicion 1.1. El corchete de campos vectoriales satisface las siguientes
propiedades:

[aé’(%—bX’,y} = a[X,y] —i—b[z’\,”,y], con a,b € R y lo mismo para Y.
v, x] =-[x,)].
Identidad de Jacobi: [[X,V],R] + [[V,R], X] + [[R, X], Y] =0.

[fX,9Y] = falX, V] + F(X9)Y — g(Vf)X, con f y g funciones de
clase C° sobre M.

Definicion 1.3. Llamamos dlgebra de Lie a un espacio vectorial bajo la
operacién corchete [, |, de modo que [, ] satisface las propiedades de la
proposicién 1.1.

Observacién I.1. X(M) es un algebra de Lie sobre R bajo la operacién
corchete.

§ 2. Formas Diferenciales.

Consideremos el algebra con unidad 1 sobre R, la cual denotamos por A*,
generada por dzxi,...,dr, y que satisface la siguiente ecuacién para todo

1,7
dr; \ dxj = —diL‘j A dx;.
Esta algebra se conoce como dlgebra exterior generada por dxi,...,dx,.

Observacién 1.2. dz; A dr; = 0 para toda 7.

Si definimos que el grado de dx; sea igual a uno, entonces el grado de cada
monomio en A* estarad definido.

Consideremos ahora el conjunto Ai de todas las combinaciones lineales de
monomios de grado k, se tiene entonces que

A =PA =N s oA
k=0

Observacion 1.3.

» Podemos tomar dz;, A---Adz;,, 1 <ip <--- <1 <n como una base
de AF.
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n dimAf:<Z>.

= Si k > n, entonces Ai =0y dimA* =2"

Definicion 1.4. Una forma diferencial de grado k sobre R™ o k-forma es
una combinacién lineal de los elementos de la base dz;, A --- A dz;,, cuyos
coeficientes son funciones de clase C™ sobre R™:

Z le--' (@1, .. xn) dziy Ao Ndxy,,.

1< <Zk

Denotamos por A* (R™) al conjunto de todas las k-formas sobre R™, esto es:
AR (R™) = {w R" s AF |we ™ (]R”)}.

Del mismo modo podemos considerar el algebra de todas las formas diferen-
ciales sobre R™: .
R") = P A" (R).
k=0

Observemos que A? (R") = C™ (R"); esto es, las formas diferenciales de gra-
do cero sobre R™ corresponden a funciones sobre R” de clase C

Sean w € A* (R") yn € A* (R™) una k-forma y una /-forma respectivamente.
Definimos el producto exterior de w y 1 como sigue:

w/\n:ZfIngxil/\--J\dxik/\d:cjl A--- Ndxj,,
1,J

donde

w:ZfIdxil/\---/\dxik, n:Zngfcjl/\---/\dxje.
1 J

Vamos a definir un mapeo lineal d : A¥ (R") — A1 (R™) como sigue: sea
w=f(x1,...,Tn)dx;; N--- Adx;,, entonces

Z 8:/5 dl'j ANdxiy N~ Ndxg, .

Este mapeo se conoce como derivada exterior.
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Definicion I.5. Una forma diferencial w es cerrada si dw = 0. Si una forma
diferencial 7 se puede escribir como 1 = dw con w una forma diferencial,
llamamos a n forma exacta.

Observacion 1.4.
» d(dw) = 0.
= Una forma exacta siempre es una forma cerrada.
Proposicién 1.2. Sean w € A* (R") y n € A*(R™), entonces
i) nAw= (=1 wAn.
i) d(wAn) =dwAn+ (=1)F wAdn.

Sean U C R"™ y U’ C R™ abiertos de R" y sea ¢ : Y — U’ un difeomorfismo.
Definimos un homomorfismo ¢* : A*(U') — A*(U) del dlgebra de todas las
formas diferenciales sobre Uf al dlgebra de todas las formas diferenciales sobre
U’ como sigue: consideremos una funcién arbitraria f € A°(U’) entonces

©*(f) =fope A%U) y sea
©* (dx;) = d<g0* (l’l)>

Extendemos ¢* a formas diferenciales de cualquier grado de modo que se
satisfaga

" (wAn) =" (w) Ae*(n),

para el producto exterior de dos formas diferenciales.

§2.1. Relacién entre A* y T, (R").

El espacio tangente a R™ en el origen, Ty (R"), es un espacio vectorial de
dimensiéon n cuya base esta formada por 8%1, cen %, donde cada dz; se
considera como un elemento en el espacio dual T} (R") de T (R"). Esto
porque estamos considerando a z; : R — R como una funcién de clase C™

y su diferencial en el origen, dz; : Ty (R™) — R, es lineal. Se sigue entonces

que
0

Observacién L.5. Al = T* (R™).
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En general, cualquier elemento de Ai es una combinacion lineal de elementos
de la forma w = a1 A -+ A oy, donde o; € A}L. Consideremos X; € Ty (R")
coni=1,...,k, definimos el mapeo

w:TO(R")x---xTO(R")—)R

de la siguiente manera

1
w (Xl, e ,Xk) = kldet(oq(?@-)),

donde (ai(/'\,’j)> es una matriz cuya entrada (i, j) corresponde a (Xj).

El mapeo w satisface las siguientes propiedades:

= Es multilineal: sea X arbitrario, entonces

UJ(Xl, e Xim1,aX; + in/,XiJrl, .. ,Xk)

=aw(X1..., X, .., X)) Hbw (X, .. X, ).

= Es alternante: para una permutacién arbitraria de n letras o € &,,,
w(Xg(l), R Xg(n)) = sgn(a)w(Xl, - Xn),

donde sng(o) es el signo de o y &,, son todas las permutaciones de n
elementos.

Definicion 1.6. El mapeo w satisfaciendo las propiedades mencionadas se
conoce como forma alternante de grado k sobre Ty (R™).

§2.2. Formas Diferenciales sobre Variedades Diferenciables.
Ahora vamos a definir formas diferenciales sobre una variedad diferenciable
arbitraria.

El espacio dual, T (M), del espacio tangente T)(M) en p € M es llamado
espacio cotangente en p y podemos considerar su algebra exterior A* T: (M).

Definicién I.7. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que w es una
k-forma en M si a cada punto p € M le asigna w, € A*T: (M) tal que w,
es de clase C”°, con respecto a p.
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Sea U una vecindad arbitraria y consideremos x1, ..., x,, funciones coorde-
nadas definidas sobre I/. Para cualquier punto p € U, el siguiente conjunto
es una base del espacio tangente a M en p:

o), ().}

Observemos que las funciones z; pueden pensarse como funciones x; : Y — R
de clase C™. Ahora consideremos el diferencial de dichas funciones en el
punto p, (dz;), : Tp(M) — Ty, (R). Ya que podemos identificar T, (R)
con R, consideramos a (dz;), como un elemento de T” (M) y se tiene

0

Definimos la base dual de T (M) como el conjunto {(dxl)p e (d:cn)p}.
Por tanto, expresamos w, de la siguiente forma:

wp = Z firoas (p)dxiy A--- Adx;,, (I.1)
i1<~~~<ik
dicha expresion se conoce como expresion local de la k-forma w sobre M.

Observacién 1.6. w, es de clase C* siempre que iy, (p) sea de clase c”~
como funcién de p.

§2.3. Operaciones Sobre Formas Diferenciales.

a) Producto Exterior.

Sean w € A*¥(M) una k-forma sobre M y n € AY(M) una ¢-forma
sobre M. Para todo p € M el producto w, A7, € AkHT: (M) estd de-
finido:

(WAN)p = wp Anp.

Expresando w, y 7, en coordenadas locales: w = fdx;; A --- A dz;,,
n = gdx; A---A\dxj,, tenemos

wAn= fgdx; N\---Ndx;, Ndxj N\---ANdzj,.
Sea (w,n) € A¥(M) x A*(M), el producto exterior induce un mapeo

bilineal:
(w,n) = wAn e AFEM).
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Este mapeo satisface las siguientes propiedades:

e nAw=(—D"wAn.
e Sean Xj,..., X1y € X (M) campos vectoriales arbitrarios, en-
tonces:

wA n(Xla R 7‘Xk+€)
1
= m ZU: 8977,(0')&) (XU(1)7 SER) Xo(k))n(xa(k+l)7 SR Xa(kJrZ))v
donde o varia sobre el conjunto &y, de todas las permutaciones
de k + £ letras 1,2,...,k + £.

b) Derivada Exterior.

Sea w € A¥(M) una k-forma sobre M. Definimos su derivada exterior
dw € A**1(M) como

0
dw = Za—a{da:j Adzi, A--- Adzg,
- J
donde w = fdx;, A--- Adz;, localmente.

La derivada exterior define un mapeo lineal de grado uno
d: AF(M) = AFE(M),
que satisface las siguientes propiedades:
e dod=0.
e Sea w € A¥(M), se tiene que
dwAn) =dwAn+(=1)F wAdn.

Teorema I.1. Sea M una variedad de clase C~ y sea w € A¥(M)
una k-forma arbitraria sobre M. Para campos vectoriales arbitrarios
Xi, .o, Xy € X(M), se tiene

dw(é\,’l, ces ,Xk+1) =

1 k+1
k_i_l{Z( 1)1+1X< <X17~--7Xi7--~7Xk+1>>
i=1
+> (- z+Jw< ;cj],;rl,...,QEi,...,JEj,...,XHl)}’

1<j

donde X; significa que X; ha sido omitido.
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c)

I Un poco de geometria.

Pullback por un Mapeo.
Sean M una variedad C”~ y f : M — N un mapeo de clase C” .
Consideremos el diferencial de f en cada punto p € M, esto es

fe Tp(./\/l) — Tf(p)(N).

El mapeo dual inducido por f, es f*: T*

Ty N) = T (M); esto es, el
mapeo definido por

P =a( 1),

con a € T (N)y X € Tp(M).

D)

f* induce, para k arbitraria, un mapeo lineal

froARTE (N) = AFTH(M)

fp)

e induce un homomorfismo de algebras:

[Fr AT N) — AT (M).
Sea w € AF(N) una forma diferencial sobre N, f*w € A*(M) es
llamada pullback por f.

Proposicién 1.3. Sean M, N wariedades C™. Sea f : M — N un
mapeo de clase C™ y f* : A*(N) — A*(M) el mapeo inducido por f.
Entonces, f* es lineal y satisface las siguientes propiedades:

o ff(wAN) = frwA f*n conw e AFN) yn € AYN).
e d(f*w) = f*(dw), con w € A¥(M).

Producto Interior. Sea M una variedad C~ y X € X(M) un cam-
po vectorial sobre M. Definimos un mapeo lineal, llamado producto
interior, 1y : AF(M) — AF~1(M) como

L;(W(Xl, .. -anz—l) = k:w()(',)(l, .. .,Xk_l),
para w € AF(M), X1,..., X1 € X(M). Si k = 0, definimos 1y = 0.

Este mapeo es una anti derivacion de grado —1; esto es,
tx(WAN) = xwAn+ (=1)* wAwxn,
con w € AF(M) y n € A4M).



§ 3 Teorema de Frobenius. 11

§3. Teorema de Frobenius.

§3.1. Teorema de Frobenius para Campos Vectoriales.

Vamos a estudiar campos de subespacios de dimensién r.

Sea D : M — T(M) una funcién que asigna a cada punto p € M un
subespacio, D, C Tp(M), de dimensién r de modo que existen r campos
vectoriales Xy, ..., X, definidos en una vecindad U/ de cada punto p, tales
que {Xb . Xr} es una base de Dy, en todo punto g € U.

Definicion 1.8. D es llamada r-distribucion sobre M.

Sea N una subvariedad de M y sea D una r-distribucién sobre M. Si
T,(N) = Dy, para p € N arbitrario, decimos que N es una variedad inte-
grable de D.

Definicion 1.9. Una r-distribucién D es completamente integrable si, para
todo p € M, existe una variedad integrable.

Observaciéon 1.7. Una 1-distribucién siempre es completamente integrable.

Sea D una r-distribucién. Denotamos por X(D) al conjunto de todos los
campos vectoriales X, tales que &}, € D, para todo p € M. Si X € X(D)
decimos que X pertenece a D.

Definicion 1.10. Una r-distribucién D sobre una variedad diferenciable M
es involutiva si, para cualesquiera dos campos vectoriales arbitrarios X',
pertenecientes a D, el corchete [X , y} también pertenece a D.

Teorema 1.2 (Teorema de Frobenius para campos vectoriales). Una r-
distribucion D sobre una variedad diferenciable M es completamente inte-
grable si y solo si D es involutiva.

§3.2. Teorema de Frobenius para Formas Diferenciales.

Sea D una r-distribucién sobre una n-variedad diferenciable M. Vamos a
dar una representacién de D en términos de formas diferenciales.
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Para k > 1 arbitrario, sean

1*(D) = {w € AFM) |w(Xy,..., X) =0, & € D},

n
I(D) =P I"(D),
k=1
donde I(D) corresponde al conjunto de todas las formas diferenciales sobre
M que se anulan sobre D. Tenemos el siguiente lema:

Lema I.1.

» (D) es un ideal de A*(M). Esto es, I(D) es un subespacio lineal de
A*(M) y se tiene 0 Aw € I(D) para 0 € A*(M) arbitrario y w € I(D).

» Localmente I(D) estd generado por s = (n — r) 1-formas linealmente
independientes. Esto es, para p € M arbitrario, existe una vecindad
abierta U de p y 1-formas wy,...,ws, linealmente independientes en
cada punto de U, tal que w € I(D) arbitraria se escribe de la siguiente

forma:
S
w = Z 0; N\ w;.
i=1

Los 0; son formas diferenciales sobre U. Para un punto arbitrario g € U
se tiene:

D, = {X € Tg(M) |wi(X) =+ = wy(X) = 0}.
Consideremos una r-distribucién D sobre M y el ideal I(D) de A*(M), que
consiste de todas las formas diferenciales que se anulan sobre D.

Proposicién 1.4. D es involutiva si y solo si I(D) es cerrado con respecto
a la operacion de derivada exterior, es decir:

dI(D) C I(D).
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Por otro lado, una r-distribuciéon D arbitraria sobre una n-variedad diferen-
ciable M se puede representar localmente por las siguientes ecuaciones:

W= =w, =0,

donde wy,...,ws son s = (n —r) 1-formas linealmente independientes sobre
una vecindad U de un punto p € M dado. Esto es,

D, = {X ETy(M) |wi(X) =+ =wy(X) = o}

en un punto ¢ € U arbitrario. Entonces podemos reescribir la proposicién
anterior de la siguiente manera:

D es involutiva si y solo satisface la siguiente condicion de integrabilidad:
existen 1-formas w;; sobre U, tales que

s
dw; = E wij Awj, 1=1,...,s.
Jj=1

Teorema 1.3 (Teorema de Frobenius para formas diferenciales). Una r-
distribucion D sobre una n-variedad diferenciable M es completamente in-
tegrable si y solo si las 1-formas wy,...,ws son linealmente independientes
sobre una vecindad abierta de todo punto sobre M, tales que

D, = {X € Ty(M) |wi(X) =+ =ws(X) = 0},
satisfacen la condicion de integrabilidad.

8§ 3.3. Subespacio Caracteristico.

Sea « una 1-forma definida en un abierto U de una n-variedad diferenciable
M. Definimos el espacio caracteristico de a en el punto x € U como sigue:

Cr(a) = {Xx € To(M) | tx,0p =0,  tx,day = 0}.

La dimensién de %, («) es el rango de « en el punto x y su codimensién se
conoce como clase de « en .

Asociando a cada punto z € U el espacio é,(a) obtenemos un subhaz
¢ (o) C T(M) del haz tangente, el cual llamamos subhaz caracteristico
de a.
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Definicion I.11. Una forma « de clase m es regular si no se anula en ningtin
punto y es de clase constante m en todo abierto donde estd definida.

Definicion 1.12. Dada una 1-forma «, definida en un abierto I/, llamamos
campos caracteristicos de a a las secciones del subhaz caracteristico.

Los campos caracteristicos son aquellos que satisfacen las condiciones
tya =0, tyda = 0.

Proposicion 1.5. Un campo es caracteristico si y solo si satisface
Ly =0, Lya=0,

donde Ly denota la derivada de Lie.

Proposicion 1.6. El conjunto de campos caracteristicos de o es un dlgebra
de Lie.

Aplicando el teorema de Frobenius (ver teorema 1.2), el subhaz caracteristico
de o es completamente integrable.

Definicion I.13. Sea w una 2-forma cerrada definida sobre una n-variedad
diferenciable M. El espacio caracteristico de w en el punto x se define como

L, = rad w,,
donde rad denota el radical? de w.

Igual que en el caso de 1-formas, tenemos el subhaz caracteristico, L C
T(M). En este caso, un campo vectorial X' es llamado campo caracteristico
sityw =0.

Cuando w es de rango constante, el subhaz £ es diferenciable.

Proposicion 1.7. Sea w una 2-forma cerrada de rango constante sobre M.
Entonces, L es completamente integrable.

Demostracion. Sean X y ) dos campos caracteristicos, entonces
L yw = Lx (tyw) — 1y (Lrw) = =1y (Law) = ty(tyw + diyw) = 0,

por lo que [X , y] es un campo caracteristico.

Aplicando el teorema de Frobenius (teorema 1.2), £ es completamente inte-
grable. ]

2El ntcleo de la polaridad asociada.
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§4. Politopos Convexos.

Sea V C R? un subconjunto de R%. Decimos que V es un conjunto convexo si
para cada par de puntos distintos a, b € V, el segmento cerrado cuyos puntos
extremos son a y b estd contenido en V.

Definicién 1.14. La envolvente convexa, 7 (S), de un conjunto no vacio
S C R? es el conjunto de todos los puntos que pueden representarse como
combinaciones convexas de puntos en S; esto es, puntos que pueden expre-
sarse en la forma

k k
{Z)\le Z)\i: R z; €8 y )\1,...,>\k20}.

=1 =1

Esto es, a cada x; en S le asignamos un coeficiente \;, tales coeficientes son
no negativos y su suma es igual a uno. Para cada eleccién de coeficientes, la
combinacién convexa resultante es un punto en la envolvente convexa y toda
la envolvente convexa se puede construir escogiendo coeficientes en todas las
maneras posibles.

El siguiente teorema, conocido como teorema de Carathéodory, es uno de los
resultados béasicos en convexidad.

Teorema 1.4 (Carathéodory [Gru03]). Si S es un subconjunto de R?, en-
tonces todo x € F(S) se expresa como una combinacion convexa de a lo
mas d + 1 puntos en S.

B. Griinbaum, en su libro Conver Polytopes ([Gru03]), define un polito-
PO convexo como un conjunto convexo compacto, con un nimero finito de
puntos extremos. Esto nos dice que un politopo convexo compacto P es la
envolvente convexa de un conjunto finito de puntos 5, tal que S contiene a
los puntos extremos de P.

Dado un hiperplano # C R¢ denotamos por H+ y H~ a los dos semiespacios
cerrados cuya frontera es H.

Definicién 1.15. Un hiperplano H C R? de R? se dice que soporta a P si
alguno de los semiespacios cerrados H*, H~ contiene a P.

Un subconjunto .#% C P de P es una cara de P si es el conjunto vacio, el
mismo P o la intersecciéon de P con un hiperplano que lo soporta.
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8§4.1. Politopos combinatoriamente equivalentes.

El concepto de politopos combinatoriamente equivalentes es muy importan-
te pues muchas propiedades de éstos, solo dependen de su tipo combinatorio.

Sean P y P’ dos politopos. Decimos que P y P’ son combinatoriamente
equivalentes si existe una correspondencia uno a uno ¢ entre el conjunto
{Z} de todas las caras de P y el conjunto {%'} de todas las caras de P’
tal que ¢ preserva inclusiones: .7 C %3 siy solo si p(F1) C ¢(F2).

Observacién 1.8. Ser combinatoriamente equivalente es una relacion de
equivalencia.

§ 5. Estructuras Simplécticas y Complejas.

§5.1. Variedades Simplécticas.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién m y sea Q2 : V x V — R un
mapeo bilineal. Decimos que € es antisimétrico si

Qu,v) = =Q(v,u), Yu,veV.

Teorema 1.5. Sea 2 un mapeo bilinear antisimétrico sobre V. Entonces,
existe una base {ul, R 77 A=A P Sy SR ,fn} de V tal que

s Q(u;,v) =0 para toda i y para todo v € V.
= Q(e,e5) =0= Q(fi,fj) para toda i, j.
] Q(ei,f]-) = 0;5 para toda i, j.
Dicha base se conoce como base candnica (aunque no es unica).

Demostracion. La demostracién es por induccion. Sea
U= {ue VI Quv)=0Yve v}.

Escogemos una base ui,...,ur de U y un espacio W complementario a U
enV,estoesV=UDW.

Sea e; € W distinto de cero. Entonces, existe f; € W tal que € (eq, f1) # 0.
Asumimos que Q (e1, f1) = 1. Sea W el espacio generado por e; y f1 y
W ={weW|Qw,v)=0Yvec W}
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Supongamos que v = ae; + bf; € Wi N ng Tenemos que
0=Q(v,e1) =—b 0=Q(v, f1) =a.

Por tanto, v = 0 y se sigue que Wy N W{* = {0}.

Supongamos que v € W es tal que  (v,e1) = ¢y Q (v, f1) = d. Entonces,
v=(—cfi +de1)+ (v+cfi —dey).

Sea ey € ng, es # 0. Existe fy € I/VlQ tal que Q (e2, f2) # 0. Asumimos
que Q (e2, f2) = 1. Sea Wy el subespacio generado por ey y fo v se sigue el
mismo procedimiento anterior.

Este proceso se detiene eventualmente pues dimV < oco. Entonces tenemos
V=UPW L dWaD- - - D Wy,

donde todos los sumandos son ortogonales con respecto a ) y donde W;
tiene base e;, f; con Q (e;, f;) = 1. [ |

Sea Q:V — V* un mapeo lineal definido por
Qv)(u) == v, u).

Observemos que el niicleo de Qesel subespacio U definido en la demostracién
del teorema anterior.

Definicién 1.16. Un mapeo bilineal antisimétrico 2 es llamado simpléctico
o no degenerado si el mapeo € es biyectivo, esto es, U = {0}.

En este caso, 2 se conoce como estructura simpléctica lineal sobre V' y la
pareja (V,Q) es un espacio vectorial simpléctico .

Sea w una 2-forma sobre una variedad M tal que para cada p € M el mapeo
wp : Tp(M) x Tp(M) = R
es antisimétrico y bilineal sobre T}, (M) y w), es diferenciable en p.

Definicién I1.17. Una 2-forma w es simpléctica si es cerrada y wy, es simplécti-
ca para todo p € M.

Sea M una variedad y w una 2-forma simpléctica, llamamos a la pareja
(M, w) variedad simpléctica.
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Observacion 1.9. Las variedades simplécticas (M, w) son de dimensién par
y w™ es una forma de volumen sobre M.

Ejemplo I.1. Consideremos M = R?" con coordenadas (:cl, R 7, yn)
La 2-forma

n
wo = Z dx; N\ dy;
1=1

es simpléctica y el conjunto

es una base simpléctica de T)(M).

Teorema 1.6 (Darboux). Sea (M,w) una 2n-variedad simpléctica y sea p
un punto en M. Entonces, existe una carta coordenada (Z/l; Tlyeves Ty Ylyeoos yn)
tal que sobre U

n
w= Z dx; N\ dy;.
i=1

§5.2. Variedades Casi Complejas y Variedades Complejas.

Una estructura compleja sobre un espacio vectorial V' es un mapeo lineal
J:V =V tal que J? = —Id. La pareja (V,J) es llamada espacio vectorial
complejo.

Una estructura compleja J sobre V es equivalente a tener una estructura de
espacio vectorial sobre C, donde el mapeo J corresponde a la multiplicacién
por 1.

Sea (V, ) un espacio vectorial simpléctico. Una estructura compleja J sobre
V' es compatible con w si el mapeo lineal Gy : V x V — R definido por
Gj(u,v) = Q(u, Jv) para todo u,v € V, es un producto interno positivo
sobre V.

Proposicién 1.8. Sea (V,Q) un espacio vectorial simpléctico con un pro-
ducto interno G. Entonces, existe una estructura compleja compatible, J,
sobre V.
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Una estructura casi compleja sobre una variedad M es un campo diferen-
ciable de estructuras complejas sobre los espacios tangentes

p = Jp: Tp(M) = Tp(M),
con p € M, lineal y tal que Jg = —1Id.

La pareja (M, J) se conoce como variedad casi compleja.

Definicién 1.18. Sea (M, w) una variedad simpléctica. Una estructura casi
compleja J sobre M es llamada w-compatible si el mapeo que asigna a cada
punto p € M el pareamiento bilineal

gp : Tp(M) x T,(M) - R, tal que gp(u,v) := wp (u, Jpv)
es una métrica riemanniana sobre M.

Ejemplo I1.2. Vamos a identificar R?" con C" usando coordenadas z; =
x; +1y;. Multiplicando por 7 inducimos un mapeo constante lineal, Jy, sobre
los espacios tangentes de modo que Jg = —Id. Este mapeo se conoce como
estructura casi compleja natural sobre R?*™:

0 0 0 0
Jo <a@.) “oy P <ayj> = Tox,

Para la forma simpléctica natural wy = ) dx; A dy; y el producto interno
euclidiano gg =< -,- >, la relacién de compatibilidad se satisface

wo(u,v) = go (Jo(u), U>~

Proposicién 1.9. Sean (M,w) variedad simpléctica y g una métrica rie-
manniana sobre M. Entonces, existe una estructura casi compleja natural
J sobre M que es w-compatible.

Corolario 1.1. Toda variedad simpléctica (M,w) tiene estructuras casi
complejas w-compatibles.

Definicion 1.19. Una variedad compleja de dimension compleja n es un
conjunto M con un atlas complejo completo:

= {(wrna)}

donde M = UaU,, los V, son subconjuntos abiertos de C" y los mapeos ¢, :
Us — Vo son tales que los mapeos de transicién 1,5 son biholomorfismos
como mapeos sobre subconjuntos abiertos de C™.

Proposicién 1.10. Toda variedad compleja tiene una estructura casi com-
pleja.
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§5.3. Variedades Kahler.

Ahora vamos a definir ciertas variedades que admiten tres estructuras com-
patibles entre si: son variedades simplécticas, complejas y riemannianas.

Definicién 1.20. Una variedad Kdhler es una variedad simpléctica (M, w)
dotada con una estructura casi compleja w-compatible que es integrable. La
forma simpléctica w se conoce como forma Kdahler.

Observacion 1.10.
» Si (M,w) es Kéhler, entonces M es una variedad compleja.
= Una forma Kéhler w es una 2-forma compatible con la estructura com-
pleja, cerrada, no degenerada.
§5.4. Variedades Presimplécticas o de Casi Contacto.

Entre las estructuras simplécticas y de contacto encontramos las estructu-
ras presimplécticas o también conocidas como de casi contacto, las cuales
definimos a continuacion.

Definicion 1.21. Sea w una 2-forma cerrada de rango maximo sobre una
(2n + 1)-variedad M. Llamamos a w forma presimpléctica y decimos que
(M,w) es una variedad presimpléctica.

En otras palabras, en cada punto p € M existe un subespacio de codimensién
uno de T, (M) (el cual puede ser no unico), tal que w es una forma lineal
simpléctica sobre éste.

Observacién 1.11. El rango de w es 2n.

Tenemos entonces un subhaz lineal simpléctico con estructura compleja y
un subhaz tnico de dimensién uno:

R = {v € Tp(M) | tyw = O}.
En particular, T)(M) tiene una reduccién de grupo estructural a U(n) x 1.

Por lo tanto, si una variedad orientada M admite una forma presimplécti-
ca w, su haz tangente T(M) tiene una reduccién a U(n) x 1 definido por
el subhaz de Reeb y una elecciéon de una estructura compleja en un haz
simpléctico complementario.
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La existencia de tal reduccion es equivalente a la existencia de una 2-forma
de rango maximo (no necesariamente cerrada). La existencia de una 2-forma
de rango méximo es suficiente para la existencia de una forma presimpléctica
(ver [EMO02]).

Teorema 1.7. Cualquier 2-forma w de rango mdximo se puede deformar,
en el espacio de formas de rango mdzrimo, a una forma presimpléctica w'.

Definicion 1.22. Sea M una variedad cerrada de dimensién 2n+1. Decimos
que M es homotdpicamente simpléctica si su haz tangente T(M) admite una
reduccién a U(n) x 1. El término variedad de casi contacto también es usado
para esta estructura.

Por otro lado, se tiene la siguiente definicién:

Definicién 1.23. Una (2n + 1)-variedad M es llamada variedad de cuasi-
contacto si admite una 2-forma cerrada w tal que w' es una 2n-forma distinta
de cero en toda la variedad.

D. McDuff mostré en [McD87] que dada una variedad de casi contacto M
existe una estructura de cuasi-contacto w en M. Y existe la conjetura de
que toda variedad de casi contacto es en realidad una variedad de contacto.

§6. Geometria de Contacto.

Se considera que todo comenzd alrededor de 1872 con S. Lie en su articulo
[Lie72]; en el cual introdujo la nocién de elemento de contacto y transforma-
ciéon de contacto como herramientas geométricas para estudiar sistemas de
ecuaciones diferenciales. El uso moderno del término variedad de contacto
y estructura de contacto inici6 en los anos 1958 y 1959.

§6.1. Estructuras de Contacto.

Definicion 1.24. Un elemento de contacto sobre una variedad M es un
punto p € M, llamado punto de contacto, junto con un hiperplano tangente?
en p, D, C Tp(M).

Lema 1.2. Ewiste una correspondencia uno a uno entre hiperplanos D, C
Ty (M) y la proyectivizacion de Tp(M).

3Un hiperplano tangente es un subespacio de codimensién uno de Tp(M).
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Supongamos que D C T(M) es una distribucién diferenciable de elementos
de contacto (es decir, de hiperplanos tangentes) sobre M:

D:p— D, C Tp(M).

Entonces, localmente D = ker(«a) para alguna 1-forma a. Esta 1-forma es
Unica, salvo multiplicacion escalar.

Definicion 1.25. Una estructura de contacto sobre M es una distribucion
diferenciable de hiperplanos D C T(M), tal que, para toda 1-forma « con
D = ker(a) localmente, se tiene que da|p es simpléctica®. La pareja (M, D)
es llamada variedad de contacto y o forma de contacto.

Sean (M, D) una variedad de contacto, p € M y « una forma de contacto
local en una vecindad ¢ de p. Entonces, doy|p, es una 2-forma simpléctica.
Se sigue que la dimensién de D), es par, digamos 2n y por tanto la dimensién
de T,(M) es impar: 2n + 1. Concluimos que toda variedad de contacto
(M, D) tiene dimensién impar 2n + 1.

Proposicién 1.11. Sea (M,D) una variedad de contacto. Para todo p €
M,
Tp(M) = ker (o) @ ker (dayy) .

Demostracion. Ya que day|p, es simpléctica, tenemos que
ker (dayy) ND, = {0}.

Ahora, como la dimensién de T, (M) corresponde a la dimensién de D, mas
uno, la dimensién de ker (day,) es cero o uno.

Supongamos que ker (day,) es trivial. En este caso, da, es una 2-forma
simpléctica sobre Tp(M) y se sigue que la dimensiéon de T,(M) es par
y entonces, D), no es un hiperplano tangente.

Por lo tanto, la dimensién de ker (da,) es uno y como D, = ker (o) se
satisface que
Tp(M) = ker (o) @ ker (doyy) .

[ |
Proposiciéon 1.12. Sea D una distribucion diferenciable de hiperplanos tan-

gentes sobre M. Entonces, D es una estructura de contacto si y solo si
a A (da)™ # 0 para toda 1-forma o tal que D = ker(«v) localmente.

4Ver definicién 1.17
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Demostracion.

=) Supongamos que D es una estructura de contacto; esto es, para todo
p € U con U abierto de M y para toda 1-forma « localmente definida tene-
mos que day|p, es simpléctica y por tanto, (dap)" es una 2-forma no nula®
sobre D,,.

Como ozp]ker(d%) es no degenerada, entonces o, es de clase maxima 2n + 1
y por tanto, oy A (day)™ es una (2n + 1)-forma sobre U.

Para todo p € U, sean vy, vy vectores en D), tales que doy, (v1,v2) # 0 y sea
w un vector en ker (dap), entonces

ap A (dogy)"™ (w, V1, V2, ... ,’1)1,’1)2) = [Ocp(w)] [dOép (v1,v2) ]n # 0.

Por tanto, ap, A (day,)"™ # 0 para todo p € U y para todo abierto  C M. En-
tonces, apA(day)™ es una (2n+1)-forma no nula sobre U, para todo U C M.

<) Supongamos que para toda 1-forma a tal que D = ker(a), aA(da)™ # 0.
Localmente existe un haz .Z tal que T(M) = ker(a) ® £ y con una tri-
vializacién local {61, f1, s en, fns r}, donde los e;, f; generan a ker(a) y r
genera a Z.

Ya que a A (da)™ # 0y a(r) # 0, tenemos

(a A (da)") (el,fl, . €n, fn,r) = [a(r)] [(da)” (e1, fi1,-. .,en,fn,r)] £ 0.

Entonces, (da)™|p # 0y se sigue que da|p es simpléctico. Por lo tanto, D
es una estructura de contacto sobre M. |

También podemos definir una estructura de contacto como sigue:

Definicién 1.26. Una estructura de contacto sobre una (2n + 1)-variedad
M es una l-forma, o, regular de clase maximaS, 2n 4 1, definida en toda
M. A la pareja (M, a) se le llama variedad de contacto y « es la forma de
contacto.

®Ver corolario 2.5 en [MS95].
Sver definicién 1.11
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La diferencial de la forma de contacto, da, no es una forma simpléctica. Su
rango es 2n y su radical es de dimensién uno en todo punto. De la definicién
se sigue entonces que en todo punto p € M, el espacio caracteristico de «
es nulo y los subespacios ker (am) y rad (da;p) tienen interseccién nula.

Utilizando una versién general del teorema de Darboux (ver [Ste83, Thm
6.2]), podemos escribir la definicién 1.26 como sigue:

Definicion 1.27. Una forma de contacto sobre M es una 1-forma « que
satisface

A (da)™ # 0,

en todo punto de M.

Por la proposicion 1.12, tenemos que tanto la definicién 1.26 como la defini-
cion 1.27 son equivalentes a la definicién 1.25.

Corolario I1.2. Toda variedad de contacto (M, a) es orientable.

Demostracion. Tenemos que a A (da)™ # 0 en todo punto de M, por tanto
define una forma de volumen sobre M. [ |

Ejemplos.

1. Estructura de Contacto Natural sobre R3.

Consideremos R? con coordenadas (z,v, 2) y la 1-forma oy = dz+zdy,
la cual es una forma de contacto, pues a Ada =dz Adx Ady # 0y el

campo de 2-planos D, esta generado por {%, Th — a—y}.

Figura I.1: Estructura de contacto &; sobre R3.
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2. Otra Estructura de Contacto sobre R3.

Consideremos de nuevo R? pero ahora con coordenadas cilindricas
(r,0,2) y la 1-forma diferencial as = dz + r?df que es de contacto.

El campo de 2-planos Dy estd generado por {%, 7"2% — %}.

3. Estructura de Contacto Natural sobre S°.

Este es un ejemplo de una estructura de contacto sobre una variedad
cerrada; es decir, compacta y sin frontera. Consideremos la 3-esfera
unitaria S* ¢ R* y la 1-forma definida sobre R* y restringida a S3

a = (z1dy1 — y1dey + zadys — yada) |,
la cual es de contacto.

4. Estructura de Contacto Natural sobre el 3-Toro T3.

Consideremos el 3-toro T? = R3/Z3 con coordenadas (z,, z), n € AR
es decir, T? es el toro en dimensién tres. Consideremos la 1-forma de
contacto

oy, = sin(2wnz)dx + cos(2mnz)dy,

cuyo nucleo estd generado por

9 o )
{(‘92’ (:05(277712)8—m — sm(27mz)8y},

§6.2. Campo de Reeb

Proposicién 1.13. En una variedad de contacto existe un dnico campo R
que cumple:

1. itra=1
2. trda=0

Demostracion. Sea (M, a) una variedad de contacto. Gracias al teorema
de Darboux, podemos considerar a en coordenadas candnicas locales. Si se
satisface 2 necesariamente R = f %, esto porque el radical de la métrica do
es unidimensional.

Ahora, de 1 se sigue que f debe ser uno. Esto nos da la existencia y unicidad,
en coordenadas locales y por lo tanto también su existencia y unicidad en
coordenadas globales. |
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Definicion 1.28. El campo construido en la proposicién anterior se llama
campo de Reeb.

Corolario 1.3. El campo de Reeb conserva la forma de contacto.

Corolario 1.4. El campo de Reeb nunca es nulo y ademds cumple

IR <a A (da)") = (da)".

§6.3. Clasificacién de Estructuras de Contacto.

En los anos 70, J. Martinet y R. Lutz demuestraron que toda 3-variedad ce-
rrada y orientable admite una estructura de contacto (ver [Lut79] y [Mar71]).
Anos mas tarde W. P. Thurston y H. E. Winkelnkemper (ver [TWT75]) se
dieron cuenta de que la existencia de formas de contacto sobre 3-variedades
es una consecuencia del teorema de Alexander [Ale23].

En los siguientes veinte anos surgié la idea de que no todas las estructuras de
contacto, al menos en dimensién tres, eran de la misma naturaleza. Con los
trabajos de D. Bennequin y de Y. Eliashberg se clasifican las estructuras de
contacto, en dimensién tres, en dos clases: tensas y torcidas (ver [Ben83] y
[Eli92]) y con estos resultados comenz6 la época de la geometria de contacto
moderna.

Definicion 1.29. Una 3-variedad de contacto (M,D) es llamada torcida
(overtwisted o vrillée) si podemos encajar un disco D en ella, de modo que
su interior es tranversal a D en todas partes excepto en un punto y su
frontera es tangente a D; es decir, D), = T,D en todo p € ID. Si (./\/l, D) no
es torcida, la llamamos tensa (tight o tendue).

Por definicién, las estructuras de contacto torcidas no son tensas.

Teorema 1.8 (D. Bennequin [Ben83]). La estructura de contacto natural
Do sobre S es tensa.

Corolario 1.5. La estructura de contacto natural sobre R3 es tensa.

Observacién 1.12. Por el teorema de Darboux, toda estructura de contacto
es localmente tensa y por lo tanto, la condiciéon de ser torcida es global.

La primer 3-variedad que no admite una estructura de contacto tensa fue
descubierta en 2001.

Teorema 1.9 (Etnyre-Honda [EHO1]). La suma conexa de la esfera ho-
molégica de Poincaré P con —P no admite una estructura de contacto ten-
sa.
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§ 7. Confoliaciones Positivas.

8§7.1. Foliaciones.

Definicién 1.30. Una foliacion F de dimensién d (o codimensién n) sobre
una (n + d)-variedad diferenciable es un atlas maximal compatible con la
estructura diferenciable de M, de modo que los cambios de coordenadas de
una carta (L{ ,(;5) a (V,l/}) estan dados por

vov (@) = (f@,0)9), weR, yeR",

donde por un atlas compatible nos referimos a que F C A si A es la estruc-
tura diferenciable de M.

Una hoja de una foliacién F es una clase de equivalencia de puntos de M,
donde dos puntos p y ¢ son equivalentes si existe un nimero finito de cartas
de F , digamos (U1,¢1),...,(Un,¢n) y puntos p = pi1,...,pn = ¢, donde
pi € U; para i = {1,...,n} tal que p; y p;—1 pertenecen a ¢; (Rd X ri) para
algin r; € R™.

Existe una relacién entre foliaciones y la nocién de integrabilidad (asumien-
do siempre que todo es diferenciable).

Dado un campo vectorial X distinto de cero en todo punto sobre M, sus
curvas integrales definen una foliacion de dimensién uno; esto es, una folia-

cién de codimensién n — 1. Esto generaliza el teorema de Frobenius’.

Una condicién necesaria y suficiente para que una distribucion sea tangente a
las hojas de una foliacién es que el conjunto de campos vectoriales tangentes
a la distribucién sea cerrado bajo el corchete de Lie.

§7.2. Confoliaciones Positivas.

Introduciremos algunas definiciones siguiendo las ideas de Y. Eliashberg y
W. P. Thurston en [ET98] y de S. J. Altschuler y L. F. Wu en [Alt95] y
[AWO00].

"Ver seccién §3 de este capitulo.
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Denotamos por * al operador de Hodge. Sea M una (2n + 1)-variedad dife-
renciable, compacta, orientable y con una métrica riemanniana dada. Sea 7
una 1-forma sobre M. Si n satisface la desigualdad

“(n A (dn)") >0,
la llamamos confoliacion (ver [ET98]).

Definicion 1.31. El espacio de las confoliaciones conductivas , Con (M%‘H),
se define como el subconjunto de a € A (/\/l%“) tal que

= « es una confoliacién positiva : * (a A (da)€> > 0;

» todo punto p € M1 es accesible desde un punto de contacto ¢ €
M?*+1 de o: hay un camino diferenciable v : [0,1] = M**1 de p a g
con v/'(x) en el complemento ortogonal de ker *(a A (da)e_l) para
todo x.

Observemos que *(a A (da)Z*) es una 2-forma, la cual denotaremos por

7. El complemento ortogonal de ker(7) lo denotamos por [ker(T)]L y por
[ ker(7)] J'(P) al subespacio de Tp (M?*1) en el punto P € M1,

Observacién 1.13.

= Para un punto en M donde Rank <da|ker(a)) = 2/, la forma « es una

forma de contacto sobre M y [ker(7)] L= ker(«) en dicho punto. La

dimensién de [ker(ﬂ}L es igual a 2¢.

= Para un punto P € M donde Rank (da!ker(a)> = 2/ — 2, la dimension

de [ker(r)]L es dos. En este caso

[ker(7)] " (P) = [ker(a) Nker(da)] (P).

= Para un punto en M donde Rank(da|ker(a)> < 20 — 2, se tiene que
[ker(T)}J‘ = {0}.

Teorema 1.10 (Theorem 2.8, [AW00]). Si @ € Con (M>*1), entonces a
es C™° cercana a una forma de contacto.
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Estas formas también se conocen como confoliaciones transitivas (definicién
dada por Y. Eliashberg y W. P. Thurston en [ET98]), esto porque podemos
conectar cualquier punto de la variedad a un punto donde la forma « es de
contacto, por medio de un camino legendriano de longitud finita.

§ 8. Descomposiciéon de Libro Abierto

Las descomposiciones de libro abierto fueron introducidas de manera formal
en 1973 por H. E. Winkelnkemper [Win73] e I. Tamura [Tam72]. Aunque
en 1923 J. W. Alexander ya habia mostrado el primer resultado acerca de
dichas descomposiciones (ver [Ale23]).

Los libros abiertos aparecen bajo distintos nombres en la literatura, por
ejemplo: secciones globales de Poincaré-Birkhoff, suspensiones, fibraciones
de Milnor entre otros, los cuales reflejan los diversos contextos en donde
aparecen de modo natural.

Definicion 1.32. Un libro abierto sobre una variedad diferenciable real M
es una pareja (K, f) que consiste de lo siguiente:

= una subvariedad propia K C M de codimensiéon dos cuyo haz normal
es trivial, por lo tanto K admite una vecindad N difeomorfa a D? x K.

= Una fibracién localmente trivial f : M — K — S! tal que en una
vecindad N de K, como la ya mencionada, coincide con la coordenada
normal angular.

Figura 1.2: Descomposicién de Libro Abierto.

La subvariedad K es llamada lomo del libro abierto, mientras que la cerra-
dura de las fibras de f son las pdginas del libro abierto (K, f).
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Ejemplo I.3. Descomposicién de libro abierto de R?. En este caso el lomo
corresponde al origen y las pdginas son las semirectas § =constante.

Existe otra manera de definir un libro abierto: Sean P una variedad con
frontera y ¢ : P — P un difeomorfismo de P tal que ¢|sp = Idgp.

Definimos la suspension de ¢ por

E(P7¢) =P x [07 1]/ ~ donde (p7 1) ~ (¢(p)70)7

la cual es una variedad con frontera
OS(P,¢) = P x [0,1]/ ~ =P x S'.

Colapsando cada circulo {p} x [0, 1]/ ~ a un punto {p} € 9P obtenemos una
variedad sin frontera X(P, ¢) llamada suspension relativa de ¢. Esta varie-
dad es un libro abierto cuyo lomo es una copia de 9P colapsada 9P x [0, 1]/ ~
y el mapeo inducido por la poyeccién P x [0, 1] — [0, 1] es una fibracién lo-
calmente trivial. Las paginas resultan ser copias de P.

Sea (IC, f) un libro abierto en una variedad M. Sea ¢ : P — P un difeomor-
fismo de P de modo que existe un difeomorfismo (P, ¢) — M que lleva
el libro abierto dado por la suspensién relativa de ¢: %(P,¢) a (K, f). El
difeomorfismo ¢ es llamado monodromia del libro abierto (K, f).

89. Variedades de Poisson.

Definicion 1.33. Un corchete de Poisson sobre una variedad M es una
operacién binaria C*°(M) x C®(M) — C>*(M), tal que (f,g9) — {f, 9},
satisfaciendo:

1. Antisimetria: {f,g} = —{g, f}-

2. R-Bilineal: {f,ag + bh} = a{f, g} + b{f, h}, para toda a,b € R.
3. Identidad de Jacobi: {f,{g,h}} + {g,{h. f}} + {h.{f.g}} = 0.
4. Regla de la derivada de Leibniz: {h, fg} = {h, f}g + f{h,g}.

La pareja (M, {, }) es llamada variedad de Poisson.
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La identidad de Leibniz para el corchete de Poisson permite escribir la si-
guiente definicion:

Definicién 1.34. Sea (M, {, }) una variedad de Poisson. El campo vectorial
hamiltoniano de f € C°°(M) es el campo vectorial Xy € X(M) definido por

Xi(g) ={f.9}, VgeC*M).

La funcién g es llamada funcion hamiltoniana.

§9.1. Campos de Multivectores.

Recordemos que las formas diferenciales suaves Q%(M) :=I' (A*T*(M)) se
puede identificar con los mapeos alternantes C'°°(M)-multilineales de grado
k:

w:XM) X x E(M) = C®(M).
Los campos multivectores suaves X¥(M) :=T' (A*T(M)) se pueden identi-
ficar con los mapeos alternantes C°°(M)-multilineales de grado k:

9 QM) x - x QY M) = CP(M).

Si (L{ cxl xm) son coordenadas locales para M, tenemos representacio-
nes locales:

0 0
gan "N ogh

1< <ip 11 < <ip

con wj, ., V't € C°(U).

Dada una variedad de Poisson (M, {, }) podemos definir un campo bivector

™ € X*(M) por 7(df,dg) == {f,g}.

Si (Z/{ A ,xm) son coordenadas locales para M, la descripcién en coor-
denadas locales del campo bivector 7 es

NI
=27 @) g5 A g

i<J

donde 7% (x) = {2*, 27} ().

Asf mismo, dado un campo bivector 7 € X2(M) podemos definir un corche-
te sobre funciones suaves por {f, g} := w(df, dg).

Este corchete es R-bilineal, antisimétrico y satisface la identidad de Leibniz.
En general, no satisface la identidad de Jacobi.
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§9.2. EIl Corchete de Shouten.

Definicién 1.35. Sean ¥ € X*(M) y ¢ € X¥(M) campos multivectores. El
corchete de Shouten de ¥ y ¢ es el campo multivector [¢), (] € XFH=1(M)
definido por

[9,¢) =90~ (-1 Do, (12)

donde

Col (df1, .., dfye—1) = Z(—l)“f (O (fotrys - Fotk)) s Fotha1)s - - o Fothre—1)) »

[

la suma es sobre todas las (k,¢ — 1) combinaciones y

O (fryeos fu) = O (dfr, .. dfi) -

Sea m € ¥2(M) un campo bivector cuyo corchete asociado es de la forma
{f,g9} = m(df,dg). De la ecuacién (I1.2) se tiene

%[Waﬂ] (dfv, dfz, dfs) = {{f1, o}, s} + {{f2. s}, 1} + {{[f3, 1}, fo}-

Entonces, la identidad de Jacobi para {,} es equivalente al hecho de que
[, 7] = 0 como nos dice la siguiente proposicion:

Proposicién 1.14. Sea (M,{,}) una variedad de Poisson. Entonces el
campo bivector asociado © € X*(M) satisface [x,7] = 0. Todo campo bi-
vector m € X%(M) satisfaciendo [r, 7] = O define un corchete de Poisson

{f,9} = m(df,dg).
Tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.36. Un campo bivector 7 € X?(M) satisfaciendo |7, 7] = 0
es llamado estructura de Poisson sobre M. Una pareja (M, ), donde 7 es
una estructura de Poisson sobre M es llamada variedad de Poisson.

§9.3. Estructuras Simplécticas y Estructuras de Poisson.

Dado un campo de k-vectores ¥ € X¥(M) y una forma diferencial a €
QY(M), el producto interior de ¥ por a, denotado por 1) € X¥~1(M) es el
campo de (k — 1)-vectores definido por

Laﬂ (041, ceey Ozkfl) =4 (a, a1,y. .. ,Ozk,l) .
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Para un campo bivector 7 € X2(M), el producto interior define un mapeo
QY (M) — X(M) dado por a + 1,7 Este mapeo usualmente se denota por

7 QY M) = X(M).

Ya que el producto interior es una operacion puntual, este mapeo es inducido

por un mapeo suave de haces el cual denotamos por el mismo simbolo 7f :
T*(M) — T(M) tal que

7k THM) = To(M), Q> Lo Ty

Un campo bivector 7 € X?(M) es llamado no degenerado en x € M si h

es un isomorfismo. Se dice que 7 € X%(M) es no degenerado si es no dege-
nerado en todo punto x € M.

Si pensamos en un campo bivector 7 € X2(M) dando en cada x € M una
forma bilineal antisimétrica 7y : Th(M) x TH(M) — R, el que 7 sea no de-
generado en z es lo mismo que el hecho que la forma bilineal antisimétrica
sea no degenerada en x.
De manera ansloga, una 2-forma w € Q?(M) determina un mapeo W
T(M) — T*(M), tal que

W’ i Tp(M) = TEH(M), V> LWy
Una 2-forma w € Q*(M) es no degenerada en x € M si w’, es un isomorfis-
mo. Decimos que w € Q%(M) es no degenerada si es no degenerada en todo

r e M.

Si pensamos en una 2-forma w € 9?(M) dando en cada x € M una forma
bilineal antisimétrica w, : Tx(M)xTz(M) — R, el que w sea no degenerada
en x € M es lo mismo que el hecho que la forma bilineal antisimétrica sea
no degenerada en .

Lema 1.3. Existe una correspondencia inyectiva entre campos bivectores no
degenerados m € X2(M) y 2-formas no degeneradas w € Q*(M):

-1 -1
o= () o ()
Bajo esta correspondencia, st w estd asociado con w, se tiene

. )(0 B,7) = ~2dw (n¥(0), 74(8). 7 (1) . @By € THM).
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Y se sigue la siguiente proposicién:

Proposicion 1.15. FExiste una correspondencia inyectiva entre estructuras
de Poisson no degeneradas y estructuras simplécticas sobre una variedad M.

8§9.4. Estructuras Regulares de Poisson.

Sea m € X2(M) un campo bivector. El rango de m en z € M es el rango
del mapeo lineal wﬁ. Por la antisimetria, el rango en cualquier punto es un

ntumero par. En general, el rango varia de punto en punto.

Ejemplos. Una estructura de Poisson no degenerada, es decir, una estructu-
ra simpléctica, es una estructura de Poisson 7 para la cual Rankw, = dim M
para toda x € M.

Cuando el rango de un campo bivector 7 € X2(M) es constante sobre toda

la variedad M obtenemos una distribucién x — Im (ng) C Tz (M). Esta es

una distribucién suave pues es generada por campos vectoriales de la forma
Xy = mhdf.

Teorema I.11. Para un campo bivector de Poisson 1 € X2(M) de rango
constante la distribucion I'm (Wﬂ) es integrable. Cada hoja S de Im (ﬂ'ﬁ) es
una subvariedad de Poisson de (M, ) y la estructura de Poisson inducida
s € X2(S) es no degenerada.

Definicién 1.37. Una estructura regular de Poisson m € X?(M) es una
estructura de Poisson cuyo rango es constante.

Se sigue que una variedad regular de Poisson (M, ) estd foliada por hojas
simplécticas. Dada una variedad regular de Poisson (M, 7) denotamos por
F a su foliacion simpléctica. Las formas simplécticas sobre las hojas generan
una seccién suave wr € Q*(F) :=1T (A*TF). Esta forma es no degenerada
y ademas drw = 0. Se dice que wr es una forma simpléctica foliada.

Proposiciéon 1.16. Dada una foliacion F de una variedad M con una for-
ma simpléctica foliada wr € Q?(F) existe una tnica estructura reqular de
Poisson m € X2(M) tal que (F,wr) es la foliacion simpléctica de .

Por tanto, existe una correspondencia inyectiva entre estructuras regulares
de Poisson sobre M y foliaciones simplécticas sobre M.



CapiTuLO II
JEstructuras de Contacto o
Libros Abiertos?

La belleza que atrae, rara vez coincide
con la belleza que enamora.

José Ortega y Gasset.
Filosofo espatiol.

En este capitulo presentamos la correspondencia que existe entre estructuras
de contacto y descomposiciones de libro abierto siguiendo las ideas de E.
Giroux (ver [GM] y [Gir02]).

§1. Dominios de Liouville y Variedades Weins-
tein.

Sea M una variedad compacta con frontera OM.

Definicion I1.1. Llamamos forma de Liouville a una 1-forma « que satis-
face lo siguiente:

= Kl diferencial da = w es una forma simpléctica en el interior de M y
determina una orientacién de M.

= La forma inducida por a sobre 0 M es una forma de contacto positiva
para la orientacién frontera de OM.

Observemos que la ecuacién da = w es equivalente a la ecuacion Lyw = w.
Dada una forma de Liouville sobre una variedad M tenemos un campo
vectorial de Liouville X asociado. Este campo esta definido por la condicién
tyw = « en donde w es no degenerada, en particular en el interior de M.
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Este campo vectorial satisface
Lxw™ = ma A (da)™ 1, m =1,

cuando w es no degenerada sobre M la condicién anterior se puede expresar
diciendo que el campo vectorial de Liouville asociado X es transversal y
apunta hacia afuera a lo largo de OM.

Definicion I1.2. Un dominio de Liouville es una variedad compacta M
con una forma de Liouville a.

Definicién I1.3. Una variedad simpléctica (M,w) es una variedad Weins-
tein, si existe una funcién f: M — R y un campo vectorial X tales que

1. f es una funcién de Morse propia y positiva;

2. X es un campo vectorial tipo gradiente para f; esto es, df(X) > 0y
df (X) = 0 sélo en puntos criticos;

3. Lyw = w, es decir, w es una forma simpléctica en el interior de M;

4. JP es un conjunto de nivel regular de f.

La terna (w, X, f) es llamada estructura Weinstein sobre M.

En una variedad Weinstein (M, w, X, f ) todo conjunto de nivel regular ¥, =
f~%(c) lleva una estructura de contacto natural D, definida por una forma
de contacto ay 1= (L;(w) |5, -

§2. De Libros Abiertos a Estructuras de Contac-
to.

El siguiente teorema establece una correspondencia entre descomposiciones
de libro abierto y estructuras de contacto, fue demostrado por W. P. Thurs-
ton y H. E. Winkelnkemper en [TW75] para el caso n = 1 y por E. Giroux
para todo n > 1.
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Teorema II.1. Sea M una (2n + 1)-variedad con una descomposicion de
libro abierto (IC, f) tal que

1. la pdgina P es una variedad compacta que admite una forma simplécti-
ca exacta w = dj,

2. el campo vectorial X definido por txw = B es transversal a K y apunta
hacia afuera,

3. la monodromia del libro abierto (IC, f) es un simplectomorfismo de

(P,w).

Entonces M admite una tunica estructura de contacto { ry para la cual hay
una forma de contacto o que satisface:

a) a induce una forma de contacto positiva sobre el lomo K y
b) da induce una forma simpléctica sobre cada pagina P.

Se dice que una estructura de contacto {( ), como la mencionada en el
teorema, estd soportada por el libro abierto (IC, f).

§3. De Estructuras de Contacto a Libros Abier-
tos.

El siguiente teorema fue desmostrado por E. Giroux y J. P. Mohsen (|[GM]) y
su enunciado asi como un esbozo de la demostracién aparecen en el articulo
[Gir02].

Teorema II.2 (Teorema 10, [Gir02]). Sea M wuna (2n + 1)-variedad ce-
rrada. Toda estructura de contacto dada sobre M estd soportada por algin
libro abierto (IC, f). Mds ain, se puede asumir que las fibras son variedades
Weinstein y la monodromia un simplectomorfismo.

Como corolario a este teorema tenemos el siguiente resultado de F. Bour-
geois:
Corolario II.1 (Teorema 1, [Bou02]). Sea M una variedad de contacto

cerrada. Entonces, la variedad M x T? admite una estructura de contacto.

Demostracion. Sea £ = ker(a), con a una l-forma de contacto sobre M,
la estructura de contacto sobre M. Por el teorema II.2 se sigue que dicha
estructura de contacto esta soportada por un libro abierto (IC, f).
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Sea N = K x D? una vecindad tubular de K = K x {0} tal que f se extiende
a todo N como la coordenada angular sobre D?. Sea r la coordenada radial
en N. Para r( lo suficientemente pequeno, la 1-forma

& = g(r) (cos fdxy + sin fdxs) + a,

es una forma de contacto sobre M x T?, con (71,29) € R?/Z* y g(r) una
funcién tal que

g(’f') =r, r < To,
g(r)=1, r >=2ro,
g(r)=0



CapiTuLo 111
Variedades Angulo-Momento
y Angulo-Momento Mixtas.

La sabiduria no nos es dada;

debemos descubrirla por nosotros mismos
tras un largo viaje

que nadie puede evitarnos

ni recorrer por nosotros.

Marcel Proust.

En este capitulo presentamos unas variedades conocidas como variedades
angulo-momento. Asi mismo, definimos las variedades dngulo-momento mix-
tas, las cuales son una generalizacién de las variedades angulo-momento.
Presentamos ejemplos de ellas, asi como sus propiedades.

§1. Variedades Angulo-Momento.

Sean m y n dos enteros positivos tales que n > 2m. Sea A = (/\17 e ,/\n) una
n-tupla de vectores de C™ y A; = (/\Jl_, cee )\;”) € C™, para j € {1,...,n}.

Sea 7 (A) la envolvente convexa de A en C™.

Definicién IIL.1. Llamamos configuracion admisible a una n-tupla A que
satisface lo siguiente:

1) Condicién de Siegel: 0 € 7 (A).

2) Condicién de hiperbolicidad débil: para cada 2m-tupla de enteros
(jl,...,jgm) tales que 1 < j1 < --- < jom < 1, se tiene que

og%({le,...,,\m}).
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Toda configuraciéon admisible satisface la siguiente propiedad de regularidad:

Lema III.1. [Mee00, Lemma I.1] Sea X, = (A;,1) € Cm™tl conj e {1,...,n}.
Para todo conjunto de enteros J entre 1 y n tales que 0 € %”(()\j)jej), el

rango complejo de la matriz cuyas columnas son los vectores ()\;) es igual

. JjeJ
am+ 1, por tanto es mazimal.

La demostracién se sigue directamente del teorema de Carathéodory (ver
teorema 1.4 de la seccién §4 del capitulo I) y puede consultarse en [MV04].

Definicién IIL.2. Sea A = (Aq,..., ;) una configuracién de n vectores en
C™. Decimos que Aj € A es indispensable si la configuracién (AZ)Z c{jye 1O
es admisible. Sea I C {1,...,n}, la configuracién (Aﬂ')jel es removible si

()\i) seqe ©s admisible.

Sea A una configuracién admisible y consideremos A € GL(m,C)y B € C™
pequeno. Entonces, se tiene que la configuraciéon A’ = (A)\l +B,..., A\, +
B) también es admisible.

A continuacién presentamos la construccién de las variedades complejas aso-
ciadas a las variedades angulo-momento para el caso en que m = 1, dada

por S. Lépez de Medrano y A. Verjovsky en [LAMV97].

Sea A = ()\1, .. .,)\n) € C una configuraciéon admisible y consideremos el
sistema de ecuaciones diferenciales, lineales, complejas en C™:

Zj = /\j,?:j7 )\j €A (IH.l)

Figura III.1: Representacion de las soluciones de la version real del sistema
(ITL.1).
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Las soluciones distintas de cero del sistema (III.1) son subvariedades com-
plejas de C™ de dimension 1. Estas subvariedades corresponden a las hojas
de una foliacién de C™ — {(0,...,0)}.

Cuando el origen pertence a la cerradura de una de esas hojas, decimos que
esa hoja es de Poincaré. En caso contrario decimos que es de Siegel.

Sea Z = (zl,...,zn) eCr— {(0,...,0)}, definimos
F(Z) = Z)‘j|2j|2a p(Z) = Z |Zj|2a
j=1 j=1

donde \; € C para toda j € {1,...,n}.

Consideremos el siguiente conjunto de puntos en C™:

(A,1,n)

M —{ZEC"—{(O,...,O)}‘F(Z):O}.

Este conjunto coincide con el conjunto de puntos tales que su distancia al
origen es minima sobre cada hoja de Siegel. Existe un tinico punto en cada
hoja de Siegel que pertenece a este conjunto (ver [CKP78]).

(ALm) . ,o. P .
M tiene una estructura conica con vértice en el origen, por tanto su

. ., . + . . .
cociente por la accién radial de R se identifica con la variedad compacta

(A,1,n)
1

M - {ZeM(A’“” ‘p(Z)—l},

a la que llamamos variedad dngulo-momento de tipo (A, 1,n) (también es

. : (A1,m) . .
conocida como aureola o link de M ), cuya dimensién real es 2n — 3.
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El cociente de MiA'l’n) por la accién escalar de S!
N(A) = (Mj“’") / Sl) c cp!

es una variedad compacta y diferenciable debido a la condiciéon de hiperbo-
licidad débil ya mencionada (ver [Mee00]) y se conoce como variedad LV.
Estas variedades admiten una estructura compleja natural (ver [LAMV9T]).

También podemos definir estas variedades de la siguiente manera:

Sea
yoSo
N X J ]aZj
7j=1

un campo vectorial holomorfo sobre C™, el cual induce una accién de C sobre
C™ de la siguiente manera

(t,Z) e Cx C" — (6)\17521, . .,eA"tzn) e C".

Sea Z € C" — {(0,...,0)}, definimos el subconjunto I, de {1,...,n} como
sigue:

Izz{je{L...,n}]zﬂéo}.
Sea

S = {ZG(C"—{(O,...,O)}’06%((Aj)jelz)}.

Este conjunto es un abierto en C™ y corresponde a la unién de todas las
6rbitas de ) que no se acumulan en el origen (en otras palabras, las érbitas
que son hojas de Siegel).

Por otro lado, consideremos la acciéon de C* dada por todas las homotecias
distintas de cero de C", esta accién esta dada por un campo vectorial radial

= 0
7j=1

Por tanto, los campos vectoriales ) y R definen una accién de CxC* sobre S.
El cociente §/C x C* corresponde a la variedad N (A) definida anteriormente
(ver [LAMV9T]).
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Observacién II1.1. Sea A = (Al,...,)\n) una configuracién admisible.
Entonces, las variedades N'(A) y N'(A’) son biholomorfas, donde A’ = (A +
B,...,A\, + B), A € GL(1,C) y B € C pequefio. Esto debido a que A’
también es una configuracién admisible y los conjuntos S correspondientes
en ambos casos son el mismo.

Ejemplos.

1. Sea A la configuracién admisible (1, i,0,—1 —4,—1 — z) En este caso,
la xzariedad angulo-momento y la variedad LV correspondientes son
MP =S §3 % S8 y M(A) = S3 x S3, respectivamente.

1

2. Sea A = (1, i, —1—1,—1—12,—1— z) una configuracion admisible. Aqui,
M(A,l,s) _

) T2 xS° y N(A) = S! x S? son la variedad angulo-momento
v la variedad LV asociadas, respectivamente.

3. Para la configuracién admisible A = (1, —1+4—-1- z) la variedad
angulo-momento y la variedad LV que corresponden, respectivamente,

son M"Y = T3 y A'(A) = S! x SL.

ox

Una particion ciclica impar de un entero positivo n es una clase de equiva-
lencia de particiones n = nj+---+nx de n en un ntimero impar k de enteros
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positivos. Dos particiones son equivalentes si difieren por una permutacion
ciclica de los n;.

Asociamos a cada particién ciclica impar una configuraciéon natural: consi-
deremos un k-gono regular con centro en el origen y la configuracién A que
consiste de los vértices de este poligono con multiplicidades n; en la direcciéon
positiva.

Teorema II1.1. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de
componentes conexas del espacio de configuraciones que satisfacen la condi-
cion de hiperbolicidad débil y el conjunto de particiones ciclicas impares de
n.

Demostracidn. Cualquier configuracién A puede ser deformada a una confi-
guracion natural. [ ]

. . [ (A,1,3)
Consideremos la variedad angulo-momento M = T3, la cual correspon-

de a la configuracién admisible A = (1, —1414-1- z)

= Podemos deformar A de modo que coincida con los vértices de un
3-gono regular en el circulo unitario; de hecho, dichos vértices corres-
ponden a raices cubicas de la unidad.

= Para cualquier otra configuracién A’ cuyos \; son miltiplos de las
raices cubicas de la unidad, obtenemos una variedad LV que es difeo-
morfa a la variedad LV asociada a la configuracién A.

» Entonces las variedades N (A) asociadas a las configuraciones con n =
k = 3 son difeomorfas. Pero no todas son biholomérfamente equiva-
lentes, dos de ellas lo son si y sélo si los tridngulos que forman son
semejantes (ver [LAMV97]).
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. . Aln , .
Concluimos que la topologia de Mi ' est4 descrita totalmente por una
particion ciclica impar y se tiene la siguiente clasificacion:

Teorema II1.2. ([LdM89, Thm 2/,[LdMV97, Thm 1]) Sea MEA’M) la va-
riedad que corresponde a la particion ciclica impar n =nq + -+ + ng.

1) Si k=1, entonces ./\/liA’l’n) = (),

(A,1,n)

— Q2n1—-1 2no—1 2nz—1
WA gmml s ginal o gPns—l

2) Si k=3, entonces M

3) Sik=20+1>3, entonces /\/liA’l’n) es difeomorfa a
Y d
ﬁ SQ i—1 % SQn72 i*Q’
i=1
donde d; =n; + -+ +njyrp_1.

Si deformamos de manera continua una configuracién de n puntos en C satis-
faciendo la condicién de admisibilidad, sin romper dicha condicién, entonces
la topologia de la variedad no cambia (ver [LAM89] y [BMO06]). Veamos al-
gunos ejemplos:

Ejemplos.

1. Sea A = (/\1,)\2,/\3,)\4,)\5) una configuracion con n = k = 5. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que A; corresponde a la -
ésima raiz quinta de la unidad (teorema IIL.1).

s

Ng

Figura II1.2: Configuracién admisible de cinco puntos distintos.

De la figura IT1.2 vemos que A satisface la condicién de Siegel y la
condicién de hiperbolicidad débil, es decir, A es admisible.
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POfAel teorema III1.2, la variedad dngulo-momento asociada a A es
15 4 g3 4

M| = E) S° x S*=.

Ahora consideremos la configuracién admisible A’ = ()\2,)\3,)\4, )\5)
obtenida de A por suprimir A;. Observemos que Ay y A5 son puntos
indispensables de A’, A\3 y A4 se pueden juntar en un solo punto sin
que la configuracién deje de ser admisible. Por tanto, tenemos una

configuracién de tres puntos donde uno de ellos es de multiplicidad
dos.

(2)

)

@ (n.) (n) @

Figura I11.3: Configuracién admisible de tres puntos, donde uno de ellos es
de multiplicidad dos.

La variedad dngulo-momento asociada a A’ es T? x S? (ver teorema
111.2).

2. Sea A una configuracién admisible de siete puntos distintos en C, di-
gamos las raices séptimas de la unidad.

Figura I11.4: Configuracion admisible de siete puntos distintos.
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De la figura II1.4 vemos que A satisface la condicién de Siegel y la
condicién de hiperbolicidad débil.

En este caso, se sigue del teorema II1.2 que la variedad dngulo-momento
. ALn 5 6
asociada es M =f§S° xS°.
7

De dicha configuracién suprimimos A y consideramos la configuracién
admisible de seis puntos distintos A’ = ()\2, A3, Mg, A5, Ag, )\7). Observe-
mos que en este caso Ay y A5 se pueden juntar en un solo punto sin que
la configuracién deje de ser admisible, lo que nos produce una configu-
racién admisible de 5 puntos, donde uno de ellos tiene multiplicidad
dos.

s

/|
VD &

PN

XNe ‘
Figura IIL.5: Configuracién admisible de cinco puntos, donde uno de ellos
tiene multiplicidad dos.

Por el teorema II1.2, la variedad dngulo-momento asociada a al confi-
guracién A’ es § S® x S* 1 §? x S°.
2 3
Ahora, siguiendo la construccién dada por L. Meersseman en [Mee00], va-
mos a generalizar la construccién de las variedades angulo-momento para el
caso en que m > 1.

Seam >1ymn>3tal quen >2m. Sea A = ()\1, . ,/\n) una configuracién
admisible, donde A; = (A},...,A;”) € C™, para toda j € {1...,n} (ver
definicién II1.1). Esta configuracién define m campos vectoriales holomorfos
que conmutan en C™:

Xk:(zl,...,zn)EC"HZ)\f ke{l,...,m},

5
] .7
0z;
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los cuales inducen una accién de C™ sobre C" de la siguiente manera:

(W,Z) e C™ x C" — <6<A1’W>21, o e<)‘”’W>Zn> € Cm. (I11.2)

Bajo las condiciones dadas en la definicién I11.1, la accién (II1.2) induce una
foliacién F, la cual es holomorfa y singular.

Al igual que para m = 1, denotamos por S al conjunto que corresponde a
la unién de las hojas de Siegel. Este conjunto es un abierto denso de C™.
La funcién |Z|? tiene un tinico punto minimo sobre cada hoja de Siegel (ver
[CKPT8]).

El espacio de todas las hojas de Siegel es una variedad compleja que se iden-
tifica, de una manera diferenciable, con la unién de dichos puntos minimos:

ZAJ"Z]"Q = 0}.

j=1

(A,m,n)

M :{Z:(zl,...,zn)e(cn

n)

. . , (A,m, . .
Definimos la variedad dngulo-momento M, como la intersecciéon de

(A,m,n)
M

con la esfera unitaria en C™:

n
MEA’myn) o~ {Z e M™m ’ Z |2i|* = 1}7
j=1

cuya dimensién real es 2(n —m) — 1.

Observemos que la acciéon por homotecias de C* sobre C™ preserva S y con-
muta con la accién (I11.2).

Sea N (A) el espacio cociente de S por la accién total de C™ x C*. La con-
dicién de hiperbolicidad débil nos permite decir que N (A) es una variedad
compacta, compleja de dimensiéon n—m —1 (ver [Mee00]). Llamamos a esta
variedad variedad LV -M.

Existe una accién natural 6’ de (S*)" sobre la variedad MEA’m’n) definida de la

. . A,1,n . .
siguiente manera: sean Z = (zl, e zn) € Mi ) y (6Z917 R 6Z9"> € (Sl)n

i . o' . . (A,m,n)
(ewl,...,ew",Z) — (ewlzl,...,ewnzn) €M, )
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. (A,1,n) Ny . .
El cociente de M por esta accién se escribe como sigue:

K:{TE(R+)H‘ Z’I“jAj:O, erzl}.
j=1

j=1
El conjunto K se define como el conjunto de coeficientes de la envolvente
convexa de A, por tanto es un politopo de dimensién n — 2m — 1.

(A,1,n)

Llamamos a este politopo el politopo asociado de M

Definicién II1.3. Sea A una configuracién admisible y sea S la unién de
las hojas de Siegel correspondientes a dicha configuracién. Decimos que la
coordenada z; es un punto indispensable de la configuracion si

SC{Z: (21,...,zn) G(C"’Zj;é()}.

Denotaremos por i el niimero de puntos indispensables de una configuracion.

El politopo asociado a la configuracién admisible A tiene n — i caras.

Consideremos el siguiente mapeo:

(A,m,n)
1

2 2
W ZeM »—><]z1|,...,|zn|>€]R”,
su imagen corresponde al politopo convexo K y es invariante bajo la accion

@' definida anteriormente.

Proposicién III.1. Sea MEA’m’n) una variedad dngulo-momento y w' el

A,m,n A,m,n
pullback sobre M : ( )

) de la forma candnica de Euler w del haz M
N(A). Entonces,

(A,m,n) . . s g
] (./\/l1 ,w’) es una variedad presimpléctica®,
= W es invariante bajo la accién 6,

s el mapeo 1/ es un mapeo tipo momento para w' y 6.

Teorema IT1.3. [Mee00, Teorema 12] Sea A = ()\1, .. ,/\n) € C™ una con-
figuracion admisible. St el numero de puntos indispensables i es mayor que
uno, entonces existe una configuracion admisible A = (X{,...,X,_,), tal

» Mn—2
Am,n . A,m,n ! A,m,n Am,n /
que /\/li ' es difeomorfa a /\/l(1 " xSt x St, donde Mi ) Y M )

1
son las variedades dngulo-momento asociadas a A y A, respectivamente.

Wer definicién 1.21 de la seccién § 5 del capitulo 1.
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Observacién I11.2. La configuracién admisible A corresponde a una accién
de C™, pero la configuracién admisible A’ corresponde a una accién de C™ 1.

§ 2. Fibraciones Calabi-Eckmann Generalizadas.

Siguiendo la idea de la demostracién dada por E. Calabi y B. Eckmann en
[CE53, Thm II], se tiene el siguiente resultado:

Teorema II1.4. Para toda configuracién admisible A la variedad

~ (A,m;n)

M, (A) =M, x St

es variedad compacta compleja. Mds aun, existe una fibracion localmente

trivial m, : M, (A) = N(A) con fibra una curva eliptica.

En [MVO04], L. Meersseman y A. Verjovsky mostraron que para toda confi-
guracién admisible A, la variedad N (A) admite una accién holomorfa, local-
mente libre de C™, cuyas érbitas determinan una foliacién transversalmente
Kahler, F, de dimensién compleja m, la cual describimos a continuacion.

Sea Aj = ()\]1,, . ,)\2”) € C™, con j € {1,...,n}. Definimos los siguientes

m campos vectoriales, los cuales conmutan entre si, sobre S:

=2 (%) g
j=1 J
parai € {1,...,m}.

El siguiente teorema es una generalizacién de un resultado de J. J. Loeb y
M. Nicolau (ver [LJJ99]).

Teorema II1.5. [Mee00, Teorema 7] La proyeccion sobre N'(A) de los cam-
pos vectoriales (N1, ..., Nm) define sobre N'(A) una foliacion regular holomor-
fa, F, de dimension m. Mds atn, la foliacion F es transversalmente Kdhler

con respecto a w, la forma canonica de Euler del haz ./\/liA’m’n) — N(A).
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Recordemos que ser transversalmente Kahler significa :

i) F es el nicleo de w.
ii) w es cerrada y real.

iii) La forma cuadratica h(—, —) = w(J—, —)+iw(—, —) define una métrica
hermitiana sobre el haz normal de la foliacién.

Definicién ITI.4. Una configuracién admisible A = (/\1, e ,)\n) satisface
la condicién (K) si y s6lo si podemos escoger, para el espacio de soluciones
reales del sistema

{Z?l sjAj =0,
Z;L:I s5j =0,

una base con coordenadas enteras.

Asumiremos que 0 € 7 (Al, . ,/\2m+1). Recordemos que, por el teorema
de Carathéodory (ver teorema 1.4 en la seccién §4 del capitulo I), 0 siempre
pertenece a un simplejo 7 (’\i17 ey Nigo, +1), asumiendo que i, = p para
1 < p < 2m+1. Entonces, la configuracién A satisface la condicién (K) siy
sélo si, para cada 2m+2 < j < n, el vector Aj —A; es una combinacién lineal
de (/\2 =1, Aomatt —)\1) con coeficientes racionales. Esta caracterizacién
tiene la siguiente consecuencia.

Lema II1.2. /[MV04, Lema 2.3] Una configuracion admisible A = ()\1, e ,/\n)
satisface la condicion (K) si y sélo si existe una transformacion real afin
de R*™ que manda A sobre una configuracion admisible A' = (X{,...,X})
talque

i) S y S’ son iguales como conjuntos.

ii) Los vectores reales R (/\;) y < <)\;) tienen coordenadas enteras para
todo 1 < j < n.

El resultado principal del articulo [MV04] es el siguiente:

Teorema II1.6. /[MV04, Thm A] Sea A una configuracion admisible que
satisface la condicion (K). Entonces,

» Las hojas de la foliacion F de N(A) son toros compactos, complejos
de dimension compleja m.
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» El espacio cociente N (A)/F es una variedad tdrica proyectiva de di-
mension compleja n — 2m — 1. La denotamos por N (A).

s La forma transversalmente Kihler w de N'(A) se proyecta a una forma

Kdhler @ de N (A).

Definicién II1.5. Llamamos al haz N (A) — N.(A) fibracién Calabi-Eckmann
generalizada sobre N.(A).

Tenemos el siguiente corolario:

Corolario III.1. Sea N'(A) una variedad LV -M. Entonces existe una defor-
macion arbitrariamente pequena de la estructura compleja de N'(A) tal que
la variedad deformada es el espacio total de una fibracion Calabi-Eckmann
generalizada.

§ 3. Variedades Angulo-Momento Mixtas.

En [GGLdM], V. Gémez generalizo el teorema 2 de [LdM89] al caso donde
la variedad estd dada por dos formas cuadraticas, las cuales no necesaria-
mente son simultaneamente diagonalizables. Esto incluye las variedades que
construimos a continuacién.

Seaenm =1, n >3ys > 0. Sea A = (Al,...,)\n) una configuracién
admisible, con \; € C para toda j € {1,...,n}.

Definicion I11.6. Una variedad dngulo-momento mixta de tipo (A, 1, n—i—s)

. (A,1,n+s)
es una variedad M

) definida por las ecuaciones cuadraticas:

S n

Fo(X) = Y wl+) Nzl =0, (I11.3)
r=1 j=1
S n

pu(X) = D+ Yl =1 (L4)
r=1 j=1

donde X = (wi,...,ws, 21,...,2,) € C"*. Esta variedad tiene dimensién
real 2n + 2s — 3 > 5.

. , , A, 1,n+s
Observaciéon II1.3. V. Gomez mostrd que Mi )

[GGLAM)).

es una variedad (ver
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La razon por la cual estas variedades han sido llamadas variedades dngulo-

momento mizrtas es porque cuando s = 0, la variedad obtenida es llamada

variedad dngulo-momento (see [LdM89], [LAMV97]). En nuestro caso, las
. (A,1,n+s

variedades M|

S! y corresponden a la interseccién de hipercuddricas que no son coaxiales.

) ., . .,
también admiten una accién del n-toro T" = St x - - - x

(A1nts)

Definicién II1.7. Denotamos por M a la variedad obtenida por la

ecuacién (II1.3) en C"™ — {(0,...,0)}.

(A,1,n+s)

Observacion III.4. M
por (IIL.3), es el origen.

es variedad pues su unica singularidad dada

(A,1,n+s)

Ny estd entendida por completo como

La topologia de las variedades M
vemos en el siguiente teorema:

Teorema IIL7. [GGLAM] Sean >3, s >1yA= (A ..., \,) una confi-

(A,1,n+s)

guracion admisible. Entonces la variedad M| es difeomorfa a:

20+1
,ﬁl (Sde—l—s—l % SQn—de+S—2) ’ donde dj =nj+- +njre1.
J:

Observacién II1.5. V. Gémez mostré en [GGLAM] que MiA’l’nJrs) es un cu-

(n+s)—3 (A, 1,n+s—1)

, ramificado sobre M

briente doble ramificado de la esfera S2
(A,1,n+s)

) como una sucesion iterada de cubrientes

Esto permite describir M
dobles ramificados.

Consideremos ahora m > 1, n > 3 talque n > 2m.

Sea A = ()\1, e ,)\n) una n-tupla de vectores en C™ con A\j = ()\Jl_, . ,X.”)

J

para toda j € {1,...,n} y sea wy € C para toda k € {1,...,m}.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones cuadraticas:

n
2 2 : 2
FI(X) = w1+ )\]1.‘2]" :0,
j=1

(111.5)

Fu(X) :=wh, + > A"z* =0,
j=1
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De aqui en adelante usaremos la siguiente notacion:
n n
k|, |2 2 k2
Fe(Z2) =Y Mzl Ge(X) =wi+ Y Mz
j=1 j=1

Proposicién II1.2. El conjunto de ceros del sistema (II1.5) es una variedad
reqular fuera del origen si y sdlo si, para toda coleccion K C {1,...,m} el
conjunto de ceros del sistema

Fy(Z) =0, ke K, (I11.6)
es una variedad regular fuera del origen.

Demostracion. =) Supongamos que el conjunto de ceros de (I11.5) no es una
variedad regular fuera del origen. Sea (W, Z) # (0,0) una solucién singular
de (II1.5), donde W = (wl,...,wm) v Z = (21,...,zn).

Sea K el conjunto de k € {1,...,m} tal que wy = 0. Sin pérdida de genera-
lidad, podemos asumir que K = {r +1,...,m}, con 1 < r < m. Entonces,
la matriz jacobiana del sistema (II1.5) es la siguiente:

WZr X2m A2r X2n
02(m7r) x2m BQ(mfr) x2n

)

donde 0y(,—y)x2m €s la matriz 2(m — 1) x 2m de ceros y Warxam, es una
matriz 2r x 2m diagonal de rango 27, donde los elementos de la diagonal
son matrices 2 X 2. Ag,x2, es la matriz jacobiana 2r x 2n del sistema da-
do por las ecuaciones Fy(Z) para k € {1,...,7} y By@—r)x2n €s la matriz
jacobiana 2(m — r) x 2n del sistema (II1.6) con k € K = {r +1,...,m},
entonces Rank(B) < 2(m — r) en el punto Z = (21,..., z,).

Observemos que si Z = (0, ...,0), wy seria 0 para toda k € {1,...,m}.

Entonces, el conjunto de ceros del sistema (II1.6) no es una variedad regular
fuera del origen.

<) Supongamos que Ba(m—r)x2n €s singular en el punto Z # 0 el cual es una
solucién del sistema (I11.6) y sea wy, = O parak € K = {r+1,...,m}. Obser-
vemos que Z es una solucién de las ecuaciones F(Z) = O para k € {1,...,r}.
Podemos encontrar wy, para k € {1,...,r} tal que Gk((T/V, Z)) = 0 para
ke{l,...,r}.
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Entonces, el punto (W, Z) es una solucién de (IIL.5) y el rango de la matriz
jacobiana de (II1.5) es menor que 2m. [

Proposicién II1.3. Sean m > 1, n > 3 tal que n > 2m. Sea A =
(/\1, e ,/\n) una n-tupla de vectores en C™ y sea wy, € C para toda k €
{1,...,m}. La interseccion de las variedades definidas por el siguiente sis-
tema de ecuaciones:

n
F(X):=wi+ > Ay =0,
7=1

Fu(X):=w), + > A"z =0,
j=1

m n
p(X) =Y o+ Iz =1,
k=1 j=1

. (A,m,n) . ., .
define una variedad M| de dimension real 2n — 1 si
1. A es una configuracion admisible en C™,

2. para toda coleccion de k € {1,...,m} tales que wy = 0, digamos K =
{ri,...,m¢} con1 <ry<myte{l,...,m}, tenemos que la n-tupla
A = (X,...,\,) de vectores A = ()\;1,...,/\;"3) e C™ ! es una

configuracion admisible.

Demostracion. La demostracién se sigue de la demostracién de la propo-
sicién II1.2, pues las variedades determinadas por la ecuacién (II1.5) son
transversales a la esfera unitaria ya que son homogeneas de grado dos. W

(A;m,n)

Observacién III.6. M1

misible en C™ y por tanto MiA’m’n) contiene la subvariedad de puntos tales
que wy = 0 para toda k € {1,...,m}.

es no vacia pues A es una configuracién ad-

Definicion III.8. Llamamos a MEA’m’n) variedad dngulo-momento mizta de
tipo (A, m,n) correspondiente a la configuracién admisible A € C™.

Definicion III1.9. Denotamos por M™“™™ 4 1a variedad obtenida por el
sistema (II1.5) en C"*™ — {(0,...,0)}.
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Maés atn, M“™™ es una 2n-variedad pues la tnica singularidad de la varie-
dad dada por (IIL5) es el origen. Si (w1, ..., wn, 21, ..., 2,) satisface (IIL.5),
entonces para todo nimero real ¢ el punto (twl, oy bW, t2e, ... ,tzn) tam-
bién satisface (II1.5), por tanto si anadimos el origen obtenemos un cono
real con vértice en el origen y tenemos que

(A,m,n
1

) (A,m,n) _
M =M ns#zm=t,
La siguiente proposicién muestra que existe una relacién entre las variedades
angulo-momento clasicas y las variedades angulo-momento mixtas, cuando

m > 1.

Proposiciéon 111.4. Sea m > 1, n > 3 tal que n > 2m. Sea p : M4

cr — {(0, e ,0)} el mapeo dado por
ﬁ(wl,...,wm,zl,...,zn) = (21,...,zn).

Entonces, p es un cubriente diferenciable ramificado derrden 2™, El cual
es singular precisamente en el conjunto X = S N M ’m’n), donde S =

{(wl,...,wm,zl, .. .,zn) | wy ... wpy, = 0}. Mds aun, p induce un cubriente

(A,;m,n)

) — §?"=1 de orden 2™ que es singular

diferenciable ramificado p : M
enX=5N MEA’m’n).

Demostracion. p es sobreyectivo pues podemos escoger un punto arbitrario
Z = (21, .. .,zn) # (0,...,0) y utilizando el sistema (IIL.5), encontrar las

Am,
coordenadas (wl, .. .,wm) tal que (wl, R T P ,zn) e Mt
. (Am.n)
Siun punto X = (wl,...,wm,zl,...,zn) eM es tal que wiws . .. Wy, #
0, entonces p es un difeomorfismo local en una vecindad de X.
Si p~t (21, . ,zn) contiene un punto X = (wl, ey Winy 21y - - - ,zn) tal que
wy, # 0 para exactamente ¢ indices k, entonces la cardinalidad de p~" (zl, e zn)
es 2¢.
Amn . .

Recordemos que M ) C C™™ es un cono real con vértice el origen de

A,m,n .
C™*™, Para un punto X = (wl, e Wiy 21 - - ,zn) e M’ " consideremos
el rayo

R(X) = {t(wl,...,wm,zl,...,zn) ‘t>0}.
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Entonces, p manda de manera biyectiva R(X) sobre el rayo que pasa por
p(X):

R((X)) = {t(zl,...,zn) t> 0},

entonces el mapeo:

(A,m;n)

p(X) = [p(X)|7'H(X), para X €M

es el cubriente ramificado de orden 2™ buscado.
[ |

Existe otra manera de describir este cubriente ramificado. Sea G = Zg =
{—1,1} el grupo multiplicativo con dos elementos. Existe una accién natural
de G™ sobre MEA’m’n) como sigue:

T CTm)(wl,...,wm,zl,...,zn) = (Ulwl,...,Umwm,zl,...,zn),

donde (01,...,am) e G™.

Se sigue de la ecuacién (II1.5) que el conjunto de puntos fijos de esta accién

es MEA’m’n) (identificada como el conjunto de puntos en M(IA’m’n) tales que
wr =0 para k € {1,...,m}).

. , . ., A,m,n _
El espacio de érbitas de la accién de G™ sobre Mi " es la esfera S2n1.

El subconjunto con grupo de isotropia distinto de la identidad son las sub-
. (A,m,n) .
variedades My C M| :

Mg = {(wlj...,wm,zl,...,zn) eM,’

Fi(z1,...,2) =0, ke K}

donde 0 # K C {1,...,m}y Fp(Z) =377, )\f|zj|2 . Todas estas variedades

. (A,m,n) . .
son subvariedades de M| . En particular, las subvariedades Mg corres-

ponden a variedades angulo-momento.

(A,m,n)

Tenemos una accién del n-toro T" = S! x -+ x S! sobre M, definida
de la siguiente manera:
7;(101, e Wiy 21y - - zn) = (wl, e Wi, UL 2T, - - - ,unzn), (IIL.7)

donde u = (ul, . ,un) e .
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Vamos a describir el espacio de orbitas de esta accién de T™, asi como el
mapeo momento asociado.

(A,m,n)
1

Consideremos el mapeo m : M — C™ definido por:

M (Wi, ey Wiy 21, -+ vy 2n) = (W1, ooy Win)

(A,m,n

) ' oMo R’ dado por:

y el mapeo M : M

ﬁﬁ(wl, e Wiy 21y - ,zn) = <w1,. . Win, ]21\2, e \zn]2>
Sea (wl, ey Winy 21, - - .,zn) € MEA’m’n), entonces |z1|?+- -+ |zn|? # 0, pues
de otro modo tendriamos que w, = 0 para r € {1,...,m}. Como MiA’m’n)

es compacta, existe ¢ > 0 tal que

, (A,m,n)
c:lnf{|zl2—i—~--—|—|zn‘2 ’ (wla-"7wﬂ’L7zla-"7ZTI) EMI } < L.

n)

: (A,m, .
De las ecuaciones que definen M| se sigue que:

(A,m,n)

P(A) i=m (M) € o (A, edn),

donde A = (Al, ... ,/\n) es la configuracién admisible asociada a MEA’"L’")
H (c/\l, ce c/\n) es la envolvente convexa en C™ del conjunto (cAq, ..., c/\n),
de modo que %”(c)\l, e ,c)\n> =cH(A,... ,/\n).

Por hipdtesis A es una configuracién admisible y por tanto ¢ (A4, ... ,/\n)

es un politopo completo de dimensién 2m con n vértices.

Su transformada de Gale P(A) es un politopo convexo de dimensién n —
2m — 1:

PA) = {(tl,...,tn) ER™[t; >0, Y tjehj =0, > t;= 1}.
j=1 j=1

Se sigue inmediatamente que si w € P(A) entonces rw € P(A) para toda
r € [0,1]. Ademads, existe ¢ > 0 tal que w € P(A) si |w| < e. Por tanto
tenemos:

Proposicién II1.5. P(A) es un conjunto estrellado con respecto al origen,
cuyo interior es no vacto.
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Sea w := (wl, . wm) € P(A) y consideremos el politopo simple convexo
de dimension n — 2m — 1:

Py(A) = {(tl,...,tn) eR}

n n m
th)\j :wz, th =1- 2 |wk|2}.
j=1 k=1

j=1

. Am,n .
Entonces, la imagen de Mi ) bajo 9, corresponde a

PA) = {('w,t) |wePA), t=(tr,...,tn) € Pw(A)}.

Un punto en P(A) determina una tnica érbita de la accién del toro y a toda
érbita le corresponde, en la manera natural, un punto en P(A). Por tanto
tenemos:

Proposicién I11.6. P(A) es el espacio de orbitas de la accion de T™ sobre
(A,m,n)
M

1

Por tal?to, M toma el papel del mapeo momento de la accién y la topologia
de Mi ™" esté completamente descrita por la combinatoria de P (A), P(A)

y P(A).
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CapriTuLO IV
Distintas Estructuras
Geométricas.

He aqui mi secreto

que no puede ser mas simple:

sblo con el corazén se puede ver bien;
lo esencial es invisible para los ojos.

Antonie de Saint-Exupéry.
El principito.

En este capitulo se describen distintas estructuras geométricas que admi-
ten las variedades angulo-momento: descomposiciones de libro abierto (ver
[GLdM13] y [BLAMV]), estructuras presimplécticas o de casi-contacto y es-
tructura regular de Poisson.

§1. Libros Abiertos.

Recientemente S. Gitler y S. Lopez de Medrano en [GLdM13], describieron
una descomposicién de libro abierto! para una familia muy general de varie-
dades difeomorfas a sumas conexas de productos de esferas; en particular,
incluye a las variedades angulo-momento ./\/liA’m’n)

Sea A = ()\1, . ,/\n) una configuracion admisible. Las variedades angulo-

A,m,n . , . .
momento Mi : (m > 1) definidas en el capitulo anterior, admiten una

accién de S! sobre la variable z; cuyo cociente, el cual denotaremos por
. ., A,m,n
P(A), corresponde a la interseccién de /\/l<1 " con R (z1) > 0.

. . ., (A,m,n)
Consideremos la intersecciéon de /\/l1

. . (A,,m,n—l)
riedad obtenida, M

1

con el hiperplano z; = 0. La va-

, corresponde con la frontera de P(A).

Wer definicién 1.32.
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Observacion I1V.1.

(A ,m,n—1)
1

= La variedad M

es una variedad angulo-momento.

= En general, podemos considerar la accién de S! sobre cualquier zj, con

jed{l,...,n}
Teorema IV.1. [GLdM13]. Sea m > 1. Toda variedad dngulo-momento
MEA’m’m admite una descomposicion de libro abierto (./\/liA ’m’nﬂ),f). El

(A ym,n—1
1

) y una pdgina es P(A). La holo-

A,m,n Al,m,nfl)
i - Mi — St

lomo corresponde a la variedad M

nomia es trivial y f es el mapeo f: M

Lema IV.1. Sea m = 1. La accion natural de S' sobre M(lA’l’n) tiene la
propiedad de que cada drbita interseca a la pagina P(A) en un tinico punto

y cada punto en P(A) es intersecado transversalmente por las drbitas.

Este lema implica que la restriccién de la proyeccién candnica 7w a cada
pégina es un difeomorfismo sobre su imagen N (A) — N'(A’). Por tanto ob-
tenemos:

Corolario IV.1. La pdgina P(A) del libro abierto asociado a la variedad
M™™ es una variedad compleja biholomorfa a N'(A) — N(A).

1

El siguiente teorema describe como son las paginas del libro abierto asociado
a la variedad dngulo-momento /\/l(1 o (m =1). La demostracién dada por
S. Lépez de Medrano puede consultarse en [BLAMV].

(A,1,n)

Teorema IV.2. [BLAMV, S. Lopez de Medrano] Sea m = 1. Sea M,
la variedad angulo-momento asociada a la particion ciclica n = ny + -+ +

nagy1. Consideremos el libro abierto de M(IA’I’M dado por el teorema IV.1.

Entonces, la pagina de esta descomposicion es difeomorfa a:
a) Sil =1, el producto

SQngfl % Sanfl % ]D)2n172

b) Sil>1yny >1, la suma conexa a lo largo de la frontera de 2¢ + 1
variedades:

£+2 1

H (Smiﬂ « D2n—2dr3> H H (D%*? % S2nf2dif2> _

=2 i=0+3
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c) Sing =1yl > 2 la suma conexa a lo largo de la frontera de 20

variedades:
/41 1
H (SQdi—l % D2n—2di—3> H H <D2di—2 % SQn—2di—2>
i=3 i=643

H (Sng—l w S2de2—1 _ D2n—4) .
d) Sin =1yl =2, una suma conezxa a lo largo de la frontera de dos

variedades:
<S2d2—1  S2da—1 _ Dzn—4> H g,

donde £ es el exterior de un encaje S?"271 x §2m5~1 e §2n—4,

Ejemplos. Sea m = 1. Describimos tres descomposiciones distintas de libro
. . . , Aln
abierto para la misma variedad dngulo-momento /\/l<1 .

= Sea A = ()\1, AL, A1, A2, A3, Ag, )\5) una configuracién admisible forma-
da por las cinco raices quintas de la unidad, donde la multiplicidad de
A1 es igual a tres.

Por el teorema III.2 del capitulo III, A estd asociada a la variedad
angulo-momento:

(A1,7)
M =8S"x ST S x SR
2 3

. ) ) . (A1,7)
Vamos a describir el libro abierto asociado a M ) .

Si z, = 0 nuestra configuracion sigue siendo una configuraciéon admisi-
ble A’, pero la multiplicidad de A\; ahora es dos. Entonces, el lomo de

dicha descomposicion corresponde a la variedad angulo-momento:
(a'.1,6)
M7 =4S xSt ES? x SE
2 3

La pégina, por el teorema IV.2 (b) de este capitulo, en este caso es la
variedad:

P(A) = (]5[ s? ><ID)7> 11 (]5[ D° xS5> :
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= Sea A = ()\1, A2, A2, Ag, Ag, Ag, )\5) la configuracion admisible formada

por las cinco raices quintas de la unidad tal que la multiplicidad de Ao
es igual a tres.

Por el teorema I11.2 del capitulo III, la variedad dngulo-momento aso-
ciada es:
MO g ST st S x S8
2 3

Para este caso, cuando z; = 0 tenemos de nuevo una configuracion
admisible A’ = ()\2, A2, A2, Az, )\4,)\5), donde A3 y A4 se juntan en un
punto. Por lo tanto, el lomo del libro abierto asociado a ./\/l(lA’l’7) ahora
corresponde a la variedad angulo-momento:

(A’,1,6)
=8° xS% xSt

1

Por el teorema IV.2 (d) de este capitulo, la pagina es:
PA) = (S7 xSP - D10> I1é.
donde € es el encaje S® x S! en S,

Sea A = ()\1, A2, A3, A3, Az, Aq, )\5) una configuacién admisible formada
por las cinco raices quintas de la unidad, donde A3 tiene multiplicidad
igual a tres.

La variedad angulo-momento asociada es:

MO — s sB ST x st
3 2

Cuando z; = 0 nuevamente tenemos una configuracién admisible A’ =
()\2,)\3, A3, A3, )\4,)\5), donde Ay ¥y A5 son puntos indispensables. En-

tonces, el lomo del libro abierto corresponde a la variedad angulo-

momento:
(A',1,6)

M| =S!x §7 x st

La pégina, por el teorema IV.2 (d) de este capitulo, es:
PA) = (S7 xS — ]D)m> I1é.

donde € es el encaje S* x S! en S0,
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= Para la configuracién admisible A = ()\1, A2, A3, Ag, Mg,y g, /\5), forma-
da por las cinco raices quintas de la unidad con multiplicidad de A4
igual a tres, obtenemos la misma descomposicién de libro abierto sobre

la variedad dngulo-momento ./\/liA’l'7> =4#S?xS¥4S” xS* que en el
2

3
caso en que la multiplicidad de A3 es igual a tres.

= SiA= ()\1, A2, A3, A4, A5, As, )\5) es la configuracion admisible formada
por las cinco raices quintas de la unidad con multiplicidad de A5 igual
a tres, se tiene la misma deicomposicion de libro abierto sobre la va-
riedad angulo-momento Mi 0 = #S? x S® 4 S” x S?* que para el caso

3 2

en que la multiplicidad de A2 es igual a tres.

En la siguiente tabla se describen descomposiciones de libro abierto asocia-
. , (A,1,n
das a algunas variedades dngulo-momento M .
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P(A) la pagina y M

Sea A una configuracién admisible,

(A,1,n
1

M

(A, 1,n—1)

1
asociada a M

) . . .
la variedad angulo-momento asociada a A,

(A,1,n)
1

el lomo de una descomposicién de libro abierto

Configuracién Admisible | Variedad Angulo-Momento Lomo Pégina
. . / -
A= (110 -1i) M =T x 8 M = P(A) =T* x D?
— . . A1, _ / - _
A= (1n 2,Z, i Z) Mi 1,n) _ Tg % Sgn 5 MiA ,Ln—1) _ T2 % Sgn_7 P(A) — T2 % ]D)Zn 6
- , : Al : '
A:(Z)Z)17_1_7’7_]-_Z) Mi 15)283X81X83 M(lAylA):rJIQXSg P(A):SIXS3XD2
A= (A1, 22,23, A4, 25) (A,1,5) 3 4 ' P(A) = (S x S* —DF) e,
donde los A; son las raices quintas Ml = ﬁ S MiA ) = Tz X Sg donde € es el exterior de un
5 encaje canénico T2 en S6.

de la unidad.

A= (A1, A1, A2, 23,24, X5) (A,1,6) 5 443 6 (A',1,5) 3 4 PA) =
donde los \; son las raices quintas Ml - ﬁ S° xS ﬁ S° xS Ml = ﬁ S° xS [I(D* x S*) TTTI(S® x D®)
de la unidad. 2 3 5 2 3
(A',1,6) PA) =
A = (A1, 22,23, A4, A5, A6, A7) M(AJ,?) — 4 SP x SP ./\/l1 = LI(S? x D?) [T (1] D* x S9)
donde )\; son las raices séptimas 1 - ﬁ X ﬁ S5 % S4 ﬁ SS % SG 2 3
de la unidad . 7 5 5 11 ( (S5 x §) — ]D)w)

Cuadro IV.1: Descomposiciones de libro abierto de algunas variedades dngulo-momento.
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§ 2. Estructura de Casi-Contanto.

. . (A,1,n) .
Sea m = 1. Las variedades dngulo-momento M admiten estructuras
un poco mas débiles que las estructuras de contacto.

(A,1,n)

Proposicién IV.1. Sea m = 1. La variedad dngulo-momento M

una variedad de casi contacto 2.

., . ., A1ln
Demostracion. Consideremos la fibraciéon m, : Mi PN (A), con fibra

el circulo, definida por tomar el cociente bajo la accién diagonal. Ya que
N (A) es una variedad compleja, la foliacién definida por la accién del circulo
es transversalmente holomorfa (ver [Mee00, Thm. 7], [Hae85], [LJJ96] y
[LJJ99]). Entonces, MEA’M) tiene un atlas modelado sobre C"~2 x R con
cambios de coordenadas de cartas de la forma?:

<(Z1) .. -)Zn—2)at) = (h(Zl, .. '7Zn—23t))g(zl7 .. ')Zn—27t))a

conh:U — C"2yg:U— R, donde U es un conjunto abierto en C" 2 x R
y, para cada t fija, la funcién (zl, ceey zn,g) — h(zl, ey Zn_2, t) es un biho-
lomorfismo sobre un conjunto abierto de C*~2 x {t}.

Esto significa que el diferencial, en las coordenadas dadas, se representa por
una matriz de la forma

donde * denota un vector columna de dimensién real (n—2) y A € GL(n — 2,C).

El conjunto de matrices de la forma anterior forma un subgrupo de GL(2n — 3, R).
Por Gram-Schmidt este grupo se retracta sobre U(n — 2) x R.

(A.1,n) . .
Esto muestra que M es una variedad de casi contacto. |

2Ver definicién 1.22 en la seccién § 5.4 del capitulo 1.
3Esto por definicién de ser transversalmente holomorfa.
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§ 3. Estructuras de Contacto.

Las variedades dngulo-momento que son producto de un 2-toro con una
esfera de dimensién impar son variedades de contacto. Esto se sigue inme-
diatamente de Thm 1 en [Bou02] debido a F. Bourgeois (corolario II.1, del
capitulo IT). Més atin, las variedades de la forma S?"~° x T?¢ conn >3y
k un entero positivo, son variedades de contacto.

(A,1,n)
1

posicién de libro abierto (SQ”_7 x T2, f) (ver cuadro IV.1). Observemos lo
siguiente:

La variedad angulo-momento M = §?"=% x T? admite una descom-

1. La variedad compacta (]D)Q"*G X ']I‘Q,w) es una variedad simpléctica,
con forma simpléctica w = df correspondiendo a

n—3 2
2 Z (d.T] A dy]) + Z dp;db;.
P =1

2. El campo vectorial X' definido por tyw = 3 es

1 n—3 2
X=3 > (xjamj + yj%) = 0,
j=1 j=2

X es transversal a S~ 7 x T? y apunta hacia afuera.

3. El mapeo 1d : (]D)Q"*6 X ']1‘2,w> — (]D)Q"*6 X ']I‘Q,w) es un simplecto-
morfismo.
Por tanto, por el teorema I1.2 del capitulo II, la variedad S?"~° x T? admite

una unica estructura de contacto §g2n-7y 12 1q) que corresponde al nicleo de
la 1-forma

n—2 2
a= Z (:cjdyj — yjdmj) + Z @jd@j,
o =1

la cual induce una forma de contacto positiva a/|gen—7,q2 en S?*~7 x T2, que
en este caso coincide con 8y da induce una forma simpléctica dap2n—6 2
en D?"6 x T? que corresponde a df = w.

Por lo tanto, concluimos que la estructura de contacto sobre S?»~°x T2, dada
por Thm 1 en [Bou02], estd soportada por el libro abierto <S2"_7 x T2, Id).
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§4. Estructura Regular de Poisson.

Sea m > 1. En general no se sabe hasta el momento si las variedades angulo-
(A,m,n) . . .

momento M admiten una estructura de contacto, pero dichas varie-

dades son variedades regulares de Poisson como veremos a continuacién.

. Am,n . .
Recordemos que las variedades /\/li " se definen como la interseccién de
las siguientes cuddricas en C™ (ver seccién §1 del capitulo III):

F(Z):=Y XlzP =0,  p(Z):=) |z5*=1,
Jj=1 Jj=1

donde A; = ()\]1_,...,)\;”) e C"™ param >1yn>2m.

En otras palabras,

Fi(Z):=> Nlz*=0,
j=1

(IV.1)

n

Fn(2) =) A"z =0,

J=1

p(2) =3 |5 =1.
j=1

Consideremos sobre C" la siguiente 1-forma real
n
o= ZZ (Zjd?j — Edej),
=1

en este caso da corresponde a la 2-forma

dz;dz; — dzjdzj). (IV.2)
] 394%;

n
doo =1

J

—

Observacién IV.2. En general se puede considerar la 1-forma

o =1 a; (Zjdfj — Zdej),

1

n

J

con a; un real positivo.
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Lema IV.2. Para todo Z = (zl, e 7zn) e MM g 1-forma a restringida

1
(A,m,n)

L ) es una forma no trivial.

al espacio tangente Ty (/\/l

Demostracion. Sea Z = (21, cee zn) € MEA’m’n), la funcién lineal
ayz Ty (Mimmyn)> —R
es trivial si y sélo si existen T, € C, con k =1,...,m y u € R tales que:

n

ZZ (Zjdzj — Zjdzj) = ZdeFk + kaﬁk + pdp

j=1 k=1 k=1
m n m n
= Z Ty, Z )\f (Zdej + Zdej) + Z T4 Z S\f (Zjdfj + Zjdzj)
-1 j=1 k=1 j=1
n
+ ,uz (zjdzj + z;dz;).  (IV.3)
j=1
(A,m,n)

Esto es cierto porque la dimensién de la variedad M, es 2n —2m — 1
y para Z € MEA’m’n), el espacio de todas las 1-formas reales en Tz (C™) que

A,m,n . . s
se anulan sobre Tz (Mi )) es de dimensién 2m + 1.4

Sean

conk=1,...,m.

Como el conjunto de 1-formas
B= {w}(Z), Lw™2), w2, ,w;”(Z),wg(Z)},

es linealmente independiente®, el espacio de 1-formas de tipo

m

> {(ak + iby,) dFk] + zmj [(ak — ibg) dFk] + pdp,

k=1 k=1

1Esto se sigue del siguiente teorema de dlgebra lineal: Sea V un subespacio de R"™ talque
codimV =k con 0 < k < 1. Sea W el subespacio de 1-formas lineales que se anulan en V,
entonces dim W = k.

SEsto se sigue del teorema local de submersiones.
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es de dimension 2m+1, parametrizado por T, € Cconk =1,...,my u € R.

Comparando coeficientes en la ecuacién (IV.3) tenemos:

iZj = <2§R (Z Tk>\f> + /L) Zj.
k=1

Se sigue entonces que el origen Z = (0, ...,0) es el unico punto que satisface
(A,m,n)

esta tltima ecuacién. Pero el origen no pertenece a M . Concluimos

. . [ (Am,n)
que « es no trivial sobre la variedad dngulo-momento M |

Sean

Ka(Z) = {v €T, (Mj“”’")) ) alv) = o} y

(A,m,n)
1

Kia(Z) = {v eTy (/\/l ) ‘da(v,v') =0V eTy (M(A’m’"))}

1

n)

el nicleo de a y el nticleo de da en el punto Z € ./\/l(lA’m’ , respectivamente.

Observemos que Kyo(Z) = tp,da = 0, para todo v € Ty (Mm,m,n))

1

Proposicion IV.2. Seann > 3 ym > 1 tales que n > 2m. El nicleo de da
(A,m,n)

para toda Z € M
2m + 1.

. (A,m,n) . ..
, es un subespacio real de T (M1 ) de dimension

Demostracion. Puntos v € C™ que pertenecen a ,Cda‘T(M(A’m’n)> satisfacen:
1

(AP (v) =0,
dFp(v) =0, (Iv.4)
dp(v) =0,
Lyda = >t TedFy + >3t TrdFy + pdp,

donde dFy(v) = > )\f (zjdzj (v) + zjdzj(v)>, para k=1,...,m y como
j=1

n

wda = da(v,) =iy (dzj(v)dzj — dzj(v)dzj>,

=1
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(A,m,n)

| ) y queremos saber donde es

es una 1-forma restringida a Ty (./\/l
idénticamente cero, la escribimos como una combinacién lineal de

Wi (Z) = dR(Fy) (2); wi(Z) = dS (Fy) (Z), wy(Z) = dp(Z).

(A,m,n)

Sea Z = (21,...,2) € M y v = (v1,...,0) € Tg (M(A"‘"’). El

sistema (IV.4) corresponde a las siguientes ecuaciones:

Z/\ <zjdzj )+ Zjdzj (v )> =0,

ZAm <zjdzj ) + Zjdzj(v )> =0,

n

> <zjdzj(v) + zjdzj(v)> =0,

J=1

n

i <d,2:J v)dz; — dZzj(v )dzj> =
7=1

n

> T Z Ni(zydzy + 2dz) | + ) | Te Y N (2dz; + 2dz)
k=1 k=1 J=1

+ iy (2dz + z;dz;). (IV.5)
j=1

Observacién I'V.3. De aqui en adelante, consideraremos al vector v ancla-
(A,m n)
do en el punto Z € M,

Comparando coeficientes en la ecuacién (IV.5) tenemos:

idz;j(v) = [23‘% (i T;Mf) +

k=1

Zj, jed{l,...,n}

A, A,m,
Amm) o vectores v € Ty (M( m"))

1

Entonces, para Z = (21, . ) e M,

que pertenecen a Kgq(Z ) son de la forma:
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’U(le"ava,u;Z) =

— ((2% (ZTM) +u) 21, (23% (ZTM’Z) +u> zn> ,
k=1 k=1
donde T1,..., T, € Cy ueR.

El vector v(Tl, ooy Doy 14 Z) es tangente a la esfera S?"~?m+1 y satisface la
condicién dFy(v) = 0 para toda k € {1,...,m}.

Ya que el mapeo R-lineal ¢ : C™ x R = R?"+!1 - C" =2 R?" definido por

¢Z(T17"'7Tm7u) :U(Tlv"'vavu;Z>7

es inyectivo, concluimos que K4,(Z) tiene dimensién real 2m + 1.
[

Lema IV.3. El mapeo R-lineal ¢ : C™ x R =2 R?™+1  C"* =2 R?" definido
por
oz (Th, ... T pt) = v(Th,s ..., Tony 13 Z),

es 1nyectivo.
Demostracion. Ya que A = (A1,...,A,) es una configuracién admisible, la
matriz cuyas columnas son de la forma A, = (A;,1) € C™*! es de rango

méximo (ver lema III.1 del capitulo III). Por tanto, se sigue que el nicleo
de ¢z es trivial. |

Sea ’U(Tl, cos Ty 14 Z) un vector en K4,(Z). Nos interesa saber bajo que
condiciones este vector pertenece al nicleo de az; es decir, cudndo satisface
la siguiente ecuacion:

jzn; ((23% (i TM?) +u> |25 + (23% <§TM§> +u> |zj|2> = 0.

Se sigue
pt2> R (ZTM?) 2|2 =0
j=1 k=1

y concluimos que p = 0.
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Entonces,

ICQ(Z)QICda(Z) = {U(Tl,...,Tm,O;Z) |Tk eCVk= 1,...,m},

donde los vectores v(Tl, coey Ty 05 Z) son de la forma:
—i (2@)% (Z TM’f) 21, .., 2R (Z TMf) zn) . (IV.6)
k=1 k=1

(A,m,n)
) :

Por tanto para todo Z € M
dim (Ko (Z2) N K4a(Z)) = 2m.
Tenemos que da tiene rango constante 2n — 4m — 2. Ademas
aNda 2L £,
esto porque dim (Ko (Z) N K4a(2)) = 2m.
Vamos a considerar la siguiente version general del teorema de Darboux

[Stes3, Thm 6.2]:

Teorema IV.3 (Darboux). Sea 6 una 1-forma diferencial sobre una n-va-
riedad tal que df tieme rango constante p.

1. Si0#0 y O A(dI)P =0 en todo punto, entonces existe un sistema de
coordenadas locales x1,...,Tn—p,Y1,--.,Yp tal que

0 = x1dyr + - - - + zpdyp.

2. S10#0y0A(dI)P #0 en todo punto, entonces existe un sistema de
coordenadas locales x1,...,Tn_p,Y1,-..,Yp tal que

0 = z1dyr + - - - + zpdy, + dxpyr.
Del inciso 2 de este teorema tenemos que para cada Z € ./\/liA’m’n) existen

coordenadas locales

c R2n72m71

(Ila Yty Tmy Ym, 2, U1, V1, - - - )un—2m—17vn—2m—1) )

en una vecindad abierta i/ de Z tal que la 1-forma « se puede escribir como

a=dz+urdvy + - - + Up—2m—1dVp—2m—1.
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Corolario IV.2. Las drbitas de la accion localmente libre de C™ =~ R2m

A,m,n
sobre Mi " dada por

w(Tl ,,,,, Tim) (Z1> sy Zn) =
(e_Qi%(EZL_l Tk/\lf)zh ey 6727:8%(22;1 TkAﬁ)Z”) ? T17 e ,Tm S (C (IV?)

son tangentes a los vectores de la forma

—i (2@}% (Z TM;) 21, 2R (Z TMi) zn> .
k=1

k=1
m =0y Ty =t € R. Entonces

Demostracion. Consideremos 15
tenemos una curva real parametrizada por t

) = (e—ZiﬂR(A})Zl’ 3 ',€f2it§)‘t()\}l)zn> .

La derivada de 1/1( 10,0 Con respecto a i, evaluada en t = 0 corresponde al

vector tangente
By =—i(2R () 21,0 2R (ML) 20 ).

Para T =--- =T, =0y 11 = 1, este vector tangente es de la forma

m m
—i (23% (ZTM’:) 21, ..., 2R <Z Tk/\§> zn> .
k=1 k=1
m =0y Ty =it cont € R, tenemos la

Ahora, si consideramos Tp = -+ =
siguiente curva parametrizada por un imaginario puro

o) = (6—2&}3(1&%)21’ o ’G—Qi%(it)\;)zn) ‘

La derivada de w(iw AAAAA o) con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al
vector tangente

By = ~i(2R (iX}) 21, 2R (iA}) 20 ).
0 y 11 = 1, este vector tangente es un vector de la

Para Ty, = -.-- =1,

forma
) <2§R <ZTkA’f> 21, ., 2R <Z TMi) zn> .

k=1 k=1
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De manera andloga se demuestra que los vectores tangentes By, y B,
son de la forma

i (25}{(§Tk)\’f>zl, .. ,QSCE(iTk)\E)Zn),

donde Ty, = 1 y T = i, respectivamente y Ty = 0 para toda ¢ # k con
ke{l,...,m}.

Como ya se menciond, los vectores

—i (23% (Zm: Tk)\’f> 21,...,2R <§: TkA§> zn> (IV.8)

k=1 k=1

forman el espacio vectorial real K Ny, de dimension 2m y por tanto toda
base para este espacio consta de 2m vectores de la forma (IV.8).

La accién es localmente libre porque los 2m campos vectoriales determina-
dos por los subgrupos a un pardmetro que corresponden a la base candnica
de R?™ (base del dlgebra de Lie de R?™), es decir los 2m vectores de la forma
By y By, con k=1,...,m son linealmente independientes (esto se sigue del
lema IV.3).

Ademas estos 2m campos vectoriales conmutan puesto que vienen de una
accién del grupo abeliano R?™. Esto campos nos dan una trivializacién del
espacio tangente a la foliacién F,, de /\/liA’m’n) generada por la accién (IV.7)
cuyas hojas corresponden a las orbitas de dicha accién, las cuales son de
dimension 2m. [ ]

Corolario IV.3. Las hojas Fz de Fo son subvariedades integrables de la
2m-distribucion Ko N Kyq-

Demostracion. Se sigue del teorema de Frobenius que las hojas de F, son
involutivas y por lo tanto son subvariedades integrables de Ko N Kyq.- |

Proposicion IV.3. Las hojas Fz de la foliacion F,, admiten una estructura
simpléctica.

Demostracion. La foliacién tangente a K, NIy, estd dada por las érbitas de
., . Am,n

una accién localmente libre de R?>™. En el punto Z € /\/li " los vectores

By, By, con k =1,...,m descritos en la demostracién del corolario IV.2 son
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base del espacio tangente a la hoja que pasa por Z.

Se puede considerar, por ejemplo, la 2-forma wz cuya matriz Jomxom aso-
ciada, en términos de la base precedente, es:

J 0
j: 3

0 1
d01f1deJ—<_1 0). [ |

Observacién IV.4. En lugar de J podemos usar cualquier matriz 2m x 2m
antisimétrica no singular.

Observacion IV.5. Sean X = (21,y1, -+, Ym, Tm) VY = (V1, W1 ..., U, Wpy),
se tiene que

m
wz(X,Y)=XJY! = Z (zrwi — Yrvk) -
k=1

Es decir, coincide con la forma simpléctica candnica de C™ = R?>™,

Sea wr, € F(AQT* (Fa) ) una seccién suave tal que a cada Z € Fz le asocia

la 2-forma diferencial wy € Q?(Tyz (F,) ). Observemos que wy, restringida

a cada hoja Fz de la foliacién F, es no degenerada. Ademas, el diferencial

exterior esta definido sobre cada hoja Fz y lo denotamos por dr, y tenemos

que dr,wz = 0, esto es wyz es cerrada, Z € Fz. Por lo tanto, wr, es una

2-forma diferencial cuya restriccién a cada hoja Fz de F, es una forma

simpléctica.

Observacién IV.6. T (F,) admite una estructura de haz vectorial simplécti-

(A,m;n)

) , (T (Fz) ,wz) es un espacio vectorial

co. Esto es, para cada Z € M
simpléctico.

Teorema IV.4. Sean m > 1, n > 3 tal que n > 2m y A una configuracion
.. . , A,m,n . .

admisible. La variedad dngulo-momento ./\/li " asociada a A admite una

estructura reqular de Poisson m, cuya foliacion simpléctica asociada es F.

Demostracion. Del hecho que existe una correspondencia inyectiva entre
estructuras de Poisson no degeneradas y estructuras simplécticas,® tenemos
un campo bivector de Poisson sobre cada hoja Fz de la foliacion Fyu:

5Ver proposicién 1.15 en la seccién §9 del capitulo 1.
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75y (0,8) = wz (Wh(@),wl(8) . a8 €Ty (Fa),

donde wﬁZ 1Ty (Fa) = Tz (Fa).

. . (A,m,n) . .
Vamos a definir un campo bivector sobre M de la siguiente manera:

W(a,ﬁ) = TMFy (a‘}—zvmfz)’ o, B e T} <M(1A7m’n)) .

(A,;m,n)
1

Este campo bivector es un bivector de Poisson sobre M [ |

Observaciéon IV.7. En general las demostraciones y construcciones prece-
dentes implican que toda variedad compacta que admite una accién local-
mente libre de R?™ es una variedad de Poisson regular.



CariTuLO V
Variedades de Contacto en
Dimensiones Altas.

Me lo contaron y lo olvidé;
lo vi y lo entendy;
lo hice y lo aprendi.

Confucio.

Vamos a considerar sobre C"*¢ la siguiente 1-forma real

=1 Z (wrdwr - wrdwr) + Z (zjdéj — Ejdzj) ,
r=1 Jj=1

en este caso da corresponde a

s

do =1 Z (dwwar — dlﬁrdwr) + Z <dede — dede)

r=1 j=1
Observacién V.1. En general se puede considerar la 1-forma

s

=1 Z ar (wrdﬂ)r - wrdwr) + Z b; (zjdéj — Zjdzj) ,
r=1 j=1

con {al, ce.,0g,b1, ... ,bn} un conjunto de s 4+ n reales positivos.

Lema V.1. Seanm=1,n>3 ys>1. Sea A = ()\1, e ,)\n) una configu-
racion admisible en C. Entonces, para todo X = (wl, ey Wey 21y - - ,zn) €
M(A,l,n+s)

. . . (A,1,n+s)
L la 1-forma « restringida al espacio tangente T x (M ) es
una forma no trivial.

1
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(A,1,n+s)

) , la funcién

Demostracion. Para X = (wl, e, Wey 21y - - 7zn) e M

lineal
(A,1,n+s)

OéXITX(M1 )—HR

es trivial si y solo si existen T'€ Cy o € R tal que

S

i Z (wydib, — wrdw,) + Z (2;dz; — zjdz;) | =
r=1 j=1

T Z 2w, dw, + Z Aj (Zdej + Zdej) +
| r=1 =1

> 2w,dw, + A (2dz; — Zdz) | +

T
_r:1 j=1 ]
S n
1 Z (wrdwr + u?rdwr) + Z (zjdij + Ejdzj) . (V.1)
r=1 j=1
Esto es cierto porque la dimensién de la variedad MiA’l’"JrS) es2n+2s—3y
(A,1,n+s)

para X € M| , el conjunto de todas 1-formas reales en Tx (C""*) que

(A,1,n+s)

L ) es de dimension tres.

se anulan restringidas a T x (M

Sean
wi(X) = dR(Fs(X));  wa(X) =dS(Fs(X));  w3(X) = dps(X).
Como el conjunto de 1-formas
B = {wi(X),w2(X), ws(X) }

es linealmente independiente, el espacio de 1-formas de tipo

(a + ib)dFys + (a — ib)dFs + pdps

es de dimensién tres, parametrizado por T'€ Cy u € R.
Comparando coeficientes en la ecuacién (V.1) tenemos:

iw, = 2Tw, + pw,, 7€ {1,...,s}, (V.2)
izj = (2R(TXj) + p)zj, j€{l,...,n}. (V.3)
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Concluimos lo siguiente:

» Para s = 1 el unico punto satisfaciendo las ecuaciones (V.2) y (V.3)

es el origen (0,...,0) € C"*!. Sin embargo, el origen no pertenece a
M(A,l,n+s)
) .

» Para s > 1, tenemos que los puntos satisfaciendo las ecuaciones (V.2) y
(V.3) son de la forma (wl, oo, ws, 0, 0) € C"** donde al menos dos
w, son distintos de cero. Pero en este caso, las ecuaciones Fs(X) =0
y ps(X) = 1 definen la variedad de Brieskorn w? + --- +w? = 0 en
la esfera unitaria de C°* y a = iZi:l (wrdu_zr — wrdwr) es una forma
de contacto sobre estas variedades como demostraron R. Lutz y C.
Meckert en [LM76], en particular es no trivial sobre ellas (también
puede consultarse [Gei08]).

Por lo tanto « es no trivial sobre la variedad dngulo-momento mixta MEA’I’HS)

para toda s > 1. |

Sean

Ko(X) = {U € Tx (MEA’l’HS)) ‘ a(v) = 0} y

(A,1,n+s)
1

Kio(X) = {v €Ty (M ) ‘da(v,v’) — 0V €Ty (M(A,l,n+3))}

1
(A,1,n+s)

el niicleo de a y el niicleo de da en el punto X € M|

, respectivamente.

Observemos que Ky (X) = tyda = 0, para todo v € Tx (MiA’l’nJrs)).
(A,1,n+s)

La restricciéon de da a cada espacio tangente T x (M )

) es antisimétri-
(A,1,n+s)

ca y como la dimensién de M,

al menos uno.

es impar, K4, debe ser de dimensién

Proposicién V.1. Sean m =1, n > 3, s > 1. Entonces:

(A,1,n+s)
1

n 55 XeM

. (A,1,n+s) . ..
es un subespacio real de T (M1 ) de dimension uno.

es tal que w} + -+ +w? # 0, el niicleo de da en X

(A, 1,n+s)
1

2

= ST XeM estalquewl—k-"—i—wgzo, el niucleo de da en X

. A,1,n+s . .,
es un subespacio real de T (M<1 )) de dimension tres.
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(A1nts)

Demostracion. El nicleo de da restringido a T (M )

) consiste de to-

dos los puntos v € C" "¢ satisfaciendo las siguientes ecuaciones:

dFs(v) =0,
dps(v) =0, (V.4)
Lyda =TdF, + TdF, + pdps,

donde dF;s(v) = 377_; 2wrdw,(v) + 3271 A (zjdzj (v) + zjdzj(v)> y ya que

tyda = do(v, -)

=i ; <dwr(v)dwr - dwr(v)dwr> + ]Zn; (de(v)de - dzj(v)dzj>

(A, 1,n+s)
1
idénticamente cero, la escribimos como una combinacion lineal de

w1(X) = AR (F(X)); wa(X) = dS (F(X)), ws(X) = dp(X).

es una 1-forma restringida a Tx (M ) y queremos saber donde es

(A,1,n+s)
Sean X = (wl,...,ws,zl,...,zn) € M, yu = (ul,...,us,vl,...,vn) €
A, 1,n+s
Ty (M‘ )

| ) El sistema (V.4) corresponde a las ecuaciones:

Z 2w, dw,(v) + Z Aj (zjdij(v) + Ejdzj(v)) =0,
r=1 j=1

TZI (wrdwr(v) + wrdwr(v)) + é(zjdzj(v) + zjdzj(v)> =0,

S

i ; (dwr(v)dwr - dwr(v)dwr> + jz:; <dzj(v)d5j - dij(v)dzj>

=T Z 2w, dw, + Z Aj (Zdej + Zjdij)
_7‘:1 j=1 ]

+T | 2wedw, + > Nj(25dz; — Zdz;) | (V.5)
_7’:1 Jj=1

s

| (wediy + Brdwy) + > (2dZ; + Zdz;)
r=1 j=1
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Observacién V.2. De aqui en adelante, consideraremos al vector v anclado
A, 1,n+s
en el punto X € Mi 5

Comparando coeficientes en la ecuacién (V.5) tenemos:
idw, (v) = 2TW, + pw,, re{l,...,sh

idzi(v) = (2R (T);) + p) zj, je{l,...,n}.

Entonces, los vectores v € Tx (MiA’l’nJrs)) que pertenecen al nicleo de da
en el punto X = (wl, e, Wey 21y - - ,zn) son de la forma:
v (T, X) =

—i <2Tw1+,uw1, o 2T W+ pwg, (2R (TA1)+p) 21, - .., (2R (T)\n)—i-u)zn) ,

donde T'e Cy p € R.

S2n+25—1

El vector v (T, u; X') debe ser tangente a la esfera y por tanto debe

satisfacer la siguiente condicion:
S n
R | —i Z<2Tw,% + uwaP) —i Z(z% (TA)) + u) 1212 | =0.
r=1 j=1

Observemos que en realidad solo necesitamos que se satisfaga la siguiente

ecuacion:
S
R (z ZT@E) =0.
r=1
2

Si asumimos que w? + --- + w? # 0, se sigue entonces que 7' depende solo
de un pardmetro real pues debe ser de la forma

S
T=ty w, teR
r=1
Si w? + -+ +w? = 0, entonces T puede ser cualquier nimero complejo.
SQnJrZsfl

La condicién dFs(v) =0y v (T, u; X) sea tangente a implica:

S S
QTZ Jw, |2 + uwa =0.
r=1 r=1
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Si w? + -+ 4+ w? # 0, tenemos que u depende de t como sigue:

S
p=—=2tY " |w|*.
r=1

Por lo tanto, en un punto X donde w? + --- + w? # 0, los vectores en el
nicleo de da solo dependen de un parametro real t. Se sigue que Kgq(X)
tiene dimensién real uno.

En un punto donde w? + - - - +w? = 0, los vectores en K4, (X) dependen de
un numero complejo 7'y un nimero real u. Se sigue entonces que Ky, (X)
tiene dimension real tres, en otras palabras, Ky, (X) consiste de todos los
vectores de la formas:

v (T, pu; X) =

—1i <2Tw1 +paw, ..., 2T W, + paws, (2§R (TA\1) —i—,u)zl, R (2§R (TAn) —|—,u)zn>.

]
. A, 1,n+s
Sea W; el conjunto de puntos X = (wl, ey Wey 21y e e zn) € Mi  tales
que w} + -+ +w? = 0. Entonces, W, es una subvariedad analitica real de
(A,1,n+s

M, " de codimensién real 2s. La variedad Wi es singular si s > 1y
cuando s = 1 es una variedad angulo-momento' de dimensién 2n — 3.

Sea v (T, pu; X) un vector en el nicleo de dax. Nos interesa saber bajo
que condiciones v (T, u; X) pertence a Kn(X), en otras palabras, cuando
v (T, p; X) satisface la siguiente ecuacién:

r=1 7

2[2 (wrdwr(v) - fu?rdwT(v)) + i (zjdij(v) - zjdzj(v)>] =0.

1

Entonces,
S n
2 R (Twp) +23_ R(TA)|5l° +p=0,
r=1 j=1

de donde se sigue que p = 0.

Lyver seccién §1 del capitulo IIT
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Por tanto, si asumimos que w% + -+ w? # 0, tenemos que

S
= —QtZ lw,|? = 0,
r=1

se sigue entonces que t debe ser cero.

Entonces, en el conjunto de puntos X = (wl, ey Wey 21y e e ,zn) € MEA’LHS)
tales que wi +- - +w? # 0, la dimensién del subespacio Kq(X) N Kga (X) es
cero. Se sigue que la 1-forma « es una forma de contacto en MEA’LMS) —Ws.
En otras palabras,
Rank (dax|,(x)) = 2(n+ s —2),

cuando w? + - -+ + w2 # 0.

Por otro lado, para el conjunto de puntos X = (wl, e, Wey 21y - - ,zn) €
MiA’l’nH) tales que w? + -+ - + w? = 0 y asumiendo que p = 0, los vectores

de la forma

v(T,0; X) = —2‘(2Tu71, oo, 2Twg, R (T A1) 21, -+, 2R (T Ay) zn> TeC
pertenecen tanto a KCp(X) como a Kgq(X).
Entonces, Kqo(X) N Kgo(X) es un espacio de dimensién dos parametrizado

por T € C.

Definicién V.1. Denotaremos al espacio vectorial Kq(X) N Ky (X) de di-
mensién dos en el punto X = (wl, e Wy 21y e ,zn) € Wy por I (X).

En este caso, da tiene rango constante 2n + 2s — 6. Ademas :
aAda™ T3 £ 0,
esto porque dim (Ko (X) N Kga(X)) = 2.
Del inciso 2 de la versién general del teorema de Darboux (ver teorema IV.3)
tenemos que para cada X € MiA’l’nﬂ) existen coordenadas locales

) c R(2n+25—3)

(xlaylaz7u1avla"'aun+873,vn+873 5

en una vecindad abierta U de X tal que la 1-forma « se puede escribir como

a=dz+urdv; + - - - + Upts—3dUpys—3.
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Observacién V.3. Cuando wy = 0 para todo k € {1,...,s} y p =0, el

cm:glario)IV.Q de la seccién §4 del capitulo IV se satisface para la variedad
M ,I,n+s .
1

Corolario V.1. Sea s > 1 y wy, # 0 para al menos un k € {1,...,s}. Las
orbitas de la accion localmente libre de C = R? sobre MEA’LHS) dada por

wT(wl,...,ws,zl,...,zn)

= <2Tw1,...,2Tw5,e—m<“1)zl,...,em(TAn)zn), TeC. (V.6)
son tangentes a los vectores de la forma
—i(2Tw1, oo 2T, 2R (TA) 21, ..., 2R (T)\n)zn>.

Demostracion. Consideremos T = ¢t € R. Entonces tenemos una curva real
parametrizada por t

¥, (Wi, .., Wsy 21,y 2n)

- (—2it71)1, o =2t e R ) ,e_Qim(A")zn> .

La derivada de 1, con respecto a t, evaluada en ¢ = 0 corresponde al vector
tangente

—z‘(2u71, 25, 2R (A, 21, .. 2R ()\n)zn).

Para T = 1, este vector tangente es de la forma
By = —i<2TID1,...,2?@8,2%(T)\1)21,...,2% (T)\n)zn).

Ahora, si consideramos T' = it con t € R, tenemos la siguiente curva para-
metrizada por un imaginario puro

wit (wlv"‘7w57217...,2n)

- (—Qi(—it)wl, e = 2i(—it) Dy, e HR(A) oy ,e*m(mn)zn) .

La derivada de 1, con respecto a t, evaluada en ¢t = 0 corresponde al vector
tangente

—i(2(—z‘)w1, e 2= 1), 2R (IN,) 21, . 2R (6N, zn>.
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Para T = i, este vector tangente es un vector de la forma
B = fi(2Tﬂ)1, o 2Ty, 2R (TA,) 21, - . ., 2R (T, zn>.
Como ya se menciond, los vectores de la forma
—i<2T1D1, o 2T W, 2R (TA,) 21, .., 2R (TN, zn> (V.7)

(A, 1,n+s)
1
toda base para este espacio consta de 2 vectores linealmente independientes

de la forma (V.7).

forman el subespacio vectorial real X, NIy, de Tx (M ) y por tanto

La accién (V.6) es localmente libre ya que los dos campos vectoriales de-
terminados por los subgrupos a un parametro que corresponden a la base
canénica de R? (base del dlgebra de Lie de R?), es decir los dos vectores de
la forma B; y Bj son linealmente independientes.

Ademsds, estos dos campos vectoriales conmutan puesto que vienen de una
accién del grupo abeliano R?. Estos campos nos dan una trivializacién del
espacio tangente a la foliacién cuyas hojas estan dadas por las érbitas de la
accion. |

(A,1,n+s)

Las érbitas de la accién (V.6) generan una foliacion F de M,

Corolario V.2. Las drbitas de la accion (V.6) corresponden a subvariedades
integrables de la 2-distribucion Ko N Kyq.

Demostracion. Se sigue del teorema de Frobenius que las hojas de F son
involutivas y por lo tanto son subvariedades integrables de Ko N Kgq.- |

Proposicion V.2. La foliacion F admite una estructura simpléctica.

Demostracion. La demostracién es andloga a la demostracion de la propo-
sicion IV.3 del capitulo IV, seccién § 4. |

Sea ahora m > 1, n > 3 tal que n > 2m.

Consideremos sobre C"*™ la siguiente 1-forma real

a:=1 Z(wrdwr — wrdwr> + Z(zjdzj — zjdzj> ,

r=1 7j=1
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en este caso da corresponde a

m

do=1i |y (dwrdwr - dwrdwr> +)° (dzjdzj - dzjdzj>

r=1 j=1

Observacion V.4. En general se puede considerar la 1-forma

m n
a:=1 Zar (wrdzI)T — QDwar) + ij (zjdéj — Zjdzj) ,
r=1 j=1
con {al, ceey Gy by, bn} un conjunto de n + m reales positivos.

(A,m,n)

Lema V.2. Para toda X = (wl, ooy Winy 215 - - .,zn) € M la 1-forma

a restringida al espacio tangente T x (Mi " n)) es una forma no trivial.

. (Am.n)
Demostracion. Para X = (wl,...,wm,zl,...,zn) € M

lineal

, la funcién

1

ax : Tx (Mm’m’n)) —R

es trivial si y solo si existen T, € C, k € {1,...,m} y u € R tal que:

n

i | (wedwy — wedw,) +> (2dz; — Zdz)) | =
r=1 j=1

n
Ty | 2widwy, + Z )\iC (Edej + Zjd?j)
1 j=1

NE

i

n
Ty | 20pdwy + Y N (25d%; + 2dz;)
j=1

NE

+

B
Il
—

(zjdéj—i—éjdzj) . (V8)
1

m n
+ | (wpdiny, + wyduw,) +
r=1 j=

(A,m,n)
(@ ) '
X e M, el conjunto de todas las 1-formas reales en Tx (C"*™) que se

A,m,n
anulan sobre Ty (M< )

Esto es cierto porque la dimensién de la variedad M es 2n — 1 y para

L ) es de dimensién 2m + 1.
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Sean
Wi (X) = dR (Fe(X)); wh(X) = dS (Fr(X)), w,(X) = dp(X),

conk=1,...,m.

Como el conjunto de 1-formas

B= {wl(X), WX, wh(X), ,w;”(X),w3(X)}

1 2

es linealmente independiente, el espacio de 1-formas de tipo

m m
> (ar +ib) dFy + Y (ay — iby,) dFg + pdp
k=1 k=1
es de dimension 2m+1, parametrizado por T, € Cconk =1,...,my u € R.

Comparando coeficientes en la ecuacién (V.8) tenemos:

W = QTkU_)k + pwg, ke {1, R ,m}, (V9)

m

izj = <2% <ZTkAf) +u> z;,  jef{l,...,n}. (V.10)
k=1

De la ecuacién (V.10) concluimos que z; = 0 para toda j € {1,...,n}.

Entonces, tenemos que puntos de la forma X = (wl, . ,wm,O,...,O) €

C"™*t™ serfan soluciones de las ecuaciones (V.9) y (V.10), pero en este caso

el sistema (II1.5) y la ecuacién p son de la forma:

F(X):=wl=0,

p(X) = fuP =1
k=1

Se sigue que wy, = 0 para toda k € {1,...,m}. Entonces el tinico punto que

satisface las ecuaciones (V.9) y (V.10) es el origen (0,...,0) € C*"™™ pero

el origen no pertenece a MEA’m’n).

Corxcluimos que « es no trivial sobre la variedad angulo-momento mixta
(A,m,n)

M |

1
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Sean
Kao(X) = {v € Tx (MEA’"M)) ‘ a(v) = O} y

(A,;m,n)
1

Kaa(X) = {v € Tx (M ) ‘da(v,v') =0Vv €Ty (MEA’W’")>}

n)

el nicleo de « y el ntcleo de da en el punto X € M(IA’m’ , respectivamente.

Observemos que K4, (X) = t,da = 0, para todo v € Tx (MiA’m’")).

Proposicion V.3. Sea m > 1, n > 3 tal que n > 2m. Entonces:

1. i X = (wl, ey Wiy 21, - - .,zn) € M(IA’m’") es tal que w, # 0 para toda
r € {1,...,m}, el nicleo de da en el punto X es un subespacio real

de T (MEA’M’TL)) de dimension 1.

2. 51 X € MEA’m’m es tal que ¢ coordenadas w, son iguales a 0 para
Lre{l,...,m}, el nicleo de da en el punto X es un subespacio real

de T (MEA’m’n)> de dimension 20 + 1.

Demostracién. Un punto v € C"™™ que pertenece al niicleo de do restrin-
gidoa T (M(A’m’")

L ) satisface las siguientes ecuaciones:

(dFy(v) =0,
dFpm(v) =0, (V.11)
dp(v) =0,
Lpda = >0 TpdFy + Y1t TrdFy + pdp,

donde dFy(v) = 2wgdwy(v) + ]gl)\f (zjdzj(v) + zjdzj(v)> y como

tyda = da(v, -)
= ,i:; <dwr(v)dwr - dwr(v)dwr> + ]Zn; (de(v)de - dzj(v)dzj>

(A,m;,n)

) ) y queremos saber donde es

es una l-forma restringida a Tx (M

idénticamente cero, la escribimos como una combinacién lineal de

WH(X) = dR (Fr(X)); wk(X) = dS (Fi(X)), w,(X) = dp(X).
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Sea X = (wl,...,wm,zl,.. )€M<Amn)yv:(ul,...,um,vl,...,vn)é

Tx (M(A " n>) El sistema (V.11) corresponde a:

2wy dwy (U) + ];1)\]1 <2’de]‘(1)) + Zdej(U)) =0,

7

20+ 30 (550 + 50 ) =0

j=1

n

f: (wrdwr + w,dw, (v )) +) <2jdzj(v) + zjdzj(v)> =0,

r=1 Jj=1

i i(dwr(v)dwr — dw, (v dwT) - i(dzj (v)dz; — dz;(v )dzj> =

m n
Z Ty | 2wipdwi + Z )\? (Zdej + Zjdzj)
k=1 j=1
m _7 n _
+ Z T | 2wpdwy, + Z /\? (Edej + Zjd,?j)
=1 | =1

o | (wediy + @pdwy) + Y (25d% + Zidzg) | (V.12)
_7":1 J=1

Observacion V.5. De aqui en adelante, consideraremos al vector v anclado
(A,m n)
en el punto X € M|

Comparando coeficientes en la ecuacién (V.12) tenemos:

idw, (v) = 2w, T, + pawy, re{l,...,m}.

idz;(v) = (2% (ZTkAf) +u) zj,  je{l,...,n},

k=1
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A,m,n
Entonces, los vectores v € Tx (Mi )) que pertenecen a Ky, en el punto

X = (wl,...,wm,zl,...,zn) son de la forma:
U(Tb'"aTma,u;X) =

— i<2w1T1 + pawr, . .. 20 Ty + W,

(2@}3 (i Tk)\’f) + u) 21, (2@)% (kil TkA{j> + u) zn),

donde T}, € C para toda k € {1,...,m} y p € R.

Consideremos la condicién dFg(v) = 0, cuando v = U(Tl, e ,Tm,M;X),
donde T}, € C para toda k € {1,...,m} y p e R:

— 29w (Qﬂ)ka + ,uwk)+

DN [z (2% (Z TMf) + u) |22 — i (23% (Z TM?) + M) yzj|2] =0.
j=1 k=1 k=1

Entonces,
—4|wy|*Ty — 2uwi = 0.

Si wg # 0 para k € {1,...,m} se sigue que T} depende solo de u:

1 wyg
Tj = —5u-t.
w,
El vector (T, ..., Ty, p; X) tiene que ser tangente a la esfera S y por

tanto debe satisfacer la siguiente condicion:

R zz (2w2T, + plw,|?) — ZZ (25}3 (Z TM?) + M) |2* | = 0.

r=1 j=1 k=1

En otras palabras:

m
R (—21’ Z(wﬁﬂ)) =0.
r=1
Si consideramos el vector U(Tl,...,Tm,u;X), con T = —%,ug—’; cuando
wy # 0 para toda k € {1,...,m}, se tiene que v es ortogonal a la esfera

S?"*1 pues p es real:
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' m 1 - w - m
R <_2ZZ <_2w’3”wk)> =R (ZZMF) =0.
k=1 k=1

Sin pérdida de generalidad, supongamos que las primeras ¢ coordenadas wy
son 0, entonces tenemos:

§R<i<OT1+-~-+0Tg+ > u|wg|2)> =0,

k=0+1

pues u es real.

Atn cuando wy, = 0 para toda k € {1,...,m}, el vector v (11, ..., Ty, 5 X)
es ortogonal a la esfera S?7+1,

Por tanto, en un punto donde wy # 0 para toda k € {1,...,m}, los vectores
en el nicleo de da depende de un parametro real p. Entonces, el nicleo de
da tiene dimensién uno.

Sin pérdida de generalidad supongamos que las primeras ¢ coordenadas wy
son cero. Asi como en la demostracién del lema IV.3, se muestra que el
mapeo R-lineal ¢x : C¢ x R = R2+1 — ¢+l = R27+2 definido por

d)X(Tla"‘?vau;X) = ’U(Tl,...,Tg,T[+1(M),...7Tm(ﬂ),/,l,;X>,
es injectivo.

Por lo tanto, en un punto donde ¢ coordenadas wy son iguales a cero con
k€ {1,...,m}, los vectores en el nicleo de da dependen de ¢ nimeros
complejos y un ntimero real u. Entonces, el nicleo de da tiene dimension
20+ 1. |

. A m,n
Sea W, el conjunto de puntos (wl, ey Winy 21y - - - ,zn) € Mi ! tales que
¢ coordenadas wy, son iguales a cero, con £,k € {1,...,m}. Entonces, Wy es
. L. A,m,n . .,
una subvariedad real analitica de 1\/I<1 " de codimensién real 2.

Sea v(Tl, ooy Ty 15 X) un vector en Ky, (X). Queremos saber cuando per-
tenece al ntucleo de ax; i.e., cuando v(Tl, coys Ty X ) satisface la siguiente
ecuacion:
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((2101%1% + plwgl?) + (2w0p Tk + H|wk|2)>

. ((2% (éTMf) +u> 217 + <2®% (ngf) +u> |zj|2> —0.

Entonces,

_l’_

J

P42 R (WpTy) +2) R (ZTM?) 2|2 = 0.
k=1

j=1 k=1
Ya que Tpw} + > i1 Tk)\f|zj|2 = 0, se sigue que p = 0.
Sip=0ywg+#0 para toda k € {1,...,m}, tenemos que T}, = 0 para toda

k € {1,...,m}. Por tanto, en el conjunto de puntos X € MiA’m'm tal que

todas las coordenadas wy, son distintas de cero, la 1-forma « es una forma
de contacto. En otras palabras,

Rank (dax |k, x)) = 2(n — 1),
cuando wy # 0 para toda k € {1,...,m}.
Sip = 0y £ coordenadas wy, son iguales a cero con £, k € {1,...,m}, tenemos

que Ko (X) N Kya(X) es un subespacio real de dimensién 2¢ parametrizado
por £ nimeros complejos.

Definiciéon V.2. Denotaremos este espacio vectorial real de dimensién 2/
en el punto X € Wy, con ¢ coordenadas wy, iguales a cero, por ITy(X).

En este caso, da tiene rango constante 2n — 2¢ — 2. Ademas :
aANda 1 £,

esto porque dim (Ko (2) N Kaa(2)) = 2¢.

Del inciso 2 de la versién general del teorema de Darboux (ver teorema I'V.3)

n)

(A,m, .
tenemos que para cada X € M| existen coordenadas locales

2n—1
(Z1, Y15+ ey Yo, 2, U1, V1, o Un—p—1, Vpi1) € R,
en una vecindad abierta U de X tal que la 1-forma « se puede escribir como

a=dz+urdvy + -+ Up_p_1dVp_p_1.
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Observacién V.6. Cuando wy = 0 para todo k € {1,...,m}, esto es, si

. (A,m,n) .
las primeras m coordenadas de un punto X € M, son iguales a cero,

se satisface el corolario IV.2 de la seccién §4 del capitulo IV.

Corolario V.3. Sin pérdida de generalidad asumimos que las primeras ¢

coordenas wy, del punto X = (W1,...,Wm,21,.-.,2n) € MEA’m’n) son cero,
conl,k € {1,...,m}. Las drbitas de la accidn localmente libre de C*+(m—0)

R26+2(m=6) gobre MEA’"W)

con 1 <{<m, dada por

w<Tl """" 3.0,0) (0, o 0 wep, - wm, 21, - .,zn)

= (00 0BT, LT, T Te e
(V.13)
son tangentes a los vectores de la forma
¢ ¢
—i (O,...,O,2§R (ZTM’f) 2,000, 2R (ZTkA§> zn> :
k=1 k=1

Demostracion. Consideremos 15 = --- = Ty, = 0y 177 = t € R. Entonces
tenemos una curva real parametrizada por ¢

Vo0 (0,0, 0, Wty e ey Winy 21, -« -5 2n)

= (0, ..., 0, e_%t%()‘i)zl, ce e_Zit%(Ai)zn> .

La derivada de 9, ) con respecto a ¢, evaluada en ¢ = 0 corresponde al
vector tangente

—i(O,...,O,2§R (A1) z,... 20 ()\i)zn)

Paralo, =--- =1, =0y 11 = 1, este vector tangente es de la forma
¢ ¢
By = —i (0, ...,0,2% (ZTk)\’f> 21,..., 2R (ZTkA§> zn> .
k=1 k=1
Ahora, si consideramos To = --- =T, =0y Ty = it con t € R, tenemos la

siguiente curva parametrizada por un imaginario puro

Vivo....0) (0y. 0y 0,Wpg1y e ey Wiy 21y -+ vy 2n)
a1 /s
_ (07 ...,0, 6_22%(”)\1)21, N .,6_27'%(215)‘:1)271) .
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La derivada de w(im
vector tangente

o) con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al

Para 15 = --- =Ty = 0 y T1 = 1, este vector tangente es un vector de la
forma
m m
—i (0, ..,0,2R (ZTM’;) 21, 2R (ZTMﬁ) zn> :
k=1 k=1

De manera analoga se demuestra que los vectores tangentes

By, = —i(O,...,O,2§R (A’f) 2. 2R (A’j) zn>
B, = —z’(O,...,O,2§R (z’)\’f) 2. 2R (Mﬁ) zn>,

son de la forma

¢ l
i (0, o, 0,2R (Z Tk/\’f> Z1,...,2R (Z TkA§> zn> ,
k=1 k=1

donde T = 1 y Ty = i, respectivamente y Ty, = 0 para toda s # k con
ke{l,....¢} yle{l,...,m}.

Como ya se menciond, los vectores

l l
—i (o, ..,0,2R (Z Tk)\’f) 21, .., 2R (Z Tk/\fj> zn> (V.14)

k=1 k=1

(A,m;n)

forman el subespacio vectorial real KoMKy, de Tx (M1 ) de dimensién
2¢ y por tanto toda base para este espacio consta de 2¢ vectores de la forma

(V.14).

La accién (V.13) es localmente libre ya que los 2¢ campos vectoriales de-
terminados por los subgrupos a un parmetro que corresponden a la base
canénica de R?¢ (base del dlgebra de Lie de R?%), es decir los 2¢ vectores de
la forma By y Bj con £ € {1,...,m} son linealmente independientes.

Ademads, estos dos campos vectoriales conmutan puesto que vienen de una
accién del grupo abeliano R?. Estos campos nos dan una trivializacién del
espacio tangente a la foliacién cuyas hojas estdn dadas por las érbitas de la
accion. ]
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(A,m,n)

Las érbitas de la accién (V.13) generan una foliacion F de M|

Corolario V.4. Las drbitas de la accion (V.13) corresponden a subvarie-
dades integrables de la 2¢-distribucion Ko N Kyq-

Demostracion. Se sigue del teorema de Frobenius que las hojas de F son
involutivas y por lo tanto son subvariedades integrales de KCp N Kyq.- |

Proposicion V.4. La foliacion F admite una estructura simlpéctica.

Demostracion. La demostracién es andloga a la demostracion de la propo-

sicion IV.3 del capitulo IV, seccién § 4. |
. . . (A,1,n+1)
§1. Confoliaciones Conductivas sobre M
(A,m,n)
M .

1

(A, 1,n+s)

) para s = 1 es de codimensién real dos, se sigue que

Ya que Wy C M
W1 no separa MEA’L"H) y por los resultados introducidos en la seccién §7
del capitulo I tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion V.5. Seanm =1, n>3 ys=1. Sea * el operador de Hodge
para una métrica riemanniana dada sobre una variedad dngulo-momento

. (A,1,n+1) . ., . (A,1,n+1)
mizta M . Entonces, para una orientacion apropiada de M| ,
(A,1,n+1)

se tiene que o es una confoliacion positiva sobre M|

(A1,nt1)

1. Para X = (wl,zl,...,zn) €M, — Wy,

s (a A (da)“1> (X)>0.

2. Para X € Wy,
* (a A (da)”_l) (X)=0.

Denotamos por 7 a la 2-forma x* (a A (da)”_2>.

Lema V.3. Sea X € Wy. Entonces, existe una curva suave parametrizada

v:[-1,1] — M(IA’MH) tal que

1. |¥(z)| # 0 para toda x € [—1,1].



98 V Variedades de Contacto en Dimensiones Altas.

2.7(0) = X y+/(0) € [ker(r)] " (X) = L (X).
3. Sixe[-1,1] conxz #0, y(x) ¢ Wy y~'(z) es un vector en

[ker(T)] + (7(1‘)) =K, (7(1‘))

., s . . . (A,1,n+1
Demostracién. Sea g una métrica riemanniana dada sobre M

P € W sea [Tp(Wl)]J' un subespacio de T (MEA,l,nH)
el cual es ortogonal a Tp(W1) en P.

) . Para

) de dimensién dos,

Primero mostraremos que existe una vecindad abierta & C Wy de X € W,
(A,1,n+1)
o)

definido sobre U tal que X (P) € Ko(P) N [Tp(W1)] J‘, para toda P € U.

y un campo vectorial diferenciable y no singular X : f — T (M

Miés aun, sea L(P) = Kq(P) N [Tp(Wl)]J'. Entonces £(P) tiene dimensién
dos si [Tp(Wl)]L C Ko(P) 6 L(P) tiene dimensién uno si [Tp(Wl)]L es
transversal a ICp (P).

Sea vx € L(X) un vector no cero. Extendemos este vector anclado en X a
(A,1,n+1
1

A,1,n+1)

un campo vectorial diferenciable X : K — T (M ") definido en una

vecindad K C Wy de X en W;. Sea 7w, : Tp (Mi ) — Ko(P) la pro-
yeccion ortogonal para P € K. Consideremos el campo vectorial definido
sobre K por X;(P) = 7, (.)E'(P)) Entonces, X1 es un campo vectorial di-
ferenciable y por continuidad X} satisface todas las propiedades requeridas
en una vecindad U, posiblemente mas pequena.

Seay: K’ — T(W;) C T (MEA’I’"“)
posiblemente en una vecindad mds pequena K’ contenida en K, tangente a
la foliacién F (en otras palabras, Y(P) € II;(P) para toda P € K’). Sea
¢ : K’ — R una funcién que se anula solo en X (de nuevo, posiblemente en

una vecindad més pequena).

) un campo vectorial no nulo, definido

Sea Xo = Y + pAX;. Este es un campo vectorial definido en una vecindad de
X en W; con la siguiente propiedad: X»(X) = V(X)) y X2(P) € Ko(P) pero
Xo(P) ¢ T(Wy), para todo P # X.

Para terminar la demostracién del lema, por teoremas de extension (particio-
nes de unidad) existe una extensién de X5 a un campo vectorial no singular
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Xs:V —>T (MEA’MH)) definido en una vecindad abierta V C MEA’L”H)
de X en Wj. El campo vectorial definido por X' (P) = 7, (X3(P)) tiene la

propiedad que X (P) € K,(P) para toda P € Vy X(P) = X3(P) si P € K'.

Multiplicando el campo vectorial X por una constante positiva ¢ > 0, si es
necesario, podemos asumir que todas las soluciones de la ecuacién diferencial
definida por el campo vectorial cX sobre V estan definidas en el intervalo
(—2,2).

Siy:[—1,1] = U es la solucién de la ecuacién diferencial determinada por
c¢X y satisfaciendo la condicién inicial v(0) = X, entonces esta curva para-
metrizada, si ¢ es lo suficientemente pequeno, satisface todas las propiedades
requeridas. |

La proposicion V.5 y el lema V.3 implican que en una variedad angulo-
momento mixta MEA’MH), la 1-forma « define una confoliacion conductiva
en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu?. Por lo tanto, o puede ser
aproximada, en la topologia C', por una forma de contacto. Tenemos el

siguiente teorema:

Teorema V.1. Sean m = 1, n > 3, s = 1. Sea A = ()\1,---,/\n), con
Aj € C, una configuracion admisible. Las variedades dngulo-momento miztas

20+1

(A,1,n+1) ) —9di—

]_v[1 _ ﬂ (Sde XS?n 2d; 1>’ dj:nj+"'+nj+€—1a
j=1

admiten estructuras de contacto.
Consideremos ahoram =1, n>3y s > 1.

Proposicién V.6. Sean m = 1, n > 3 y s > 1. Denotamos por * el
operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre una variedad

. . (A,1,n+s) . ., .
dngulo-momento mixta M . Entonces, para una orientacion apropiada

(A1,n+4s)

de M , a es una confoliacion positiva:

1. Para X = (wl,...,ws,zl,...,zn) € MEA’LHS) tal que wi+ - +w? #
0,

*(a A (da)n+s—2) (X) > 0.

2Ver seccién § 7 del capitulo 1.
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2. Para X € W talquew%%—-‘-—i-wg:o,

¥ <a A (da)"ﬂ*?) (X) = 0.

(ALnts)
1

3. El conjunto de puntos X € M tal que (a/\(da)”*sfz) (X)=0

(A, 1,n+s
1

es el conjunto real analitico de codimension dos en M " dado por

(A,1,n+s)

VV:{XGM1 }w%—l—---—l—wg:()}.
Lema V.4. Seam=1,n >3 y s > 1. Sea A una configuracion admisible
y * el operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre una

. . . (A, 1,n+s)
variedad dngulo-momento mizta M| . Sea

(A, 1,n+s)
1

%% :{X = (wl,...,ws,zl,...,zn) eM *(oz/\(doz)”+s_2) (X) = 0},

(A,1,n+s)

) . Entonces, o es una

donde a es una confoliacion positiva sobre M
confoliacion conductiva.

La demostracion de este lema es andloga a la demostracién del lema V.3,
usando el hecho que W tiene una estratificacion de Whitney (ver [Mat],
[Tro05]).

Demostracion. De la proposicién anterior tenemos que W es un conjunto

’ . ., (A 1,n+s)
real analitico de codimensién real dos en M ) .

Sea W una estratificacién de W dada por las subvariedades Wy con s > 1:
Wy C W3 C--- CWq.
Tenemos que W satisface la condicion frontera y la condicion B de Whit-

ney.? Por lo tanto, W es una estratificacién de Whitney de W.

La interseccién de IC, con cualquier limite de espacios tangentes del estrato
de dimensién maxima W es una unién U de subespacios lineales de dimen-
sién a lo mas 2n + 2s — 4.

3 Condicidn B de Whitney: La pareja (X,Y) satisface la condicién B si para todas las
sucesiones {x;} de puntos en X y {y;} de puntos en Y convergiendo al mismo puntoy € Y’
tal que, en una carta local de y, {Tzi (X)} converge a T y las lineas Z;y; convergen a .Z,
se tiene entonces que .Z € T. Una estratificacién Z = |J X, satisface la condicion frontera
si para toda (o, 8) € A x A tal que X, N X # 0, se tiene que X, C X5.
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(A1nts)
1

Existe un vector vy € Tx (M ) tal que vy ¢ U. Extendemos vy

(A,l,n+s)>

anclado en X a un campo vectorial diferenciable X:U—=>T (Ml

definido en una vecindad ¢ de X € W tal que X (X) = vy.

(A, 1,n+s)
1

Sea wp : Tp (M

Consideremos el campo vectorial diferenciable definido sobre U por X;(P) =

mp (;E(p)).
(A,1,n+s)

Sea Y :U' = U C T (M
que Y(P) € II5(P) = Ko(P) N Kgo(P) para toda P € U'. Sea ¢ : U — R
una funcién que sélo se anula en X.

— Ka(P) la proyeccién ortogonal para P € U.

) un campo vectorial no nulo, U’ C U tal

Sea Xy = ) + ¢X; un campo vectorial tal que Xo(X) = Y(X) y Xa(P) €
Ko(P) pero Xao(P) ¢ U para toda P # X.

Por teoremas de extensién (particiones de unidad) existe una extensién de
(A,1,n+s) .

| ) definido en
una vecindad abierta V C MEA’L"H) de X € W. El campo vectorial definido
por X(P) = wp (X3(P)) tiene la propiedad que X(P) € K (P) para toda
PeVyX(P)=X3(P)siPel.

Xy a un campo vectorial no singular X5 : V — T (M

Multiplicando el campo vectorial X por una constante positiva ¢ > 0, si es
necesario, podemos asumir que todas las soluciones de la ecuacién diferencial
definida por el campo vectorial cX sobre V estan definidas en el intervalo
(—2,2).

Siy:[-1,1] — U es la solucién de la ecuacién diferencial determinada
por ¢X y satisfaciendo la condicién inicial v(0) = X, entonces esta curva
parametrizada, si ¢ es lo suficientemente pequeno, satisface

L ~(0) = X,

2. Sixz e [-1,1] con x # 0, y(z) ¢ Wy +(x) € [ker(T)]J'(v(x)) =
Ka(y(z)), donde 7 = x (a A (da)”+5_3>.

Reparametrizando, consideremos % : [—1,1] — MEA’LHS) dada por A(t) =
7(¢*) de modo que 4'(0) = 0. Entonces, 4 tiene la propiedad que 4'(t) esté en

[ker(T)]L('y(tQ)) para toda t € [—1, 1] pues [ker(T)]l('y(O)) = 0.
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. . A 1n+s .
El conjunto abierto Vi = Mi ™) _ W es conexo pues W es de codimen-

sién dos. Este conjunto es el conjunto donde la forma « es de contacto.

De la proposiciéon V.6 y el lema V.4 se sigue que sobre las variedades angulo-
. (A, 1,n+s) . ., .
momento mixtas M la 1-forma « define una confoliacion conductiva
en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu, Por tanto, a puede ser aproxi-
mada, en la topologia C°°, por una forma de contacto. Tenemos el siguiente

teorema:

Teorema V.2. Sean m = 1, n > 3, s > 1 y sea A = (Al,...,An) una
configuracion admisible, con \; € C. Las variedades

20+1
AT p (S2dj+s—1 « S2n—2dj+s—2>

1 )

j=1
donde dj = nj + -+ njie—1, admiten estructuras de contacto.

Proposicién V.7. Sean m > 1, n > 2m y A una configuracion admisi-
ble. Sea * el operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre
. . . (A,m,n) . .,
una variedad dngulo-momento mizta M . Entonces, para la orientacion
(A,m,n)

apropiada de M| , a es una confoliacion positiva:

1. i X = (wl,...,wm,zl,...,zn) € MEA’M’") tal que wi # 0 para toda
ke {l,...,m}, se tiene

% <a A (da)"1> (X) > 0.
2. 51 X € Wy, para £ € {1,...,m}, se tiene
* (a A (da)"1> (X)=0.
3. El conjunto de puntos X = (wl, ey Wiy 21y e e - zn) € MEA’m’") tal que

% <a A (da)"1> (X) =0,

(A,m,n)

es un conjunto real analitico de codimensidn real dos en M

por:

, dado

Y = {(wl,...,wm,zl,...,zn) EMEA’m’n) ‘W1--.wm:0}.
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Para poder demostrar que a es una confoliacién conductiva cuando m > 1
y n > 2m, necesitamos del siguiente lema:

Lema V.5. Sea m > 1, n > 2m y A una configuracién admisible. Sea * el
operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre una variedad
, . A,m,n

dngulo-momento mixta Mi ' Sea

(A,m,n)

Y= {X: (wl,...,wm,zl,...,zn) e M, ‘ * (oz/\(da)”_l)(X) :0},

(A,m,n)

L . Entonces, a es una

donde « es una confoliacion positiva sobre M
confoliacion conductiva.

Demostracion. La demostracién de este lema es andloga a la demostracién
del lema V.3 y del lema V.4, usando el hecho que X tiene una estratificacion
de Whitney. |

(A,m,n)

El conjunto abierto Vy = M|
dos. En este conjunto la forma « es de contacto.

— 3J es conexo, pues X es de codimensién

De la proposiciéon V.7 y el lema V.5 se sigue que sobre una variedad angulo-

. (A,m,n) . ., .
momento mixta M , la 1-forma « define una confoliacion conductiva
en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu.# Por tanto, o puede ser apro-
ximada, en la topologia C”, por una forma de contacto.

Resumimos en el siguiente resultado:

Teorema V.3. Sean m > 1 yn > 2m. Sea A = (Al,...,)\m) una confi-
guracion admisible en C™. Las variedades angulo-momento mixtas M;A’m’n)
asociadas a A, son variedades de contacto. La distribucion K, puede ser
perturbada, por una pequeria perturbacion en la topologia C™, a una distri-

., Aym,n
bucion Ky que define una estructura de contacto sobre Mi :

4Ver seccién § 5 del capitulo 1.
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Epilogo.

No importa cuan pequeno pueda parecer el comienzo:
lo que se hace bien,
bien hecho queda para siempre.

Henry David Thoreau.
Desobediencia civil (ensayo).

= Un problema interesante es determinar la topologia de las variedades
[ . (A,m,n)
angulo-momento mixtas M . Tomando como base los resultados
ya conocidos sobre variedades angulo-momento, los cuales son descritos

en [BMO06], conjeturamos lo siguiente:

Conjetura .1. Sea Gy, ...,Gr una sucesion de grupos abelianos fini-
tamente generados. Existen enteros m, n y una configuracion admisi-
ble A tales que para j = 1,...,k y algin entero £, Gy es un sumando
directo de HIHH1 (MiA’m’n),Z>, donde MiA’m’") es la variedad dngulo-

momento mizta de dimension N > k, asociada a m, n y A.

Esta conjetura en conjunto con los resultados presentados en esta tesis
implicarian lo siguiente: dado cualquier complejo simplicial finito K
existe una variedad de contacto compacta M tal que H*(IM, Z) contiene
a H*(K,Z) como sumando directo. En particular existirian variedades
de contacto con torsién arbitraria en dimensiones prescritas.

= Las variedades angulo-momento mixtas MiA’m’n) admiten una acciéon
del toro T™ (ver (IIL.7) en la seccién §3 del capitulo III). El tipo de
orbita correspondiente a esta accién esta codificado por la combinato-
ria de los convexos estrellados descritos en la pagina 57 de la seccién
§ 3 del capitulo III. El estudio de dichos convexos es un buen proyecto
a futuro.

» El estudio de la estructura de las érbi‘f\as de la accién de C™ = R?™
sobre la variedad dngulo-momento Mi ™" descrita por (IV.7) en la
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pagina 75 de la seccién §4 del capitulo IV también es un futuro pro-
yecto.

En conclusién: las variedades angulo-momento mixtas son nuevos ejemplos
de variedades de contacto con una topologia muy rica y en dimensiones
arbitrariamente grandes.



Apéndice 1

So many things become beautiful
when you really look.

Lauren Oliver.
Before I Fall.

A. Variedades Stein.

Sea (/\/l, J ) una variedad compleja, donde J es la estructura compleja.! Una
funcién suave f : M — R es llamada ezhaustiva si es propia® y acotada por
abajo.

Sea f una funcién. Podemos asociarle a f una 1-forma como sigue: dCf :=
df o J y una 2-forma wy := —d(d(cf).

Decimos que la funcién f es J-conveza o plurisubarmdnica si wy (U, J v) >0
para todo vector tangente v # 0. Esto es, w; es una forma simpléctica3
compatible con J.

Existen varias definiciones para una variedad Stein, aqui presentamos la
definicién clasica y una definicién que se sigue de un teorema de H. Grauert
(ver [Grab8]).

Definicién. A.1 [Definicién Clésica] Una variedad compleja (M, J) es una
variedad Stein si satisface las siguientes propiedades:

1. M es holomorfamente convexa; esto es, para todo subconjunto com-
pacto K C M, la envolvente convexa holomorfa

K= {zEM ‘ |f(2)] <r£16élé<|f(a:)| er(?(/\/l)} M

Ver seccién §5.2 del capitulo I.
2Preimagen de conjuntos compactos es compacta.
3Ver definicién 1.17 de la seccién §5 del capitulo I.
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es un subconjunto compacto de M, donde O(M) es el anillo de fun-
ciones holomorfas sobre M.

2. M es holomorfamente separable; es decir, para todo par de puntos
distintos x, y en M, existe una funcién holomorfa f € O(M) tal que

f(x) # f(y).

Teorema. A.1 [H. Grauert [Gra58]] Una variedad compleja que admite una
funcion J-convexa exhaustiva es una variedad Stein en el sentido cldsico.

El teorema de H. Grauert nos permite escribir la siguiente definicion.

Definicion. A.2 Una variedad compleja (M, J ) es una variedad Stein si
admite una funcién exhaustiva J-convexa f: M — R.

La siguiente proposiciéon nos muestra que toda variedad Stein es un ejemplo
de una variedad Weinstein.*

Proposicién. A.1 Sea (M, J) una variedad Stein y f : M — R una fun-
cion de Morse exhaustiva, completa y J-convera. Entonces, wf,Xf,f>,
donde wy = —d(dcf) y Xy :=V;f, es una estructura Weinstein sobre M.
Demostracién. Ya que f es J-convexa, tenemos que wy es una forma simplécti-

ca, esto es, es una 2-forma no degenerada.

Sea Xy = Vj el gradiente de f con respecto a la métrica < X,V >:=
w¢(X,JY'). Entonces, Xy es un campo vectorial de Liouville. Més atin, para
toda Y € TM tenemos

d(d°f)(Y) =<V}, JY >= —w;(V;,Y) = —a,ws(Y).

Entonces,
Ly, W = —d(d(cf), LY, Wf = Wf.

]

(A,1,n+1)

B. Las variedades M
de contacto.

) admiten una estructura

Sean m =1, n >3y s = 1. Se sigue de trabajos de C. Meckert, Y. Eliash-

. . . . . Aln+1
berg y A. Weinstein que las variedades angulo-momento mixtas Mi )

4Ver definicién I1.3 del capitulo II.
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admiten una estructura de contacto (ver [Mec82], [Eli90] y [Wei91]).

Recordemos que las variedades dngulo-momento mixtas MEA’MH) de tipo
(A, 1,n+ 1) son sumas conexas de productos de esferas (Teorema II1.7 de
la seccion § 3 del capitulo III):

%&H (Szdj % Sznfzdj71> 7
Jj=1

donde dj = nj + - -+ +njis—1. En otras palabras, podemos decir que las va-
riedades dngulo-momento mixtas MiA’l’nH) de tipo (A, 1,n+ 1) son sumas
conexas de productos de esferas de la forma S™ x S!, donde r > 2 es un

nimero par y ¢t > 2 es un ntimero impar.

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que t > r (el caso r > t es
completamente andlogo).

La t-esfera S* admite una descomposicién de libro abierto (IC, f )5. El lomo
de este libro abierto es la (¢ — 2)-esfera K = S'~2, una pégina corresponde a
P(A) = R*=! y la monodromfa es trivial.

Entonces, la variedad producto S” x St también admite una descomposicién
de libro abierto (IC’ f ) En este caso, el lomo de este libro abierto es la va-
riedad producto K = S'=2 x S, una pagina corresponde a P(A) = RI~! x §"
y con monodromia trivial.

La pégina P(A) = R x S” del libro abierto (K', f’) es paralelizable, esto
es, su haz tangente es un haz trivial (ver [Sta67]). Entonces existe una in-
mersiéon® f: R x §" — R (ver teorema 6.3 de [Hir59]).

Del corolario 1.4 de [Gon97], se sigue que la complexificacién del haz tan-
gente de P(A) es trivial. Por tanto, P(A) es inmersible en CV, para algiin
N y concluimos que la pagina P(A) del libro abierto (K’, f') admite una
estructura compleja’ .J.

Sea ¢ : CV — R la funcién definida por ¢(Z) = S, |z?, con Z =

5Ver definicién 1.32 de la seccién §8 del capitulo I.
5f es una inmersién ai tiene rango constante igual a la dimensién del dominio.
"Ver seccién §5.2 del capitulo 1.
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(zl, e ,zn). Consideremos la restriccién de ¢ a la pagina P(A) = R~ x S":
Plri-1xsr : R x ST = R.

Esta funcién satisface el ser exhaustiva, propia y acotada inferiormente. Por
lo tanto, concluimos que la pagina P(A) = R*™! x S” es una variedad Stein.
En particular es una variedad Weinstein y por tanto, K = S'=2 x S” es una
variedad de contacto.

Se sigue entonces del teorema II.1 del capitulo II que la variedad producto
S™ xSt es una variedad de contacto. De los trabajos de C. Meckert, Y. Eliash-
berg y A. Weinstein concluimos que la suma conexa de variedades producto
de la forma S” x S! admite una estructura de contacto (ver [Mec82], [E1i90]
y [Wei91)).

Por lo tanto, las variedades angulo-momento mixtas de tipo (A, 1,n+ 1) son
variedades de contacto.
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(K, f)
df
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Algebra de todas las formas diferenciales sobre R™.
Algebra exterior.

Anillo de funciones holomorfas sobre M.

Camino diferenciable.

Cara de un politopo.

Campos vectoriales.

Campo vectorial de Reeb.

Cerradura de X.

Complemento ortogonal del nicleo de 7.

Configuraciones admisibles.

Conjunto de funciones diferenciables de M .

Conjunto de todas las formas diferenciales que se anulan en D.
Conjunto de todas las k-formas sobre R".

Conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables en M.
Contraccién de « a lo largo del campo vectorial X.

Corchete de campos vectoriales.

C menos el origen.

Derivada de Lie.

Descomposicion de libro abierto.

Diferencial del mapeo f.

Diferencial de una forma.

Distribucién de r-planos.

da restringido a D.

2-forma obtenida de x (a A (da)e_l).

Envolvente afin del conjunto S.
Envolvente convexa del conjunto S.
Envolvente convexa holomorfa.

Esfera de dimension n.

Espacio caracteristico de « en el punto .
Espacio complejo de dimensién n.

Espacio de confoliaciones conductivas.
Espacio real de dimensién n.

Espacio tangente a M en el punto p € M.
Espacio vectorial.

Espacio vectorial complejo.

Espacio vectorial simpléctico.

Estructura casi compleja natural sobre R?".
Foliacién.

Formas diferenciales.
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oM Frontera de M.

OPS(95) Frontera del plastikstufe.

Gr(n,r) Grassmanniano.

GL(n,R), GL(n,C) Grupo general lineal n-dimensional de entradas reales y complejas.
U(n) Grupo unitario.

T(M) Haz tangente de M.

13 Hiperplano.

H Homologfa.

1d Identidad.

—

Ka(X)NKgo(X)] =I(X) Interseccién del nicleo de o y niicleo de dov en el punto X.

K Lomo de un libro abierto.

Q Mapeo bilineal antisimétrico sobre V.

A, B Matrices.

Ka(P), Kgo(P) Nicleo de a y niicleo de da en el punto P.
ker(.A) Ntcleo de la matriz A.

Y/ Ntimeros enteros.

Q Nuimeros racionales.

* Operador estrella de Hodge.

P Pagina de un libro abierto.

R Parte imaginaria.

R Parte real.

PS(S) Plastikstufe.

P Politopo.

K Politopo asociado de ./\/liA’l’n).

wAn Producto wedge de dos formas diferenciales.
Rank (da|ker(a)) Rango de da restringida al nicleo de a.

U, o), (U; T, .., IL‘n) Sistemas de coordenadas locales.

W Subvariedad analitica real de MEA’LHS).
{z;} Sucesién de puntos ;.

™ Toro de dimensién n.

Pag Transiciéon de coordenadas.

S Unién de todas las hojas de Siegel.

./\/liA’l’n) Variedad dngulo-momento de tipo (A, 1, n)
MiA’m’n) Variedad dngulo-momento de tipo (A, m, n)
(M, J) Variedad casi compleja.

MEA’LHS) Variedad cuasi dngulo-momento de tipo (A, 1,n+ S).
M(IA’m’n) Variedad cuasi dngulo-momento de tipo (A, m,n).
(M, D), (M, ) Variedades de contacto.

M, M Variedades diferenciables.

N(A) Variedad LV y variedad LV-M.

(M,w) Variedad simpléctica.

uu', v Vecindades abiertas.

N Vecindad tubular.

Aj Vector en C™.

Up Vector tangente anclado en un punto p.



114 Indice de Notacién.



[Ale23]

[A1t95]

[AW00]

[BBCG10]

[Ben83]

[BJ82]

[BLAMV]

[BMOG6]

[Bou02]

[BP02]

Referencias

J. W. Alexander. A lemma on systems of knotted curves. Proc.
Nat. Acad. Sci. U.S.A., 9:93-95, 1923.

J. Steven Altschuler. A geometric heat flow for one-forms on
three dimensional manifolds. Illinois Journal of Mathematics,
39(1):98-118, 1995.

Steven J Altschuler and Lani F. Wu. On deforming confoliations.
J. Differential Geometry, 54:75-97, 2000.

A. Bahri, M. Bendersky, F. R. Cohen, and S. Gitler. The poly-
hedral product functor: a method of decomposition for moment-

angle complexes, arrangements and related spaces. Adv. Math.,
225(3):1634-1668, 2010.

D. Bennequin. Entrelacements et équations de pfaff. Astérisque,
1(107-108):87-161, 1983.

TH. Brocker and K. Janich. Introduction to differential topology.
Cambridge University Press, 1982.

Y. Barreto, S. Lopez de Medrano, and A. Verjovsky. Open book
structures on moment-angle manifolds Z¢(A) and higher dimen-
sional contact manifolds. arXiv:1303.2671v1 [math.AT] 11 Mar
2013.

F Bosio and L. Meersseman. Real quadrics in C™, complex ma-
nifolds and convex polytopes. Acta Math., 197:53-127, 2006.

Fréderic Bourgeois. Odd dimensional tori are contact mani-
folds. International Mathematics Research Notices, 30:1571—
1574, 2002.

V. M. Buchstaber and T. E. Panov. Torus actions and their
applications in Topology and Combinatorics. University Lecture
Seriers, AMS, 2002.



116

[BW58]

[CE53]

[CKP78]

[DJ91]

[EG92]

[EHO1]

[E1i89)

[E1i90]

[E1i92]

[EMO02]

[ET98]

[Etn03]

[Gei]

REFERENCIAS

W. M. Boothby and H. C. Wang. On contact manifolds. Ann.
of Math., 68(2):721-734, 1958.

E. Calabi and B. Eckmann. A class of compact, complex mani-
folds which are not algebraic. Ann. Math., 58:494-500, 1953.

C. Camacho, N. Kuiper, and J. Palis. The topology of holo-
morphic flows with singularities. Publ. Math. I.H.E.S, 48:5-38,
1978.

M. W. Davis and T. Januszkiewicz. Convex polytopes, coxeter
orbifolds and torus actions. Duke Math. Journal., 62(2):417-451,
1991.

Y. M. Eliashberg and M. Gromov. Embeddings of stein manifolds
of dimension n into de affine space of dimension 37” + 1. Annals
of Mathematics, 136(1):123-135, 1992.

J. Etnyre and K. Honda. On the non existence of tight contact
structures. Ann. of Math, 153(3):749-766, 2001.

Y. Eliashberg. Classification of over twisted contact structures
on 3-manifolds. Invent. math., 98:623-637, 1989.

Y. Eliashberg. Topological characterization of stein manifolds
of dimension > 2. International Journal of Mathematical, 1(1),
1990.

Y. Eliashberg. Contact 3-manifolds twenty years since J. Marti-
net’s work. Ann. Inst. Fourier, 42:165-192, 1992.

Y. M. Eliashberg and N. Mishachev. Introduction to the h-
Principle, volume 48. AMS, Graduate Studies in Math., 2002.

Yakov M. Eliashberg and W. P. Thurston. Confoliations, volu-
me 13. American Mathematical Society. Lectures Series, 1998.

Jhon B. Etnyre. Introductory lectures on contact geometry. to-
pology and geometry of manifolds. Proc. Sympos. Pure Math.,
71:81107, 2003.

H. Geiges. Contact geometry. Handbook of Differential Geo-
metry, 2.



[Gei01]

[Gei08]

[GGLAM]

[Gir02]

[GLAM13]

[GM]

[Gon97]

[Grab8]

[Grah9]

[Gru03]

[Hae85]

[Hir59]

[Hon00a|

[Hon00b]

REFERENCIAS 117

H. Geiges. A brief history of contact geometry and topology.
Ezpo. Math., 19(1):25-53, 2001.

H. Geiges. An Introduction to Contact Topology, volume 109 of
Cambridge studies in advanced mathematics. Cambridge Univer-
sity Press, 2008.

V. Goémez Gutierrez and S. Lépez de Medrano. Topology of
intersections of quadrics II. En preparacion.

E. Giroux. Geometrie de contact: de la dimension trois vers les
dimensions superieures. ICM, 11:405-414, 2002.

Samuel Gitler and Santiago Lépez de Medrano. Intersections
of quadrics, moment-angle manifolds and connected sums. Geo-
metry and Topology, 17:1497-1534, 2013.

E. Giroux and J. P. Mohsen. Structures de contact et fibrations
symplectiques sur le cercle. En preparacién.

Xianghong Gong. On totally real spheres in complex space.
Math. Ann., 309(4):611-623, 1997.

H. Grauert. On Levi’s problem and the imbbeding of real-
analytic manifolds. Annals of Mathematics, 68(2):460-472, 1958.

J. W. Gray. Some global properties of contact structures. Annals
of Mathematics, 69(2):421-450, 1959.

Branko. Grunbaum. Convex Polytopes, volume 221 of Graduate
Text in Mathematics. Springer-Verlag, 2003. Second edition.

A. Haefliger. Deformations of transversely holomorphic flows on
spheres and deformations of hopf manidols. Compositio Math,
55:241-251, 1985.

M. W. Hirsch. Immersions of manifolds. Trans. Amer. Math.
Soc., 93:242-276, 1959.

K. Honda. On the classification of tight contact structures. I.
Geom. Topol., 4:309-368, 2000.

K. Honda. On the classification of tight contact structures. II.
J. Differential Geom., 55(1):83-143, 2000.



[LdMS9)

[LAMV97]

[LFM14]

[Lie72]

[LJJY6]

[LJJ9Y]

[LM76]

[Lut79]

[Mar71]

[Mat]

REFERENCIAS

Boguslaw Hajduk and Rafal Walczak. Presymplectic manifolds.
e-print arXiv:0912.2297v2 [math.SG] 20 Feb 2010.

S. Lépez de Medrano. Singularities of homogeneous quadratic
mappings. to appear in: Revista de la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A. (DOI: 10.1007/s13398-012-
0102-6).

S. Lépez de Medrano. The topology of the intersection of qua-
drics in R™. Springer-Verlag, 1370:280-292, 1989.

Santiago Lopez de Medrano and Alberto Verjovsky. A new family
of complex, compact, non-symplectic manifolds. Bol. Soc. Bras.
Mat., 28(2):253-269, 1997.

Rui Loja Fernandes and Ioan Marcut. Lectures on poisson geo-
metry, 2014. available on http://www.math.illinois.edu/ ruilo-
ja/Math595/book.pdf.

S. Lie. Zur theorie partieller differentialgleichungen. Gottinger
Nachrichten, 1872. pp. 480.

Nicolau M. Loeb J. J. Holomorphic flows and complex struc-
tures on products of odd dimensional spheres. Mathematische
Annalen, 306:781-817, 1996.

Nicolau M. Loeb J. J. On the complex geometry of a class of
non-Kéahler manifolds. Israel Journal of Mathematics - ISR J
MATH, 110(1):371-379, 1999.

Robert Lutz and Christiane Meckert. Structures de contact sur
certaines sphres exotiques. C. R. Acad. Sci. Paris Sr. A-B,
282(11):A591-A593, 1976.

Robert. Lutz. Sur la géométrie des structures de contact inva-
riantes. Annales de Linstitut Fourier, 29(1):283-306, 1979.

J. Martinet. Formes de contact sur les variétés de dimension
3. Proceedings of Liverpool Singularities Symposium 2, 209:142—
163, 1971.

John Mather. Notes on topological stability. Available on his
webpage at Princeton University, 1970.



[McD87]

[Mec82]

[Mee00]

[MMP04]

[Mor01]

[MS95]

[MV04]

[Nie06]

[INVKO7]

[Pre07]

[Sta67]

REFERENCIAS 119

Dusa McDuff. Applications of convex integration to symplectic
and contact geometry. Annales de linstitut Fourier, 37:107—133,
1987.

Christiane Meckert. Forme de contact sur la somme connexe
de deux variétés de contact de dimension impare. Annales De
Linstitut Fourier, 32(2):251-260, 1982.

Laurent Meersseman. A new geometric construction of compact
complex manifolds in any dimension. Mathematische. Annalen,
317:79-115, 2000.

D. Martinez, V. Mufioz, and F. Presas. Open book decompo-
sitions for almost contact manifolds. Proceedings of the XI Fuall
Workshop on Geometry and Physics, Publicaciones de la RSME,
6:131-149, 2004.

Shigeyuki. Morita. Geometry of Differential Forms, volume 201
of Translations of Mathematical Monographs. American Mathe-
matical Society, 2001.

Dusa McDuff and Dietmar Salamon. Introduction to Symplectic
Topology. Oxford Mathematical Monographs. Oxford Science
Publications, 1995.

Laurent Meersseman and Alberto Verjovsky. Holomorphic prin-
cipal bundles over projective toric varieties. J. reine angew,
Math, 572:57-96, 2004.

K. Niederkruger. The plastikstufe - a generalization of the overt-
wisted disk to higher dimensions. Algebraic and Geometric To-
pology, 6:2473-2508, 2006.

K. Niederkruger and O. Van Koert. Every contact manifold can
be given a non-fillable contact structure. IMRN, 23, 2007.

F. Presas. A class of non-fillable contact structures. Geom.
Topol., 11:2203-2225, 2007.

E. B. Staples. A short and elementary proof that a product of
spheres is parallelizable if one of them is odd. Proc. Amer. Math.
Soc., 18:570-571, 1967.



120

[Ste83]

[Tam72]

[TCO3]

[Tho76]

[Tro05]

[TW75]

[Vai94]

[Weid1]

[Win73]

REFERENCIAS

Shlomo. Sternberg. Lectures on differential geometry. Chelsea
Publishing Co., 1983. Second edition. With an appendix by
Sternberg and Victor W. Guillemin.

[. Tamura. Spinnable structures on differentiable manifolds.
Proc. Japan Acad., 48:293-296, 1972.

José Luis Tabara Carbajo. Geometria Simpléctica. Libro Abier-
to/Serie Matemédgicas. 2003. http://alqua.org/libredoc/GS.

C. B. Thomas. Almost regular contact manifolds. J. Differential
Geometry, 11:521-533, 1976.

David Trotman. Lectures on real stratification theory, 2005. avai-
lable on http://www.cmi.univ-mrs.fr/ trotman/cours121005.pdf.

W. P. Thurston and H. E. Winkelnkemper. On the existence of
contact forms. Proceedings of the American Mathematical So-
ciety, 52(1):345-347, 1975.

Izu Vaisman. Lectures on the geometry of Poisson manifolds.
Birkhauser Verlag, Germany. 1994.

A. Weinstein. Contact surgery and symplectic handlebodies.
Hokkaido Mathematical Journal, 20(2), 1991.

H. E. Winkelnkemper. Manifolds as open books. Bull. Am. math.
Soc., 79:45-51, 1973.



	Portada

	Índice General

	Introducción

	Capítulo I. Un Poco de Geometría

	Capítulo II. ¿Estructuras de Contacto o Libros 
Abiertos?
	Capítulo III. Variedades  Angulo-Momento y  Angulo-Momento Mixtas

	Capítulo IV. Distintas Estructuras Geométricas

	Capítulo V. Variedades de Contacto en
Dimensiones Altas

	Epílogo

	Apéndices

	Referencias




