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A mi bebé hermoso:
Ian Aldair.



Queda Prohibido

Queda prohibido llorar sin aprender,
levantarte un d́ıa sin saber que hacer,

tener miedo a tus recuerdos.

Queda prohibido no sonreir a los problemas,
no luchar por lo que quieres,
abandonarlo todo por miedo,

no convertir en realidad tus sueños.

Queda prohibido no demostrar tu amor,
hacer que alguien pague tus deudas y mal humor.

Queda prohibido dejar a tus amigos,
no intentar comprender lo que vivieron juntos,

llamarles solo cuando los necesitas.

Queda prohibido no ser tú ante la gente,
fingir ante las personas que no te importan,

hacerte el gracioso con tal de que te recuerden,
olvidar a toda la gente que te quiere.

Queda prohibido no hacer las cosas por ti mismo,
no creer en Dios y hacer tu destino,

tener miedo a la vida y a sus compromisos,
no vivir cada d́ıa como si fuera un último suspiro.

Queda prohibido echar a alguien de menos sin alegrarte,
olvidar sus ojos, su risa, todo,

porque sus caminos han dejado de abrazarse,
olvidar su pasado y pagarlo con su presente.



iv Queda Prohibido

Queda prohibido no intentar comprender a las personas,
pensar que sus vidas valen mas que la tuya,

no saber que cada uno tiene su camino y su dicha.

Queda prohibido no crear tu historia,
dejar de dar las gracias a Dios por tu vida,

no tener un momento para la gente que te necesita,
no comprender que lo que la vida te da, también te lo quita.

Queda prohibido no buscar tu felicidad,
no vivir tu vida con una actitud positiva,
no pensar en que podemos ser mejores,

no sentir que sin ti este mundo no seŕıa igual.

Pablo Neruda.
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por haberme recomendado con Alberto Verjovsky para que me aceptara co-



x Agradecimientos.

mo su estudiante, lo cual ha sido de las mejores cosas que me han sucedido
en la vida.

Al mejor operador de cabina de radio de todo Morelos: Ramón Quinta-
na (aún cuando nuestras vidas estén desfasadas tanto en tiempo como en
espacio), por haberme hecho aquel domingo de mayo de 2008 la siguiente
pregunta: ¿quieres ser mi amiga? y con algo tan sencillo haber escrito la pri-
mera página de la mejor etapa de mi vida: ser madre y en particular madre
de Ian. Sr. ingeniero gracias por ser el papá de Ian.
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brir un sin fin de cosas fascinantes, pero sobre todo porque descubŕı que las
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A Santiago López de Medrano por haber aceptado ser tanto sinodal de mi
examen doctoral como sinodal de mi examen de candidatura y a ráız de eso,
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A todos mis amigos y compañeros: Victor Hugo, Ramón, Kary-Kary, Germán,
Ataulfo, Bety, Daniel, ρ, Toño, Gustavo, Pare, Daisy, Erick, Mario, Vane-
ssa, Marina, Pedro, Toña, Hugo, Hector, Aurelio, Margareta, Haydee, Carlos
Cabrera, Jannina, Oscar, en fin a todos, desde la A hasta la Z (para evitar
omisiones) ya que siempre recib́ı de ellos (y aún sigo recibiendo) un abrazo,
un saludo, una palabra de aliento en el momento justo en que lo necesitaba
para continuar... y sobre todo, por haberme brindado su amistad sincera.

A Angel Cano por haberme apoyado con una beca de proyecto PAPPIT
IA100112 para ayudarme a concluir mi tesis.

A Liz por que siempre se preocupó por mi más allá de los aspectos académi-
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Además, porque siempre me recibió con una sonrisa y por haberme en-
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que en algunas ocasiones me dedicaron.



xiv Agradecimientos.

A CONACyT por el apoyo otorgado a través de una beca para realizar mis
estudios de doctorado y por la beca de ayudante de investigador Nacional
Nivel III con No. de expediente 1170.

A PAPIIT por la beca otorgada a través del proyecto IA100112 para conti-
nuar con esta tesis.



Contenido General.

Después de todo, todo ha sido nada,
a pesar de que un d́ıa fué todo.

Después de nada, o después de todo
supe que todo no era más que nada.

José Hierro.
Vida.

En esta tesis se construyen nuevos ejemplos de variedades de contacto en
dimensiones arbitrariamente grandes. Estas variedades, las cuales llamamos
variedades ángulo-momento mixtas, están relacionadas con las variedades
ángulo-momento clásicas:

Caṕıtulo III. Se definen las variedades ángulo-momento aśı como una
generalización de dichas variedades a las cuales llamamos variedades
ángulo-momento mixtas.

Caṕıtulo IV. Se describen distintas estructuras geométricas que ad-
miten las variedades ángulo-momento como descomposición de libro
abierto y estructura regular de Poisson, aśı como ejemplos de descom-
posiciones de libro abierto de dichas variedades.

Caṕıtulo V. Se presenta el resultado principal de esta tesis: la cons-
trucción de una estructura de contacto sobre las variedades ángulo-
momento mixtas. La construcción que se presenta es, en cierto sentido,
expĺıcita.

Se hace énfasis que tanto en el caṕıtulo I como en el caṕıtulo II se da una bre-
ve introducción sobre conceptos y resultados básicos: formas diferenciales,
politopos, variedades simplécticas, geometŕıa de contacto, descomposición
de libro abierto, confoliaciones y variedades de Poisson. Se presenta la co-
rrespondencia que existe entre estructuras de contacto y libros abiertos y
viceversa.
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Ésto debido a que dichos conceptos serán utilizados a lo largo de toda la
tesis. El lector familiarizado con este material puede omitirlo y co-
menzar en el caṕıtulo III.

En el apéndice I se muestra que un caso particular de variedades ángulo-
momento mixtas admiten estructuras de contacto. Ésto como una conse-
cuencia de un resultado de C. Meckert y de trabajos de Y. Eliashberg y A.
Weinstein (observación hecha por D. Pancholi).



Introducción.

Be content with what you have
rejoice in the way things are.

When you realize there is nothing lacking,
the whole world belongs to you.

Lao-tzu.
Tao Te Ching.

La topoloǵıa de la intersección de cuádricas en Cn de la forma

n∑
j=1

λλλj |zj |2 = 0,
n∑
j=1

|zj |2 = 1,

donde λλλj =
(
λ1
j
, . . . , λm

j

)
∈ Cm para m ≥ 1 y n > 2m tal que la configura-

ción ΛΛΛ satisface la condición de hiperbolicidad débil ha sido estudiada por
diferentes matemáticos. S. López de Medrano y A. Verjovsky en [LdMV97]
estudiaron el caso m = 1. Aqúı, dichas intersecciones son difeomorfas a pro-
ductos de tres esferas o a la suma conexa de variedades que son producto
de dos esferas. La generalización a m > 1 fue dada por L. Meersseman en
[Mee00], donde se remarca la belleza, la rica geometŕıa y topoloǵıa de dichas
variedades (también se puede consultar el art́ıculo de S. Gitler y S. López
de Medrano [GLdM13]).

Para m ≥ 1 estas variedades se conocen como variedades ángulo-momento y
las denotamos porM(ΛΛΛ,m,n)

1
. Estas variedades son haces principales sobre va-

riedades compactas complejas que en general no son Kähler (ver [LdMV97]
y [Mee00]). Estas variedades han sido estudiadas por V. Buchstaber y T.
Panov, entre otros (ver [BBCG10], [BP02] y [DJ91]).

Las variedades ángulo-momento son muy interesantes pues, aparte de que
tienen una topoloǵıa muy rica, tienen estructura de libros abiertos y admiten
diferentes estructuras geométricas (ver caṕıtulo IV). Las variedades ángulo-
momento admiten una acción localmente libre de R2k con k ∈ {1, . . . ,m},
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(ver [Mee00]) y por tanto, las órbitas determinan una foliación simpléctica
de manera natural y como consecuencia, dichas variedades son variedades
regulares de Poisson (ver sección § 4 del caṕıtulo IV).

En [MV04] L. Meersseman y A. Verjovsky mostraron que para cada m ≥ 1
la variedad compacta compleja (la cual en general no es Kähler), obtenida
como el espacio de órbitas de la acción de S1 sobre una variedad ángulo-
momento, admite una acción holomorfa localmente libre de Cm. Más aún,
la foliación holomorfa F de dimensión m obtenida por esta acción es una
foliación transversalmente Kähler (ver [LJJ99]).

Bajo una condición de racionalidad sobre la configuración de vectores ΛΛΛ, el
espacio de hojas de F es una variedad algebraica tórica o un orbifold alge-
braico tórico. Más aún, toda variedad tórica (u orbifold) con singularidades
cociente se obtiene por esta construcción. El conjunto de configuraciones
satisfaciendo la condición de racionalidad es densa en el conjunto de confi-
guraciones.

Un art́ıculo fundamental que interrelaciona cuádricas reales en Cn, varieda-
des complejas y combinatoria de politopos es [BM06], cuyos autores son L.
Meersseman and F. Bosio, publicado en Acta Mathematica.

En el caṕıtulo III definimos una generalización de las variedades ángulo-
momento, a las cuales llamamos variedades ángulo-momento mixtas, obteni-
das por la intersección de las siguientes cuádricas no coaxiales (ver [GGLdM]
para el caso m = 1):

Para m = 1 y s ≥ 1:

s∑
r=1

w2
r +

n∑
j=1

λj |zj |2 = 0,

s∑
r=1

|wr|2 +

n∑
j=1

|zj |2 = 1,

donde λj ∈ C para toda j ∈ {1, . . . , n}.

Para m > 1:

www2 +

n∑
j=1

λλλj |zj |2 = 0,

m∑
k=1

|wk|2 +

n∑
j=1

|zj |2 = 1,

donde www2 =
(
w2

1, . . . , w
2
m

)
∈ Cm con wk ∈ C, k ∈ {1, . . . ,m} y λλλj =(

λ1
j
, . . . , λm

j

)
∈ Cm para toda j ∈ {1, . . . , n}.
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En el primer caso, las variedades obtenidas son sumas conexas de productos
de dos esferas (ver [GGLdM] y sección § 3 del caṕıtulo III) y también admi-
ten una descomposición de libro abierto (ver [GLdM13], [LdM] y [BLdMV]).

Observemos que para m ≥ 1 cuando s = 0 y www2 = (0, . . . , 0) ∈ Cm, obtene-

mos una variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Por otro lado, uno de los problemas fundamentales de la topoloǵıa de contac-
to es saber que variedades admiten una estructura de contacto sobre ellas.
En dimensión tres toda variedad admite una estructura de contacto (ver
[Lut79] y [Mar71]). Estas estructuras de contacto se clasifican en torcidas y
tensas. La clasificación de estructuras de contacto torcidas fue dada por Y.
Eliashberg y puede consultarse en [Eli89]. La clasificación de estructuras de
contacto tensas puede consultarse en los siguientes art́ıculos de K. Honda
[Hon00a] y [Hon00b].

La primera construcción de variedades de contacto en dimensiones altas fue
dada por W. M. Boothby y H. C. Wang en [BW58]. Este trabajo fue extendi-
do por C. B. Thomas (ver [Tho76]) quien dió muchos ejemplos de variedades
de contacto en dimensiones altas. R. Lutz demostró que el toro de dimensión
cinco admite una estructura de contacto (ver [Lut79]).

S. J. Altschuler en [Alt95] introdujo, para dimensión tres, el concepto de
confoliaciones conductivas; esto es, confoliaciones que tienen la propiedad
de propagar “contacto” a todos los puntos de una variedad por medio de
caminos con ciertas caracteŕısticas. Estas ideas fueron generalizadas por S.
J. Altschuler en conjunto con L. F. Wu en [AW00] (ver caṕıtulo I, sección
§ 5).

En 2002 F. Bourgeois demostró que todo toro de dimensión impar admite
una estructura de contacto (ver [Bou02]). Su construcción se basa en re-
sultados de E. Giroux y J. P. Mohsen sobre la correspondencia entre libros
abiertos y estructuras de contacto en conjunto con la demostración de R.
Lutz de que el toro de dimensión cinco es variedad de contacto (ver [Gir02],
[GM] y [Lut79]).



xx Introducción.

En esta tesis se demuestra que la 1-forma canónica en CN dada por

α = i

N∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

)
,

cuando se restringe al haz tangente de una variedad ángulo-momento es no
trivial pero no define una estructura de contacto. Sin embargo, se define una
estructura regular de Poisson tal que las hojas de su foliación simpléctica
asociada corresponden a las órbitas de una acción localmente libre de R2m

(ver sección § 4 del caṕıtulo IV).

Por otro lado, para una variedad ángulo-momento mixta esta 1-forma real
es no trivial y más aún, puede ser deformada, por una perturbación C

∞

arbitrariamente pequeña, a una forma de contacto. La construcción que se
presenta es, en cierto sentido, expĺıcita pues es la difusión instantanea a
través del flujo del calor de una 1-forma expĺıcita, la cual es una confolia-
ción positiva (ver caṕıtulo V).



Caṕıtulo I

Un poco de geometŕıa.

I can remember absorbing each of these concepts
as something new and interesting, and spending
a good deal of mental time and effort digesting

and practicing with each, reconciling it
with the others.

William P. Thurston.
On Proof and Progress in Mathematics.

Antes de definir las variedades ángulo-momento mixtas y construir una es-
tructura de contacto sobre ellas, es importante tener una idea acerca de
algunos conceptos que se utilizarán en toda la tesis. Por este motivo se in-
cluye este caṕıtulo, haciendo énfasis en que si el lector está familiarizado
con este material, puede omitirlo y comenzar en el caṕıtulo II o
incluso en el caṕıtulo III.

Brevemente se introduce el concepto de forma diferencial, politopo conve-
xo, aśı mismo, se define variedad simpléctica, variedad compleja, variedad
presimpléctica o de casi contacto, foliación simpléctica sobre variedades de
Poisson. Presentamos un poco de geometŕıa de contacto y confoliaciones1

positivas. Siguiendo con la definición de libro abierto y presentando ejemplos.

Para un estudio mas detallado de todos estos conceptos se recomiendan las
siguientes referencias: [Mor01], [Ste83], [Gru03], [TC03], [HW], [MMP04],
[Gei01], [Gei], [Etn03], [Gra59], [Lut79], [Mar71], [Ale23], [Win73], [TW75],
[BJ82], [EG92], [Lie72], [Ben83], [EH01], [Nie06], [Pre07], [NVK07], [Mec82],
[AW00], [ET98], [Tam72], [Vai94], [Mat], [Tro05], [LFM14], entre otras.

1confoliations.
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§ 1. Campos Vectoriales

Sea M una n-variedad diferenciable.

Definición I.1. La función X : M → T(M), con valores vectoriales, que
asigna a cada punto p ∈ M un vector tangente vp ∈ Tp(M) es llamada
campo vectorial sobre M.

Sea
(
U ;x1, . . . , xn

)
un sistema de coordenadas locales alrededor de p ∈ U ,

U ⊂M. Escribimos el vector tangente vp de la siguiente manera:

vp =

n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

donde ai es una función definida sobre U . Decimos que vp es de clase C
∞

,
con respecto a p, si todo coeficiente ai es una función de clase C

∞
.

Consideremos otro sistema de coordenadas locales,
(
U ; y1, . . . , yn

)
, alrededor

de p. Entonces,

vp =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ai(p)
∂yj
∂xi

(p)

)
∂

∂yj
.

Por lo tanto, la condición de que todo coeficiente sea una función de clase
C
∞

no depende de la elección de coordenadas locales. Sea X(M) el conjunto
de todos los campos vectoriales sobre M. Este conjunto define un espacio
vectorial sobre R.

Sea f una función de clase C
∞

sobre M; es decir, f ∈ C∞(M). Un campo
vectorial X sobre M actua sobre f de la siguiente forma:(

Xf
)
(p) = vp(f), p ∈M.

En coordenadas locales escribimos(
Xf
)
(p) =

n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
(p),

de modo que Xf es una función de clase C
∞

sobre M llamada derivada de
f por el campo vectorial X . Tenemos un mapeo:(

X , f
)
7→ Xf,

donde
(
X , f

)
∈ X(M)× C∞(M) y Xf ∈ C∞(M).
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Definición I.2. Sea f ∈ C
∞

(M) y X ∈ X(M). Decimos que f es una
derivación si satisface las siguientes propiedades:

1. X (af + bg) = aXf + bX g, donde a, b ∈ R y g ∈ C∞(M).

2. X (fg) =
(
Xf
)
g + f

(
X g
)
, con g ∈ C∞(M).

§ 1.1. El Corchete de Campos Vectoriales.

Sean X ,Y ∈ X(M) dos campos vectoriales sobre una n-variedad M dife-
renciable. Entonces, X y Y actúan sobre el conjunto de todas las funciones
de clase C

∞
sobre M como derivaciones.

Sea f ∈ C
∞

(M). Consideremos el mapeo f 7→ X
(
Yf
)
− Y

(
Xf
)
, en este

caso X
(
Yf
)
− Y

(
Xf
)
∈ C∞(M).

Reescribimos X
(
Yf
)
−Y
(
Xf
)

como
(
XY−YX

)
f , para indicar que XY−YX

expresa un campo vectorial sobre M. Sea
[
X ,Y

]
= XY − YX y considere-

mos, en cada punto p ∈M, la correspondencia

f 7→
[
X ,Y

]
p
f = Xp

(
Yf
)
− Yp

(
Xf
)
∈ R.

Observemos que podemos considerar
[
X ,Y

]
p

como un vector tangente a

M en p (ver [Mor01, Definition 1.32 ]). Expresando X y Y en coordenadas
locales:

X =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
, Y =

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
,

tenemos que

[
X ,Y

]
p
f =

n∑
i,j=1

(
ai(p)

∂bj
∂xi

(p)− bi(p)
∂aj
∂xi

(p)

)
∂f

∂xj
(p).

Entonces,
[
X ,Y

]
define un campo vectorial sobreM, el cual llamamos cor-

chete de X y Y y su expresión local está dada por

[
X ,Y

]
=

n∑
i,j=1

(
ai
∂bj
∂xi
− bi

∂aj
∂xi

)
∂

∂xj
.
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Proposición I.1. El corchete de campos vectoriales satisface las siguientes
propiedades:[

aX + bX ′,Y
]

= a
[
X ,Y

]
+ b
[
X ′,Y

]
, con a, b ∈ R y lo mismo para Y.[

Y,X
]

= −
[
X ,Y

]
.

Identidad de Jacobi:
[
[X ,Y],R

]
+
[
[Y,R],X

]
+
[
[R,X ],Y

]
= 0.[

fX , gY
]

= fg
[
X ,Y

]
+ f

(
X g
)
Y − g

(
Yf
)
X , con f y g funciones de

clase C
∞

sobre M.

Definición I.3. Llamamos álgebra de Lie a un espacio vectorial bajo la
operación corchete [ , ], de modo que [ , ] satisface las propiedades de la
proposición I.1.

Observación I.1. X(M) es un álgebra de Lie sobre R bajo la operación
corchete.

§ 2. Formas Diferenciales.

Consideremos el álgebra con unidad 1 sobre R, la cual denotamos por Λ∗
n
,

generada por dx1, . . . , dxn y que satisface la siguiente ecuación para todo
i, j:

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi.

Esta álgebra se conoce como álgebra exterior generada por dx1, . . . , dxn.

Observación I.2. dxi ∧ dxi = 0 para toda i.

Si definimos que el grado de dxi sea igual a uno, entonces el grado de cada
monomio en Λ∗

n
estará definido.

Consideremos ahora el conjunto Λk
n

de todas las combinaciones lineales de
monomios de grado k, se tiene entonces que

Λ∗
n

=

n⊕
k=0

Λk
n

= Λ0
n
⊕ · · · ⊕ Λn

n
.

Observación I.3.

Podemos tomar dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 6 i1 < · · · < ik 6 n como una base
de Λk

n
.
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dim Λk
n

=

(
n
k

)
.

Si k > n, entonces Λk
n

= 0 y dim Λ∗
n

= 2n.

Definición I.4. Una forma diferencial de grado k sobre Rn o k-forma es
una combinación lineal de los elementos de la base dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , cuyos
coeficientes son funciones de clase C

∞
sobre Rn:

ω =
∑

i1<···<ik

fi1 . . . fik (x1, . . . , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Denotamos por Ak (Rn) al conjunto de todas las k-formas sobre Rn, esto es:

Ak (Rn) =

{
ω : Rn → Λk

n

∣∣ ω ∈ C∞ (Rn)

}
.

Del mismo modo podemos considerar el álgebra de todas las formas diferen-
ciales sobre Rn:

A∗ (Rn) =

n⊕
k=0

Ak (Rn) .

Observemos que A0 (Rn) = C
∞

(Rn); esto es, las formas diferenciales de gra-
do cero sobre Rn corresponden a funciones sobre Rn de clase C

∞
.

Sean ω ∈ Ak (Rn) y η ∈ A` (Rn) una k-forma y una `-forma respectivamente.
Definimos el producto exterior de ω y η como sigue:

ω ∧ η =
∑
I,J

fIgJdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxj` ,

donde

ω =
∑
I

fIdxi1 ∧ · · · ∧ dxik , η =
∑
J

gJdxj1 ∧ · · · ∧ dxj` .

Vamos a definir un mapeo lineal d : Ak (Rn) → Ak+1 (Rn) como sigue: sea
ω = f (x1, . . . , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , entonces

dω =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Este mapeo se conoce como derivada exterior.
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Definición I.5. Una forma diferencial ω es cerrada si dω = 0. Si una forma
diferencial η se puede escribir como η = dω con ω una forma diferencial,
llamamos a η forma exacta.

Observación I.4.

d(dω) = 0.

Una forma exacta siempre es una forma cerrada.

Proposición I.2. Sean ω ∈ Ak (Rn) y η ∈ A` (Rn), entonces

i) η ∧ ω = (−1)k` ω ∧ η.

ii) d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)k ω ∧ dη.

Sean U ⊂ Rn y U ′ ⊂ Rn abiertos de Rn y sea ϕ : U → U ′ un difeomorfismo.
Definimos un homomorfismo ϕ∗ : A∗(U ′) → A∗(U) del álgebra de todas las
formas diferenciales sobre U al álgebra de todas las formas diferenciales sobre
U ′ como sigue: consideremos una función arbitraria f ∈ A0(U ′) entonces
ϕ∗(f) = f ◦ ϕ ∈ A0(U) y sea

ϕ∗ (dxi) = d

(
ϕ∗ (xi)

)
.

Extendemos ϕ∗ a formas diferenciales de cualquier grado de modo que se
satisfaga

ϕ∗ (ω ∧ η) = ϕ∗(ω) ∧ ϕ∗(η),

para el producto exterior de dos formas diferenciales.

§ 2.1. Relación entre Λ∗
n

y T0 (Rn).

El espacio tangente a Rn en el origen, T0 (Rn), es un espacio vectorial de
dimensión n cuya base está formada por ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, donde cada dxi se

considera como un elemento en el espacio dual T∗
0

(Rn) de T0 (Rn). Esto
porque estamos considerando a xi : Rn → R como una función de clase C

∞

y su diferencial en el origen, dxi : T0 (Rn)→ R, es lineal. Se sigue entonces
que

dxi

(
∂

∂xj

)
= δij .

Observación I.5. Λ1
n

= T∗
0

(Rn).
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En general, cualquier elemento de Λk
n

es una combinación lineal de elementos
de la forma ω = α1 ∧ · · · ∧ αk, donde αi ∈ Λ1

n
. Consideremos Xi ∈ T0 (Rn)

con i = 1, . . . , k, definimos el mapeo

ω : T0 (Rn)× · · · ×T0 (Rn)→ R

de la siguiente manera

ω (X1, . . . ,Xk) =
1

k!
det

(
αi
(
Xj
))
,

donde
(
αi
(
Xj
))

es una matriz cuya entrada (i, j) corresponde a αi
(
Xj
)
.

El mapeo ω satisface las siguientes propiedades:

Es multilineal: sea Xi arbitrario, entonces

ω
(
X1, . . .Xi−1, aXi + bX ′i ,Xi+1, . . . ,Xk

)
= aω

(
X1 . . . ,Xi, . . . ,Xk

)
+ bω

(
X1, . . . ,X ′i , . . . ,Xk

)
.

Es alternante: para una permutación arbitraria de n letras σ ∈ Gn,

ω
(
Xσ(1), . . . ,Xσ(n)

)
= sgn(σ)ω

(
X1, . . . ,Xn

)
,

donde sng(σ) es el signo de σ y Gn son todas las permutaciones de n
elementos.

Definición I.6. El mapeo ω satisfaciendo las propiedades mencionadas se
conoce como forma alternante de grado k sobre T0 (Rn).

§ 2.2. Formas Diferenciales sobre Variedades Diferenciables.

Ahora vamos a definir formas diferenciales sobre una variedad diferenciable
arbitraria.

El espacio dual, T∗
p
(M), del espacio tangente Tp(M) en p ∈M es llamado

espacio cotangente en p y podemos considerar su álgebra exterior Λ∗T∗
p
(M).

Definición I.7. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que ω es una
k-forma en M si a cada punto p ∈ M le asigna ωp ∈ Λ∗T∗

p
(M) tal que ωp

es de clase C
∞

, con respecto a p.
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Sea U una vecindad arbitraria y consideremos x1, . . . , xn, funciones coorde-
nadas definidas sobre U . Para cualquier punto p ∈ U , el siguiente conjunto
es una base del espacio tangente a M en p:{(

∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

}
.

Observemos que las funciones xi pueden pensarse como funciones xi : U → R
de clase C∞ . Ahora consideremos el diferencial de dichas funciones en el
punto p, (dxi)p : Tp(M)→ Txi(p)(R). Ya que podemos identificar Txi(p)(R)
con R, consideramos a (dxi)p como un elemento de T∗

p
(M) y se tiene

dxi

(
∂

∂xj

)
= δij .

Definimos la base dual de T∗
p
(M) como el conjunto

{
(dx1)p , . . . , (dxn)p

}
.

Por tanto, expresamos ωp de la siguiente forma:

ωp =
∑

i1<···<ik

fi1...ik (p)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , (I.1)

dicha expresión se conoce como expresión local de la k-forma ω sobre M.

Observación I.6. ωp es de clase C
∞

siempre que fi1...ik (p) sea de clase C
∞

como función de p.

§ 2.3. Operaciones Sobre Formas Diferenciales.

a) Producto Exterior.

Sean ω ∈ Ak(M) una k-forma sobre M y η ∈ A`(M) una `-forma
sobreM. Para todo p ∈M el producto ωp∧ηp ∈ Λk+`T∗

p
(M) está de-

finido:
(ω ∧ η)p = ωp ∧ ηp.

Expresando ωp y ηp en coordenadas locales: ω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,
η = gdxj1 ∧ · · · ∧ dxj` , tenemos

ω ∧ η = fgdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxj` .

Sea (ω, η) ∈ Ak(M) × A`(M), el producto exterior induce un mapeo
bilineal:

(ω, η) 7→ ω ∧ η ∈ Ak+`(M).
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Este mapeo satisface las siguientes propiedades:

• η ∧ ω = (−1)k` ω ∧ η.

• Sean X1, . . . ,Xk+` ∈ X (M) campos vectoriales arbitrarios, en-
tonces:

ω ∧ η
(
X1, . . . ,Xk+`

)
=

1

(k + `)!

∑
σ

sgn(σ)ω
(
Xσ(1), . . . ,Xσ(k)

)
η
(
Xσ(k+1), . . . ,Xσ(k+`)

)
,

donde σ vaŕıa sobre el conjunto Gk+` de todas las permutaciones
de k + ` letras 1, 2, . . . , k + `.

b) Derivada Exterior.

Sea ω ∈ Ak(M) una k-forma sobreM. Definimos su derivada exterior
dω ∈ Ak+1(M) como

dω =
∑
j

∂f

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

donde ω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik localmente.

La derivada exterior define un mapeo lineal de grado uno

d : Ak(M)→ Ak+1(M),

que satisface las siguientes propiedades:

• d ◦ d = 0.

• Sea ω ∈ Ak(M), se tiene que

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)k ω ∧ dη.
Teorema I.1. Sea M una variedad de clase C

∞
y sea ω ∈ Ak(M)

una k-forma arbitraria sobre M. Para campos vectoriales arbitrarios
X1, . . . ,Xk+1 ∈ X(M), se tiene

dω
(
X1, . . . ,Xk+1

)
=

1

k + 1

{k+1∑
i=1

(−1)i+1 Xi
(
ω
(
X1, . . . , X̂i, . . . ,Xk+1

))
+
∑
i<j

(−1)i+j ω

([
Xi,Xj

]
,X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . ,Xk+1

)}
,

donde X̂i significa que Xi ha sido omitido.
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c) Pullback por un Mapeo.

Sean M una variedad C
∞

y f : M → N un mapeo de clase C
∞

.
Consideremos el diferencial de f en cada punto p ∈M, esto es

f∗ : Tp(M)→ Tf(p)(N ).

El mapeo dual inducido por f∗ es f∗ : T∗
f(p)

(N )→ T∗
p
(M); esto es, el

mapeo definido por

f∗(α)(X ) = α

(
f∗(X )

)
,

con α ∈ T∗f(p)(N ) y X ∈ Tp(M).

f∗ induce, para k arbitraria, un mapeo lineal

f∗ : ΛkT∗
f(p)

(N )→ ΛkT∗
p
(M)

e induce un homomorfismo de álgebras:

f∗ : A∗(N )→ A∗(M).

Sea ω ∈ Ak(N ) una forma diferencial sobre N , f∗ω ∈ Ak(M) es
llamada pullback por f .

Proposición I.3. Sean M, N variedades C
∞

. Sea f : M → N un
mapeo de clase C

∞
y f∗ : A∗(N )→ A∗(M) el mapeo inducido por f .

Entonces, f∗ es lineal y satisface las siguientes propiedades:

• f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η con ω ∈ Ak(N ) y η ∈ A`(N ).

• d (f∗ω) = f∗(dω), con ω ∈ Ak(M).

d) Producto Interior. Sea M una variedad C
∞

y X ∈ X(M) un cam-
po vectorial sobre M. Definimos un mapeo lineal, llamado producto
interior, ιX : Ak(M)→ Ak−1(M) como

ιXω
(
X1, . . . ,Xk−1

)
= kω

(
X ,X1, . . . ,Xk−1

)
,

para ω ∈ Ak(M), X1, . . . ,Xk−1 ∈ X(M). Si k = 0, definimos ιX = 0.
Este mapeo es una anti derivación de grado −1; esto es,

ιX (ω ∧ η) = ιXω ∧ η + (−1)k ω ∧ ιX η,

con ω ∈ Ak(M) y η ∈ A`(M).
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§ 3. Teorema de Frobenius.

§ 3.1. Teorema de Frobenius para Campos Vectoriales.

Vamos a estudiar campos de subespacios de dimensión r.

Sea D : M → T(M) una función que asigna a cada punto p ∈ M un
subespacio, Dp ⊂ Tp(M), de dimensión r de modo que existen r campos
vectoriales X1, . . . ,Xr, definidos en una vecindad U de cada punto p, tales
que

{
X1, . . .Xr

}
es una base de Dq, en todo punto q ∈ U .

Definición I.8. D es llamada r-distribución sobre M.

Sea N una subvariedad de M y sea D una r-distribución sobre M. Si
Tp(N ) = Dp, para p ∈ N arbitrario, decimos que N es una variedad inte-
grable de D.

Definición I.9. Una r-distribución D es completamente integrable si, para
todo p ∈M, existe una variedad integrable.

Observación I.7. Una 1-distribución siempre es completamente integrable.

Sea D una r-distribución. Denotamos por X(D) al conjunto de todos los
campos vectoriales X , tales que Xp ∈ Dp para todo p ∈ M. Si X ∈ X(D)
decimos que X pertenece a D.

Definición I.10. Una r-distribución D sobre una variedad diferenciableM
es involutiva si, para cualesquiera dos campos vectoriales arbitrarios X ,Y
pertenecientes a D, el corchete

[
X ,Y

]
también pertenece a D.

Teorema I.2 (Teorema de Frobenius para campos vectoriales). Una r-
distribución D sobre una variedad diferenciable M es completamente inte-
grable si y solo si D es involutiva.

§ 3.2. Teorema de Frobenius para Formas Diferenciales.

Sea D una r-distribución sobre una n-variedad diferenciable M. Vamos a
dar una representación de D en términos de formas diferenciales.
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Para k ≥ 1 arbitrario, sean

Ik(D) =
{
ω ∈ Ak(M)

∣∣ ω(X1, . . . ,Xk
)

= 0, Xi ∈ D
}
,

y

I(D) =
n⊕
k=1

Ik(D),

donde I(D) corresponde al conjunto de todas las formas diferenciales sobre
M que se anulan sobre D. Tenemos el siguiente lema:

Lema I.1.

I(D) es un ideal de A∗(M). Esto es, I(D) es un subespacio lineal de
A∗(M) y se tiene θ∧ω ∈ I(D) para θ ∈ A∗(M) arbitrario y ω ∈ I(D).

Localmente I(D) está generado por s = (n − r) 1-formas linealmente
independientes. Esto es, para p ∈ M arbitrario, existe una vecindad
abierta U de p y 1-formas ω1, . . . , ωs, linealmente independientes en
cada punto de U , tal que ω ∈ I(D) arbitraria se escribe de la siguiente
forma:

ω =
s∑
i=1

θi ∧ ωi.

Los θi son formas diferenciales sobre U . Para un punto arbitrario q ∈ U
se tiene:

Dq =

{
X ∈ Tq(M)

∣∣ ω1(X ) = · · · = ωs(X ) = 0

}
.

Consideremos una r-distribución D sobreM y el ideal I(D) de A∗(M), que
consiste de todas las formas diferenciales que se anulan sobre D.

Proposición I.4. D es involutiva si y solo si I(D) es cerrado con respecto
a la operación de derivada exterior, es decir:

dI(D) ⊂ I(D).
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Por otro lado, una r-distribución D arbitraria sobre una n-variedad diferen-
ciable M se puede representar localmente por las siguientes ecuaciones:

ω1 = · · · = ωs = 0,

donde ω1, . . . , ωs son s = (n− r) 1-formas linealmente independientes sobre
una vecindad U de un punto p ∈M dado. Esto es,

Dq =

{
X ∈ Tq(M)

∣∣ ω1(X ) = · · · = ωs(X ) = 0

}
en un punto q ∈ U arbitrario. Entonces podemos reescribir la proposición
anterior de la siguiente manera:

D es involutiva si y solo satisface la siguiente condición de integrabilidad :
existen 1-formas ωij sobre U , tales que

dωi =
s∑
j=1

ωij ∧ ωj , i = 1, . . . , s.

Teorema I.3 (Teorema de Frobenius para formas diferenciales). Una r-
distribución D sobre una n-variedad diferenciable M es completamente in-
tegrable si y solo si las 1-formas ω1, . . . , ωs son linealmente independientes
sobre una vecindad abierta de todo punto sobre M, tales que

Dq =

{
X ∈ Tq(M)

∣∣ ω1(X ) = · · · = ωs(X ) = 0

}
,

satisfacen la condición de integrabilidad.

§ 3.3. Subespacio Caracteŕıstico.

Sea α una 1-forma definida en un abierto U de una n-variedad diferenciable
M. Definimos el espacio caracteŕıstico de α en el punto x ∈ U como sigue:

Cx(α) =

{
Xx ∈ Tx(M)

∣∣ ιXxαx = 0, ιXxdαx = 0

}
.

La dimensión de Cx(α) es el rango de α en el punto x y su codimensión se
conoce como clase de α en x.

Asociando a cada punto x ∈ U el espacio Cx(α) obtenemos un subhaz
C (α) ⊂ T(M) del haz tangente, el cual llamamos subhaz caracteŕıstico
de α.
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Definición I.11. Una forma α de clase m es regular si no se anula en ningún
punto y es de clase constante m en todo abierto donde está definida.

Definición I.12. Dada una 1-forma α, definida en un abierto U , llamamos
campos caracteŕısticos de α a las secciones del subhaz caracteŕıstico.

Los campos caracteŕısticos son aquellos que satisfacen las condiciones

ιXα = 0, ιXdα = 0.

Proposición I.5. Un campo es caracteŕıstico si y solo si satisface

ιXα = 0, LXα = 0,

donde LX denota la derivada de Lie.

Proposición I.6. El conjunto de campos caracteŕısticos de α es un álgebra
de Lie.

Aplicando el teorema de Frobenius (ver teorema I.2), el subhaz caracteŕıstico
de α es completamente integrable.

Definición I.13. Sea ω una 2-forma cerrada definida sobre una n-variedad
diferenciableM. El espacio caracteŕıstico de ω en el punto x se define como

Lx = rad ωx,

donde rad denota el radical2 de ω.

Igual que en el caso de 1-formas, tenemos el subhaz caracteŕıstico, L ⊂
T(M). En este caso, un campo vectorial X es llamado campo caracteŕıstico
si ιXω = 0.

Cuando ω es de rango constante, el subhaz L es diferenciable.

Proposición I.7. Sea ω una 2-forma cerrada de rango constante sobre M.
Entonces, L es completamente integrable.

Demostración. Sean X y Y dos campos caracteŕısticos, entonces

ι[X ,Y]ω = LX (ιYω)− ιY (LXω) = −ιY (LXω) = ιY(ιYω + dιXω) = 0,

por lo que
[
X ,Y

]
es un campo caracteŕıstico.

Aplicando el teorema de Frobenius (teorema I.2), L es completamente inte-
grable. �

2El núcleo de la polaridad asociada.
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§ 4. Politopos Convexos.

Sea V ⊂ Rd un subconjunto de Rd. Decimos que V es un conjunto convexo si
para cada par de puntos distintos a, b ∈ V, el segmento cerrado cuyos puntos
extremos son a y b está contenido en V.

Definición I.14. La envolvente convexa, H (S), de un conjunto no vacio
S ⊂ Rd es el conjunto de todos los puntos que pueden representarse como
combinaciones convexas de puntos en S; esto es, puntos que pueden expre-
sarse en la forma{ k∑

i=1

λixi

∣∣∣ k∑
i=1

λi = 1, xi ∈ S y λ1, . . . , λk > 0

}
.

Esto es, a cada xi en S le asignamos un coeficiente λi, tales coeficientes son
no negativos y su suma es igual a uno. Para cada elección de coeficientes, la
combinación convexa resultante es un punto en la envolvente convexa y toda
la envolvente convexa se puede construir escogiendo coeficientes en todas las
maneras posibles.

El siguiente teorema, conocido como teorema de Carathéodory, es uno de los
resultados básicos en convexidad.

Teorema I.4 (Carathéodory [Gru03]). Si S es un subconjunto de Rd, en-
tonces todo x ∈ H (S) se expresa como una combinación convexa de a lo
más d+ 1 puntos en S.

B. Grünbaum, en su libro Convex Polytopes ([Gru03]), define un polito-
po convexo como un conjunto convexo compacto, con un número finito de
puntos extremos. Esto nos dice que un politopo convexo compacto P es la
envolvente convexa de un conjunto finito de puntos S, tal que S contiene a
los puntos extremos de P.

Dado un hiperplano H ⊂ Rd denotamos por H+ y H− a los dos semiespacios
cerrados cuya frontera es H.

Definición I.15. Un hiperplano H ⊂ Rd de Rd se dice que soporta a P si
alguno de los semiespacios cerrados H+, H− contiene a P.

Un subconjunto F ⊂ P de P es una cara de P si es el conjunto vacio, el
mismo P o la intersección de P con un hiperplano que lo soporta.
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§ 4.1. Politopos combinatoriamente equivalentes.

El concepto de politopos combinatoriamente equivalentes es muy importan-
te pues muchas propiedades de éstos, solo dependen de su tipo combinatorio.

Sean P y P ′ dos politopos. Decimos que P y P ′ son combinatoriamente
equivalentes si existe una correspondencia uno a uno ϕ entre el conjunto
{F} de todas las caras de P y el conjunto {F ′} de todas las caras de P ′
tal que ϕ preserva inclusiones: F1 ⊂ F2 si y solo si ϕ(F1) ⊂ ϕ(F2).

Observación I.8. Ser combinatoriamente equivalente es una relación de
equivalencia.

§ 5. Estructuras Simplécticas y Complejas.

§ 5.1. Variedades Simplécticas.

Sea V un espacio vectorial real de dimensión m y sea Ω : V × V → R un
mapeo bilineal. Decimos que Ω es antisimétrico si

Ω(u, v) = −Ω(v, u), ∀u, v ∈ V.

Teorema I.5. Sea Ω un mapeo bilinear antisimétrico sobre V . Entonces,
existe una base

{
u1, . . . , uk, e1 . . . , en, f1, . . . , fn

}
de V tal que

Ω (ui, v) = 0 para toda i y para todo v ∈ V .

Ω (ei, ej) = 0 = Ω
(
fi, fj

)
para toda i, j.

Ω
(
ei, fj

)
= δij para toda i, j.

Dicha base se conoce como base canónica (aunque no es única).

Demostración. La demostración es por inducción. Sea

U :=
{
u ∈ V | Ω(u, v) = 0 ∀ v ∈ V

}
.

Escogemos una base u1, . . . , uk de U y un espacio W complementario a U
en V , esto es V = U ⊕W .

Sea e1 ∈W distinto de cero. Entonces, existe f1 ∈W tal que Ω (e1, f1) 6= 0.
Asumimos que Ω (e1, f1) = 1. Sea W1 el espacio generado por e1 y f1 y
WΩ

1 = {w ∈W | Ω(w, v) = 0 ∀ v ∈W1}.
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Supongamos que v = ae1 + bf1 ∈W1 ∩WΩ
1 . Tenemos que

0 = Ω (v, e1) = −b 0 = Ω (v, f1) = a.

Por tanto, v = 0 y se sigue que W1 ∩WΩ
1 = {0}.

Supongamos que v ∈W es tal que Ω (v, e1) = c y Ω (v, f1) = d. Entonces,

v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1) .

Sea e2 ∈ WΩ
1 , e2 6= 0. Existe f2 ∈ WΩ

1 tal que Ω (e2, f2) 6= 0. Asumimos
que Ω (e2, f2) = 1. Sea W2 el subespacio generado por e2 y f2 y se sigue el
mismo procedimiento anterior.

Este proceso se detiene eventualmente pues dimV <∞. Entonces tenemos

V = U ⊕W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn,

donde todos los sumandos son ortogonales con respecto a Ω y donde Wi

tiene base ei, fi con Ω (ei, fi) = 1. �

Sea Ω̃ : V → V ∗ un mapeo lineal definido por

Ω̃(v)(u) := Ω(v, u).

Observemos que el núcleo de Ω̃ es el subespacio U definido en la demostración
del teorema anterior.

Definición I.16. Un mapeo bilineal antisimétrico Ω es llamado simpléctico
o no degenerado si el mapeo Ω̃ es biyectivo, esto es, U = {0}.

En este caso, Ω se conoce como estructura simpléctica lineal sobre V y la
pareja (V,Ω) es un espacio vectorial simpléctico .

Sea ω una 2-forma sobre una variedadM tal que para cada p ∈M el mapeo

ωp : Tp(M)×Tp(M)→ R

es antisimétrico y bilineal sobre Tp(M) y ωp es diferenciable en p.

Definición I.17. Una 2-forma ω es simpléctica si es cerrada y ωp es simplécti-
ca para todo p ∈M.

Sea M una variedad y ω una 2-forma simpléctica, llamamos a la pareja
(M, ω) variedad simpléctica.
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Observación I.9. Las variedades simplécticas (M, ω) son de dimensión par
y ωn es una forma de volumen sobre M.

Ejemplo I.1. ConsideremosM = R2n con coordenadas
(
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

)
.

La 2-forma

ω0 =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi

es simpléctica y el conjunto{(
∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

,

(
∂

∂y1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
p

}
es una base simpléctica de Tp(M).

Teorema I.6 (Darboux). Sea (M, ω) una 2n-variedad simpléctica y sea p
un punto enM. Entonces, existe una carta coordenada

(
U ; x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

)
tal que sobre U

ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

§ 5.2. Variedades Casi Complejas y Variedades Complejas.

Una estructura compleja sobre un espacio vectorial V es un mapeo lineal
J : V → V tal que J2 = −Id. La pareja (V, J) es llamada espacio vectorial
complejo.

Una estructura compleja J sobre V es equivalente a tener una estructura de
espacio vectorial sobre C, donde el mapeo J corresponde a la multiplicación
por i.

Sea (V,Ω) un espacio vectorial simpléctico. Una estructura compleja J sobre
V es compatible con ω si el mapeo lineal GJ : V × V → R definido por
GJ(u, v) = Ω(u, Jv) para todo u, v ∈ V , es un producto interno positivo
sobre V .

Proposición I.8. Sea (V,Ω) un espacio vectorial simpléctico con un pro-
ducto interno G. Entonces, existe una estructura compleja compatible, J ,
sobre V .
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Una estructura casi compleja sobre una variedad M es un campo diferen-
ciable de estructuras complejas sobre los espacios tangentes

p 7→ Jp : Tp(M)→ Tp(M),

con p ∈M, lineal y tal que J2
p = −Id.

La pareja (M, J) se conoce como variedad casi compleja.

Definición I.18. Sea (M, ω) una variedad simpléctica. Una estructura casi
compleja J sobreM es llamada ω-compatible si el mapeo que asigna a cada
punto p ∈M el pareamiento bilineal

gp : Tp(M)×Tp(M)→ R, tal que gp(u, v) := ωp (u, Jpv)

es una métrica riemanniana sobre M.

Ejemplo I.2. Vamos a identificar R2n con Cn usando coordenadas zj =
xj + iyj . Multiplicando por i inducimos un mapeo constante lineal, J0, sobre
los espacios tangentes de modo que J2

0 = −Id. Este mapeo se conoce como
estructura casi compleja natural sobre R2n:

J0

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂yj
, J0

(
∂

∂yj

)
= − ∂

∂xj
.

Para la forma simpléctica natural ω0 =
∑
dxj ∧ dyj y el producto interno

euclidiano g0 =< ·, · >, la relación de compatibilidad se satisface

ω0(u, v) = g0

(
J0(u), v

)
.

Proposición I.9. Sean (M, ω) variedad simpléctica y g una métrica rie-
manniana sobre M. Entonces, existe una estructura casi compleja natural
J sobre M que es ω-compatible.

Corolario I.1. Toda variedad simpléctica (M, ω) tiene estructuras casi
complejas ω-compatibles.

Definición I.19. Una variedad compleja de dimensión compleja n es un
conjunto M con un atlas complejo completo:

A =

{(
Uα,Vα, φα

)}
,

dondeM = ∪αUα, los Vα son subconjuntos abiertos de Cn y los mapeos φα :
Uα → Vα son tales que los mapeos de transición ψαβ son biholomorfismos
como mapeos sobre subconjuntos abiertos de Cn.

Proposición I.10. Toda variedad compleja tiene una estructura casi com-
pleja.
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§ 5.3. Variedades Kähler.

Ahora vamos a definir ciertas variedades que admiten tres estructuras com-
patibles entre si: son variedades simplécticas, complejas y riemannianas.

Definición I.20. Una variedad Kähler es una variedad simpléctica (M, ω)
dotada con una estructura casi compleja ω-compatible que es integrable. La
forma simpléctica ω se conoce como forma Kähler.

Observación I.10.

Si (M, ω) es Kähler, entonces M es una variedad compleja.

Una forma Kähler ω es una 2-forma compatible con la estructura com-
pleja, cerrada, no degenerada.

§ 5.4. Variedades Presimplécticas o de Casi Contacto.

Entre las estructuras simplécticas y de contacto encontramos las estructu-
ras presimplécticas o también conocidas como de casi contacto, las cuales
definimos a continuación.

Definición I.21. Sea ω una 2-forma cerrada de rango máximo sobre una
(2n + 1)-variedad M. Llamamos a ω forma presimpléctica y decimos que
(M, ω) es una variedad presimpléctica.

En otras palabras, en cada punto p ∈M existe un subespacio de codimensión
uno de Tp(M) (el cual puede ser no único), tal que ω es una forma lineal
simpléctica sobre éste.

Observación I.11. El rango de ω es 2n.

Tenemos entonces un subhaz lineal simpléctico con estructura compleja y
un subhaz único de dimensión uno:

R =

{
v ∈ Tp(M) | ιvω = 0

}
.

En particular, Tp(M) tiene una reducción de grupo estructural a U(n)×111.

Por lo tanto, si una variedad orientada M admite una forma presimplécti-
ca ω, su haz tangente T(M) tiene una reducción a U(n) × 111 definido por
el subhaz de Reeb y una elección de una estructura compleja en un haz
simpléctico complementario.
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La existencia de tal reducción es equivalente a la existencia de una 2-forma
de rango máximo (no necesariamente cerrada). La existencia de una 2-forma
de rango máximo es suficiente para la existencia de una forma presimpléctica
(ver [EM02]).

Teorema I.7. Cualquier 2-forma ω de rango máximo se puede deformar,
en el espacio de formas de rango máximo, a una forma presimpléctica ω′.

Definición I.22. SeaM una variedad cerrada de dimensión 2n+1. Decimos
queM es homotópicamente simpléctica si su haz tangente T(M) admite una
reducción a U(n)×111. El término variedad de casi contacto también es usado
para esta estructura.

Por otro lado, se tiene la siguiente definición:

Definición I.23. Una (2n + 1)-variedad M es llamada variedad de cuasi-
contacto si admite una 2-forma cerrada ω tal que ωn es una 2n-forma distinta
de cero en toda la variedad.

D. McDuff mostró en [McD87] que dada una variedad de casi contacto M
existe una estructura de cuasi-contacto ω en M. Y existe la conjetura de
que toda variedad de casi contacto es en realidad una variedad de contacto.

§ 6. Geometŕıa de Contacto.

Se considera que todo comenzó alrededor de 1872 con S. Lie en su art́ıculo
[Lie72]; en el cual introdujo la noción de elemento de contacto y transforma-
ción de contacto como herramientas geométricas para estudiar sistemas de
ecuaciones diferenciales. El uso moderno del término variedad de contacto
y estructura de contacto inició en los años 1958 y 1959.

§ 6.1. Estructuras de Contacto.

Definición I.24. Un elemento de contacto sobre una variedad M es un
punto p ∈M, llamado punto de contacto, junto con un hiperplano tangente3

en p, Dp ⊂ Tp(M).

Lema I.2. Existe una correspondencia uno a uno entre hiperplanos Dp ⊂
Tp(M) y la proyectivización de T∗p(M).

3Un hiperplano tangente es un subespacio de codimensión uno de Tp(M).
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Supongamos que D ⊂ T(M) es una distribución diferenciable de elementos
de contacto (es decir, de hiperplanos tangentes) sobre M:

D : p 7→ Dp ⊂ Tp(M).

Entonces, localmente D = ker(α) para alguna 1-forma α. Esta 1-forma es
única, salvo multiplicación escalar.

Definición I.25. Una estructura de contacto sobre M es una distribución
diferenciable de hiperplanos D ⊂ T(M), tal que, para toda 1-forma α con
D = ker(α) localmente, se tiene que dα|D es simpléctica4. La pareja

(
M,D

)
es llamada variedad de contacto y α forma de contacto.

Sean
(
M,D

)
una variedad de contacto, p ∈ M y α una forma de contacto

local en una vecindad U de p. Entonces, dαp|Dp es una 2-forma simpléctica.
Se sigue que la dimensión de Dp es par, digamos 2n y por tanto la dimensión
de Tp(M) es impar: 2n + 1. Concluimos que toda variedad de contacto(
M,D

)
tiene dimensión impar 2n+ 1.

Proposición I.11. Sea
(
M,D

)
una variedad de contacto. Para todo p ∈

M,
Tp(M) = ker (αp)⊕ ker (dαp) .

Demostración. Ya que dαp|Dp es simpléctica, tenemos que

ker (dαp) ∩ Dp = {0}.

Ahora, como la dimensión de Tp(M) corresponde a la dimensión de Dp más
uno, la dimensión de ker (dαp) es cero o uno.

Supongamos que ker (dαp) es trivial. En este caso, dαp es una 2-forma
simpléctica sobre Tp(M) y se sigue que la dimensión de Tp(M) es par
y entonces, Dp no es un hiperplano tangente.

Por lo tanto, la dimensión de ker (dαp) es uno y como Dp = ker (αp) se
satisface que

Tp(M) = ker (αp)⊕ ker (dαp) .

�

Proposición I.12. Sea D una distribución diferenciable de hiperplanos tan-
gentes sobre M. Entonces, D es una estructura de contacto si y solo si
α ∧ (dα)n 6= 0 para toda 1-forma α tal que D = ker(α) localmente.

4Ver definición I.17
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Demostración.
⇒) Supongamos que D es una estructura de contacto; esto es, para todo
p ∈ U con U abierto de M y para toda 1-forma α localmente definida tene-
mos que dαp|Dp es simpléctica y por tanto, (dαp)

n es una 2-forma no nula5

sobre Dp.

Como αp|ker(dαp) es no degenerada, entonces αp es de clase máxima 2n + 1
y por tanto, αp ∧ (dαp)

n es una (2n+ 1)-forma sobre U .

Para todo p ∈ U , sean v1, v2 vectores en Dp tales que dαp (v1, v2) 6= 0 y sea
w un vector en ker

(
dαp

)
, entonces

αp ∧ (dαp)
n (w, v1, v2, . . . , v1, v2

)
=
[
αp(w)

][
dαp (v1, v2)

]n 6= 0.

Por tanto, αp∧(dαp)
n 6= 0 para todo p ∈ U y para todo abierto U ⊂M. En-

tonces, αp∧(dαp)
n es una (2n+1)-forma no nula sobre U , para todo U ⊂M.

⇐) Supongamos que para toda 1-forma α tal que D = ker(α), α∧(dα)n 6= 0.
Localmente existe un haz L tal que T(M) = ker(α) ⊕ L y con una tri-
vialización local

{
e1, f1, . . . , en, fn, r

}
, donde los ei, fi generan a ker(α) y r

genera a L .

Ya que α ∧ (dα)n 6= 0 y α(r) 6= 0, tenemos(
α ∧ (dα)n

)(
e1, f1, . . . , en, fn, r

)
=
[
α(r)

][
(dα)n (e1, f1, . . . , en, fn, r)

]
6= 0.

Entonces, (dα)n|D 6= 0 y se sigue que dα|D es simpléctico. Por lo tanto, D
es una estructura de contacto sobre M. �

También podemos definir una estructura de contacto como sigue:

Definición I.26. Una estructura de contacto sobre una (2n + 1)-variedad
M es una 1-forma, α, regular de clase máxima6, 2n + 1, definida en toda
M. A la pareja (M, α) se le llama variedad de contacto y α es la forma de
contacto.

5Ver corolario 2.5 en [MS95].
6ver definición I.11
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La diferencial de la forma de contacto, dα, no es una forma simpléctica. Su
rango es 2n y su radical es de dimensión uno en todo punto. De la definición
se sigue entonces que en todo punto p ∈ M, el espacio caracteŕıstico de α
es nulo y los subespacios ker

(
αx
)

y rad
(
dαx

)
tienen intersección nula.

Utilizando una versión general del teorema de Darboux (ver [Ste83, Thm
6.2]), podemos escribir la definición I.26 como sigue:

Definición I.27. Una forma de contacto sobre M es una 1-forma α que
satisface

α ∧ (dα)n 6= 0,

en todo punto de M.

Por la proposición I.12, tenemos que tanto la definición I.26 como la defini-
ción I.27 son equivalentes a la definición I.25.

Corolario I.2. Toda variedad de contacto (M, α) es orientable.

Demostración. Tenemos que α ∧ (dα)n 6= 0 en todo punto de M, por tanto
define una forma de volumen sobre M. �

Ejemplos.

1. Estructura de Contacto Natural sobre R3.

Consideremos R3 con coordenadas (x, y, z) y la 1-forma α1 = dz+xdy,
la cual es una forma de contacto, pues α ∧ dα = dz ∧ dx ∧ dy 6= 0 y el

campo de 2-planos D1 está generado por
{
∂
∂x , x

∂
∂z −

∂
∂y

}
.

z
x

y

Figura I.1: Estructura de contacto ξ1 sobre R3.
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2. Otra Estructura de Contacto sobre R3.

Consideremos de nuevo R3 pero ahora con coordenadas ciĺındricas
(r, θ, z) y la 1-forma diferencial α2 = dz + r2dθ que es de contacto.

El campo de 2-planos D2 está generado por
{
∂
∂r , r

2 ∂
∂z −

∂
∂θ

}
.

3. Estructura de Contacto Natural sobre S3.

Este es un ejemplo de una estructura de contacto sobre una variedad
cerrada; es decir, compacta y sin frontera. Consideremos la 3-esfera
unitaria S3 ⊂ R4 y la 1-forma definida sobre R4 y restringida a S3

α =
(
x1dy1 − y1dx1 + x2dy2 − y2dx2

)∣∣
S3 ,

la cual es de contacto.

4. Estructura de Contacto Natural sobre el 3-Toro T3.

Consideremos el 3-toro T3 ∼= R3/Z3 con coordenadas (x, y, z), n ∈ Z+
;

es decir, T3 es el toro en dimensión tres. Consideremos la 1-forma de
contacto

αn = sin(2πnz)dx+ cos(2πnz)dy,

cuyo núcleo está generado por{
∂

∂z
, cos(2πnz)

∂

∂x
− sin(2πnz)

∂

∂y

}
.

§ 6.2. Campo de Reeb

Proposición I.13. En una variedad de contacto existe un único campo R
que cumple:

1. ιRα = 1

2. ιRdα = 0

Demostración. Sea (M, α) una variedad de contacto. Gracias al teorema
de Darboux, podemos considerar α en coordenadas canónicas locales. Si se
satisface 2 necesariamente R = f ∂

∂t , esto porque el radical de la métrica dα
es unidimensional.

Ahora, de 1 se sigue que f debe ser uno. Esto nos da la existencia y unicidad,
en coordenadas locales y por lo tanto también su existencia y unicidad en
coordenadas globales. �
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Definición I.28. El campo construido en la proposición anterior se llama
campo de Reeb.

Corolario I.3. El campo de Reeb conserva la forma de contacto.

Corolario I.4. El campo de Reeb nunca es nulo y además cumple

ιR

(
α ∧ (dα)n

)
= (dα)n.

§ 6.3. Clasificación de Estructuras de Contacto.

En los años 70, J. Martinet y R. Lutz demuestraron que toda 3-variedad ce-
rrada y orientable admite una estructura de contacto (ver [Lut79] y [Mar71]).
Años mas tarde W. P. Thurston y H. E. Winkelnkemper (ver [TW75]) se
dieron cuenta de que la existencia de formas de contacto sobre 3-variedades
es una consecuencia del teorema de Alexander [Ale23].

En los siguientes veinte años surgió la idea de que no todas las estructuras de
contacto, al menos en dimensión tres, eran de la misma naturaleza. Con los
trabajos de D. Bennequin y de Y. Eliashberg se clasifican las estructuras de
contacto, en dimensión tres, en dos clases: tensas y torcidas (ver [Ben83] y
[Eli92]) y con estos resultados comenzó la época de la geometŕıa de contacto
moderna.

Definición I.29. Una 3-variedad de contacto
(
M,D

)
es llamada torcida

(overtwisted o vrillée) si podemos encajar un disco D en ella, de modo que
su interior es tranversal a D en todas partes excepto en un punto y su
frontera es tangente a D; es decir, Dp = TpD en todo p ∈ ∂D. Si

(
M,D

)
no

es torcida, la llamamos tensa (tight o tendue).

Por definición, las estructuras de contacto torcidas no son tensas.

Teorema I.8 (D. Bennequin [Ben83]). La estructura de contacto natural
D0 sobre S3 es tensa.

Corolario I.5. La estructura de contacto natural sobre R3 es tensa.

Observación I.12. Por el teorema de Darboux, toda estructura de contacto
es localmente tensa y por lo tanto, la condición de ser torcida es global.

La primer 3-variedad que no admite una estructura de contacto tensa fue
descubierta en 2001.

Teorema I.9 (Etnyre-Honda [EH01]). La suma conexa de la esfera ho-
mológica de Poincaré P con −P no admite una estructura de contacto ten-
sa.
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§ 7. Confoliaciones Positivas.

§ 7.1. Foliaciones.

Definición I.30. Una foliación F de dimensión d (o codimensión n) sobre
una (n + d)-variedad diferenciable es un atlas maximal compatible con la
estructura diferenciable deM, de modo que los cambios de coordenadas de
una carta

(
U , φ

)
a
(
V, ψ

)
están dados por

φ ◦ ψ−1(x, y) =
(
f(x, y), g(y)

)
, x ∈ Rd, y ∈ Rn,

donde por un atlas compatible nos referimos a que F ⊂ A si A es la estruc-
tura diferenciable de M.

Una hoja de una foliación F es una clase de equivalencia de puntos de M,
donde dos puntos p y q son equivalentes si existe un número finito de cartas
de F , digamos

(
U1, φ1

)
, . . . ,

(
Un, φn

)
y puntos p = p1, . . . , pn = q, donde

pi ∈ Ui para i = {1, . . . , n} tal que pi y pi−1 pertenecen a φi
(
Rd × ri

)
para

algún ri ∈ Rn.

Existe una relación entre foliaciones y la noción de integrabilidad (asumien-
do siempre que todo es diferenciable).

Dado un campo vectorial X distinto de cero en todo punto sobre M, sus
curvas integrales definen una foliación de dimensión uno; esto es, una folia-
ción de codimensión n− 1. Ésto generaliza el teorema de Frobenius7.

Una condición necesaria y suficiente para que una distribución sea tangente a
las hojas de una foliación es que el conjunto de campos vectoriales tangentes
a la distribución sea cerrado bajo el corchete de Lie.

§ 7.2. Confoliaciones Positivas.

Introduciremos algunas definiciones siguiendo las ideas de Y. Eliashberg y
W. P. Thurston en [ET98] y de S. J. Altschuler y L. F. Wu en [Alt95] y
[AW00].

7Ver sección § 3 de este caṕıtulo.
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Denotamos por ∗ al operador de Hodge. Sea M una (2n+ 1)-variedad dife-
renciable, compacta, orientable y con una métrica riemanniana dada. Sea η
una 1-forma sobre M. Si η satisface la desigualdad

∗
(
η ∧ (dη)n

)
> 0,

la llamamos confoliación (ver [ET98]).

Definición I.31. El espacio de las confoliaciones conductivas , Con
(
M2`+1

)
,

se define como el subconjunto de α ∈ ΛΛΛ1
(
M2`+1

)
tal que

α es una confoliación positiva : ∗
(
α ∧ (dα)`

)
> 0;

todo punto p ∈ M2`+1 es accesible desde un punto de contacto q ∈
M2`+1 de α: hay un camino diferenciable γ : [0, 1]→M2`+1 de p a q

con γ′(x) en el complemento ortogonal de ker

(
∗
(
α ∧ (dα)`−1

))
para

todo x.

Observemos que ∗
(
α ∧ (dα)`−1

)
es una 2-forma, la cual denotaremos por

τ . El complemento ortogonal de ker(τ) lo denotamos por
[

ker(τ)
]⊥

y por[
ker(τ)

]⊥
(P ) al subespacio de TP

(
M2`+1

)
en el punto P ∈M2`+1.

Observación I.13.

Para un punto en M donde Rank
(
dα|ker(α)

)
= 2`, la forma α es una

forma de contacto sobre M y
[

ker(τ)
]⊥

= ker(α) en dicho punto. La

dimensión de
[

ker(τ)
]⊥

es igual a 2`.

Para un punto P ∈M donde Rank
(
dα|ker(α)

)
= 2`− 2, la dimensión

de
[

ker(τ)
]⊥

es dos. En este caso[
ker(τ)

]⊥
(P ) =

[
ker(α) ∩ ker(dα)

]
(P ).

Para un punto en M donde Rank
(
dα|ker(α)

)
< 2` − 2, se tiene que[

ker(τ)
]⊥

= {0}.

Teorema I.10 (Theorem 2.8, [AW00]). Si α ∈ Con
(
M2`+1

)
, entonces α

es C∞ cercana a una forma de contacto.
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Estas formas también se conocen como confoliaciones transitivas (definición
dada por Y. Eliashberg y W. P. Thurston en [ET98]), esto porque podemos
conectar cualquier punto de la variedad a un punto donde la forma α es de
contacto, por medio de un camino legendriano de longitud finita.

§ 8. Descomposición de Libro Abierto

Las descomposiciones de libro abierto fueron introducidas de manera formal
en 1973 por H. E. Winkelnkemper [Win73] e I. Tamura [Tam72]. Aunque
en 1923 J. W. Alexander ya hab́ıa mostrado el primer resultado acerca de
dichas descomposiciones (ver [Ale23]).

Los libros abiertos aparecen bajo distintos nombres en la literatura, por
ejemplo: secciones globales de Poincaré-Birkhoff, suspensiones, fibraciones
de Milnor entre otros, los cuales reflejan los diversos contextos en donde
aparecen de modo natural.

Definición I.32. Un libro abierto sobre una variedad diferenciable real M
es una pareja (K, f) que consiste de lo siguiente:

una subvariedad propia K ⊂M de codimensión dos cuyo haz normal
es trivial, por lo tanto K admite una vecindad N difeomorfa a D2×K.

Una fibración localmente trivial f : M − K → S1 tal que en una
vecindad N de K, como la ya mencionada, coincide con la coordenada
normal angular.

P

K

f  ( )
-1
0

Figura I.2: Descomposición de Libro Abierto.

La subvariedad K es llamada lomo del libro abierto, mientras que la cerra-
dura de las fibras de f son las páginas del libro abierto (K, f).
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Ejemplo I.3. Descomposición de libro abierto de R2. En este caso el lomo
corresponde al origen y las páginas son las semirectas θ =constante.

Existe otra manera de definir un libro abierto: Sean P una variedad con
frontera y φ : P → P un difeomorfismo de P tal que φ|∂P = Id∂P .

Definimos la suspensión de φ por

Σ(P, φ) = P × [0, 1]/ ∼ donde (p, 1) ∼
(
φ(p), 0

)
,

la cual es una variedad con frontera

∂Σ(P, φ) = ∂P × [0, 1]/ ∼ = ∂P × S
1
.

Colapsando cada ćırculo {p}× [0, 1]/ ∼ a un punto {p} ∈ ∂P obtenemos una
variedad sin frontera Σ(P, φ) llamada suspensión relativa de φ. Esta varie-
dad es un libro abierto cuyo lomo es una copia de ∂P colapsada ∂P×[0, 1]/ ∼
y el mapeo inducido por la poyección P × [0, 1]→ [0, 1] es una fibración lo-
calmente trivial. Las páginas resultan ser copias de P.

Sea (K, f) un libro abierto en una variedadM. Sea ϕ : P → P un difeomor-
fismo de P de modo que existe un difeomorfismo Σ(P, φ) → M que lleva
el libro abierto dado por la suspensión relativa de φ: Σ(P, φ) a (K, f). El
difeomorfismo ϕ es llamado monodromı́a del libro abierto (K, f).

§ 9. Variedades de Poisson.

Definición I.33. Un corchete de Poisson sobre una variedad M es una
operación binaria C∞(M) × C∞(M) → C∞(M), tal que (f, g) 7→ {f, g},
satisfaciendo:

1. Antisimetŕıa: {f, g} = −{g, f}.

2. R-Bilineal: {f, ag + bh} = a{f, g}+ b{f, h}, para toda a, b ∈ R.

3. Identidad de Jacobi:
{
f, {g, h}

}
+
{
g, {h, f}

}
+
{
h, {f, g}

}
= 0.

4. Regla de la derivada de Leibniz: {h, fg} = {h, f}g + f{h, g}.

La pareja (M, {, }) es llamada variedad de Poisson.
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La identidad de Leibniz para el corchete de Poisson permite escribir la si-
guiente definición:

Definición I.34. Sea (M, {, }) una variedad de Poisson. El campo vectorial
hamiltoniano de f ∈ C∞(M) es el campo vectorial Xf ∈ X(M) definido por

Xf (g) := {f, g}, ∀g ∈ C∞(M).

La función g es llamada función hamiltoniana.

§ 9.1. Campos de Multivectores.

Recordemos que las formas diferenciales suaves Ωk(M) := Γ
(
ΛkT∗(M)

)
se

puede identificar con los mapeos alternantes C∞(M)-multilineales de grado
k:

ω : X(M)× · · · × X(M)→ C∞(M).

Los campos multivectores suaves Xk(M) := Γ
(
ΛkT(M)

)
se pueden identi-

ficar con los mapeos alternantes C∞(M)-multilineales de grado k:

ϑ : Ω1(M)× · · · × Ω1(M)→ C∞(M).

Si
(
U , x1, . . . , xm

)
son coordenadas locales para M, tenemos representacio-

nes locales:

ω|U =
∑

i1<···<ik

ωi1,...,ikdx
i1∧· · ·∧dxik , ϑ|U =

∑
i1<···<ik

ϑi1,...,ik
∂

∂xi1
∧· · ·∧ ∂

∂xik
,

con ωi1,...,ik , ϑ
i1,...,ik ∈ C∞(U).

Dada una variedad de Poisson (M, {, }) podemos definir un campo bivector
π ∈ X2(M) por π(df, dg) := {f, g}.

Si
(
U , x1, . . . , xm

)
son coordenadas locales para M, la descripción en coor-

denadas locales del campo bivector π es

π|U =
∑
i<j

πij(x)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
,

donde πij(x) = {xi, xj}(x).

Aśı mismo, dado un campo bivector π ∈ X2(M) podemos definir un corche-
te sobre funciones suaves por {f, g} := π(df, dg).

Este corchete es R-bilineal, antisimétrico y satisface la identidad de Leibniz.
En general, no satisface la identidad de Jacobi.
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§ 9.2. El Corchete de Shouten.

Definición I.35. Sean ϑ ∈ Xk(M) y ζ ∈ X`(M) campos multivectores. El
corchete de Shouten de ϑ y ζ es el campo multivector [ϑ, ζ] ∈ Xk+`−1(M)
definido por

[ϑ, ζ] = ϑ ◦ ζ − (−1)(k−1)(`−1)ζ ◦ ϑ, (I.2)

donde

ζ◦ϑ (df1, . . . , dfk+`−1) :=
∑
σ

(−1)σ ζ̄
(
ϑ̄
(
fσ(1), . . . , fσ(k)

)
, fσ(k+1), . . . , fσ(k+`−1)

)
,

la suma es sobre todas las (k, `− 1) combinaciones y

ϑ̄ (f1, . . . , fk) = ϑ (df1, . . . , dfk) .

Sea π ∈ X2(M) un campo bivector cuyo corchete asociado es de la forma
{f, g} = π(df, dg). De la ecuación (I.2) se tiene

1

2
[π, π] (df1, df2, df3) =

{
{f1, f2} , f3

}
+
{
{f2, f3} , f1

}
+
{
{f3, f1} , f2

}
.

Entonces, la identidad de Jacobi para {, } es equivalente al hecho de que
[π, π] = 0 como nos dice la siguiente proposición:

Proposición I.14. Sea (M, {, }) una variedad de Poisson. Entonces el
campo bivector asociado π ∈ X2(M) satisface [π, π] = 0. Todo campo bi-
vector π ∈ X2(M) satisfaciendo [π, π] = 0 define un corchete de Poisson
{f, g} := π(df, dg).

Tenemos la siguiente definición:

Definición I.36. Un campo bivector π ∈ X2(M) satisfaciendo [π, π] = 0
es llamado estructura de Poisson sobre M. Una pareja (M, π), donde π es
una estructura de Poisson sobre M es llamada variedad de Poisson.

§ 9.3. Estructuras Simplécticas y Estructuras de Poisson.

Dado un campo de k-vectores ϑ ∈ Xk(M) y una forma diferencial α ∈
Ω1(M), el producto interior de ϑ por α, denotado por ιαϑ ∈ Xk−1(M) es el
campo de (k − 1)-vectores definido por

ιαϑ (α1, . . . , αk−1) = ϑ (α, α1, . . . , αk−1) .
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Para un campo bivector π ∈ X2(M), el producto interior define un mapeo
Ω1(M)→ X(M) dado por α 7→ ιαπ. Este mapeo usualmente se denota por

π] : Ω1(M)→ X(M).

Ya que el producto interior es una operación puntual, este mapeo es inducido
por un mapeo suave de haces el cual denotamos por el mismo śımbolo π] :
T∗(M)→ T(M) tal que

π]x : T∗x(M)→ Tx(M), α 7→ ιαπx.

Un campo bivector π ∈ X2(M) es llamado no degenerado en x ∈ M si π]x
es un isomorfismo. Se dice que π ∈ X2(M) es no degenerado si es no dege-
nerado en todo punto x ∈M.

Si pensamos en un campo bivector π ∈ X2(M) dando en cada x ∈ M una
forma bilineal antisimétrica πx : T∗x(M)×T∗x(M)→ R, el que π sea no de-
generado en x es lo mismo que el hecho que la forma bilineal antisimétrica
sea no degenerada en x.

De manera análoga, una 2-forma ω ∈ Ω2(M) determina un mapeo ω[ :
T(M)→ T∗(M), tal que

ω[x : Tx(M)→ T∗x(M), v 7→ ιvωx.

Una 2-forma ω ∈ Ω2(M) es no degenerada en x ∈M si ω[x es un isomorfis-
mo. Decimos que ω ∈ Ω2(M) es no degenerada si es no degenerada en todo
x ∈M.

Si pensamos en una 2-forma ω ∈ Ω2(M) dando en cada x ∈ M una forma
bilineal antisimétrica ωx : Tx(M)×Tx(M)→ R, el que ω sea no degenerada
en x ∈ M es lo mismo que el hecho que la forma bilineal antisimétrica sea
no degenerada en x.

Lema I.3. Existe una correspondencia inyectiva entre campos bivectores no
degenerados π ∈ X2(M) y 2-formas no degeneradas ω ∈ Ω2(M):

ω[ =
(
π]
)−1
←→ π] =

(
ω[
)−1

.

Bajo esta correspondencia, si π está asociado con ω, se tiene

[π, π](α, β, γ) = −2dω
(
π](α), π](β), π](γ)

)
, α, β, γ ∈ T∗(M).
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Y se sigue la siguiente proposición:

Proposición I.15. Existe una correspondencia inyectiva entre estructuras
de Poisson no degeneradas y estructuras simplécticas sobre una variedadM.

§ 9.4. Estructuras Regulares de Poisson.

Sea π ∈ X2(M) un campo bivector. El rango de π en x ∈ M es el rango

del mapeo lineal π]x. Por la antisimetŕıa, el rango en cualquier punto es un
número par. En general, el rango vaŕıa de punto en punto.

Ejemplos. Una estructura de Poisson no degenerada, es decir, una estructu-
ra simpléctica, es una estructura de Poisson π para la cual Rankπx = dimM
para toda x ∈M.

Cuando el rango de un campo bivector π ∈ X2(M) es constante sobre toda

la variedadM obtenemos una distribución x 7→ Im
(
π]x
)
⊂ Tx(M). Esta es

una distribución suave pues es generada por campos vectoriales de la forma
Xf = π]df .

Teorema I.11. Para un campo bivector de Poisson π ∈ X2(M) de rango
constante la distribución Im

(
π]
)

es integrable. Cada hoja S de Im
(
π]
)

es
una subvariedad de Poisson de (M, π) y la estructura de Poisson inducida
πS ∈ X2(S) es no degenerada.

Definición I.37. Una estructura regular de Poisson π ∈ X2(M) es una
estructura de Poisson cuyo rango es constante.

Se sigue que una variedad regular de Poisson (M, π) está foliada por hojas
simplécticas. Dada una variedad regular de Poisson (M, π) denotamos por
F a su foliación simpléctica. Las formas simplécticas sobre las hojas generan
una sección suave ωF ∈ Ω2(F) := Γ

(
Λ2TF

)
. Esta forma es no degenerada

y además dFω = 0. Se dice que ωF es una forma simpléctica foliada.

Proposición I.16. Dada una foliación F de una variedad M con una for-
ma simpléctica foliada ωF ∈ Ω2(F) existe una única estructura regular de
Poisson π ∈ X2(M) tal que (F , ωF ) es la foliación simpléctica de π.

Por tanto, existe una correspondencia inyectiva entre estructuras regulares
de Poisson sobre M y foliaciones simplécticas sobre M.



Caṕıtulo II

¿Estructuras de Contacto o
Libros Abiertos?

La belleza que atrae, rara vez coincide
con la belleza que enamora.

José Ortega y Gasset.
Filósofo español.

En este caṕıtulo presentamos la correspondencia que existe entre estructuras
de contacto y descomposiciones de libro abierto siguiendo las ideas de E.
Giroux (ver [GM] y [Gir02]).

§ 1. Dominios de Liouville y Variedades Weins-
tein.

Sea M una variedad compacta con frontera ∂M.

Definición II.1. Llamamos forma de Liouville a una 1-forma α que satis-
face lo siguiente:

El diferencial dα = ω es una forma simpléctica en el interior de M y
determina una orientación de M.

La forma inducida por α sobre ∂M es una forma de contacto positiva
para la orientación frontera de ∂M.

Observemos que la ecuación dα = ω es equivalente a la ecuación LXω = ω.
Dada una forma de Liouville sobre una variedad M tenemos un campo
vectorial de Liouville X asociado. Este campo está definido por la condición
ιXω = α en donde ω es no degenerada, en particular en el interior de M.
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Este campo vectorial satisface

ιXω
m = mα ∧ (dα)m−1, m > 1,

cuando ω es no degenerada sobre ∂M la condición anterior se puede expresar
diciendo que el campo vectorial de Liouville asociado X es transversal y
apunta hacia afuera a lo largo de ∂M.

Definición II.2. Un dominio de Liouville es una variedad compacta M
con una forma de Liouville α.

Definición II.3. Una variedad simpléctica (M, ω) es una variedad Weins-
tein, si existe una función f :M→ R y un campo vectorial X tales que

1. f es una función de Morse propia y positiva;

2. X es un campo vectorial tipo gradiente para f ; esto es, df(X ) > 0 y
df(X ) = 0 sólo en puntos cŕıticos;

3. LXω = ω, es decir, ω es una forma simpléctica en el interior de M;

4. ∂P es un conjunto de nivel regular de f .

La terna
(
ω,X , f

)
es llamada estructura Weinstein sobre M.

En una variedad Weinstein
(
M, ω,X , f

)
todo conjunto de nivel regular Σc =

f−1(c) lleva una estructura de contacto natural Dc, definida por una forma
de contacto αc :=

(
ιXω

)
|Σc .

§ 2. De Libros Abiertos a Estructuras de Contac-
to.

El siguiente teorema establece una correspondencia entre descomposiciones
de libro abierto y estructuras de contacto, fue demostrado por W. P. Thurs-
ton y H. E. Winkelnkemper en [TW75] para el caso n = 1 y por E. Giroux
para todo n > 1.
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Teorema II.1. Sea M una (2n + 1)-variedad con una descomposición de
libro abierto (K, f) tal que

1. la página P es una variedad compacta que admite una forma simplécti-
ca exacta ω = dβ,

2. el campo vectorial X definido por ιXω = β es transversal a K y apunta
hacia afuera,

3. la monodromı́a del libro abierto (K, f) es un simplectomorfismo de
(P, ω).

EntoncesM admite una única estructura de contacto ξ(K,f) para la cual hay
una forma de contacto α que satisface:

a) α induce una forma de contacto positiva sobre el lomo K y

b) dα induce una forma simpléctica sobre cada página P.

Se dice que una estructura de contacto ξ(K,f), como la mencionada en el
teorema, está soportada por el libro abierto (K, f).

§ 3. De Estructuras de Contacto a Libros Abier-
tos.

El siguiente teorema fue desmostrado por E. Giroux y J. P. Mohsen ([GM]) y
su enunciado aśı como un esbozo de la demostración aparecen en el art́ıculo
[Gir02].

Teorema II.2 (Teorema 10, [Gir02]). Sea M una (2n + 1)-variedad ce-
rrada. Toda estructura de contacto dada sobre M está soportada por algún
libro abierto (K, f). Más aún, se puede asumir que las fibras son variedades
Weinstein y la monodromı́a un simplectomorfismo.

Como corolario a este teorema tenemos el siguiente resultado de F. Bour-
geois:

Corolario II.1 (Teorema 1, [Bou02]). Sea M una variedad de contacto
cerrada. Entonces, la variedad M× T2 admite una estructura de contacto.

Demostración. Sea ξ = ker(α), con α una 1-forma de contacto sobre M,
la estructura de contacto sobre M. Por el teorema II.2 se sigue que dicha
estructura de contacto está soportada por un libro abierto (K, f).
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Sea N = K×D2 una vecindad tubular de K = K×{0} tal que f se extiende
a todo N como la coordenada angular sobre D2. Sea r la coordenada radial
en N. Para r0 lo suficientemente pequeño, la 1-forma

α̃ = g(r) (cos fdx1 + sin fdx2) + α,

es una forma de contacto sobre M× T2, con (x1, x2) ∈ R2/Z2 y g(r) una
función tal que 

g(r) = r, r 6 r0,

g(r) = 1, r > 2r0,

g′(r) > 0.

�



Caṕıtulo III

Variedades Ángulo-Momento
y Ángulo-Momento Mixtas.

La sabiduŕıa no nos es dada;
debemos descubrirla por nosotros mismos

tras un largo viaje
que nadie puede evitarnos

ni recorrer por nosotros.

Marcel Proust.

En este caṕıtulo presentamos unas variedades conocidas como variedades
ángulo-momento. Aśı mismo, definimos las variedades ángulo-momento mix-
tas, las cuales son una generalización de las variedades ángulo-momento.
Presentamos ejemplos de ellas, aśı como sus propiedades.

§ 1. Variedades Ángulo-Momento.

Sean m y n dos enteros positivos tales que n > 2m. Sea ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
una

n-tupla de vectores de Cm y λλλj =
(
λ1
j
, . . . , λm

j

)
∈ Cm, para j ∈ {1, . . . , n}.

Sea H (ΛΛΛ) la envolvente convexa de ΛΛΛ en Cm.

Definición III.1. Llamamos configuración admisible a una n-tupla ΛΛΛ que
satisface lo siguiente:

1) Condición de Siegel: 0 ∈H (ΛΛΛ).

2) Condición de hiperbolicidad débil: para cada 2m-tupla de enteros(
j1, . . . , j2m

)
tales que 1 6 j1 < · · · < j2m 6 n, se tiene que

0 /∈H
({
λλλj1 , . . . ,λλλj2m

})
.
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Toda configuración admisible satisface la siguiente propiedad de regularidad:

Lema III.1. [Mee00, Lemma I.1] Sea λλλ′j = (λλλj , 1) ∈ Cm+1 con j ∈ {1, . . . , n}.
Para todo conjunto de enteros J entre 1 y n tales que 0 ∈ H

(
(λλλj)j∈J

)
, el

rango complejo de la matriz cuyas columnas son los vectores
(
λλλ′j
)
j∈J es igual

a m+ 1, por tanto es maximal.

La demostración se sigue directamente del teorema de Carathéodory (ver
teorema I.4 de la sección § 4 del caṕıtulo I) y puede consultarse en [MV04].

Definición III.2. Sea ΛΛΛ = (λλλ1, . . . ,λλλn) una configuración de n vectores en
Cm. Decimos que λλλj ∈ ΛΛΛ es indispensable si la configuración

(
λλλi
)
i∈{j}c no

es admisible. Sea I ⊂ {1, . . . , n}, la configuración
(
λλλj
)
j∈I es removible si(

λλλi
)
i∈Ic es admisible.

Sea ΛΛΛ una configuración admisible y consideremos A ∈ GL(m,C) y B ∈ Cm
pequeño. Entonces, se tiene que la configuración ΛΛΛ′ =

(
Aλλλ1 +B, . . . ,Aλλλn +

B
)

también es admisible.

A continuación presentamos la construcción de las variedades complejas aso-
ciadas a las variedades ángulo-momento para el caso en que m = 1, dada
por S. López de Medrano y A. Verjovsky en [LdMV97].

Sea ΛΛΛ =
(
λ1, . . . , λn

)
∈ C una configuración admisible y consideremos el

sistema de ecuaciones diferenciales, lineales, complejas en Cn:

żj = λjzj , λj ∈ ΛΛΛ. (III.1)

Figura III.1: Representación de las soluciones de la versión real del sistema
(III.1).



§ 1 Variedades Ángulo-Momento. 41

Las soluciones distintas de cero del sistema (III.1) son subvariedades com-
plejas de Cn de dimensión 1. Estas subvariedades corresponden a las hojas
de una foliación de Cn −

{
(0, . . . , 0)

}
.

Cuando el origen pertence a la cerradura de una de esas hojas, decimos que
esa hoja es de Poincaré. En caso contrario decimos que es de Siegel.

Sea Z =
(
z1, . . . , zn

)
∈ Cn −

{
(0, . . . , 0)

}
, definimos

F (Z) :=
n∑
j=1

λj |zj |2, ρ(Z) :=
n∑
j=1

|zj |2,

donde λj ∈ C para toda j ∈ {1, . . . , n}.

Consideremos el siguiente conjunto de puntos en Cn:

M(ΛΛΛ,1,n)
=

{
Z ∈ Cn −

{
(0, . . . , 0)

} ∣∣∣ F (Z) = 0

}
.

Este conjunto coincide con el conjunto de puntos tales que su distancia al
origen es mı́nima sobre cada hoja de Siegel. Existe un único punto en cada
hoja de Siegel que pertenece a este conjunto (ver [CKP78]).

M(ΛΛΛ,1,n)
tiene una estructura cónica con vértice en el origen, por tanto su

cociente por la acción radial de R+
se identifica con la variedad compacta

M(ΛΛΛ,1,n)

1
=

{
Z ∈M(ΛΛΛ,1,n)

∣∣∣ ρ(Z) = 1

}
,

a la que llamamos variedad ángulo-momento de tipo
(
ΛΛΛ, 1, n

)
(también es

conocida como aureola o link de M(ΛΛΛ,1,n)
), cuya dimensión real es 2n− 3.
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El cociente de M(ΛΛΛ,1,n)

1
por la acción escalar de S1

N (ΛΛΛ) =
(
M(ΛΛΛ,1,n)

1

/
S1
)
⊂ CPn−1,

es una variedad compacta y diferenciable debido a la condición de hiperbo-
licidad débil ya mencionada (ver [Mee00]) y se conoce como variedad LV.
Estas variedades admiten una estructura compleja natural (ver [LdMV97]).

También podemos definir estas variedades de la siguiente manera:

Sea

Y =
n∑
j=1

λjzj
∂

∂zj

un campo vectorial holomorfo sobre Cn, el cual induce una acción de C sobre
Cn de la siguiente manera

(t, Z) ∈ C× Cn 7→
(
eλ1tz1, . . . , e

λntzn

)
∈ Cn.

Sea Z ∈ Cn −
{

(0, . . . , 0)
}

, definimos el subconjunto IZ de {1, . . . , n} como
sigue:

IZ =

{
j ∈ {1, . . . , n}

∣∣ zj 6= 0

}
.

Sea

S =

{
Z ∈ Cn −

{
(0, . . . , 0)

} ∣∣∣ 0 ∈H
(

(λj)j∈I
Z

)}
.

Este conjunto es un abierto en Cn y corresponde a la unión de todas las
órbitas de Y que no se acumulan en el origen (en otras palabras, las órbitas
que son hojas de Siegel).

Por otro lado, consideremos la acción de C∗ dada por todas las homotecias
distintas de cero de Cn, esta acción está dada por un campo vectorial radial

R =
n∑
j=1

zj
∂

∂zj
.

Por tanto, los campos vectoriales Y yR definen una acción de C×C∗ sobre S.
El cociente S/C×C∗ corresponde a la variedad N (ΛΛΛ) definida anteriormente
(ver [LdMV97]).
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Observación III.1. Sea ΛΛΛ =
(
λ1, . . . , λn

)
una configuración admisible.

Entonces, las variedadesN (ΛΛΛ) yN (ΛΛΛ′) son biholomorfas, donde ΛΛΛ′ =
(
Aλ1+

B, . . . ,Aλn + B
)
, A ∈ GL(1,C) y B ∈ C pequeño. Ésto debido a que ΛΛΛ′

también es una configuración admisible y los conjuntos S correspondientes
en ambos casos son el mismo.

Ejemplos.

1. Sea ΛΛΛ la configuración admisible
(
1, i, i,−1− i,−1− i

)
. En este caso,

la variedad ángulo-momento y la variedad LV correspondientes son
M(ΛΛΛ,1,5)

1
= S1 × S3 × S3 y N (ΛΛΛ) = S3 × S3, respectivamente.

-1- 

1X0

2. Sea ΛΛΛ =
(
1, i,−1−i,−1−i,−1−i

)
una configuración admisible. Aqúı,

M(ΛΛΛ,1,5)

1
= T2× S5 y N (ΛΛΛ) = S1× S5 son la variedad ángulo-momento

y la variedad LV asociadas, respectivamente.

3. Para la configuración admisible ΛΛΛ =
(
1,−1 + i,−1 − i

)
la variedad

ángulo-momento y la variedad LV que corresponden, respectivamente,
son M(ΛΛΛ,1,3)

1
= T3 y N (ΛΛΛ) = S1 × S1.

-1+ 

-1- 

1
X

0

Una partición ćıclica impar de un entero positivo n es una clase de equiva-
lencia de particiones n = n1 + · · ·+nk de n en un número impar k de enteros
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positivos. Dos particiones son equivalentes si difieren por una permutación
ćıclica de los ni.

Asociamos a cada partición ćıclica impar una configuración natural: consi-
deremos un k-gono regular con centro en el origen y la configuración ΛΛΛ que
consiste de los vértices de este poĺıgono con multiplicidades ni en la dirección
positiva.

Teorema III.1. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de
componentes conexas del espacio de configuraciones que satisfacen la condi-
ción de hiperbolicidad débil y el conjunto de particiones ćıclicas impares de
n.

Demostración. Cualquier configuración ΛΛΛ puede ser deformada a una confi-
guración natural. �

Consideremos la variedad ángulo-momentoM(ΛΛΛ,1,3)

1
= T3, la cual correspon-

de a la configuración admisible ΛΛΛ =
(
1,−1 + i,−1− i

)
.

Podemos deformar ΛΛΛ de modo que coincida con los vértices de un
3-gono regular en el ćırculo unitario; de hecho, dichos vértices corres-
ponden a ráıces cúbicas de la unidad.

2

1

3

2 3

1

0

0

Para cualquier otra configuración ΛΛΛ′ cuyos λi son múltiplos de las
ráıces cúbicas de la unidad, obtenemos una variedad LV que es difeo-
morfa a la variedad LV asociada a la configuración ΛΛΛ.

Entonces las variedades N (ΛΛΛ) asociadas a las configuraciones con n =
k = 3 son difeomorfas. Pero no todas son biholomórfamente equiva-
lentes, dos de ellas lo son si y sólo si los triángulos que forman son
semejantes (ver [LdMV97]).
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Concluimos que la topoloǵıa de M(ΛΛΛ,1,n)

1
está descrita totalmente por una

partición ćıclica impar y se tiene la siguiente clasificación:

Teorema III.2. ([LdM89, Thm 2],[LdMV97, Thm 1]) Sea M(ΛΛΛ,1,n)

1
la va-

riedad que corresponde a la partición ćıclica impar n = n1 + · · ·+ nk.

1) Si k = 1, entonces M(ΛΛΛ,1,n)

1
= ∅,

2) Si k = 3, entonces M(ΛΛΛ,1,n)

1
= S2n1−1 × S2n2−1 × S2n3−1,

3) Si k = 2`+ 1 > 3, entonces M(ΛΛΛ,1,n)

1
es difeomorfa a

k
]
i=1

S2di−1 × S2n−2di−2,

donde di = ni + · · ·+ ni+`−1.

Si deformamos de manera continua una configuración de n puntos en C satis-
faciendo la condición de admisibilidad, sin romper dicha condición, entonces
la topoloǵıa de la variedad no cambia (ver [LdM89] y [BM06]). Veamos al-
gunos ejemplos:

Ejemplos.

1. Sea ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ3, λ4, λ5

)
una configuración con n = k = 5. Sin

pérdida de generalidad podemos asumir que λi corresponde a la i-
ésima raiz quinta de la unidad (teorema III.1).

3

2

1

4

5

0

Figura III.2: Configuración admisible de cinco puntos distintos.

De la figura III.2 vemos que ΛΛΛ satisface la condición de Siegel y la
condición de hiperbolicidad débil, es decir, ΛΛΛ es admisible.
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Por el teorema III.2, la variedad ángulo-momento asociada a ΛΛΛ es
M(ΛΛΛ,1,5)

1
= ]

5
S3 × S4.

Ahora consideremos la configuración admisible ΛΛΛ′ =
(
λ2, λ3, λ4, λ5

)
obtenida de ΛΛΛ por suprimir λ1. Observemos que λ2 y λ5 son puntos
indispensables de ΛΛΛ′, λ3 y λ4 se pueden juntar en un solo punto sin
que la configuración deje de ser admisible. Por tanto, tenemos una
configuración de tres puntos donde uno de ellos es de multiplicidad
dos.

n
2

(2)

n
5 (2)n

4(4)

Figura III.3: Configuración admisible de tres puntos, donde uno de ellos es
de multiplicidad dos.

La variedad ángulo-momento asociada a ΛΛΛ′ es T2 × S3 (ver teorema
III.2).

2. Sea ΛΛΛ una configuración admisible de siete puntos distintos en C, di-
gamos las ráıces séptimas de la unidad.

4

5

6

7

1

2

3

0

Figura III.4: Configuración admisible de siete puntos distintos.
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De la figura III.4 vemos que ΛΛΛ satisface la condición de Siegel y la
condición de hiperbolicidad débil.

En este caso, se sigue del teorema III.2 que la variedad ángulo-momento
asociada es M(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

7
S5 × S6.

De dicha configuración suprimimos λ1 y consideramos la configuración
admisible de seis puntos distintos ΛΛΛ′ =

(
λ2, λ3, λ4, λ5, λ6, λ7

)
. Observe-

mos que en este caso λ4 y λ5 se pueden juntar en un solo punto sin que
la configuración deje de ser admisible, lo que nos produce una configu-
ración admisible de 5 puntos, donde uno de ellos tiene multiplicidad
dos.

3

2

7

4

6

0

Figura III.5: Configuración admisible de cinco puntos, donde uno de ellos
tiene multiplicidad dos.

Por el teorema III.2, la variedad ángulo-momento asociada a al confi-
guración ΛΛΛ′ es ]

2
S5 × S4 ]

3
S3 × S6.

Ahora, siguiendo la construcción dada por L. Meersseman en [Mee00], va-
mos a generalizar la construcción de las variedades ángulo-momento para el
caso en que m > 1.

Sea m > 1 y n > 3 tal que n > 2m. Sea ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
una configuración

admisible, donde λλλj =
(
λ1
j
, . . . , λm

j

)
∈ Cm, para toda j ∈ {1 . . . , n} (ver

definición III.1). Esta configuración define m campos vectoriales holomorfos
que conmutan en Cn:

Xk : (z1, . . . , zn) ∈ Cn 7→
∑

λk
j
zj

∂

∂zj
, k ∈ {1, . . . ,m},
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los cuales inducen una acción de Cm sobre Cn de la siguiente manera:

(W,Z) ∈ Cm × Cn 7→
(
e<λλλ1,W>z1, . . . , e

<λλλn,W>zn

)
∈ Cn. (III.2)

Bajo las condiciones dadas en la definición III.1, la acción (III.2) induce una
foliación F , la cual es holomorfa y singular.

Al igual que para m = 1, denotamos por S al conjunto que corresponde a
la unión de las hojas de Siegel. Este conjunto es un abierto denso de Cn.
La función |Z|2 tiene un único punto mı́nimo sobre cada hoja de Siegel (ver
[CKP78]).

El espacio de todas las hojas de Siegel es una variedad compleja que se iden-
tifica, de una manera diferenciable, con la unión de dichos puntos mı́nimos:

M(ΛΛΛ,m,n) '
{
Z =

(
z1, . . . , zn

)
∈ Cn

∣∣∣ n∑
j=1

λλλj |zj |2 = 0

}
.

Definimos la variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
como la intersección de

M(ΛΛΛ,m,n)
con la esfera unitaria en Cn:

M(ΛΛΛ,m,n)

1
'
{
Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

∣∣∣ n∑
j=1

|zj |2 = 1

}
,

cuya dimensión real es 2(n−m)− 1.

Observemos que la acción por homotecias de C∗ sobre Cn preserva S y con-
muta con la acción (III.2).

Sea N (ΛΛΛ) el espacio cociente de S por la acción total de Cm × C∗. La con-
dición de hiperbolicidad débil nos permite decir que N (ΛΛΛ) es una variedad
compacta, compleja de dimensión n−m−1 (ver [Mee00]). Llamamos a esta
variedad variedad LV-M.

Existe una acción natural θ′ de (S1)n sobre la variedadM(ΛΛΛ,m,n)

1
definida de la

siguiente manera: sean Z =
(
z1, . . . , zn

)
∈M(ΛΛΛ,1,n)

1
y
(
eiθ1 , . . . , eiθn

)
∈
(
S1
)n

(
eiθ1 , . . . , eiθn , Z

)
θ′−→
(
eiθ1z1, . . . , e

iθnzn

)
∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
.



§ 1 Variedades Ángulo-Momento. 49

El cociente de M(ΛΛΛ,1,n)

1
por esta acción se escribe como sigue:

K =

{
r ∈ (R+)n

∣∣∣ n∑
j=1

rjλλλj = 0,
n∑
j=1

rj = 1

}
.

El conjunto K se define como el conjunto de coeficientes de la envolvente
convexa de ΛΛΛ, por tanto es un politopo de dimensión n− 2m− 1.

Llamamos a este politopo el politopo asociado de M(ΛΛΛ,1,n)

1
.

Definición III.3. Sea ΛΛΛ una configuración admisible y sea S la unión de
las hojas de Siegel correspondientes a dicha configuración. Decimos que la
coordenada zj es un punto indispensable de la configuración si

S ⊂
{
Z =

(
z1, . . . , zn

)
∈ Cn

∣∣ zj 6= 0

}
.

Denotaremos por i el número de puntos indispensables de una configuración.

El politopo asociado a la configuración admisible ΛΛΛ tiene n− i caras.

Consideremos el siguiente mapeo:

µ′ : Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
7→
(
|z1|2, . . . , |zn|2

)
∈ Rn,

su imagen corresponde al politopo convexo K y es invariante bajo la acción
θ′ definida anteriormente.

Proposición III.1. Sea M(ΛΛΛ,m,n)

1
una variedad ángulo-momento y ω′ el

pullback sobre M(ΛΛΛ,m,n)

1
de la forma canónica de Euler ω del haz M(ΛΛΛ,m,n)

1
→

N (ΛΛΛ). Entonces,(
M(ΛΛΛ,m,n)

1
, ω′
)

es una variedad presimpléctica1,

ω′ es invariante bajo la acción θ′,

el mapeo µ′ es un mapeo tipo momento para ω′ y θ′.

Teorema III.3. [Mee00, Teorema 12] Sea ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
∈ Cm una con-

figuración admisible. Si el número de puntos indispensables i es mayor que
uno, entonces existe una configuración admisible ΛΛΛ′ =

(
λλλ′1, . . . ,λλλ

′
n−2

)
, tal

queM(ΛΛΛ,m,n)

1
es difeomorfa aM(ΛΛΛ,m,n)′

1
×S1×S1, dondeM(ΛΛΛ,m,n)

1
yM(ΛΛΛ,m,n)′

1

son las variedades ángulo-momento asociadas a ΛΛΛ y ΛΛΛ′, respectivamente.

1Ver definición I.21 de la sección § 5 del caṕıtulo I.
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Observación III.2. La configuración admisible ΛΛΛ corresponde a una acción
de Cm, pero la configuración admisible ΛΛΛ′ corresponde a una acción de Cm−1.

§ 2. Fibraciones Calabi-Eckmann Generalizadas.

Siguiendo la idea de la demostración dada por E. Calabi y B. Eckmann en
[CE53, Thm II], se tiene el siguiente resultado:

Teorema III.4. Para toda configuración admisible ΛΛΛ la variedad

M̂1(ΛΛΛ) :=M(ΛΛΛ,m,n)

1
× S1

es variedad compacta compleja. Más aún, existe una fibración localmente
trivial π

ΛΛΛ
: M̂1(ΛΛΛ)→ N (ΛΛΛ) con fibra una curva eĺıptica.

En [MV04], L. Meersseman y A. Verjovsky mostraron que para toda confi-
guración admisible ΛΛΛ, la variedad N (ΛΛΛ) admite una acción holomorfa, local-
mente libre de Cm, cuyas órbitas determinan una foliación transversalmente
Kähler, F , de dimensión compleja m, la cual describimos a continuación.

Sea λλλj =
(
λ1
j
, . . . , λm

j

)
∈ Cm, con j ∈ {1, . . . , n}. Definimos los siguientes

m campos vectoriales, los cuales conmutan entre si, sobre S:

ηi =
n∑
j=1

<
(
λi
j

)
zj

∂

∂zj
,

para i ∈ {1, . . . ,m}.

El siguiente teorema es una generalización de un resultado de J. J. Loeb y
M. Nicolau (ver [LJJ99]).

Teorema III.5. [Mee00, Teorema 7] La proyección sobre N (ΛΛΛ) de los cam-
pos vectoriales (η1, . . . , ηm) define sobre N (ΛΛΛ) una foliación regular holomor-
fa, F , de dimensión m. Más aún, la foliación F es transversalmente Kähler
con respecto a ω, la forma canónica de Euler del haz M(ΛΛΛ,m,n)

1
→ N (ΛΛΛ).
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Recordemos que ser transversalmente Kähler significa :

i) F es el núcleo de ω.

ii) ω es cerrada y real.

iii) La forma cuadrática h(−,−) = ω(J−,−)+iω(−,−) define una métrica
hermitiana sobre el haz normal de la foliación.

Definición III.4. Una configuración admisible ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
satisface

la condición (K) si y sólo si podemos escoger, para el espacio de soluciones
reales del sistema {∑n

j=1 sjλλλj = 0,∑n
j=1 sj = 0,

una base con coordenadas enteras.

Asumiremos que 0 ∈ H
(
λλλ1, . . . ,λλλ2m+1

)
. Recordemos que, por el teorema

de Carathéodory (ver teorema I.4 en la sección § 4 del caṕıtulo I), 0 siempre
pertenece a un simplejo H

(
λλλi1 , . . . ,λλλi2m+1

)
, asumiendo que ip = p para

1 6 p 6 2m+ 1. Entonces, la configuración ΛΛΛ satisface la condición (K) si y
sólo si, para cada 2m+2 6 j 6 n, el vector λλλj−λλλ1 es una combinación lineal
de
(
λλλ2−λλλ1, . . . ,λλλ2m+1−λλλ1

)
con coeficientes racionales. Esta caracterización

tiene la siguiente consecuencia.

Lema III.2. [MV04, Lema 2.3] Una configuración admisible ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
satisface la condición (K) si y sólo si existe una transformación real af́ın
de R2m que manda ΛΛΛ sobre una configuración admisible ΛΛΛ′ =

(
λλλ′1, . . . ,λλλ

′
n

)
talque

i) S y S ′ son iguales como conjuntos.

ii) Los vectores reales <
(
λλλ′j

)
y =

(
λλλ′j

)
tienen coordenadas enteras para

todo 1 6 j 6 n.

El resultado principal del art́ıculo [MV04] es el siguiente:

Teorema III.6. [MV04, Thm A] Sea ΛΛΛ una configuración admisible que
satisface la condición (K). Entonces,

Las hojas de la foliación F de N (ΛΛΛ) son toros compactos, complejos
de dimensión compleja m.
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El espacio cociente N (ΛΛΛ)/F es una variedad tórica proyectiva de di-
mensión compleja n− 2m− 1. La denotamos por NT (ΛΛΛ).

La forma transversalmente Kähler ω de N (ΛΛΛ) se proyecta a una forma
Kähler ω̃ de NT (ΛΛΛ).

Definición III.5. Llamamos al hazN (ΛΛΛ)→ NT (ΛΛΛ) fibración Calabi-Eckmann
generalizada sobre NT (ΛΛΛ).

Tenemos el siguiente corolario:

Corolario III.1. Sea N (ΛΛΛ) una variedad LV-M. Entonces existe una defor-
mación arbitrariamente pequeña de la estructura compleja de N (ΛΛΛ) tal que
la variedad deformada es el espacio total de una fibración Calabi-Eckmann
generalizada.

§ 3. Variedades Ángulo-Momento Mixtas.

En [GGLdM], V. Gómez generalizó el teorema 2 de [LdM89] al caso donde
la variedad está dada por dos formas cuadráticas, las cuales no necesaria-
mente son simultaneamente diagonalizables. Esto incluye las variedades que
construimos a continuación.

Sean m = 1, n > 3 y s > 0. Sea ΛΛΛ =
(
λ1, . . . , λn

)
una configuración

admisible, con λj ∈ C para toda j ∈ {1, . . . , n}.

Definición III.6. Una variedad ángulo-momento mixta de tipo
(
ΛΛΛ, 1, n+s

)
es una variedad M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
definida por las ecuaciones cuadráticas:

Fs(X) :=
s∑
r=1

w2
r +

n∑
j=1

λj |zj |2 = 0, (III.3)

ρs(X) :=

s∑
r=1

|wr|2 +

n∑
j=1

|zj |2 = 1, (III.4)

donde X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈ Cn+s. Esta variedad tiene dimensión

real 2n+ 2s− 3 > 5.

Observación III.3. V. Gómez mostró que M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es una variedad (ver

[GGLdM]).
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La razón por la cual estas variedades han sido llamadas variedades ángulo-
momento mixtas es porque cuando s = 0, la variedad obtenida es llamada
variedad ángulo-momento (see [LdM89], [LdMV97]). En nuestro caso, las

variedades M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
también admiten una acción del n-toro Tn = S1×· · ·×

S1 y corresponden a la intersección de hipercuádricas que no son coaxiales.

Definición III.7. Denotamos por M
(ΛΛΛ,1,n+s)

a la variedad obtenida por la
ecuación (III.3) en Cn+s −

{
(0, . . . , 0)

}
.

Observación III.4. M
(ΛΛΛ,1,n+s)

es variedad pues su única singularidad dada
por (III.3), es el origen.

La topoloǵıa de las variedades M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
está entendida por completo como

vemos en el siguiente teorema:

Teorema III.7. [GGLdM] Sea n > 3, s ≥ 1 y ΛΛΛ =
(
λ1 . . . , λn

)
una confi-

guración admisible. Entonces la variedad M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es difeomorfa a:

2`+1
]
j=1

(
S2dj+s−1 × S2n−2dj+s−2

)
, donde dj = nj + · · ·+ nj+`−1.

Observación III.5. V. Gómez mostró en [GGLdM] que M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es un cu-

briente doble ramificado de la esfera S2(n+s)−3, ramificado sobreM(ΛΛΛ,1,n+s−1)

1
.

Esto permite describir M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
como una sucesión iterada de cubrientes

dobles ramificados.

Consideremos ahora m > 1, n > 3 talque n > 2m.

Sea ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
una n-tupla de vectores en Cm con λλλj =

(
λ1
j
, . . . , λm

j

)
para toda j ∈ {1, . . . , n} y sea wk ∈ C para toda k ∈ {1, . . . ,m}.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones cuadráticas:

F1F1F1(X) := w2
1 +

n∑
j=1

λ1
j
|zj |2 = 0,

... (III.5)

FmFmFm(X) := w2
m +

n∑
j=1

λm
j
|zj |2 = 0.
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De aqúı en adelante usaremos la siguiente notación:

Fk(Z) =

n∑
j=1

λk
j
|zj |2, Gk(X) = w2

k +
n∑
j=1

λk
j
|zj |2.

Proposición III.2. El conjunto de ceros del sistema (III.5) es una variedad
regular fuera del origen si y sólo si, para toda colección K ⊂ {1, . . . ,m} el
conjunto de ceros del sistema

Fk(Z) = 0, k ∈ K, (III.6)

es una variedad regular fuera del origen.

Demostración. ⇒) Supongamos que el conjunto de ceros de (III.5) no es una
variedad regular fuera del origen. Sea (W,Z) 6= (0, 0) una solución singular
de (III.5), donde W =

(
w1, . . . , wm

)
y Z =

(
z1, . . . , zn

)
.

Sea K el conjunto de k ∈ {1, . . . ,m} tal que wk = 0. Sin pérdida de genera-
lidad, podemos asumir que K = {r + 1, . . . ,m}, con 1 ≤ r ≤ m. Entonces,
la matriz jacobiana del sistema (III.5) es la siguiente:[

W2r×2m A2r×2n

02(m−r)×2m B2(m−r)×2n

]
,

donde 02(m−r)×2m es la matriz 2(m− r)× 2m de ceros y W2r×2m es una
matriz 2r × 2m diagonal de rango 2r, donde los elementos de la diagonal
son matrices 2 × 2. A2r×2n es la matriz jacobiana 2r × 2n del sistema da-
do por las ecuaciones Fk(Z) para k ∈ {1, . . . , r} y B2(m−r)×2n es la matriz
jacobiana 2(m− r)× 2n del sistema (III.6) con k ∈ K = {r + 1, . . . ,m},
entonces Rank(B) < 2(m− r) en el punto Z =

(
z1, . . . , zn

)
.

Observemos que si Z = (0, . . . , 0), wk seŕıa 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}.

Entonces, el conjunto de ceros del sistema (III.6) no es una variedad regular
fuera del origen.

⇐) Supongamos que B2(m−r)×2n es singular en el punto Z 6= 0 el cual es una
solución del sistema (III.6) y sea wk = 0 para k ∈ K = {r+1, . . . ,m}. Obser-
vemos que Z es una solución de las ecuaciones Fk(Z) = 0 para k ∈ {1, . . . , r}.
Podemos encontrar wk para k ∈ {1, . . . , r} tal que Gk

(
(W,Z)

)
= 0 para

k ∈ {1, . . . , r}.
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Entonces, el punto (W,Z) es una solución de (III.5) y el rango de la matriz
jacobiana de (III.5) es menor que 2m. �

Proposición III.3. Sean m > 1, n > 3 tal que n > 2m. Sea ΛΛΛ =(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
una n-tupla de vectores en Cm y sea wk ∈ C para toda k ∈

{1, . . . ,m}. La intersección de las variedades definidas por el siguiente sis-
tema de ecuaciones:

F1F1F1(X) := w2
1 +

n∑
j=1

λ1
j
|zj |2 = 0,

...

FmFmFm(X) := w2
m +

n∑
j=1

λm
j
|zj |2 = 0,

ρρρ(X) :=

m∑
k=1

|wk|2 +

n∑
j=1

|zj |2 = 1,

define una variedad M
(ΛΛΛ,m,n)

1
de dimensión real 2n− 1 si

1. ΛΛΛ es una configuración admisible en Cm,

2. para toda colección de k ∈ {1, . . . ,m} tales que wk = 0, digamos K =
{r1, . . . , r`} con 1 ≤ r` ≤ m y ` ∈ {1, . . . ,m}, tenemos que la n-tupla

ΛΛΛ′ =
(
λλλ′1, . . . ,λλλ

′
n

)
de vectores λλλ′j =

(
λr1
j
, . . . , λr`

j

)
∈ Cm−` es una

configuración admisible.

Demostración. La demostración se sigue de la demostración de la propo-
sición III.2, pues las variedades determinadas por la ecuación (III.5) son
transversales a la esfera unitaria ya que son homogeneas de grado dos. �

Observación III.6. M
(ΛΛΛ,m,n)

1
es no vacia pues ΛΛΛ es una configuración ad-

misible en Cm y por tanto M
(ΛΛΛ,m,n)

1
contiene la subvariedad de puntos tales

que wk = 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}.

Definición III.8. Llamamos a M
(ΛΛΛ,m,n)

1
variedad ángulo-momento mixta de

tipo (ΛΛΛ,m, n) correspondiente a la configuración admisible ΛΛΛ ∈ Cm.

Definición III.9. Denotamos por M
(ΛΛΛ,m,n)

a la variedad obtenida por el
sistema (III.5) en Cn+m −

{
(0, . . . , 0)

}
.
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Más aún, M
(ΛΛΛ,m,n)

es una 2n-variedad pues la única singularidad de la varie-
dad dada por (III.5) es el origen. Si

(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
satisface (III.5),

entonces para todo número real t el punto
(
tw1, . . . , twm, tz1, . . . , tzn

)
tam-

bién satisface (III.5), por tanto si añadimos el origen obtenemos un cono
real con vértice en el origen y tenemos que

M
(ΛΛΛ,m,n)

1
= M

(ΛΛΛ,m,n) ∩ S2n+2m−1.

La siguiente proposición muestra que existe una relación entre las variedades
ángulo-momento clásicas y las variedades ángulo-momento mixtas, cuando
m > 1.

Proposición III.4. Sea m > 1, n > 3 tal que n > 2m. Sea p̂ : M
(ΛΛΛ,m,n) →

Cn −
{

(0, . . . , 0)
}

el mapeo dado por

p̂
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
=
(
z1, . . . , zn

)
.

Entonces, p̂ es un cubriente diferenciable ramificado de orden 2m. El cual
es singular precisamente en el conjunto Σ̃ = S ∩ M

(ΛΛΛ,m,n)
, donde S ={(

w1, . . . , wm, z1, . . . , zn
)
| w1 . . . wm = 0

}
. Más aún, p̂ induce un cubriente

diferenciable ramificado p : M
(ΛΛΛ,m,n)

1
→ S2n−1 de orden 2m que es singular

en Σ = S ∩M
(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Demostración. p̂ es sobreyectivo pues podemos escoger un punto arbitrario
Z =

(
z1, . . . , zn

)
6= (0, . . . , 0) y utilizando el sistema (III.5), encontrar las

coordenadas
(
w1, . . . , wm

)
tal que

(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)
.

Si un puntoX =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)
es tal que w1w2 . . . wm 6=

0, entonces p̂ es un difeomorfismo local en una vecindad de X.

Si p̂−1
(
z1, . . . , zn

)
contiene un punto X =

(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
tal que

wk 6= 0 para exactamente ` ı́ndices k, entonces la cardinalidad de p̂−1
(
z1, . . . , zn

)
es 2`.

Recordemos que M
(ΛΛΛ,m,n) ⊂ Cn+m es un cono real con vértice el origen de

Cn+m. Para un punto X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)
consideremos

el rayo

R(X) =

{
t
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

) ∣∣ t > 0

}
.
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Entonces, p̂ manda de manera biyectiva R(X) sobre el rayo que pasa por
p̂(X):

R
(
p̂(X)

)
=

{
t
(
z1, . . . , zn

) ∣∣ t > 0

}
,

entonces el mapeo:

p(X) = |p̂(X)|−1p̂(X), para X ∈M
(ΛΛΛ,m,n)

es el cubriente ramificado de orden 2m buscado.
�

Existe otra manera de describir este cubriente ramificado. Sea G = Z2 =
{−1, 1} el grupo multiplicativo con dos elementos. Existe una acción natural

de Gm sobre M
(ΛΛΛ,m,n)

1
como sigue:

T
(σ1,...,σm)

(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
=
(
σ1w1, . . . , σmwm, z1, . . . , zn

)
,

donde
(
σ1, . . . , σm

)
∈ Gm.

Se sigue de la ecuación (III.5) que el conjunto de puntos fijos de esta acción

es M(ΛΛΛ,m,n)

1
(identificada como el conjunto de puntos en M

(ΛΛΛ,m,n)

1
tales que

wk = 0 para k ∈ {1, . . . ,m}).

El espacio de órbitas de la acción de Gm sobre M
(ΛΛΛ,m,n)

1
es la esfera S2n−1.

El subconjunto con grupo de isotroṕıa distinto de la identidad son las sub-
variedades MK ⊂M

(ΛΛΛ,m,n)

1
:

MK :=

{(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1

∣∣∣ Fk(z1, . . . , zn
)

= 0, k ∈ K
}
,

donde ∅ 6= K ⊂ {1, . . . ,m} y Fk(Z) =
∑n

j=1 λ
k
j
|zj |2 . Todas estas variedades

son subvariedades de M
(ΛΛΛ,m,n)

1
. En particular, las subvariedades MK corres-

ponden a variedades ángulo-momento.

Tenemos una acción del n-toro Tn = S1 × · · · × S1 sobre M
(ΛΛΛ,m,n)

1
definida

de la siguiente manera:

Tuuu
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
=
(
w1, . . . , wm, u1z1, . . . , unzn

)
, (III.7)

donde uuu =
(
u1, . . . , un

)
∈ Tn.
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Vamos a describir el espacio de órbitas de esta acción de Tn, aśı como el
mapeo momento asociado.

Consideremos el mapeo m : M
(ΛΛΛ,m,n)

1
→ Cm definido por:

m (w1, . . . , wm, z1, . . . , zn) = (w1, . . . , wm) ,

y el mapeo M : M
(ΛΛΛ,m,n)

1
→ Cm × Rn+ dado por:

M
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
=
(
w1, . . . , wm, |z1|2, . . . , |zn|2

)
.

Sea
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
, entonces |z1|2 + · · ·+ |zn|2 6= 0, pues

de otro modo tendŕıamos que wr = 0 para r ∈ {1, . . . ,m}. Como M
(ΛΛΛ,m,n)

1

es compacta, existe c > 0 tal que

c = ı́nf

{
|z1|2 + · · ·+ |zn|2

∣∣∣ (w1, . . . , wm, z1, . . . , zn
)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1

}
< 1.

De las ecuaciones que definen M
(ΛΛΛ,m,n)

1
se sigue que:

P (ΛΛΛ) := m
(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
⊂H

(
cλλλ1, . . . , cλλλn

)
,

donde ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
es la configuración admisible asociada a M

(ΛΛΛ,m,n)

1
y

H
(
cλλλ1, . . . , cλλλn

)
es la envolvente convexa en Cm del conjunto (cλλλ1, . . . , cλλλn

)
,

de modo que H
(
cλλλ1, . . . , cλλλn

)
= cH (λλλ1, . . . ,λλλn

)
.

Por hipótesis ΛΛΛ es una configuración admisible y por tanto cH (λλλ1, . . . ,λλλn
)

es un politopo completo de dimensión 2m con n vértices.

Su transformada de Gale P̂ (ΛΛΛ) es un politopo convexo de dimensión n −
2m− 1:

P̂ (ΛΛΛ) =

{
(t1, . . . , tn) ∈ Rn | tj ≥ 0,

n∑
j=1

tjcλλλj = 0,

n∑
j=1

tj = 1

}
.

Se sigue inmediatamente que si www ∈ P (ΛΛΛ) entonces rwww ∈ P (ΛΛΛ) para toda
r ∈ [0, 1]. Además, existe ε > 0 tal que www ∈ P (ΛΛΛ) si |www| < ε. Por tanto
tenemos:

Proposición III.5. P (ΛΛΛ) es un conjunto estrellado con respecto al origen,
cuyo interior es no vaćıo.
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Sea www :=
(
w1, . . . , wm

)
∈ P (ΛΛΛ) y consideremos el politopo simple convexo

de dimensión n− 2m− 1:

Pwww(ΛΛΛ) =

{(
t1, . . . , tn

)
∈ Rn+

∣∣∣ n∑
j=1

tjλλλj = w2w2w2,
n∑
j=1

tj = 1−
m∑
k=1

|wk|2
}
.

Entonces, la imagen de M
(ΛΛΛ,m,n)

1
bajo M, corresponde a

PPP (ΛΛΛ) =

{
(www,ttt)

∣∣ www ∈ P(ΛΛΛ), ttt =
(
t1, . . . , tn

)
∈ Pwww(ΛΛΛ)

}
.

Un punto en PPP (ΛΛΛ) determina una única órbita de la acción del toro y a toda
órbita le corresponde, en la manera natural, un punto en PPP (ΛΛΛ). Por tanto
tenemos:

Proposición III.6. PPP (ΛΛΛ) es el espacio de órbitas de la acción de Tn sobre

M
(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Por tanto, M toma el papel del mapeo momento de la acción y la topoloǵıa
de M

(ΛΛΛ,m,n)

1
está completamente descrita por la combinatoria de PPP (ΛΛΛ), P(ΛΛΛ)

y P̂ (ΛΛΛ).
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Caṕıtulo IV

Distintas Estructuras
Geométricas.

He aqúı mi secreto
que no puede ser más simple:

sólo con el corazón se puede ver bien;
lo esencial es invisible para los ojos.

Antonie de Saint-Exupéry.
El principito.

En este caṕıtulo se describen distintas estructuras geométricas que admi-
ten las variedades ángulo-momento: descomposiciones de libro abierto (ver
[GLdM13] y [BLdMV]), estructuras presimplécticas o de casi-contacto y es-
tructura regular de Poisson.

§ 1. Libros Abiertos.

Recientemente S. Gitler y S. López de Medrano en [GLdM13], describieron
una descomposición de libro abierto1 para una familia muy general de varie-
dades difeomorfas a sumas conexas de productos de esferas; en particular,
incluye a las variedades ángulo-momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Sea ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλn

)
una configuración admisible. Las variedades ángulo-

momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
(m ≥ 1) definidas en el caṕıtulo anterior, admiten una

acción de S1 sobre la variable z1 cuyo cociente, el cual denotaremos por
P(ΛΛΛ), corresponde a la intersección de M(ΛΛΛ,m,n)

1
con < (z1) > 0.

Consideremos la intersección de M(ΛΛΛ,m,n)

1
con el hiperplano z1 = 0. La va-

riedad obtenida, M(ΛΛΛ′,m,n−1)

1
, corresponde con la frontera de P(ΛΛΛ).

1Ver definición I.32.
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Observación IV.1.

La variedad M(ΛΛΛ′,m,n−1)

1
es una variedad ángulo-momento.

En general, podemos considerar la acción de S1 sobre cualquier zj , con
j ∈ {1, . . . , n}.

Teorema IV.1. [GLdM13]. Sea m ≥ 1. Toda variedad ángulo-momento

M(ΛΛΛ,m,n)

1
admite una descomposición de libro abierto

(
M(ΛΛΛ′,m,n−1)

1
, f
)

. El

lomo corresponde a la variedad M(ΛΛΛ′,m,n−1)

1
y una página es P(ΛΛΛ). La holo-

nomı́a es trivial y f es el mapeo f :M(ΛΛΛ,m,n)

1
−M(ΛΛΛ′,m,n−1)

1
→ S1.

Lema IV.1. Sea m = 1. La acción natural de S1 sobre M(ΛΛΛ,1,n)

1
tiene la

propiedad de que cada órbita interseca a la página P(ΛΛΛ) en un único punto
y cada punto en P(ΛΛΛ) es intersecado transversalmente por las órbitas.

Este lema implica que la restricción de la proyección canónica π a cada
página es un difeomorfismo sobre su imagen N (ΛΛΛ) − N (ΛΛΛ′). Por tanto ob-
tenemos:

Corolario IV.1. La página P(ΛΛΛ) del libro abierto asociado a la variedad

M(ΛΛΛ,1,n)

1
es una variedad compleja biholomorfa a N (ΛΛΛ)−N (ΛΛΛ′).

El siguiente teorema describe como son las páginas del libro abierto asociado
a la variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,n)

1
(m = 1). La demostración dada por

S. López de Medrano puede consultarse en [BLdMV].

Teorema IV.2. [BLdMV, S. López de Medrano] Sea m = 1. Sea M(ΛΛΛ,1,n)

1

la variedad ángulo-momento asociada a la partición ćıclica n = n1 + · · · +
n2`+1. Consideremos el libro abierto de M(ΛΛΛ,1,n)

1
dado por el teorema IV.1.

Entonces, la página de esta descomposición es difeomorfa a:

a) Si ` = 1, el producto

S2n2−1 × S2n3−1 × D2n1−2.

b) Si ` > 1 y n1 > 1, la suma conexa a lo largo de la frontera de 2` + 1
variedades:

`+2∐
i=2

(
S2di−1 × D2n−2di−3

)∐ 1∐
i=`+3

(
D2di−2 × S2n−2di−2

)
.
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c) Si n1 = 1 y ` > 2, la suma conexa a lo largo de la frontera de 2`
variedades:

`+1∐
i=3

(
S2di−1 × D2n−2di−3

)∐ 1∐
i=`+3

(
D2di−2 × S2n−2di−2

)
∐(

S2d2−1 × S2d`+2−1 − D2n−4
)
.

d) Si n = 1 y ` = 2, una suma conexa a lo largo de la frontera de dos
variedades: (

S2d2−1 × S2d4−1 − D2n−4
)∐

Ẽ ,

donde Ẽ es el exterior de un encaje S2n2−1 × S2n5−1 en S2n−4.

Ejemplos. Sea m = 1. Describimos tres descomposiciones distintas de libro
abierto para la misma variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,n)

1
.

Sea ΛΛΛ =
(
λ1, λ1, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5

)
una configuración admisible forma-

da por las cinco raices quintas de la unidad, donde la multiplicidad de
λ1 es igual a tres.

Por el teorema III.2 del caṕıtulo III, ΛΛΛ está asociada a la variedad
ángulo-momento:

M(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

2
S7 × S4 ]

3
S3 × S8.

Vamos a describir el libro abierto asociado a M(ΛΛΛ,1,7)

1
.

Si z1 = 0 nuestra configuración sigue siendo una configuración admisi-
ble ΛΛΛ′, pero la multiplicidad de λ1 ahora es dos. Entonces, el lomo de
dicha descomposición corresponde a la variedad ángulo-momento:

M(ΛΛΛ′,1,6)

1
= ]

2
S5 × S4 ]

3
S3 × S6.

La página, por el teorema IV.2 (b) de este caṕıtulo, en este caso es la
variedad:

P(ΛΛΛ) =

(∐
3

S3 × D7

) ∐ (∐
2

D5 × S5

)
.
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Sea ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ2, λ2, λ3, λ4, λ5

)
la configuración admisible formada

por las cinco raices quintas de la unidad tal que la multiplicidad de λ2

es igual a tres.

Por el teorema III.2 del caṕıtulo III, la variedad ángulo-momento aso-
ciada es:

M(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

2
S7 × S4 ]

3
S3 × S8.

Para este caso, cuando z1 = 0 tenemos de nuevo una configuración
admisible ΛΛΛ′ =

(
λ2, λ2, λ2, λ3, λ4, λ5

)
, donde λ3 y λ4 se juntan en un

punto. Por lo tanto, el lomo del libro abierto asociado aM(ΛΛΛ,1,7)

1
ahora

corresponde a la variedad ángulo-momento:

M(ΛΛΛ′,1,6)

1
= S5 × S3 × S1.

Por el teorema IV.2 (d) de este caṕıtulo, la página es:

P(ΛΛΛ) =
(
S7 × S3 − D10

)∐
Ẽ ,

donde Ẽ es el encaje S5 × S1 en S10.

Sea ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ3, λ3, λ3, λ4, λ5

)
una configuación admisible formada

por las cinco raices quintas de la unidad, donde λ3 tiene multiplicidad
igual a tres.

La variedad ángulo-momento asociada es:

M(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

3
S3 × S8 ]

2
S7 × S4.

Cuando z1 = 0 nuevamente tenemos una configuración admisible ΛΛΛ′ =(
λ2, λ3, λ3, λ3, λ4, λ5

)
, donde λ2 y λ5 son puntos indispensables. En-

tonces, el lomo del libro abierto corresponde a la variedad ángulo-
momento:

M(ΛΛΛ′,1,6)

1
= S1 × S7 × S1.

La página, por el teorema IV.2 (d) de este caṕıtulo, es:

P(ΛΛΛ) =
(
S7 × S3 − D10

)∐
Ẽ ,

donde Ẽ es el encaje S1 × S1 en S10.
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Para la configuración admisible ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ3, λ4, λ4, λ4, λ5

)
, forma-

da por las cinco raices quintas de la unidad con multiplicidad de λ4

igual a tres, obtenemos la misma descomposición de libro abierto sobre
la variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

3
S3 × S8 ]

2
S7 × S4 que en el

caso en que la multiplicidad de λ3 es igual a tres.

Si ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ5, λ5

)
es la configuración admisible formada

por las cinco raices quintas de la unidad con multiplicidad de λ5 igual
a tres, se tiene la misma descomposicion de libro abierto sobre la va-
riedad ángulo-momentoM(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

3
S3× S8 ]

2
S7× S4 que para el caso

en que la multiplicidad de λ2 es igual a tres.

En la siguiente tabla se describen descomposiciones de libro abierto asocia-
das a algunas variedades ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,n)

1
.
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Sea ΛΛΛ una configuración admisible,
M(ΛΛΛ,1,n)

1
la variedad ángulo-momento asociada a ΛΛΛ,

P(ΛΛΛ) la página y M(ΛΛΛ′,1,n−1)

1
el lomo de una descomposición de libro abierto

asociada a M(ΛΛΛ,1,n)

1
.

Configuración Admisible Variedad Ángulo-Momento Lomo Página

ΛΛΛ =
(
1, 1, i,−1− i

)
M(ΛΛΛ,1,4)

1
= T2 × S3 M(ΛΛΛ′,1,3)

1
= T3 P(ΛΛΛ) = T2 × D2

ΛΛΛ =
(
1n−2, i,−1− i

)
M(ΛΛΛ,1,n)

1
= T2 × S2n−5 M(ΛΛΛ′,1,n−1)

1
= T2 × S2n−7 P(ΛΛΛ) = T2 × D2n−6

ΛΛΛ =
(
i, i, 1,−1− i,−1− i

)
M(ΛΛΛ,1,5)

1
= S3 × S1 × S3 M(ΛΛΛ′,1,4)

1
= T2 × S3 P(ΛΛΛ) = S1 × S3 × D2

ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ3, λ4, λ5

)
donde los λi son las ráıces quintas

de la unidad.

M(ΛΛΛ,1,5)

1
= ]

5
S3 × S4

M(ΛΛΛ′,1,4)

1
= T2 × S3

P(ΛΛΛ) =
(
S3 × S3 − D6

)
q Ẽ,

donde Ẽ es el exterior de un
encaje canónico T2 en S6.

ΛΛΛ =
(
λ1, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5

)
donde los λi son las ráıces quintas

de la unidad.

M(ΛΛΛ,1,6)

1
= ]

2
S5 × S4 ]

3
S3 × S6 M(ΛΛΛ′,1,5)

1
= ]

5
S3 × S4 P(ΛΛΛ) =∐

2

(
D4 × S4

)∐∐
3

(
S3 × D5

)

ΛΛΛ =
(
λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6, λ7

)
donde λi son las raices séptimas

de la unidad .

M(ΛΛΛ,1,7)

1
= ]

7
S5 × S6 M(ΛΛΛ′,1,6)

1
=

]
2
S5 × S4 ]

3
S3 × S6

P(ΛΛΛ) =∐
2

(
S5 × D5

)∐(∐
3

D4 × S6
)

∐( (
S5 × S5

)
− D10

)

Cuadro IV.1: Descomposiciones de libro abierto de algunas variedades ángulo-momento.
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§ 2. Estructura de Casi-Contanto.

Sea m = 1. Las variedades ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,n)

1
admiten estructuras

un poco más débiles que las estructuras de contacto.

Proposición IV.1. Sea m = 1. La variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,n)

1
es

una variedad de casi contacto 2.

Demostración. Consideremos la fibración π
ΛΛΛ

: M(ΛΛΛ,1,n)

1
→ N (ΛΛΛ), con fibra

el ćırculo, definida por tomar el cociente bajo la acción diagonal. Ya que
N (ΛΛΛ) es una variedad compleja, la foliación definida por la acción del ćırculo
es transversalmente holomorfa (ver [Mee00, Thm. 7], [Hae85], [LJJ96] y

[LJJ99]). Entonces, M(ΛΛΛ,1,n)

1
tiene un atlas modelado sobre Cn−2 × R con

cambios de coordenadas de cartas de la forma3:((
z1, . . . , zn−2

)
, t

)
7→
(
h
(
z1, . . . , zn−2, t

)
, g
(
z1, . . . , zn−2, t

))
,

con h : U → Cn−2 y g : U → R, donde U es un conjunto abierto en Cn−2×R
y, para cada t fija, la función

(
z1, . . . , zn−2

)
7→ h

(
z1, . . . , zn−2, t

)
es un biho-

lomorfismo sobre un conjunto abierto de Cn−2 × {t}.

Esto significa que el diferencial, en las coordenadas dadas, se representa por
una matriz de la forma  A ∗

0 . . . 0 r

 ,
donde ∗ denota un vector columna de dimensión real (n−2) yA ∈ GL(n− 2,C).

El conjunto de matrices de la forma anterior forma un subgrupo de GL(2n− 3,R).
Por Gram-Schmidt este grupo se retracta sobre U(n− 2)× R.

Esto muestra que M(ΛΛΛ,1,n)

1
es una variedad de casi contacto. �

2Ver definición I.22 en la sección § 5.4 del caṕıtulo I.
3Esto por definición de ser transversalmente holomorfa.
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§ 3. Estructuras de Contacto.

Las variedades ángulo-momento que son producto de un 2-toro con una
esfera de dimensión impar son variedades de contacto. Esto se sigue inme-
diatamente de Thm 1 en [Bou02] debido a F. Bourgeois (corolario II.1, del
caṕıtulo II). Más aún, las variedades de la forma S2n−5 × T2k, con n > 3 y
k un entero positivo, son variedades de contacto.

La variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,1,n)

1
= S2n−5 × T2 admite una descom-

posición de libro abierto
(
S2n−7 × T2, f

)
(ver cuadro IV.1). Observemos lo

siguiente:

1. La variedad compacta
(
D2n−6 × T2, ω

)
es una variedad simpléctica,

con forma simpléctica ω = dβ correspondiendo a

2

n−3∑
j=1

(
dxj ∧ dyj

)
+

2∑
j=1

dϕjdθj .

2. El campo vectorial X definido por ιXω = β es

X =
1

2

n−3∑
j=1

(
xj∂xj + yj∂yj

)
−

2∑
j=2

ϕj∂ϕj ,

X es transversal a S2n−7 × T2 y apunta hacia afuera.

3. El mapeo Id :
(
D2n−6 × T2, ω

)
→
(
D2n−6 × T2, ω

)
es un simplecto-

morfismo.

Por tanto, por el teorema II.2 del caṕıtulo II, la variedad S2n−5×T2 admite
una única estructura de contacto ξ(S2n−7×T2,Id) que corresponde al núcleo de
la 1-forma

α =
n−2∑
j=1

(
xjdyj − yjdxj

)
+

2∑
j=1

ϕjdθj ,

la cual induce una forma de contacto positiva α|S2n−7×T2 en S2n−7×T2, que
en este caso coincide con β y dα induce una forma simpléctica dα|D2n−6×T2

en D2n−6 × T2 que corresponde a dβ = ω.

Por lo tanto, concluimos que la estructura de contacto sobre S2n−5×T2, dada

por Thm 1 en [Bou02], está soportada por el libro abierto
(
S2n−7×T2, Id

)
.



§ 4 Estructura Regular de Poisson. 69

§ 4. Estructura Regular de Poisson.

Sea m ≥ 1. En general no se sabe hasta el momento si las variedades ángulo-
momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
admiten una estructura de contacto, pero dichas varie-

dades son variedades regulares de Poisson como veremos a continuación.

Recordemos que las variedades M(ΛΛΛ,m,n)

1
se definen como la intersección de

las siguientes cuádricas en Cn (ver sección § 1 del caṕıtulo III):

F (Z) :=
n∑
j=1

λλλj |zj |2 = 0, ρ(Z) :=
n∑
j=1

|zj |2 = 1,

donde λλλj =
(
λ1
j
, . . . , λm

j

)
∈ Cm para m ≥ 1 y n > 2m.

En otras palabras,

F1(Z) :=

n∑
j=1

λ1
j
|zj |2 = 0,

... (IV.1)

Fm(Z) :=

n∑
j=1

λm
j
|zj |2 = 0,

ρ(Z) :=
n∑
j=1

|zj |2 = 1.

Consideremos sobre Cn la siguiente 1-forma real

α := i
n∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

)
,

en este caso dα corresponde a la 2-forma

dα = i
n∑
j=1

(
dzjdz̄j − dz̄jdzj

)
. (IV.2)

Observación IV.2. En general se puede considerar la 1-forma

α := i
n∑
j=1

aj
(
zjdz̄j − z̄jdzj

)
,

con aj un real positivo.
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Lema IV.2. Para todo Z =
(
z1, . . . , zn

)
∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
la 1-forma α restringida

al espacio tangente TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
es una forma no trivial.

Demostración. Sea Z =
(
z1, . . . , zn

)
∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
, la función lineal

αZ : TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
→ R

es trivial si y sólo si existen Tk ∈ C, con k = 1, . . . ,m y µ ∈ R tales que:

i
n∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

)
=

m∑
k=1

TkdFk +
m∑
k=1

T kdF k + µdρ

=

m∑
k=1

Tk n∑
j=1

λk
j

(
z̄jdzj + zjdz̄j

)+

m∑
k=1

T k n∑
j=1

λ̄k
j

(
zjdz̄j + z̄jdzj

)
+ µ

n∑
j=1

(
zjdz̄j + z̄jdzj

)
. (IV.3)

Esto es cierto porque la dimensión de la variedad M(ΛΛΛ,m,n)

1
es 2n − 2m − 1

y para Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
, el espacio de todas las 1-formas reales en TZ (Cn) que

se anulan sobre TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
es de dimensión 2m+ 1.4

Sean

ωk
1
(Z) = d< (Fk) (Z), ωk

2
(Z) = d= (Fk) (Z), ω3(Z) = dρ(Z),

con k = 1, . . . ,m.

Como el conjunto de 1-formas

B =
{
ω1

1
(Z), . . . , ωm

1
(Z), ω1

2
(Z), . . . , ωm

2
(Z), ω3(Z)

}
,

es linealmente independiente5, el espacio de 1-formas de tipo

m∑
k=1

[
(ak + ibk) dFk

]
+

m∑
k=1

[
(ak − ibk) dF k

]
+ µdρ,

4Esto se sigue del siguiente teorema de álgebra lineal: Sea V un subespacio de Rn talque
codimV = k con 0 ≤ k ≤ 1. Sea W el subespacio de 1-formas lineales que se anulan en V ,
entonces dimW = k.

5Esto se sigue del teorema local de submersiones.



§ 4 Estructura Regular de Poisson. 71

es de dimensión 2m+1, parametrizado por Tk ∈ C con k = 1, . . . ,m y µ ∈ R.

Comparando coeficientes en la ecuación (IV.3) tenemos:

izj =

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
zj .

Se sigue entonces que el origen Z = (0, . . . , 0) es el único punto que satisface

esta última ecuación. Pero el origen no pertenece a M(ΛΛΛ,m,n)

1
. Concluimos

que α es no trivial sobre la variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
. �

Sean

Kα(Z) =
{
v ∈ TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

) ∣∣∣ α(v) = 0
}

y

Kdα(Z) =
{
v ∈ TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

) ∣∣∣dα(v, v′) = 0 ∀ v′ ∈ TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)}
el núcleo de α y el núcleo de dα en el punto Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
, respectivamente.

Observemos que Kdα(Z) = ιvdα = 0, para todo v ∈ TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
.

Proposición IV.2. Sean n > 3 y m ≥ 1 tales que n > 2m. El núcleo de dα

para toda Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
, es un subespacio real de T

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
de dimensión

2m+ 1.

Demostración. Puntos v ∈ Cn que pertenecen a Kdα|T
(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

) satisfacen:

dF1(v) = 0,
...

dFm(v) = 0,

dρ(v) = 0,

ιvdα =
∑m

k=1 TkdFk +
∑m

k=1 T kdFk + µdρ,

(IV.4)

donde dFk(v) =
n∑
j=1

λk
j

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
, para k = 1, . . . ,m y como

ιvdα = dα(v, ·) = i

n∑
j=1

(
dzj(v)dz̄j − dz̄j(v)dzj

)
,



72 IV Distintas Estructuras Geométricas.

es una 1-forma restringida a TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
y queremos saber donde es

idénticamente cero, la escribimos como una combinación lineal de

ωk
1
(Z) = d< (Fk) (Z); ωk

2
(Z) = d= (Fk) (Z), ω3(Z) = dρ(Z).

Sea Z =
(
z1, . . . , zn

)
∈ M(ΛΛΛ,m,n)

1
y v =

(
v1, . . . , vn

)
∈ TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
. El

sistema (IV.4) corresponde a las siguientes ecuaciones:

n∑
j=1

λ1
j

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
= 0,

...
n∑
j=1

λm
j

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
= 0,

n∑
j=1

(
z̄jdzj(v) + zjdz̄j(v)

)
= 0,

i
n∑
j=1

(
dzj(v)dz̄j − dz̄j(v)dzj

)
=

m∑
k=1

Tk n∑
j=1

λk
j

(
z̄jdzj + zjdz̄j

)+

m∑
k=1

T k n∑
j=1

λ̄k
j

(
zjdz̄j + z̄jdzj

)
+ µ

n∑
j=1

(
zjdz̄j + z̄jdzj

)
. (IV.5)

Observación IV.3. De aqúı en adelante, consideraremos al vector v ancla-
do en el punto Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Comparando coeficientes en la ecuación (IV.5) tenemos:

idzj(v) =

[
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

]
zj , j ∈ {1, . . . , n}.

Entonces, para Z =
(
z1, . . . , zn

)
∈ M(ΛΛΛ,m,n)

1
los vectores v ∈ TZ

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
que pertenecen a Kdα(Z) son de la forma:
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v
(
T1, . . . , Tm, µ;Z

)
=

− i

((
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
+ µ

)
z1, . . . ,

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
+ µ

)
zn

)
,

donde T1, . . . , Tm ∈ C y µ ∈ R.

El vector v
(
T1, . . . , Tm, µ;Z

)
es tangente a la esfera S2n−2m+1 y satisface la

condición dFk(v) = 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}.

Ya que el mapeo R-lineal φZ : Cm × R ∼= R2m+1 → Cn ∼= R2n definido por

φZ
(
T1, . . . , Tm, µ

)
= v
(
T1, . . . , Tm, µ;Z

)
,

es inyectivo, concluimos que Kdα(Z) tiene dimensión real 2m+ 1.
�

Lema IV.3. El mapeo R-lineal φZ : Cm×R ∼= R2m+1 → Cn ∼= R2n definido
por

φZ
(
T1, . . . , Tm, µ

)
= v
(
T1, . . . , Tm, µ;Z

)
,

es inyectivo.

Demostración. Ya que ΛΛΛ = (λλλ1, . . . ,λλλn) es una configuración admisible, la
matriz cuyas columnas son de la forma λλλ′j = (λλλj , 1) ∈ Cm+1 es de rango
máximo (ver lema III.1 del caṕıtulo III). Por tanto, se sigue que el núcleo
de φZ es trivial. �

Sea v
(
T1, . . . , Tm, µ;Z

)
un vector en Kdα(Z). Nos interesa saber bajo que

condiciones este vector pertenece al núcleo de αZ ; es decir, cuándo satisface
la siguiente ecuación:

n∑
j=1

((
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2 +

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2

)
= 0.

Se sigue

µ+ 2
n∑
j=1

<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
|zj |2 = 0

y concluimos que µ = 0.
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Entonces,

Kα(Z) ∩ Kdα(Z) =

{
v
(
T1, . . . , Tm, 0;Z

) ∣∣ Tk ∈ C ∀ k = 1, . . . ,m

}
,

donde los vectores v
(
T1, . . . , Tm, 0;Z

)
son de la forma:

−i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
. (IV.6)

Por tanto para todo Z ∈M(ΛΛΛ,m,n)

1
:

dim
(
Kα(Z) ∩ Kdα(Z)

)
= 2m.

Tenemos que dα tiene rango constante 2n− 4m− 2. Además

α ∧ dαn−2m−1 6= 0,

esto porque dim
(
Kα(Z) ∩ Kdα(Z)

)
= 2m.

Vamos a considerar la siguiente versión general del teorema de Darboux
[Ste83, Thm 6.2]:

Teorema IV.3 (Darboux). Sea θ una 1-forma diferencial sobre una n-va-
riedad tal que dθ tiene rango constante p.

1. Si θ 6= 0 y θ ∧ (dθ)p = 0 en todo punto, entonces existe un sistema de
coordenadas locales x1, . . . , xn−p, y1, . . . , yp tal que

θ = x1dy1 + · · ·+ xpdyp.

2. Si θ 6= 0 y θ ∧ (dθ)p 6= 0 en todo punto, entonces existe un sistema de
coordenadas locales x1, . . . , xn−p, y1, . . . , yp tal que

θ = x1dy1 + · · ·+ xpdyp + dxp+1.

Del inciso 2 de este teorema tenemos que para cada Z ∈ M(ΛΛΛ,m,n)

1
existen

coordenadas locales(
x1, y1, . . . , xm, ym, z, u1, v1, . . . , un−2m−1, vn−2m−1

)
∈ R2n−2m−1,

en una vecindad abierta U de Z tal que la 1-forma α se puede escribir como

α = dz + u1dv1 + · · ·+ un−2m−1dvn−2m−1.
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Corolario IV.2. Las órbitas de la acción localmente libre de Cm ∼= R2m

sobre M(ΛΛΛ,m,n)

1
dada por

ψ
(T1,...,Tm)

(
z1, . . . , zn

)
=(

e−2i<(
∑m
k=1 Tkλ

k
1
)z1, . . . , e

−2i<(
∑m
k=1 Tkλ

k
n)zn

)
, T1, . . . , Tm ∈ C (IV.7)

son tangentes a los vectores de la forma

−i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
.

Demostración. Consideremos T2 = · · · = Tm = 0 y T1 = t ∈ R. Entonces
tenemos una curva real parametrizada por t

ψ
(t,0,...,0)

(z1, . . . , zn) =
(
e−2it<(λ1

1
)z1, . . . , e

−2it<(λ1
n)zn

)
.

La derivada de ψ
(t,0,...,0)

con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al
vector tangente

B1 = −i
(

2<
(
λ1

1

)
z1, . . . , 2<

(
λ1
n

)
zn

)
.

Para T2 = · · · = Tm = 0 y T1 = 1, este vector tangente es de la forma

−i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
.

Ahora, si consideramos T2 = · · · = Tm = 0 y T1 = it con t ∈ R, tenemos la
siguiente curva parametrizada por un imaginario puro

ψ
(it,0,...,0)

(z1, . . . , zn) =
(
e−2i<(itλ1

1
)z1, . . . , e

−2i<(itλ1
n)zn

)
.

La derivada de ψ
(it,0,...,0)

con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al
vector tangente

B′1 = −i
(

2<
(
iλ1

1

)
z1, . . . , 2<

(
iλ1

n

)
zn

)
.

Para T2 = · · · = Tm = 0 y T1 = i, este vector tangente es un vector de la
forma

−i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
.
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De manera análoga se demuestra que los vectores tangentes Bk y B′k
son de la forma

−i

(
2<
( m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

( m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
,

donde Tk = 1 y Tk = i, respectivamente y T` = 0 para toda ` 6= k con
k ∈ {1, . . . ,m}.

Como ya se mencionó, los vectores

−i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
(IV.8)

forman el espacio vectorial real Kα∩Kdα de dimensión 2m y por tanto toda
base para este espacio consta de 2m vectores de la forma (IV.8).

La acción es localmente libre porque los 2m campos vectoriales determina-
dos por los subgrupos a un parámetro que corresponden a la base canónica
de R2m (base del álgebra de Lie de R2m), es decir los 2m vectores de la forma
Bk y B′k con k = 1, . . . ,m son linealmente independientes (esto se sigue del
lema IV.3).

Además estos 2m campos vectoriales conmutan puesto que vienen de una
acción del grupo abeliano R2m. Esto campos nos dan una trivialización del
espacio tangente a la foliación Fα deM(ΛΛΛ,m,n)

1
generada por la acción (IV.7)

cuyas hojas corresponden a las órbitas de dicha acción, las cuales son de
dimensión 2m. �

Corolario IV.3. Las hojas FZ de Fα son subvariedades integrables de la
2m-distribución Kα ∩ Kdα.

Demostración. Se sigue del teorema de Frobenius que las hojas de Fα son
involutivas y por lo tanto son subvariedades integrables de Kα ∩ Kdα. �

Proposición IV.3. Las hojas FZ de la foliación Fα admiten una estructura
simpléctica.

Demostración. La foliación tangente a Kα∩Kdα está dada por las órbitas de
una acción localmente libre de R2m. En el punto Z ∈ M(ΛΛΛ,m,n)

1
los vectores

Bk, B
′
k con k = 1, . . . ,m descritos en la demostración del corolario IV.2 son
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base del espacio tangente a la hoja que pasa por Z.

Se puede considerar, por ejemplo, la 2-forma ωZ cuya matriz J2m×2m aso-
ciada, en términos de la base precedente, es:

J =

 J 0
. . .

0 J

 ,

donde J =

(
0 1
−1 0

)
. �

Observación IV.4. En lugar de J podemos usar cualquier matriz 2m×2m
antisimétrica no singular.

Observación IV.5. SeanX = (x1, y1, . . . , ym, xm) y Y = (v1, w1 . . . , vm, wm),
se tiene que

ωZ(X,Y ) = XJ Y t =
m∑
k=1

(xkwk − ykvk) .

Es decir, coincide con la forma simpléctica canónica de Cm ∼= R2m.

Sea ωFα ∈ Γ
(
Λ2T∗ (Fα)

)
una sección suave tal que a cada Z ∈ FZ le asocia

la 2-forma diferencial ωZ ∈ Ω2
(
TZ (Fα)

)
. Observemos que ωFα restringida

a cada hoja FZ de la foliación Fα es no degenerada. Además, el diferencial
exterior está definido sobre cada hoja FZ y lo denotamos por dFα y tenemos
que dFαωZ = 0, esto es ωZ es cerrada, Z ∈ FZ . Por lo tanto, ωFα es una
2-forma diferencial cuya restricción a cada hoja FZ de Fα es una forma
simpléctica.

Observación IV.6. T (Fα) admite una estructura de haz vectorial simplécti-

co. Esto es, para cada Z ∈ M(ΛΛΛ,m,n)

1
,
(
T (FZ) , ωZ

)
es un espacio vectorial

simpléctico.

Teorema IV.4. Sean m ≥ 1, n > 3 tal que n > 2m y ΛΛΛ una configuración
admisible. La variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
asociada a ΛΛΛ admite una

estructura regular de Poisson π, cuya foliación simpléctica asociada es Fα.

Demostración. Del hecho que existe una correspondencia inyectiva entre
estructuras de Poisson no degeneradas y estructuras simplécticas,6 tenemos
un campo bivector de Poisson sobre cada hoja FZ de la foliación Fα:

6Ver proposición I.15 en la sección § 9 del caṕıtulo I.
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πFZ (α, β) = ωZ

(
ω]Z(α), ω]Z(β)

)
, α, β ∈ T∗Z (Fα) ,

donde ω]Z : T∗Z (Fα)→ TZ (Fα).

Vamos a definir un campo bivector sobre M(ΛΛΛ,m,n)

1
de la siguiente manera:

π(α, β) := πFZ
(
α|FZ , β|FZ

)
, α, β ∈ T∗Z

(
M(ΛΛΛ,m,n)

1

)
.

Este campo bivector es un bivector de Poisson sobre M(ΛΛΛ,m,n)

1
. �

Observación IV.7. En general las demostraciones y construcciones prece-
dentes implican que toda variedad compacta que admite una acción local-
mente libre de R2m es una variedad de Poisson regular.



Caṕıtulo V

Variedades de Contacto en
Dimensiones Altas.

Me lo contaron y lo olvidé;
lo vi y lo entend́ı;

lo hice y lo aprend́ı.

Confucio.

Vamos a considerar sobre Cn+s la siguiente 1-forma real

α := i

 s∑
r=1

(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

) ,
en este caso dα corresponde a

dα = i

 s∑
r=1

(
dwrdw̄r − dw̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
dzjdz̄j − dz̄jdzj

) .
Observación V.1. En general se puede considerar la 1-forma

α := i

 s∑
r=1

ar
(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

bj
(
zjdz̄j − z̄jdzj

) ,
con

{
a1, . . . , as, b1, . . . , bn

}
un conjunto de s+ n reales positivos.

Lema V.1. Sean m = 1, n > 3 y s ≥ 1. Sea ΛΛΛ =
(
λ1, . . . , λn

)
una configu-

ración admisible en C. Entonces, para todo X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈

M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
la 1-forma α restringida al espacio tangente TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
es

una forma no trivial.
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Demostración. Para X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈ M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
, la función

lineal
αX : TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
→ R

es trivial si y solo si existen T ∈ C y µ ∈ R tal que

i

 s∑
r=1

(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

) =

T

 s∑
r=1

2wrdwr +

n∑
j=1

λj
(
z̄jdzj + zjdz̄j

)+

T

 s∑
r=1

2w̄rdw̄r +

n∑
j=1

λ̄j
(
zjdz̄j − z̄jdzj

)+

µ

 s∑
r=1

(
wrdw̄r + w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j + z̄jdzj

) . (V.1)

Esto es cierto porque la dimensión de la variedad M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es 2n+ 2s− 3 y

para X ∈M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
, el conjunto de todas 1-formas reales en TX (Cn+s) que

se anulan restringidas a TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
es de dimensión tres.

Sean

ω1(X) = d< (Fs(X)) ; ω2(X) = d= (Fs(X)) ; ω3(X) = dρs(X).

Como el conjunto de 1-formas

B =
{
ω1(X), ω2(X), ω3(X)

}
es linealmente independiente, el espacio de 1-formas de tipo

(a+ ib)dFs + (a− ib)dFs + µdρs

es de dimensión tres, parametrizado por T ∈ C y µ ∈ R.

Comparando coeficientes en la ecuación (V.1) tenemos:

iwr = 2Tw̄r + µwr, r ∈ {1, . . . , s}, (V.2)

izj =
(
2< (Tλj) + µ

)
zj , j ∈ {1, . . . , n}. (V.3)
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Concluimos lo siguiente:

Para s = 1 el único punto satisfaciendo las ecuaciones (V.2) y (V.3)
es el origen (0, . . . , 0) ∈ Cn+1. Sin embargo, el origen no pertenece a

M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
.

Para s > 1, tenemos que los puntos satisfaciendo las ecuaciones (V.2) y
(V.3) son de la forma

(
w1, . . . , ws, 0, . . . , 0

)
∈ Cn+s donde al menos dos

wr son distintos de cero. Pero en este caso, las ecuaciones Fs(X) = 0
y ρs(X) = 1 definen la variedad de Brieskorn w2

1 + · · · + w2
s = 0 en

la esfera unitaria de Cs y α = i
∑s

r=1

(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
es una forma

de contacto sobre estas variedades como demostraron R. Lutz y C.
Meckert en [LM76], en particular es no trivial sobre ellas (también
puede consultarse [Gei08]).

Por lo tanto α es no trivial sobre la variedad ángulo-momento mixta M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1

para toda s ≥ 1. �

Sean

Kα(X) =
{
v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

) ∣∣∣ α(v) = 0
}

y

Kdα(X) =
{
v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

) ∣∣∣dα(v, v′) = 0 ∀ v′ ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)}
el núcleo de α y el núcleo de dα en el punto X ∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
, respectivamente.

Observemos que Kdα(X) = ιvdα = 0, para todo v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
.

La restricción de dα a cada espacio tangente TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
es antisimétri-

ca y como la dimensión de M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es impar, Kdα debe ser de dimensión

al menos uno.

Proposición V.1. Sean m = 1, n > 3, s ≥ 1. Entonces:

Si X ∈M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es tal que w2

1 + · · ·+ w2
s 6= 0, el núcleo de dα en X

es un subespacio real de T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
de dimensión uno.

Si X ∈M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
es tal que w2

1 + · · ·+ w2
s = 0, el núcleo de dα en X

es un subespacio real de T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
de dimensión tres.
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Demostración. El núcleo de dα restringido a T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
consiste de to-

dos los puntos v ∈ Cn+s satisfaciendo las siguientes ecuaciones:
dFs(v) = 0,

dρs(v) = 0,

ιvdα = TdFs + TdFs + µdρs,

(V.4)

donde dFs(v) =
∑s

r=1 2wrdwr(v) +
∑n

j=1 λj

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
y ya que

ιvdα = dα(v, ·)

= i

 s∑
r=1

(
dwr(v)dw̄r − dw̄r(v)dwr

)
+

n∑
j=1

(
dzj(v)dz̄j − dz̄j(v)dzj

)
es una 1-forma restringida a TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
y queremos saber donde es

idénticamente cero, la escribimos como una combinación lineal de

ω1(X) = d< (Fs(X)) ; ω2(X) = d= (Fs(X)) , ω3(X) = dρ(X).

SeanX =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
y v =

(
u1, . . . , us, v1, . . . , vn

)
∈

TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
. El sistema (V.4) corresponde a las ecuaciones:

s∑
r=1

2wrdwr(v) +
n∑
j=1

λj

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
= 0,

s∑
r=1

(
w̄rdwr(v) + wrdw̄r(v)

)
+

n∑
j=1

(
z̄jdzj(v) + zjdz̄j(v)

)
= 0,

i

 s∑
r=1

(
dwr(v)dw̄r − dw̄r(v)dwr

)
+

n∑
j=1

(
dzj(v)dz̄j − dz̄j(v)dzj

)
= T

 s∑
r=1

2wrdwr +
n∑
j=1

λj
(
z̄jdzj + zjdz̄j

)
+T

 s∑
r=1

2w̄rdw̄r +

n∑
j=1

λ̄j
(
zjdz̄j − z̄jdzj

) (V.5)

+µ

 s∑
r=1

(
wrdw̄r + w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j + z̄jdzj

) .
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Observación V.2. De aqúı en adelante, consideraremos al vector v anclado
en el punto X ∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
.

Comparando coeficientes en la ecuación (V.5) tenemos:

idwr(v) = 2Tw̄r + µwr, r ∈ {1, . . . , s};

idzj(v) =
(
2< (Tλj) + µ

)
zj , j ∈ {1, . . . , n}.

Entonces, los vectores v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
que pertenecen al núcleo de dα

en el punto X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
son de la forma:

v (T, µ;X) =

−i
(

2Tw̄1+µw1, . . . , 2Tw̄s+µws,
(
2< (Tλ1)+µ

)
z1, . . . ,

(
2< (Tλn)+µ

)
zn

)
,

donde T ∈ C y µ ∈ R.

El vector v (T, µ;X) debe ser tangente a la esfera S2n+2s−1 y por tanto debe
satisfacer la siguiente condición:

<

−i s∑
r=1

(
2Tw̄2

r + µ|wr|2
)
− i

n∑
j=1

(
2< (Tλj) + µ

)
|zj |2

 = 0.

Observemos que en realidad solo necesitamos que se satisfaga la siguiente
ecuación:

<

(
i

s∑
r=1

Tw̄2
r

)
= 0.

Si asumimos que w2
1 + · · · + w2

s 6= 0, se sigue entonces que T depende solo
de un parámetro real pues debe ser de la forma

T = t

s∑
r=1

w̄2
r , t ∈ R.

Si w2
1 + · · ·+ w2

s = 0, entonces T puede ser cualquier número complejo.

La condición dFs(v) = 0 y v (T, µ;X) sea tangente a S2n+2s−1 implica:

2T

s∑
r=1

|wr|2 + µ

s∑
r=1

w2
r = 0.
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Si w2
1 + · · ·+ w2

s 6= 0, tenemos que µ depende de t como sigue:

µ = −2t
s∑
r=1

|wr|2.

Por lo tanto, en un punto X donde w2
1 + · · · + w2

s 6= 0, los vectores en el
núcleo de dα solo dependen de un parámetro real t. Se sigue que Kdα(X)
tiene dimensión real uno.

En un punto donde w2
1 + · · ·+w2

s = 0, los vectores en Kdα(X) dependen de
un número complejo T y un número real µ. Se sigue entonces que Kdα(X)
tiene dimensión real tres, en otras palabras, Kdα(X) consiste de todos los
vectores de la forma:

v (T, µ;X) =

−i
(

2Tw̄1 +µw1, . . . , 2Tw̄s+µws,
(
2< (Tλ1)+µ

)
z1, . . . ,

(
2< (Tλn)+µ

)
zn

)
.

�

Sea Ws el conjunto de puntos X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
tales

que w2
1 + · · · + w2

s = 0. Entonces, Ws es una subvariedad anaĺıtica real de

M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
de codimensión real 2s. La variedad Ws es singular si s > 1 y

cuando s = 1 es una variedad ángulo-momento1 de dimensión 2n− 3.

Sea v (T, µ;X) un vector en el núcleo de dαX . Nos interesa saber bajo
que condiciones v (T, µ;X) pertence a Kα(X), en otras palabras, cuando
v (T, µ;X) satisface la siguiente ecuación:

i

[ s∑
r=1

(
wrdw̄r(v)− w̄rdwr(v)

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j(v)− z̄jdzj(v)

)]
= 0.

Entonces,

2

s∑
r=1

<
(
Tw2

r

)
+ 2

n∑
j=1

< (Tλj) |zj |2 + µ = 0,

de donde se sigue que µ = 0.

1ver sección § 1 del caṕıtulo III
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Por tanto, si asumimos que w2
1 + · · ·+ w2

s 6= 0, tenemos que

µ = −2t
s∑
r=1

|wr|2 = 0,

se sigue entonces que t debe ser cero.

Entonces, en el conjunto de puntos X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

tales que w2
1 + · · ·+w2

s 6= 0, la dimensión del subespacio Kα(X)∩Kdα(X) es

cero. Se sigue que la 1-forma α es una forma de contacto en M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
−Ws.

En otras palabras,

Rank
(
dαX |Kα(X)

)
= 2(n+ s− 2),

cuando w2
1 + · · ·+ w2

s 6= 0.

Por otro lado, para el conjunto de puntos X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈

M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
tales que w2

1 + · · · + w2
s = 0 y asumiendo que µ = 0, los vectores

de la forma

v (T, 0;X) = −i
(

2Tw̄1, . . . , 2Tw̄s,< (Tλ1) z1, . . . , 2< (Tλn) zn

)
, T ∈ C

pertenecen tanto a Kα(X) como a Kdα(X).

Entonces, Kα(X) ∩ Kdα(X) es un espacio de dimensión dos parametrizado
por T ∈ C.

Definición V.1. Denotaremos al espacio vectorial Kα(X) ∩Kdα(X) de di-
mensión dos en el punto X =

(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈Ws por Πs(X).

En este caso, dα tiene rango constante 2n+ 2s− 6. Además :

α ∧ dαn+s−3 6= 0,

esto porque dim
(
Kα(X) ∩ Kdα(X)

)
= 2.

Del inciso 2 de la versión general del teorema de Darboux (ver teorema IV.3)

tenemos que para cada X ∈M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
existen coordenadas locales(

x1, y1, z, u1, v1, . . . , un+s−3, vn+s−3

)
∈ R(2n+2s−3),

en una vecindad abierta U de X tal que la 1-forma α se puede escribir como

α = dz + u1dv1 + · · ·+ un+s−3dvn+s−3.
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Observación V.3. Cuando wk = 0 para todo k ∈ {1, . . . , s} y µ = 0, el
corolario IV.2 de la sección § 4 del caṕıtulo IV se satisface para la variedad
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
.

Corolario V.1. Sea s ≥ 1 y wk 6= 0 para al menos un k ∈ {1, . . . , s}. Las

órbitas de la acción localmente libre de C = R2 sobre M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
dada por

ψT
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
=

(
2Tw̄1, . . . , 2Tw̄s, e

−2i<(Tλ1)z1, . . . , e
−2i<(Tλn )zn

)
, T ∈ C. (V.6)

son tangentes a los vectores de la forma

−i
(

2Tw̄1, . . . , 2Tw̄s, 2< (Tλ1) z1, . . . , 2< (Tλn) zn

)
.

Demostración. Consideremos T = t ∈ R. Entonces tenemos una curva real
parametrizada por t

ψt (w1, . . . , ws, z1, . . . , zn)

=
(
−2itw̄1, . . . ,−2itw̄s, e

−2it<(λ1)z1, . . . , e
−2it<(λn )zn

)
.

La derivada de ψt con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al vector
tangente

−i
(

2w̄1, . . . , 2w̄s, 2< (λ1) z1, . . . , 2< (λn) zn

)
.

Para T = 1, este vector tangente es de la forma

B1 = −i
(

2Tw̄1, . . . , 2Tw̄s, 2< (Tλ1) z1, . . . , 2< (Tλn) zn

)
.

Ahora, si consideramos T = it con t ∈ R, tenemos la siguiente curva para-
metrizada por un imaginario puro

ψit (w1, . . . , ws, z1, . . . , zn)

=
(
−2i(−it)w̄1, . . . ,−2i(−it)w̄s, e−2i<(itλ1)z1, . . . , e

−2i<(itλn )zn

)
.

La derivada de ψit con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al vector
tangente

−i
(

2(−i)w̄1, . . . , 2(−i)w̄s, 2< (iλ1) z1, . . . , 2< (iλn) zn

)
.
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Para T = i, este vector tangente es un vector de la forma

B′1 = −i
(

2Tw̄1, . . . , 2Tw̄s, 2< (Tλ1) z1, . . . , 2< (Tλn) zn

)
.

Como ya se mencionó, los vectores de la forma

−i
(

2Tw̄1, . . . , 2Tw̄s, 2< (Tλ1) z1, . . . , 2< (Tλn) zn

)
(V.7)

forman el subespacio vectorial real Kα∩Kdα de TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
y por tanto

toda base para este espacio consta de 2 vectores linealmente independientes
de la forma (V.7).

La acción (V.6) es localmente libre ya que los dos campos vectoriales de-
terminados por los subgrupos a un parámetro que corresponden a la base
canónica de R2 (base del álgebra de Lie de R2), es decir los dos vectores de
la forma B1 y B′1 son linealmente independientes.

Además, estos dos campos vectoriales conmutan puesto que vienen de una
acción del grupo abeliano R2. Estos campos nos dan una trivialización del
espacio tangente a la foliación cuyas hojas están dadas por las órbitas de la
acción. �

Las órbitas de la acción (V.6) generan una foliación F de M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
.

Corolario V.2. Las órbitas de la acción (V.6) corresponden a subvariedades
integrables de la 2-distribución Kα ∩ Kdα.

Demostración. Se sigue del teorema de Frobenius que las hojas de F son
involutivas y por lo tanto son subvariedades integrables de Kα ∩ Kdα. �

Proposición V.2. La foliación F admite una estructura simpléctica.

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de la propo-
sición IV.3 del caṕıtulo IV, sección § 4. �

Sea ahora m > 1, n > 3 tal que n > 2m.

Consideremos sobre Cn+m la siguiente 1-forma real

α := i

 m∑
r=1

(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

) ,
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en este caso dα corresponde a

dα = i

 m∑
r=1

(
dwrdw̄r − dw̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
dzjdz̄j − dz̄jdzj

) .
Observación V.4. En general se puede considerar la 1-forma

α := i

 m∑
r=1

ar
(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

bj
(
zjdz̄j − z̄jdzj

) ,
con

{
a1, . . . , am, b1, . . . , bn

}
un conjunto de n+m reales positivos.

Lema V.2. Para toda X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
la 1-forma

α restringida al espacio tangente TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
es una forma no trivial.

Demostración. Para X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈ M

(ΛΛΛ,m,n)

1
, la función

lineal
αX : TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
→ R

es trivial si y solo si existen Tk ∈ C, k ∈ {1, . . . ,m} y µ ∈ R tal que:

i

 m∑
r=1

(
wrdw̄r − w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j − z̄jdzj

) =

m∑
k=1

Tk
2wkdwk +

n∑
j=1

λk
j

(
z̄jdzj + zjdz̄j

)
+

m∑
k=1

T k
2w̄kdw̄k +

n∑
j=1

λ̄k
j

(
zjdz̄j + z̄jdzj

)
+ µ

 m∑
r=1

(
wrdw̄r + w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j + z̄jdzj

) . (V.8)

Esto es cierto porque la dimensión de la variedad M
(ΛΛΛ,m,n)

1
es 2n− 1 y para

X ∈M
(ΛΛΛ,m,n)

1
, el conjunto de todas las 1-formas reales en TX (Cn+m) que se

anulan sobre TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
es de dimensión 2m+ 1.
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Sean

ωk
1
(X) = d< (FkFkFk(X)) ; ωk

2
(X) = d= (FkFkFk(X)) , ω3(X) = dρρρ(X),

con k = 1, . . . ,m.

Como el conjunto de 1-formas

B =
{
ω1

1
(X), . . . , ωm

1
(X), ω1

2
(X), . . . , ωm

2
(X), ω3(X)

}
es linealmente independiente, el espacio de 1-formas de tipo

m∑
k=1

(ak + ibk) dFkFkFk +
m∑
k=1

(ak − ibk) dFkFkFk + µdρρρ

es de dimensión 2m+1, parametrizado por Tk ∈ C con k = 1, . . . ,m y µ ∈ R.

Comparando coeficientes en la ecuación (V.8) tenemos:

iwk = 2T kw̄k + µwk, k ∈ {1, . . . ,m}, (V.9)

izj =

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
zj , j ∈ {1, . . . , n}. (V.10)

De la ecuación (V.10) concluimos que zj = 0 para toda j ∈ {1, . . . , n}.
Entonces, tenemos que puntos de la forma X =

(
w1, . . . , wm, 0, . . . , 0

)
∈

Cn+m seŕıan soluciones de las ecuaciones (V.9) y (V.10), pero en este caso
el sistema (III.5) y la ecuación ρρρ son de la forma:

F1F1F1(X) := w2
1 = 0,

...

FmFmFm(X) := w2
m = 0,

ρρρ(X) :=

m∑
k=1

|wk|2 = 1.

Se sigue que wk = 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}. Entonces el único punto que
satisface las ecuaciones (V.9) y (V.10) es el origen (0, . . . , 0) ∈ Cn+m, pero

el origen no pertenece a M
(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Concluimos que α es no trivial sobre la variedad ángulo-momento mixta
M

(ΛΛΛ,m,n)

1
. �
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Sean
Kα(X) =

{
v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

) ∣∣∣ α(v) = 0
}

y

Kdα(X) =
{
v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

) ∣∣∣dα(v, v′) = 0 ∀ v′ ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)}
el núcleo de α y el núcleo de dα en el punto X ∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
, respectivamente.

Observemos que Kdα(X) = ιvdα = 0, para todo v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
.

Proposición V.3. Sea m > 1, n > 3 tal que n > 2m. Entonces:

1. Si X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
es tal que wr 6= 0 para toda

r ∈ {1, . . . ,m}, el núcleo de dα en el punto X es un subespacio real

de T
(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
de dimensión 1.

2. Si X ∈ M
(ΛΛΛ,m,n)

1
es tal que ` coordenadas wr son iguales a 0 para

`, r ∈ {1, . . . ,m}, el núcleo de dα en el punto X es un subespacio real

de T
(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
de dimensión 2`+ 1.

Demostración. Un punto v ∈ Cn+m que pertenece al núcleo de dα restrin-

gido a T
(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
satisface las siguientes ecuaciones:

dF1F1F1(v) = 0,
...

dFmFmFm(v) = 0,

dρρρ(v) = 0,

ιvdα =
∑m

k=1 TkdFkFkFk +
∑m

k=1 T kdFkFkFk + µdρρρ,

(V.11)

donde dFkFkFk(v) = 2wkdwk(v) +
n∑
j=1

λk
j

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
y como

ιvdα = dα(v, ·)

= i

 m∑
r=1

(
dwr(v)dw̄r − dw̄r(v)dwr

)
+

n∑
j=1

(
dzj(v)dz̄j − dz̄j(v)dzj

)
es una 1-forma restringida a TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
y queremos saber donde es

idénticamente cero, la escribimos como una combinación lineal de

ωk
1
(X) = d< (FkFkFk(X)) ; ωk

2
(X) = d= (FkFkFk(X)) , ω3(X) = dρρρ(X).
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SeaX =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
y v =

(
u1, . . . , um, v1, . . . , vn

)
∈

TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
. El sistema (V.11) corresponde a:

2w1dw1(v) +
n∑
j=1

λ1
j

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
= 0,

...

2wmdwm(v) +
n∑
j=1

λm
j

(
zjdz̄j(v) + z̄jdzj(v)

)
= 0,

m∑
r=1

(
w̄rdwr(v) + wrdw̄r(v)

)
+

n∑
j=1

(
z̄jdzj(v) + zjdz̄j(v)

)
= 0,

i

 m∑
r=1

(
dwr(v)dw̄r − dw̄r(v)dwr

)
+

n∑
j=1

(
dzj(v)dz̄j − dz̄j(v)dzj

) =

m∑
k=1

Tk
2wkdwk +

n∑
j=1

λkj
(
zjdz̄j + z̄jdzj

)
+

m∑
k=1

T k
2w̄kdw̄k +

n∑
j=1

λ̄kj
(
z̄jdzj + zjdz̄j

)
+ µ

 m∑
r=1

(
wrdw̄r + w̄rdwr

)
+

n∑
j=1

(
zjdz̄j + z̄jdzj

) . (V.12)

Observación V.5. De aqúı en adelante, consideraremos al vector v anclado
en el punto X ∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Comparando coeficientes en la ecuación (V.12) tenemos:

idwr(v) = 2w̄rT r + µwr, r ∈ {1, . . . ,m}.

idzj(v) =

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
zj , j ∈ {1, . . . , n},
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Entonces, los vectores v ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
que pertenecen a Kdα en el punto

X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
son de la forma:

v
(
T1, . . . , Tm, µ;X

)
=

− i
(

2w̄1T 1 + µw1, . . . , 2w̄mTm + µwm,(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
+ µ

)
z1, . . . ,

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
+ µ

)
zn

)
,

donde Tk ∈ C para toda k ∈ {1, . . . ,m} y µ ∈ R.

Consideremos la condición dFkFkFk(v) = 0, cuando v = v
(
T1, . . . , Tm, µ;X

)
,

donde Tk ∈ C para toda k ∈ {1, . . . ,m} y µ ∈ R:

− 2iwk
(
2w̄kT k + µwk

)
+

n∑
j=1

λkj

[
i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2 − i

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2

]
= 0.

Entonces,
−4|wk|2T k − 2µw2

k = 0.

Si wk 6= 0 para k ∈ {1, . . . ,m} se sigue que Tk depende solo de µ:

Tk = −1

2
µ
w̄k
wk
.

El vector v
(
T1, . . . , Tm, µ;X

)
tiene que ser tangente a la esfera S2n+1 y por

tanto debe satisfacer la siguiente condición:

<

i m∑
r=1

(
2w̄2

rT r + µ|wr|2
)
− i

n∑
j=1

(
2<

(
n∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2

 = 0.

En otras palabras:

<

(
−2i

m∑
r=1

(
w̄2
rT r

))
= 0.

Si consideramos el vector v
(
T1, . . . , Tm, µ;X

)
, con Tk = −1

2µ
w̄k
wk

cuando
wk 6= 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}, se tiene que v es ortogonal a la esfera
S2n+1 pues µ es real:
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<

(
−2i

m∑
k=1

(
−1

2
w̄2
kµ
wk
w̄k

))
= <

(
i

m∑
k=1

µ|wk|2
)

= 0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que las primeras ` coordenadas wk
son 0, entonces tenemos:

<

(
i

(
0T 1 + · · ·+ 0T ` +

m∑
k=`+1

µ|w`|2
))

= 0,

pues µ es real.

Aún cuando wk = 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}, el vector v (T1, . . . , Tm, µ;X)
es ortogonal a la esfera S2n+1.

Por tanto, en un punto donde wk 6= 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}, los vectores
en el núcleo de dα depende de un parámetro real µ. Entonces, el núcleo de
dα tiene dimensión uno.

Sin pérdida de generalidad supongamos que las primeras ` coordenadas wk
son cero. Aśı como en la demostración del lema IV.3, se muestra que el
mapeo R-lineal φX : C` × R ∼= R2`+1 → Cn+1 ∼= R2n+2 definido por

φX
(
T1, . . . , T`, µ;X

)
= v

(
T1, . . . , T`, T`+1(µ), . . . , Tm(µ), µ;X

)
,

es injectivo.

Por lo tanto, en un punto donde ` coordenadas wk son iguales a cero con
`, k ∈ {1, . . . ,m}, los vectores en el núcleo de dα dependen de ` números
complejos y un número real µ. Entonces, el núcleo de dα tiene dimensión
2`+ 1. �

Sea W` el conjunto de puntos
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
tales que

` coordenadas wk son iguales a cero, con `, k ∈ {1, . . . ,m}. Entonces, W` es

una subvariedad real anaĺıtica de M
(ΛΛΛ,m,n)

1
de codimensión real 2`.

Sea v
(
T1, . . . , Tm, µ;X

)
un vector en Kdα(X). Queremos saber cuando per-

tenece al núcleo de αX ; i.e., cuando v
(
T1, . . . , Tm, µ;X

)
satisface la siguiente

ecuación:
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m∑
k=1

((
2w2

kTk + µ|wk|2
)

+
(
2w̄2

kT k + µ|wk|2
))

+
n∑
j=1

((
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2 +

(
2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
+ µ

)
|zj |2

)
= 0.

Entonces,

µ+ 2
m∑
k=1

<
(
w2
kTk
)

+ 2
n∑
j=1

<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
j

)
|zj |2 = 0.

Ya que Tkw
2
k +

∑n
j=1 Tkλ

k
j
|zj |2 = 0, se sigue que µ = 0.

Si µ = 0 y wk 6= 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}, tenemos que Tk = 0 para toda

k ∈ {1, . . . ,m}. Por tanto, en el conjunto de puntos X ∈ M
(ΛΛΛ,m,n)

1
tal que

todas las coordenadas wk son distintas de cero, la 1-forma α es una forma
de contacto. En otras palabras,

Rank
(
dαX |Kα(X)

)
= 2(n− 1),

cuando wk 6= 0 para toda k ∈ {1, . . . ,m}.

Si µ = 0 y ` coordenadas wk son iguales a cero con `, k ∈ {1, . . . ,m}, tenemos
que Kα(X) ∩ Kdα(X) es un subespacio real de dimensión 2` parametrizado
por ` números complejos.

Definición V.2. Denotaremos este espacio vectorial real de dimensión 2`
en el punto X ∈W`, con ` coordenadas wk iguales a cero, por Π`(X).

En este caso, dα tiene rango constante 2n− 2`− 2. Además :

α ∧ dαn−`−1 6= 0,

esto porque dim
(
Kα(Z) ∩ Kdα(Z)

)
= 2`.

Del inciso 2 de la versión general del teorema de Darboux (ver teorema IV.3)

tenemos que para cada X ∈M
(ΛΛΛ,m,n)

1
existen coordenadas locales(

x1, y1, . . . , x`, y`, z, u1, v1, . . . , un−`−1, vn−`−1

)
∈ R(2n−1),

en una vecindad abierta U de X tal que la 1-forma α se puede escribir como

α = dz + u1dv1 + · · ·+ un−`−1dvn−`−1.
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Observación V.6. Cuando wk = 0 para todo k ∈ {1, . . . ,m}, esto es, si

las primeras m coordenadas de un punto X ∈ M
(ΛΛΛ,m,n)

1
son iguales a cero,

se satisface el corolario IV.2 de la sección § 4 del caṕıtulo IV.

Corolario V.3. Sin pérdida de generalidad asumimos que las primeras `
coordenas wk del punto X = (w1, . . . , wm, z1, . . . , zn) ∈ M

(ΛΛΛ,m,n)

1
son cero,

con `, k ∈ {1, . . . ,m}. Las órbitas de la acción localmente libre de C`+(m−`) =

R2`+2(m−`) sobre M
(ΛΛΛ,m,n)

1
con 1 ≤ ` ≤ m, dada por

ψ
(T1,...,T`,0,...,0)

(
0, . . . , 0, w`+1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
=

(
0, . . . , 0, e−2i<(

∑`
k=1 Tkλ

k
1
)z1, . . . , e

−2i<(
∑`
k=1 Tkλ

k
n)zn

)
, T1, . . . , T` ∈ C,

(V.13)

son tangentes a los vectores de la forma

−i

(
0, . . . , 0, 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
.

Demostración. Consideremos T2 = · · · = T` = 0 y T1 = t ∈ R. Entonces
tenemos una curva real parametrizada por t

ψ
(t,0,...,0)

(0, . . . , 0, w`+1, . . . , wm, z1, . . . , zn)

=
(

0, . . . , 0, e−2it<(λ1
1
)z1, . . . , e

−2it<(λ1
n)zn

)
.

La derivada de ψ(t,0,...,0) con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al
vector tangente

−i
(

0, . . . , 0, 2<
(
λ1

1

)
z1, . . . , 2<

(
λ1
n

)
zn

)
.

Para T2 = · · · = T` = 0 y T1 = 1, este vector tangente es de la forma

B1 = −i

(
0, . . . , 0, 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
.

Ahora, si consideramos T2 = · · · = T` = 0 y T1 = it con t ∈ R, tenemos la
siguiente curva parametrizada por un imaginario puro

ψ
(it,0,...,0)

(0, . . . , 0, w`+1, . . . , wm, z1, . . . , zn)

=
(

0, . . . , 0, e−2i<(itλ1
1
)z1, . . . , e

−2i<(itλ1
n)zn

)
.
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La derivada de ψ
(it,0,...,0)

con respecto a t, evaluada en t = 0 corresponde al
vector tangente

B′1 = −i
(

0, . . . , 0, 2<
(
iλ1

1

)
z1, . . . , 2<

(
iλ1

n

)
zn

)
.

Para T2 = · · · = T` = 0 y T1 = i, este vector tangente es un vector de la
forma

−i

(
0, . . . , 0, 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(
m∑
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
.

De manera análoga se demuestra que los vectores tangentes

Bk = −i
(

0, . . . , 0, 2<
(
λk

1

)
z1, . . . , 2<

(
λk
n

)
zn

)
,

B′k = −i
(

0, . . . , 0, 2<
(
iλk

1

)
z1, . . . , 2<

(
iλk

n

)
zn

)
,

son de la forma

−i

(
0, . . . , 0, 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
,

donde Tk = 1 y Tk = i, respectivamente y Ts = 0 para toda s 6= k con
k ∈ {1, . . . , `} y ` ∈ {1, . . . ,m}.

Como ya se mencionó, los vectores

−i

(
0, . . . , 0, 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
1

)
z1, . . . , 2<

(∑̀
k=1

Tkλ
k
n

)
zn

)
(V.14)

forman el subespacio vectorial real Kα∩Kdα de TX

(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1

)
de dimensión

2` y por tanto toda base para este espacio consta de 2` vectores de la forma
(V.14).

La acción (V.13) es localmente libre ya que los 2` campos vectoriales de-
terminados por los subgrupos a un parmetro que corresponden a la base
canónica de R2` (base del álgebra de Lie de R2`), es decir los 2` vectores de
la forma B` y B′` con ` ∈ {1, . . . ,m} son linealmente independientes.
Además, estos dos campos vectoriales conmutan puesto que vienen de una
acción del grupo abeliano R2`. Estos campos nos dan una trivialización del
espacio tangente a la foliación cuyas hojas están dadas por las órbitas de la
acción. �
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Las órbitas de la acción (V.13) generan una foliación F de M
(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Corolario V.4. Las órbitas de la acción (V.13) corresponden a subvarie-
dades integrables de la 2`-distribución Kα ∩ Kdα.

Demostración. Se sigue del teorema de Frobenius que las hojas de F son
involutivas y por lo tanto son subvariedades integrales de Kα ∩ Kdα. �

Proposición V.4. La foliación F admite una estructura simlpéctica.

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de la propo-
sición IV.3 del caṕıtulo IV, sección § 4. �

§ 1. Confoliaciones Conductivas sobre M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
y

M
(ΛΛΛ,m,n)

1
.

Ya que Ws ⊂M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
para s = 1 es de codimensión real dos, se sigue que

W1 no separa M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
y por los resultados introducidos en la sección § 7

del caṕıtulo I tenemos la siguiente proposición:

Proposición V.5. Sean m = 1, n > 3 y s = 1. Sea ∗ el operador de Hodge
para una métrica riemanniana dada sobre una variedad ángulo-momento
mixta M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1
. Entonces, para una orientación apropiada de M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1
,

se tiene que α es una confoliación positiva sobre M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
:

1. Para X =
(
w1, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1
−W1,

∗
(
α ∧ (dα)n−1

)
(X) > 0.

2. Para X ∈W1,

∗
(
α ∧ (dα)n−1

)
(X) = 0.

Denotamos por τ a la 2-forma ∗
(
α ∧ (dα)n−2

)
.

Lema V.3. Sea X ∈ W1. Entonces, existe una curva suave parametrizada
γ : [−1, 1]→M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1
tal que

1. |γ′(x)| 6= 0 para toda x ∈ [−1, 1].
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2. γ(0) = X y γ′(0) ∈
[

ker(τ)
]⊥

(X) = Π1(X).

3. Si x ∈ [−1, 1] con x 6= 0, γ(x) /∈W1 y γ′(x) es un vector en[
ker(τ)

]⊥(
γ(x)

)
= Kα

(
γ(x)

)
.

Demostración. Sea g una métrica riemanniana dada sobre M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
. Para

P ∈W1 sea
[
TP (W1)

]⊥
un subespacio de T

(
M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

)
de dimensión dos,

el cual es ortogonal a TP (W1) en P .

Primero mostraremos que existe una vecindad abierta U ⊂ W1 de X ∈ W1

y un campo vectorial diferenciable y no singular X : U → T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

)
definido sobre U tal que X (P ) ∈ Kα(P ) ∩

[
TP (W1)

]⊥
, para toda P ∈ U .

Más aún, sea L(P ) = Kα(P ) ∩
[
TP (W1)

]⊥
. Entonces L(P ) tiene dimensión

dos si
[
TP (W1)

]⊥ ⊂ Kα(P ) ó L(P ) tiene dimensión uno si
[
TP (W1)

]⊥
es

transversal a Kα(P ).

Sea vX ∈ L(X) un vector no cero. Extendemos este vector anclado en X a

un campo vectorial diferenciable X̃ : K → T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

)
definido en una

vecindad K ⊂ W1 de X en W1. Sea πP : TP

(
M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

)
→ Kα(P ) la pro-

yección ortogonal para P ∈ K. Consideremos el campo vectorial definido

sobre K por X1(P ) = πP

(
X̃ (P )

)
. Entonces, X1 es un campo vectorial di-

ferenciable y por continuidad X1 satisface todas las propiedades requeridas
en una vecindad U , posiblemente más pequeña.

Sea Y : K ′ → T(W1) ⊂ T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

)
un campo vectorial no nulo, definido

posiblemente en una vecindad más pequeña K ′ contenida en K, tangente a
la foliación F (en otras palabras, Y(P ) ∈ Π1(P ) para toda P ∈ K ′). Sea
ϕ : K ′ → R una función que se anula solo en X (de nuevo, posiblemente en
una vecindad más pequeña).

Sea X2 = Y + ϕX1. Este es un campo vectorial definido en una vecindad de
X en W1 con la siguiente propiedad: X2(X) = Y(X) y X2(P ) ∈ Kα(P ) pero
X2(P ) /∈ T(W1), para todo P 6= X.

Para terminar la demostración del lema, por teoremas de extensión (particio-
nes de unidad) existe una extensión de X2 a un campo vectorial no singular
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X3 : V → T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

)
definido en una vecindad abierta V ⊂ M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

de X en W1. El campo vectorial definido por X (P ) = πP (X3(P )) tiene la
propiedad que X (P ) ∈ Kα(P ) para toda P ∈ V y X (P ) = X3(P ) si P ∈ K ′.

Multiplicando el campo vectorial X por una constante positiva c > 0, si es
necesario, podemos asumir que todas las soluciones de la ecuación diferencial
definida por el campo vectorial cX sobre V están definidas en el intervalo
(−2, 2).

Si γ : [−1, 1] → U es la solución de la ecuación diferencial determinada por
cX y satisfaciendo la condición inicial γ(0) = X, entonces esta curva para-
metrizada, si c es lo suficientemente pequeño, satisface todas las propiedades
requeridas. �

La proposición V.5 y el lema V.3 implican que en una variedad ángulo-
momento mixta M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1
, la 1-forma α define una confoliación conductiva

en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu2. Por lo tanto, α puede ser
aproximada, en la topoloǵıa C

∞
, por una forma de contacto. Tenemos el

siguiente teorema:

Teorema V.1. Sean m = 1, n > 3, s = 1. Sea ΛΛΛ =
(
λ1, . . . , λn

)
, con

λj ∈ C, una configuración admisible. Las variedades ángulo-momento mixtas

M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
=

2`+1
]
j=1

(
S2dj × S2n−2dj−1

)
, dj = nj + · · ·+ nj+`−1,

admiten estructuras de contacto.

Consideremos ahora m = 1, n > 3 y s > 1.

Proposición V.6. Sean m = 1, n > 3 y s > 1. Denotamos por ∗ el
operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre una variedad
ángulo-momento mixta M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
. Entonces, para una orientación apropiada

de M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
, α es una confoliación positiva:

1. Para X =
(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
tal que w2

1 + · · ·+w2
s 6=

0,

∗
(
α ∧ (dα)n+s−2

)
(X) > 0.

2Ver sección § 7 del caṕıtulo I.
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2. Para X ∈Ws tal que w2
1 + · · ·+ w2

s = 0,

∗
(
α ∧ (dα)n+s−2

)
(X) = 0.

3. El conjunto de puntos X ∈M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
tal que ∗

(
α∧(dα)n+s−2

)
(X) = 0

es el conjunto real anaĺıtico de codimensión dos en M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
dado por

W =

{
X ∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

∣∣ w2
1 + · · ·+ w2

s = 0

}
.

Lema V.4. Sea m = 1, n > 3 y s > 1. Sea ΛΛΛ una configuración admisible
y ∗ el operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre una
variedad ángulo-momento mixta M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
. Sea

W =

{
X =

(
w1, . . . , ws, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

∣∣∣ ∗(α∧(dα)n+s−2
)

(X) = 0

}
,

donde α es una confoliación positiva sobre M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
. Entonces, α es una

confoliación conductiva.

La demostración de este lema es análoga a la demostración del lema V.3,
usando el hecho que W tiene una estratificación de Whitney (ver [Mat],
[Tro05]).

Demostración. De la proposición anterior tenemos que W es un conjunto
real anaĺıtico de codimensión real dos en M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
.

Sea W una estratificación de W dada por las subvariedades Ws con s > 1:

W2 ⊆W3 ⊆ · · · ⊆Ws.

Tenemos que W satisface la condición frontera y la condición B de Whit-
ney.3 Por lo tanto, W es una estratificación de Whitney de W .

La intersección de Kα con cualquier ĺımite de espacios tangentes del estrato
de dimensión máxima Ws es una unión U de subespacios lineales de dimen-
sión a lo más 2n+ 2s− 4.

3Condición B de Whitney: La pareja (X,Y ) satisface la condición B si para todas las
sucesiones {xi} de puntos en X y {yj} de puntos en Y convergiendo al mismo punto y ∈ Y
tal que, en una carta local de y,

{
Txi(X)

}
converge a T y las ĺıneas xiyi convergen a L ,

se tiene entonces que L ∈ T. Una estratificación Z =
⋃
Xα satisface la condición frontera

si para toda (α, β) ∈ A×A tal que Xα ∩Xβ 6= ∅, se tiene que Xα ⊆ Xβ .
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Existe un vector vX ∈ TX

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
tal que vX /∈ U. Extendemos vX

anclado en X a un campo vectorial diferenciable X̃ : U → T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
definido en una vecindad U de X ∈W tal que X̃ (X) = vX .

Sea πP : TP

(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
→ Kα(P ) la proyección ortogonal para P ∈ U .

Consideremos el campo vectorial diferenciable definido sobre U por X1(P ) =

πP

(
X̃ (P )

)
.

Sea Y : U ′ → U ⊂ T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
un campo vectorial no nulo, U ′ ⊂ U tal

que Y(P ) ∈ Πs(P ) = Kα(P ) ∩ Kdα(P ) para toda P ∈ U ′. Sea φ : U ′ → R
una función que sólo se anula en X.

Sea X2 = Y + φX1 un campo vectorial tal que X2(X) = Y(X) y X2(P ) ∈
Kα(P ) pero X2(P ) /∈ U para toda P 6= X.

Por teoremas de extensión (particiones de unidad) existe una extensión de

X2 a un campo vectorial no singular X3 : V → T
(
M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1

)
definido en

una vecindad abierta V ⊂M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
de X ∈W . El campo vectorial definido

por X (P ) = πP (X3(P )) tiene la propiedad que X (P ) ∈ Kα(P ) para toda
P ∈ V y X (P ) = X3(P ) si P ∈ U ′.

Multiplicando el campo vectorial X por una constante positiva c > 0, si es
necesario, podemos asumir que todas las soluciones de la ecuación diferencial
definida por el campo vectorial cX sobre V están definidas en el intervalo
(−2, 2).

Si γ : [−1, 1] → U es la solución de la ecuación diferencial determinada
por cX y satisfaciendo la condición inicial γ(0) = X, entonces esta curva
parametrizada, si c es lo suficientemente pequeño, satisface

1. γ(0) = X,

2. Si x ∈ [−1, 1] con x 6= 0, γ(x) /∈ W y γ′(x) ∈
[

ker(τ)
]⊥(

γ(x)
)

=

Kα
(
γ(x)

)
, donde τ = ∗

(
α ∧ (dα)n+s−3

)
.

Reparametrizando, consideremos γ̂ : [−1, 1] → M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
dada por γ̂(t) =

γ
(
t2
)

de modo que γ̂′(0) = 0. Entonces, γ̂ tiene la propiedad que γ̂′(t) está en[
ker(τ)

]⊥(
γ(t2)

)
para toda t ∈ [−1, 1] pues

[
ker(τ)

]⊥(
γ(0)

)
= 0.



102 V Variedades de Contacto en Dimensiones Altas.

�

El conjunto abierto VW = M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
−W es conexo pues W es de codimen-

sión dos. Este conjunto es el conjunto donde la forma α es de contacto.

De la proposición V.6 y el lema V.4 se sigue que sobre las variedades ángulo-
momento mixtas M

(ΛΛΛ,1,n+s)

1
la 1-forma α define una confoliación conductiva

en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu, Por tanto, α puede ser aproxi-
mada, en la topoloǵıa C∞, por una forma de contacto. Tenemos el siguiente
teorema:

Teorema V.2. Sean m = 1, n > 3, s > 1 y sea ΛΛΛ =
(
λ1, . . . , λn

)
una

configuración admisible, con λj ∈ C. Las variedades

M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
=

2`+1
]
j=1

(
S2dj+s−1 × S2n−2dj+s−2

)
,

donde dj = nj + · · ·+ nj+`−1, admiten estructuras de contacto.

Proposición V.7. Sean m > 1, n > 2m y ΛΛΛ una configuración admisi-
ble. Sea ∗ el operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre
una variedad ángulo-momento mixta M

(ΛΛΛ,m,n)

1
. Entonces, para la orientación

apropiada de M
(ΛΛΛ,m,n)

1
, α es una confoliación positiva:

1. Si X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈ M

(ΛΛΛ,m,n)

1
tal que wk 6= 0 para toda

k ∈ {1, . . . ,m}, se tiene

∗
(
α ∧ (dα)n−1

)
(X) > 0.

2. Si X ∈W`, para ` ∈ {1, . . . ,m}, se tiene

∗
(
α ∧ (dα)n−1

)
(X) = 0.

3. El conjunto de puntos X =
(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1
tal que

∗
(
α ∧ (dα)n−1

)
(X) = 0,

es un conjunto real anaĺıtico de codimensión real dos en M
(ΛΛΛ,m,n)

1
, dado

por:

Σ =

{(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1

∣∣ w1 . . . wm = 0

}
.
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Para poder demostrar que α es una confoliación conductiva cuando m > 1
y n > 2m, necesitamos del siguiente lema:

Lema V.5. Sea m > 1, n > 2m y ΛΛΛ una configuración admisible. Sea ∗ el
operador de Hodge para una métrica riemanniana dada sobre una variedad
ángulo-momento mixta M

(ΛΛΛ,m,n)

1
. Sea

Σ =

{
X =

(
w1, . . . , wm, z1, . . . , zn

)
∈M

(ΛΛΛ,m,n)

1

∣∣ ∗ (α ∧ (dα)n−1
)
(X) = 0

}
,

donde α es una confoliación positiva sobre M
(ΛΛΛ,m,n)

1
. Entonces, α es una

confoliación conductiva.

Demostración. La demostración de este lema es análoga a la demostración
del lema V.3 y del lema V.4, usando el hecho que Σ tiene una estratificación
de Whitney. �

El conjunto abierto VΣ = M
(ΛΛΛ,m,n)

1
−Σ es conexo, pues Σ es de codimensión

dos. En este conjunto la forma α es de contacto.

De la proposición V.7 y el lema V.5 se sigue que sobre una variedad ángulo-
momento mixta M

(ΛΛΛ,m,n)

1
, la 1-forma α define una confoliación conductiva

en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu.4 Por tanto, α puede ser apro-
ximada, en la topoloǵıa C

∞
, por una forma de contacto.

Resumimos en el siguiente resultado:

Teorema V.3. Sean m > 1 y n > 2m. Sea ΛΛΛ =
(
λλλ1, . . . ,λλλm

)
una confi-

guración admisible en Cm. Las variedades ángulo-momento mixtas M
(ΛΛΛ,m,n)

1

asociadas a ΛΛΛ, son variedades de contacto. La distribución Kα puede ser
perturbada, por una pequeña perturbación en la topoloǵıa C

∞
, a una distri-

bución Kα′ que define una estructura de contacto sobre M
(ΛΛΛ,m,n)

1
.

4Ver sección § 5 del caṕıtulo I.
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Eṕılogo.

No importa cuán pequeño pueda parecer el comienzo:
lo que se hace bien,

bien hecho queda para siempre.

Henry David Thoreau.
Desobediencia civil (ensayo).

Un problema interesante es determinar la topoloǵıa de las variedades
ángulo-momento mixtas M

(ΛΛΛ,m,n)

1
. Tomando como base los resultados

ya conocidos sobre variedades ángulo-momento, los cuales son descritos
en [BM06], conjeturamos lo siguiente:

Conjetura .1. Sea G1, . . . , Gk una sucesión de grupos abelianos fini-
tamente generados. Existen enteros m, n y una configuración admisi-
ble ΛΛΛ tales que para j = 1, . . . , k y algún entero `, Gk es un sumando

directo de Hj+`+1
(
M

(ΛΛΛ,m,n)

1
,Z
)

, donde M
(ΛΛΛ,m,n)

1
es la variedad ángulo-

momento mixta de dimensión N > k, asociada a m, n y ΛΛΛ.

Esta conjetura en conjunto con los resultados presentados en esta tesis
implicaŕıan lo siguiente: dado cualquier complejo simplicial finito K
existe una variedad de contacto compacta M tal que H∗(M,Z) contiene
a H∗(K,Z) como sumando directo. En particular existiŕıan variedades
de contacto con torsión arbitraria en dimensiones prescritas.

Las variedades ángulo-momento mixtas M
(ΛΛΛ,m,n)

1
admiten una acción

del toro Tn (ver (III.7) en la sección § 3 del caṕıtulo III). El tipo de
órbita correspondiente a esta acción está codificado por la combinato-
ria de los convexos estrellados descritos en la página 57 de la sección
§ 3 del caṕıtulo III. El estudio de dichos convexos es un buen proyecto
a futuro.

El estudio de la estructura de las órbitas de la acción de Cm = R2m

sobre la variedad ángulo-momento M(ΛΛΛ,m,n)

1
descrita por (IV.7) en la
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pagina 75 de la sección § 4 del caṕıtulo IV también es un futuro pro-
yecto.

En conclusión: las variedades ángulo-momento mixtas son nuevos ejemplos
de variedades de contacto con una topoloǵıa muy rica y en dimensiones
arbitrariamente grandes.



Apéndice I

So many things become beautiful
when you really look.

Lauren Oliver.
Before I Fall.

A. Variedades Stein.

Sea
(
M, J

)
una variedad compleja, donde J es la estructura compleja.1 Una

función suave f :M→ R es llamada exhaustiva si es propia2 y acotada por
abajo.

Sea f una función. Podemos asociarle a f una 1-forma como sigue: dCf :=
df ◦ J y una 2-forma ωf := −d

(
dCf

)
.

Decimos que la función f es J-convexa o plurisubarmónica si ωf
(
v, Jv

)
> 0

para todo vector tangente v 6= 0. Esto es, ωf es una forma simpléctica3

compatible con J .

Existen varias definiciones para una variedad Stein, aqúı presentamos la
definición clásica y una definición que se sigue de un teorema de H. Grauert
(ver [Gra58]).

Definición. A.1 [Definición Clásica] Una variedad compleja
(
M, J

)
es una

variedad Stein si satisface las siguientes propiedades:

1. M es holomorfamente convexa; esto es, para todo subconjunto com-
pacto K ⊂M, la envolvente convexa holomorfa

K =

{
z ∈M

∣∣∣ |f(z)| 6 máx
x∈K
|f(x)| ∀ f ∈ O(M)

}
⊂M

1Ver sección § 5.2 del caṕıtulo I.
2Preimagen de conjuntos compactos es compacta.
3Ver definición I.17 de la sección § 5 del caṕıtulo I.
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es un subconjunto compacto de M, donde O(M) es el anillo de fun-
ciones holomorfas sobre M.

2. M es holomorfamente separable; es decir, para todo par de puntos
distintos x, y en M, existe una función holomorfa f ∈ O(M) tal que
f(x) 6= f(y).

Teorema. A.1 [H. Grauert [Gra58]] Una variedad compleja que admite una
función J-convexa exhaustiva es una variedad Stein en el sentido clásico.

El teorema de H. Grauert nos permite escribir la siguiente definición.

Definición. A.2 Una variedad compleja
(
M, J

)
es una variedad Stein si

admite una función exhaustiva J-convexa f :M→ R.

La siguiente proposición nos muestra que toda variedad Stein es un ejemplo
de una variedad Weinstein.4

Proposición. A.1 Sea (M, J) una variedad Stein y f : M→ R una fun-

ción de Morse exhaustiva, completa y J-convexa. Entonces,

(
ωf ,Xf , f

)
,

donde ωf = −d
(
dCf

)
y Xf := ∇ff , es una estructura Weinstein sobre M.

Demostración. Ya que f es J-convexa, tenemos que ωf es una forma simplécti-
ca, esto es, es una 2-forma no degenerada.

Sea Xf = ∇f el gradiente de f con respecto a la métrica < X,Y >:=
ωf (X, JY ). Entonces, Xf es un campo vectorial de Liouville. Más aún, para
toda Y ∈ TM tenemos

d
(
dCf

)
(Y ) =< ∇f , JY >= −ωf

(
∇f , Y

)
= −ιXfωf (Y ).

Entonces,
ιXfωf = −d

(
dCf

)
, ιXfωf = ωf .

�

B. Las variedades M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
admiten una estructura

de contacto.

Sean m = 1, n > 3 y s = 1. Se sigue de trabajos de C. Meckert, Y. Eliash-
berg y A. Weinstein que las variedades ángulo-momento mixtas M

(ΛΛΛ,1,n+1)

1

4Ver definición II.3 del caṕıtulo II.
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admiten una estructura de contacto (ver [Mec82], [Eli90] y [Wei91]).

Recordemos que las variedades ángulo-momento mixtas M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
de tipo(

ΛΛΛ, 1, n + 1
)

son sumas conexas de productos de esferas (Teorema III.7 de
la sección § 3 del caṕıtulo III):

2`+1
]
j=1

(
S2dj × S2n−2dj−1

)
,

donde dj = nj + · · ·+ nj+`−1. En otras palabras, podemos decir que las va-

riedades ángulo-momento mixtas M
(ΛΛΛ,1,n+1)

1
de tipo

(
ΛΛΛ, 1, n+ 1

)
son sumas

conexas de productos de esferas de la forma Sr × St, donde r > 2 es un
número par y t > 2 es un número impar.

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que t > r (el caso r > t es
completamente análogo).

La t-esfera St admite una descomposición de libro abierto
(
K, f

)
5. El lomo

de este libro abierto es la (t− 2)-esfera K = St−2, una página corresponde a
P(ΛΛΛ) = Rt−1 y la monodromı́a es trivial.

Entonces, la variedad producto Sr × St también admite una descomposición
de libro abierto

(
K′, f ′

)
. En este caso, el lomo de este libro abierto es la va-

riedad producto K = St−2×Sr, una página corresponde a P(ΛΛΛ) = Rt−1×Sr
y con monodromı́a trivial.

La página P(ΛΛΛ) = Rt−1 × Sr del libro abierto
(
K′, f ′

)
es paralelizable, esto

es, su haz tangente es un haz trivial (ver [Sta67]). Entonces existe una in-
mersión6 f : Rt−1 × Sr → Rt+r (ver teorema 6.3 de [Hir59]).

Del corolario 1.4 de [Gon97], se sigue que la complexificación del haz tan-
gente de P(ΛΛΛ) es trivial. Por tanto, P(ΛΛΛ) es inmersible en CN , para algún
N y concluimos que la página P(ΛΛΛ) del libro abierto

(
K′, f ′

)
admite una

estructura compleja7 J .

Sea φ : CN → R la función definida por φ(Z) =
∑N

j=1 |zj |2, con Z =

5Ver definición I.32 de la sección § 8 del caṕıtulo I.
6f es una inmersión ai tiene rango constante igual a la dimensión del dominio.
7Ver sección § 5.2 del caṕıtulo I.
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(
z1, . . . , zn

)
. Consideremos la restricción de φ a la página P(ΛΛΛ) = Rt−1×Sr:

φ|Rt−1×Sr : Rt−1 × Sr → R.

Esta función satisface el ser exhaustiva, propia y acotada inferiormente. Por
lo tanto, concluimos que la página P(ΛΛΛ) = Rt−1× Sr es una variedad Stein.
En particular es una variedad Weinstein y por tanto, K = St−2 × Sr es una
variedad de contacto.

Se sigue entonces del teorema II.1 del caṕıtulo II que la variedad producto
Sr×St es una variedad de contacto. De los trabajos de C. Meckert, Y. Eliash-
berg y A. Weinstein concluimos que la suma conexa de variedades producto
de la forma Sr × St admite una estructura de contacto (ver [Mec82], [Eli90]
y [Wei91]).

Por lo tanto, las variedades ángulo-momento mixtas de tipo
(
ΛΛΛ, 1, n+1

)
son

variedades de contacto.
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Índice de Notación.

A∗(Rn) Álgebra de todas las formas diferenciales sobre Rn.

Λ∗
n

Álgebra exterior.
O(M) Anillo de funciones holomorfas sobre M.
γ Camino diferenciable.
F Cara de un politopo.
X , Y Campos vectoriales.
R Campo vectorial de Reeb.

X Cerradura de X.[
ker(τ)

]⊥
Complemento ortogonal del núcleo de τ .

ΛΛΛ, ΛΛΛ′ Configuraciones admisibles.
C∞(M) Conjunto de funciones diferenciables de M .
I(D) Conjunto de todas las formas diferenciales que se anulan en D.
Ak(Rn) Conjunto de todas las k-formas sobre Rn.
X(M) Conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables en M.
ιXα Contracción de α a lo largo del campo vectorial X .
[X ,Y] Corchete de campos vectoriales.
C∗ C menos el origen.
L Derivada de Lie.
(K, f) Descomposición de libro abierto.
df Diferencial del mapeo f .
dω, dα Diferencial de una forma.
D Distribución de r-planos.
dα|D dα restringido a D.

τ 2-forma obtenida de ∗
(
α ∧ (dα)`−1

)
.

Aff(S) Envolvente af́ın del conjunto S.
H (S) Envolvente convexa del conjunto S.

K Envolvente convexa holomorfa.
Sn Esfera de dimensión n.
Cx(α) Espacio caracteŕıstico de α en el punto x.
Cn Espacio complejo de dimensión n.
Con

(
M2`+1

)
Espacio de confoliaciones conductivas.

Rn Espacio real de dimensión n.
Tp(M) Espacio tangente a M en el punto p ∈M.
V Espacio vectorial.
(V, J) Espacio vectorial complejo.
(V,Ω) Espacio vectorial simpléctico.
J0 Estructura casi compleja natural sobre R2n.
F Foliación.
ω, η, α, θ Formas diferenciales.
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∂M Frontera de M.
∂PS(S) Frontera del plastikstufe.
Gr(n, r) Grassmanniano.
GL(n,R), GL(n,C) Grupo general lineal n-dimensional de entradas reales y complejas.
U(n) Grupo unitario.
T(M) Haz tangente de M.
ξ Hiperplano.
H Homoloǵıa.
Id Identidad.[
Kα(X) ∩ Kdα(X)

]
= Π(X) Intersección del núcleo de α y núcleo de dα en el punto X.

K Lomo de un libro abierto.
Ω Mapeo bilineal antisimétrico sobre V .
A, B Matrices.
Kα(P ), Kdα(P ) Núcleo de α y núcleo de dα en el punto P .
ker(A) Núcleo de la matriz A.
Z Números enteros.
Q Números racionales.
∗ Operador estrella de Hodge.
P Página de un libro abierto.
= Parte imaginaria.
< Parte real.
PS(S) Plastikstufe.
P Politopo.

K Politopo asociado de M(ΛΛΛ,1,n)

1
.

ω ∧ η Producto wedge de dos formas diferenciales.

Rank
(
dα|ker(α)

)
Rango de dα restringida al núcleo de α.

(U , φ),
(
U ;x1, . . . , xn

)
Sistemas de coordenadas locales.

W Subvariedad anaĺıtica real de M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
.

{xi} Sucesión de puntos xi.
Tn Toro de dimensión n.
ϕαβ Transición de coordenadas.
S Unión de todas las hojas de Siegel.

M(ΛΛΛ,1,n)

1
Variedad ángulo-momento de tipo

(
ΛΛΛ, 1, n

)
.

M(ΛΛΛ,m,n)

1
Variedad ángulo-momento de tipo

(
ΛΛΛ,m, n

)
.

(M, J) Variedad casi compleja.

M
(ΛΛΛ,1,n+s)

1
Variedad cuasi ángulo-momento de tipo

(
ΛΛΛ, 1, n+ s

)
.

M
(ΛΛΛ,m,n)

1
Variedad cuasi ángulo-momento de tipo

(
ΛΛΛ,m, n).

(M,D), (M, α) Variedades de contacto.
M, M Variedades diferenciables.
N (ΛΛΛ) Variedad LV y variedad LV-M.
(M, ω) Variedad simpléctica.
U , U ′, V Vecindades abiertas.
N Vecindad tubular.
λλλj Vector en Cm.
vp Vector tangente anclado en un punto p.
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