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How small a thought it takes to fill a life.

Ludwig Wittgenstein



amar es combatir, si dos se besan
el mundo cambia, encarnan los deseos,
el pensamiento encarna, brotan las alas
en las espaldas del esclavo, el mundo
es real y tangible, el vino es vino,
el pan vuelve a saber, el agua es agua,
amar es combatir, es abrir puertas,
dejar de ser fantasma con un niumero
a perpetua cadena condenado
por un amo sin rostro;

el mundo cambia
st dos se miran y se reconocen,
amar es desnudarse de los nombres:
“déjame ser tu puta”, son palabras
de FEloisa, mas €l cedio a las leyes,
la tomd por esposa y como premio
lo castraron después;

mejor el crimen,
los amantes suicidas, el incesto
de los hermanos como dos espejos
enamorados de su semejanza
mejor comer el pan envenenado,
el adulterio en lechos de ceniza,
los amores feroces, el delirio,
su yedra ponzonosa, el sodomita
que lleva por clavel en la solapa
un gargagjo, mejor ser lapidado
en las plazas que dar vuelta a la noria
que explirme la substancia de la vida,
cambia la eternidad en horas huecas,
los minutos en cdrceles, el tiempo

en monedas de cobre y mierda abstracta;



los dos se desnudaron y se amaron

por defender nuestra porcion eterna,
nuestra racion de tiempo y paraiso,
tocar nuestra raiz y recobrarnos,
recobrar nuestra herencia arrebatada
por ladrones de vida hace mil siglos,

los dos se desnudaron y besaron

porque las desnudeces enlazadas

saltan el tiempo y son invulnerables,
nada las toca, vuelven al principio,

no hay tu ni yo, manana, ayer ni nombres,
verdad de dos en sélo un cuerpo y alma,

oh ser total...

Octavio Paz

Piedra de Sol



EL FUTURO PERTENECE A AQUELLOS QUE CREEN EN LA
BELLEZA DE SUS SUENOS

A Juan Pablo

TE AMO

El amor es la unica fuerza real del mundo, el unico motor del género humano.
El odio, su dualidad. La hermandad y la amistad, son solo amor. Toda la vida
€s puro amor.

Jorge J. Hernandez Gémez

El calor de los ojos de los enamorados derrite la barrera que la carne impone
y los deja pasar de lleno a la contemplacion del alma.

Laura Esquivel



Hay besos que pronuncian por st solos

la sentencia de amor condenatoria,

hay besos que se dan con la mirada

hay besos que se dan con la memoria.

Hay besos silenciosos, besos nobles
hay besos enigmdticos, sinceros
hay besos que se dan sdlo las almas

hay besos por prohibidos, verdaderos.

Hay besos que calcinan y que hieren,
hay besos que arrebatan los sentidos,
hay besos misteriosos que han dejado

mil suenos errantes y perdidos.

Hay besos problemdticos que encierran

una clave que nadie ha descifrado,

hay besos que engendran la tragedia

cuantas rosas en broche han deshojado.

Hay besos perfumados, besos tibios

que palpitan en intimos anhelos,

hay besos que en los labios dejan huellas

como un campo de sol entre dos hielos.

Hay besos que parecen azucenas
por sublimes, ingenuos y por puros,
hay besos traicioneros y cobardes,

hay besos maldecidos y perjuros.

Judas besa a Jesius y deja impresa
en su rostro de Dios, la felonia,
mientras la Magdalena con sus besos

fortifica piadosa su agonia.

Desde entonces en los besos palpita
el amor, la traicion y los dolores,
en las bodas humanas se parecen

a la brisa que juega con las flores.

Hay besos que producen desvarios
de amorosa pasion ardiente y loca,
ti los conoces bien son besos mios

inventados por mi, para tu boca.

Besos de llama que en rastro impreso
llevan los surcos de un amor vedado,
besos de tempestad, salvajes besos

que solo nuestros labios han probado.

¢Te acuerdas del primero...? Indefinible;
cubrio tu faz de cdrdenos sonrojos
y en los espasmos de emocion terrible,

llenaron sé de lagrimas tus o0jos.

sTe acuerdas que una tarde en loco exceso
te vi celoso imaginando agravios,
te suspendi en mis brazos... vibro un beso,

y qué viste después...? Sangre en mis labios.

Yo te enserie a besar: los besos frios
son de impasible corazon de roca,
yo te ensené a besar con besos mios

inventados por mi, para tu boca.

Gabriela Mistral



Belief, like fear or love, is a force to be unders-
tood as we understand the Theory of Relativity and
Principles of Uncertainty: phenomenon that deter-
mine the course of our lives. Yesterday, my life
was headed in one direction. Today, it is headed
wn another. Yesterday I believed that I would never
have done what I did today. These forces that often
remake time and space, that can shape and alter
who we imagine ourselves to be, begin long before
we are born and continue after we perish. Our li-
ves and our choices, like quantum trajectories, are
understood moment to moment. At each point of
intersection, each encounter suggests a new poten-

tial direction.

Isaac Sachs

Cloud Atlas



All you need is love
John Lennon / Paul McCartney
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works of art. And that—in a way, although we are not the stars in a cosmic drama, if the only
drama we’re starring in is one that we are making up as we go along, it is not entirely ignoble
that faced with this unloving, impersonal universe we make a little island of warmth and love and

science and art for ourselves. That’s not an entirely despicable role for us to play.

Steven Weinberg

Of all the indications that existence at bottom has a simplicity beyond anything we imagine today,
there is none more inspiring than the unsurpassed simplicity of gravity, as we now see it. Someday,
surely, we will see the principle underlying existence as so simple, so beautiful, so obvious that we
will all say to each other, ‘Oh, how could we all have been so blind, so long? ... How could it have

been any different? ... How could we have been so stupid?’

John Archibald Wheeler
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Notacion, convenciones y terminologia

En todo momento, salvo que se indique lo contrario, se usa una métrica con signatura (—,+,+,+). A lo largo

del texto se trabajard con la convencién de indices repetidos de Einstein para la suma:

Z A,B“ = A,B?,

donde la suma es sobre todos los posibles valores que pueda tomar el indice .

Para el manejo de tensores, se usara la notacién de indices abstractos de R. Wald [25], donde se usan indices

latinos para referirse a los tensores mientras que se usan indices griegos para referirse a sus componentes. Por

ejemplo, T%  es un tensor tipo (3) con componentes 7%, Las componentes de los tensores de Riemann R}, y de

Ricci Ryp son, respectivamente, R%,, =1,  —T%,  +1% 1%, —T9 % v Ry =R, 4

Se consideraran unidades geométricas: c=1, h=1y 887G = 1.

Lista de simbolos usados durante el trabajo

U('7 '),

observable

espacio fase candnico

espacio fase covariante

evoucién en I', de t; a ty

evoucién en S, de t; a ty

estructura simpléctica
complejo-conjugado de A
complejizacién del espacio vectorial V'
espacio de frecuencias positivas y negativas
espacio de Hilbert

espacio de Fock

espacio de Fock simétrico

estructura compleja

espacio de Fock asociado a J

espacio de Hilbert de una particula asociado a J
producto interno

operador de aniquilacién asociado a J
operador de creacién asociado a J
operador de Weyl

métrica del espacio-tiempo

operador de Laplace-Beltrami

operador derivada compatible con gqp

iii

X, hipersuperficie de Cauchy al tiempo ¢

hab, métrica inducida por g.» en %

D, operador derivada compatible con hgp

N, funcién lapso

n®, vector unitario normal (en direccién al futuro) a 3
N®, vector de corrimiento

Do, configuracién del campo ¢

T, momento del campo ¢
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a(t), factor de escala
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Y.k, Yq,k, k-ésimo elemento de la base en S






Introduccion

The effort to understand the universe is one of the very few things that lifts
human life a little above the level of farce, and gives it some of the grace of

tragedy. S. Weinberg

Una de las areas mas &lgidas y de mayor interés dentro de la fisica tedrica y observacional de hoy en dia es la
cosmologia moderna, a la luz de cuyo desarrollo se ha logrado un vertiginoso avance en conseguir el anhelo humano
de comprender al Universo, asi como de plantear una vasta e interesante serie de nuevas preguntas. Posiblemente
la busqueda del entendimiento del cosmos haya sido la actividad antropogénica par excellance desde que el hombre
cobré conciencia de si mismo, y le ha servido, desde entonces, para entronar falacias, esclavizar multitudes, per-
petuarse en el poder y, afortunadamente también, para el desarrollo del conocimiento. En la tradiciéon occidental
de la cual somos herederos, de la observaciéon aguda, Aristoteles fue capaz de imaginar un cosmos formado por
esferas cristalinas concéntricas a la tierra, inmersas en una quintaesencia, capaces de dar cuenta de los movimientos
celestes. Medio milenio después, el helénico Claudio Ptolomeo hizo un avance notable al desarrollar, bajo la pre-
misa geocéntrica aristotélica y la perfeccién de la geometria circular, un modelo que permitié calcular, y por tanto
predecir, las posiciones de los astros con cierta precisiéon; este hecho sin precedentes hizo valer al tratado ptoloméico
el nombre de Almagesto (Al Magister, “el mas grande”) entre la posteridad Arabe, lugar en donde las ideas aris-
totélicas y ptoloméicas se resguardaron mientras la oscuridad reiné en Europa: el cristianismo hubo llegado. No fue
sino hasta principios del “nuevo milenio”, cuando Aristételes y Ptolomeo asaltan nuevamente Europa a través de
los cruzados, dotando a la Iglesia de un marco teérico: la trinidad Aristételes-Ptolomeo-Cristo. Y fue hasta el siglo
XVI que otro salto notable ocurre en nuestra concepcién césmica, proveniente de un lugar insospechado: del seno
de la misma iglesia cristiana; de la mano del canénigo polaco Nicolds Copérnico, la humanidad retorné a las ideas
heliocéntricas de Aristarco de Samos, y nos proveyé con un modelo de cédlculo similar al ptolemaico, desentronizando
el antropocentrismo como elemento fundamental de la cosmogonia universal. Posteriormente, la obcecacién absoluta
de Tycho Brahe y Johannes Kepler permitié romper con cualquier rastro directo de divinidad, al derruir el cimiento
circular perfecto de la astronomia de los iltimos dos mil afnos: la cinemdtica planetaria por fin habia sido develada,

aunque no comprendida en sus fundamentos. Y no fue sino hasta cien anos después que Sir Isaac Newton redonded,
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impulsé y fundamenté el entendimiento del Universo hasta ese momento, estableciendo las leyes dindmicas que
darian cuenta del movimiento planetario: la gravitacién universal. Newton sent6 las bases de lo que habria de ser
la ciencia en las siguientes centurias, una era de gran prosperidad y progreso en nuestro entendimiento del cosmos,

“

al punto de haber creido comprenderlo completamente, como afirma eventualmente Laplace: “... podemos mirar el
estado presente del universo como el efecto del pasado y la causa de su futuro. Se podria concebir un intelecto que
en cualquier momento dado conociera todas las fuerzas que animan la naturaleza y las posiciones de los seres que la
componen; si este intelecto fuera lo suficientemente vasto como para someter los datos a andlisis, podria condensar
en una simple féormula el movimiento de los grandes cuerpos del universo y del atomo mas ligero; para tal intelecto
nada podria ser incierto y el futuro asi como el pasado estarian frente sus ojos”. Dicha concepcion césmica tomé aun
mayor fuerza en los albores del siglo XX cuando, ante las evidentes incompatibilidades entre la fisica newtoniana y
la recién fundada (aunque sélidamente basada en casi un siglo de experimentacién) teoria electromagnética, Albert
Einstein introdujo la teoria de la relatividad especial, y prontamente se vio en la necesidad de formular una teoria
gravitacional que estuviera de acuerdo con los principios de la relatividad especial, retirando el papel hegemoénico y
absoluto de la gravitaciéon newtoniana. Asi nacié la relatividad general, que hoy en dia es nuestra mejor teoria fisica
para describir y entender la naturaleza del espacio-tiempo, y muy prontamente surgié la cosmologia moderna (que,
ademds de tener como pilar a la relatividad general, considera adicionalmente como principio rector al Principio
Copernicano! o Cosmoldgico) la cual constituye hoy en dia “la herramienta” més fina que tenemos para comprender

el cosmos: su pasado, presente y futuro.

El Principio Cosmoldgico constituye la piedra angular del Modelo Cosmoldgico Estandar, que consta de espacio-
tiempos perfectamente homogéneos e isétropos, con cierto contenido de materia-energfa (radiacién y/o materia):
los llamados modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Es importante destacar, sin embargo,
que la descripcién del Universo mediante modelos tipo FLRW constituye, en realidad, una idealizaciéon del mismo
en la medida en la que éste es mas bien esencialmente homogéneo e isétropo a gran escala® (nosotros mismos
somos una inhomogeneidad del universo). Uno de los cimientos observacionales que otorgan validez al Principio
Cosmoldgico (y que al mismo tiempo revela la no perfeccién en homogeneidad e isotropia) es la radiacién césmica
del fondo de microondas (CMBR o CMB simplemente, por sus siglas en inglés) que es basicamente “la fotografia”de
nuestro Universo cuando éste era muy joven (aunque ya fuera de la era planckiana) y que muestra a un Universo
temprano esencialmente homogéneo e isétropo, con desviaciones de una parte en 10° aproximadamente (ver por
ejemplo [1], [2]). A pesar de que el Principio Cosmoldgico ha sido una aproximacién muy fructifera, permitiendo
el desarrollo intensivo de la cosmologia moderna y la indagaciéon profunda de la naturaleza e historia de nuestro

Universo®, hay diversas cuestiones atn sin resolver, como lo es el problema de la energia y materia oscuras, la

LQue nos dice, a grosso modo, que no existen puntos ni direcciones privilegiadas en el universo.
2Cuando se hacen promedios sobre la distribucién de materia-energia sobre unos toscos 100 MPc (~ 10° afoz-luz).
3Por ejemplo, la evidencia de hoy en dfa apunta a que la geometria espacial del Universo es plana, sabemos que el Universo tiene una

edad finita (i.e. hubo un “nacimiento” -singularidad cosmoldgica inicial- “Big Bang”) y estd compuesto por apenas un 4% de materia

ordinaria (baridénica), mientras que el restante 96 % estd formado aparentemente por una misteriosa materia oscura (~ 26 %) y una
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asimetria materia-antimateria, la inflacién* y una explicacién plenamente satisfactoria y fundamentada sobre la
gestacion de las semillas primordiales que dieron lugar a la formacion de estructura en el Universo, entre otras
interesantes interrogantes. Un costo inherente a tomar una suposicién tan fuerte (como homogeneidad e isotropia
perfectas) es que cualquier aspecto relacionado con la formacién de estructura (proveniente de inhomogeneidades
primordiales), asf como la estructura misma, es completamente despreciado. Los modelos FLRW omiten, en efecto,
inhomogeneidades y anisotropias en el Universo, por lo que para abordar el problema de las inhomogeneidades se
suele entonces considerar perturbaciones sobre dichos modelos, para con ello plantear escenarios cosmoldgicos mas
préximos a la realidad. El campo de la cosmologia inhomogénea es hoy en dia una de las areas de mayor estudio,
entre los pioneros del drea estuvo R.C.Tolman, quien desde los anos treinta del siglo pasado [3] habia apuntado ya

la importancia y necesidad de desarrollar modelos cosmoldgicos inhomogéneos.

Varios de los problemas que actualmente se estudian en cosmologia se remontan en la historia cosmoldgica hasta
el origen mismo del Universo, donde el dominio de la gravitacion einsteiniana se diluye mientras se tiende al régimen
en el que habria de dominar una hipotética teoria de la gravitacién cuantica, en la llamada era planckiana. En ésta,

0~%4s, se presume que simple y llanamente no existia un espacio-

en una etapa que abarca tiempos del orden de t,, ~ 1
tiempo como un continuo y que los efectos fisicos eran de naturaleza puramente gravito-cuantica; infelizmente, y
no obstante los esfuerzos que durante méas de setenta anos se han llevado a cabo, no se posee ain una teoria de
la gravitacion cudntica que concilie gravedad y mecanica cuantica, por lo que los secretos del Universo planckiano
siguen a buen resguardo de la naturaleza. Muchas son las dificultades que se han planteado como obstaculos para
conseguir una teoria de gravitacion cuantica, entre ellas probablemente la mas significativa sea el papel dual que como
campo fundamental y escenario juega la métrica, un hecho que no encontramos en ninguna otra de nuestras teorias
fisicas, donde los campos (actores) y el escenario (espacio-tiempo) son entes independientes y no interactuantes
entre si. Actualmente hay numerosas propuestas tendientes a proporcionar una descripcién cudntica para el campo
gravitacional, entre ellas destacan la Gravedad Cudntica de Lazos [4] y la llamada “Teorfa”de Cuerdas [5] (esta
ultima tiene pretensiones atn mayores y la cuantizacién del campo gravitacional seria uno de sus resultados). A lo
largo de décadas, y a falta de una teoria completa y satisfactoria de gravedad cudntica, se ha recurrido al estudio
de la cuantizacién de modelos de simetria reducida en gravedad como “laboratorios teéricos” donde se pueden poner
a prueba programas y técnicas de cuantizacién para la gravedad, en estos modelos se aterrizan en forma concreta
cuestiones conceptuales y técnicas que eventualmente pueden ser de utilidad en la bisqueda de la teoria completa.
De entre dichos modelos, son los denominados modelos con simetria intermedia, o midisuperespacios, aquellos que
tienen mayor interés, pues son éstos (a diferencia de los llamados minisuperespacios) los que retienen todavia grados
locales de libertad y, por consiguiente, son genuinas teorias de campo que capturan parte de las dificultades que la
cuantizacion de la gravedad plantea. En general, la cuantizacién de midisuperespacios se lleva a cabo en el marco

de la Teorfa de Cudntica de Campos en Fondos Curvos (TCCFC) donde la cuantizacién resultante, se espera,

todavia mds enigméatica energia oscura (~ 70 %).
4Era hipotética del Universo en la que éste se expandié exponencialmente en un factor mayor de 1027, entre t ~ 10365 y t ~ 107325,
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corresponderd al limite de bajas energias de una hipotética teoria de la gravedad cuéntica.

Cabe destacar que la TCCFC es una teoria que no esta libre de ambigiiedades; en efecto, dado un sistema de
campos, existe una infinidad de representaciones de las relaciones de conmutacién canénicas (RCC) unitariamente
inequivalentes, por consiguiente, es necesario introducir criterios fisicos extra que permitan seleccionar una repre-
sentacion predilecta. El problema de la ambigiiedad en las RCC se agudiza conforme se tienen menos simetrias;
mientras que en Minkowski la invariancia bajo Poincaré permite seleccionar una cuantizaciéon predilecta, para
espacio-tiempos curvos, las simetrias (si es que todavia las hay) suelen no ser suficientes para fijar una cuantizacién
predilecta. A la ambigiiedad en la representacién de las RCC hay que anadir que un segundo tipo de ambigiiedad:
la seleccion de variables fundamentales. Es sabido que mientras que dos representaciones cldsicas para un mismo
sistema relacionadas a través de una transformacién candnica son equivalentes, sus contrapartes cuanticas no lo
son en general, pues la transformacién canénica no necesariamente tiene como contraparte a un operador unitario.
En suma, cuando se cuantiza un sistema en TCCFC, deben buscarse criterios fisicos que permitan eliminar estas

ambigliedades en aras de obtener una descripcién cuantica robusta y fisicamente plausible.

En el marco de la cuantizacion de cosmologias inhomogéneas, una clase de midisuperespacios que ha recibido
particular atencién por parte de la comunidad son los modelos de Gowdy [6, 7], pues son los modelos cosmolégicos
inhomogéneos mas sencillos que existen. A pesar de haber sido introducidos en el primer lustro de los setenta, es
apenas hasta hace pocos anos que se han logrado sortear las dificultades inherentes a la TCCFC para cuantizar
estos sistemas, y proveer una cuantizacién completa, consistente y wunica, en la denominada cuantizacion CCMV
(acrénimo de Corichi Cortez Mena Velhinho) [8, 9, 10, 11], eliminando las ambigiiedades utilizando dos criterios:

invariancia ante las simetrias e implementabilidad unitaria de la dindmica.

En este trabajo se considerara la cuantizacién de una cosmologia inhomogénea, a saber, un modelo cosmoldgico
tipo Gowdy T3 polarizado con materia escalar. Se proveer4, aprovechando los resultados de la cuantizacién CCMV,
una cuantizacién unica para el modelo. El sistema consta de dos grados locales de libertad, uno geométrico y otro
material, y es equivalente a dos campos escalares propagandose en un espacio-tiempo tipo FLRW compacto y plano;
uno de los grados locales de libertad corresponde a introducir inhomogeneidades geométricas (i.e., perturbacién de
la geometria homogénea e isotrépica de fondo) mientras que el otro corresponde a introducir inhomogeneidades
materiales (i.e., rompe la homogeneidad del contenido de materia) y son justamente tales inhomogeneidades pro-
pagandose en el FLRW las que seran cuantizadas a la Fock. El trabajo se divide en tres capitulos principales. En el
Capitulo 1 se presenta de manera breve, aunque autocontenida, algunos elementos formales de la TCCFC, poniendo
especial énfasis en las diferentes elecciones que pueden realizarse a la hora de construir la cuantizacién en espacio
de Hilbert. En el Capitulo 2 se presenta el modelo a cuantizar, y se muestra la equivalencia de éste con un fondo
FLRW sobre el cual se propagan inhomogeneidades geométricas unidimensionales y cuyo contenido material es
inhomogéneo, provisto por un campo escalar. En concreto, el midisuperespacio de interés corresponde a un sistema
de TCCFC de dos campos escalares axisimétricos en un fondo curvo y la cuantizacién que se llevara a cabo es sobre

los grados locales de libertad (inhomogeneidades) dejando el fondo FLRW intacto. El Capitulo 3 estd dedicado
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justamente a cuantizar dichos campos (a nivel cinemadtico). Se presenta una primera cuantizacién que, atin siendo
la més natural e invariante ante las simetrias, carece de una implementacién unitaria de la dinamica. Hay quienes
arguyen que la carencia de una implementacién unitaria de la dindmica puede sortearse a la luz de otros esquemas
abstractos de cuantizacién en TCCFC, como la Cuantizacién Algebraica; sin embargo, y dado el papel preponderan-
te que la cuantizacién sobre espacio de Hilbert ha tenido desde los anos 20’s del siglo pasado y la importancia de la
evolucién unitaria como un pilar de la teoria cuantica, en este trabajo se busca conservar estos elementos y proveer
por tanto una cuantizacién en espacio de Hilbert con implementaciéon unitaria de la dindmica; es decir, se busca
preservar los atributos que se tienen en la Mecdnica Cudntica ordinaria, como la conservacién de la probabilidad
y la existencia de un cuadro de Schrodinger. Por consiguiente, se descarta la primer cuantizacién y se construye
una nueva descripcién cudntica, invariante ante las simetrias, y que efectivamente implemente de manera unitaria
la dindmica. Siguiendo la linea argumentativa de la cuantizacién CCMV, se obtiene que la cuantizacién del modelo
cosmolégico inhomogéneo con implementacién unitaria de la dindmica e invariancia ante las simetrias que aqui se
presenta, es unica, tanto en la representaciéon de las RCC, como en la eleccién de variables fundamentales que se
hace. Por tdltimo, se presenta una discusion, en ésta se hace un breve recuento, se mencionan posibles trabajos a
futuro y se comenta sobre como podria abordarse la relacién entre la cuantizacién aqui presentada con aquella que
podria construirse considerando estados de Hadamard. El trabajo se complementa, para efectos de autocontencion
y claridad, con tres apéndices que abundan sobre diversos aspectos formales y técnicos que son mencionados a lo
largo del texto. Cabe especificar que cualquier falta o fallo en la exposicién de los temas aqui presentes, asi como

en el contenido, es absoluta y inicamente responsabilidad mia.






Capitulo 1

Teoria Cuantica de Campos en Fondos

Curvos

The beginner... should not be discouraged if... he finds that he does not have the

prerrequisites for reading the prerrequisites. P. Halmos

La cuantizacién de modelos de simetria reducida en gravedad con un numero infinito de grados de libertad
(modelos de midi-superespacio [12]) conlleva el estudio del comportamiento y propagacién de campos cudnticos
en fondos curvos. Esta es un area de investigacién activa hoy en dia, particularmente en el estudio de sistemas
donde tanto fenémenos cudnticos como gravitacionales son igualmente importantes®. Puesto que la teorfa cuantica
de campos en fondos curvos (TCCFC) trata la cuantizacién de campos en fondos cldsicos efectivos, no captura
evidentemente toda la complejidad que supondria una teoria cuantica de la gravedad completa. Sin embargo,
como limite de bajas energias, la TCCFC retiene parte de la complejidad de una hipotética teoria cudntica de la
gravitacion y por consiguiente, su analisis es una importante guia para comprender algunas de las caracteristicas
que una futura teoria cuantica del campo gravitacional habra de poseer. En este capitulo se presentara brevemente
(aunque de forma autocontenida) la cuantizacién de campos lineales en fondos curvos sobre espacios de Hilbert. El
objetivo fundamental de este capitulo es tanto introducir la herramienta mateméatica como enfatizar las dificultades

y ambigiiedades que supone la cuantizaciéon de campos en un espacio-tiempo curvo.

1.1. Sistemas dinamicos finitos

Antes de abordar el problema de campos (i.e., sistemas con un nitmero infinito de grados de libertad) es

conveniente revisar sistemas con un espacio fase de dimensionalidad finita (i.e., sistemas con nimero finito de

5Por ejemplo, particulas en las vecindades de agujeros negros.
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grados de libertad). En particular, sistemas lineales finitos.

1.1.1. Teoria clasica

El estado de un sistema con n grados de libertad en mecdanica clésica se describe en el espacio fase I', que es
el haz cotangente® del espacio de configuracio nes q; i.e., I' = T*q. El espacio fase es una variedad simpléctica’, es
decir, es un par (I, Q) que consta de una variedad diferencial I" de dimensién 2n y de una 2-forma simpléctica
Qap, que es una forma cerrada y no degenerada®, de modo que tiene (una tnica) inversa Q2 Q8 Qp, = 0°,. La

2-forma simpléctica candnica es

Qab = (dpp)a A (dg")o = 2(Vapy) (Ve g"). (1.1)

La dindmica clasica estd determinada por la funcién Hamiltoniana en el espacio fase, H : I' — R. El campo
vectorial Hamiltoniano en I" es h® = Q%®V,H y las curvas integrales de h® son las trayectorias de evolucién; i.e.,
dado un estado (un punto) s en I', éste evoluciona a lo largo de la curva integral de h* que pasa por s. De manera
més precisa, dado un sistema coordenado y = (¢1,+ -+, gn; 1, - -, Pn) € I, las curvas integrales Y (¢t) de h® (i.e., las
curvas cuyo vector tangente dy®/dt es h® € TI") describen las trayectorias dindmicas en I" y son el resultado de
resolver las ecuaciones h® = dy®/dt, o bien

dy _ G 0H

=50 (1.2)

que no son otras que las ecuaciones de Hamilton. Claramente, cualquier yo € I" se puede considerar como un
dato (o condicién) inicial (a t = 0) adecuado para especificar completamente una solucién Y (¢) a las ecuaciones de
movimiento (1.2). Los teoremas de existencia y unicidad de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias establecen
asi un isomorfismo I entre el espacio fase (de datos iniciales) I" y el espacio de soluciones S a las ecuaciones de
Hamilton (1.2), I : I' — S. De esta manera el espacio fase de la teoria se puede considerar, ya sea como el espacio fase
candnico I, o bien como el espacio fase covariante S. Cabe senalar que la identificacién se puede hacer considerando
un ¢ = ¢ diferente de cero como tiempo de referencia; el isomorfismo en tal caso lo denotamos por Iz : I' — S. Asf,
tenemos que en el espacio I" la evolucién de ¢ = t1 a t = {2 esta dada por 7, ¢,) = It;l oly, : I' = I', mientras que
en el espacio § dicha evolucién viene determinada por T(;, 4,) = I, © It’zl :S§—S.

Una observable f es una funcién real f : I' — R suave (de clase C*). El conjunto de todas las observables, O,

cuenta con una estructura algebraica llamada paréntesis de Poisson,

{fa g} = Qabvafvbg7 (13)

6T*q =, T*qe Vz € q, donde T*q; = {V*| V € Tz, = € q}, con V* el vector cotangente (dual) asociado a V' € Tqy.
"El término simpléctico proviene de la palabra griega [13] cvurAékerr, que significa entrelazar o entretejer (intertwine en inglés),

muy apropiado para la estructura de las ecuaciones de Hamilton donde ¢ se obtiene a partir de 9, H y p a partir de —94H. Hermann
Weyl introdujo dicho término en 1939 en [14].

8La cerradura significa que dQ = V(cQ4qp) = 0, mientras que la no-degeneracién [15] que V 2% # 0 Fv?| Qqpz®v® # 0 donde 22, v €
TIy.
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donde {-,-} : I' — I' es un operador bilineal, antisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi, {{a,b},c} +
{{b7 C}, a} + {{Cv a}7 b} = 0.
Decimos que un sistema es lineal si la funcién Hamiltoniana H es cuadratica,

1 v
fK“,,(t)y“y ) (1~4)

H(t;y):2

de manera que las ecuaciones de movimiento (1.2) son lineales,

dy* y
E = QHpryy (15)

El espacio de soluciones S y de datos iniciales I" son entonces espacios vectoriales. Por lo tanto, podemos identificar
vectores y* del espacio tangente a I" con puntos y de I', es decir, el espacio tangente a cualquier punto y € I', T, I,
se puede identificar con I" misma (la identificacién es independiente del punto que se elija). Esto permite definir la
estructura simpléctica 2,

Qy1, y2) = Qavyih, (1.6)

donde y; es el punto en I' identificado con el vector yf. La estructura simpléctica es una funcién bilineal € :

I' x I' — R, antisimétrica y no degenerada. De (1.1) se sigue que

Qy1,y2) = p1u2" — P21 ™ (1.7)

donde se identifica a y; = (¢;",pip) € I', i = 1,2, con el vector y¢ = ¢;"(9/9¢")* + p;i,.(8/0p,)*. El espacio fase de
un sistema dindmico lineal es as{ un espacio vectorial simpléctico (I',2), i.e. un espacio vectorial I" equipado con
una estructura simpléctica ).

Dada cualquier y = (g *,p,,) € I' fija, la funcién
Qw,): ' >R (1.8)

es una funcién lineal que, de acuerdo con (1.7), mapea el elemento y = (¢ #,p.) € I'a Q(Y,y) =P,q " —puq" € R.
Las observables son sumas de productos de funciones Q(y,-), y por consiguiente {Q(y,-)} es el conjunto de las

observables bdsicas. El paréntesis de Poisson entre observables basicas estda dado por

{Q(y1,-), Qy2, )} = =2y, 92)- (1.9)

Dado el isomorfismo I : I' — S, se define una estructura simpléctica natural en S; a saber: Qg(Y1,Ys) =
QUI~1Y,I71Y3), donde I71Y; = y; € I es el dato de Cauchy de la solucién Y;. En el caso de sistemas dindmicos

lineales, no es dificil mostrar [16] que el llamado producto simpléctico
5(t) = Qs(Y1,Y2), (1.10)

es conservado, es decir, ds/dt = 0. En adelante, y para simplificar notacién, denotaremos a la estructura simpléctica

Qs en S simplemente por €2; ello no llevard confusion alguna con la estructura simpléctica en I', pues en general los
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argumentos en la estructura simpléctica, o el propio contexto, dejaran bien claro a cual de las estructuras simplécticas

se estd haciendo referencia. En S el Paréntesis de Poisson entre las observables bésicas {Q(Y,-)} estd dado por

Es importante sefialar que las transformaciones candnicas (como la evolucién) son simplectomorfismos; es decir,
dada una transformacién canénica M : I' — I', Q(My1, Mys) = Q(y1, y2) para todo y1,y2 € I'. Claramente ocurre

lo mismo en S.

1.1.2. Cuantizacién en un espacio de Hilbert

La cuantizacién en un espacio de Hilbert consiste esencialmente en (i) especificar un espacio de Hilbert 3,
(ii) promover el conjunto de las observables bésicas® (¢, -) a operadores ﬁ({ , - ) que satisfagan la condicién de

0

cuantizaciéon de Dirac 10, i.e. las relaciones de conmutacién canénicas (RCC)

Qe ), D, )] = —iT0(, &), (1.12)

y (iii) representar a dichos operadores como operadores hermiticos en el Hilbert H. El valor de una observable 9)
(construida a partir de las observables basicas ﬁ(y, )) en un estado cudntico ¥ € H del sistema es el valor de
expectacion de O en U, ie. <6>‘I] La evolucién es dictada por la contraparte cuantica H de la Hamiltoniana clsica
H. Asi, la transformacion finita de evolucién de ty a t estd dada por el operador unitario U(to,t) tH — H
que, sobre el espacio de Hilbert, genera H. Formalmente, ﬁ(to,t) = exp (—i f:o H df). De manera equivalen-
te puede adoptarse el cuadro de Schrodinger (donde evolucionan los estados, ¥(t) = U ‘Il(to)) o el de Heisenberg
(donde evolucionan los operadores, O(t) = U Ta(to)ﬁ).

En este apartado se delineard la cuantizacién de un sistema lineal de dimensionalidad finita; en particular, se
pondré especial énfasis en la especificacion del espacio de Hilbert de la teoria cuantica. La construccién estd basada
en la estructura vectorial simpléctica de S, aunque puede llevarse a cabo también, y de forma andloga, empleando
el espacio fase canénico'! I

El primer paso en la construccién consiste en complejizar el espacio de soluciones reales y suaves, S; es de-
cir, considerar el espacio!? S¢. Una vez hecha la complejizacién, se extiende la estructura simpléctica a S (por

linealidad), y se considera el mapeo

<~,‘>: S(CXS(C — C

9¢ denota ay € ' o a Y € S, dependiendo de si la construccién se realiza a partir del espacio fase canénico o bien, del espacio fase
covariante respectivamente.
10En general, dadas las observables cldsicas f y g, la condicién de cuantizacién de Dirac establece que las contrapartes cudnticas fy

o~ . NS . 7 3
g deben satisfacer [f,g] = i{f, g}
11 Mientras que la construccién basada en S conduce a una representacién de Fock, la construccién basada en I' conduce a una

representacién a la Schrédinger
2Dado un espacio vectorial V, su complejizacién V¢ puede expresarse como Ve = V @iV [17].
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(v,w) +— (v,w) =—iQ(V,w), (1.13)

donde la barra denota conjugacién compleja. Recordemos que una funcién ((+,)) : W x W — C sobre un espacio

vectorial complejo W es un producto interno [18] si para toda z,y,z € W y para toda A € C,

1.17

(z,2)) >0y ((z,2)) = 0si y sélo si z = 0, (1.14)
((z,y +2) = ((z,y) + ((z,2)), (1.15)
((z,ay)) = a((z,y)), (1.16)
(( (1.17)

El mapeo (1.13) satisface claramente (1.15)-(1.17) pero no la condicién de positividad (1.14) en todo Sc¢; por
ejemplo, (v, v) es nulo para toda v en el sector real (o, andlogamente, en el puramente imaginario) de S¢. Conside-
rando la complejizacién S¢ = S @ S, se tiene que cualquier v € S¢ se puede expresar como v = Re(v) + ilm(v),
donde Re(v) € S y Im(v) € S son respectivamente la parte real e imaginaria de v. Un célculo directo muestra que'?
(v,v) = 29 (Re(v),Im(v)), de manera que existen v € Sc tales que (v,v) es positivo, negativo o nulo (ver Apéndice
A). Sea VCJr el conjunto de todos los v € S¢ tales que (v,v) > 0. Denotemos a los elementos de Vg por vT. De
acuerdo a la definicién (1.13), es obvio que (7,7) = —(v,v); asi que el conjunto Vi = WCJF es el conjunto de todos
los elementos v~ = vT en Sc tales que (v™,v~) < 0.

Ahora bien, es importante notar que S = Vg U {0} no es un espacio vectorial (ver Apéndice A). Sin embargo,
puede hallarse un subespacio H de Sc tal que (i) el mapeo (1.13) es positivo definido en J, (ii) el subespacio H es
cerrado bajo (1.13) (y por consiguiente es un espacio de Hilbert), (iii) Sc es la suma directa de H y su complejo
conjugado H, S¢c = H @ I, y (iv) para cualesquiera v+ € H y w™ € H ocurre que (v, w™) = 0 (ver Apéndice A).
Una vez que H ha sido especificado, el espacio de Hilbert de la teoria es el espacio de Fock simétrico asociado a I,

F(H). Es por esta razén que a H usualmente se le conoce como el espacio de Hilbert de una particula.

Un punto de gran relevancia es que H no es inico. En efecto, hay una infinidad de posibles elecciones como
espacio de Hilbert de una particula (todos aquellos subespacios de S que satisfagan los cuatro puntos anteriores).
Los diferentes espacios de Hilbert de una particula estan relacionados entre si por transformaciones tipo Bogolyubov
(ver Apéndice A y seccién 1.4.1): dados H y H', sus bases {b;}}_; y {b;}7_; estdn relacionadas por b, = a;b; + 8;b;,
donde los coeficientes de Bogolyubov «; y ; satisfacen que |a;|? — |3;]> = 1, Vj = 1,- - -,n. De esta manera, la
base de H’ es una combinacién de las bases de H y I (y viceversa, la base de H es una combinacién de las bases
de H’ y H’). La no unicidad de 3 es una ambigiiedad en la construccién de la teorfa cudntica que, sin embargo, no
representa ningin problema en el caso de sistemas con un ntumero finito de grados de libertad, debido al teorema
de Stone-von Neumann. Antes de continuar con la construccién de la teoria cudntica, es conveniente abundar sobre

la no unicidad del espacio de Hilbert de una particula.

13De la conservacién del producto simpléctico en S se sigue que (v, v) es constante en t.
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1.1.2.1. Ambigiiedad en la eleccién del espacio de Hilbert de una particula

Dada cualquier Y € S, es facil ver (directamente de (A.7)> queY =Y+ 4+Y " donde Yt e HyY =Y+ € K.
Asi, se tiene una relacién lineal, uno a uno y sobre entre S y H. Sea J : S¢ — Sc¢ un mapeo lineal cuyos eigenespacios
sean H y J(, con eigenvalores +i y —i, respectivamente; esto es, JY* = +iY*. Evidentemente, J? = —I. Puesto
que Y =Y+t + Y, entonces JY =Y+ —iY~ € Sy J?Y = Y, ie. la restriccién de J a S es igualmente un
mapeo lineal J: S -+ Scon J2 =L DeY =Y+ +Y~ yJY =4iYtT —iY ™ se sigue inmediatamente que

YE = % (Y FiJY). (1.18)
El producto interno (1.13) en H puede escribirse entonces como
(Vi V) = =i (YT Y;) =Q (ﬁ Y;) . (1.19)
Dadas cualesquiera Y7, Ys € S se verifica que
Re (V' Y;") = %Q(JYl,YQ). (1.20)

Como Re (Y;*,Y;") = Re (Y57, Y;") entonces J debe ser un simplectomorfismo. Claramente (1.20) satisface (1.14)-
(1.17), por lo que

es un producto interno real en S. Ahora se puede ver que el producto (1.19) en H no es mds que la extensién de
(1.21) a Sc,
p (Y YH) =0 (JY1+, Y;) . (1.22)

De esta manera, tenemos que dado un espacio de Hilbert H (i.e., dada una descomposicién especifica de S¢ =
H @ H, o equivalentemente una separacién especifica de las soluciones, Y = YT + Y 7) se tiene que éste define un
mapeo lineal J, cuyos espacios propios son H y I, con eigenvalores +i y —i, respectivamente. El mapeo J es un
simplectomorfismo con la propiedad de que J? = —I. Ademsés, la contraccién de J con la estructura simpléctica,
Q(J-,-), define un producto interno real (1.21) en el espacio de soluciones S, cuya extensién a S¢ es justamente el
producto interno en H. El mapeo lineal J restringido a S, J : § — S es igualmente un simplectomorfismo lineal,
con J? = —I; esto es, el simplectomorfismo J es una estructura compleja. En resumen, se tiene que un espacio de
Hilbert H define una estructura compleja J. Lo importante y relevante en la construccién de la teoria cuantica, es
que la afirmacién inversa es también verdadera: dada una estructura compleja J en S, tal que J sea “Q-compatible”
(i.e. que pg(-,-) = Q(J-,-) defina un producto interno sobre S), el espacio H es el definido por el espacio de las
frecuencias positivas ST = {Y*} dadas por (1.18), y donde el producto interno es la extensién (1.22) de ug(-,-).
En otras palabras, dada una J que sea 2-compatible, se tiene un H. Puesto que hay una infinidad de estructuras
complejas compatibles con {2, entonces hay una infinidad de espacios de Hilbert de una particula, H (i.e. hay una

infinidad de posibles descomposiciones de las soluciones en frecuencias positivas y negativas). Esta es la ambigiiedad
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en la eleccién del espacio de Hilbert de una particula. Dadas dos estructuras complejas, digamos J y J’, se tendrdn
los espacios correspondientes H y H', cuya relacién es a través de una transformacién tipo Bolyubov (ver Apéndice
A). Asociado a el conjunto de estructuras complejas {J} compatibles con € se tiene entonces la familia de espacios

de Hilbert de una particula {3} y, por consiguiente, de espacios de Fock,

0o k
FJE?S(J{J)z@(@S:}fJ). (1.23)

k=0
Se tiene asi que a partir de una J se construye un espacio de Hilbert F; para la teorfa, de tal manera que la estructura
compleja “parametriza”(codifica) la ambigiedad en la eleccion del espacio de Hilbert de la teoria cudntica. A partir
de este momento, unicamente se considerardn J’s 2-compatibles, pues el objetivo es (a partir de S) construir el
espacio de Hilbert de estados cuanticos.

Los operadores (AZ(Y, -), que satisfacen las RCC (1.12), son los operadores fundamentales que se representan y
actian en JF;. Los operadores de aniquilacién y creacién en F; estén dados por [19, 20] .:G (W) =0 (JW, )
y (/7; (Y*) = Q (JY*, ). De esta manera, queda completamente especificada la teoria cudntica de un sistema
dindmico con un numero finito n de grados de libertad. El espacio de Hilbert junto con los correspondientes
operadores de creacién y aniquilacién, (&" J,a,;l}), constituyen la teorfa cudntica del sistema (asociada a la
estructura compleja J). La representacion asociada a J, (3" T, E} , Z]), puede escribirse simplemente como (fr" T, Q J),
pues Q Y, )= z;l; (W) — z(?; (Y™) (Véase por ejemplo [19, 20]), y es en dicho sentido que a Q se le asocia una
estructura compleja, 0 J-

Asi que la infinidad de representaciones estd parametrizada por la familia de estructuras complejas Q2-compatibles,
por lo que la ambigiiedad en el proceso de cuantizacion radica en la eleccién de J. Cabe entonces preguntarse si hay
alguna J predilecta. En otras palabras, diferentes estructuras complejas proveen diferentes representaciones, pero
json estas representaciones unitariamente equivalentes o no? ;la ambigiiedad en la eleccion del espacio de Hilbert

de una particula plantea un problema de unicidad en la representacién de las RCC?

1.1.2.2. Unicidad de la representacion de la teoria cuantica

Dos representaciones, digamos (F7, ﬁl) y (Fa, QQ)’ son representaciones equivalentes si ambas conllevan las mis-
mas predicciones fisicas. Resulta que en el caso de teorias lineales con un nidmero finito de grados de libertad (y
bajo ciertas condiciones de continuidad), la infinidad de representaciones son en realidad representaciones unitaria-
mente equivalentes. La unicidad en la representacién de teorias lineales con un niimero finito de grados de libertad
es enunciada en el teorema de Stone-von Neumann, que se presentard a continuacién (después de algunos breves
comentarios y puntualizaciones).

Los operadores fundamentales Q(Y, -) son (en general) no acotados, de manera que para evitar complicaciones

con el dominio de definicién es util considerar la version exponencial de éstos,

W(Y) = e U, (1.24)
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donde W(Y) son llamados operadores de Weyl. La hermiticidad de los operadores fundamentales Q y las RCC

(1.12) estén capturadas en las relaciones de Weyl,
Wiy)=W(-Y), W (Y1) W(Ya) = e2200Y2) (Y] +Y3). (1.25)

Teorema 1.1.1. (Teorema de Stone-von Neumann [16, 18]) Sea (S,9Q) un espacio vectorial simpléctico de di-
mension finita, y sean (3’1,/1/[71()/)) Y (?Q,WQ(Y)) dos representaciones unitarias, irreducibles'® y fuertemente
continuas'® de las relaciones de Weyl (1.25). Entonces (Tl,wl (Y)) y (iTg,Wg(Y)) son unitariamente equivalen-

tes.

La construccion de la teoria cuantica a partir de una estructura compleja J €2-compatible, satisface las hipdtesis
del teorema de Stone-von Neumann. Mas aun, cualquier representacion unitaria, fuertemente continua e irreducible
de las relaciones de Weyl tiene una estructura compleja asociada. Asi, se tiene que dadas cualesquiera dos repre-
sentaciones (3’1, /V[71 (Y)) y (3’2, /V[72 (Y)), construidas a partir de dos estructuras complejas compatibles con 2, J;
y Jo, éstas seran unitariamente equivalentes y, por consiguiente, fisicamente indistinguibles.

Es importante destacar que, en el teorema de Stone-von Neumann, la hipétesis de que S es de dimensién finita
es fundamental [16, 18]. Para sistemas con espacio fase de dimensién infinita (i.e., sistemas de campo) el teorema
de Stone-von Neumann no se satisface y debe enfrentarse el problema de un nimero infinito de representaciones no
unitariamente equivalentes. En teoria de campos no hay un analogo al teorema de Stone-von Neumann que remueva

la ambigiliedad.

1.2. Teoria clasica de campos en fondos curvos

En esta seccién se considera el caso de sistemas con un nuimero infinito de grados de libertad, y se revisa la teoria
de campos clésicos que se propagan en fondos curvos. En particular, la discusion se enfoca al sistema de campo mas
simple: el campo escalar real de Klein-Gordon. En la siguiente seccién se discute la cuantizacién de dicho sistema.

El campo de Klein-Gordon es un campo escalar real (masivo o no). La ecuacién de campo de Klein-Gordon fue
propuesta como una ecuacién de onda cudntica relativista por Schrodinger!® e, independientemente, por Gordon
v Klein, entre 1925 y 1927. La ecuacién surge, esencialmente, de sustituir en la relaciéon de dispersion relativista
E? = p? + m? las identificaciones E — i0/0t y pr — —i0/dx* [21], donde t es la coordenada temporal y x*
son coordenadas espaciales. Asi, se tiene que (en espacio de Minkowski) el campo de Klein-Gordon ¢ habra de
obedecer la ecuacién (—8t2 + A — m2) ¢ = 0, donde A denota el Laplaciano en las superficies de Cauchy ¥ = R?

y m es la masa del campo ¢. La generalizacion de esta ecuacion a cualquier espacio-tiempo curvo globalmente

14 (?,W(y)) es una representacion irreducible de Weyl si # un subespacio propio de F (salvo el {0}) invariante ante todos los
operadores de Weyl /W?(y)

15T,a continuidad fuerte se refiere a que limy _sq

’/W(Y)h —h ‘ =0,Yh € 7.
16Schrodinger arribé antes, en 1925, a (1.26), pero no la publicé debido a los problemas técnicos y conceptuales que representaba.
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hiperbélico se lleva a cabo notando que —d? + A se escribe en forma covariante como V,V?, donde V, es el
operador derivada compatible con la métrica. Por tanto, en un fondo curvo (M, gqs) globalmente hiperbdlico, la
ecuacion de Klein-Gordon es

(VoV* —m?) ¢ =0, (1.26)

La ecuacién (1.26) se puede derivar, mediante el principio variacional, de la accién

SKG :/ LKG\/_Q d412, (127)
M

donde L k¢ es la densidad Lagrangiana para el campo escalar,

Lre = —%\/?g (VapV%h +m?¢?). (1.28)

Como M es globalmente hiperbdlica, ésta es foliable, i.e. M ~ ¥ x I, donde ¥ es una hipersuperficie de Cauchy

e I C R. Considerando la descomposicién (3 + 1)
£ = Nn% + N°, (1.29)

donde t* es el flujo vectorial del tiempo que define (y es definido por) la funcién ¢ : M — R (coordenada temporal)
via t*V,t = 1. Las superficies de Cauchy X; de la foliacién corresponden a valores constantes de la funcion ¢. La
ecuacion (1.29) es una descomposicién del vector ¢* en sus partes tangencial y normal a ¥;. La proyeccién tangente
es el denominado vector de corrimiento N, mientras que la proyeccién normal (respecto a la métrica gu;) es Nn?,
donde n® es el vector unitario normal (en direccién al futuro) a ¥ y N es la funcién de lapso. Bajo (1.29), la

densidad Lagrangiana (1.28) toma la forma
Lke =7 —Hka, (1.30)

donde
p=0lsy,  T=Vhn'Vad, , (1.31)

denotan la configuracién y el momento del campo respectivamente, referidos a la superficie de Cauchy de referencia
Yo (a tiempo inicial -de referencia- ¢t = tp), h es el determinante de la métrica h, inducida por g en Yo y Hra

es la densidad Hamiltoniana del campo escalar,

1/ N
Hiag = B <\/E7T2 + VhND,pD% + VENm?? + QWNaDaga) , (1.32)

con D, el operador derivada compatible con la métrica espacial hqp.
La descripcion del campo escalar se puede hacer en el espacio fase covariante o en el espacio fase candnico. En
el primer caso, se considera el espacio vectorial simpléctico (S, {s) de soluciones suaves S = {¢} a la ecuacién de

Klein-Gordon (1.26), donde
Qs(01.62) = [ Viloan"Vatn — 610"V 6), (13
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mientras que la descripcién de espacio fase candnico consiste en considerar el espacio vectorial simpléctico (I Qr)

de datos de Cauchy (datos iniciales) I' = {¢, 7} con

Qr((@lﬁl)»(@ﬂfz)) = /(wpz — m2p1). (1.34)

Dada una superficie de Cauchy, digamos Y, hay una correspondencia uno-a-uno entre I y S, como explicita
(1.31). Las observables fundamentales son Q(&,-), donde £ denota un elemento de I 6 de S, segin sea el caso

considerado. El paréntesis de Poisson en I' y S estd dado en completa analogia con (1.9) y (1.11); es decir,

{Q(fl,~)7ﬂ(§2’-)} = _Q(§I»€2>- (135)

Para completar la descripcion clasica del campo de Klein-Gordon (KG), cabe discutir con cierto detalle la
evoluciéon temporal. Esta, por supesto, estd provista por el Hamiltoniano Hxe = [Hka (donde la densidad
Hamiltoniana estd dada por (1.32)). Las curvas integrales del campo Hamiltoniano X¢ = QF“beH xG son las
trayectorias dindmicas en I'. De hecho, la relacién uno-a-uno (1.31) establece un isomorfismo Iy : I' — S, lo que
también permite determinar las trayectorias dindmicas en S. En muchas ocasiones es 1til, sin embargo, especificar
la transformacion simpléctica de evolucién sin apelar explicitamente al Hamiltoniano. En la siguiente subseccién se

trata justamente la evolucién sin considerar (de manera explicita) al Hamiltoniano.

1.2.1. Evolucidén clasica

En el contexto de espacio-tiempos globalmente hiperbdlicos, la evolucién temporal consiste en considerar la
evolucién de estados en el espacio de datos iniciales de Cauchy entre hipersuperficies de Cauchy a diferentes tiempos.
Dada la evolucién de estados en I', se establece la evolucién en S a través del isomorfismo entre estos dos espacios.
Si bien la hiperbolicidad global garantiza la existencia de una foliacién del espacio-tiempo por hipersuperficies de
Cauchy tipo espacio, no restringe de modo alguno la manera en que dichas hipersuperficies estaran “encajadas” en
el espacio-tiempo, i.e. la manera en que ¥ es inmersa en (M, gq;). Formalmente, la clase de mapeos que “encajan”
Y en M (y producen la foliacién) son mapeos de clase C*°, E; : ¥ — M, donde E;(X) es una superficie de Cauchy
para toda t y donde E},(X) es la superficie de Cauchy “futura” de E:, (), para to > t;. Mientras que los datos de
Cauchy, (¢, ) son funciones de ¥ en R, el campo ¢ es una funcién real sobre M. Dado un encaje Er (superficie de

Cauchy t = cte) éste establece un isomorfismo I, : I' — S segin la relacién
o=doF; = (ﬁnav,ﬁp) o Ey. (1.36)

Sean E;(X) y E¢(X) las hipersuperficies de Cauchy correspondientes a t; = cte y ty = cte, con t; < ty. La
evolucion 7(; sy : I' — I entre las superficies de Cauchy E;(X) y Ef(X) es el mapeo'”

7.5 = Ig, °Ib,. (1.37)

17En completa analogia con la descripcién hecha en el apartado 1.1.1.
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In extenso, la evolucién en I' consiste en (i) considerar datos iniciales (¢, ),

respecto a E;(X), (ii) hallar
la solucién ¢ correspondiente a la ecuacién de Klein-Gordon (i.e., hallar la ¢ con datos de Cauchy (p,7), a
ti) y (iii) determinar los datos de Cauchy (¢, 7); de ¢ a t;, mediante (1.36) con Ef = E;. Asi, se tiene que

T(i,f)(%”)i = (<P77T)f-

El mapeo de evolucién en el espacio fase covariante, T(; 5y : S — S es simplemente
-1
Tii,py = Im o 70,y © I, - (1.38)

Notese que si (5 € S denota laevoluciénde ¢ € S, i.e. gz~5 = T, )¢, dadas (1.38) y (1.37), se tiene que Ig}é = IE}}(;S,
i.e. que el dato de Cauchy evolucionado a t =ty de la solucion inicial ¢ es igual al dato de Cauchy inicial a t =t;

de la solucion evolucionada <;~S,
(07(0).71(®)) = (i(6). m(9) ). (1.39)

Es importante notar que tanto T’ como 7 son simplectomorfismos, i.e. Qg(T-,T-) = Qg(-,-) y Qr(r-,7:) = Qr(, ).

1.3. Teoria cuantica de campos en fondos curvos

Para llevar a cabo la cuantizacién del campo de Klein-Gordon en un espacio-tiempo curvo se considerard el
espacio vectorial simpléctico'® (S,€s), de dimensién infinita, y se procedera a construir el espacio de Hilbert de
la teoria a través del formalismo desarrollado en la seccién 1.1.2. El primer paso en la construccién consiste en

introducir una estructura compleja J : S — S compatible con la estructura simpléctical® €, i.e. una J tal que

pr(d1, 92) = Q(J b1, ¢2) (1.40)

define un producto interno real en S (en completa analogia con (1.21)) . La estructura compleja separa las soluciones

¢ en frecuencias positivas y negativas, ¢ = ¢+ + ¢~ (cf. (1.18))7 con

ot =5 (67 1J9) (1.41)

y donde claramente J¢* = +i¢*. La complejizacién de S es la suma directa de los espacios complejos de soluciones
de frecuencias positivas y negativas, S, = {¢*} y S, = {¢~}, definidos por J. La extensién natural de (1.40) a
St es (cf. (1.22))

w(o7,0%) = (Jof07). (1.42)

El espacio de Hilbert de una particula asociado a J, J;, se obtiene al completar S J+ respecto a (1.42). El

espacio de Hilbert de la teoria cudntica es el espacio de Fock simétrico (1.23), F;5 = Fgim(H ), donde ahora H;

181,a construccién que se presenta a continuacién partiendo de S lleva a una cuantizacién a la Fock. Si en lugar de partir del espacio
de soluciones, S, se considera el espacio fase canénico I', la cuantizacién lleva a la representaciéon de Schrodinger. Los detalles sobre la

relacién entre ambas representaciones, a la Fock y de Schrodinger, puede consultarse en [19].
19Para simplificar notacién, en adelante se suprimiré el subindice S de Q.
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es de dimensién infinita, a diferencia de lo que ocurria para sistemas con numero finito de grados de libertad, n,
donde H; es 2n-dimensional .
Las variables clésicas fundamentales (¢, ) se promueven a operadores Hermiticos Q(¢, ) que satisfagan las

RCC, (1.12), que provienen del dlgebra de Poisson clésica sobre S, {Q(¢1,+), Q(d2,)} = — Q(¢1, ¢2), i.e.

Q¢1,-), Ao, ')] = —iQ(p1,¢2) 1, V1,02 €S (1.43)

Ademés, para todo ¢ € H; y ¢ € K, los operadores de aniquilacién y creacién en F; estan dados por [19, 20]

~

A =9I, -), Ci(¢Q) =Q(I¢, ) (1.44)

Puesto que existe una infinidad de diferentes estructuras complejas compatibles con 2, se tiene entonces que
(al igual que para sistemas finitos) hay una infinidad de representaciones (3’” T, 0 J(o, )) de las RCC. Sin embargo,
y a diferencia de lo que ocurre con el caso de dimensionalidad finita, el nimero infinito de grados de libertad
impide aplicar el teorema de Stone-von Neumann y, consecuentemente, se tiene que lidiar con una infinitud de
representaciones y, en particular, con una infinidad de éstas no unitariamente equivalentes.

De todas las posibles infinitas representaciones (H’J, §J<¢7 )), la pregunta pertinente es, cudl de todas ellas (i.e.
qué estructura compleja) es la fisicamente viable?, jqué criterios fisicos adicionales habré que considerar para que, al
imponerlos, se seleccione una representacién (estructura compleja) fisicamente predilecta? Vale la pena recordar que
en los libros de teoria cudntica de campos estandar, donde el fondo es el espacio de Minkowski, dicha ambigiiedad
nunca aparenta presentarse, y la construccién de la teoria es directa. Sin embargo, hay que reparar que en tal caso
se impone la invariancia ante el grupo de Poincaré (propia del espacio-tiempo de Minkowski), lo que selecciona en
realidad una estructura compleja?®. No obstante, las simetrias, cuando se trata de espacio-tiempos més generales o
sistemas manifiestamente no estacionarios, no son suficientes para seleccionar una estructura compleja predilecta,
y por ende, deben buscarse criterios adicionales a las simetrias del fondo para seleccionar una estructura compleja
fisicamente predilecta.

Una opcién es reconocer que tanto en la mecanica cuantica como en la teoria cuantica de campos estandar,
la unitariedad del operador de evolucién juega un papel central, garantizando la conservaciéon de la probabilidad.
De esta manera, con miras a restringir el conjunto de posibles estructuras complejas y, en el mejor de los casos,
seleccionar (mddulo equivalencia unitaria) una séla, un criterio sensato adicional seria imponer, ademds de las
simetrfas, el criterio de evolucion unitaria®'. Es decir, se pedird que J (ademds de ser compatible con Q e invariante
ante las simetrias) sea tal que implemente unitariamente la transformacién simpléctica de evolucién en la teorfa
cuédntica (i.e. en F). Es importante destacar que los criterios juntos de simetria e implementabilidad unitaria de la
dindmica no necesariamente seleccionaran una unica clase de equivalencia en forma genérica, aunque para muchos
sistemas si lo haran. En los casos en los que se pueda encontrar dicha clase de equivalencia, estos criterios fijan una

cuantizacién predilecta y el proceso de cuantizacién (libre de ambigiiedades) termina ahi; de lo contrario, deben

20Notablemente, sélo hay una, médulo equivalencia unitaria, estructura compleja invariante de Poincaré.
21En general, suele haber una infinidad de representaciones en las cuales la contraparte cuantica de la evolucién es no unitaria.
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encontrarse criterios adicionales para seleccionar una clase de equivalencia. En tanto que el criterio de unitariedad
consiste en la implementacion unitaria de la transformacion simpléctica de evolucion, es conveniente entonces

precisar cuando una transformacién simpléctica es implementada en forma unitaria.

1.4. Implementabilidad unitaria de transformaciones simplécticas

Para un adecuado entendimiento de la implementabilidad cudntica unitaria de transformaciones simplécticas, es
necesario discutir primero transformaciones de Bogolyubov. Estas transformaciones no sélo permitirdn introducir
matematicamente el concepto de implementabilidad de transformaciones simplécticas, sino que ademds (y funda-
mentalmente) permiten indagar sobre la relacién entre las diferentes representaciones de las RCC, producto de la

ambigliedad inherente en el proceso de cuantizacion del sistema.

1.4.1. Transformaciones de Bogolyubov

Dadas dos representaciones de Fock (S’l,ﬁl) y (3"27?22), surgidas de dos estructuras complejas sobre S, J; y
Ja, {qué condiciones son necesarias y suficientes para garantizar la equivalencia unitaria entre dichas representa-
ciones? El problema radica en caracterizar la equivalencia o no de las distintas representaciones a través de las
correspondientes estructuras complejas, lo que equivale a una caracterizacién mediante el producto interior real
(1.21).

Sean py y po dos productos en S asociados, respectivamente, a las estructuras complejas J; y Jo (ambas
compatibles con ). Se dice que p1 y pe definen normas equivalentes en S si para toda ¢ € S existen constantes
positivas A, B tales que [16]:

Apr (¢, 8) < pa(o, @) < Bua(o, ¢). (1.45)

En el caso de que (1.45) no se satisfaga (i.e. que p1 y po no definan normas equivalentes), entonces es posible
mostrar que la relacién entre F; y F3 no puede ser unitaria, i.e. (1.45) es una condicién necesaria para la equivalencia
unitaria entre las representaciones. Si por el contrario, los productos 1 y pe satisfacen (1.45), toda sucesion serd de
Cauchy en pq si y sélo si lo es en po [16]. Por tanto, los espacios de Hilbert de una particula H; y Hs serdn
subespacios del mismo espacio Sc,, (donde Sc ,, es Sc completado respecto a la extensién de p; o po, de manera
indistinta).

Dado que (1.45) es una condicién necesaria para la equivalencia unitaria entre representaciones, falta establecer
las condiciones suficientes para determinar cuando hay equivalencia unitaria. Supéngase que la condicién necesaria
(1.45) se satisface y, por tanto, que H; y Hy son subespacios de Sc . Considérense las proyecciones ortogonales
respecto al producto interior de H;, (-, -)a¢,, Ki: Scp — H; y K, : Sc, — F(;, con i = 1,2, y sean 04;- = K5, y

ﬂ; = Fﬂ%' Se puede demostrar (ver Apéndice B) que dichos mapeos satisfacen las propiedades

2 2 2732 2%
0‘1Ta% - BlTﬁIQ =1, a1T61 = 1Ta§7
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2t 1 1t 1 1t 51 _
Qp =ay Qg ay — By By =1,

—1 _ —21
ay' By = Bylay = —ps. (1.46)

Los mapeos {aj-, B; |i,j = 1,24 # j} con las propiedades (1.46) conforman lo que se llama en la literatura
transformacion de Bogolyubov. Asi, el siguiente teorema, finalmente, establece las condiciones necesarias y suficientes

para que dos representaciones sean unitariamente equivalentes?2.

Teorema 1.4.1. Dos teorias cudnticas definidas por las estructuras complejas Ji y Jo son unitariamente equivalen-
tes si (a) los productos yy y po asociados a Jy y Jo satisfacen (1.45) y (b) el mapeo antilineal 33 (equivalentemente

B%) cumple ’I‘r(ﬁ;Tﬁ%) < 00 (equivalentement@ Tr(,é’lzTB%) < oo).

1.4.2. Transformaciones simplécticas y su implementaciéon unitaria

El teorema 1.4.1 permite establecer cuando una transformacién simpléctica es unitariamente implementable,
i.e. cuando un simplectomorfismo (transformacién canénica) tiene como contraparte cudntica un operador unita-
rio. Obsérvese que dada una J y una transformaciéon simpléctica g, esta ultima induce una estructura compleja
J = gJg~'. Se dice que la transformacién simpléctica ¢ serd unitariamente implementable si J y J' dan lugar
a representaciones de las RCC unitariamente equivalentes (i.e. si la parte antilineal 8 de la transformacién de
Bogolyubov es Hilbert-Schmidt, Tr(7) < oo, respecto a H o H’ indistintamente).

Para explicitar la implementabilidad unitaria de una transformacién simpléctica, considérese que el campo
escalar se propaga en un fondo cuyas hipersuperficies de Cauchy son compactas, de tal manera que se puede llevar
a cabo una descomposicion del campo en series de Fourier. Considérense dos estructuras complejas distintas Jj,

j =1,2; éstas provéen dos descomposiciones diferentes del campo en frecuencias positivas y negativas,
o) = > a9 £ (@) +ai £, (w), (1.47)
n

donde las bases { A )+(x), fn(j )_(x)} son ortonormales respecto a los correspondientes productos {2 (m, -),
Ji f E = 44 fU)* vy los modos de frecuencia negativa son la conjugacién compleja de los de frecuencia positiva,
fn(j - W Los espacios de Hilbert de una particula correspondientes a las diferentes descomposiciones se
obtienen completando SJ;', que es el espacio generado por { n(j)+}, respecto f;(-,-) = Q (m, ) Asi, se tienen
los espacios de Hilbert 3, y 35 distintos, construidos a partir de las estructuras complejas J; y Jo .

Supéngase que los productos internos f; satisfacen la condicién (1.45), de manera que Hq, Ho, H, y Hy son
subespacios de Sc,, y, por consiguiente, todo £ € Hy puede expresarse como la suma de elementos de J(; y i,
& =x1+C, x1 € Hyy ¢ € Hy. En particular, considérese que para todo k, el k-ésimo elemento de la base de H{s,

bajo K1, es proyectado a lo largo del k-ésimo elemento de la base de H;, y que bajo K, es proyectado a lo largo

del k-ésimo elemento de la base de 3, es decir, Klfk(QH = (alz)]C fk(l)+ y Efk(QH_ = (Ef)k fk(l)_. Puesto que

22Para la prueba de este teorema, ver, por ejemplo, [16].
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K, + K; =1, entonces se sigue que
2 1 =2 1)—
FEOF = (0?), 507+ (B7) £ O (1.48)

No es dificil comprobar que se satisfacen las relaciones (1.46) en términos de coeficientes, en particular | (alz) X |2—
| (512)]C |2 = 1, Vk. Asi, (1.48) es una transformacién de Bogolyubov y los coeficientes {(a,*)i, (8,%)r} son los
denominados coeficientes de Bogolyubov de la transformacién. De (1.48) se sigue que los coeficientes de la expansién
(i.e., las variables tipo aniquilacién y creacién asociadas a las diferentes estructuras complejas) estardn relacionados

por la transformacién (también llamada de Bogolyubov):

1 2 2
ol = (02, 0P + (8,%), ¢, (1.49)
Nétese que la variable tipo aniquilaciéon de la representacién 1, ak(l), es una combinacién de las variables tipo

) y ak(z), de tal manera que en la teoria cudntica habra una mezcla

aniquilacién y creacién de la representacion 2, a,,
de operadores de creacién y aniquilacién al pasar de una representacién a la otra y, evidentemente, los vacios |0);
y |0)2 no coincidirdn. Ademads de la condicién (1.45), se requiere la condicién de la traza sobre la parte antilineal
de la transformacién de Bogolyubov (1.49) -Teorema 1.4.1- para garantizar que las representaciones surgidas de las

estructuras complejas J; sean unitariamente equivalentes. Un célculo directo muestra que

Te (878) = > ((82), £ (82, £57), =D 189), " (1.50)
k ! k
Por tanto, la condicién de equivalencia unitaria es
Te (518) = > |(82),]” < (1.51)
k

es decir, que los coeficientes de la parte antilineal de la transformacién de Bogolyubov, (53;?)x, deben ser de cuadrado

sumable. Nétese que
. .52 — . =2 _
IR =il =GOS DT RAPT =il VT i

de tal manera que
(J2 = JO) LT = 2080 f,

Asi, la condicién de equivalencia unitaria se traduce en pedir que J := (Jo — Jp) sea Hilbert-Schmidt, pues

Te (717) :Z<jfk(2)+a\7fk(2)+>}( :4Z|ﬁk|2 < .
2 2

De esta manera, se tiene que si J; y Jo dan lugar a representaciones unitariamente equivalentes (i.e. si J =
(Jo — J1) es Hilbert—Schmidt), entonces se dird que J; y Jo son equivalentes.

En el apartado 1.2.1 se discutieron las transformaciones simplécticas de evolucién tanto en I', 7; 5 = IEfl olg,
(cf. relacién (1.37))7 como en 8, T(; yy = Ip, o 7(j f) © Igil (cf. relacién (1.38)). El conjunto de las transformacio-

nes canénicas {T;} v {7} conforman, cada uno, un grupo uniparamétrico de simplectomorfismos. En el caso del
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espacio fase S, el grupo de transformaciones simplécticas de evolucién temporal, {7}, serd denotado por T¢(S). Es
importante enfatizar que mientras para teorias lineales en espacio fase finito, la evolucién siempre es unitariamente
implementable, en el caso de campos, y de manera concreta en el caso de campo escalar, el grupo T;(S) no siempre
es implementado unitariamente; es decir, asociado a T; no siempre hay un operador unitario en el espacio de Fock
de estados cudnticos. Dada una representacién construida a partir de una cierta J, la evolucién temporal sera unita-
riamente implementable (en esa representacion) si y sélo si las estructuras complejas J y la inducida por evolucién,
Jr := TJT~, son estructuras complejas equivalentes VT € T;(S), es decir si (J — Jr) es Hilbert-Schmidt (para
toda T € ’7}(5)) en el espacio de Hilbert de una particula 3 ; asociado a J (o, en otras palabras, si J y Jr generan

representaciones de Fock unitariamente equivalentes para todo T € T¢(S ))



Capitulo 2

El Modelo: Cosmologia Inhomogénea
Tipo Gowdy T° Acoplada a Materia

Escalar no Masiva

For me, it is far better to grasp the Universe as it really is than to persist

in delusion, however satisfying and reassuring. C. Sagan

Una estrategia socorrida en el estudio de la cuantizaciéon del campo gravitacional, consiste en cuantizar modelos
de simetria reducida en relatividad general. Dependiendo de las simetrias impuestas, se puede obtener un mini-
superespacio, que es un modelo reducido en gravitacion que posee un numero finito de grados de libertad, o un
midisuperespacio, que preserva un nimero infinito de grados de libertad y, por tanto, continta siendo una teoria de
campo. Los mini/midisuperespacios son modelos que histéricamente han servido como gufa para superar diferentes
dificultades conceptuales y técnicas, su utilidad se debe, en gran medida, a que en muchos casos son analiticamente
solubles y capturan parte de los problemas que en la cuantizacién del campo gravitacional deben abordarse. En
1967, De Witt [22] fue quiza el primero en estudiar la cuantizacién sistemética de un modelo de simetria reducida
en gravedad, al considerar un espacio tiempo homogéneo e isétropo con materia. El modelo, por su alta simetria,
era un minisuperespacio y por consiguiente el problema quedd reducido a uno de mecanica cuantica ordinaria,
completamente resoluble. En 1969 Misner [23] profundizé en el modelo estudiado por De Witt, incorporando més
elementos al andlisis (e.g., anisotropias). Fue as{ como nacid, a finales de la década de los sesenta, el campo de la

cosmologia cudntica.

Los minisuperespacios, profusamente investigados desde hace mas de cuarenta anos, son sin embargo poco ttiles

23
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para abordar problemas relacionados con el numero infinito de grados de libertad que el campo gravitacional
conlleva. Para lidiar con problemas referentes al campo, se acude entonces a los midisuperespacios, que proveen
una versién ciertamente simplificada pero que captura parte de la problemética que los infinitos grados de libertad
implica. El estudio sistemético de la cuantizaciéon de midisuperespacios comenzd en los setenta, esencialmente con
el trabajo de Kuchaf en espacio-tiempos con simetria cilindrica [24].

En términos muy generales, la reduccion por simetrias de una teoria clésica de campos consta de los siguientes
pasos: (i) Se especifica la accién del grupo con respecto al cual los campos deben ser invariantes; (ii) se construye
el campo mas general que admite la accién de dicho grupo como simetria, el denominado campo invariante, que
involucra funciones arbitrarias de una o mas variables (campos reducidos); y (iii) se evaliian las ecuaciones de campo
en los campos invariantes, obteniendo las ecuaciones diferenciales (o tal vez algebraicas) para los campos reducidos.
Estas son las ecuaciones de campo reducidas para el mini- o midisuperespacio.

El modelo que se estudia en este trabajo es un modelo cosmoldgico tipo Gowdy T2, acoplado con materia escalar
no masiva. Este modelo es un modelo cosmolégico inhomogéneo, con materia y que posee, como se vera mas adelante,
dos grados locales de libertad cuya cuantizacion es posible llevar a cabo a través de las técnicas de la teoria cuantica
de campos en fondos curvos. Debido a los grados locales de libertad, el modelo corresponde a un midisuperespacio.
En este capitulo se presentard la teoria clasica del modelo, dejando el problema de la cuantizacién para el capitulo
3. Antes de comenzar la presentacién, se hard un breve repaso de la cosmologia estandar, homogénea e isotrépica,

de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).

Modelos FLRW

La cosmologia estandar moderna estd fundamentada en relatividad general y en el Principio Cosmolégico. De
esta manera, un modelo cosmolégico?® estd dado por una variedad diferencial M, dotada con una métrica con
signatura Lorentziana g, que presenta una singularidad inicial y que a gran escala simula un universo esencialmente
homogéneo e isétropo. Una vez impuestas la simetrias (por ejemplo, homogeneidad e isotropia perfectas), se necesita
especificar el contenido de materia-energia que sea compatible con ellas (i.e., especificar el tensor de energia-momento

T,») para entonces determinar la dindmica via las ecuaciones de campo de Einstein?*

1
Rab - §Rgab = Taba (21)

que rigen la interaccién materia/energfa-geometria y su dindmica (las ecuaciones (2.1) estédn en unidades geométri-
cas, ¢ =1y 8rG = 1). El tensor de Einstein, Gu, = Rap— %Rgab, tiene divergencia cero (en virtud de las identidades

de Bianchi para el tensor de Riemann [25]), lo que implica las ecuaciones de conservacién T“b;b = 0. Dentro de la

23Una manera de clasificar los espacio-tiempos, y en particular modelos cosmoldgicos, es a través de sus propiedades de simetria (ver

Apéndice C).
24Cabe aclarar que una “mala” especificacién de T, -incompatibilidad con la geometria- en realidad se determina, en forma definitiva,

si las ecuaciones de Einstein no tienen solucién.
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materia mas simple que se puede tener, se encuentran el polvo, el fluido perfecto y el campo escalar, cuyos tensores

de energia-momento son, respectivamente,

), = puau, (2.2)
T = (p+ P)uats + Pgab, (2.3)
1
T, = VaoVit = 59u(VedV76 — m26?), (2.4)

donde p denota la densidad de energfa (del polvo o fluido perfecto), p la presién del polvo, u® la cuadrivelocidad
(del polvo o fluido perfecto), y ¢ al campo escalar real de masa m.

Como se mencioné anteriormente, la cosmologia moderna adopta de manera ad hoc el denominado Princi-
pio Cosmoldgico, o Copernicaniano, que establece que, a gran escala, el Universo es esencialmente homogéneo e
isotropico, i.e. que no existen posiciones ni direcciones privilegiadas en el Universo. Por “gran escala” se entiende
la observacién del Universo como el promedio de regiones que abarcan cerca de 10° afios luz (~ 100 MPc). El
Principio Cosmolégico es una propiedad del Universo que esta en buen acuerdo [26, 27] con las observaciones de la
distribucién de materia a gran escala del Universo, asi como con la naturaleza de la radiacién césmica de fondo de
microondas?® (CMB o CMBR por sus siglas en inglés).

Asi, una primera aproximacién para describir al Universo es mediante modelos cosmolégicos perfectamente ho-
mogéneos e isotropicos, los cuales, en principio, no contemplan aspectos relacionados con la formacién de estructura
proveniente de inhomogeneidades primordiales. Sin embargo, las soluciones exactas perfectamente homogéneas e
isotrépicas de las ecuaciones de campo (2.1) resultan ser una muy buena aproximacién del Universo a gran escala.

El estudio moderno y sistematico de la cosmologia inicié con el modelo propuesto por Einstein y de Sitter en
1917, de un universo estdtico [29, 30]. El concepto de un universo en expansién fue introducido por Friedmann y
Lemaitre [31, 32, 33] en los 20’s, y gand credibilidad en los 30’s con las observaciones de Hubble [34] y la demostracién
de Eddington de la inestabilidad del modelo estdtico de Einstein [33].

De la familia de soluciones exactas a las ecuaciones de campo?®, aquella que estd de acuerdo con la expansién
de Hubble y con el Principio Cosmoldgico es el modelo de FLRW. La métrica de dicho modelo, en tiempo conforme

7, (ver Apéndice C) viene dada por la ecuacién (C.2),

1
ds* = a*(n) {—dn2 + mdrz + r2dQ2} . (2.5)

donde a(n) es el factor de escala (en tiempo conforme 7). Esta es la métrica mas general para espacio-tiempos
homogéneos é isotépicos, donde el espacio puede ser, o bien, hiperbdlico (H?, k = —1), o bien plano (R3, k = 0), o
bien esférico (S?’, k =1). Es importante destacar que el valor de k no puede ser predicho por los modelos, sino que

este es determinado por las observaciones?”. Las ecuaciones de campo independientes para fluido perfecto son las

25Esta radiacién es la “fotograffa” del Universo temprano en la era de la recombinacidn, donde parece esencialmente homogéneo e

isotrépico, con desviaciones del orden de una parte en 10°. Fue descubierta por Penzias y Wilson [28] accidentalmente en 1965.
26Para, fluido perfecto, considerando ecuaciones de estado para radiacién y materia.
27 Actualmente, el primer pico actstico en las observaciones del CMB apuntan a un Universo plano; i.e. k = 0 [1, 35].
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siguientes

1
a? + ka® = gpa4 , 2aa" — a* + ka® = —pa* | (2.6)
donde la prima denota derivada respecto a n. La segunda ecuacién se puede reescribir de una manera mas sucinta si

se elimina la primera derivada usando la primera ecuacion, obteniendo asi las denominadas ecuaciones de Friedmann,

4

1 1
a? + ka® = 3P0 a" + ka= 6(/) — 3p)a®, (2.7)

Este sistema de ecuaciones estd indeterminado, y es necesario introducir una ecuacién de estado: p = wp, que
permite resolver al sistema, y por tanto, determinar la dindmica del espacio-tiempo (dindmica del factor de escala),
y de la materia-energfa (dindmica de p). En particular, un universo dominado por materia corresponde a w = 0,
mientras que un universo dominado por radiacién viene dado por w = 1/3. Para este tiltimo caso, por ejemplo, las

ecuaciones (2.7) se simplifican a la tinica ecuacién
a” +ka=0, (2.8)

la cual puede ser facilmente integrada (imponiendo que a(n = 0) = 0 - big-bang - )

sinh 7, k= —1; (coshn — 1), kE=—1;
a(n) =amq n, k=0; t=am{ n%/2, k=0; (2.9)
sen, k=1. (1 —cosn), k=1.

donde a,, es una constante de integracién y ¢ es el tiempo cosmolégico. Notese que los universos abierto y plano
(k = —1,0) se expanden por siempre, mientras que un universo cerrado (k = +1) se expande y después entra en
una fase de contraccién hasta una gran implosién (big-crunch).

Ciertamente, el Universo posee materia-energia adicional a la radiacién. A grandes rasgos, el universo estuvo
inicialmente dominado por radiacién, posteriormente por materia, y en la actualidad aparentemente por la deno-
minada energia oscura. La descripcién mas aceptada (aunque no por todos compartida) que se tiene actualmente
del Universo, es provista por el modelo ACDM (Lambda Cold Dark Matter), que especifica que hoy en dfa nuestro
Universo consta de aproximadamente un 4% de materia bariénica, un 26 % de materia fria oscura y de un 70 %

28). Adicionalmente, que de las tres posibles geometrias

de energia oscura (asociada a una constante cosmolégica
permitidas en el modelo FLRW, la que parece adecuarse mejor a las mediciones del primer pico acustico de la CMB
[1, 35] es la plana (k = 0), y que el Universo parece estar en una fase de expansién acelerada [36].

No obstante el éxito de los modelos FLRW, es claro que el Universo no es perfectamente homogéneo e isotrépico
(hay galaxias, cimulos de galaxias, grandes vacios, etc.). Dichos modelos son exitosos para una descripcién a gran

escala, pero insuficientes para una descripciéon mas detallada que permita dar cuenta de la formacién de estructura.

Para abordar el problema de las inhomogeneidades, usualmente se anaden perturbaciones al modelo FLRW.

28La cual se incorpora a la teorfa considerando la contribucién adicional py = A a la densidad del Universo.
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Para estudiar la formacién de estructura, usualmente se incorporan pequenas inhomogeneidades a la distribu-
cién de materia, las cuales inducen perturbaciones (inhomogeneidades geométricas) en la métrica en virtud de las
ecuaciones de Einstein, (2.1). Aunque el espiritu de este trabajo se aleja de un tratamiento perturbativo, se incluye,
por completez, un breve esbozo del tratamiento estandar de perturbaciones en cosmologia estandar. Debido a la
libertad que se tiene en relatividad general para escoger el sistema coordenado, es importante poder distinguir
entre perturbaciones fisicas y perturbaciones ficticias inducidas por cambios coordenados, i.e. es necesario encontrar
variables que sean invariantes ante dicha eleccién. Asi, se vuelve indispensable clasificar el tipo de perturbaciones

que la métrica puede sufrir. La métrica de FLRW con perturbaciones pequefias es
ds? = [<0> dab + §gab(x”)] dz®da?, (2.10)

donde g, << ‘(0) Jav| ¥ g,y es la métrica de FLRW (2.5). Las perturbaciones métricas pueden clasificarse en
tres tipos [2]: escalares, vectoriales y tensoriales.

Las perturbaciones escalares son inducidas por inhomogeneidades en la densidad de energia, y son las mas
importantes en la formacién de estructura. Las perturbaciones vectoriales tienen que ver con los movimientos
rotacionales del fluido, mientras que las perturbaciones tensoriales describen ondas gravitacionales, que son grados
de libertad del campo gravitacional mismo. Escribiendo la métrica para los distintos tipos de perturbaciones, se
pueden obtener sus leyes de transformacién bajo un cambio de coordenadas z® — z% = z% + £*. Se pueden
construir combinaciones lineales (simples) de funciones (escalares, vectoriales o tensoriales) que resulten invariantes
ante cambios de coordenadas, las cuales permiten distinguir entre perturbaciones métricas ficticias y aquellas que
son fisicas.

Para derivar las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de las perturbaciones, se linealizan las ecuaciones de
Einstein (2.1) entorno al FLRW. El tensor de Einstein se puede escribir entonces como Ggp, = OGu +0Gap + -+ -,
donde (W@, es el tensor de Einstein en el FLRW, y 0G4 son los términos lineales en las inhomogeneidades
métricas. El tensor de energia-momento se puede separar de una manera similar, T, = O7, + 0T 4p, de modo que
las ecuaciones linealizadas para las perturbaciones, por (2.1), serfan 6Gqp = 0Ty, (en unidades geométricas). Es
importante destacar que ni Gy ni 07, son necesariamente invariantes ante transformaciones de coordenadas, no
obstante, se pueden construir versiones invariantes E: y ﬁj [2]. Asi, las ecuaciones de Einstein linealizadas para

las perturbaciones se pueden escribir de forma invariante como
(2.11)

La finalidad aqui no es hacer un estudio exhaustivo de las perturbaciones en cosmologia estandar, sino mostrar
de una manera breve cémo se introducen dichas inhomogeneidades en fondo homogéneo e isotrépico. Para un
estudio detallado puede verse, por ejemplo, [2]. Histéricamente, la conveniencia del estudio de modelos cosmolégicos
inhomogéneos para un mejor entendimiento del Universo fue sefialada, desde la década de los 30’s, por Tolman [3].

Desde entonces, las cosmologias inhomogéneas han sido ampliamente estudiadas por su importancia y constituyen un
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campo de investigacién actualmente. En este capitulo se presenta, justamente, un modelo cosmolégico inhomogéneo,
no vacfo, con dos grados locales de libertad (uno geométrico y uno material). En concreto, el modelo consiste en
considerar primero el modelo de Gowdy T? polarizado, que es el modelo cosmolégico inhomogéneo més simple que
hay en vacio, para posteriormente incorporar inhomogeneidades materiales a dicho modelo, acoplandolo con materia
escalar. Como se verd en la parte final de este capitulo, las inhomogeneidades (geométricas y materiales) de nuestro

modelo pueden reinterpretarse como inhomogeneidades propagandose en un fondo tipo FLRW especifico.

2.1. Modelo cosmolégico de Gowdy T? polarizado

EI modelo cosmolégico de Gowdy T2 es un espacio-tiempo que posee un grupo de isometrias G actuando de
manera diagonal sobre el grupo de érbitas (ver Apéndice C), i.e. se satisface la condicién de polarizacién lineal?”
(de ahi el nombre del modelo), por lo que existe un sistema coordenado natural en el que la métrica puede ser
escrita de manera diagonal [33].

Si los parametros del grupo de isometrias son espaciales, las 6rbitas seran hipersuperficies tipo espacio y por lo
tanto definen una métrica positiva definida sobre ellas. Una hipersuperficie bidimensional que posea un grupo de
isometrias de dos pardmetros debe ser un espacio de curvatura constante [37]. S6lo hay tres 2-espacios con curvatura
constante: la 2-esfera, el espacio hiperbdlico y el espacio plano [37] (salvo isomorfismos); sin embargo, sélo el espacio
plano puede ser generado por las érbitas de un grupo de isometrias de dos parametros tipo espacio, lo que descarta
a la 2-esfera y al espacio hiperbdlico. Puesto que las érbitas del grupo de isometrias se pueden consideran compactas
[7], los posibles espacios son el 2-toro, la botella de Klein y el plano proyectivo [7] - dado que éstos son los tnicos
tres 2-espacios compactos e intrinsecamente planos -. Todos estos espacios tienen como cubierta finita al 2-toro,
cuyo grupo de isometrias es SO(2) x SO(2). Como las érbitas del grupo de isometrias son compactas, no hay érbitas
degeneradas [7], de manera que dos de las coordenadas tipo espacio pueden elegirse como las coordenadas naturales
del grupo. Asi, los pardmetros del grupo SO(2) x SO(2) los denotaremos por o y ¢, que van de 0 a 2, de tal manera
que (0/90)* y (0/36)* son vectores de Killing. En términos de o y §, los movimientos del grupo de isometrias
corresponden a anadir constantes a estas coordenadas, por lo que las formas diferenciales do y dé son invariantes
bajo la accion del grupo. La condiciéon de polarizacion lineal permite relacionar la norma de los vectores de Killing,
eliminando uno de los grados locales de libertad.

Para completar la construccién, falta determinar la métrica de la 2-superficie ortogonal a la 2-superficie generada
por los Killing (9/00)* y (0/06)® (i.e. determinada por las érbitas del grupo de isometrias). La métrica sobre dicha
hipersuperficie debe tener signatura (—, +), y cabe afiadir que la parte espacial debe ser compacta, pues se considera
el caso de un espacio-tiempo cuya parte espacial es compacta. Debido a que cualquier métrica bidimensional es

conformemente plana , se pueden escoger coordenadas (isotérmicas®’) ¢, 6, de modo que la métrica sobre las 2-

29Fs decir, que existen dos vectores de Killing ortogonales a la hipersuperficie cada uno, que conmutan entre si.
30Kl término “isotérmico” proviene del hecho de que en dicha métrica definida para una hipersuperficie tipo espacio (positiva definida),

dichas coordenadas satisfacen la ecuacién de Laplace, y por tanto sus curvas de nivel son curvas isotermas [37].
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superficies tome la forma [37] ds? = b(t, 0)(—dt> + df?), donde b(t,6) debe ser positiva definida, por lo que se puede
reescribir como ds? = ef(:t) (—dt? +dh?). La funcién métrica f no puede depender de las coordenadas o y &, debido
a que debe preservarse la invariancia de la métrica completa ante el grupo de isometrias G, lo que debe ocurrir
para cualquier otro campo métrico. En general, la topologia de superficies de Cauchy 3-D compactas?!, e invariantes
ante un grupo de biparamétrico de isometrias es limitada. De hecho, cualquiera de ellas debe ser homeomorfa a
T3, St x S2, S% 0 a un espacio de Lens [7]. De éstas, la tinica que no posee trayectorias degeneradas es el 3-toro
[7], por lo que acorde a esto y a nuestra discusién previa, las superficies de Cauchy del modelo son 3-toros, por lo
que la coordenada 6 toma valores entre 0 y 27. En suma, el elemento de linea del espacio-tiempo con superficies de
Cauchy T3, y vectores de Killing (9/00)® y (9/95)® hipersuperficie-ortogonales, y que conmutan entre si es, en la

denominada parametrizacién de Moncrief [40],
ds* = el (—dt* + do?) + t (S do? + e £do?), (2.12)

donde los campos reducidos f y & dependen tinicamente de ¢ y 6. La coordenada t € RT, pues a “t = 0” hay
una singularidad inicial (el escalar de Kretschmann diverge conforme ¢ — 0). La métrica (2.12) describe el modelo
cosmoldgico de Gowdy T? polarizado, que es el modelo cosmolégico inhomogéneo méas simple (en vacfo) que existe,
y que fue dado a conocer por R.H. Gowdy en los 70 [7, 6].

Los simbolos de Christoffel diferentes de cero, para (2.12), son

ort, = 2%, =2, = f.o ort, =2ry, =2r%, = f. (2.13)
%, = e FHE(1 +t,0) r%, = e /751 —t£) oarl, = —e I *5te, oL, =e 51,
2%, =t (1 +t0) 2y =t (1 —t&yo) 2I%, =€ M8, = &1,

donde los indices numéricos (0, 1,2,3) corresponden respectivamente a (t,6,0,0), y donde ,0 y ,1 denotan las

derivadas parciales respecto a t y 6. Las componentes estrictamente diferentes de cero del tensor de Ricci son cinco,

Roy = % {tlg — (€0)* + ft,o + f1— f,oo} ) (2.14)
Ry = % {ff + foo— (£1)° — f711} ) (2.15)
Ry = %egff {€o+t(€oo—E&11)}s (2.16)
Res = _%yqﬁ) {€o+t(€o0 —&11)}, (2.17)
Ro1 = % {ftl - 5,0571} - (2.18)
En vacio, las ecuaciones de campo de Einstein (Rg, = 0) no triviales se pueden reescribir como
2f0=t[(60) + (1)~ 7 (2.19)

31En el caso no compacto, se tienen las cosmologias de Einstein-Rosen-Bondi, donde el grupo de isometrias G2 es R x U(1) [38, 39].
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f71 = tﬁ,o fal ) (220)
&11 —&00 *%f,o =0 . (2.21)

Las ecuaciones (2.19)-(2.21) son las ecuaciones de campo reducidas que definen al midisuperespacio. Nétese que
el tinico campo métrico independiente es &, pues f se obtiene por cuadraturas (ecs. (2.19)-(2.20)). Este hecho significa
que existe una constriccién en el modelo reducido. Tal constriccion es global y genera traslaciones en 8, T, : 6 — 6+q,
V a € S'. En efecto, dada una solucién genérica a la ecuacién (2.21), £(6,t) = >0 (anhn(ﬁ, t) + W) €S,

se integra la ecuacién (2.20) y por periodicidad en 6, f(t,0) = f(¢,27), se sigue que la constriccién estd dada por

o0

27
C :/ do' f1(2',t) = Z nla,|* =0, (2.22)
0

n=—o0
que efectivamente genera traslaciones en 6 (ver, por ejemplo, [41]).

Una pregunta natural es si las inhomogeneidades del modelo se propagan o no en algin espacio-tiempo tipo
FLRW. Para hallar la respuesta, es necesario explorar primero3? el sector homogéneo del sistema33. Las ecuaciones

para el sector homogéneo son

1
£hy00 +Z§h’0 =0, (2.23)

2fhs0 = t(€ns0 )? — % (2.24)

donde &, (t) v fn(t) son las componentes homogéneas.
La ecuacién (2.23) se puede reescribir trivialmente como una ecuacién de Bessel de orden cero, cuya solucién es

la ecuacién (2.25). Dada (2.25), la solucién de la ecuacién (2.24) viene dada por la ecuacién (2.26),

&n(t) = Alnt + By, (2.25)

2 _
fh(t):A 1

Int + By, (2.26)

donde A, B; y Bs son constantes. La métrica (2.12) para el sector homogéneo queda entonces como sigue,

A2

ds® = eP2t7 2 (—dt® + do?) + Pt Ado? 4 e Bt 4ds?, (2.27)

2_
Considerando el cambio de variable temporal dt’ = e F AT dt, la métrica (2.27) se puede escribir como

A2
A2 13 2arrs
ds?> = —dt? + eP? ( + —Bft’) d6?

1 e
2(1+A4) 2(1—-A)
A?+3 >A5s A2 +3 27

+ e31< 4+ e_B22t’) d02+e—31< 4+ e‘Bft’) dé?. (2.28)

32Posteriormente se analizara si las soluciones homogéneas son isotrépicas o no.

33Las componentes de la métrica gap S€ separan en una parte estrictamente homogénea g; que depende exclusivamente de la
coordenada temporal, asi como de una parte estrictamente no homogénea, § que depende tanto de ¢ como de las coordenadas espaciales,

de modo que g (t, zl) =gnt)+ g (t, zi), i=1,2,3.
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Reescalando 6, o y § en la expresién anterior, quitando las primas, y definiendo

A1 _,ltA4 14 (2.20)
pl_A2+37 P2 = 3+A27 pP3 = 3+A27 .
la métrica (2.28) - del sector homogéneo - toma finalmente la forma
ds? = —dt* + 1?71 df? + t*P2do? + t*P2ds? | (2.30)

que es la métrica genérica de un modelo cosmoldgico de Bianchi I autosimilar (ver Apéndice C). En este caso, (2.29)
son exponentes de Kasner y por tanto el sector homogéneo de Gowdy T2 viene dado por una familia uniparamétrica
(parametrizada por la constante A € R) de espacio-tiempos vacios de Kasner (ver Apéndice C).

Este espacio anisotrépico, en ningiin caso se reduce a un FLRW (i.e. # el caso p; = py = p3). Como se vera en la
siguiente seccién, para conseguir un modelo donde las inhomogeneidades se propaguen efectivamente en un FLRW (y
compatibilizar nuestro modelo con el tratamiento estdndar de inhomogeneidades) se acopla el Gowdy T? a materia

escalar. El modelo resultante, es el modelo cosmolégico que constituye el objeto de estudio de este trabajo.

2.2. Modelo cosmolégico tipo Gowdy T? polarizado acoplado con ma-
teria escalar no masiva

El modelo que se considera en este trabajo consiste en acoplar el Gowdy T3 con materia escalar. La accién del
grupo de isometrias es la misma que la descrita en la seccién anterior y consideraremos la misma norma para el
elemento de linea, i.e., (2.12). Las componentes estrictamente diferentes de cero del tensor de Einstein, construido

a partir del tensor de Ricci (2.14)-(2.18), son

6w = 1{m+ - -0}, (281
6u = p{a+ -0 - @}, (232
G = ieff{1+2f,o+t[<s,l>2<£,o>2+2<5,oos,u+f,uf,oo>}}, (2.33)
Gan = e {5 a0 e[(€0) - €0 +26n ~ €+ fr ~ Fan)] | (234
Go = ;{f;—g,ogl}. (2.35)

El tensor de energia-momento que se considera es el que corresponde a (2.4), con m = 0 y para la métrica (2.12).

Las componentes explicitas de T, son entonces las siguientes,
_ 1 2 2 1oy 2 2
Too =T =5 |(d0)" + (1) Toz = 5t | (60)” — (91)°)

Ty = 51e™ D [(90) ~ (0.)7] | Tug = b0t (@ # ). (2.36)
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De que salvo Gy, todas las componentes no diagonales del tensor de Einstein son idénticamente nulas, se sigue
que el campo escalar es un invariante ante el grupo abeliano Gy de isometrias, i.e. ¢ = ¢(¢t,6). El resto de las

ecuaciones de Einstein son:
1

t

Adicionalmente, se tiene la ecuacién para la materia®?, que no es mas que la ecuacién de Klein-Gordon (1.26

en el fondo (2.12),

2f0=1[2(¢0)" +2(¢,1)> + (£0)* + (€1)°] — 7 (2.37)
fa=1t20,00.1+5080) , (2.38)

£ —Eion — 60 =0 . (2.39)

(1.26)

®:11 —9,00 —%Qb,o =0. (2.40)

Notese que tanto el campo métrico £ como el campo de materia ¢ satisfacen, ambos, exactamente la misma
ecuaci6n diferencial. También obsérvese que la ecuacién (2.39) para el campo métrico £ es la misma que en el modelo
de Gowdy T? polarizado (i.e. en vacio); cf. (2.21). De las ecuaciones de campo reducidas (2.37) - (2.40), se sigue
nuevamente que f no es independiente (i.e. se obtiene por cuadraturas si se conocen ¢ y ), y también que el sistema
continta siendo invariante ante las traslaciones T,, : § — 6+, V a € S'. Como anteriormente, la no independencia
de f implica la existencia de una constriccién global remantente en el modelo reducido; dadas las soluciones genéricas
8 (239) y (240, €0,0) = X3 (anha(0,0) + anhn(0.0) € S ¥ 6(0,1) = S35 (bahn(0.1) + bahin(0,0)) € S

respectivamente, integrando (2.38) y por periodicidad de f, f(¢,0) = f(¢,27), se obtiene que la constriccién esta

dada por

o0

27
Co :/ do'fa(a',t) = > n(jan|* +2/ba]?) =0 (2.41)
0

n=—oo

El modelo, pues, consta de dos grados locales de libertad, uno geométrico (£) y otro material (¢), asi como de

una constriccién global Cy. Las ecuaciones de campo reducidas, restringidas al sector homogéneo, son

1

2fn0 =1t [2(6n0)* + (n0)?] = 7 (2.42)
&h00 +%£h70 =0 (2.43)
Phs00 +%¢h70 =0. (2.44)

Las soluciones a las ecuaciones (2.43) y (2.44) tienen la misma estructura y son, respectivamente,
&n(t) = Alnt , ¢n(t) = Blnt, (2.45)

donde A y B son constantes®>. Mediante las ecuaciones (2.45), se puede resolver ficilmente la ecuacién (2.42), cuya
solucién viene dada por
fr(t) = Clnt, (2.46)

34]a ecuacién para la materia proviene de variar la accién de materia respecto a los campos materiales.

35 Aunque formalmente la solucién general de las ecuaciones (2.43) y (2.44) es alnt+c, con a y ¢ constantes, dicha solucién siempre se
puede escribir como (2.45) ya que V¢ € R, 3k € RT tal que ¢ = alnk, ademés de que las ecuaciones de campo reducidas son invariantes

bajo el reescalamiento temporal t — kt.
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donde C = (A% + 2B? — 1). Por consiguiente, la métrica del sector homogéneo toma la forma

1
2
ds? = t(—dt* + db?) + t'T4do? + t1=4ds>. (2.47)

Nuevamente, bajo el cambio de variable dt’? = t“dt? y después de un reescalamiento adecuado de la parte
espacial, esta métrica se puede escribir nuevamente como aquella de un modelo tipo Bianchi I autosimilar, (2.30),

donde ahora
_C 1+ A 1A
T C+2” P2=c 9 P3s=c9

Obsérvese que los exponentes (2.48) satisfacen p; +pa +p3 = 1 siempre, y pf + p3 +p3 < 1 cuando A? < 2C +1,

2 (2.48)

y esto ocurre siempre que B # 0 (i.e. siempre que el sector homogéneo sea no vacio). Como nota al margen, cabe

mencionar que los exponentes (2.48) son una solucién de Jacobs para fluido perfecto rigido (ver Apéndice C).
Como caso particular, se tiene un espacio-tiempo plano tipo FLRW para los exponentes (2.48). En efecto, la

condicion p; = py = p3 tiene solucién, y esta es A =0, B = \/g y C = 1. La solucién homogénea particular que

corresponde a un FLRW es, entonces,

3
&n(t) =0, on(t) = \/glnt ; fa(t) =Int . (2.49)
La métrica tipo FLRW del sector homogéneo queda entonces como
ds® = t(—dt* + d6* + do* + do?), (2.50)

en tiempo conforme t. Asi pues, se tiene que existe un sector homogéneo fs grados locales de libertad del modelo,
se pueden interpretar como un tipo particular de inhomogeneidades (geométricas y materiales) propagandose en
dicho fondo FLWR.

La métrica completa del modelo (i.e., que incorpora las inhomogeneidades), es por tanto
ds? =t [ef (~dt* + db?) + edo® + e~ae?| (2.51)

donde f = f(t,0) y € = £(t,0) son la parte estrictamente inhomogénea de los campos f y &. Evidentemente, &
y (E satisfacen las ecuaciones (2.39) y (2.40); que son en realidad la misma ecuacién. El campo dependiente f,
como se ha mencionado en reiteradas ocasiones, se obtiene de las ecuaciones (2.37) y (2.38), por lo que una vez
que se encuentra f, la parte estrictamente inhomogénea se obtiene segin la relacién f = f — Int. Ahora es mas
transparente la interpretacién que se adelantaba: si se “apaga” la parte inhomogénea, i.e. si f = f = 0, se recupera
inmediatamente (2.50), que es un fondo tipo FLRW (especifico) acoplado con materia escalar homogénea (¢ = 0).
Asi, (2.51) y ¢ # 0 corresponden a inhomogeneidades (unidimensionales) introducidas en el citado FLRW.

wYn

Para simplificar notacion, a partir de este momento se omitira el simbolo para referirse a las partes estricta-
mente inhomogéneas de los grados independientes de libertad, que representan el sector en el cual se concentrara el
andlisis. La parte homogénea de los campos independientes, {&5,, ¢r }, corresponde a un sistema con un ntimero finito

de grados de libertad, por lo que su cuantizacién se lleva a cabo en forma estdndar (i.e, empleando las técnicas de
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mecéanica cuantica ordinaria). No es dificil verificar que el sistema homogéneo puede interpretarse como el de dos
osciladores desacoplados, ambos con frecuencia w = 1/(2t). El Hilbert es Ho = L?(d?*q, R?).

Los grados locales de libertad ¢ y £ satisfacen la ecuacién genérica

1
Xo00 F2X:0 =Xo11 =0, (2.52)

que es simplemente la ecuacién para un campo de Klein-Gordon axi-simétrico no masivo x(t, ), propagandose en
el fondo®® FLRW (2.50). El problema de la cuantizacién de inhomogeneidades en el modelo corresponde entonces,
en forma efectiva, a cuantizar x en el fondo (2.50). Nétese que la ec.(2.52) puede interpretarse también como la de
un campo escalar axi-simétrico propagandose en un fondo ficticio ds? = —dt? + df? + t2do?; de hecho, este fondo
ficticio fue introducido por M. Pierri [42] en el contexto del modelo de Gowdy T? polarizado, para el tinico grado
local de libertad que hay ahi.

En el siguiente capitulo, se abordara la cuantizacién a la Fock de las inhomogeneidades unidimensionales
(geométricas y de materia) que se propagan en el FLRW (2.50) [i.e., la cuantizacién a la Fock de x en el fondo
(2.50)]. Si Fiey v F(g) denotan, respectivamente, los espacios de Hilbert de la teorfa cudntica de las inhomogeneida-
des métrica £ y de materia ¢, entonces el Hilbert cinemdtico -es decir, sin imponer la constriccién global Cy (2.41)
a nivel cudntico- es Ho ® F(¢) @ F(4). Se atacard el problema de la ambigiiedad en la cuantizacién (tanto en la
representacién de las RCC como en la eleccién de variables fundamentales) y se obtendrd una cuantizacién que es

Unica, resultado que (cabe senalar) es altamente no trivial.

36La ecuacién que obedece un campo escalar 1 propagéndose en un espacio-tiempo tipo FLRW, plano y (n + 1)-dimensional, ds? =
a? <_dt2 + 25:1 dx?), es
.. a .
P+ (n—1)=1p — A + m?¢p = 0.
a

Asi, en el FLRW que se tiene (i.e., (3 + 1) con a = v/t) un campo no masivo y axi-simétrico satisface efectivamente (2.52).



Capitulo 3

Sobre la Unitariedad y Unicidad de la

Cuantizacion a la Fock del Modelo

FEverything should be made as simple as possible, but not one bit simpler.

A. FEinstein

En el capitulo anterior se vi6 que los grados locales de libertad del modelo tipo Gowdy T2 polarizado acoplado
con materia escalar no masiva, pueden interpretarse como inhomogeneidades (unidimensionales) propagéndose en
el fondo FLRW (2.50). Asi, el problema de la cuantizacién de los grados locales de libertad se reduce, en forma
efectiva, al problema de cuantizar un campo escalar axi-simétrico no masivo x en el fondo (2.50), cuya dindmica es
dictada por la ecuacién (2.52). Este capitulo estd enteramente dedicado a especificar una cuantizacién a la Fock para
X que sea, ademds de consistente, unica. Con ello se obtendra una descripciéon cuantica de las inhomogeneidades
para el modelo en cuestién, que adicionalmente puede servir como guia para sortear problemas de consistencia y

unicidad en otros modelos cosmolégicos inhomogéneos.

3.1. Cuantizacion a la Fock: primer propuesta

El sistema a cuantizar consiste, entonces, de un campo escalar no masivo, axisimétrico x(t, ), propagandose en

el fondo FLRW plano (2.50), ds? = t(—dt? + df? + do® + d?), con dindmica dictada por (2.52)

1
X500 + X0 =Xo11 = 0- (3.1)

De manera que el sistema contintia siendo invariante ante traslaciones constantes en 6, T,, :  — 0 + o, V o € S'.

La ecuacién (3.1) es separable, y tiene (en el sector estrictamente inhomogéneo) como solucién funciones de Hankel
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de orden cero (y especie dos®7) en la variable ¢ y exponenciales complejas en la variable espacial 6; es decir, las

soluciones genéricas pueden expresarse como

x(t.0) = {auHo(nlt)e™ + @ Ho(nft)e™™ } (3:2)
n#0

donde {an}, 5 son coeficientes de Fourier constantes y la barra denota conjugaciéon compleja. La estructura com-

pleja®® J : S — S asociada a la separacién del campo (3.2) es
J(hy) =ihn,  J (hn) = —ihn;  hy(t,0) = Ho(|n|t)e™’ (3.3)
Es decir, la parte de frecuencias positivas y negativas son, respectivamente, las siguientes:

X+ = Zanh'rz(t70)7 X = Zﬁhn(tve)'

n#0 n#0

Recuérdese que la estructura simpléctica candnica en S estd dada por la ecuacién (1.33); para el caso especifico

que aqui se trata, vVh = t3/2 y n®V,x = (1/v/1):x, por lo que vVhnPV,x = td,x y por tanto

Qx1, x2) = 4w2%d9 t (x20ix1 — x106x2) (3.4)

donde el factor 472 = f dodd proviene del hecho de que x es axial. No es dificil comprobar que la estructura compleja
(3.3) es compatible con la estructura simpléctica (3.4), por lo que define un buen producto interno para construir
el Hilbert de una particula de acuerdo a la prescripcion del Capitulo 1. Adicionalemnte, nétese que la estructura
compleja es invariante S', por lo que proveerd una cuantizacién a la Fock S'-invariante. En efecto, la simetria S?
significa que x(t,0) = x'(t, To0), donde x' = T, x denota la transformacién del campo y inducida en S, 7, por la
traslacién T,. Asi, se sigue que Tox(t,0) = x(t, T, 10) y por consiguiente que Toh,(t,0) = exp(—ina)h,(t,0), que
es fécil verificar corresponde un simplectomorfismo. Un célculo sencillo muestra que J conmuta con 7,; es decir,
J =T,1JT, [i-e., J es invariante ante T,] y por tanto la cuantizacién a la Fock asociada a J es S'-invariante. El
Hilbert de una particula H; (a partir del cual se construye el espacio de Fock de la teorfa F(H s)-ver Seccién 1.3-)
es evidentemente invariante ante 7, asi como los operadores de aniquilacién y creacién del espacio de Fock F(H ),
AR) = QJx, )y Clx) = QJx, -) [e.f. Be. (1.44)].

En términos de los generadores del algebra de Weyl, W\(X), un simplectomorfismo R : § — § induce un
automorfismo Ag - W(X) — W(Rx) en el dlgebra. En la representacién de espacio de Hilbert de la teoria, F;, el
automorfismo Ag corresponde al mapeo Ax - /VV(X) = E_IW(X)E, donde R : F; — F; es la contraparte cudntica
de R en el espacio de Fock. Asi, asociado a la transformacién simpléctica 7,, se tiene el mapeo At - /W(X) =

T\(; 1W(x)f w, Con fa la contraparte cuantica de 7,. Del hecho de que las representaciones a la Fock corresponden

(2)

37La funcién de Hankel de orden cero y especie dos, Hy™’, la denotaremos simplemente por Hy. Recuérdese que HSQ) = Jo — iNo,

donde Jp y Np son las funciones de Bessel de orden cero de primera y segunda (Neumann) especie, respectivamente [43].
38FEn adelante denotaremos por S al espacio de soluciones suaves del sector estrictamente inhomogéneo.
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a estados algebraicos cuasilibres®®, y de la inviariancia de la estructura compleja J respecto a T, se sigue que

(Ar - /W(X)> coincide con </V[7(X)>, donde las expectaciones son en el vacio de F;. En efecto,
(A7 - W) = (W(Tax)) = e 19T To0,

pero Q(JTax, TaXx) = QT LI Tax, x), pues To (y por tanto 7., 1) es un simplectomorfismo. Dado que J es invarian-
te, entonces (7, I Tax, X) = Q(Jx, X); es decir, Q(JTax, Tax) = (Jx, x). Como (W(x)) = exp (—Q(Jx, x)/4),

entonces se sigue que

(AT - W (X)) = (W)
Esta tdltima relacion significa que la contraparte cuantica de 7, fa, es un operador unitario. En suma, (i) la
representaciéon de Fock asociada a la estructura compleja (3.3) es Sl-invariante y (ii) la transformacién simpléctica
T, de traslaciones S!, es unitariamente implementada en F;.
En el espacio de Fock de la teoria cuéntica, F;, construido a partir de ST = {x™}, el operador de campo se

escribe formalmente como

R(0) = Y {@ha(t,0) + @ ha0) } (3.5)

n#0
donde a,, y EZT son los operadores de aniquilacién y creacion, respectivamente. La implementacién de la evolucion
temporal corresponde a una transformaciéon de Bogolyubov, a,(t) = oy (t)a, + Bn(t)ﬁﬂ, que a continuacién se
determinard. En particular, es importante dilucidar si la evolucién es o no unitaria (i.e., si la parte antilineal G,
es 0 no de cuadrado sumable). En caso de no ser unitariamente implementable la dindmica, esta cuantizacién

serd descartada, pues no habria cuadro de Schrédinger ni conservacion de la probabilidad.

3.1.1. Evolucion temporal e implementabilidad

Para determinar la evolucién del sistema, entre un tiempo inicial ¢; y un tiempo final ¢ 7, se seguira la prescripcién
dada en la seccién 1.2.1 en el espacio S. Es decir, se considera una solucién de la ecuacion, se hallan los datos de
Cauchy inducidos a t = ¢, se consideran éstos como datos iniciales a t = ¢;, y se especifica entonces la solucién
correspondiente a estos datos.

Sea x(t,0) € S la solucién cuyos datos de Cauchy a ty son [go(f), w(f)],

o) = x(ty,0) = {anH0(|n|ff)€i”9 +EW€_M} 7 (3.6)
n#0
7 = [tox(t,0)],_,, = — > Inlty {anHl(\nltf)ei”” +@We”""} : (3.7)
n#0

39Un estado algebraico es una funcional lineal positiva w sobre el dlgebra de Weyl en los complejos. El valor de w sobre los elementos
a del dlgebra define la expectacién de a en el vacio de Fock; w[a] = (a) (i.e., asociado a w hay una cuantizacién a la Fock y viceversa).

Un estado algebraico w es cuasilibre si éste es de la forma w[W(X)} =exp (—Q(JIx, x)/4).
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donde H; es la funcién de Hankel de orden uno y especie dos??. Segiin la prescripcion, la solucién evolucionada, ¥,
debe tener como datos de Cauchy a [<p(f ), m(f )], pero en la superficie de Cauchy ¢t = ¢;. De manera genérica, los

datos de Cauchy para x en la superficie ¢ = ¢; estan dados por

e =3 {@Hoﬂ”\ti)eme +me"’""} ; (3.8)
n#0
7 = = 3 pnlty { @ H (nlti)e™ + Ty (nlie ™"} (3.9)
n#0

De la condicién de igualdad (1.39) de la prescripcién, y de la ortogonalidad § exp [i(m — n)0] d0 = 218, 1, se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,
amHo(Im|t;) + aZ Ho(|m|t;) = amHo(Imlty) + a=m Ho(lmlty) , (3.10)

Gttt + @ Fale) = (L) [eonHa(mlty) + @ity (3.11)

Para simplificar notacidén, los coeficientes a,, -por tratarse de los coeficientes de la solucién evolucionada- seréan

denotados por a,,(lf ), mientras que los coeficientes de la solucién inicial continuaran siendo denotados simplemente

por a,,. Multiplicando las ecuaciones (3.10) y (3.11) por Hi(|m|t;) y Ho(|mlt;) respectivamente, y utilizando la

relacién (Ho (x)Hy(z) — Hy (x)Ho(x)) = 4i/(mx), se obtiene al tomar la diferencia que ant!) ests dada por

im|m)|

0, = “E [t Ho(Imlt ) Hi(Imit) =ty Hy (fmlt ) Ho(mlts)| am

im|m]|

[t Ho (Il H (i) — ¢ H (mlt ) Ho(mlts)| = (3.12)

La evolucién es pues dictada por la transformacién (3.12), que corresponde a una transformacién de Bogolyubov

angf ) — QG + Bm@—m, cuyos coeficientes son dependientes del tiempo inicial y final [i.e., a, = a,(t;,tr) ¥y

Bn = Bn(ti, ty)] dados explicitamente por

0 = T Bl H () — b s (e ol (3.13)
= T[4 Bl Y (o) — b F (e Ho ()] (314)

y que satisfacen que |a,,|? — |8,|?> = 1 para toda m € Z — {0} y toda t;,t; € RT. Evidentemente, para t; = t;
am =1y Bm = 0; sin embargo, para ty # t; genéricamente se tiene que S, # 0. Ello significa que al promover
las constantes a,, y a,,Sf ) a operadores, el operador de aniquilacién a t = ty, &,,Sf ), es una combinacién de los
operadores de aniquilacién y creacién a t = t;, a,, y al ; i.e., &7,(lf) = Qnlm + Bmdtm. El vacio es, por consiguiente,
no invariante ante evolucién temporal. Si |0;) denota el vacio a t = t; (i.e., a;,|0;) = 0 para toda m € Z — {0}), se
tiene que <Ol-|dw(bf) Taﬂﬁf)|0i> = |Bm|? que es, genéricamente, distinta de cero.

Una pregunta natural es si la evolucién dada por la transformacién de Bogolyubov (3.13)-(3.14) es o no unita-

riamente implementable en la representacién de Fock F; asociada a la estructura compleja (3.3). Para dar respuesta

40Recuérdese que dHo(x)/dx = —H;(z) [43], por consiguiente, dHo(|n|t)/dt = —|n|H1(|n|t).
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a esta pregunta, debe determinarse si la parte antilineal 3, de la transformaciéon de Bogolyubov es o no de cua-
drado sumable (ver la discusién presentada en la parte final del Capitulo 1). El problema de sumabilidad cuadrada
depende del comportamiento de § en el régimen ultravioleta (m >> 1), puesto que el comportamiento de Hy y H;

en la region asintética m >> 1 es

() e (i Ce 3] (3.15)
™

v =0,1, se tiene entonces que, sustituyendo (3.15) en (3.14), el comportamiento de 8, en la regién ultravioleta es

B (tists) (ty —t;) ellmitr+ta), (3.16)

i
PN
Por consiguiente,

1 2
1B |* = T (tr —t:)",

y claramente ), £0 |Bm|? diverge (salvo cuando t; = t;); i.e., la parte antilineal de la transformacién de Bogolyubov
(3.12) no es de cuadrado sumable y consecuentemente la dindmica no es unitariamente implementable. La carencia
de una contraparte cudntica unitaria para la evolucién, implica que en la cuantizacién a la Fock S'-invariante
construida a partir de la estructura compleja (3.3) no hay cuadro de Schrédinger y que tampoco se cuente con la
nocion estandar de conservacién de la probabilidad. Estas carencias hacen que como cuantizacion en espacio de
Hilbert, la descripcion cuantica que se ha dado sea poco admisible. Es deseable, por tanto, buscar una cuantizacion
en espacio de Hilbert que no tenga esta falta de unitariedad. Con tal fin, nétese primero que asintéticamente los

modos del campo se comportan, segin (3.15), como sigue

) 92 . 1 e—i|n\tein9
h = Ho(|n[t)e™® ~ \/7e”/4 —M,: M=% (3.17)
m NG Vnl

donde se evidencia que salvo por un factor de 1/+/%, asintéticamente, los modos h,, se comportan como los modos
de Minkowski, M,,, para un campo escalar no masivo (para una foliacién inercial). Puesto que la dindmica de
un campo escalar en Minkowski es unitariamente implementable (para foliaciones inerciales), la relacién (3.17)
sugiere entonces considerar el reescalado del campo ((t,0) = v/tx(t,6), pues en el nuevo campo ¢ se tendrd en el
régimen ultravioleta que los modos se comportaran exactamente como modos de Minkowski. Cabe senalar que la
transformacién y — ¢ = v/t corresponde a una transformacién canénica, por lo que clasicamente la descripcién
con x o ¢ son equivalentes. A continuacién se presentard la cuantizacién a la Fock considerando como variable
fundamental del sistema al campo ¢, en particular se proveerd una representacién de las RCC S!-invariante y donde
la dindmica es efectivamente unitariamente implementable; més atin, se probard que existe una tnica cuantizacién
(médulo equivalencia unitaria) S'-invariante que admite implementacién unitaria de la dindmica, y que ésta ocurre

solamente en la descripcion que considera como variable fundamental al campo (.
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3.2. Cuantizacion a la Fock unitaria y tnica

Bajo la transformacién (canénica) dependiente del tiempo x(t,6) — ((t,0) = V/tx(t,0), la ecuacién de Klein-
Gordon (3.1) para el campo x en el FLRW (2.50) toma la forma
1

4-700 _Cull +4t2

¢=0. (3.18)

Esta ecuacién corresponde a la de un campo escalar real (, axi-simétrico, con masa dependiente del tiempo,

m = 1/(2t), propagdndose en el fondo de Minkowski
ds? = —dt* + db* + do® + db>. (3.19)

Como la ecuacién (3.18) no depende explicitamente de la coordenada 6, el sistema reescalado hereda del sistema
original la simetria S'; i.e. invariancia ante traslaciones espaciales T, : 0 — 0+, V o € S'.
De la solucién (3.2) y el reescalado, se sigue que ¢, en el sector estrictamente inhomogéneo, estd dada por
o) =3 {anun(t, 0) + Trun(t, 9)} . un(t,0) = Viha(t,0) = ViHo(n|t)e™ . (3.20)
n#0

La estructura compleja asociada a la descomposicién (3.20) es,

Jo (up) = iy, Jo (W) = —ity,, (3.21)

por consiguiente, el espacio de frecuencias positivas/negativas es S* = {(*}, donde (* = Y onez Onn(x,t) y

T = Tty (z,t). La estructura compleja (3.21) es, claramente, S!'-invariante y no es dificil probar que es
nez

compatible con la estructura simpléctica del sistema reescalado,

QG Go) = 4 ]4 d9 (C20:C1 — CLOGa) (3.22)

El espacio de Hilbert de la teorfa cudntica se construye a partir del espacio de soluciones S = {(} y la estructura
compleja Jy (3.21) segun la preescripcién del Capitulo 1. Como resultado, se obtiene un espacio de Fock Fj, en
el cual los operadores de creacién y aniquilacién estdn dados por (1.44). No es dificil verificar que Jy es invariante
ante traslaciones S', por lo que, como antes, la cuantizacién a la Fock es invariante S!.

El operador de campo es, formalmente,

C(,0) = > {@nun(t,0) + @ un(t,0)} (3.23)

nez
La transformacién simpléctica de evoluciéon T': § — S corresponde cuanticamente, en el cuadro de Heisenberg, a
una transformaciéon de Bogolyubov a, (t) = apa, + Bnafi. La contraparte cudntica de T serd un operador unitario
si la parte antilineal 3 de la transformacién de Bogolyubov es de cuadrado sumable; ie., 327 |8,> < oo, A
continuacion se probard que la dindmica en la cuantizacion del sistema reescalado es unitariamente implementable,
lo que confirma la plausibilidad e importancia del andlisis ultravioleta que se hizo para los modos h,, y que

permitié establecer el reescalado como una alternativa para conseguir una cuantizacién con dindmica unitaria.
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3.2.1. Evolucién cuantica unitaria

Dado que el coeficiente de Bogolyubov ,, se extrae del simplectomorfismo clasico de evolucion temporal, debe
entonces determinarse este mapeo simpléctico. La evolucién del campo entre las hipersuperficies de Cauchy ¥; = ¢;
y X = ty estd dada por la prescripcién descrita en la seccién 1.2.1 para el espacio S. De manera explicita, la
evolucion T(; ) : § — S, 5 = T{; )¢ se determina como sigue: Sea ¢ una solucién de la ecuacién (3.18) con datos de
Cauchy, a t = ty, ((p(f), w(f)). La solucién evolucionada, f =T,r)C, es la solucién cuyos datos de Cauchy, a t = t;,
son (@, 7™ con ) = ) y 7 = 7,

El célculo a realizar es el mismo que el de la Seccién 3.1.1, pero ahora para el campo ¢ (i.e., modos u,, en lugar
de modos h,,). La evolucién determina la relacién entre los coeficientes de Fourier a,, y a% ) de las soluciones inicial

y final (recuérdese que los coeficientes de Fourier son los que caracterizan a las distintas soluciones). Sea ((t,6) € S,

los datos de Cauchy a t¢ de ¢ son

0 D =ty 0) =Y [anunlty,0) + Truniy,0)] (3:24)
n#0

D = 000ty = D [anBeta(t,0) + TDwn(t5,0)] (3.25)
n#0

donde uy(ty,0) = /TyHo(|n|ty) exp(ind) y Opun(ty, ) = [Ho(|n|ty) — 2|n|tsHi(In|ts)] exp(ind)/(24/Tf). Por otro

lado, los datos de Cauchy a t = t; de la solucién evolucionada, Q: , son (de manera genérica)

o 0 =(t00) = 3 [0, unti.0) + a D (5,0)] (3.26)
n#0
T @ = [&f(t,@)} = Z [an(f)atun(tue) + an(f)m} . (3.27)
—h n#0

De las igualdades ¢ ) = ¢ () y 7 () =7 (/) [Cf. Ec. (1.39)] de la prescripcidn se sigue, utilizando la relaciéon de
ortogonalidad § exp[i(n — m)6] = 278,m, que

a, v (1) + a D0 (6) = amvm(t5) + Tmom (), (3.28)
0,010y () + @ D 0oy (£) = amOpvm (ts) + G Orom (t1), (3.29)

donde vy, (t) = up, exp(—im@). Multiplicando (3.28) por 0;v,,(t;) y (3.29) por vy, (t;), la diferencia da

[vm(ti)ﬁtvm(ti)—vm(ti)atvm(ti)] a\D = {Um(tf)atvm(ti)—vm(ti)atvm(tf)}a
+ [vm(tf)[)tvm(ti)fvm(ti)atvm(tf)} . (3.30)

Utilizando la expresion explicita para v, (t;), O;vm(t;) [y sus complejo conjugadas] en términos de las funciones de

Hankel, y la relacién (HO( VHq(z) — Hq (:c)Ho(x)> = 4i/(wx), no es dificil ver que

[Um(ti)atvm(ti) — o) (t)] = %
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Por consiguiente, se tiene que

an(lf) =0 (tia tf)am + /6m(ti7 tf)m’ (331)

donde
am(tisty) = % [ (800 (5) = v () B0 (17 (3.32)
Bnltity) = % {vm(ti)atvm(tf) o f)atvm(ti)] . (3.33)

Mediante un cdlculo directo se verifica que |a, |2 — |8 |? = 1 para toda t;,t; € RT y m # 0. Sustituyendo en (3.33)
las expresiones explicitas vy, (t) = VtHo(|m|t) y Opvm (t) = [Ho(|m|t) — 2|m|tHy(|m|t)] /(2V/t) se tiene que la parte

antilineal 3, de la transformaciéon de Bogolyubov es

Bm:

s (b~ oV Hlm e Hollmiy) + 2t [F e ollley) —~ ol (Il } - (330

En el régimen asintético (|m| >> 1) el comportamiento de 3, estd dado, usando (3.15), por
i = tr) im(titty)
titf) " ——— e i), 3.35
De tal manera que |3,,|?> ~ 1/|m|?, y por tanto > om0 |Bm|? < 0o. Es decir, la transformacién de Bogolyuvob (3.31)
es unitariamente implementable en la representacién de Fock, F; asociada a la estructura compleja (3.21). En el

cuadro de Heisenberg, se tiene entonces que la contraparte cudntica de T(y, ;) es un operador unitario U (ti,tr),
) = Ul (ti,t1)amU (tists) = Qo + B (3.36)

mientras que en el cuadro de Schrédinger los estados de Fock U evolucionan con U, U(t f) = Ut t )U(t;).

La cuantizacién a la Fock construida a partir de la estructura compleja (3.21), considerando como variable
fundamental a ¢, provee entonces una descripcién cudntica S'-invariante con dindmica unitaria para las inhomoge-
neidades (geométrica y de materia) del modelo. Sin embargo, es oportuno hacer un par de observaciones importantes

respecto a la unicidad de esta cuantizacion:

1. La ambigiiedad en la representacion de las RCC deja abierta la posibilidad de que pudiese existir otra estruc-
tura compleja J’, S'-invariante, cuya cuantizacién a la Fock asociada también implementase unitariamente la
dindmica y que, sin embargo, no fuese Hilbert-Schmidt con la estructura compleja (3.21). Es decir, que exista
una cuantizacién a la Fock S'-invariante con dindmica unitaria inequivalente a la que aqui se ha presentado. Si
asi fuere el caso, querria decir que los criterios de invariancia S' e implementabilidad unitaria de la dindmica

no son suficientes para fijar una representacién (modulo equivalencia unitaria) de las RCC.

2. Otra ambigiiedad inherente en el proceso de cuantizacion estriba en la eleccion de variables fundamentales.
Dado un sistema clésico, las descripciones de éste a partir de variables fundamentales (¢,p) v (@, P), rela-
cionadas por una transformacién canénica, son equivalentes. No obstante, la equivalencia no necesariamente

se cumple a nivel cudntico; es decir, la cuantizacién construida considerando como variables fundamentales a
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(¢,p) es en general no equivalente a la cuantizacién que se construye considerando como variales fundamen-
tales a (@, P). De tal manera, cabe preguntarse si existird alguna otra variable fundamental para el sistema,
digamos v, distinta a ¢, que provea una cuantizacién a la Fock S!'-invariante y con dindmica unitaria. De
existir, la pregunta seria si tal cuantizacion a la Fock es o no unitariamente equivalente a la que aqui se ha

presentado.

En las siguientes dos secciones se abordaran estos dos importantes puntos. De hecho, se vera que la cuantizacion
que aqui se ha presentado es inica (médulo equivalencia unitaria) tanto en la representacién de las RCC como en la
eleccién de variables fundamentales, lo que hace a ésta una propuesta muy robusta. En este caso, se puede afirmar

entonces que las simetrias y la implementacién unitaria de la dindmica seleccionan una cuantizacién predilecta.

3.2.2. Sobre la unicidad en la representaciéon de las RCC

La familia de todas las representaciones de Fock invariantes S' de las RCC, es provista por la familia de
estructuras complejas {2-compatibles que conmutan con T, ¥V o € St (i.e., por la familia de estructuras complejas
invariantes S! compatibles con la estructura simpléctica). La estructura compleja Jy (3.21) que se ha considerado
en la anterior seccion pertenece a tal familia y ademds, como se ha mostrado en la seccién precedente, es tal que
la cuantizacion a la Fock asociada a ella admite la implementacién unitaria de la dindmica. Para dilucidar si existe
(al menos) una cuantizacién a la Fock invariante S!, no unitariamente equivalente a la asociada a Jo, en la que la
dindmica sea unitariamente implementable también, habréd de reconocerse si en la familia de estructuras complejas
invariantes*! (y Q-compatibles) hay (al menos) una .J, no equivalente*? a Jy, que dé lugar a una representacién
a la Fock donde la contraparte cuantica de la dindamica cldsica corresponda a un operador unitario. Para ello es
necesario, primero, caracterizar a las estructuras complejas invariantes. Un cuidadoso andlisis [10] establece que
dada una estructura compleja invariante S! (por lo demds, arbitraria) J, ésta se relaciona con Jy a través de una
transformacién simpléctica Ky, J = K;Jo K J_l, que es una transformacion de Bogolyubov “simple”; si w,, denotan
los modos (base) de frecuencia positiva asociados a una estructura compleja invariante J, entonces wy, se relaciona

con los modos u,, asociados a Jy a través de la transformacién de Bogolyubov siguiente:
=i — A\l 2o a\nf=1, v 0
Wi = EmUm — AU |km|* = [Am]® =1, Vm #0.
Es decir, si la descomposicién asociada a J es

C(t,0) =Y [awm(t,0) + @ wm(t,0)] (3.37)
m#0
y puesto que la descomposicién asociada a Jy es [Cf. Ec.(3.20)]

C(ta 0) - Z [amum(t7 9) + amﬂm(tﬂ 0)] ) (338)
m7#0

41En lo sucesivo por invariante se entenderd S!-invariante.
42je., (J — Jo) no es Hilbert-Schmidt.
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la transformacién simpléctica K ; establece la relacién
agl = KmGm + AmG—m, (3.39)

cuya inversa K ;1 es
U = @, — Ama’ . (3.40)

m

Las representaciones de las RCC construidas a partir de Jy y J serdn unitariamente equivalentes si y sélo si la parte
antilineal de K ;, A, es de cuadrado sumable (ver Seccién 1.4.2).
Ahora bien, la evolucién de las a/, asociadas a la estructura compleja J es dictada por una transformacién de

Bogolyubov. La a;, a un tiempo final ty estd dada en términos de al vy a’,, atiempo inicial t;; i.e.,

al(ty) =alal + Bla’ (3.41)

m—m)

la expresién para a’ (tf) se obtiene por conjugacién compleja de la anterior expresién) donde o = o (t;,t¢),
m\'f m m f
Bl = Bl (ti,ty) vy lal|? — 8|2 = 1 para toda t,t; € RY y m # 0. Para determinar los coeficientes o, y 37,

obsérvese primero que relacién (3.39) es vilida a cualquier tiempo, por lo que
a;;(tf) = Emm(tf) + Amb—m(tt) = Fm [0mam + Brml—m] + Am [O_‘mdfm + Bmam]

donde se ha utilizado (3.31) en la segunda igualdad. Los coeficientes a,, y B, estdn dados por (3.32) y (3.33),

respectivamente. Reagrupando, la anterior expresion queda como
a'y{1<tf> = [Kmam + )\mBm] am + [)\m@m + ’imﬁm] a—m

Utilizando la inversa (3.40) a tiempo ¢;, se obtiene entonces que

a;il(tf) = [Iimam + )\mBm] [Rma;i — /\md‘im] + [Am@m + EmBm] [f{m&fm — S\mam] )

Reagrupando,
a,{L(tf) = (|/1m|204m — AP + 2iIm[Rm)\mBm]) a;{l + (/ﬁfnﬂm — A2 B — Qimn)\mIm[am]) c’z{m (3.42)
Comparando (3.41) y (3.42) se identifican los coeficientes de Bogolyubov o), v 37,

aiL = |&m|?m = | AP @m 4 20IM[F A B (3.43)

Bl = K2 Bm — A B — 2ikmAmIm[a,]. (3.44)

Evidentemente cuando J = Jj se tiene que k = 1y A = 0, lo que hace que (3.43) y (3.44) den ) = o, y B0 = By,
como deberia esperarse. No sobra insistir en que a,, y B, en las Ecs.(3.43)-(3.44) corresponden a los coeficientes de
Bogolyubov (3.32) y (3.33) de la transformacién simpléctica de evolucién asociada a la descomposicién del campo

provista por Jg.
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Ahora bien, que exista una J invariante (distinta a Jy) para la cual la dindmica sea unitariamente implementable,
significa que la correspondiente parte antilineal (3.44) 3 de la transformacién simpléctica de evolucién es de
cuadrado sumable. La relacion unitaria o no con la cuantizacién construida a partir de Jy, dependerd de si la A, es
o no de cuadrado sumable. El notable resultado, que puede probarse con todo rigor*?, es que cualquier J invariante
que de lugar a una cuantizacién con implementacién unitaria de la dindmica es Hilbert-Schmidt con Jo; i.e., 87,
es de cuadrado sumable si y sélo si A, es de cuadrado sumable. Asi, se tiene que cualquier representacion a la
Fock invariante y con implementacién unitaria de la dindmica, construida a partir de la variable fundamental (, es
unitariamente equivalente a la cuantizaciéon a la Fock construida con Jy y que se ha expuesto en la seccién previa.
La cuantizacién de Fock asociada a Jy es, pues, la inica (médulo equivalencia unitaria) representacién de las RCC
invariante S' y con implementacién unitaria de la dindmica.

En este caso, se tiene por tanto que (al igual que en el modelo de Gowdy T° polarizado [10] y una clase mas
general de sistemas con masa arbitraria dependiente del tiempo [44]) la imposicién de los criterios de invariancia
ante las simetrias de norma y la implementabilidad unitaria de la dindmica seleccionan de manera unica una
representacién a la Fock de la teoria.

Es importante recordar que la descripcién bajo la cual se encontré una implementacién unitaria de la evolucién
clésica, se obtuvo aplicando una transformacién candnica a las variables de campo fundamentales (sugerida por un
andlisis del comportamiento ultravioleta de los modos); en otras palabras, eligiendo una parametrizacién distinta
de los campos. Cabe preguntarse ahora si existe al menos una reparametrizacion del sistema bajo la cual haya una
representacion de las RCC que sea invariante ante las simetrias de norma y que implemente unitariamente el mapeo
de evolucion clasica, pero que a su vez sea unitariamente inequivalente a la que se ha encontrado considerando
como campo fundamental a (. En la siguiente seccién se discutird este punto, que concierne a la ambigiiedad en la
eleccién de variables fundamentales. Antes de concluir esta seccidn, sin embargo, es conveniente puntualizar que Jy
es equivalente a la estructura compleja Jo (que en forma natural estd) asociada al campo escalar no masivo, y es
justamente por esta razén que se considera el subindice cero en la estructura compleja (3.21). En efecto, considérese

la transformacién de Bogolyubov

Jo

a;0 = KmQm + A, (3.45)
) ) . ) ) .
m=4/— |1+ =— ] H —iH y Am=4/— |1+ — ) H —iH , 3.46
o =552 [ (14 5 ) Hotew) — ift )| 2| (14 o ) Halao) - iFifeo) (3.46)
donde xg := |m|tg, con ¢y un tiempo de referencia arbitrario. La estructura compleja Jo asociada a a,{f es evidente-

mente S'-invariante y, ademas, es Hilbert-Schmidt con Jy, pues el comportamiento ultravioleta de A, en (3.46) es
[Am|? ~ 1/m2. De (3.45)-(3.46) se sigue que los modos Wy, = FumUm — Amili—m, de la descomposicién (3.37) definida
por Jg a to estan dados por wyy, (to, 8) = V2 exp(i|m|0)/+/7|m| mientras que dyw,y, (to, 8) = —iy/2m|exp(i|m|0)//x.

Considerando la normalizacién de los modos u,,, se introduce un factor de 1/v/8; i.e., Wy, — Wy, /8. Asi, la confi-

43 Aunque la expresién para 6TJ,L difiere ligeramente de la que en [10] se considera, la demostracién es esencialmente la misma que la

que alli se desarrolla.
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guracién y el momento a t = ty estan dados por

1 = .
— = E JO z|m\0 + dJoe—z|m\0
¢ C|t—t0 < \/7 Ay, € 2|m| m

. m{_j, —ilm
Pe = 0Cli=t, = Z ( \/ ale ’lmw—&-u/%a;{fe | |9>.

Al escribir ¢ = \/% Dm0 $C exp(ilm|0) y Pe = \/% > o P exp(im|0) se obtiene entonces que

W |m|<p2” +iP" 7, |m|<p2” —ipP"

. ah, = , (3.47)
2lm] 2Im]

que son justamente las variables tipo aniquilacién/creacién asociadas a un campo sin masa; de ahf que la cuantizacién
a la Fock asociada a Jy pueda ser llamada como “la representacién de masa cero”de las RCC. Dada la equivalencia
unitaria con Jy, puede aseverarse entonces que la representacién de masa cero es la dnica (médulo equivalencia
unitaria) representacién de las RCC invariante S' con implementacién unitaria de la dindmica.

En la representacién de masa cero la evolucion temporal estd dictada por la transformaciéon de Bogolyubov

a'r{;) (t) - am am /B’H'L —m7 (348)

donde los coeficientes a;i? y ,8;{;0 estdn dados por (3.43) y (3.44), respectivamente, y en cuyas expresiones el coeficiente
ay, estd dado por (3.32), el coeficiente ﬂm por (3.33,3.34) y los coeficientes k., y Ay, por (3.46). En adelante, para
simplificar notacion, los coeficientes ;0 y 3. Jo serén denotados como al v B9 . En virtud de la equivalencia unitaria
entre la representacién de masa cero y la cuantizacién de Fock construida a partir de Jy (presentada al inicio de

esta seccién 3.2) se sigue en particular que 89, es de cuadrado sumable.

3.2.3. Sobre la unicidad en la parametrizacion del modelo

Para discutir el problema de unicidad asociado a las distintas parametrizaciones de campo fundamental que
pueden considerarse (libertad bajo transformaciones candnicas), es conveniente comenzar por hacer algunas obser-
vaciones relevantes. Lo primero que debe notarse, es que las transformaciones canénicas permitidas son sélo aquellas
que provean una parametrizaciéon que respete el grupo de isometrias original y la invariancia ante traslaciones S!;
la ecuacién de campo que gobierna a la dindmica ha de permanecer como una ecuacién de segundo orden, lineal
y homogénea, de modo que el espacio de soluciones se mantenga como un espacio vectorial. Estas consideraciones,
que tienen por objeto impedir la introduccién de inhomogeneidades “espurias”, restringen las posibles redefiniciones
del campo en nuestro modelo a escalamientos por funciones que dependen exclusivamente del tiempo (para una
discusidn al respecto en el contexto del modelo de Gowdy ver [11]). Los escalamientos en la configuracién del campo
implican que el momento candénicamente conjugado sufre el escalamiento inverso; de hecho, en el momento se tiene

que (en general) ademds del escalamiento inverso, puede haber una contribucién lineal del campo.
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Antes de proseguir, conviene enfatizar y recordar que en la teoria clédsica, cualquier transformacién candnica
T : S — 5 de las variables fundamentales lleva a una descripcién equivalente de la teoria. De este modo, se pueden
construir las representaciones de las RCC a partir tanto de S como de s. Dadas dos representaciones a la Fock F
y § surgidas de variables bésicas/fundamentales relacionadas mediante una transformacién candnica, la pregunta
natural es si éstas estan relacionadas mediante un operador unitario 4:7 — § o no; en caso afirmativo, 11
serfa la implementacion unitaria de la transformacién candnica ¥, mientras que una respuesta en sentido negativo,

implicarfa que F y § son descripciones cudnticas no unitariamente equivalentes (ver figura 3.1).

Figura 3.1: Relacién entre representaciones de la teoria clasica mapeadas por una transformacién canénica y sus

respectivas teorias cuanticas. En general, la contraparte cuantica de ¥ no es unitaria.

La transformacién canénica del campo ((6,t) dependiente del tiempo méds general posible que preserva las

propiedades arriba mencionadas, es de la forma [11]

oo =f(Bpc,  Py= % . (3.49)

donde f # 0 (de signo constante). Al tiempo de referencia ty, puede considerarse que f(to) = 1, g(tg) = 0, sin
pérdida de generalidad**. Debido a la dependencia temporal, la evolucién del campo ¢ (con configuracién Ve Y
momento Pp) serd diferente a la del campo ¢. Puede ocurrir, como se ha visto ya, que en una descripcién haya una
representacion de las RCC que admita dindmica unitaria (como es el caso de ¢ en la representacién de masa cero, o
en su equivalente construida a partir de Jy) mientras que en otras no (como es el caso de la cuantizacién que para x
se presenté en la Seccién 3.1). La pregunta aquf es si existird una descripcién ¢ que sea S!-invariante y que admita
una implementacién unitaria de la dindmica, pero que no sea unitariamente equivalente a representacién de masa
cero para ¢ (que es equivalente a la cuantizacién con Jp). Si existiese tal descripcidn ¢, entonces se concluiria que ¢ no
es la Unica variable fundamental a partir de la cual se puede construir una teoria invariante y con implementacion
unitaria de la dindmica; i.e., la invariancia S! y la implementacién unitaria de la dindmica no serfan criterios
suficientes para la eleccién unica de variables fundamentales (aunque si lo son para la eleccién de las RCC, como

se vio en el anterior apartado). Por otro lado, si no existe una descripcién ¢ inequivalente, que sea invariante S*

44Cualquier transformacién canénica dependiente del tiempo, que dé como resultado nuevas variables que no coincidan a tg con las
originales, se construye aplicando a (3.49) una transformacién candénica méas, pero independiente del tiempo. Puesto que esta nueva

transformacién no altera en lo absoluto el andlisis que aqui se realizard, puede simplemente ignorarse.
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e implemente la dindmica unitariamente, entonces se concluird que los criterios de invariancia y dindmica unitaria
seleccionan una dnica variable fundamental, ¢, y que la representacién de masa cero (equivalentemente la construida
a partir de Jy) en esta variable es la tinica cuantizacion del sistema (tanto en eleccién de variable fundamental como
de representacién de las RCC) que es S'-invariante y con implementacién unitaria de la dindmica.

Para dilucidar si la invariancia S y la implementacién unitaria de la dindmica son (o no) criterios que eliminan
el problema de la ambigiiedad en la eleccién de variables fundamentales, se procederd como sigue: (i) Partiendo de la
representacién de masa cero en la descripcién ¢ se obtendra, via la transformacién candnica (3.49), la representacion
de masa cero en la descripcién ¢ (ii) se especificard entonces la evolucién en la descripcién ¢ para la representacién
de masa cero y (iii) se obtendra en la descripcién ¢ la evolucién para cualquier representacién Sl-invariante y se
analizard entonces bajo qué condiciones la evolucién es unitariamente implementable en las nuevas variables. La
evolucién en las nuevas variables, y para cualquier eleccién de estructura compleja S'-invariante, se obtiene pues
componiendo tres transformaciones, como se verd en forma explicita a continuacion:

Primer transformacion: De la representacion de masa cero en ¢ a ¢; cambio de variables fundamentales

Bajo la transformacién candnica (3.49), la representacién de masa cero en ¢ [Cf. Ec.(3.47)] es mapeada a la
representacién de masa cero en la descripcion ¢, cuyas variables tipo aniquilacién/creacion serén denotadas por by,

y by,. Explicitamente:

b a’lo
T =W MW | ]
b_m dfom
donde
_1 1 Im| i
2lml 2m| 2 2m| ;0
Wm = ) W'r;l = Iy Mm =
s fm| [ m] Im| —i -1
—iy/ B i/ 5 T g f

Un célculo directo muestra entonces que

b = Lima?® + Ama’, (3.50)

donde
1 . g 1 . g
L, =~ - A, == f — 51
m=g(vip) An=g (5 i), (3:50)

con fi = f 4 1/f. BEs facil verificar que |L,,|? — |A|? = 1; i.e., la transformacién (3.50) es de Bogolyubov. La
relacién para b_,, se obtiene de (3.50)-(3.51) por conjugacién compleja y realizando el cambio de m por —m.
Segunda transformacion: Evolucion en ¢ para la representacion de masa cero
Es importante notar que (3.50)-(3.51) es a cualquier tiempo; en particular, al tiempo de referencia ¢t = ¢y se
tiene que by, (tg) = a;{f (to) pues Ly, (to) =1y Ap(to) = 0. Usando este hecho, la relacién (3.50) y la evolucién para
las a;zg’s [Cf. Ec.(3.48)] se tiene que la evolucién en la descripcién de campo ¢ para la representacién de masa cero

estd dada por la siguiente transformacién de Bogolyubov

b (t) = a0,y + Bpnb—m, (3.52)
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a9, = (09, Lim + B0 Am) . B = (a9,Am + B9, Lm) (3.53)

y en donde by, = by, (to) ¥ b—ym = by (to).
Tercer transformacion: Evolucion en la descripcion ¢ para cualquier representacion S'-invariante
Para determinar la evolucién en la descripcién de campo ¢, en cualquier representacién S'-invariante, considérese

primero la Ec.(3.39), que establece la familia de representaciones invariantes;
b, (1) = Kb () + Amb_m (t). (3.54)
Sustituyendo la evolucién (3.52) en las b,,’s se sigue que
bl (t) = [Hm(i?n + Amﬂ:,%] b + [Amoi% + nt,‘;} b

Utilizando la inversa (3.40) al tiempo de referencia ¢ = ¢y se obtiene finalmente que

b (t) = anbl, + Blb? ., (3.55)
&L = [Rm|2G0 — [Am|2E0 + 20Im[RmAm 0], (3.56)
B = K28% — X230 — ik AmIm[al]. (3.57)

Donde @2, y 39, estdn dadas por (3.53); es decir, dependen de los coeficientes de Bogolyubov a2,, 89, Ly, v A,
donde estos dltimos dos estén dados por (3.51). En suma, se tiene que la parte antilineal B,{L (3.57) depende de a2,
B9, (de cuadrado sumable), f y g.

La pregunta relevante es bajo qué condiciones 81{1 es de cuadrado sumable. Para dar respuesta a la interro-
gante, se asume que Bﬂl es de cuadrado sumable y se analizan las condiciones que tal suposicién impone sobre la
transformacién candnica (3.49).

Un analisis riguroso (esencialmente idéntico al llevado a cabo en [11] para el caso del modelo de Gowdy T°
polarizado) muestra que B;{L es de cuadrado sumable si y sélo si: (i) f es igual a la unidad (f = 1), lo que significa
que (3.49) se va a una simple redefinicién del momento: ¢, = ¢¢, Py = P: + gpc. Por consiguiente, ningin
reescalamiento del campo ¢ por una funcién del tiempo proveerda una descripcion en la cual la dindmica pueda
implementarse unitariamente®® (ii) La descripcién del sistema en las variables fundamentales (0, = @¢, Py =
P: + gp¢) con implementacién unitaria de la dindmica, es unitariamente equivalente a la representacién de masa
cero en las variables fundamentales (¢¢, P;), para cualquier g. En efecto, para f = 1 se tiene que A,, en (3.51)
es A, = ig/(2|m|) y, por tanto, es de cuadrado sumable para cualquier g. Esto implica (la prueba es simple)

que 9 es de cuadrado sumable y (siguiendo de nueva cuenta los argumentos que en [10] se exponen) se concluye

entonces que B;]n en (3.57) es de cuadrado sumable si y s6lo si A, lo es. Cabe senalar que la libertad en la eleccién del

45FEste hecho muestra por qué la parametrizacién usada en la seccién 3.1, asi como la empleada por Pierri [42] para el modelo de
Gowdy T2 polarizado, no admite una implementacién unitaria de la dindmica bajo ninguna de todas las posibles estructuras complejas

invariantes.
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momento asociada’® a g, puede eliminarse imponiendo el requerimiento adicional de que el vacio de Fock pertenezca
al dominio del generador de evolucién [11]. Este requerimiento selecciona como momento predilecto a P, que es
el momento original. En suma, los criterios de invariancia ante las simetrias y de implementabilidad unitaria de
la dindmica seleccionan un iunico campo fundamental y una 4inica representaciéon de las RCC; la cuantizacién que
aquf se ha presentado para las inhomogeneidades (geométricas y de materia) del modelo tipo Gowdy T° acoplado
a materia escalar es pues la tnica (en campo fundamental y representacién de las RCC) cuantizacién invariante
S1 que implementa unitariamente la dindmica. Esta cuantizacién encuentra sus antecedentes (en fundamentacién
y gufa) en la llamada cuantizacién 4 CCMV que para el modelo de Gowdy T polarizado fue especificada durante
la década pasada [8, 9, 10, 11].

Finalmente, es importante hacer notar que los resultados aqui presentados son a nivel de espacio de Hilbert
cinemadtico; i.e., sin considerar la constriccién global (2.41). Sin embargo, el estudio realizado en este trabajo puede
ampliarse al espacio de Hilbert fisico, constituido por aquellos estados que satisfagan la constriccion a nivel cudntico
(Fris = {¥|Co® = 0}) siguiendo la linea de razonamiento y técnica trazada por C.G. Torre en [41] para el caso

del modelo de Gowdy T polarizado.

46Vale la pena hacer notar aqui que si el campo no fuese axi-simétrico, entonces habria restricciones sobre la g (esencialmente debidas
a la degeneracién en los valores propios del operador de Laplace-Beltrami) que bédsicamente suprimen la libertad en la eleccién del

momento (ver [46] y [47]).
47TCCMV es el acrénimo de Corichi Cortez Mena Velhinho.



Discusion

... to myself I seem to have been only like a boy playing on the sea-shore, and
diverting myself in now and then finding a smoother pebble or a prettier shell
than ordinary, whilst the great ocean of truth lay all undiscovered before me.

I. Newton

En este trabajo se estudié la cuantizacién de un modelo tipo Gowdy T? polarizado acoplado con materia escalar
no masiva. El sector homogéneo del modelo corresponde a un FLRW con factor de escala a(t) = v/t (en tiempo
conforme) y los grados locales de libertad pueden entonces interpretarse como inhomogeneidades en dicho fondo; en
concreto, las inhomogeneidades corresponden a dos campos escalares axisimétricos, no masivos, propagandose en el
citado FLRW, uno de los cuales introduce inhomogeneidades unidimensionales geométricas ( “ondas gravitacionales” )
mientras que el otro estd asociado a inhomogeneidades en el contenido de materia. Son los grados locales de libertad
(inhomogeneidades) las que se cuantizan a la Fock en el fondo efectivo FLRW explotando el hecho de que ambos
campos satisfacen la misma ecuacién de movimiento (i.e., se considera pues la cuantizacién de un campo escalar axial
no masivo, denotado por x, propagéndose en el fondo FLRW). La cuantizacién mas natural para el sistema efectivo
carece, sin embargo, de una implementacién unitaria de la evolucién temporal en el espacio de Hilbert. Un andlisis
sobre el comportamiento de los modos del campo en el régimen ultravioleta sugiere entonces el cambio a un nuevo
campo bésico/fundamental (y — () mediante una transformacién canénica dependiente del tiempo ¢ = v/%x,
llevando el sistema a uno que puede interpretarse como el de un campo escalar axial (, con masa dependiente
del tiempo, propagdndose en un fondo minkowskiano compacto (los modos en el ultravioleta de ¢ se comportan
exactamente como aquellos de un campo escalar no masivo en Minkowski). Asi pues, se efectia el reescalado
¢ = Vtx y se muestra que la descomposicién natural de la solucién (i.e., la estructura compleja natural) en la
nueva descripcién fundamental permite llevar a cabo una cuantizacion a la Fock que, ademas de ser invariante ante
la simetria de traslacién S' heredada del sistema original, implementa unitariamente la dindmica. La cuantizacién
en la descripcién de variable fundamental reescalada ¢ tiene entonces propiedades fisicamente deseables, como la de
poseer un cuadro de Schrodinger bien definido y preservar la nocién estandar de conservacién de la probabilidad,

lo que da robustez a esta propuesta de cuantizacién a la Fock para el sistema. Cabe enfatizar que la representacion
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a la Fock S'-invariante y con implementacién unitaria de la dindmica que se provee es unitariamente equivalente
a la “representacién de masa cero”para las RCC, de tal suerte que la representacién de masa cero para el campo
bascio/fundamental ¢ es S'-invariante e implementa unitariamente la dindmica.

Una vez que se cuenta con una descripcién cuantica predilecta, surge la interrogante natural de si ésta es tnica
o no. Es decir, dada la ambigiiedad en teoria de campos, queda todavia por saber si

(a) En la descripcién de variable fundamental ¢ existe o no una representacién de las RCC no equivalente a la de
masa cero, que sea también Sl-invariante y admita una implementacién unitaria de la dindmica (i.e., ambigiiedad
en la representacién de las RCC).

(b) La libertad en la eleccién de variables fundamentales permite o no especificar una nueva descripcién, digamos
¢, que clasicamente sea equivalente a la descripcién ¢ pero cuanticamente no, en la cual sea posible construir
una representaciéon a la Fock S'-invariante y con dindmica unitaria (i.e., ambigiiedad en la eleccién de variables
fundamentales).

En otras palabras, queda por saber si los criterios de implementacion unitaria de la dindmica e invariancia ante
las simetrias de norma remueven o no las ambigiiedades en la representacion de las RCC y en la eleccién de variables
bésicas/fundamentales. La respuesta, como se ha visto en la parte final del Capitulo 3, es en sentido afirmativo:
los criterios de invariancia ante las simetrias e implementabilidad unitaria de la dindmica seleccionan una unica
(mddulo equivalencia unitaria) teoria cudntica del sistema tanto en la representacién de las RCC como en la eleccién
de variables fundamentales; i.e., es sOlo en la variable fundamental  y en la representacion de masa cero para este
campo bésico/fundamental que se tiene una representacién a la Fock S!-invariante con implementacién unitaria
de la dindmica. Este resultado de unicidad robustece la propuesta tanto de la cuantizacion llevada a cabo para el
modelo en cuestién como de dichos criterios como requerimientos para seleccionar teorias cudnticas predilectas. Cabe
advertir, sin embargo, que para sistemas mas complicados estos criterios podrian resultar todavia insuficientes para
eliminar las ambigiiedades y, por consiguiente, seria necesario buscar criterios adicionales que permitan seleccionar
una cuantizacion predilecta.

Respecto a la unicidad de la cuantizacion es importante abundar sobre algunos aspectos. Dado que el modelo
finalmente consiste en cuantizar un campo escalar en un fondo de FLRW compacto, podria suponerse que entonces
una cuantizacién apropiada y #nica podria ser especificada empleando el criterio de Hadamard en la descripcién x de
campo fundamental (puesto que el fondo FLRW considerado es compacto, hay un tnico vacio de Fock que satisface
la condicién de Hadamard y, por tanto, una tnica representacién de Hadamard para las RCC) [16]. Aunque los
resultados de este trabajo de tesis muestran que en la representaciéon de Hadamard de las RCC no se implementaria
unitariamente la dindmica, cabe preguntarse si habré algin tipo de tensién entre la cuantizacién unica que aqui se ha
presentado y la cuantizacion 4nica que se puede construir imponiendo el criterio de Hadamard. Si el campo escalar
fuese masivo, podria llevarse a cabo un andlisis similar al que en [46] se presenta, concluyendo que la traslacién
de la representacion Hadamard a la descripcién ( provee una teoria cudntica unitariamente equivalente a la que

en este trabajo se ha especificado y, por consiguiente, afirmar que no hay tensién alguna entre las cuantizaciones;
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sin embargo, puesto que el campo es no masivo, dicho andlisis no puede ser cabalmente reproducido®® y es, por
tanto, necesario investigar mas a fondo cémo puede extraerse la relacién entre ambas formulaciones para, entonces,
determinar si en este caso hay o no tensién entre las dos distintas formulaciones. Este es un tema que queda abierto
y que habra de abordarse.

Por ultimo, es importante enfatizar que aqui se enfocé el problema en la cuantizacion de los grados locales de
libertad propagdndose en un fondo efectivo (tipo FLRW). Una continuacién natural del presente trabajo, y que en
realidad significaria completar la descripcién cuantica del modelo, consistiria en tratar de especificar la geometria
cuantica para éste; es decir, investigar la posibilidad de definir a partir de la cuantizacién de los grados locales
de libertad que ya se tiene, algun tipo de “operador métrico” g, vy explorar entonces las consecuencias. Esta linea
de investigacién aproximaria la cuantizacién del modelo a las ideas de cuantos geométricos, que plantean algunas
formulaciones de la gravedad cuéntica (e.g. Gravedad Cuéntica de Lazos) y es, junto con el estudio comparativo entre
la cuantizacién aqui expuesta y la representacién Hadamard de las RCC, una linea de investigacién a desarrollar

en el futuro préximo.

48] andlisis en [46] estd cimentado en la equivalencia unitaria entre estados adiabaticos y de Hadamard para un campo escalar masivo

[48).
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Apéndice A

El espacio de Hilbert para sistemas

lineales con niimero finito de grados de

libertad

Gentlemen: there’s lots of room left in Hilbert space. S. MacLane

En este apéndice se abordaran algunos aspectos formales sobre la construcciéon del espacio de Hilbert de una
particula, H, para los sistemas lineales de dimensién finita mencionados en el texto, y como ejemplo ilustrativo, se

construird H para un sistema de n-osciladores armoénicos desacoplados.

A.1. Sobre el espacio de Hilbert de una particula H

Considérese un sistema lineal con n grados de libertad, de manera que la dimensién del espacio de soluciones
a las ecuaciones de movimiento (1.2) es 2n-real, y considérese la complejizacién S¢ = S @ ¢S (cuya dimensién
es 2n-compleja). Asi, todo v € S¢ se expresa como v = Re(v) + iIlm(v), donde Re(v),Im(v) € S, y (v,v) =
202 (Re(v),Im(v)). El primer punto a demostrar es que efectivemente existen v's en S¢ tales que (v, v) es positivo,
negativo o nulo, donde (v,v) definido por (1.13).

La existencia de v's diferentes de cero tales que (v, v) = 0 es obvia. Ejemplos (como se menciona en el texto) son
el sector real y el sector puramente imaginario de S¢. Es mds, si Re(v) y Im(v) son proporcionales (i.e. si Ir € R
constante tal que Re(v) = rIm(v)) entonces claramente (v,v) es nulo también, sin que necesariamente v = 0.

La demostracién de que existen v’s en S¢ tales que (v, v) > 0, se hace por contradiccién. En concreto, se plantea

como hipétesis que no hay v’s en S¢ tales que (v,v) > 0y se verd que ello conduce a una falsedad.
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58 El espacio de Hilbert para sistemas lineales con niimero finito de grados de libertad

Proposicién A.1.1. Si fv's € Sc tales que (v,v) > 0, entonces Bv's € Sc tales que (v,v) < 0. Es decir, (v,v) es

idénticamente nulo en Sc .

Demostracion: Supdngase que existe al menos unw € S¢ tal que (w, w) < 0. Dado que (w, w) = 2Q (Re(w), Im(w)),
entonces 2€) (Re(w), Im(w)) < 0, pero ello implica que —29Q (Re(w), Im(w)) = 2Q (Im(w), Re(w)) > 0. Puesto que
2Q (Im(w), Re(w)) es igual a (w,w), entonces se tiene que si {(w,w) < 0, (w,w) > 0. Es decir, existe v € S¢ (v ="w)
tal que (v,v) > 0. Pero esto viola la hipdtesis, por lo tanto la no existencia de v's en S¢ tales que (v,v) > 0, implica

que tampoco existen v's en S¢ tales que (v,v) < 0 y, por consiguiente, {(v,v) =0 en todo S¢ . ]

Dado que (v, v) = 2Q (Re(v), Im(v)), entonces (v,v) = 0 en todo S¢ implica que © (Re(v), Im(v)) = 0 para todo
Re(v),Im(v) € S. Es decir, la hipétesis de la proposiciéon A.1.1 implica que la estructura simpléctica §2 debe ser nula
en todo S, lo cual es evidentemente falso. Asi, se concluye que existen v € S¢ tales que (v, vT) > 0. Sea Vet el
conjunto de todos los v+ € S¢. El complejo conjugado de V¢ T, que denotaremos por V¢ ~, define el conjunto de
todos los elementos v~ (dados por v~ = v+) en S¢ tales que (v=,v7) < 0.

Nétese que Sc ™ = Ve ™ U {0} no es un espacio vectorial. En efecto, dado un vt € Sc T, existe w' € Sc* tal
que Im(vt) +Im(wt) = 0. Es decir, vt +wt € Sy por consiguiente (vt +wt,vT +w™) =0 (en otras palabras, la
suma de dos elementos en S¢ * no es necesariamente un elemento de S¢ *). Sin embargo, y de manera muy notable,
puede especificarse (al menos) un H C Sc ™ que es espacio vectorial (y por consiguiente subespacio de S¢ ) cerrado

bajo (-,-) (i.e., H es un espacio de Hilbert).

Proposicién A.1.2. Existe (al menos) un H C Sct que es (i) un subespacio de Sc donde (1.13) es un producto
interno bien definido, (i) es cerrado bajo el mapeo (1.13), (-,-) (es decir, H es un Hilbert) y (iii) la suma directa

de 3 y su complejo conjugado H es el espacio vectorial S¢ . Ademds, (v, W) = 0 para todo v € H yw € K.

Demostracion: (i) Para mostrar la existencia, bastard con exhibir un espacio vectorial H donde el mapeo (1.13)
es un producto interno. A continuacion se mostrard, por construccion, la existencia de n elementos de Sc ™, {b, }}_,
que son mutuamente ortogonales respecto a (1.13) y unitarios, (b;, by) = 0;%.

El primer paso consiste en especificar una base para el espacio de soluciones suaves reales, S. Para ello, considérese

la base natural en I', es decir
epr = (0,-+,0;0,- -, pp =1,---,0) y eq’j:(()v...,qj:1,...0;07...,0)7 (A1)

donde k,j = 1,...,n. El vector ey}, es el vector cuya tnica componente no nula es la k-ésima componente del
momento, que es igual a uno (p, = 1), mientras que e, ; es el vector cuya tnica componente no nula es la j-

ésima componente de configuracién, que es igual a uno (¢ = 1). Evidentemente se tiene que, para cualquier

Y= (qlv"'vqn;plv 7pn) € F;

n

y= Z (¢’ eqj +piep;) -
j
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De (1.7) se sigue que
Qep.k,€q,5) = Oy Qegk,eq5) =0 y Qep.k, €p,5) = 0. (A.2)

En virtud del isomorfismo I : I' — S, el conjunto {Y, x, Y, x}, donde Y, , = I(ep 1) e Yy = I(eqx), es una base

para S. Ademads, de (A.2) se sigue que
QVpr, Yo 5) = 0kjs QVgr,Ye5) =0 vy QYY) =0. (A.3)
Considérense los siguientes n vectores complejos en Sc ,

1 .
bj = 7 (Yp,j +1Yq5)- (A4)

Un célculo directo muestra que, utilizando (A.3),
(b, br) = G- (A.5)

De esta manera se tiene que los vectores complejos {b; }?:1 pertenecen, de hecho, a S¢ T y son mutuamente
ortogonales respecto a (1.13).

Sea b el espacio generado por {b; }?zl, i.e. h consta de todos los elementos de la forma Z?Zl A;bj;, donde las A;’s
son constantes complejas. A continuacién se mostrard que by es un subconjunto de Sc + y que, ademads, es un espacio

vectorial en el cual (1.13) es un producto interno. Considérese un h cualquiera en b, entonces h = Z?Zl Ajb; y

(h,h) = —iQU(h,h) =Y | Akl
k=1

Es decir, {h,h) > 0 para toda h# 0 enb, y (h,h) =0 siysélosih=0 (i.e. si Ay =0Vk =1,---,n). Con esto
se prueba que b C S¢ *, donde ademds (-,-) cumple la condicién de positividad (1.14). Puesto que (-,-) cumple el
resto de las propiedades (1.15), (1.16) y (1.17), entonces (-,-) es un producto interno en b.

Para demostrar que § es, de hecho, un espacio vectorial, bastard con mostrar que dados cualesquiera h y h’ en
b, h+h' € b, pues el resto de las propiedades de espacio vectorial se seguiran trivialmente. Sean h y h' cualesquiera

dos elementos de §j y sea h" = h + I/. Escribiendo h = 27:1 Ajbj y ' = 2?21 Alb; se tiene que
W'=Y Afb; A=A+ Al
j=1

Evidentemente h'' € §). Asi, b es un espacio vectorial (de dimension n-compleja) y, por consiguiente, subespacio

de S¢, donde (1.13) es un producto interno bien definido. En otras palabras, ) es un espacio pre-Hilbert.

(ii) Se mostrara ahora que by es de hecho completo. i.e., todos los puntos de acumulacién estdn contenidos en b, de
modo que este espacio es ya un Hilbert.

Sea {vy} una sucesion de Cauchy cualquiera. Es decir, dada € > 0 existe N € N tal que
log — vl <, Vk,m > N,
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60 El espacio de Hilbert para sistemas lineales con niimero finito de grados de libertad

donde || - || denota la norma inducida por {-,-) en §. Puesto que los elementos de la sucesién pueden escribirse como

vk =Y Awy;ibi,
j=1

entonces Vi — Uy, = Z?:l (A(k)j — A(m)j) bj. Un cédlculo directo muestra que

n

loe = vmll* = > (Awy; — Aanys) (A = Aany) Bsb) = D 1Ay — Awmy -

jil=1 j=1
Asi, la completez de C garantiza que la sucesién de Cauchy {vy} converge a un elemento en h; como la sucesién

considerada es arbitraria, entonces se concluye que ) es completo.

(iii) Sea b el espacio vectorial que se obtiene de considerar el complejo conjugado de by. La base inducida por {b;}
en b es {E}, de manera que §) es un espacio vectorial de dimensién n-compleja. Puesto que <E, E> = —(b;,bg),
entonces <E, E> = —0;). Asi, para todo h € b diferente de cero ocurre que <E, E> <0 (y por lo tanto b no es un
espacio de Hilbert bajo (-, )) y {h,h) =0siysélosih=0.De (A.3) y (A.4) es inmediato verificar que (b;,bj) = 0
para cualesquiera j, k=1,-- - n.

Evidentemente, h N'h = {0}. Mds atin, todo elemento de Sc puede expresarse como la suma de un elemento de

b con uno de h. En efecto, sea v € S¢ arbitrario. Dado que v puede escribirse como
v = Re(v) + iIm(v); Re(v),Im(v) € S,

entonces Re(v) = >, (A;Y,; + B;Y, ;) e Im(v) = > (C;Y,; + D;Y,;), donde A;, B;, C; y D; son constantes

reales. Por consiguiente,

v=3 (A)Yq;+BYp ) +i > (CiYq;+ DY, ) =3 (Aj +iCy) Yy + (Bj +1iD;) Yy ;. (A.6)

= j=1 =1

De (A.4) y su complejo conjugado se sigue que

Yo, = ﬁ
Sustituyendo (A.7) en (A.6) se obtiene que
v = anbj + pjgj,
j=1
donde las constantes complejas n; y p; estdn dadas porn; = [(B+ C) +i(D — A)] /[V2yp; =[(B—C)+i(D+ A)] /V2.
Asi, se tiene que S¢ = h @ b. Dado que <bj,a> =0,Yj,k=1,---,n, entonces (v,w) = 0 para todov € b y

W € b. El espacio 3 de la proposicién es justamente b. |

En la Proposicién A.1.2 se menciona que existe al menos un H. La demostracion exhibe en forma constructiva

uno, pero nétese que en realidad hay una infinidad. En efecto, considérese el mapeo
b; = Oé]'bj + ﬁjgj, (AS)
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(v su complejo conjugado) con a; y B; tales que |a;|? — |B;]* = 1, para toda j = 1, ...,n. Es facil verificar que

Wby =t (BT =0y ()= b

El espacio generado por {b;-}, H', satisface la Proposicién A.1.2. De tal suerte que en lugar de H, podria
considerarse H'. Como existe una infinidad de conjuntos de coeficientes {a;, 3;} que satisfacen la restriccién |a;|* —
| ﬁj|2 = 1, entonces hay una infinidad de diferentes espacios que satisfacen la Proposicién A.1.2.

Para concluir vale la pena aclarar un punto sobre la dimensionalidad de H. Claramente se puede construir un
espacio de Hilbert E de dimensién compleja d < n que cumpla con las condiciones (i)-(ii), pero evidentemente
E® E C Sc pues dim (E @E) = 2d < dimS¢ = 2n. Adicionalmente, debe notarse que no existe un espacio de
dimension mayor a n que cumpla la proposicién. Si existiese, entonces se concluiria que habria necesariamente un
par generador (Y n41, Yy n+t1), independiente del resto, en S; pero ello implicaria, entonces, que S en lugar de tener
dimensién 2n-real, tendria dimensién 2(n + 1)-real, lo cual es falso pues el sistema considerado tiene n-real grados
de libertad.

A continuacién se construird, como un ejemplo de la aplicacién del formalismo desarrollado en este apéndice, el

espacio de Hilbert de una particula para una coleccién de n osciladores arménicos desacoplados.

A.1.1. Espacio de Hilbert de una particula para un sistema de n osciladores armoni-

cos desacoplados

Considérese el sistema formado por un conjunto de n osciladores armoénicos desacoplados, de masa unitaria, e
independientes del tiempo. Sobre el espacio fase canénico I'; de dimensién 2n-real, y bajo el sistema coordenado

y=(q", -, q";p1, -, pn) € I', la dindmica es dictada por la funcién Hamiltoniana H : I' — R,
1 n
_ 2 2 52
H=3> {p+wjd?},
j=1

de modo que las ecuaciones de Hamilton (1.2) toman la forma (para j =1,---,n)
é=p;, v p=-wid. (A.9)

Las ecuaciones de movimiento son, evidentemente, lineales en las coordenadas candnicas. La solucién genérica para
(A.9) es
Y;(t) = Aj cos(w;t) + Bjsen(wjt).

Es decir, una solucién genérica Y* € § al sistema de n-osciladores armoénicos desacoplados es

n

¥t = Z (A’Cifq%k + Bk?pﬁk)
k=1

donde

Y, = (0,...,0,cos(wit),0,...,0) Y = (0,...,0,sen(wyt),0, ..., 0)
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son una base (no necesariamente ortonormal) en S. Nétese que el dato de Cauchy (g§, pg) € I' de la solucién Y* es

gl = Y°(0) = Y AYAR0), =Y 0) = Bid V.

De la Ec.(1.7) se tiene que
n
Q(Y1,Y2) = Y Yo r(9:Y1 k) — Y1 k(0:Yak). (A.10)
k=1
De manera que (A.3) se satisface para la base

a 1 a 1
Y = (0, ey 0, T cos(wgt), 0, ...,0) ok = (O, ey 0, Tksen(wkt), o,..., 0) .

La complexificaciéon de S, Sc, consiste entonces en todos los elementos de la forma v* = Y* + Y5 con Yi,Ys
cualesquiera elementos en S. Siguiendo la prescripcién, se considera el subespacio n-complejo dimensional de Sc

generado por (A.4)
a 1 a N a /l:
by = 7 (Yo +iYyy) = <07---,0, N

Es decir, se considera el subespacio

e“’kt,o...,o) . (A.11)

St = {h“ => Akbg} , (A.12)
k=1
donde Ay son constantes complejas. Un cédlculo directo muestra que
(br, bj) = —iQbg, bj) == —iQacbib§ = b1;

y por consiguiente

(h,h) = —iQ(h, h) = —iQah*h" =Y | A[*.
k=1

Asi, no es dificil mostrar que (hy, ho) = —i€2(hy, he) define en efecto un producto interno en S*. Completando este
subespacio respecto a (-, ), se obtiene el Hilbert de una particula H para el conjunto de n-osciladores desacoplados

cuyos elementos son de la forma

A efiwlt A efiwgt A efiwnt
Hoh = (A ——, Ap—— ..., .
< ! le 2 2(,4}2 " RV4 20)1 )
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Apéndice B

Transformaciones de Bogolyubov

Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas. A. Einstein

Sean 1y po dos productos en S asociados, respectivamente, a las estructuras complejas J; y Jo (ambas Q-

compatibles), que definen normas equivalentes [i.e. que satisfacen (1.45)]. Asi, los espacios de Hilbert de una particula

H; son subespacios de S¢ ,, [donde Sc ,, es S¢ completado respecto a (-, ) = Q(Jl[ -, - ), i=1,2, indistintamente].

Considérense las proyecciones ortogonales respecto al producto interior y; de H;, K; : Sc,p — H; y K; : Sc,0 —

H;, con j = 1,2. Nétese que la identidad puede entonces escribirse como I = K; + K;.

Sean ;

=Ko, 1 H — MGy B = K,

g¢. + Hi — 3. A continuacién se mostraran las relaciones (1.46).

Sean, digamos, ¢;,%;" € H;, y por tanto q“);r = ozji(bj ey, = 5;%* € fj; entonces,

Por tanto,

pi (67

i)

(ot vt ) = —ie (107, 107

~i0 (Kol + 500 Kywf + Tou)

~i0 (%7 +BioF, ajuf + Bﬁﬁ)

~i{o (o ur) v (oF.07) + 9 (67.u7) +9 (5747 )}
o (Tof.01) +2 (57, w-—) -0 (%w) =0 (395.7)
15 (05, 97) +M*M 1y (@5595)
(af o a o) =y (BfoF, Biwi)
(aij F) = (818708 0F)

i ([ e = 518 o i)

M

ajlaf — B8/ =1 (B.1)
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Sean ahora, digamos, (;514+ cH; vy, € F(;, por lo que fi; (gb;r, @ZJ;) = 0, sin embargo

pi (67 ;)

Q (ﬁ w;) = —iQ (1&? ]117+)

= i (Kof + Ko7 Kpuf + Ko )

= —i0(ajof +Bjo7 ajuT + Bjv] )

— —i{Q(qu,w;f)+Q(¢j,wj—>+Q(¢;,@)+Q<g,ﬁ)}
= (Tof0y) + (5erv7) - (T6 w7 ) — 2 (677
T s (6 0) - s 67 7) — sl

=y (ool B ) — us (8o afur)

= i (oF 0, TBjuT ) — i (0. 8/ Tajur)

= g (oF [0 B - 8 Ta]] wr).

sin embargo, la iltima expresion debe ser igual a cero en virtud de que p; (d)j', v, ) =0, y como [ozji Tﬂif - Bji ToTji v ¢
J(;, entonces se sigue que

o8 =p8/Ta/. (B.2)

Ahora, sean ¢;r eH;y ’(/J;-r € H;. Por construccion, ’(/J;r = aijw;r € H;, por lo que se tiene que

pi (oF 00wt = i (o 0F) = s (6F 0 +07)
= (] Kl +Kw))
=~ ((K; + K;)of v} )
= 0 (ajof + 8j67,v7})
- Q(W—Ww)

0
= 1 (¢] ) 7V
= /‘J( )
SN )
Entonces,
o/ =a/. (B.3)

Finalmente, sean ¢; € 3; y Vi € 3. Por construccién, ¢, = Bij w;r € X;, por lo que se tiene que
wi (67, 870F) = i (07 67) = s (67 47 + 07)
= 0 (Jor, Ky +Ka))

— 0 (]1(7 (K; +E)¢j+)
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iQ (K07 + K07, I})
= 0 (aji(;ﬁj + ﬁjzd):’_ﬁ 7/)j+)
(5 +35.0])

= (495 — ;6] v7)

= s lsoTT s (6F.07)
= My (Bj(b;ij)

= Uz’( ;a*BjiT¢;_)~

Consecuentemente,

ﬂij = 75;1-.

Y con esto quedan mostradas las propiedades (1.46).






Apéndice C

Breviario sobre simetrias en Relatividad

(General

Symmetry, as wide or narrow as you may define its meaning, is one idea
by which man through the ages has tried to comprehend and create order,

beauty, and perfection. H. Weyl

C.1. Isometrias

Sea M una variedad diferencial n-dimensional provista de un tensor métrico, (M, ¢g). Una isometria es un mapeo
de M — M que deja la métrica g invariante. Por cada isometria en M, existe un campo vectorial de Killing (CVK)
k, que satisface la ecuacién £yga, = 0, que es equivalente a la ecuacién de Killing, ki.;) = 0. A k se le conoce como
un campo vectorial de Killing (CVK), y satisface las siguientes propiedades: (i) cualquier combinacién lineal con
coeficientes constantes de CVK’s es un CVK; (ii) el conmutador [ky,ks] (si es diferente de cero) de dos CVK’s es
un CVK; y (iii) una variedad diferencial admite a lo mds un nimero finito de CVK’s linealmente independientes.
El conjunto de todos los CVK forma un &dlgebra de Lie, con base k,, a = 1,2,....7, donde r es la dimensién del
algebra (el niimero de CVK que posee la variedad). Asf mismo, el conjunto de todas las isometrias de (M, g) forman
un grupo de Lie G, de dimensién r, el lamado grupo de isometrias de (M, g). Cada subgrupo unidimensional de
G, define una familia de curvas cuyo campo tangencial es un CVK. La drbita de un punto p € M bajo un grupo
de simetrias G, es el conjunto de todos los puntos en los cuales p es mapeado cuando todos los elementos de G,
actian sobre p. Los CVK’s k,, en p son tangentes a la 6rbita de p.

El grupo de isometrias actia transitivamente de manera simple en una Orbita si la dimensién de la 6rbita es
igual a la dimensién del grupo G,, en cuyo caso los CVK k, evaluados en p son linealmente independientes. De

otra manera, se dice que el grupo actia transitivamente de manera multiplicativa en la 6rbita. El nimero de CVK’s
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linealmente independientes, d, genera un subespacio del algebra de Lie de dimensién d < r, el cual constitiye un
subgrupo de isometrias que dejan al punto p fijo; éste es el denominado subgrupo de isotropia de p. Las isotropias en
p se deteminan por los CVK’s que satisfacen k£ = 0 en p. Las dimensiones del grupo de isometrias y del subgrupo

de isotropia, en funcién de la dimensién de (M, g) son r < in(n+1) y d < In(n — 1) respectivamente [33].

C.2. Similaridades

Una similaridad (transformacién homotética) en una variedad diferencial (M, g) es una isometria conforme, i.e.
un mapeo M — M que induce una transformacién de escala en la métrica, y por tanto preserva angulos*®. Por
cada similaridad, existe un campo vectorial homotético (CVH) (o campo vectorial de Killing conforme [25]) € que
satisface la ecuacién £¢gqup = 2Kgqp donde [25] k = %(V“«fa) es una constante y n = dim(M). Un espacio-tiempo
(M, g) cuya métrica admita un CVH propio (k # 0), se denomina un espacio-tiempo autosimilar [33].

De la misma manera, el conjunto de todas las similaridades de (M, g) forma un grupo de Lie de dimensién finita,
H,., que es el grupo de similaridades de M. El grupo H,. admite un subgrupo G,_; de isometrias, por lo que cualquier
espacio-tiempo autosimilar tiene asociado un grupo de isometrias G,_; autométicamente. De manera inversa, si
se pide que cualquier espacio-tiempo con un grupo de isometrias G, acepte adicionalmente un CVH (similaridad)
propio, dicho espacio tiempo se vuelve autosimilar, con un grupo de similaridades H,;;. Equivalentemente, él

algebra de Lie de las similaridades admite una base que consiste en un CVH propio y r — 1 CVK’s.

C.3. Clasificacién (isométrica) de modelos cosmolégicos

Los modelos cosmolégicos se suelen clasificar comunmente respecto a la dimensién s de las érbitas del grupo de
isometria G, asi como por la dimension d de su subgrupo de isotropia. El valor de d determina las propiedades
isotropicas del modelo, mientras que s determina sus propiedades de homogeneidad. Con base en sus propiedades
isotrépicas, los modelos se pueden clasificar como [33] (i) Isotrdpico (d = 3), i.e. el grupo de isometrias es al menos
G¢ (modelos FLRW); (ii) Local Simétricamente Rotacional LSR (d = 1), cuyo grupo de isometria es al menos
G3; y (iii) Anisotrépicos (d = 0), en los cuales no existen isotropias. La clasificacién basada en las propiedades de

homogeneidad de los modelos es [33],

1. Espacio-tiempos homogéneos (s = 4): Los subgrupos de isotropia son (i) d = 4, espacios maximalmente
simétricos (Gg); (i) d = 3, el modelo estdtico de Einstein (G7); (iii) d = 1, el modelo de Godel (G5); vy (iv)
d = 0, los modelos de Oszvath-Kerr (Gy4).

2. Homogéneo en drbitas tridimensionales (s = 3): Las dérbitas tipo espacio son 3-superficies homogéneas. Los
subgrupos de isotropia son (i) d = 3, los modelos FLRW (Gé); (ii) d = 1, modelos LSR espacialmente (G4);
y (iii) d = 0, los modelos de Bianchi (G3).

49Una isometria es un caso particular de similaridad, ya que ademds de preservar dngulos, preserva longitudes.
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3. Homogéneo en orbitas bidimensionales (s = 2): Para 6rbitas tipo espacio, los modelos evolucionan en el tiempo
y son espacialmente inhomogéneos en una dimensién espacial. Los subgrupos de isotropia son (i) d = 1, modelos
LSR inhomogéneos (G3); y (ii) d = 0, modelos G Abelianos, como los modelos de Einstein-Rosen y Gowdy.

4. Homogéneo en drbitas unidimensionales (s = 1): Para dérbitas tipo espacio, los modelos evolucionan en el
tiempo y son espacialmente inhomogéneos en dos dimensién espaciales. El subgrupo isotrépico es trivial en
cada punto (d = 0).

5. Completamente inhomogéneo (s = 0): Los modelos evolucionan temporalmente y son espacialmente inho-
mogéneos en tres dimensiones espaciales. Algunos ejemplos son los universos tipo Silent, las soluciones de

Szekeres, las soluciones de Stephani-Barnes y las soluciones de Oleson.

La clasificacién anterior puede generalizarse para considerar similaridades, si se permite que cada caso admita

un vector homotético propio. Algunos modelos cosmolégicos de interés en este trabajo se esbozan a continuacién.

C.3.1. Modelos cosmolégicos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Esta clase de modelos cosmoldgicos admiten un grupo abeliano de isometrias G3 cuyo grupo de orbitas son 3-
superficies tipo espacio homogéneas e isotropicas. La actuacién del grupo de isometrias permite expresar la métrica
para dicho espacio-tiempo, en coordenadas coméviles esféricas estandar como la métrica de Robertson-Walker®°:

ds* = —dt* + a*(t) {1—1kr2dr2 + r2d92} (C.1)
donde a(t) se le conoce como el factor de escala. El inico pardmetro libre es k, y hay tres topologias posibles:
k =1 un espacio cerrado (3-esfera), k = 0 un espacio abierto (plano) y k = —1 un espacio abierto (pseudo-esfera).
En coordenadas coméviles trigonométricas, bajo el cambio de variable dy? = %, la métrica de FRW se puede
escribir como ds? = —dt®+a?(t) [dX2 + %2 (X)dﬁz], donde X(x) = seny, x, sinh x para k = 1,0, —1 respectivamente.
Cualquiera de estas dos métricas se puede reescribir haciendo un cambio variable temporal, reemplazando el tiempo

cosmoldgico ¢ por el tiempo conforme 7, bajo el cambio de variable dt = a(n)dn, de modo que:

1
ds* = a*(n) {—dn2 + mdﬁ + r2d92} =a’(n) [~dn® + dx* + 2% (x)d?] (C.2)

La imposicién del grupo de isometrias G5 al tensor de energia-momento, resulta en que la clase mas general de
materia compatible con este tipo de modelos sea un fluido perfecto, con tensor de energia-momento dado por (2.3).

En el capitulo 2 se esboza brevemente la dindmica de este modelo.

C.3.2. Modelos cosmolégicos de Bianchi (G3)

Los modelos de Bianchi son modelos cuya métrica acepta un grupo de isometrias G3 actuando transitivamente

de manera simple sobre las 6rbitas del grupo, y por tanto su subgrupo de isotropia es d = 0. Asi el grupo de

50Kl modelo fue estudiado por primera vez por Friedmann y Lemaitre; después, Robertson y Walker desarrollaron la métrica (C.1). Por

motivos histéricos, este modelo es ampliamente conocido tinicamente como el espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).
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6rbitas son 3-superficies homogéneas y anisotrdpicas. Si la coordenada tipo tiempo es ortogonal al grupo de 6rbitas,
entonces se tienen los modelos de Bianchi ortogonales o mon-tilted, en cuyo caso la métrica se puede escribir
(considerando que la métrica debe ser un invariante del grupo G3) como ds* = —dt? + g;;(t)dz"dz’. Este tipo de
modelos cosmoldgicos son compatibles con un tensor de energia-momento tipo fluido perfecto[33], (2.3). Los modelos
de Bianchi [33, 49] se pueden clasificar en aquellos modelos autosimilares (que poseen un grupo de similaridades Hy
actuando transitivamente de manera simple en el espacio-tiempo), y en aquellos modelos que no lo son. De entre

los modelos tipo Bianchi, son de interés en este trabajo aquellos modelos tipo Bianchi I autosimilares.

C.3.2.1. Soluciones tipo Bianchi I autosimilares

El elemento de linea genérico para las soluciones tipo Bianchi I autosimilares se puede escribir como [33]
ds® = —dt? + t*Prda® + t?P2dy? + t*P3d2? (C.3)

donde p1, p2 y ps son constantes. El vector homotético asociado al grupo de similaridades Hy es X = t9; + (1 —
P1)20z + (1 — p2)ydy + (1 — ps3)20.. Existen tres soluciones exactas para los modelos de Bianchi tipo I autosimilares
en vacio y/o con un fluido perfecto. Aquellas acopladas a fluido perfecto tienen ecuacién de estado de la forma [33]
p=p(p) = (v —1)p, con p la presién y p densidad de energfa.

Solucién tipo FRW plana con fluido perfecto: Es aquella solucién con fluido perfecto en la que los exponentes
son iguales, p; = ps = p3 = %, y por tanto el elemento de linea (C.3) se puede escribir como ds? = —dt? +
$3 (da:2 + dy? + dzZ), que es la métrica de FRW (k=0), en tiempo cosmoldgico, con factor de escala a(t) = $35 .
Este es un espacio-tiempo plano con un fluido perfecto tal que p = %t”, y donde®! 0 < v < 2.

Solucién de Kasner en vacio: Es aquella solucién en la que las constantes satisfacen que p; 4+ ps + p3 =
p? +p3+p3 = 1, y por tanto a p1, p2 ¥ p3 se les denomina los exponentes de Kasner. Estas soluciones fueron
descubiertas por Kasner [50] en 1925 y posteriormente fueron estudiadas como modelos cosmolégicos por primera
vez por Lemaitre [51] en 1933.

Solucién de Jacobs con un fluido perfecto rigido (stiff): Es aquella solucién que se da cuando p;+pa+ps = 1,
pero p? + p3 + p3 < 1. Esta solucién es compatible con un fluido perfecto rigido (v = 2) y densidad de energfa

p= 2(1—p? —p3 — p})t—2. Esta solucién fue encontrada por Jacobs [52] en 1968.

C.3.3. Modelos cosmoldgicos tipo Go

La clase de modelos cosmoldgicos Go son modelos cosmolégicos (M, g) que admiten un grupo abeliano de
isometrias G2 cuyo grupo de érbitas son 2-superficies tipo espacio. Asi, una cosmologia tipo G5 puede modelar
inhomogeneidades espaciales (fluctuaciones de densidad, ondas gravitacionales, nucleosintesis inhomogénea, inflacién
inhomogénea, etc...) con un grado de libertad. Las cosmologias tipo G5 se pueden clasificar dependiendo de como

actta el grupo de simetrias sobre el grupo de 6rbitas [33],

511,a solucién v = 1 corresponde a la solucién de polvo, que es el espacio de Einstein-de Sitter.
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1. Actuacion ortogonal a la superficie. El grupo G, admite un vector de Killing ortogonal a la hipersuperficie.

2. Actuacion ortogonalmente transitiva. El grupo actia ortogonalmente de forma transitiva, i.e. los 2-espacios
ortogonales a las érbitas del grupo G5 forman superficie (surface-forming).

3. Actuacion Diagonal. El grupo G, admite dos vectores de Killing ortogonales al grupo de érbitas, lo que
permite que el elemento de linea pueda ser escrito de forma diagonal.

4. Actuacion Plana simétrica (LRS). En este caso se tiene una actuacién diagonal de Gy que adicionalmente

admite un grupo de isotropia de un parametro.

Es de interés particular para este trabajo la actuacién diagonal del grupo de simetrias sobre el grupo de érbitas.

La construccién de la forma general de la métrica en este caso, se sigue en la seccién 2.1.






Referencias

Dodelson, S. “Modern Cosmology”, Academic Press, Elsevier (2003).
Mukhanov, V. “Physical Foundations of Cosmology”, Cambridge Univ. Press, UK (2005).
Tolman, R.C. Proc. Nat. Acad. Sci. 20, 169 (1934).

Thiemann, T. “Modern canonical quantum general relativity” , Cambridge Univ. Press, Cambridge, UK (2007);
Rovelli, C. “Loop quantum gravity”, Living Rev. Rel. 11, 5 (2008).

Polchinski, J. “String Theory. Volume I: An introduction to the bosonic string”, Cambridge University Press

(1998); “String Theory. Volume II: Superstring theory and beyond”, Cambridge University Press (1998).
Gowdy, R.H. Phys. Rev. Lett. 27, 12 (1971).

Gowdy, R.H. Ann. Phys. 83, 203 (1974).

Corichi, A.; Cortez, J. and Mena Marugan, G.A. Phys. Rev. D 73, 041502 (2006).

Corichi, A.; Cortez, J. and Mena Marugan, G.A. Phys. Rev. D 73, 084020 (2006).

Corichi, A.; Cortez, J.; Mena Marugdn, G.A. and Velhinho, J.M. Class. Quantum Grav. 23, 6301 (2006).
Cortez, J.; Mena Marugdn, G.A. and Velhinho, J.M. Phys. Rev. D 75, 084027 (2007).

Torre, C.G. Int. J. Theo. Phys. 34, 4 (1999).

Woodhouse, S.C. “English-Greek Dictionary: A Vocabulary of the Attic Language”, Routledge & Kegan Paul
(1964).

Weyl, H. “The Classical Groups: their invariants and representations”, Princeton University Press (1939).

Arnold, V.I. “Mathematical Methods of Classical Mechanics” (Graduate Texts in Mathematics, 60), Second
edition, Springer-Verlag (1989).

Wald, R.M. “Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black Hole Thermodynamics”, University of
Chicago Press, Chicago (1994)

73



74

REFERENCIAS

[17]

[18]

Newman, E.T. “An Introduction to Complex Manifolds”, notas sin publicar.

Reed, M. and Simon, B. “Methods of Modern Mathematical Physics. Vol. 1. Functional Analysis”, Academic
Press Inc., London, UK (1980).

Corichi, A.; Cortez, J. and Quevedo, H. Ann. Phys. 313, 446 (2004).
Cortez, J. “Operator valued distributions”, notas sin publicar.

Hatfield, B. “Quantum Field Theory of Point Particles and Strings”, Perseus Books, Cambridge, Ma. USA
(1992).

De Witt, B. Phys. Rev. 160, 1113, (1967)

Misner C. Phys. Rev. 186, 1328, (1969); Phys Rev. Lett. 22, 1071 (1969)
Kuchat, K. Phys. Rev. D 4, 955 (1971)

Wald, R.M. “General Relativity”, University of Chicago Press, Chicago (1984)
Smoot, G.F. et al. Astrophys. J. 371, L1 (1991).

Spergel, D.N. et al. Astrophys. J. Suppl. 148, 175 (2003).

Penzias, A.A. and Wilson, R-W. Astrophis. J. 142, 419 (1965).

Einstein, A. Sitzungsber. Berl. Akad. 142 (1917).

de Sitter, W. Monthly Notices R. A. S. 78, 3 (1917).

Lemaitre, G. Ann. Soc. Sci. Bruzelles A47, 49 (1927).

Lemaitre, G. Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 91, 483 (1931).

Wainwright, J. and Ellis, G.F.R. “Dynamical Systems in Cosmology”, Cambridge Univ. Press, USA (1997).
Hubble, E. Proc. Nat. Acad. Sci. 15, 168 (1929).

Weinberg, S. “Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the General Theory of Relativity”,
John Wiley & Sons (1972).

Perlmutter, S. and Schmidt, B.P. Lect. Notes Phys. 598, 195 (2003).

Guggenheimer, H.W. “Differential Geometry”, McGraw-Hill Series in Higher Mathematics, 1st. ed. McGraw-
Hill Book Company, Inc. USA (1963).

Einstein A. and Rosen N. J. Franklin Inst. 223, 43 (1937)

74



REFERENCIAS 75

[39]
[40]
[41]
[42]

[43]

Bondi, H. Nature 179, 1072 (1957)

Moncrief, V. Phys. Rev. D 23, 2 (1981).

Torre, C.G. Phys.Rev.D 66, 084017 (2002).

Pierri, M. Int. J. Theo. Phys. D 11, 1, 135 (2002).

Arfken, G.B. and Weber, H.J. “Mathematical Methods for Physicists”, fifth ed., Harcourt Academic Press,
USA (2001).

Cortez, J.; Mena Marugédn, G.A.; Olmedo, J and Velhinho, J.M. Class. Quantum Grav. 28, 172001 (2011) Fast

Track Communication.
Corichi, A.; Cortez, J. and Quevedo, H. International Journal of Modern Physics D, 11 9, 1451 (2002).
Cortez, J.; Mena Marugan, G.A.; Olmedo, J; and Velhinho, J.M. Phys. Rev. D 86, 104003 (2012).

Castell6 Gomar, L; Cortez, J.; Martin-de Blas, D; Mena Marugan, G.A. and Velhinho, J.M. JCAP 1211, 001
(2012).

Junker, W. Rev. Math. Phys. 14, 511 (2002).

Stephani, H.; Kramer, D; Maccallum, M.; Hoenselaers, C. and Herlt, E. “Ezact Solutions to Einstein Field
Equations” , second ed., Cambridge Monographs on Mathematical Physics, Cambridge Univ. Press, USA (2003).

Kasner, E. Trans. Amer. Math Soc. 27, 155 (1925).
Lemaitre, G. Ann. Soc. Sci. Bruzelles A 53, 51 (1933).

Jacobs, K.C. Astrophys. J. 153, 661 (1968).



	Portada 
	Índice General 
	Notación, Convenciones y TErminología
	Introducción
	Capítulo 1. Teoría Cuántica de Campos en Fondos Curvos
	Capítulo 2. El Modelo. Cosmología Inhomogénea Tipo Gowdy T3 Acoplada a Materia Escalar no Masiva
	Capítulo 3. Sobre la Unitariedad y Unicidad de la Cuantización a la Fock del Modelo
	Discusión 
	Apéndices 
	Referencias

