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How small a thought it takes to fill a life.

Ludwig Wittgenstein



amar es combatir, si dos se besan

el mundo cambia, encarnan los deseos,

el pensamiento encarna, brotan las alas

en las espaldas del esclavo, el mundo

es real y tangible, el vino es vino,

el pan vuelve a saber, el agua es agua,

amar es combatir, es abrir puertas,

dejar de ser fantasma con un número

a perpetua cadena condenado

por un amo sin rostro;

el mundo cambia

si dos se miran y se reconocen,

amar es desnudarse de los nombres:

“déjame ser tu puta”, son palabras

de Elóısa, mas él cedió a las leyes,

la tomó por esposa y como premio

lo castraron después;

mejor el crimen,

los amantes suicidas, el incesto

de los hermanos como dos espejos

enamorados de su semejanza

mejor comer el pan envenenado,

el adulterio en lechos de ceniza,

los amores feroces, el delirio,

su yedra ponzoñosa, el sodomita

que lleva por clavel en la solapa

un gargajo, mejor ser lapidado

en las plazas que dar vuelta a la noria

que explirme la substancia de la vida,

cambia la eternidad en horas huecas,

los minutos en cárceles, el tiempo

en monedas de cobre y mierda abstracta;



los dos se desnudaron y se amaron

por defender nuestra porción eterna,

nuestra ración de tiempo y paráıso,

tocar nuestra ráız y recobrarnos,

recobrar nuestra herencia arrebatada

por ladrones de vida hace mil siglos,

los dos se desnudaron y besaron

porque las desnudeces enlazadas

saltan el tiempo y son invulnerables,

nada las toca, vuelven al principio,

no hay tú ni yo, mañana, ayer ni nombres,

verdad de dos en sólo un cuerpo y alma,

oh ser total...

Octavio Paz

Piedra de Sol



El futuro pertenece a aquellos que creen en la
belleza de sus sueños

A Juan Pablo
Te amo

El amor es la única fuerza real del mundo, el único motor del género humano.

El odio, su dualidad. La hermandad y la amistad, son solo amor. Toda la vida

es puro amor.

Jorge J. Hernández Gómez

El calor de los ojos de los enamorados derrite la barrera que la carne impone

y los deja pasar de lleno a la contemplación del alma.

Laura Esquivel



Hay besos que pronuncian por śı solos

la sentencia de amor condenatoria,

hay besos que se dan con la mirada

hay besos que se dan con la memoria.

Hay besos silenciosos, besos nobles

hay besos enigmáticos, sinceros

hay besos que se dan sólo las almas

hay besos por prohibidos, verdaderos.

Hay besos que calcinan y que hieren,

hay besos que arrebatan los sentidos,

hay besos misteriosos que han dejado

mil sueños errantes y perdidos.

Hay besos problemáticos que encierran

una clave que nadie ha descifrado,

hay besos que engendran la tragedia

cuantas rosas en broche han deshojado.

Hay besos perfumados, besos tibios

que palpitan en ı́ntimos anhelos,

hay besos que en los labios dejan huellas

como un campo de sol entre dos hielos.

Hay besos que parecen azucenas

por sublimes, ingenuos y por puros,

hay besos traicioneros y cobardes,

hay besos maldecidos y perjuros.

Judas besa a Jesús y deja impresa

en su rostro de Dios, la felońıa,

mientras la Magdalena con sus besos

fortifica piadosa su agońıa.

Desde entonces en los besos palpita

el amor, la traición y los dolores,

en las bodas humanas se parecen

a la brisa que juega con las flores.

Hay besos que producen desvaŕıos

de amorosa pasión ardiente y loca,

tú los conoces bien son besos mı́os

inventados por mı́, para tu boca.

Besos de llama que en rastro impreso

llevan los surcos de un amor vedado,

besos de tempestad, salvajes besos

que solo nuestros labios han probado.

¿Te acuerdas del primero...? Indefinible;

cubrió tu faz de cárdenos sonrojos

y en los espasmos de emoción terrible,

llenaron sé de lágrimas tus ojos.

¿Te acuerdas que una tarde en loco exceso

te vi celoso imaginando agravios,

te suspend́ı en mis brazos... vibró un beso,

y qué viste después...? Sangre en mis labios.

Yo te enseñe a besar: los besos fŕıos

son de impasible corazón de roca,

yo te enseñé a besar con besos mı́os

inventados por mı́, para tu boca.

Gabriela Mistral



Belief, like fear or love, is a force to be unders-

tood as we understand the Theory of Relativity and

Principles of Uncertainty: phenomenon that deter-

mine the course of our lives. Yesterday, my life

was headed in one direction. Today, it is headed

in another. Yesterday I believed that I would never

have done what I did today. These forces that often

remake time and space, that can shape and alter

who we imagine ourselves to be, begin long before

we are born and continue after we perish. Our li-

ves and our choices, like quantum trajectories, are

understood moment to moment. At each point of

intersection, each encounter suggests a new poten-

tial direction.

Isaac Sachs

Cloud Atlas
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John Lennon / Paul McCartney
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intentando ser útil a FAM. Agradezco que hayamos podido colaborar durante este tiempo y haber, por tanto,
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por permitirme estar colaborando a su lado; a Heberto López, a Alejandra Miranda, a Miguel Álvarez Montalvo,
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permitido ampliar mi visión del mundo, de la vida y de las ciencias; por haberme hecho part́ıcipe de sus

amor y pasión por nuestra Tierra hermosa, y por enseñarme más de lo poco que pude yo, mala y torpemente,
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1.1.2.1. Ambigüedad en la elección del espacio de Hilbert de una part́ıcula . . . . . . . . . . 12
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Notación, convenciones y terminoloǵıa

En todo momento, salvo que se indique lo contrario, se usa una métrica con signatura (−,+,+,+). A lo largo

del texto se trabajará con la convención de ı́ndices repetidos de Einstein para la suma:∑
α

AαB
α ≡ AαBα,

donde la suma es sobre todos los posibles valores que pueda tomar el ı́ndice α.

Para el manejo de tensores, se usará la notación de ı́ndices abstractos de R. Wald [25], donde se usan ı́ndices

latinos para referirse a los tensores mientras que se usan ı́ndices griegos para referirse a sus componentes. Por

ejemplo, T abc es un tensor tipo (1
2) con componentes Tαβµ. Las componentes de los tensores de Riemann Rabcd y de

Ricci Rab son, respectivamente, Rαβµν ≡ Γαβν,µ − Γαβµ,ν + ΓασµΓσβν − ΓασνΓσβµ y Rαβ = Rµαµβ .

Se considerarán unidades geométricas: c = 1, ~ = 1 y 8πG = 1.

Lista de śımbolos usados durante el trabajo

O, observable

Γ , espacio fase canónico

S, espacio fase covariante

τ(ti,tj), evoución en Γ , de ti a tf

T(ti,tj), evoución en S, de ti a tf

Ω(·, ·), estructura simpléctica

A, complejo-conjugado de A

VC, complejización del espacio vectorial V

S±, espacio de frecuencias positivas y negativas

H, espacio de Hilbert

F, espacio de Fock

FS , espacio de Fock simétrico

J , estructura compleja

FJ , espacio de Fock asociado a J

HJ , espacio de Hilbert de una part́ıcula asociado a J

µ(·, ·), producto interno

ÂJ , operador de aniquilación asociado a J

ĈJ , operador de creación asociado a J

Ŵ , operador de Weyl

gab, métrica del espacio-tiempo

∆, operador de Laplace-Beltrami

∇a, operador derivada compatible con gab

Σt, hipersuperficie de Cauchy al tiempo t

hab, métrica inducida por gab en Σ

Da, operador derivada compatible con hab

N , función lapso

na, vector unitario normal (en dirección al futuro) a Σ

Na, vector de corrimiento

ϕφ, configuración del campo φ

πφ, momento del campo φ

Et, mapeo encajamiento al tiempo t

IEt , isomorfismo entre Γ y S asociado al encaje Et

(ϕ, π), datos de Cauchy del campo

Kµ, proyección ortogonal respecto al producto interior µ

φ±, parte de frecuencias positivas y negativas del campo φ

Gab, tensor de Einstein

Tab, tensor de enerǵıa-momento

Rabcd, tensor de Riemann

Rab, tensor de Ricci

R, escalar de Ricci

a(t), factor de escala

ep,k, eq,k, k-ésimo elemento de la base en Γ

Yp,k, Yq,k,k-ésimo elemento de la base en S

iii





Introducción

The effort to understand the universe is one of the very few things that lifts

human life a little above the level of farce, and gives it some of the grace of

tragedy. S. Weinberg

Una de las áreas más álgidas y de mayor interés dentro de la f́ısica teórica y observacional de hoy en d́ıa es la

cosmoloǵıa moderna, a la luz de cuyo desarrollo se ha logrado un vertiginoso avance en conseguir el anhelo humano

de comprender al Universo, aśı como de plantear una vasta e interesante serie de nuevas preguntas. Posiblemente

la búsqueda del entendimiento del cosmos haya sido la actividad antropogénica par excellance desde que el hombre

cobró conciencia de si mismo, y le ha servido, desde entonces, para entronar falacias, esclavizar multitudes, per-

petuarse en el poder y, afortunadamente también, para el desarrollo del conocimiento. En la tradición occidental

de la cual somos herederos, de la observación aguda, Aristóteles fue capaz de imaginar un cosmos formado por

esferas cristalinas concéntricas a la tierra, inmersas en una quintaesencia, capaces de dar cuenta de los movimientos

celestes. Medio milenio después, el helénico Claudio Ptolomeo hizo un avance notable al desarrollar, bajo la pre-

misa geocéntrica aristotélica y la perfección de la geometŕıa circular, un modelo que permitió calcular, y por tanto

predecir, las posiciones de los astros con cierta precisión; este hecho sin precedentes hizo valer al tratado ptoloméico

el nombre de Almagesto (Al Magister, “el más grande”) entre la posteridad Árabe, lugar en donde las ideas aris-

totélicas y ptoloméicas se resguardaron mientras la oscuridad reinó en Europa: el cristianismo hubo llegado. No fue

sino hasta principios del “nuevo milenio”, cuando Aristóteles y Ptolomeo asaltan nuevamente Europa a través de

los cruzados, dotando a la Iglesia de un marco teórico: la trinidad Aristóteles-Ptolomeo-Cristo. Y fue hasta el siglo

XVI que otro salto notable ocurre en nuestra concepción cósmica, proveniente de un lugar insospechado: del seno

de la misma iglesia cristiana; de la mano del canónigo polaco Nicolás Copérnico, la humanidad retornó a las ideas

heliocéntricas de Aristarco de Samos, y nos proveyó con un modelo de cálculo similar al ptolemaico, desentronizando

el antropocentrismo como elemento fundamental de la cosmogońıa universal. Posteriormente, la obcecación absoluta

de Tycho Brahe y Johannes Kepler permitió romper con cualquier rastro directo de divinidad, al derruir el cimiento

circular perfecto de la astronomı́a de los últimos dos mil años: la cinemática planetaria por fin hab́ıa sido develada,

aunque no comprendida en sus fundamentos. Y no fue sino hasta cien años después que Sir Isaac Newton redondeó,

1



2 Introducción

impulsó y fundamentó el entendimiento del Universo hasta ese momento, estableciendo las leyes dinámicas que

daŕıan cuenta del movimiento planetario: la gravitación universal. Newton sentó las bases de lo que habŕıa de ser

la ciencia en las siguientes centurias, una era de gran prosperidad y progreso en nuestro entendimiento del cosmos,

al punto de haber créıdo comprenderlo completamente, como afirma eventualmente Laplace: “... podemos mirar el

estado presente del universo como el efecto del pasado y la causa de su futuro. Se podŕıa concebir un intelecto que

en cualquier momento dado conociera todas las fuerzas que animan la naturaleza y las posiciones de los seres que la

componen; si este intelecto fuera lo suficientemente vasto como para someter los datos a análisis, podŕıa condensar

en una simple fórmula el movimiento de los grandes cuerpos del universo y del átomo más ligero; para tal intelecto

nada podŕıa ser incierto y el futuro aśı como el pasado estaŕıan frente sus ojos”. Dicha concepción cósmica tomó aún

mayor fuerza en los albores del siglo XX cuando, ante las evidentes incompatibilidades entre la f́ısica newtoniana y

la recién fundada (aunque sólidamente basada en casi un siglo de experimentación) teoŕıa electromagnética, Albert

Einstein introdujo la teoŕıa de la relatividad especial, y prontamente se vio en la necesidad de formular una teoŕıa

gravitacional que estuviera de acuerdo con los principios de la relatividad especial, retirando el papel hegemónico y

absoluto de la gravitación newtoniana. Aśı nació la relatividad general, que hoy en d́ıa es nuestra mejor teoŕıa f́ısica

para describir y entender la naturaleza del espacio-tiempo, y muy prontamente surgió la cosmoloǵıa moderna (que,

además de tener como pilar a la relatividad general, considera adicionalmente como principio rector al Principio

Copernicano1 o Cosmológico) la cual constituye hoy en d́ıa “la herramienta”más fina que tenemos para comprender

el cosmos: su pasado, presente y futuro.

El Principio Cosmológico constituye la piedra angular del Modelo Cosmológico Estándar, que consta de espacio-

tiempos perfectamente homogéneos e isótropos, con cierto contenido de materia-enerǵıa (radiación y/o materia):

los llamados modelos de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW). Es importante destacar, sin embargo,

que la descripción del Universo mediante modelos tipo FLRW constituye, en realidad, una idealización del mismo

en la medida en la que éste es más bien esencialmente homogéneo e isótropo a gran escala2 (nosotros mismos

somos una inhomogeneidad del universo). Uno de los cimientos observacionales que otorgan validez al Principio

Cosmológico (y que al mismo tiempo revela la no perfección en homogeneidad e isotroṕıa) es la radiación cósmica

del fondo de microondas (CMBR o CMB simplemente, por sus siglas en inglés) que es básicamente “la fotograf́ıa”de

nuestro Universo cuando éste era muy joven (aunque ya fuera de la era planckiana) y que muestra a un Universo

temprano esencialmente homogéneo e isótropo, con desviaciones de una parte en 105 aproximadamente (ver por

ejemplo [1], [2]). A pesar de que el Principio Cosmológico ha sido una aproximación muy fruct́ıfera, permitiendo

el desarrollo intensivo de la cosmoloǵıa moderna y la indagación profunda de la naturaleza e historia de nuestro

Universo3, hay diversas cuestiones aún sin resolver, como lo es el problema de la enerǵıa y materia oscuras, la

1Que nos dice, a grosso modo, que no existen puntos ni direcciones privilegiadas en el universo.
2Cuando se hacen promedios sobre la distribución de materia-enerǵıa sobre unos toscos 100 MPc (∼ 109 añoz-luz).
3Por ejemplo, la evidencia de hoy en d́ıa apunta a que la geometŕıa espacial del Universo es plana, sabemos que el Universo tiene una

edad finita (i.e. hubo un “nacimiento” -singularidad cosmológica inicial- “Big Bang”) y está compuesto por apenas un 4 % de materia

ordinaria (bariónica), mientras que el restante 96 % está formado aparentemente por una misteriosa materia oscura (∼ 26 %) y una
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asimetŕıa materia-antimateria, la inflación4 y una explicación plenamente satisfactoria y fundamentada sobre la

gestación de las semillas primordiales que dieron lugar a la formación de estructura en el Universo, entre otras

interesantes interrogantes. Un costo inherente a tomar una suposición tan fuerte (como homogeneidad e isotroṕıa

perfectas) es que cualquier aspecto relacionado con la formación de estructura (proveniente de inhomogeneidades

primordiales), aśı como la estructura misma, es completamente despreciado. Los modelos FLRW omiten, en efecto,

inhomogeneidades y anisotroṕıas en el Universo, por lo que para abordar el problema de las inhomogeneidades se

suele entonces considerar perturbaciones sobre dichos modelos, para con ello plantear escenarios cosmológicos mas

próximos a la realidad. El campo de la cosmoloǵıa inhomogénea es hoy en d́ıa una de las áreas de mayor estudio,

entre los pioneros del área estuvo R.C.Tolman, quien desde los años treinta del siglo pasado [3] hab́ıa apuntado ya

la importancia y necesidad de desarrollar modelos cosmológicos inhomogéneos.

Varios de los problemas que actualmente se estudian en cosmoloǵıa se remontan en la historia cosmológica hasta

el origen mismo del Universo, donde el dominio de la gravitación einsteiniana se diluye mientras se tiende al régimen

en el que habŕıa de dominar una hipotética teoŕıa de la gravitación cuántica, en la llamada era planckiana. En ésta,

en una etapa que abarca tiempos del orden de tp ∼ 10−44s, se presume que simple y llanamente no exist́ıa un espacio-

tiempo como un continuo y que los efectos f́ısicos eran de naturaleza puramente gravito-cuántica; infelizmente, y

no obstante los esfuerzos que durante más de setenta años se han llevado a cabo, no se posee aún una teoŕıa de

la gravitación cuántica que concilie gravedad y mecánica cuántica, por lo que los secretos del Universo planckiano

siguen a buen resguardo de la naturaleza. Muchas son las dificultades que se han planteado como obstáculos para

conseguir una teoŕıa de gravitación cuántica, entre ellas probablemente la más significativa sea el papel dual que como

campo fundamental y escenario juega la métrica, un hecho que no encontramos en ninguna otra de nuestras teoŕıas

f́ısicas, donde los campos (actores) y el escenario (espacio-tiempo) son entes independientes y no interactuantes

entre śı. Actualmente hay numerosas propuestas tendientes a proporcionar una descripción cuántica para el campo

gravitacional, entre ellas destacan la Gravedad Cuántica de Lazos [4] y la llamada “Teoŕıa”de Cuerdas [5] (esta

última tiene pretensiones aún mayores y la cuantización del campo gravitacional seŕıa uno de sus resultados). A lo

largo de décadas, y a falta de una teoŕıa completa y satisfactoria de gravedad cuántica, se ha recurrido al estudio

de la cuantización de modelos de simetŕıa reducida en gravedad como “laboratorios teóricos”donde se pueden poner

a prueba programas y técnicas de cuantización para la gravedad, en estos modelos se aterrizan en forma concreta

cuestiones conceptuales y técnicas que eventualmente pueden ser de utilidad en la búsqueda de la teoŕıa completa.

De entre dichos modelos, son los denominados modelos con simetŕıa intermedia, o midisuperespacios, aquellos que

tienen mayor interés, pues son éstos (a diferencia de los llamados minisuperespacios) los que retienen todav́ıa grados

locales de libertad y, por consiguiente, son genuinas teoŕıas de campo que capturan parte de las dificultades que la

cuantización de la gravedad plantea. En general, la cuantización de midisuperespacios se lleva a cabo en el marco

de la Teoŕıa de Cuántica de Campos en Fondos Curvos (TCCFC) donde la cuantización resultante, se espera,

todav́ıa más enigmática enerǵıa oscura (∼ 70 %).
4Era hipotética del Universo en la que éste se expandió exponencialmente en un factor mayor de 1027, entre t ∼ 10−36s y t ∼ 10−32s.
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corresponderá al ĺımite de bajas enerǵıas de una hipotética teoŕıa de la gravedad cuántica.

Cabe destacar que la TCCFC es una teoŕıa que no está libre de ambigüedades; en efecto, dado un sistema de

campos, existe una infinidad de representaciones de las relaciones de conmutación canónicas (RCC) unitariamente

inequivalentes, por consiguiente, es necesario introducir criterios f́ısicos extra que permitan seleccionar una repre-

sentación predilecta. El problema de la ambigüedad en las RCC se agudiza conforme se tienen menos simetŕıas;

mientras que en Minkowski la invariancia bajo Poincaré permite seleccionar una cuantización predilecta, para

espacio-tiempos curvos, las simetŕıas (si es que todav́ıa las hay) suelen no ser suficientes para fijar una cuantización

predilecta. A la ambigüedad en la representación de las RCC hay que añadir que un segundo tipo de ambigüedad:

la selección de variables fundamentales. Es sabido que mientras que dos representaciones clásicas para un mismo

sistema relacionadas a través de una transformación canónica son equivalentes, sus contrapartes cuánticas no lo

son en general, pues la transformación canónica no necesariamente tiene como contraparte a un operador unitario.

En suma, cuando se cuantiza un sistema en TCCFC, deben buscarse criterios f́ısicos que permitan eliminar estas

ambigüedades en aras de obtener una descripción cuántica robusta y f́ısicamente plausible.

En el marco de la cuantización de cosmoloǵıas inhomogéneas, una clase de midisuperespacios que ha recibido

particular atención por parte de la comunidad son los modelos de Gowdy [6, 7], pues son los modelos cosmológicos

inhomogéneos más sencillos que existen. A pesar de haber sido introducidos en el primer lustro de los setenta, es

apenas hasta hace pocos años que se han logrado sortear las dificultades inherentes a la TCCFC para cuantizar

estos sistemas, y proveer una cuantización completa, consistente y única, en la denominada cuantización CCMV

(acrónimo de Corichi Cortez Mena Velhinho) [8, 9, 10, 11], eliminando las ambigüedades utilizando dos criterios:

invariancia ante las simetŕıas e implementabilidad unitaria de la dinámica.

En este trabajo se considerará la cuantización de una cosmoloǵıa inhomogénea, a saber, un modelo cosmológico

tipo Gowdy T3 polarizado con materia escalar. Se proveerá, aprovechando los resultados de la cuantización CCMV,

una cuantización única para el modelo. El sistema consta de dos grados locales de libertad, uno geométrico y otro

material, y es equivalente a dos campos escalares propagándose en un espacio-tiempo tipo FLRW compacto y plano;

uno de los grados locales de libertad corresponde a introducir inhomogeneidades geométricas (i.e., perturbación de

la geometŕıa homogénea e isotrópica de fondo) mientras que el otro corresponde a introducir inhomogeneidades

materiales (i.e., rompe la homogeneidad del contenido de materia) y son justamente tales inhomogeneidades pro-

pagándose en el FLRW las que serán cuantizadas a la Fock. El trabajo se divide en tres caṕıtulos principales. En el

Caṕıtulo 1 se presenta de manera breve, aunque autocontenida, algunos elementos formales de la TCCFC, poniendo

especial énfasis en las diferentes elecciones que pueden realizarse a la hora de construir la cuantización en espacio

de Hilbert. En el Caṕıtulo 2 se presenta el modelo a cuantizar, y se muestra la equivalencia de éste con un fondo

FLRW sobre el cual se propagan inhomogeneidades geométricas unidimensionales y cuyo contenido material es

inhomogéneo, provisto por un campo escalar. En concreto, el midisuperespacio de interés corresponde a un sistema

de TCCFC de dos campos escalares axisimétricos en un fondo curvo y la cuantización que se llevará a cabo es sobre

los grados locales de libertad (inhomogeneidades) dejando el fondo FLRW intacto. El Caṕıtulo 3 está dedicado
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justamente a cuantizar dichos campos (a nivel cinemático). Se presenta una primera cuantización que, aún siendo

la más natural e invariante ante las simetŕıas, carece de una implementación unitaria de la dinámica. Hay quienes

arguyen que la carencia de una implementación unitaria de la dinámica puede sortearse a la luz de otros esquemas

abstractos de cuantización en TCCFC, como la Cuantización Algebraica; sin embargo, y dado el papel preponderan-

te que la cuantización sobre espacio de Hilbert ha tenido desde los años 20’s del siglo pasado y la importancia de la

evolución unitaria como un pilar de la teoŕıa cuántica, en este trabajo se busca conservar estos elementos y proveer

por tanto una cuantización en espacio de Hilbert con implementación unitaria de la dinámica; es decir, se busca

preservar los atributos que se tienen en la Mecánica Cuántica ordinaria, como la conservación de la probabilidad

y la existencia de un cuadro de Schrödinger. Por consiguiente, se descarta la primer cuantización y se construye

una nueva descripción cuántica, invariante ante las simetŕıas, y que efectivamente implemente de manera unitaria

la dinámica. Siguiendo la ĺınea argumentativa de la cuantización CCMV, se obtiene que la cuantización del modelo

cosmológico inhomogéneo con implementación unitaria de la dinámica e invariancia ante las simetŕıas que aqúı se

presenta, es única, tanto en la representación de las RCC, como en la elección de variables fundamentales que se

hace. Por último, se presenta una discusión, en ésta se hace un breve recuento, se mencionan posibles trabajos a

futuro y se comenta sobre como podŕıa abordarse la relación entre la cuantización aqúı presentada con aquella que

podŕıa construirse considerando estados de Hadamard. El trabajo se complementa, para efectos de autocontención

y claridad, con tres apéndices que abundan sobre diversos aspectos formales y técnicos que son mencionados a lo

largo del texto. Cabe especificar que cualquier falta o fallo en la exposición de los temas aqúı presentes, aśı como

en el contenido, es absoluta y únicamente responsabilidad mı́a.





Caṕıtulo 1

Teoŕıa Cuántica de Campos en Fondos

Curvos

The beginner... should not be discouraged if... he finds that he does not have the

prerrequisites for reading the prerrequisites. P. Halmos

La cuantización de modelos de simetŕıa reducida en gravedad con un número infinito de grados de libertad

(modelos de midi-superespacio [12]) conlleva el estudio del comportamiento y propagación de campos cuánticos

en fondos curvos. Esta es un área de investigación activa hoy en d́ıa, particularmente en el estudio de sistemas

donde tanto fenómenos cuánticos como gravitacionales son igualmente importantes5. Puesto que la teoŕıa cuántica

de campos en fondos curvos (TCCFC) trata la cuantización de campos en fondos clásicos efectivos, no captura

evidentemente toda la complejidad que supondŕıa una teoŕıa cuántica de la gravedad completa. Sin embargo,

como ĺımite de bajas enerǵıas, la TCCFC retiene parte de la complejidad de una hipotética teoŕıa cuántica de la

gravitación y por consiguiente, su análisis es una importante gúıa para comprender algunas de las caracteŕısticas

que una futura teoŕıa cuántica del campo gravitacional habrá de poseer. En este caṕıtulo se presentará brevemente

(aunque de forma autocontenida) la cuantización de campos lineales en fondos curvos sobre espacios de Hilbert. El

objetivo fundamental de este caṕıtulo es tanto introducir la herramienta matemática como enfatizar las dificultades

y ambigüedades que supone la cuantización de campos en un espacio-tiempo curvo.

1.1. Sistemas dinámicos finitos

Antes de abordar el problema de campos (i.e., sistemas con un número infinito de grados de libertad) es

conveniente revisar sistemas con un espacio fase de dimensionalidad finita (i.e., sistemas con número finito de

5Por ejemplo, part́ıculas en las vecindades de agujeros negros.
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grados de libertad). En particular, sistemas lineales finitos.

1.1.1. Teoŕıa clásica

El estado de un sistema con n grados de libertad en mecánica clásica se describe en el espacio fase Γ , que es

el haz cotangente6 del espacio de configuracio nes q; i.e., Γ = T∗q. El espacio fase es una variedad simpléctica7, es

decir, es un par (Γ,Ωab) que consta de una variedad diferencial Γ de dimensión 2n y de una 2-forma simpléctica

Ωab, que es una forma cerrada y no degenerada8, de modo que tiene (una única) inversa Ωab, ΩαβΩβγ = δαγ . La

2-forma simpléctica canónica es

Ωab = (dpµ)a ∧ (dqµ)b = 2(∇[apµ)(∇b]qµ). (1.1)

La dinámica clásica está determinada por la función Hamiltoniana en el espacio fase, H : Γ −→ R. El campo

vectorial Hamiltoniano en Γ es ha = Ωab∇bH y las curvas integrales de ha son las trayectorias de evolución; i.e.,

dado un estado (un punto) s en Γ , éste evoluciona a lo largo de la curva integral de ha que pasa por s. De manera

más precisa, dado un sistema coordenado y = (q1, · · ·, qn; p1, · · ·, pn) ∈ Γ , las curvas integrales Y (t) de ha (i.e., las

curvas cuyo vector tangente dya/dt es ha ∈ TΓ ) describen las trayectorias dinámicas en Γ y son el resultado de

resolver las ecuaciones ha = dya/dt, o bien

dya

dt
= Ωab

∂H

∂yb
, (1.2)

que no son otras que las ecuaciones de Hamilton. Claramente, cualquier y0 ∈ Γ se puede considerar como un

dato (o condición) inicial (a t = 0) adecuado para especificar completamente una solución Y (t) a las ecuaciones de

movimiento (1.2). Los teoremas de existencia y unicidad de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias establecen

aśı un isomorfismo I entre el espacio fase (de datos iniciales) Γ y el espacio de soluciones S a las ecuaciones de

Hamilton (1.2), I : Γ → S. De esta manera el espacio fase de la teoŕıa se puede considerar, ya sea como el espacio fase

canónico Γ , o bien como el espacio fase covariante S. Cabe señalar que la identificación se puede hacer considerando

un t = t diferente de cero como tiempo de referencia; el isomorfismo en tal caso lo denotamos por It : Γ → S. Aśı,

tenemos que en el espacio Γ la evolución de t = t1 a t = t2 está dada por τ(t1,t2) = I−1
t2 ◦ It1 : Γ → Γ , mientras que

en el espacio S dicha evolución viene determinada por T(t1,t2) = It1 ◦ I−1
t2 : S → S.

Una observable f es una función real f : Γ −→ R suave (de clase C∞). El conjunto de todas las observables, O,

cuenta con una estructura algebraica llamada paréntesis de Poisson,

{f, g} = Ωab∇af∇bg, (1.3)

6T∗q =
⋃
x T∗qx ∀x ∈ q, donde T∗qx = {V ∗| V ∈ Tqx, x ∈ q}, con V ∗ el vector cotangente (dual) asociado a V ∈ Tqx.

7El término simpléctico proviene de la palabra griega [13] συµπλέκειν, que significa entrelazar o entretejer (intertwine en inglés),

muy apropiado para la estructura de las ecuaciones de Hamilton donde q̇ se obtiene a partir de ∂pH y ṗ a partir de −∂qH. Hermann

Weyl introdujo dicho término en 1939 en [14].
8La cerradura significa que dΩ = ∇[cΩab] = 0, mientras que la no-degeneración [15] que ∀ xa 6= 0 ∃va| Ωabxavb 6= 0 donde xa, va ∈

TΓx.
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donde {·, ·} : Γ → Γ es un operador bilineal, antisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi, {{a, b}, c} +

{{b, c}, a}+ {{c, a}, b} = 0.

Decimos que un sistema es lineal si la función Hamiltoniana H es cuadrática,

H(t; y) =
1

2
Kµν(t)yµyν , (1.4)

de manera que las ecuaciones de movimiento (1.2) son lineales,

dyµ

dt
= ΩµρKρνy

ν (1.5)

El espacio de soluciones S y de datos iniciales Γ son entonces espacios vectoriales. Por lo tanto, podemos identificar

vectores ya del espacio tangente a Γ con puntos y de Γ , es decir, el espacio tangente a cualquier punto y ∈ Γ , TyΓ ,

se puede identificar con Γ misma (la identificación es independiente del punto que se elija). Esto permite definir la

estructura simpléctica Ω,

Ω(y1, y2) = Ωaby
a
1y
b
2, (1.6)

donde yi es el punto en Γ identificado con el vector yai . La estructura simpléctica es una función bilineal Ω :

Γ × Γ −→ R, antisimétrica y no degenerada. De (1.1) se sigue que

Ω(y1, y2) = p1µq
µ

2 − p2µq1
µ, (1.7)

donde se identifica a yi = (q µ
i , piµ) ∈ Γ , i = 1, 2, con el vector yai = q µ

i (∂/∂qµ)a + piµ(∂/∂pµ)a. El espacio fase de

un sistema dinámico lineal es aśı un espacio vectorial simpléctico (Γ,Ω), i.e. un espacio vectorial Γ equipado con

una estructura simpléctica Ω.

Dada cualquier y = (q µ, pµ) ∈ Γ fija, la función

Ω(y, ·) : Γ → R (1.8)

es una función lineal que, de acuerdo con (1.7), mapea el elemento y = (q µ, pµ) ∈ Γ a Ω(y, y) = pµq
µ− pµq µ ∈ R.

Las observables son sumas de productos de funciones Ω(y, ·), y por consiguiente {Ω(y, ·)} es el conjunto de las

observables básicas. El paréntesis de Poisson entre observables básicas está dado por

{Ω(y1, ·),Ω(y2, ·)} = −Ω(y1, y2). (1.9)

Dado el isomorfismo I : Γ → S, se define una estructura simpléctica natural en S; a saber: ΩS(Y1, Y2) =

Ω(I−1Y1, I
−1Y2), donde I−1Yi = yi ∈ Γ es el dato de Cauchy de la solución Yi. En el caso de sistemas dinámicos

lineales, no es dificil mostrar [16] que el llamado producto simpléctico

s(t) = ΩS(Y1, Y2), (1.10)

es conservado, es decir, ds/dt = 0. En adelante, y para simplificar notación, denotaremos a la estructura simpléctica

ΩS en S simplemente por Ω; ello no llevará confusión alguna con la estructura simpléctica en Γ , pues en general los
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argumentos en la estructura simpléctica, o el propio contexto, dejarán bien claro a cual de las estructuras simplécticas

se está haciendo referencia. En S el Paréntesis de Poisson entre las observables básicas {Ω(Y, ·)} está dado por

{Ω(Y1, ·),Ω(Y2, ·)} = −Ω(Y1, Y2) (1.11)

Es importante señalar que las transformaciones canónicas (como la evolución) son simplectomorfismos; es decir,

dada una transformación canónica M : Γ −→ Γ , Ω(My1,My2) = Ω(y1, y2) para todo y1, y2 ∈ Γ . Claramente ocurre

lo mismo en S.

1.1.2. Cuantización en un espacio de Hilbert

La cuantización en un espacio de Hilbert consiste esencialmente en (i) especificar un espacio de Hilbert H,

(ii) promover el conjunto de las observables básicas9 Ω(ξ, · ) a operadores Ω̂(ξ, · ) que satisfagan la condición de

cuantización de Dirac 10, i.e. las relaciones de conmutación canónicas (RCC)[
Ω̂(ξ1, · ), Ω̂(ξ2, · )

]
= −îIΩ(ξ1, ξ2), (1.12)

y (iii) representar a dichos operadores como operadores hermı́ticos en el Hilbert H. El valor de una observable Ô(
construida a partir de las observables básicas Ω̂(y, · )

)
en un estado cuántico Ψ ∈ H del sistema es el valor de

expectación de Ô en Ψ, i.e.
〈
Ô
〉

Ψ
. La evolución es dictada por la contraparte cuántica Ĥ de la Hamiltoniana clásica

H. Aśı, la transformación finita de evolución de t0 a t está dada por el operador unitario Û(t0, t) : H −→ H

que, sobre el espacio de Hilbert, genera Ĥ. Formalmente, Û(t0, t) = exp
(
−i
∫ t
t0
Ĥdt

)
. De manera equivalen-

te puede adoptarse el cuadro de Schrödinger
(

donde evolucionan los estados, Ψ(t) = ÛΨ(t0)
)

o el de Heisenberg(
donde evolucionan los operadores, Ô(t) = Û†Ô(t0)Û

)
.

En este apartado se delineará la cuantización de un sistema lineal de dimensionalidad finita; en particular, se

pondrá especial énfasis en la especificación del espacio de Hilbert de la teoŕıa cuántica. La construcción está basada

en la estructura vectorial simpléctica de S, aunque puede llevarse a cabo también, y de forma análoga, empleando

el espacio fase canónico11 Γ .

El primer paso en la construcción consiste en complejizar el espacio de soluciones reales y suaves, S; es de-

cir, considerar el espacio12 SC. Una vez hecha la complejización, se extiende la estructura simpléctica a SC (por

linealidad), y se considera el mapeo

〈·, ·〉 : SC × SC −→ C
9ξ denota a y ∈ Γ o a Y ∈ S, dependiendo de si la construcción se realiza a partir del espacio fase canónico o bien, del espacio fase

covariante respectivamente.
10En general, dadas las observables clásicas f y g, la condición de cuantización de Dirac establece que las contrapartes cuánticas f̂ y

ĝ deben satisfacer [f̂ , ĝ] = i{̂f, g}.
11Mientras que la construcción basada en S conduce a una representación de Fock, la construcción basada en Γ conduce a una

representación a la Schrödinger
12Dado un espacio vectorial V , su complejización VC puede expresarse como VC = V ⊕ iV [17].
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(v, w) 7−→ 〈v, w〉 = −iΩ(v, w), (1.13)

donde la barra denota conjugación compleja. Recordemos que una función ((·, ·)) : W ×W → C sobre un espacio

vectorial complejo W es un producto interno [18] si para toda x, y, z ∈W y para toda λ ∈ C,

((x, x)) ≥ 0 y ((x, x)) = 0 si y sólo si x = 0, (1.14)

((x, y + z)) = ((x, y)) + ((x, z)), (1.15)

((x, αy)) = α((x, y)), (1.16)

((x, y)) = ((y, x)). (1.17)

El mapeo (1.13) satisface claramente (1.15)-(1.17) pero no la condición de positividad (1.14) en todo SC; por

ejemplo, 〈v, v〉 es nulo para toda v en el sector real (o, análogamente, en el puramente imaginario) de SC. Conside-

rando la complejización SC = S ⊕ iS, se tiene que cualquier v ∈ SC se puede expresar como v = Re(v) + iIm(v),

donde Re(v) ∈ S y Im(v) ∈ S son respectivamente la parte real e imaginaria de v. Un cálculo directo muestra que13

〈v, v〉 = 2Ω (Re(v), Im(v)), de manera que existen v ∈ SC tales que 〈v, v〉 es positivo, negativo o nulo (ver Apéndice

A). Sea V +
C el conjunto de todos los v ∈ SC tales que 〈v, v〉 > 0. Denotemos a los elementos de V +

C por v+. De

acuerdo a la definición (1.13), es obvio que 〈v, v〉 = −〈v, v〉; aśı que el conjunto V −C ≡ V +
C es el conjunto de todos

los elementos v− = v+ en SC tales que 〈v−, v−〉 < 0.

Ahora bien, es importante notar que S+
C = V +

C ∪ {0} no es un espacio vectorial (ver Apéndice A). Sin embargo,

puede hallarse un subespacio H de SC tal que (i) el mapeo (1.13) es positivo definido en H, (ii) el subespacio H es

cerrado bajo (1.13) (y por consiguiente es un espacio de Hilbert), (iii) SC es la suma directa de H y su complejo

conjugado H, SC = H⊕H, y (iv) para cualesquiera v+ ∈ H y w− ∈ H ocurre que 〈v+, w−〉 = 0 (ver Apéndice A).

Una vez que H ha sido especificado, el espacio de Hilbert de la teoŕıa es el espacio de Fock simétrico asociado a H,

F(H). Es por esta razón que a H usualmente se le conoce como el espacio de Hilbert de una part́ıcula.

Un punto de gran relevancia es que H no es único. En efecto, hay una infinidad de posibles elecciones como

espacio de Hilbert de una part́ıcula (todos aquellos subespacios de S que satisfagan los cuatro puntos anteriores).

Los diferentes espacios de Hilbert de una part́ıcula están relacionados entre śı por transformaciones tipo Bogolyubov

(ver Apéndice A y sección 1.4.1): dados H y H′, sus bases {bj}nj=1 y {b′j}nj=1 están relacionadas por b′j = αjbj+βjbj ,

donde los coeficientes de Bogolyubov αj y βj satisfacen que |αj |2 − |βj |2 = 1, ∀j = 1, · · ·, n. De esta manera, la

base de H′ es una combinación de las bases de H y H (y viceversa, la base de H es una combinación de las bases

de H′ y H′). La no unicidad de H es una ambigüedad en la construcción de la teoŕıa cuántica que, sin embargo, no

representa ningún problema en el caso de sistemas con un número finito de grados de libertad, debido al teorema

de Stone-von Neumann. Antes de continuar con la construcción de la teoŕıa cuántica, es conveniente abundar sobre

la no unicidad del espacio de Hilbert de una part́ıcula.

13De la conservación del producto simpléctico en S se sigue que 〈v, v〉 es constante en t.
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1.1.2.1. Ambigüedad en la elección del espacio de Hilbert de una part́ıcula

Dada cualquier Y ∈ S, es facil ver
(

directamente de (A.7)
)

que Y = Y + +Y −, donde Y + ∈ H y Y − = Y + ∈ H.

Aśı, se tiene una relación lineal, uno a uno y sobre entre S y H. Sea J : SC → SC un mapeo lineal cuyos eigenespacios

sean H y H, con eigenvalores +i y −i, respectivamente; esto es, JY ± = ±iY ±. Evidentemente, J2 = −I. Puesto

que Y = Y + + Y −, entonces JY = iY + − iY − ∈ S y J2Y = −Y , i.e. la restricción de J a S es igualmente un

mapeo lineal J : S → S con J2 = −I. De Y = Y + + Y − y JY = iY + − iY − se sigue inmediatamente que

Y ± =
1

2
(Y ∓ iJY ) . (1.18)

El producto interno (1.13) en H puede escribirse entonces como

〈
Y +

1 , Y +
2

〉
= −iΩ

(
Y +

1 , Y +
2

)
= Ω

(
JY +

1 , Y +
2

)
. (1.19)

Dadas cualesquiera Y1, Y2 ∈ S se verifica que

Re
〈
Y +

1 , Y +
2

〉
=

1

2
Ω(JY1, Y2). (1.20)

Como Re
〈
Y +

1 , Y +
2

〉
= Re

〈
Y +

2 , Y +
1

〉
entonces J debe ser un simplectomorfismo. Claramente (1.20) satisface (1.14)-

(1.17), por lo que

µR(Y1, Y2) = Ω (JY1, Y2) (1.21)

es un producto interno real en S. Ahora se puede ver que el producto (1.19) en H no es más que la extensión de

(1.21) a SC,

µ
(
Y +

1 , Y +
2

)
= Ω

(
JY +

1 , Y +
2

)
. (1.22)

De esta manera, tenemos que dado un espacio de Hilbert H (i.e., dada una descomposición espećıfica de SC =

H ⊕H, o equivalentemente una separación espećıfica de las soluciones, Y = Y + + Y −) se tiene que éste define un

mapeo lineal J , cuyos espacios propios son H y H, con eigenvalores +i y −i, respectivamente. El mapeo J es un

simplectomorfismo con la propiedad de que J2 = −I. Además, la contracción de J con la estructura simpléctica,

Ω(J ·, ·), define un producto interno real (1.21) en el espacio de soluciones S, cuya extensión a SC es justamente el

producto interno en H. El mapeo lineal J restringido a S, J : S −→ S es igualmente un simplectomorfismo lineal,

con J2 = −I; esto es, el simplectomorfismo J es una estructura compleja. En resumen, se tiene que un espacio de

Hilbert H define una estructura compleja J . Lo importante y relevante en la construcción de la teoŕıa cuántica, es

que la afirmación inversa es también verdadera: dada una estructura compleja J en S, tal que J sea “Ω-compatible”(
i.e. que µR(·, ·) = Ω(J ·, ·) defina un producto interno sobre S

)
, el espacio H es el definido por el espacio de las

frecuencias positivas S+ = {Y +} dadas por (1.18), y donde el producto interno es la extensión (1.22) de µR(·, ·).

En otras palabras, dada una J que sea Ω-compatible, se tiene un H. Puesto que hay una infinidad de estructuras

complejas compatibles con Ω, entonces hay una infinidad de espacios de Hilbert de una part́ıcula, H (i.e. hay una

infinidad de posibles descomposiciones de las soluciones en frecuencias positivas y negativas). Ésta es la ambigüedad
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en la elección del espacio de Hilbert de una part́ıcula. Dadas dos estructuras complejas, digamos J y J ′, se tendrán

los espacios correspondientes H y H′, cuya relación es a través de una transformación tipo Bolyubov (ver Apéndice

A). Asociado a el conjunto de estructuras complejas {J} compatibles con Ω se tiene entonces la familia de espacios

de Hilbert de una part́ıcula {HJ} y, por consiguiente, de espacios de Fock,

FJ ≡ FS(HJ) =
∞⊕
k=0

(
k⊗

S HJ

)
. (1.23)

Se tiene aśı que a partir de una J se construye un espacio de Hilbert FJ para la teoŕıa, de tal manera que la estructura

compleja “parametriza”(codifica) la ambigüedad en la elección del espacio de Hilbert de la teoŕıa cuántica. A partir

de este momento, únicamente se considerarán J ’s Ω-compatibles, pues el objetivo es (a partir de S) construir el

espacio de Hilbert de estados cuánticos.

Los operadores Ω̂(Y, · ), que satisfacen las RCC (1.12), son los operadores fundamentales que se representan y

actúan en FJ . Los operadores de aniquilación y creación en FJ están dados por [19, 20] ÂJ
(
Y +
)

= Ω̂
(
JY +, ·

)
y ĈJ (Y +) = Ω̂ (JY +, · ). De esta manera, queda completamente especificada la teoŕıa cuántica de un sistema

dinámico con un número finito n de grados de libertad. El espacio de Hilbert junto con los correspondientes

operadores de creación y aniquilación,
(
FJ , ĈJ , ÂJ

)
, constituyen la teoŕıa cuántica del sistema (asociada a la

estructura compleja J). La representación asociada a J ,
(
FJ , ĈJ , ÂJ

)
, puede escribirse simplemente como

(
FJ , Ω̂J

)
,

pues Ω̂ (Y, · ) = iÂJ
(
Y +
)
− iĈJ (Y +)

(
véase por ejemplo [19, 20]

)
, y es en dicho sentido que a Ω̂ se le asocia una

estructura compleja, Ω̂J .

Aśı que la infinidad de representaciones está parametrizada por la familia de estructuras complejas Ω-compatibles,

por lo que la ambigüedad en el proceso de cuantización radica en la elección de J . Cabe entonces preguntarse si hay

alguna J predilecta. En otras palabras, diferentes estructuras complejas proveen diferentes representaciones, pero

¿son estas representaciones unitariamente equivalentes o no? ¿la ambigüedad en la elección del espacio de Hilbert

de una part́ıcula plantea un problema de unicidad en la representación de las RCC?

1.1.2.2. Unicidad de la representación de la teoŕıa cuántica

Dos representaciones, digamos (F1, Ω̂1) y (F2, Ω̂2), son representaciones equivalentes si ambas conllevan las mis-

mas predicciones f́ısicas. Resulta que en el caso de teoŕıas lineales con un número finito de grados de libertad (y

bajo ciertas condiciones de continuidad), la infinidad de representaciones son en realidad representaciones unitaria-

mente equivalentes. La unicidad en la representación de teoŕıas lineales con un número finito de grados de libertad

es enunciada en el teorema de Stone-von Neumann, que se presentará a continuación (después de algunos breves

comentarios y puntualizaciones).

Los operadores fundamentales Ω̂(Y, · ) son (en general) no acotados, de manera que para evitar complicaciones

con el dominio de definición es útil considerar la versión exponencial de éstos,

Ŵ (Y ) = ei Ω̂(Y,·), (1.24)
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donde Ŵ (Y ) son llamados operadores de Weyl. La hermiticidad de los operadores fundamentales Ω̂ y las RCC

(1.12) están capturadas en las relaciones de Weyl,

Ŵ †(Y ) = Ŵ (−Y ), Ŵ (Y1) Ŵ (Y2) = e
i
2 Ω(Y1,Y2) Ŵ (Y1 + Y2). (1.25)

Teorema 1.1.1.
(

Teorema de Stone-von Neumann [16, 18]
)

Sea (S,Ω) un espacio vectorial simpléctico de di-

mensión finita, y sean
(
F1, Ŵ1(Y )

)
y
(
F2, Ŵ2(Y )

)
dos representaciones unitarias, irreducibles14 y fuertemente

continuas15 de las relaciones de Weyl (1.25). Entonces
(
F1, Ŵ1(Y )

)
y
(
F2, Ŵ2(Y )

)
son unitariamente equivalen-

tes.

La construcción de la teoŕıa cuántica a partir de una estructura compleja J Ω-compatible, satisface las hipótesis

del teorema de Stone-von Neumann. Más aún, cualquier representación unitaria, fuertemente continua e irreducible

de las relaciones de Weyl tiene una estructura compleja asociada. Aśı, se tiene que dadas cualesquiera dos repre-

sentaciones
(
F1, Ŵ1(Y )

)
y
(
F2, Ŵ2(Y )

)
, construidas a partir de dos estructuras complejas compatibles con Ω, J1

y J2, éstas serán unitariamente equivalentes y, por consiguiente, f́ısicamente indistinguibles.

Es importante destacar que, en el teorema de Stone-von Neumann, la hipótesis de que S es de dimensión finita

es fundamental [16, 18]. Para sistemas con espacio fase de dimensión infinita (i.e., sistemas de campo) el teorema

de Stone-von Neumann no se satisface y debe enfrentarse el problema de un número infinito de representaciones no

unitariamente equivalentes. En teoŕıa de campos no hay un análogo al teorema de Stone-von Neumann que remueva

la ambigüedad.

1.2. Teoŕıa clásica de campos en fondos curvos

En esta sección se considera el caso de sistemas con un número infinito de grados de libertad, y se revisa la teoŕıa

de campos clásicos que se propagan en fondos curvos. En particular, la discusión se enfoca al sistema de campo más

simple: el campo escalar real de Klein-Gordon. En la siguiente sección se discute la cuantización de dicho sistema.

El campo de Klein-Gordon es un campo escalar real (masivo o no). La ecuación de campo de Klein-Gordon fue

propuesta como una ecuación de onda cuántica relativista por Schrödinger16 e, independientemente, por Gordon

y Klein, entre 1925 y 1927. La ecuación surge, esencialmente, de sustituir en la relación de dispersión relativista

E2 = p2 + m2 las identificaciones E → i∂/∂t y pk → −i∂/∂xk [21], donde t es la coordenada temporal y xk

son coordenadas espaciales. Aśı, se tiene que (en espacio de Minkowski) el campo de Klein-Gordon φ habrá de

obedecer la ecuación
(
−∂2

t + ∆−m2
)
φ = 0, donde ∆ denota el Laplaciano en las superficies de Cauchy Σ = R3

y m es la masa del campo φ. La generalización de esta ecuación a cualquier espacio-tiempo curvo globalmente

14
(
F, Ŵ (y)

)
es una representación irreducible de Weyl si @ un subespacio propio de F

(
salvo el {0}

)
invariante ante todos los

operadores de Weyl Ŵ (y).

15La continuidad fuerte se refiere a que ĺımY→0

∣∣∣∣∣∣Ŵ (Y )h− h
∣∣∣∣∣∣ = 0, ∀h ∈ F.

16Schrödinger arribó antes, en 1925, a (1.26), pero no la publicó debido a los problemas técnicos y conceptuales que representaba.
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hiperbólico se lleva a cabo notando que −∂2
t + ∆ se escribe en forma covariante como ∇a∇a, donde ∇a es el

operador derivada compatible con la métrica. Por tanto, en un fondo curvo (M, gab) globalmente hiperbólico, la

ecuación de Klein-Gordon es (
∇a∇a −m2

)
φ = 0, (1.26)

La ecuación (1.26) se puede derivar, mediante el principio variacional, de la acción

SKG =

∫
M

LKG
√
−g d4x, (1.27)

donde LKG es la densidad Lagrangiana para el campo escalar,

LKG = −1

2

√
−g
(
∇aφ∇aφ+m2φ2

)
. (1.28)

Como M es globalmente hiperbólica, ésta es foliable, i.e. M ≈ Σ× I, donde Σ es una hipersuperficie de Cauchy

e I ⊆ R. Considerando la descomposición (3 + 1)

ta = Nna +Na, (1.29)

donde ta es el flujo vectorial del tiempo que define (y es definido por) la función t : M → R (coordenada temporal)

via ta∇at = 1. Las superficies de Cauchy Σt de la foliación corresponden a valores constantes de la función t. La

ecuación (1.29) es una descomposición del vector ta en sus partes tangencial y normal a Σt. La proyección tangente

es el denominado vector de corrimiento Na, mientras que la proyección normal (respecto a la métrica gab) es Nna,

donde na es el vector unitario normal (en dirección al futuro) a Σ y N es la función de lapso. Bajo (1.29), la

densidad Lagrangiana (1.28) toma la forma

LKG = πϕ̇−HKG, (1.30)

donde

ϕ = φ|Σ0
, π =

√
hna∇aφ

∣∣
Σ0
, (1.31)

denotan la configuración y el momento del campo respectivamente, referidos a la superficie de Cauchy de referencia

Σ0 (a tiempo inicial -de referencia- t = t0), h es el determinante de la métrica hab inducida por gab en Σ0 y HKG

es la densidad Hamiltoniana del campo escalar,

HKG =
1

2

(
N√
h
π2 +

√
hNDaϕD

aϕ+
√
hNm2ϕ2 + 2πNaDaϕ

)
, (1.32)

con Da el operador derivada compatible con la métrica espacial hab.

La descripción del campo escalar se puede hacer en el espacio fase covariante o en el espacio fase canónico. En

el primer caso, se considera el espacio vectorial simpléctico (S,ΩS) de soluciones suaves S = {φ} a la ecuación de

Klein-Gordon (1.26), donde

ΩS(φ1, φ2) =

∫ √
h(φ2n

a∇aφ1 − φ1n
a∇aφ2), (1.33)
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mientras que la descripción de espacio fase canónico consiste en considerar el espacio vectorial simpléctico (Γ,ΩΓ)

de datos de Cauchy (datos iniciales) Γ = {ϕ, π} con

ΩΓ

(
(ϕ1, π1), (ϕ2, π2)

)
=

∫
(π1ϕ2 − π2ϕ1). (1.34)

Dada una superficie de Cauchy, digamos Σ0, hay una correspondencia uno-a-uno entre Γ y S, como explicita

(1.31). Las observables fundamentales son Ω(ξ, ·), donde ξ denota un elemento de Γ ó de S, según sea el caso

considerado. El paréntesis de Poisson en Γ y S está dado en completa analoǵıa con (1.9) y (1.11); es decir,

{Ω(ξ1, ·),Ω(ξ2, ·)} = −Ω(ξ1, ξ2). (1.35)

Para completar la descripción clásica del campo de Klein-Gordon (KG), cabe discutir con cierto detalle la

evolución temporal. Ésta, por supesto, está provista por el Hamiltoniano HKG =
∫
HKG

(
donde la densidad

Hamiltoniana está dada por (1.32)
)

. Las curvas integrales del campo Hamiltoniano Xa = Ω ab
Γ ∇bHKG son las

trayectorias dinámicas en Γ . De hecho, la relación uno-a-uno (1.31) establece un isomorfismo I0 : Γ → S, lo que

también permite determinar las trayectorias dinámicas en S. En muchas ocasiones es útil, sin embargo, especificar

la transformación simpléctica de evolución sin apelar expĺıcitamente al Hamiltoniano. En la siguiente subsección se

trata justamente la evolución sin considerar (de manera expĺıcita) al Hamiltoniano.

1.2.1. Evolución clásica

En el contexto de espacio-tiempos globalmente hiperbólicos, la evolución temporal consiste en considerar la

evolución de estados en el espacio de datos iniciales de Cauchy entre hipersuperficies de Cauchy a diferentes tiempos.

Dada la evolución de estados en Γ , se establece la evolución en S a través del isomorfismo entre estos dos espacios.

Si bien la hiperbolicidad global garantiza la existencia de una foliación del espacio-tiempo por hipersuperficies de

Cauchy tipo espacio, no restringe de modo alguno la manera en que dichas hipersuperficies estarán “encajadas” en

el espacio-tiempo, i.e. la manera en que Σ es inmersa en (M, gab). Formalmente, la clase de mapeos que “encajan”

Σ en M (y producen la foliación) son mapeos de clase C∞, Et : Σ→M , donde Et(Σ) es una superficie de Cauchy

para toda t y donde Et2(Σ) es la superficie de Cauchy “futura” de Et1(Σ), para t2 > t1. Mientras que los datos de

Cauchy, (ϕ, π) son funciones de Σ en R, el campo φ es una función real sobre M . Dado un encaje Et̄ (superficie de

Cauchy t̄ = cte) éste establece un isomorfismo IEt̄ : Γ −→ S según la relación

ϕ = φ ◦ Et̄, π =
(√

hna∇aφ
)
◦ Et̄. (1.36)

Sean Ei(Σ) y Ef (Σ) las hipersuperficies de Cauchy correspondientes a ti = cte y tf = cte, con ti < tf . La

evolución τ(i,f) : Γ → Γ entre las superficies de Cauchy Ei(Σ) y Ef (Σ) es el mapeo17

τ(i,f) = I−1
Ef
◦ IEi . (1.37)

17En completa analoǵıa con la descripción hecha en el apartado 1.1.1.
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In extenso, la evolución en Γ consiste en (i) considerar datos iniciales (ϕ, π)i respecto a Ei(Σ), (ii) hallar

la solución φ correspondiente a la ecuación de Klein-Gordon
(

i.e., hallar la φ con datos de Cauchy (ϕ, π)i a

ti

)
y (iii) determinar los datos de Cauchy (ϕ, π)f de φ a tf , mediante (1.36) con Et̄ = Ef . Aśı, se tiene que

τ(i,f)(ϕ, π)i = (ϕ, π)f .

El mapeo de evolución en el espacio fase covariante, T(i,f) : S → S es simplemente

T(i,f) = IEi ◦ τ(i,f) ◦ I−1
Ei
. (1.38)

Nótese que si φ̃ ∈ S denota la evolución de φ ∈ S, i.e. φ̃ = T(i,f)φ, dadas (1.38) y (1.37), se tiene que I−1
Ei
φ̃ = I−1

Ef
φ,

i.e. que el dato de Cauchy evolucionado a t = tf de la solución inicial φ es igual al dato de Cauchy inicial a t = ti

de la solución evolucionada φ̃, (
ϕf (φ), πf (φ)

)
=
(
ϕi(φ̃), πi(φ̃)

)
. (1.39)

Es importante notar que tanto T como τ son simplectomorfismos, i.e. ΩS(T ·, T ·) = ΩS(·, ·) y ΩΓ(τ ·, τ ·) = ΩΓ(·, ·).

1.3. Teoŕıa cuántica de campos en fondos curvos

Para llevar a cabo la cuantización del campo de Klein-Gordon en un espacio-tiempo curvo se considerará el

espacio vectorial simpléctico18 (S,ΩS), de dimensión infinita, y se procederá a construir el espacio de Hilbert de

la teoŕıa a través del formalismo desarrollado en la sección 1.1.2. El primer paso en la construcción consiste en

introducir una estructura compleja J : S → S compatible con la estructura simpléctica19 Ω, i.e. una J tal que

µR(φ1, φ2) = Ω(Jφ1, φ2) (1.40)

define un producto interno real en S
(

en completa analoǵıa con (1.21)
)

. La estructura compleja separa las soluciones

φ en frecuencias positivas y negativas, φ = φ+ + φ−
(

cf. (1.18)
)

, con

φ± =
1

2
(φ∓ iJφ) (1.41)

y donde claramente Jφ± = ±iφ±. La complejización de S es la suma directa de los espacios complejos de soluciones

de frecuencias positivas y negativas, S +
J = {φ+} y S −J = {φ−}, definidos por J . La extensión natural de (1.40) a

S +
J es

(
cf. (1.22)

)
µ
(
φ+

1 , φ
+
2

)
= Ω

(
Jφ+

1 , φ
+
2

)
. (1.42)

El espacio de Hilbert de una part́ıcula asociado a J , HJ , se obtiene al completar S +
J respecto a (1.42). El

espacio de Hilbert de la teoŕıa cuántica es el espacio de Fock simétrico (1.23), FJ ≡ Fsim(HJ), donde ahora HJ

18La construcción que se presenta a continuación partiendo de S lleva a una cuantización a la Fock. Si en lugar de partir del espacio

de soluciones, S, se considera el espacio fase canónico Γ , la cuantización lleva a la representación de Schrödinger. Los detalles sobre la

relación entre ambas representaciones, a la Fock y de Schrödinger, puede consultarse en [19].
19Para simplificar notación, en adelante se suprimirá el sub́ındice S de Ω.
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es de dimensión infinita, a diferencia de lo que ocurŕıa para sistemas con número finito de grados de libertad, n,

donde HJ es 2n-dimensional .

Las variables clásicas fundamentales Ω(φ, ·) se promueven a operadores Hermı́ticos Ω̂(φ, ·) que satisfagan las

RCC, (1.12), que provienen del álgebra de Poisson clásica sobre S, {Ω(φ1, ·), Ω(φ2, ·)} = −Ω (φ1, φ2), i.e.[
Ω̂(φ1, ·), Ω̂(φ2, ·)

]
= −iΩ (φ1, φ2) Î , ∀ φ1, φ2 ∈ S (1.43)

Además, para todo ζ ∈ HJ y ζ ∈ HJ , los operadores de aniquilación y creación en FJ están dados por [19, 20]

ÂJ(ζ) = Ω̂(Jζ, · ), ĈJ(ζ) = Ω̂(Jζ, · ) (1.44)

Puesto que existe una infinidad de diferentes estructuras complejas compatibles con Ω, se tiene entonces que

(al igual que para sistemas finitos) hay una infinidad de representaciones
(
FJ , Ω̂J(φ, ·)

)
de las RCC. Sin embargo,

y a diferencia de lo que ocurre con el caso de dimensionalidad finita, el número infinito de grados de libertad

impide aplicar el teorema de Stone-von Neumann y, consecuentemente, se tiene que lidiar con una infinitud de

representaciones y, en particular, con una infinidad de éstas no unitariamente equivalentes.

De todas las posibles infinitas representaciones
(
FJ , Ω̂J(φ, ·)

)
, la pregunta pertinente es, ¿cuál de todas ellas (i.e.

qué estructura compleja) es la f́ısicamente viable?, ¿qué criterios f́ısicos adicionales habrá que considerar para que, al

imponerlos, se seleccione una representación (estructura compleja) f́ısicamente predilecta? Vale la pena recordar que

en los libros de teoŕıa cuántica de campos estándar, donde el fondo es el espacio de Minkowski, dicha ambigüedad

nunca aparenta presentarse, y la construcción de la teoŕıa es directa. Sin embargo, hay que reparar que en tal caso

se impone la invariancia ante el grupo de Poincaré (propia del espacio-tiempo de Minkowski), lo que selecciona en

realidad una estructura compleja20. No obstante, las simetŕıas, cuando se trata de espacio-tiempos más generales o

sistemas manifiestamente no estacionarios, no son suficientes para seleccionar una estructura compleja predilecta,

y por ende, deben buscarse criterios adicionales a las simetŕıas del fondo para seleccionar una estructura compleja

f́ısicamente predilecta.

Una opción es reconocer que tanto en la mecánica cuántica como en la teoŕıa cuántica de campos estándar,

la unitariedad del operador de evolución juega un papel central, garantizando la conservación de la probabilidad.

De esta manera, con miras a restringir el conjunto de posibles estructuras complejas y, en el mejor de los casos,

seleccionar (módulo equivalencia unitaria) una sóla, un criterio sensato adicional seŕıa imponer, además de las

simetŕıas, el criterio de evolución unitaria21. Es decir, se pedirá que J (además de ser compatible con Ω e invariante

ante las simetŕıas) sea tal que implemente unitariamente la transformación simpléctica de evolución en la teoŕıa

cuántica (i.e. en FJ). Es importante destacar que los criterios juntos de simetŕıa e implementabilidad unitaria de la

dinámica no necesariamente seleccionarán una única clase de equivalencia en forma genérica, aunque para muchos

sistemas śı lo harán. En los casos en los que se pueda encontrar dicha clase de equivalencia, estos criterios fijan una

cuantización predilecta y el proceso de cuantización (libre de ambigüedades) termina ah́ı; de lo contrario, deben

20Notablemente, sólo hay una, módulo equivalencia unitaria, estructura compleja invariante de Poincaré.
21En general, suele haber una infinidad de representaciones en las cuales la contraparte cuántica de la evolución es no unitaria.
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encontrarse criterios adicionales para seleccionar una clase de equivalencia. En tanto que el criterio de unitariedad

consiste en la implementación unitaria de la transformación simpléctica de evolución, es conveniente entonces

precisar cuándo una transformación simpléctica es implementada en forma unitaria.

1.4. Implementabilidad unitaria de transformaciones simplécticas

Para un adecuado entendimiento de la implementabilidad cuántica unitaria de transformaciones simplécticas, es

necesario discutir primero transformaciones de Bogolyubov. Estas transformaciones no sólo permitirán introducir

matemáticamente el concepto de implementabilidad de transformaciones simplécticas, sino que además (y funda-

mentalmente) permiten indagar sobre la relación entre las diferentes representaciones de las RCC, producto de la

ambigüedad inherente en el proceso de cuantización del sistema.

1.4.1. Transformaciones de Bogolyubov

Dadas dos representaciones de Fock (F1, Ω̂1) y (F2, Ω̂2), surgidas de dos estructuras complejas sobre S, J1 y

J2, ¿qué condiciones son necesarias y suficientes para garantizar la equivalencia unitaria entre dichas representa-

ciones? El problema radica en caracterizar la equivalencia o no de las distintas representaciones a través de las

correspondientes estructuras complejas, lo que equivale a una caracterización mediante el producto interior real

(1.21).

Sean µ1 y µ2 dos productos en S asociados, respectivamente, a las estructuras complejas J1 y J2 (ambas

compatibles con Ω). Se dice que µ1 y µ2 definen normas equivalentes en S si para toda φ ∈ S existen constantes

positivas A,B tales que [16]:

Aµ1(φ, φ) ≤ µ2(φ, φ) ≤ Bµ1(φ, φ). (1.45)

En el caso de que (1.45) no se satisfaga (i.e. que µ1 y µ2 no definan normas equivalentes), entonces es posible

mostrar que la relación entre F1 y F2 no puede ser unitaria, i.e. (1.45) es una condición necesaria para la equivalencia

unitaria entre las representaciones. Si por el contrario, los productos µ1 y µ2 satisfacen (1.45), toda sucesión será de

Cauchy en µ1 si y sólo si lo es en µ2 [16]. Por tanto, los espacios de Hilbert de una part́ıcula H1 y H2 serán

subespacios del mismo espacio SC,µ (donde SC,µ es SC completado respecto a la extensión de µ1 o µ2, de manera

indistinta).

Dado que (1.45) es una condición necesaria para la equivalencia unitaria entre representaciones, falta establecer

las condiciones suficientes para determinar cuando hay equivalencia unitaria. Supóngase que la condición necesaria

(1.45) se satisface y, por tanto, que H1 y H2 son subespacios de SC,µ. Considérense las proyecciones ortogonales

respecto al producto interior de Hi, 〈·, ·〉Hi
, Ki : SC,µ → Hi y Ki : SC,µ → Hi, con i = 1, 2, y sean αij := Kj�Hi

y

βij := Kj�Hi
. Se puede demostrar (ver Apéndice B) que dichos mapeos satisfacen las propiedades

α2†
1 α

2
1 − β

2†
1 β

2
1 = I , α2†

1 β
2

1 = β2†
1 α

2
1,
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α2†
1 = α1

2 , α1†
2 α

1
2 − β

1†
2 β

1
2 = I,

α1†
2 β

1

2 = β1†
2 α

1
2 , β

2†
1 = −β1

2 . (1.46)

Los mapeos {αij , βij | i, j = 1, 2 ; i 6= j} con las propiedades (1.46) conforman lo que se llama en la literatura

transformación de Bogolyubov . Aśı, el siguiente teorema, finalmente, establece las condiciones necesarias y suficientes

para que dos representaciones sean unitariamente equivalentes22.

Teorema 1.4.1. Dos teoŕıas cuánticas definidas por las estructuras complejas J1 y J2 son unitariamente equivalen-

tes si (a) los productos µ1 y µ2 asociados a J1 y J2 satisfacen (1.45) y (b) el mapeo antilineal β1
2

(
equivalentemente

β2
1

)
cumple Tr

(
β1†

2 β
1
2

)
<∞

(
equivalentemente Tr

(
β2†

1 β
2
1

)
<∞

)
.

1.4.2. Transformaciones simplécticas y su implementación unitaria

El teorema 1.4.1 permite establecer cuándo una transformación simpléctica es unitariamente implementable,

i.e. cuando un simplectomorfismo (transformación canónica) tiene como contraparte cuántica un operador unita-

rio. Obsérvese que dada una J y una transformación simpléctica g, esta última induce una estructura compleja

J
′

= gJg−1. Se dice que la transformación simpléctica g será unitariamente implementable si J y J
′

dan lugar

a representaciones de las RCC unitariamente equivalentes
(

i.e. si la parte antilineal β de la transformación de

Bogolyubov es Hilbert-Schmidt, Tr
(
β†β

)
<∞, respecto a H o H′ indistintamente

)
.

Para explicitar la implementabilidad unitaria de una transformación simpléctica, considérese que el campo

escalar se propaga en un fondo cuyas hipersuperficies de Cauchy son compactas, de tal manera que se puede llevar

a cabo una descomposición del campo en series de Fourier. Considérense dos estructuras complejas distintas Jj ,

j = 1, 2; éstas provéen dos descomposiciones diferentes del campo en frecuencias positivas y negativas,

φ(x) =
∑
n

a (j)
n f (j)+

n (x) + a
(j)
n f (j)−

n (x), (1.47)

donde las bases
{
f

(j)+
n (x), f

(j)−
n (x)

}
son ortonormales respecto a los correspondientes productos Ω

(
Jj [ · ], ·

)
,

Jjf
(j)± = ±if (j)±, y los modos de frecuencia negativa son la conjugación compleja de los de frecuencia positiva,

f
(j)−
n = f

(j)+
n . Los espacios de Hilbert de una part́ıcula correspondientes a las diferentes descomposiciones se

obtienen completando S +
Jj

, que es el espacio generado por
{
f

(j)+
n

}
, respecto µj(·, ·) = Ω

(
Jj [ · ], ·

)
. Aśı, se tienen

los espacios de Hilbert H1 y H2 distintos, construidos a partir de las estructuras complejas J1 y J2 .

Supóngase que los productos internos µj satisfacen la condición (1.45), de manera que H1, H2, H1 y H2 son

subespacios de SC,µ y, por consiguiente, todo ξ2 ∈ H2 puede expresarse como la suma de elementos de H1 y H1,

ξ2 = χ1 + ζ1, χ1 ∈ H1 y ζ1 ∈ H1. En particular, considérese que para todo k, el k-ésimo elemento de la base de H2,

bajo K1, es proyectado a lo largo del k-ésimo elemento de la base de H1, y que bajo K1, es proyectado a lo largo

del k-ésimo elemento de la base de H1, es decir, K1f
(2)+
k =

(
α 2

1

)
k
f

(1)+
k y K1f

(2)+
k =

(
β

2

1

)
k
f

(1)−
k . Puesto que

22Para la prueba de este teorema, ver, por ejemplo, [16].
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K1 +K1 = I, entonces se sigue que

f
(2)+
k =

(
α 2

1

)
k
f

(1)+
k +

(
β

2

1

)
k
f

(1)−
k . (1.48)

No es dif́ıcil comprobar que se satisfacen las relaciones (1.46) en términos de coeficientes, en particular
∣∣(α 2

1

)
k

∣∣2−∣∣(β 2
1

)
k

∣∣2 = 1, ∀k. Aśı, (1.48) es una transformación de Bogolyubov y los coeficientes
{

(α 2
1 )k, (β

2
1 )k

}
son los

denominados coeficientes de Bogolyubov de la transformación. De (1.48) se sigue que los coeficientes de la expansión

(i.e., las variables tipo aniquilación y creación asociadas a las diferentes estructuras complejas) estarán relacionados

por la transformación (también llamada de Bogolyubov):

a
(1)
k =

(
α 2

1

)
k
a

(2)
k +

(
β 2

1

)
k
a

(2)
k . (1.49)

Nótese que la variable tipo aniquilación de la representación 1, a
(1)
k , es una combinación de las variables tipo

aniquilación y creación de la representación 2, a
(2)
k y a

(2)
k , de tal manera que en la teoŕıa cuántica habrá una mezcla

de operadores de creación y aniquilación al pasar de una representación a la otra y, evidentemente, los vaćıos |0〉1
y |0〉2 no coincidirán. Además de la condición (1.45), se requiere la condición de la traza sobre la parte antilineal

de la transformación de Bogolyubov (1.49) -Teorema 1.4.1- para garantizar que las representaciones surgidas de las

estructuras complejas Jj sean unitariamente equivalentes. Un cálculo directo muestra que

Tr
(
β†β

)
=
∑
k

〈(
β 2

1

)
k
f

(1)+
k ,

(
β 2

1

)
k
f

(1)+
k

〉
H1

=
∑
k

∣∣(β 2
1

)
k

∣∣2 . (1.50)

Por tanto, la condición de equivalencia unitaria es

Tr
(
β†β

)
=
∑
k

∣∣(β 2
1

)
k

∣∣2 <∞, (1.51)

es decir, que los coeficientes de la parte antilineal de la transformación de Bogolyubov, (β 2
1 )k, deben ser de cuadrado

sumable. Nótese que

J1f
(2)+
k = i(α 2

1 )kf
(1)+
k − i(β 2

1 )kf
(1)−

k , J2f
(2)+
k = i(α 2

1 )kf
(1)+
k + i(β

2

1 )kf
(1)−

k ,

de tal manera que

(J2 − J1)f
(2)+
k = 2i(β̄ 2

1 )kf
(1)−

k .

Aśı, la condición de equivalencia unitaria se traduce en pedir que J := (J2 − J1) sea Hilbert-Schmidt, pues

Tr
(
J †J

)
=
∑
k

〈
J f (2)+

k ,J f (2)+
k

〉
H2

= 4
∑
k

|βk|2 <∞.

De esta manera, se tiene que si J1 y J2 dan lugar a representaciones unitariamente equivalentes
(

i.e. si J :=

(J2 − J1) es Hilbert-Schmidt
)

, entonces se dirá que J1 y J2 son equivalentes.

En el apartado 1.2.1 se discutieron las transformaciones simplécticas de evolución tanto en Γ , τi,f = I−1
Ef
◦ IEi(

cf. relación (1.37)
)

, como en S, T(i,f) = IEi ◦ τ(i,f) ◦ I−1
Ei

(
cf. relación (1.38)

)
. El conjunto de las transformacio-

nes canónicas {Tt} y {τt} conforman, cada uno, un grupo uniparamétrico de simplectomorfismos. En el caso del
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espacio fase S, el grupo de transformaciones simplécticas de evolución temporal, {Tt}, será denotado por Tt(S). Es

importante enfatizar que mientras para teoŕıas lineales en espacio fase finito, la evolución siempre es unitariamente

implementable, en el caso de campos, y de manera concreta en el caso de campo escalar, el grupo Tt(S) no siempre

es implementado unitariamente; es decir, asociado a Tt no siempre hay un operador unitario en el espacio de Fock

de estados cuánticos. Dada una representación construida a partir de una cierta J , la evolución temporal será unita-

riamente implementable (en esa representación) si y sólo si las estructuras complejas J y la inducida por evolución,

JT := TJT−1, son estructuras complejas equivalentes ∀T ∈ Tt(S), es decir si (J − JT ) es Hilbert-Schmidt
(

para

toda T ∈ Tt(S)
)

en el espacio de Hilbert de una part́ıcula HJ asociado a J
(

o, en otras palabras, si J y JT generan

representaciones de Fock unitariamente equivalentes para todo T ∈ Tt(S)
)

.



Caṕıtulo 2

El Modelo: Cosmoloǵıa Inhomogénea

Tipo Gowdy T3 Acoplada a Materia

Escalar no Masiva

For me, it is far better to grasp the Universe as it really is than to persist

in delusion, however satisfying and reassuring. C. Sagan

Una estrategia socorrida en el estudio de la cuantización del campo gravitacional, consiste en cuantizar modelos

de simetŕıa reducida en relatividad general. Dependiendo de las simetŕıas impuestas, se puede obtener un mini-

superespacio, que es un modelo reducido en gravitación que posee un número finito de grados de libertad, o un

midisuperespacio, que preserva un número infinito de grados de libertad y, por tanto, continúa siendo una teoŕıa de

campo. Los mini/midisuperespacios son modelos que históricamente han servido como gúıa para superar diferentes

dificultades conceptuales y técnicas, su utilidad se debe, en gran medida, a que en muchos casos son anaĺıticamente

solubles y capturan parte de los problemas que en la cuantización del campo gravitacional deben abordarse. En

1967, De Witt [22] fue quizá el primero en estudiar la cuantización sistemática de un modelo de simetŕıa reducida

en gravedad, al considerar un espacio tiempo homogéneo e isótropo con materia. El modelo, por su alta simetŕıa,

era un minisuperespacio y por consiguiente el problema quedó reducido a uno de mecánica cuántica ordinaria,

completamente resoluble. En 1969 Misner [23] profundizó en el modelo estudiado por De Witt, incorporando más

elementos al análisis (e.g., anisotroṕıas). Fue aśı como nació, a finales de la década de los sesenta, el campo de la

cosmoloǵıa cuántica.

Los minisuperespacios, profusamente investigados desde hace más de cuarenta años, son sin embargo poco útiles

23
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para abordar problemas relacionados con el número infinito de grados de libertad que el campo gravitacional

conlleva. Para lidiar con problemas referentes al campo, se acude entonces a los midisuperespacios, que proveen

una versión ciertamente simplificada pero que captura parte de la problemática que los infinitos grados de libertad

implica. El estudio sistemático de la cuantización de midisuperespacios comenzó en los setenta, esencialmente con

el trabajo de Kuchař en espacio-tiempos con simetŕıa ciĺındrica [24].

En términos muy generales, la reducción por simetŕıas de una teoŕıa clásica de campos consta de los siguientes

pasos: (i) Se especifica la acción del grupo con respecto al cual los campos deben ser invariantes; (ii) se construye

el campo mas general que admite la acción de dicho grupo como simetŕıa, el denominado campo invariante, que

involucra funciones arbitrarias de una o mas variables (campos reducidos); y (iii) se evalúan las ecuaciones de campo

en los campos invariantes, obteniendo las ecuaciones diferenciales (o tal vez algebraicas) para los campos reducidos.

Estas son las ecuaciones de campo reducidas para el mini- o midisuperespacio.

El modelo que se estudia en este trabajo es un modelo cosmológico tipo Gowdy T 3, acoplado con materia escalar

no masiva. Este modelo es un modelo cosmológico inhomogéneo, con materia y que posee, como se verá mas adelante,

dos grados locales de libertad cuya cuantización es posible llevar a cabo a través de las técnicas de la teoŕıa cuántica

de campos en fondos curvos. Debido a los grados locales de libertad, el modelo corresponde a un midisuperespacio.

En este caṕıtulo se presentará la teoŕıa clásica del modelo, dejando el problema de la cuantización para el caṕıtulo

3. Antes de comenzar la presentación, se hará un breve repaso de la cosmoloǵıa estándar, homogénea e isotrópica,

de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW).

Modelos FLRW

La cosmoloǵıa estándar moderna está fundamentada en relatividad general y en el Principio Cosmológico. De

esta manera, un modelo cosmológico23 está dado por una variedad diferencial M , dotada con una métrica con

signatura Lorentziana g, que presenta una singularidad inicial y que a gran escala simula un universo esencialmente

homogéneo e isótropo. Una vez impuestas la simetŕıas (por ejemplo, homogeneidad e isotroṕıa perfectas), se necesita

especificar el contenido de materia-enerǵıa que sea compatible con ellas (i.e., especificar el tensor de enerǵıa-momento

Tab) para entonces determinar la dinámica v́ıa las ecuaciones de campo de Einstein24

Rab −
1

2
Rgab = Tab, (2.1)

que rigen la interacción materia/enerǵıa-geometŕıa y su dinámica (las ecuaciones (2.1) están en unidades geométri-

cas, c = 1 y 8πG = 1). El tensor de Einstein, Gab = Rab− 1
2Rgab, tiene divergencia cero (en virtud de las identidades

de Bianchi para el tensor de Riemann [25]), lo que implica las ecuaciones de conservación T ab;b = 0. Dentro de la

23Una manera de clasificar los espacio-tiempos, y en particular modelos cosmológicos, es a través de sus propiedades de simetŕıa (ver

Apéndice C).
24Cabe aclarar que una “mala” especificación de Tab -incompatibilidad con la geometŕıa- en realidad se determina, en forma definitiva,

si las ecuaciones de Einstein no tienen solución.
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materia más simple que se puede tener, se encuentran el polvo, el fluido perfecto y el campo escalar, cuyos tensores

de enerǵıa-momento son, respectivamente,

T
(P)
ab = ρuaub, (2.2)

T
(FP)

ab = (ρ+ p)uaub + pgab, (2.3)

T
(CE)

ab = ∇aφ∇bφ−
1

2
gab(∇cφ∇cφ−m2φ2), (2.4)

donde ρ denota la densidad de enerǵıa (del polvo o fluido perfecto), p la presión del polvo, ua la cuadrivelocidad

(del polvo o fluido perfecto), y φ al campo escalar real de masa m.

Como se mencionó anteriormente, la cosmoloǵıa moderna adopta de manera ad hoc el denominado Princi-

pio Cosmológico, o Copernicaniano, que establece que, a gran escala, el Universo es esencialmente homogéneo e

isotrópico, i.e. que no existen posiciones ni direcciones privilegiadas en el Universo. Por “gran escala” se entiende

la observación del Universo como el promedio de regiones que abarcan cerca de 109 años luz (∼ 100 MPc). El

Principio Cosmológico es una propiedad del Universo que esta en buen acuerdo [26, 27] con las observaciones de la

distribución de materia a gran escala del Universo, aśı como con la naturaleza de la radiación cósmica de fondo de

microondas25 (CMB o CMBR por sus siglas en inglés).

Aśı, una primera aproximación para describir al Universo es mediante modelos cosmológicos perfectamente ho-

mogéneos e isotrópicos, los cuales, en principio, no contemplan aspectos relacionados con la formación de estructura

proveniente de inhomogeneidades primordiales. Sin embargo, las soluciones exactas perfectamente homogéneas e

isotrópicas de las ecuaciones de campo (2.1) resultan ser una muy buena aproximación del Universo a gran escala.

El estudio moderno y sistemático de la cosmoloǵıa inició con el modelo propuesto por Einstein y de Sitter en

1917, de un universo estático [29, 30]. El concepto de un universo en expansión fue introducido por Friedmann y

Lemâıtre [31, 32, 33] en los 20’s, y ganó credibilidad en los 30’s con las observaciones de Hubble [34] y la demostración

de Eddington de la inestabilidad del modelo estático de Einstein [33].

De la familia de soluciones exactas a las ecuaciones de campo26, aquella que está de acuerdo con la expansión

de Hubble y con el Principio Cosmológico es el modelo de FLRW. La métrica de dicho modelo, en tiempo conforme

η, (ver Apéndice C) viene dada por la ecuación (C.2),

ds2 = a2(η)

{
−dη2 +

1

1− kr2
dr2 + r2dΩ2

}
. (2.5)

donde a(η) es el factor de escala (en tiempo conforme η). Esta es la métrica mas general para espacio-tiempos

homogéneos é isotópicos, donde el espacio puede ser, o bien, hiperbólico (H3, k = −1), o bien plano (R3, k = 0), o

bien esférico (S3, k = 1). Es importante destacar que el valor de k no puede ser predicho por los modelos, sino que

este es determinado por las observaciones27. Las ecuaciones de campo independientes para fluido perfecto son las

25Esta radiación es la “fotograf́ıa” del Universo temprano en la era de la recombinación, donde parece esencialmente homogéneo e

isotrópico, con desviaciones del orden de una parte en 105. Fue descubierta por Penzias y Wilson [28] accidentalmente en 1965.
26Para fluido perfecto, considerando ecuaciones de estado para radiación y materia.
27Actualmente, el primer pico acústico en las observaciones del CMB apuntan a un Universo plano; i.e. k = 0 [1, 35].
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siguientes

a′2 + ka2 =
1

3
ρa4 , 2aa′′ − a′2 + ka2 = −pa4 , (2.6)

donde la prima denota derivada respecto a η. La segunda ecuación se puede reescribir de una manera mas sucinta si

se elimina la primera derivada usando la primera ecuación, obteniendo aśı las denominadas ecuaciones de Friedmann,

a′2 + ka2 =
1

3
ρa4 a′′ + ka =

1

6
(ρ− 3p)a3, (2.7)

Este sistema de ecuaciones está indeterminado, y es necesario introducir una ecuación de estado: p = ωρ, que

permite resolver al sistema, y por tanto, determinar la dinámica del espacio-tiempo (dinámica del factor de escala),

y de la materia-enerǵıa (dinámica de ρ). En particular, un universo dominado por materia corresponde a ω = 0,

mientras que un universo dominado por radiación viene dado por ω = 1/3. Para este último caso, por ejemplo, las

ecuaciones (2.7) se simplifican a la única ecuación

a′′ + ka = 0, (2.8)

la cual puede ser fácilmente integrada
(

imponiendo que a(η = 0) = 0 - big-bang -
)

a(η) = am


sinh η, k = −1;

η, k = 0;

senη, k = 1.

∴ t = am


(cosh η − 1), k = −1;

η2/2, k = 0;

(1− cos η), k = 1.

(2.9)

donde am es una constante de integración y t es el tiempo cosmológico. Nótese que los universos abierto y plano

(k = −1, 0) se expanden por siempre, mientras que un universo cerrado (k = +1) se expande y después entra en

una fase de contracción hasta una gran implosión (big-crunch).

Ciertamente, el Universo posee materia-enerǵıa adicional a la radiación. A grandes rasgos, el universo estuvo

inicialmente dominado por radiación, posteriormente por materia, y en la actualidad aparentemente por la deno-

minada enerǵıa oscura. La descripción mas aceptada (aunque no por todos compartida) que se tiene actualmente

del Universo, es provista por el modelo ΛCDM (Lambda Cold Dark Matter), que especifica que hoy en d́ıa nuestro

Universo consta de aproximadamente un 4 % de materia bariónica, un 26 % de materia fŕıa oscura y de un 70 %

de enerǵıa oscura (asociada a una constante cosmológica28). Adicionalmente, que de las tres posibles geometŕıas

permitidas en el modelo FLRW, la que parece adecuarse mejor a las mediciones del primer pico acústico de la CMB

[1, 35] es la plana (k = 0), y que el Universo parece estar en una fase de expansión acelerada [36].

No obstante el éxito de los modelos FLRW, es claro que el Universo no es perfectamente homogéneo e isotrópico

(hay galaxias, cúmulos de galaxias, grandes vaćıos, etc.). Dichos modelos son exitosos para una descripción a gran

escala, pero insuficientes para una descripción mas detallada que permita dar cuenta de la formación de estructura.

Para abordar el problema de las inhomogeneidades, usualmente se añaden perturbaciones al modelo FLRW.

28La cual se incorpora a la teoŕıa considerando la contribución adicional ρΛ = Λ a la densidad del Universo.
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Para estudiar la formación de estructura, usualmente se incorporan pequeñas inhomogeneidades a la distribu-

ción de materia, las cuales inducen perturbaciones (inhomogeneidades geométricas) en la métrica en virtud de las

ecuaciones de Einstein, (2.1). Aunque el espiritu de este trabajo se aleja de un tratamiento perturbativo, se incluye,

por completez, un breve esbozo del tratamiento estándar de perturbaciones en cosmologia estandar. Debido a la

libertad que se tiene en relatividad general para escoger el sistema coordenado, es importante poder distinguir

entre perturbaciones f́ısicas y perturbaciones ficticias inducidas por cambios coordenados, i.e. es necesario encontrar

variables que sean invariantes ante dicha elección. Aśı, se vuelve indispensable clasificar el tipo de perturbaciones

que la métrica puede sufrir. La métrica de FLRW con perturbaciones pequeñas es

ds2 =
[

(0)gab + δgab(x
ν)
]
dxadxb, (2.10)

donde δgab <<
∣∣(0)gab

∣∣ y (0)gab es la métrica de FLRW (2.5). Las perturbaciones métricas pueden clasificarse en

tres tipos [2]: escalares, vectoriales y tensoriales.

Las perturbaciones escalares son inducidas por inhomogeneidades en la densidad de enerǵıa, y son las más

importantes en la formación de estructura. Las perturbaciones vectoriales tienen que ver con los movimientos

rotacionales del fluido, mientras que las perturbaciones tensoriales describen ondas gravitacionales, que son grados

de libertad del campo gravitacional mismo. Escribiendo la métrica para los distintos tipos de perturbaciones, se

pueden obtener sus leyes de transformación bajo un cambio de coordenadas xa → x̃a = xa + ξa. Se pueden

construir combinaciones lineales (simples) de funciones (escalares, vectoriales o tensoriales) que resulten invariantes

ante cambios de coordenadas, las cuales permiten distinguir entre perturbaciones métricas ficticias y aquellas que

son f́ısicas.

Para derivar las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de las perturbaciones, se linealizan las ecuaciones de

Einstein (2.1) entorno al FLRW. El tensor de Einstein se puede escribir entonces como Gab = (0)Gab + δGab + · · ·,

donde (0)Gab es el tensor de Einstein en el FLRW, y δGab son los términos lineales en las inhomogeneidades

métricas. El tensor de enerǵıa-momento se puede separar de una manera similar, Tab = (0)Tab + δTab, de modo que

las ecuaciones linealizadas para las perturbaciones, por (2.1), seŕıan δGab = δTab (en unidades geométricas). Es

importante destacar que ni δGab ni δTab son necesariamente invariantes ante transformaciones de coordenadas, no

obstante, se pueden construir versiones invariantes δG
b

a y δT
b

a [2]. Aśı, las ecuaciones de Einstein linealizadas para

las perturbaciones se pueden escribir de forma invariante como

δG
b

a = δT
b

a . (2.11)

La finalidad aqúı no es hacer un estudio exhaustivo de las perturbaciones en cosmoloǵıa estándar, sino mostrar

de una manera breve cómo se introducen dichas inhomogeneidades en fondo homogéneo e isotrópico. Para un

estudio detallado puede verse, por ejemplo, [2]. Históricamente, la conveniencia del estudio de modelos cosmológicos

inhomogéneos para un mejor entendimiento del Universo fue señalada, desde la década de los 30’s, por Tolman [3].

Desde entonces, las cosmoloǵıas inhomogéneas han sido ampliamente estudiadas por su importancia y constituyen un



28 El Modelo: Cosmoloǵıa Inhomogénea Tipo Gowdy T3 Acoplada a Materia Escalar no Masiva

campo de investigación actualmente. En este caṕıtulo se presenta, justamente, un modelo cosmológico inhomogéneo,

no vaćıo, con dos grados locales de libertad (uno geométrico y uno material). En concreto, el modelo consiste en

considerar primero el modelo de Gowdy T3 polarizado, que es el modelo cosmológico inhomogéneo más simple que

hay en vaćıo, para posteriormente incorporar inhomogeneidades materiales a dicho modelo, acoplándolo con materia

escalar. Como se verá en la parte final de este caṕıtulo, las inhomogeneidades (geométricas y materiales) de nuestro

modelo pueden reinterpretarse como inhomogeneidades propagándose en un fondo tipo FLRW espećıfico.

2.1. Modelo cosmológico de Gowdy T3 polarizado

El modelo cosmológico de Gowdy T3 es un espacio-tiempo que posee un grupo de isometŕıas G2 actuando de

manera diagonal sobre el grupo de órbitas (ver Apéndice C), i.e. se satisface la condición de polarización lineal29

(de ah́ı el nombre del modelo), por lo que existe un sistema coordenado natural en el que la métrica puede ser

escrita de manera diagonal [33].

Si los parámetros del grupo de isometŕıas son espaciales, las órbitas serán hipersuperficies tipo espacio y por lo

tanto definen una métrica positiva definida sobre ellas. Una hipersuperficie bidimensional que posea un grupo de

isometŕıas de dos parámetros debe ser un espacio de curvatura constante [37]. Sólo hay tres 2-espacios con curvatura

constante: la 2-esfera, el espacio hiperbólico y el espacio plano [37] (salvo isomorfismos); sin embargo, sólo el espacio

plano puede ser generado por las órbitas de un grupo de isometŕıas de dos parámetros tipo espacio, lo que descarta

a la 2-esfera y al espacio hiperbólico. Puesto que las órbitas del grupo de isometŕıas se pueden consideran compactas

[7], los posibles espacios son el 2-toro, la botella de Klein y el plano proyectivo [7] - dado que éstos son los únicos

tres 2-espacios compactos e intŕınsecamente planos -. Todos estos espacios tienen como cubierta finita al 2-toro,

cuyo grupo de isometŕıas es SO(2)×SO(2). Como las órbitas del grupo de isometŕıas son compactas, no hay órbitas

degeneradas [7], de manera que dos de las coordenadas tipo espacio pueden elegirse como las coordenadas naturales

del grupo. Aśı, los parámetros del grupo SO(2)×SO(2) los denotaremos por σ y δ, que van de 0 a 2π, de tal manera

que (∂/∂σ)a y (∂/∂δ)a son vectores de Killing. En términos de σ y δ, los movimientos del grupo de isometŕıas

corresponden a añadir constantes a estas coordenadas, por lo que las formas diferenciales dσ y dδ son invariantes

bajo la acción del grupo. La condición de polarización lineal permite relacionar la norma de los vectores de Killing,

eliminando uno de los grados locales de libertad.

Para completar la construcción, falta determinar la métrica de la 2-superficie ortogonal a la 2-superficie generada

por los Killing (∂/∂σ)a y (∂/∂δ)a (i.e. determinada por las órbitas del grupo de isometŕıas). La métrica sobre dicha

hipersuperficie debe tener signatura (−,+), y cabe añadir que la parte espacial debe ser compacta, pues se considera

el caso de un espacio-tiempo cuya parte espacial es compacta. Debido a que cualquier métrica bidimensional es

conformemente plana , se pueden escoger coordenadas (isotérmicas30) t, θ, de modo que la métrica sobre las 2-

29Es decir, que existen dos vectores de Killing ortogonales a la hipersuperficie cada uno, que conmutan entre si.
30El término “isotérmico” proviene del hecho de que en dicha métrica definida para una hipersuperficie tipo espacio (positiva definida),

dichas coordenadas satisfacen la ecuación de Laplace, y por tanto sus curvas de nivel son curvas isotermas [37].
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superficies tome la forma [37] ds2 = b(t, θ)(−dt2 + dθ2), donde b(t, θ) debe ser positiva definida, por lo que se puede

reescribir como ds2 = ef(θ,t)(−dt2 +dθ2). La función métrica f no puede depender de las coordenadas σ y δ, debido

a que debe preservarse la invariancia de la métrica completa ante el grupo de isometŕıas G2, lo que debe ocurrir

para cualquier otro campo métrico. En general, la topoloǵıa de superficies de Cauchy 3-D compactas31, e invariantes

ante un grupo de biparamétrico de isometŕıas es limitada. De hecho, cualquiera de ellas debe ser homeomorfa a

T3, S1 × S2, S3 o a un espacio de Lens [7]. De éstas, la única que no posee trayectorias degeneradas es el 3-toro

[7], por lo que acorde a esto y a nuestra discusión previa, las superficies de Cauchy del modelo son 3-toros, por lo

que la coordenada θ toma valores entre 0 y 2π. En suma, el elemento de ĺınea del espacio-tiempo con superficies de

Cauchy T3, y vectores de Killing (∂/∂σ)a y (∂/∂δ)a hipersuperficie-ortogonales, y que conmutan entre si es, en la

denominada parametrización de Moncrief [40],

ds2 = ef (−dt2 + dθ2) + t
(
eξdσ2 + e−ξdδ2

)
, (2.12)

donde los campos reducidos f y ξ dependen únicamente de t y θ. La coordenada t ∈ R+, pues a “t = 0” hay

una singularidad inicial (el escalar de Kretschmann diverge conforme t→ 0). La métrica (2.12) describe el modelo

cosmológico de Gowdy T3 polarizado, que es el modelo cosmológico inhomogéneo más simple (en vaćıo) que existe,

y que fue dado a conocer por R.H. Gowdy en los 70 [7, 6].

Los śımbolos de Christoffel diferentes de cero, para (2.12), son

2Γ0
00 = 2Γ0

11 = 2Γ1
01 = f,0 2Γ1

00 = 2Γ1
11 = 2Γ0

01 = f,1 (2.13)

2Γ0
22 = e−f+ξ(1 + tξ,0 ) 2Γ0

33 = e−f−ξ(1− tξ,0 ) 2Γ1
22 = −e−f+ξtξ,1 2Γ1

33 = e−f−ξtξ,1

2Γ2
02 = t−1(1 + tξ,0 ) 2Γ3

03 = t−1(1− tξ,0 ) 2Γ2
12 = ξ,1 2Γ3

13 = −ξ,1 ,

donde los ı́ndices numéricos (0, 1, 2, 3) corresponden respectivamente a (t, θ, σ, δ), y donde , 0 y , 1 denotan las

derivadas parciales respecto a t y θ. Las componentes estrictamente diferentes de cero del tensor de Ricci son cinco,

R00 =
1

2

{
1

t2
− (ξ,0)

2
+
f,0
t

+ f,11 − f,00

}
, (2.14)

R11 =
1

2

{
f,0
t

+ f,00 − (ξ,1)
2 − f,11

}
, (2.15)

R22 =
1

2
eξ−f {ξ,0 + t (ξ,00 − ξ,11)} , (2.16)

R33 = −1

2
e−(f+ξ) {ξ,0 + t (ξ,00 − ξ,11)} , (2.17)

R01 =
1

2

{
f,1
t
− ξ,0ξ,1

}
. (2.18)

En vaćıo, las ecuaciones de campo de Einstein (Rab = 0) no triviales se pueden reescribir como

2f,0 = t
[
(ξ,0 )2 + (ξ,1 )2

]
− 1

t
, (2.19)

31En el caso no compacto, se tienen las cosmoloǵıas de Einstein-Rosen-Bondi, donde el grupo de isometrias G2 es R × U(1) [38, 39].
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f,1 = tξ,0 ξ,1 , (2.20)

ξ,11−ξ,00−
1

t
ξ,0 = 0 . (2.21)

Las ecuaciones (2.19)-(2.21) son las ecuaciones de campo reducidas que definen al midisuperespacio. Nótese que

el único campo métrico independiente es ξ, pues f se obtiene por cuadraturas (ecs. (2.19)-(2.20)). Este hecho significa

que existe una constricción en el modelo reducido. Tal constricción es global y genera traslaciones en θ, Tα : θ 7→ θ+α,

∀ α ∈ S1. En efecto, dada una solución genérica a la ecuación (2.21), ξ(θ, t) =
∑∞
n=−∞

(
anhn(θ, t) + anhn(θ, t)

)
∈ S,

se integra la ecuación (2.20) y por periodicidad en θ, f(t, 0) = f(t, 2π), se sigue que la constricción está dada por

C =

∫ 2π

0

dx′f,1(x′, t) =
∞∑

n=−∞
n|an|2 = 0, (2.22)

que efectivamente genera traslaciones en θ (ver, por ejemplo, [41]).

Una pregunta natural es si las inhomogeneidades del modelo se propagan o no en algún espacio-tiempo tipo

FLRW. Para hallar la respuesta, es necesario explorar primero32 el sector homogéneo del sistema33. Las ecuaciones

para el sector homogéneo son

ξh,00 +
1

t
ξh,0 = 0, (2.23)

2fh,0 = t(ξh,0 )2 − 1

t
. (2.24)

donde ξh(t) y fh(t) son las componentes homogéneas.

La ecuación (2.23) se puede reescribir trivialmente como una ecuación de Bessel de orden cero, cuya solución es

la ecuación (2.25). Dada (2.25), la solución de la ecuación (2.24) viene dada por la ecuación (2.26),

ξh(t) = A ln t+B1, (2.25)

fh(t) =
A2 − 1

2
ln t+B2, (2.26)

donde A, B1 y B2 son constantes. La métrica (2.12) para el sector homogéneo queda entonces como sigue,

ds2 = eB2t
A2−1

2 (−dt2 + dθ2) + eB1t1+Adσ2 + e−B1t1−Adδ2. (2.27)

Considerando el cambio de variable temporal dt′ = e
B2
2 t

A2−1
4 dt, la métrica (2.27) se puede escribir como

ds2 = −dt′2 + eB2

(
A2 + 3

4
e−

B2
2 t′
)2A

2−1

A2+3

dθ2

+ eB1

(
A2 + 3

4
e−

B2
2 t′
)2

2(1+A)

A2+3

dσ2 + e−B1

(
A2 + 3

4
e−

B2
2 t′
)2

2(1−A)

A2+3

dδ2. (2.28)

32Posteriormente se analizará si las soluciones homogéneas son isotrópicas o no.
33Las componentes de la métrica gαβ se separan en una parte estrictamente homogénea gh que depende exclusivamente de la

coordenada temporal, aśı como de una parte estrictamente no homogénea, ğ que depende tanto de t como de las coordenadas espaciales,

de modo que g
(
t, xi

)
= gh(t) + ğ

(
t, xi

)
, i=1,2,3.
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Reescalando θ, σ y δ en la expresión anterior, quitando las primas, y definiendo

p1 =
A2 − 1

A2 + 3
, p2 = 2

1 +A

3 +A2
, p3 = 2

1−A
3 +A2

, (2.29)

la métrica (2.28) - del sector homogéneo - toma finalmente la forma

ds2 = −dt2 + t2p1dθ2 + t2p2dσ2 + t2p3dδ2 , (2.30)

que es la métrica genérica de un modelo cosmológico de Bianchi I autosimilar (ver Apéndice C). En este caso, (2.29)

son exponentes de Kasner y por tanto el sector homogéneo de Gowdy T3 viene dado por una familia uniparamétrica

(parametrizada por la constante A ∈ R) de espacio-tiempos vaćıos de Kasner (ver Apéndice C).

Este espacio anisotrópico, en ningún caso se reduce a un FLRW (i.e. @ el caso p1 = p2 = p3). Como se verá en la

siguiente sección, para conseguir un modelo donde las inhomogeneidades se propaguen efectivamente en un FLRW (y

compatibilizar nuestro modelo con el tratamiento estándar de inhomogeneidades) se acopla el Gowdy T3 a materia

escalar. El modelo resultante, es el modelo cosmológico que constituye el objeto de estudio de este trabajo.

2.2. Modelo cosmológico tipo Gowdy T3 polarizado acoplado con ma-

teria escalar no masiva

El modelo que se considera en este trabajo consiste en acoplar el Gowdy T3 con materia escalar. La acción del

grupo de isometŕıas es la misma que la descrita en la sección anterior y consideraremos la misma norma para el

elemento de ĺınea, i.e., (2.12). Las componentes estrictamente diferentes de cero del tensor de Einstein, construido

a partir del tensor de Ricci (2.14)-(2.18), son

G00 =
1

4

{
1

t2
+

2

t
f,0 − (ξ,0)

2 − (ξ,1)
2

}
, (2.31)

G11 =
1

4

{
1

t2
+

2

t
f,0 − (ξ,0)

2 − (ξ,1)
2

}
, (2.32)

G22 =
1

4
eξ−f

{
1

t
+ 2ξ,0 + t

[
(ξ,1)

2 − (ξ,0)
2

+ 2(ξ,00 − ξ,11 + f,11 − f,00)
]}

, (2.33)

G33 =
1

4
e−(ξ+f)

{
1

t
− 2ξ,0 + t

[
(ξ,1)

2 − (ξ,0)
2

+ 2(ξ,11 − ξ,00 + f,11 − f,00)
]}

, (2.34)

G01 =
1

2

{
f,1
t
− ξ,0ξ,1

}
. (2.35)

El tensor de enerǵıa-momento que se considera es el que corresponde a (2.4), con m = 0 y para la métrica (2.12).

Las componentes explicitas de Tab son entonces las siguientes,

T00 = T11 =
1

2

[
(φ,0)

2
+ (φ,1)

2
]
, T22 =

1

2
teξ−f

[
(φ,0)

2 − (φ,1)
2
]
,

T33 =
1

2
te−(ξ+f)

[
(φ,0)

2 − (φ,1)
2
]
, Tαβ = φ,αφ,β (α 6= β) . (2.36)
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De que salvo G01 todas las componentes no diagonales del tensor de Einstein son idénticamente nulas, se sigue

que el campo escalar es un invariante ante el grupo abeliano G2 de isometŕıas, i.e. φ = φ(t, θ). El resto de las

ecuaciones de Einstein son:

2f,0 = t
[
2(φ,0 )2 + 2(φ,1 )2 + (ξ,0 )2 + (ξ,1 )2

]
− 1

t
, (2.37)

f,1 = t(2φ,0 φ,1 +ξ,0 ξ,1 ) , (2.38)

ξ,11−ξ,00−
1

t
ξ,0 = 0 . (2.39)

Adicionalmente, se tiene la ecuación para la materia34, que no es mas que la ecuación de Klein-Gordon (1.26)

en el fondo (2.12),

φ,11−φ,00−
1

t
φ,0 = 0 . (2.40)

Nótese que tanto el campo métrico ξ como el campo de materia φ satisfacen, ambos, exactamente la misma

ecuación diferencial. También obsérvese que la ecuación (2.39) para el campo métrico ξ es la misma que en el modelo

de Gowdy T3 polarizado (i.e. en vaćıo); cf. (2.21). De las ecuaciones de campo reducidas (2.37) - (2.40), se sigue

nuevamente que f no es independiente (i.e. se obtiene por cuadraturas si se conocen φ y ξ), y también que el sistema

continúa siendo invariante ante las traslaciones Tα : θ 7→ θ+α, ∀ α ∈ S1. Como anteriormente, la no independencia

de f implica la existencia de una constricción global remantente en el modelo reducido; dadas las soluciones genéricas

a (2.39) y (2.40), ξ(θ, t) =
∑∞
n=−∞(anhn(θ, t) + anhn(θ, t)) ∈ S y φ(θ, t) =

∑∞
n=−∞(bnhn(θ, t) + bnhn(θ, t)) ∈ S

respectivamente, integrando (2.38) y por periodicidad de f , f(t, 0) = f(t, 2π), se obtiene que la constricción esta

dada por

C0 =

∫ 2π

0

dx′f,1(x′, t) =
∞∑

n=−∞
n
(
|an|2 + 2|bn|2

)
= 0 (2.41)

El modelo, pues, consta de dos grados locales de libertad, uno geométrico (ξ) y otro material (φ), aśı como de

una constricción global C0. Las ecuaciones de campo reducidas, restringidas al sector homogéneo, son

2fh,0 = t
[
2(φh,0 )2 + (ξh,0 )2

]
− 1

t
(2.42)

ξh,00 +
1

t
ξh,0 = 0 (2.43)

φh,00 +
1

t
φh,0 = 0. (2.44)

Las soluciones a las ecuaciones (2.43) y (2.44) tienen la misma estructura y son, respectivamente,

ξh(t) = A ln t , φh(t) = B ln t, (2.45)

donde A y B son constantes35. Mediante las ecuaciones (2.45), se puede resolver fácilmente la ecuación (2.42), cuya

solución viene dada por

fh(t) = C ln t, (2.46)

34La ecuación para la materia proviene de variar la acción de materia respecto a los campos materiales.
35Aunque formalmente la solución general de las ecuaciones (2.43) y (2.44) es a ln t+c, con a y c constantes, dicha solución siempre se

puede escribir como (2.45) ya que ∀ c ∈ R, ∃k ∈ R+ tal que c = a ln k, además de que las ecuaciones de campo reducidas son invariantes

bajo el reescalamiento temporal t 7→ kt.
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donde C = 1
2 (A2 + 2B2 − 1). Por consiguiente, la métrica del sector homogéneo toma la forma

ds2 = tC(−dt2 + dθ2) + t1+Adσ2 + t1−Adδ2. (2.47)

Nuevamente, bajo el cambio de variable dt′2 = tCdt2 y después de un reescalamiento adecuado de la parte

espacial, esta métrica se puede escribir nuevamente como aquella de un modelo tipo Bianchi I autosimilar, (2.30),

donde ahora

p1 =
C

C + 2
, p2 =

1 +A

C + 2
, p3 =

1−A
C + 2

. (2.48)

Obsérvese que los exponentes (2.48) satisfacen p1 +p2 +p3 = 1 siempre, y p2
1 +p2

2 +p2
3 < 1 cuando A2 < 2C+ 1,

y esto ocurre siempre que B 6= 0 (i.e. siempre que el sector homogéneo sea no vaćıo). Como nota al margen, cabe

mencionar que los exponentes (2.48) son una solución de Jacobs para fluido perfecto ŕıgido (ver Apéndice C).

Como caso particular, se tiene un espacio-tiempo plano tipo FLRW para los exponentes (2.48). En efecto, la

condición p1 = p2 = p3 tiene solución, y esta es A = 0, B =
√

3
2 y C = 1. La solución homogénea particular que

corresponde a un FLRW es, entonces,

ξh(t) = 0 , φh(t) =

√
3

2
ln t , fh(t) = ln t . (2.49)

La métrica tipo FLRW del sector homogéneo queda entonces como

ds2 = t(−dt2 + dθ2 + dσ2 + dδ2), (2.50)

en tiempo conforme t. Aśı pues, se tiene que existe un sector homogéneo fs grados locales de libertad del modelo,

se pueden interpretar como un tipo particular de inhomogeneidades (geométricas y materiales) propagándose en

dicho fondo FLWR.

La métrica completa del modelo (i.e., que incorpora las inhomogeneidades), es por tanto

ds2 = t
[
ef̆
(
−dt2 + dθ2

)
+ eξ̆dσ2 + e−ξ̆dδ2

]
, (2.51)

donde f̆ = f̆(t, θ) y ξ̆ = ξ̆(t, θ) son la parte estrictamente inhomogénea de los campos f y ξ. Evidentemente, ξ̆

y φ̆ satisfacen las ecuaciones (2.39) y (2.40); que son en realidad la misma ecuación. El campo dependiente f ,

como se ha mencionado en reiteradas ocasiones, se obtiene de las ecuaciones (2.37) y (2.38), por lo que una vez

que se encuentra f , la parte estrictamente inhomogénea se obtiene según la relación f̆ = f − ln t. Ahora es mas

transparente la interpretación que se adelantaba: si se “apaga” la parte inhomogénea, i.e. si f̆ = ξ̆ = 0, se recupera

inmediatamente (2.50), que es un fondo tipo FLRW (espećıfico) acoplado con materia escalar homogénea (φ̆ = 0).

Aśı, (2.51) y φ̆ 6= 0 corresponden a inhomogeneidades (unidimensionales) introducidas en el citado FLRW.

Para simplificar notación, a partir de este momento se omitirá el śımbolo “˘” para referirse a las partes estricta-

mente inhomogéneas de los grados independientes de libertad, que representan el sector en el cual se concentrará el

análisis. La parte homogénea de los campos independientes, {ξh, φh}, corresponde a un sistema con un número finito

de grados de libertad, por lo que su cuantización se lleva a cabo en forma estándar (i.e, empleando las técnicas de
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mecánica cuántica ordinaria). No es dif́ıcil verificar que el sistema homogéneo puede interpretarse como el de dos

osciladores desacoplados, ambos con frecuencia ω = 1/(2t). El Hilbert es H0 = L2(d2q,R2).

Los grados locales de libertad φ y ξ satisfacen la ecuación genérica

χ,00 +
1

t
χ,0−χ,11 = 0, (2.52)

que es simplemente la ecuación para un campo de Klein-Gordon axi-simétrico no masivo χ(t, θ), propagándose en

el fondo36 FLRW (2.50). El problema de la cuantización de inhomogeneidades en el modelo corresponde entonces,

en forma efectiva, a cuantizar χ en el fondo (2.50). Nótese que la ec.(2.52) puede interpretarse también como la de

un campo escalar axi-simétrico propagándose en un fondo ficticio ds2 = −dt2 + dθ2 + t2dσ2; de hecho, este fondo

ficticio fue introducido por M. Pierri [42] en el contexto del modelo de Gowdy T3 polarizado, para el único grado

local de libertad que hay ah́ı.

En el siguiente caṕıtulo, se abordará la cuantización a la Fock de las inhomogeneidades unidimensionales

(geométricas y de materia) que se propagan en el FLRW (2.50) [i.e., la cuantización a la Fock de χ en el fondo

(2.50)]. Si F(ξ) y F(φ) denotan, respectivamente, los espacios de Hilbert de la teoŕıa cuántica de las inhomogeneida-

des métrica ξ y de materia φ, entonces el Hilbert cinemático -es decir, sin imponer la constricción global C0 (2.41)

a nivel cuántico- es H0 ⊗ F(ξ) ⊗ F(φ). Se atacará el problema de la ambigüedad en la cuantización (tanto en la

representación de las RCC como en la elección de variables fundamentales) y se obtendrá una cuantización que es

única, resultado que (cabe señalar) es altamente no trivial.

36La ecuación que obedece un campo escalar ψ propagándose en un espacio-tiempo tipo FLRW, plano y (n+ 1)-dimensional, ds2 =

a2
(
−dt2 +

∑2
j=1 dx

2
j

)
, es

ψ̈ + (n− 1)
ȧ

a
ψ̇ −∆ψ +m2ψ = 0.

Aśı, en el FLRW que se tiene (i.e., (3 + 1) con a =
√
t) un campo no masivo y axi-simétrico satisface efectivamente (2.52).



Caṕıtulo 3

Sobre la Unitariedad y Unicidad de la

Cuantización a la Fock del Modelo

Everything should be made as simple as possible, but not one bit simpler.

A. Einstein

En el caṕıtulo anterior se vió que los grados locales de libertad del modelo tipo Gowdy T3 polarizado acoplado

con materia escalar no masiva, pueden interpretarse como inhomogeneidades (unidimensionales) propagándose en

el fondo FLRW (2.50). Aśı, el problema de la cuantización de los grados locales de libertad se reduce, en forma

efectiva, al problema de cuantizar un campo escalar axi-simétrico no masivo χ en el fondo (2.50), cuya dinámica es

dictada por la ecuación (2.52). Este caṕıtulo está enteramente dedicado a especificar una cuantización a la Fock para

χ que sea, además de consistente, única. Con ello se obtendrá una descripción cuántica de las inhomogeneidades

para el modelo en cuestión, que adicionalmente puede servir como gúıa para sortear problemas de consistencia y

unicidad en otros modelos cosmológicos inhomogéneos.

3.1. Cuantización a la Fock: primer propuesta

El sistema a cuantizar consiste, entonces, de un campo escalar no masivo, axisimétrico χ(t, θ), propagándose en

el fondo FLRW plano (2.50), ds2 = t(−dt2 + dθ2 + dσ2 + dδ2), con dinámica dictada por (2.52)

χ,00 +
1

t
χ,0−χ,11 = 0. (3.1)

De manera que el sistema continúa siendo invariante ante traslaciones constantes en θ, Tα : θ 7→ θ + α, ∀ α ∈ S1.

La ecuación (3.1) es separable, y tiene (en el sector estrictamente inhomogéneo) como solución funciones de Hankel
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de orden cero (y especie dos37) en la variable t y exponenciales complejas en la variable espacial θ; es decir, las

soluciones genéricas pueden expresarse como

χ(t, θ) =
∑
n6=0

{
anH0(|n|t)einθ + anH0(|n|t)e−inθ

}
, (3.2)

donde {an}n∈Z son coeficientes de Fourier constantes y la barra denota conjugación compleja. La estructura com-

pleja38 J : S −→ S asociada a la separación del campo (3.2) es

J (hn) = ihn , J
(
hn
)

= −ihn ; hn(t, θ) = H0(|n|t)einθ (3.3)

Es decir, la parte de frecuencias positivas y negativas son, respectivamente, las siguientes:

χ+ =
∑
n6=0

anhn(t, θ), χ− =
∑
n6=0

anhn(t, θ).

Recuérdese que la estructura simpléctica canónica en S está dada por la ecuación (1.33); para el caso espećıfico

que aqúı se trata,
√
h = t3/2 y nb∇bχ = (1/

√
t)∂tχ, por lo que

√
hnb∇bχ = t∂tχ y por tanto

Ω(χ1, χ2) = 4π2

∮
dθ t (χ2∂tχ1 − χ1∂tχ2) , (3.4)

donde el factor 4π2 =
∫
dσdδ proviene del hecho de que χ es axial. No es dif́ıcil comprobar que la estructura compleja

(3.3) es compatible con la estructura simpléctica (3.4), por lo que define un buen producto interno para construir

el Hilbert de una part́ıcula de acuerdo a la prescripción del Caṕıtulo 1. Adicionalemnte, nótese que la estructura

compleja es invariante S1, por lo que proveerá una cuantización a la Fock S1-invariante. En efecto, la simetŕıa S1

significa que χ(t, θ) = χ′(t, Tαθ), donde χ′ = Tαχ denota la transformación del campo χ inducida en S, Tα, por la

traslación Tα. Aśı, se sigue que Tαχ(t, θ) = χ(t, T−1
α θ) y por consiguiente que Tαhn(t, θ) = exp(−inα)hn(t, θ), que

es fácil verificar corresponde un simplectomorfismo. Un cálculo sencillo muestra que J conmuta con Tα; es decir,

J = T −1
α JTα [i.e., J es invariante ante Tα] y por tanto la cuantización a la Fock asociada a J es S1-invariante. El

Hilbert de una part́ıcula HJ (a partir del cual se construye el espacio de Fock de la teoŕıa F(HJ)-ver Sección 1.3-)

es evidentemente invariante ante Tα, aśı como los operadores de aniquilación y creación del espacio de Fock F(HJ),

Â(χ̄) = Ω̂(Jχ̄, · ) y Ĉ(χ) = Ω̂(Jχ, · ) [c.f. Ec. (1.44)].

En términos de los generadores del álgebra de Weyl, Ŵ (χ), un simplectomorfismo R : S → S induce un

automorfismo AR · Ŵ (χ) 7→ Ŵ (Rχ) en el álgebra. En la representación de espacio de Hilbert de la teoŕıa, FJ , el

automorfismo AR corresponde al mapeo AR · Ŵ (χ) = R̂−1Ŵ (χ)R̂, donde R̂ : FJ → FJ es la contraparte cuántica

de R en el espacio de Fock. Aśı, asociado a la transformación simpléctica Tα, se tiene el mapeo AT · Ŵ (χ) =

T̂−1
α Ŵ (χ)T̂α, con T̂α la contraparte cuántica de Tα. Del hecho de que las representaciones a la Fock corresponden

37La función de Hankel de orden cero y especie dos, H
(2)
0 , la denotaremos simplemente por H0. Recuérdese que H

(2)
0 = J0 − iN0,

donde J0 y N0 son las funciones de Bessel de orden cero de primera y segunda (Neumann) especie, respectivamente [43].
38En adelante denotaremos por S al espacio de soluciones suaves del sector estrictamente inhomogéneo.
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a estados algebraicos cuasilibres39, y de la inviariancia de la estructura compleja J respecto a Tα, se sigue que〈
AT · Ŵ (χ)

〉
coincide con

〈
Ŵ (χ)

〉
, donde las expectaciones son en el vaćıo de FJ . En efecto,

〈
AT · Ŵ (χ)

〉
=
〈
Ŵ (Tαχ)

〉
= e−

1
4 Ω(JTαχ,Tαχ),

pero Ω(JTαχ, Tαχ) = Ω(T −1
α JTαχ, χ), pues Tα (y por tanto T −1

α ) es un simplectomorfismo. Dado que J es invarian-

te, entonces Ω(T −1
α JTαχ, χ) = Ω(Jχ, χ); es decir, Ω(JTαχ, Tαχ) = Ω(Jχ, χ). Como 〈Ŵ (χ)〉 = exp (−Ω(Jχ, χ)/4),

entonces se sigue que 〈
AT · Ŵ (χ)

〉
=
〈
Ŵ (χ)

〉
.

Esta última relación significa que la contraparte cuántica de Tα, T̂α, es un operador unitario. En suma, (i) la

representación de Fock asociada a la estructura compleja (3.3) es S1-invariante y (ii) la transformación simpléctica

Tα de traslaciones S1, es unitariamente implementada en FJ .

En el espacio de Fock de la teoŕıa cuántica, FJ , construido a partir de S+ = {χ+}, el operador de campo se

escribe formalmente como

χ̂(t, θ) =
∑
n6=0

{
ânhn(t, θ) + ân

†
hn(t, θ)

}
, (3.5)

donde ân y ân
†

son los operadores de aniquilación y creación, respectivamente. La implementación de la evolución

temporal corresponde a una transformación de Bogolyubov, ân(t) = αn(t)ân + βn(t)ân
†
, que a continuación se

determinará. En particular, es importante dilucidar si la evolución es o no unitaria (i.e., si la parte antilineal βn

es o no de cuadrado sumable). En caso de no ser unitariamente implementable la dinámica, esta cuantización

será descartada, pues no habŕıa cuadro de Schrödinger ni conservación de la probabilidad.

3.1.1. Evolución temporal e implementabilidad

Para determinar la evolución del sistema, entre un tiempo inicial ti y un tiempo final tf , se seguirá la prescripción

dada en la sección 1.2.1 en el espacio S. Es decir, se considera una solución de la ecuación, se hallan los datos de

Cauchy inducidos a t = tf , se consideran éstos como datos iniciales a t = ti, y se especifica entonces la solución

correspondiente a estos datos.

Sea χ(t, θ) ∈ S la solución cuyos datos de Cauchy a tf son
[
ϕ(f), π(f)

]
,

ϕ(f) = χ(tf , θ) =
∑
n6=0

{
anH0(|n|tf )einθ + anH0(|n|tf )e−inθ

}
, (3.6)

π(f) = [t∂tχ(t, θ)]t=tf = −
∑
n6=0

|n|tf
{
anH1(|n|tf )einθ + anH1(|n|tf )e−inθ

}
, (3.7)

39Un estado algebraico es una funcional lineal positiva ω sobre el álgebra de Weyl en los complejos. El valor de ω sobre los elementos

a del álgebra define la expectación de a en el vaćıo de Fock; ω[a] = 〈a〉 (i.e., asociado a ω hay una cuantización a la Fock y viceversa).

Un estado algebraico ω es cuasilibre si éste es de la forma ω[Ŵ (χ)] = exp (−Ω(Jχ, χ)/4).
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donde H1 es la función de Hankel de orden uno y especie dos40. Según la prescripción, la solución evolucionada, χ̃,

debe tener como datos de Cauchy a
[
ϕ(f), π(f)

]
, pero en la superficie de Cauchy t = ti. De manera genérica, los

datos de Cauchy para χ̃ en la superficie t = ti están dados por

ϕ(i) =
∑
n6=0

{
ãnH0(|n|ti)einθ + ãnH0(|n|ti)e−inθ

}
, (3.8)

π(i) = −
∑
n6=0

|n|ti
{
ãnH1(|n|ti)einθ + ãnH1(|n|ti)e−inθ

}
. (3.9)

De la condición de igualdad (1.39) de la prescripción, y de la ortogonalidad
∮

exp [i(m− n)θ] dθ = 2πδm,n, se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

ãmH0(|m|ti) + ã−mH0(|m|ti) = amH0(|m|tf ) + a−mH0(|m|tf ) , (3.10)

ãmH1(|m|ti) + ã−mH1(|m|ti) =

(
tf
ti

)[
amH1(|m|tf ) + a−mH1(|m|tf )

]
. (3.11)

Para simplificar notación, los coeficientes ãm -por tratarse de los coeficientes de la solución evolucionada- serán

denotados por a
(f)
m , mientras que los coeficientes de la solución inicial continuarán siendo denotados simplemente

por am. Multiplicando las ecuaciones (3.10) y (3.11) por H1(|m|ti) y H0(|m|ti) respectivamente, y utilizando la

relación
(
H0(x)H1(x)−H1(x)H0(x)

)
= 4i/(πx), se obtiene al tomar la diferencia que a

(f)
m está dada por

a (f)
m =

iπ|m|
4

[
tiH0(|m|tf )H1(|m|ti)− tfH1(|m|tf )H0(|m|ti)

]
am

+
iπ|m|

4

[
tiH0(|m|tf )H1(|m|ti)− tfH1(|m|tf )H0(|m|ti)

]
a−m . (3.12)

La evolución es pues dictada por la transformación (3.12), que corresponde a una transformación de Bogolyubov

a
(f)
m = αmam + βma−m, cuyos coeficientes son dependientes del tiempo inicial y final [i.e., αn = αn(ti, tf ) y

βn = βn(ti, tf )] dados expĺıcitamente por

αm =
iπ|m|

4

[
tiH0(|m|tf )H1(|m|ti)− tfH1(|m|tf )H0(|m|ti)

]
, (3.13)

βm =
iπ|m|

4

[
tiH0(|m|tf )H1(|m|ti)− tfH1(|m|tf )H0(|m|ti)

]
. (3.14)

y que satisfacen que |αm|2 − |βm|2 = 1 para toda m ∈ Z − {0} y toda ti, tf ∈ R+. Evidentemente, para tf = ti

αm = 1 y βm = 0; sin embargo, para tf 6= ti genéricamente se tiene que βm 6= 0. Ello significa que al promover

las constantes am y a
(f)
m a operadores, el operador de aniquilación a t = tf , â

(f)
m , es una combinación de los

operadores de aniquilación y creación a t = ti, âm y â†m; i.e., â
(f)
m = αmâm +βmâ

†
−m. El vaćıo es, por consiguiente,

no invariante ante evolución temporal. Si |0i〉 denota el vaćıo a t = ti (i.e., am|0i〉 = 0 para toda m ∈ Z− {0}), se

tiene que 〈0i|â (f) †
m â

(f)
m |0i〉 = |βm|2 que es, genéricamente, distinta de cero.

Una pregunta natural es si la evolución dada por la transformación de Bogolyubov (3.13)-(3.14) es o no unita-

riamente implementable en la representación de Fock FJ asociada a la estructura compleja (3.3). Para dar respuesta

40Recuérdese que dH0(x)/dx = −H1(x) [43], por consiguiente, dH0(|n|t)/dt = −|n|H1(|n|t).
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a esta pregunta, debe determinarse si la parte antilineal βm de la transformación de Bogolyubov es o no de cua-

drado sumable (ver la discusión presentada en la parte final del Caṕıtulo 1). El problema de sumabilidad cuadrada

depende del comportamiento de β en el régimen ultravioleta (m >> 1), puesto que el comportamiento de H0 y H1

en la región asintótica m >> 1 es

Hν(|m|t) ≈

√
2

π|m|t
e−i{|m|t−(ν+ 1

2 )π2 } , (3.15)

ν = 0, 1, se tiene entonces que, sustituyendo (3.15) en (3.14), el comportamiento de βm en la región ultravioleta es

βm(ti, tf ) ≈ i

2
√
titf

(tf − ti) ei|m|(tf+ti). (3.16)

Por consiguiente,

|βm|2 =
1

4titf
(tf − ti)2

,

y claramente
∑
m6=0 |βm|2 diverge (salvo cuando tf = ti); i.e., la parte antilineal de la transformación de Bogolyubov

(3.12) no es de cuadrado sumable y consecuentemente la dinámica no es unitariamente implementable. La carencia

de una contraparte cuántica unitaria para la evolución, implica que en la cuantización a la Fock S1-invariante

construida a partir de la estructura compleja (3.3) no hay cuadro de Schrödinger y que tampoco se cuente con la

noción estándar de conservación de la probabilidad. Estas carencias hacen que como cuantización en espacio de

Hilbert , la descripción cuántica que se ha dado sea poco admisible. Es deseable, por tanto, buscar una cuantización

en espacio de Hilbert que no tenga esta falta de unitariedad. Con tal fin, nótese primero que asintóticamente los

modos del campo se comportan, según (3.15), como sigue

hn = H0(|n|t)einθ ≈

(√
2

π
eiπ/4

)
1√
t
Mn ; Mn =

e−i|n|teinθ√
|n|

, (3.17)

donde se evidenćıa que salvo por un factor de 1/
√
t, asintóticamente, los modos hn se comportan como los modos

de Minkowski, Mn, para un campo escalar no masivo (para una foliación inercial). Puesto que la dinámica de

un campo escalar en Minkowski es unitariamente implementable (para foliaciones inerciales), la relación (3.17)

sugiere entonces considerar el reescalado del campo ζ(t, θ) =
√
tχ(t, θ), pues en el nuevo campo ζ se tendrá en el

régimen ultravioleta que los modos se comportarán exactamente como modos de Minkowski. Cabe señalar que la

transformación χ −→ ζ =
√
tχ corresponde a una transformación canónica, por lo que clásicamente la descripción

con χ o ζ son equivalentes. A continuación se presentará la cuantización a la Fock considerando como variable

fundamental del sistema al campo ζ, en particular se proveerá una representación de las RCC S1-invariante y donde

la dinámica es efectivamente unitariamente implementable; más aún, se probará que existe una única cuantización

(módulo equivalencia unitaria) S1-invariante que admite implementación unitaria de la dinámica, y que ésta ocurre

solamente en la descripción que considera como variable fundamental al campo ζ.
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3.2. Cuantización a la Fock unitaria y única

Bajo la transformación (canónica) dependiente del tiempo χ(t, θ) → ζ(t, θ) =
√
tχ(t, θ), la ecuación de Klein-

Gordon (3.1) para el campo χ en el FLRW (2.50) toma la forma

ζ,00−ζ,11 +
1

4t2
ζ = 0. (3.18)

Esta ecuación corresponde a la de un campo escalar real ζ, axi-simétrico, con masa dependiente del tiempo,

m = 1/(2t), propagándose en el fondo de Minkowski

ds2 = −dt2 + dθ2 + dσ2 + dδ2. (3.19)

Como la ecuación (3.18) no depende expĺıcitamente de la coordenada θ, el sistema reescalado hereda del sistema

original la simetŕıa S1; i.e. invariancia ante traslaciones espaciales Tα : θ 7→ θ + α, ∀ α ∈ S1.

De la solución (3.2) y el reescalado, se sigue que ζ, en el sector estrictamente inhomogéneo, está dada por

ζ(t, θ) =
∑
n6=0

{
anun(t, θ) + anun(t, θ)

}
, un(t, θ) =

√
thn(t, θ) =

√
tH0(|n|t)einθ . (3.20)

La estructura compleja asociada a la descomposición (3.20) es,

J0 (un) = iun, J0 (un) = −iun, (3.21)

por consiguiente, el espacio de frecuencias positivas/negativas es S± = {ζ±}, donde ζ+ =
∑
n∈Z anun(x, t) y

ζ− =
∑
n∈Z anun(x, t). La estructura compleja (3.21) es, claramente, S1-invariante y no es dif́ıcil probar que es

compatible con la estructura simpléctica del sistema reescalado,

Ω(ζ1, ζ2) = 4π2

∮
dθ (ζ2∂tζ1 − ζ1∂tζ2) . (3.22)

El espacio de Hilbert de la teoŕıa cuántica se construye a partir del espacio de soluciones S = {ζ} y la estructura

compleja J0 (3.21) según la preescripción del Caṕıtulo 1. Como resultado, se obtiene un espacio de Fock FJ0 en

el cual los operadores de creación y aniquilación están dados por (1.44). No es dif́ıcil verificar que J0 es invariante

ante traslaciones S1, por lo que, como antes, la cuantización a la Fock es invariante S1.

El operador de campo es, formalmente,

ζ̂(t, θ) =
∑
n∈Z

{
ânun(t, θ) + ân

†
un(t, θ)

}
. (3.23)

La transformación simpléctica de evolución T : S −→ S corresponde cuánticamente, en el cuadro de Heisenberg, a

una transformación de Bogolyubov ân(t) = αnân + βnâ
†
n. La contraparte cuántica de T será un operador unitario

si la parte antilineal β de la transformación de Bogolyubov es de cuadrado sumable; i.e.,
∑∞
n6=0 |βn|2 < ∞. A

continuación se probará que la dinámica en la cuantización del sistema reescalado es unitariamente implementable,

lo que confirma la plausibilidad e importancia del análisis ultravioleta que se hizo para los modos hn, y que

permitió establecer el reescalado como una alternativa para conseguir una cuantización con dinámica unitaria.
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3.2.1. Evolución cuántica unitaria

Dado que el coeficiente de Bogolyubov βn se extráe del simplectomorfismo clásico de evolución temporal, debe

entonces determinarse este mapeo simpléctico. La evolución del campo entre las hipersuperficies de Cauchy Σi = ti

y Σf = tf está dada por la prescripción descrita en la sección 1.2.1 para el espacio S. De manera expĺıcita, la

evolución T(i,f) : S → S, ζ̃ = T(i,f)ζ se determina como sigue: Sea ζ una solución de la ecuación (3.18) con datos de

Cauchy, a t = tf , (ϕ(f), π(f)). La solución evolucionada, ζ̃ = T(i,f)ζ, es la solución cuyos datos de Cauchy, a t = ti,

son (ϕ(i), π(i)) con ϕ(i) = ϕ(f) y π(i) = π(f).

El cálculo a realizar es el mismo que el de la Sección 3.1.1, pero ahora para el campo ζ (i.e., modos un en lugar

de modos hn). La evolución determina la relación entre los coeficientes de Fourier an y a
(f)
n de las soluciones inicial

y final (recuérdese que los coeficientes de Fourier son los que caracterizan a las distintas soluciones). Sea ζ(t, θ) ∈ S,

los datos de Cauchy a tf de ζ son

ϕ (f) = ζ(tf , θ) =
∑
n6=0

[
anun(tf , θ) + anun(tf , θ)

]
, (3.24)

π (f) = [∂tζ(t, θ)]t=tf =
∑
n6=0

[
an∂tun(tf , θ) + an∂tun(tf , θ)

]
, (3.25)

donde un(tf , θ) =
√
tfH0(|n|tf ) exp(inθ) y ∂tun(tf , θ) = [H0(|n|tf )− 2|n|tfH1(|n|tf )] exp(inθ)/(2

√
tf ). Por otro

lado, los datos de Cauchy a t = ti de la solución evolucionada, ζ̃, son (de manera genérica)

ϕ (i) = ζ̃(ti, θ) =
∑
n6=0

[
a (f)
n un(ti, θ) + a

(f)
n un(ti, θ)

]
, (3.26)

π (i) =
[
∂tζ̃(t, θ)

]
t=ti

=
∑
n6=0

[
a (f)
n ∂tun(ti, θ) + a

(f)
n ∂tun(ti, θ)

]
. (3.27)

De las igualdades ϕ (i) = ϕ (f) y π (i) = π (f) [Cf. Ec. (1.39)] de la prescripción se sigue, utilizando la relación de

ortogonalidad
∮

exp[i(n−m)θ] = 2πδnm, que

a (f)
m vm(ti) + a

(f)
−mvm(ti) = amvm(tf ) + a−mvm(tf ), (3.28)

a (f)
m ∂tvm(ti) + a

(f)
−m∂tvm(ti) = am∂tvm(tf ) + a−m∂tvm(tf ), (3.29)

donde vm(t) = um exp(−imθ). Multiplicando (3.28) por ∂tvm(ti) y (3.29) por vm(ti), la diferencia da[
vm(ti)∂tvm(ti)− vm(ti)∂tvm(ti)

]
a (f)
m =

[
vm(tf )∂tvm(ti)− vm(ti)∂tvm(tf )

]
am

+
[
vm(tf )∂tvm(ti)− vm(ti)∂tvm(tf )

]
a−m. (3.30)

Utilizando la expresión expĺıcita para vm(ti), ∂tvm(ti) [y sus complejo conjugadas] en términos de las funciones de

Hankel, y la relación
(
H0(x)H1(x)−H1(x)H0(x)

)
= 4i/(πx), no es dif́ıcil ver que

[
vm(ti)∂tvm(ti)− vm(ti)∂tvm(ti)

]
=

4i

π
.
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Por consiguiente, se tiene que

a (f)
m = αm(ti, tf )am + βm(ti, tf )a−m, (3.31)

donde

αm(ti, tf ) =
iπ

4

[
vm(ti)∂tvm(tf )− vm(tf )∂tvm(ti)

]
, (3.32)

βm(ti, tf ) =
iπ

4

[
vm(ti)∂tvm(tf )− vm(tf )∂tvm(ti)

]
. (3.33)

Mediante un cálculo directo se verifica que |αm|2−|βm|2 = 1 para toda ti, tf ∈ R+ y m 6= 0. Sustituyendo en (3.33)

las expresiones expĺıcitas vm(t) =
√
tH0(|m|t) y ∂tvm(t) = [H0(|m|t)− 2|m|tH1(|m|t)] /(2

√
t) se tiene que la parte

antilineal βm de la transformación de Bogolyubov es

βm =
iπ

8
√
titf

{
(ti − tf )H0(|m|ti)H0(|m|tf ) + 2|m|titf

[
H1(|m|ti)H0(|m|tf )−H0(|m|ti)H1(|m|tf )

]}
. (3.34)

En el régimen asintótico (|m| >> 1) el comportamiento de βm está dado, usando (3.15), por

βm(ti, tf ) ≈ i(ti − tf )

4|m|titf
ei|m|(ti+tf ). (3.35)

De tal manera que |βm|2 ∼ 1/|m|2, y por tanto
∑
m6=0 |βm|2 <∞. Es decir, la transformación de Bogolyuvob (3.31)

es unitariamente implementable en la representación de Fock, FJ asociada a la estructura compleja (3.21). En el

cuadro de Heisenberg, se tiene entonces que la contraparte cuántica de T(ti,tf ) es un operador unitario Û(ti, tf ),

â(f)
m = Û†(ti, tf )âmÛ(ti, tf ) = αmâm + βmâ−m

†
, (3.36)

mientras que en el cuadro de Schrödinger los estados de Fock Ψ evolucionan con Û , Ψ(tf ) = Û(ti, tf )Ψ(ti).

La cuantización a la Fock construida a partir de la estructura compleja (3.21), considerando como variable

fundamental a ζ, provee entonces una descripción cuántica S1-invariante con dinámica unitaria para las inhomoge-

neidades (geométrica y de materia) del modelo. Sin embargo, es oportuno hacer un par de observaciones importantes

respecto a la unicidad de esta cuantización:

1. La ambigüedad en la representación de las RCC deja abierta la posibilidad de que pudiese existir otra estruc-

tura compleja J ′, S1-invariante, cuya cuantización a la Fock asociada también implementase unitariamente la

dinámica y que, sin embargo, no fuese Hilbert-Schmidt con la estructura compleja (3.21). Es decir, que exista

una cuantización a la Fock S1-invariante con dinámica unitaria inequivalente a la que aqúı se ha presentado. Si

aśı fuere el caso, querŕıa decir que los criterios de invariancia S1 e implementabilidad unitaria de la dinámica

no son suficientes para fijar una representación (modulo equivalencia unitaria) de las RCC.

2. Otra ambigüedad inherente en el proceso de cuantización estriba en la elección de variables fundamentales.

Dado un sistema clásico, las descripciones de éste a partir de variables fundamentales (q, p) y (Q,P ), rela-

cionadas por una transformación canónica, son equivalentes. No obstante, la equivalencia no necesariamente

se cumple a nivel cuántico; es decir, la cuantización construida considerando como variables fundamentales a
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(q, p) es en general no equivalente a la cuantización que se construye considerando como variales fundamen-

tales a (Q,P ). De tal manera, cabe preguntarse si existirá alguna otra variable fundamental para el sistema,

digamos ψ, distinta a ζ, que provea una cuantización a la Fock S1-invariante y con dinámica unitaria. De

existir, la pregunta seŕıa si tal cuantización a la Fock es o no unitariamente equivalente a la que aqúı se ha

presentado.

En las siguientes dos secciones se abordarán estos dos importantes puntos. De hecho, se verá que la cuantización

que aqúı se ha presentado es única (módulo equivalencia unitaria) tanto en la representación de las RCC como en la

elección de variables fundamentales, lo que hace a ésta una propuesta muy robusta. En este caso, se puede afirmar

entonces que las simetŕıas y la implementación unitaria de la dinámica seleccionan una cuantización predilecta.

3.2.2. Sobre la unicidad en la representación de las RCC

La familia de todas las representaciones de Fock invariantes S1 de las RCC, es provista por la familia de

estructuras complejas Ω-compatibles que conmutan con Tα, ∀ α ∈ S1 (i.e., por la familia de estructuras complejas

invariantes S1 compatibles con la estructura simpléctica). La estructura compleja J0 (3.21) que se ha considerado

en la anterior sección pertenece a tal familia y además, como se ha mostrado en la sección precedente, es tal que

la cuantización a la Fock asociada a ella admite la implementación unitaria de la dinámica. Para dilucidar si existe

(al menos) una cuantización a la Fock invariante S1, no unitariamente equivalente a la asociada a J0, en la que la

dinámica sea unitariamente implementable también, habrá de reconocerse si en la familia de estructuras complejas

invariantes41 (y Ω-compatibles) hay (al menos) una J , no equivalente42 a J0, que dé lugar a una representación

a la Fock donde la contraparte cuántica de la dinámica clásica corresponda a un operador unitario. Para ello es

necesario, primero, caracterizar a las estructuras complejas invariantes. Un cuidadoso análisis [10] establece que

dada una estructura compleja invariante S1 (por lo demás, arbitraria) J , ésta se relaciona con J0 a través de una

transformación simpléctica KJ , J = KJJ0K
−1
J , que es una transformación de Bogolyubov “simple”; si wm denotan

los modos (base) de frecuencia positiva asociados a una estructura compleja invariante J , entonces wm se relaciona

con los modos um asociados a J0 a través de la transformación de Bogolyubov siguiente:

wm = κ̄mum − λ̄mū−m , |κm|2 − |λm|2 = 1 , ∀m 6= 0.

Es decir, si la descomposición asociada a J es

ζ(t, θ) =
∑
m6=0

[
aJmwm(t, θ) + āJmw̄m(t, θ)

]
, (3.37)

y puesto que la descomposición asociada a J0 es [Cf. Ec.(3.20)]

ζ(t, θ) =
∑
m6=0

[amum(t, θ) + āmūm(t, θ)] , (3.38)

41En lo sucesivo por invariante se entenderá S1-invariante.
42i.e., (J − J0) no es Hilbert-Schmidt.
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la transformación simpléctica KJ establece la relación

aJm = κmam + λmā−m, (3.39)

cuya inversa K−1
J es

am = κ̄ma
J
m − λmāJ−m. (3.40)

Las representaciones de las RCC construidas a partir de J0 y J serán unitariamente equivalentes si y sólo si la parte

antilineal de KJ , λm, es de cuadrado sumable (ver Sección 1.4.2).

Ahora bien, la evolución de las aJm asociadas a la estructura compleja J es dictada por una transformación de

Bogolyubov. La aJm a un tiempo final tf está dada en términos de aJm y āJ−m a tiempo inicial ti; i.e.,

aJm(tf ) = αJma
J
m + βJmā

J
−m, (3.41)

(la expresión para āJm(tf ) se obtiene por conjugación compleja de la anterior expresión) donde αJm = αJm(ti, tf ),

βJm = βJm(ti, tf ) y |αJm|2 − |βJm|2 = 1 para toda tf , ti ∈ R+ y m 6= 0. Para determinar los coeficientes αJm y βJm

obsérvese primero que relación (3.39) es válida a cualquier tiempo, por lo que

aJm(tf ) = κmam(tf ) + λmā−m(tt) = κm [αmam + βmā−m] + λm
[
ᾱmā−m + β̄mam

]
donde se ha utilizado (3.31) en la segunda igualdad. Los coeficientes αm y βm están dados por (3.32) y (3.33),

respectivamente. Reagrupando, la anterior expresión queda como

aJm(tf ) =
[
κmαm + λmβ̄m

]
am + [λmᾱm + κmβm] ā−m.

Utilizando la inversa (3.40) a tiempo ti, se obtiene entonces que

aJm(tf ) =
[
κmαm + λmβ̄m

] [
κ̄ma

J
m − λmāJ−m

]
+ [λmᾱm + κmβm]

[
κmā

J
−m − λ̄maJm

]
.

Reagrupando,

aJm(tf ) =
(
|κm|2αm − |λm|2ᾱm + 2iIm[κ̄mλmβ̄m]

)
aJm +

(
κ2
mβm − λ2

mβ̄m − 2iκmλmIm[αm]
)
āJ−m (3.42)

Comparando (3.41) y (3.42) se identifican los coeficientes de Bogolyubov αJm y βJm,

αJm = |κm|2αm − |λm|2ᾱm + 2iIm[κ̄mλmβ̄m], (3.43)

βJm = κ2
mβm − λ2

mβ̄m − 2iκmλmIm[αm]. (3.44)

Evidentemente cuando J = J0 se tiene que κ = 1 y λ = 0, lo que hace que (3.43) y (3.44) den αJ0
m = αm y βJ0

m = βm,

como debeŕıa esperarse. No sobra insistir en que αm y βm en las Ecs.(3.43)-(3.44) corresponden a los coeficientes de

Bogolyubov (3.32) y (3.33) de la transformación simpléctica de evolución asociada a la descomposición del campo

provista por J0.
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Ahora bien, que exista una J invariante (distinta a J0) para la cual la dinámica sea unitariamente implementable,

significa que la correspondiente parte antilineal (3.44) βJm de la transformación simpléctica de evolución es de

cuadrado sumable. La relación unitaria o no con la cuantización construida a partir de J0, dependerá de si la λm es

o no de cuadrado sumable. El notable resultado, que puede probarse con todo rigor43, es que cualquier J invariante

que de lugar a una cuantización con implementación unitaria de la dinámica es Hilbert-Schmidt con J0; i.e., βJm

es de cuadrado sumable si y sólo si λm es de cuadrado sumable. Aśı, se tiene que cualquier representación a la

Fock invariante y con implementación unitaria de la dinámica, construida a partir de la variable fundamental ζ, es

unitariamente equivalente a la cuantización a la Fock construida con J0 y que se ha expuesto en la sección previa.

La cuantización de Fock asociada a J0 es, pues, la única (módulo equivalencia unitaria) representación de las RCC

invariante S1 y con implementación unitaria de la dinámica.

En este caso, se tiene por tanto que (al igual que en el modelo de Gowdy T 3 polarizado [10] y una clase más

general de sistemas con masa arbitraria dependiente del tiempo [44]) la imposición de los criterios de invariancia

ante las simetŕıas de norma y la implementabilidad unitaria de la dinámica seleccionan de manera única una

representación a la Fock de la teoŕıa.

Es importante recordar que la descripción bajo la cual se encontró una implementación unitaria de la evolución

clásica, se obtuvo aplicando una transformación canónica a las variables de campo fundamentales (sugerida por un

análisis del comportamiento ultravioleta de los modos); en otras palabras, eligiendo una parametrización distinta

de los campos. Cabe preguntarse ahora si existe al menos una reparametrización del sistema bajo la cual haya una

representación de las RCC que sea invariante ante las simetŕıas de norma y que implemente unitariamente el mapeo

de evolución clásica, pero que a su vez sea unitariamente inequivalente a la que se ha encontrado considerando

como campo fundamental a ζ. En la siguiente sección se discutirá este punto, que concierne a la ambigüedad en la

elección de variables fundamentales. Antes de concluir esta sección, sin embargo, es conveniente puntualizar que J0

es equivalente a la estructura compleja J̃0 (que en forma natural está) asociada al campo escalar no masivo, y es

justamente por esta razón que se considera el sub́ındice cero en la estructura compleja (3.21). En efecto, considérese

la transformación de Bogolyubov

aJ̃0
m = κmam + λmā−m, (3.45)

κm =

√
πx0

8

[(
1 +

i

2x0

)
H0(x0)− iH1(x0)

]
, λm =

√
πx0

8

[(
1 +

i

2x0

)
H0(x0)− iH1(x0)

]
, (3.46)

donde x0 := |m|t0, con t0 un tiempo de referencia arbitrario. La estructura compleja J̃0 asociada a aJ̃0
m es evidente-

mente S1-invariante y, además, es Hilbert-Schmidt con J0, pues el comportamiento ultravioleta de λm en (3.46) es

|λm|2 ∼ 1/m2. De (3.45)-(3.46) se sigue que los modos wm = κ̄mum − λ̄mū−m de la descomposición (3.37) definida

por J̃0 a t0 están dados por wm(t0, θ) =
√

2 exp(i|m|θ)/
√
π|m|mientras que ∂twm(t0, θ) = −i

√
2|m| exp(i|m|θ)/

√
π.

Considerando la normalización de los modos um, se introduce un factor de 1/
√

8; i.e., wm → wm/
√

8. Aśı, la confi-

43Aunque la expresión para βJm difiere ligeramente de la que en [10] se considera, la demostración es esencialmente la misma que la

que alĺı se desarrolla.
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guración y el momento a t = t0 están dados por

ϕζ = ζ|t=t0 =
1√
2π

∑
m6=0

(
1√
2|m|

aJ̃0
m e

i|m|θ +
1√
2|m|

āJ̃0
m e
−i|m|θ

)

y

Pζ = ∂tζ|t=t0 =
1√
2π

∑
m6=0

(
−i
√
|m|
2
aJ̃0
m e

i|m|θ + i

√
|m|
2
āJ̃0
m e
−i|m|θ

)
.

Al escribir ϕζ = 1√
2π

∑
m6=0 ϕ

m
ζ exp(i|m|θ) y Pζ = 1√

2π

∑
m6=0 P

m
ζ exp(i|m|θ) se obtiene entonces que

aJ̃0
m =

|m|ϕmζ + iPmζ√
2|m|

, āJ̃0
−m =

|m|ϕmζ − iPmζ√
2|m|

, (3.47)

que son justamente las variables tipo aniquilación/creación asociadas a un campo sin masa; de ah́ı que la cuantización

a la Fock asociada a J̃0 pueda ser llamada como “la representación de masa cero”de las RCC. Dada la equivalencia

unitaria con J0, puede aseverarse entonces que la representación de masa cero es la única (módulo equivalencia

unitaria) representación de las RCC invariante S1 con implementación unitaria de la dinámica.

En la representación de masa cero la evolución temporal está dictada por la transformación de Bogolyubov

aJ̃0
m (t) = αJ̃0

m a
J̃0
m + βJ̃0

m ā
J̃0
−m, (3.48)

donde los coeficientes αJ̃0
m y βJ̃0

m están dados por (3.43) y (3.44), respectivamente, y en cuyas expresiones el coeficiente

αm está dado por (3.32), el coeficiente βm por (3.33,3.34) y los coeficientes κm y λm por (3.46). En adelante, para

simplificar notación, los coeficientes αJ̃0
m y βJ̃0

m serán denotados como α0
m y β0

m. En virtud de la equivalencia unitaria

entre la representación de masa cero y la cuantización de Fock construida a partir de J0 (presentada al inicio de

esta sección 3.2) se sigue en particular que β0
m es de cuadrado sumable.

3.2.3. Sobre la unicidad en la parametrización del modelo

Para discutir el problema de unicidad asociado a las distintas parametrizaciones de campo fundamental que

pueden considerarse (libertad bajo transformaciones canónicas), es conveniente comenzar por hacer algunas obser-

vaciones relevantes. Lo primero que debe notarse, es que las transformaciones canónicas permitidas son sólo aquellas

que provean una parametrización que respete el grupo de isometŕıas original y la invariancia ante traslaciones S1;

la ecuación de campo que gobierna a la dinámica ha de permanecer como una ecuación de segundo orden, lineal

y homogénea, de modo que el espacio de soluciones se mantenga como un espacio vectorial. Estas consideraciones,

que tienen por objeto impedir la introducción de inhomogeneidades “espurias”, restringen las posibles redefiniciones

del campo en nuestro modelo a escalamientos por funciones que dependen exclusivamente del tiempo (para una

discusión al respecto en el contexto del modelo de Gowdy ver [11]). Los escalamientos en la configuración del campo

implican que el momento canónicamente conjugado sufre el escalamiento inverso; de hecho, en el momento se tiene

que (en general) además del escalamiento inverso, puede haber una contribución lineal del campo.
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Antes de proseguir, conviene enfatizar y recordar que en la teoŕıa clásica, cualquier transformación canónica

T : S −→ s de las variables fundamentales lleva a una descripción equivalente de la teoŕıa. De este modo, se pueden

construir las representaciones de las RCC a partir tanto de S como de s. Dadas dos representaciones a la Fock F

y F surgidas de variables básicas/fundamentales relacionadas mediante una transformación canónica, la pregunta

natural es si éstas están relacionadas mediante un operador unitario Û : F −→ F o no; en caso afirmativo, Û

seŕıa la implementación unitaria de la transformación canónica T, mientras que una respuesta en sentido negativo,

implicaŕıa que F y F son descripciones cuánticas no unitariamente equivalentes (ver figura 3.1).

Figura 3.1: Relación entre representaciones de la teoŕıa clásica mapeadas por una transformación canónica y sus

respectivas teoŕıas cuánticas. En general, la contraparte cuántica de T no es unitaria.

La transformación canónica del campo ζ(θ, t) dependiente del tiempo más general posible que preserva las

propiedades arriba mencionadas, es de la forma [11]

ϕφ = f(t)ϕζ , Pφ =
Pζ
f(t)

+ g(t)ϕζ , (3.49)

donde f 6= 0 (de signo constante). Al tiempo de referencia t0, puede considerarse que f(t0) = 1, g(t0) = 0, sin

pérdida de generalidad44. Debido a la dependencia temporal, la evolución del campo φ (con configuración ϕφ y

momento Pφ) será diferente a la del campo ζ. Puede ocurrir, como se ha visto ya, que en una descripción haya una

representación de las RCC que admita dinámica unitaria (como es el caso de ζ en la representación de masa cero, o

en su equivalente construida a partir de J0) mientras que en otras no (como es el caso de la cuantización que para χ

se presentó en la Sección 3.1). La pregunta aqúı es si existirá una descripción φ que sea S1-invariante y que admita

una implementación unitaria de la dinámica, pero que no sea unitariamente equivalente a representación de masa

cero para ζ (que es equivalente a la cuantización con J0). Si existiese tal descripción φ, entonces se concluiŕıa que ζ no

es la única variable fundamental a partir de la cual se puede construir una teoŕıa invariante y con implementación

unitaria de la dinámica; i.e., la invariancia S1 y la implementación unitaria de la dinámica no seŕıan criterios

suficientes para la elección única de variables fundamentales (aunque śı lo son para la elección de las RCC, como

se vio en el anterior apartado). Por otro lado, si no existe una descripción φ inequivalente, que sea invariante S1

44Cualquier transformación canónica dependiente del tiempo, que dé como resultado nuevas variables que no coincidan a t0 con las

originales, se construye aplicando a (3.49) una transformación canónica más, pero independiente del tiempo. Puesto que esta nueva

transformación no altera en lo absoluto el análisis que aqúı se realizará, puede simplemente ignorarse.
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e implemente la dinámica unitariamente, entonces se concluirá que los criterios de invariancia y dinámica unitaria

seleccionan una única variable fundamental, ζ, y que la representación de masa cero (equivalentemente la construida

a partir de J0) en esta variable es la única cuantización del sistema (tanto en elección de variable fundamental como

de representación de las RCC) que es S1-invariante y con implementación unitaria de la dinámica.

Para dilucidar si la invariancia S1 y la implementación unitaria de la dinámica son (o no) criterios que eliminan

el problema de la ambigüedad en la elección de variables fundamentales, se procederá como sigue: (i) Partiendo de la

representación de masa cero en la descripción ζ se obtendrá, v́ıa la transformación canónica (3.49), la representación

de masa cero en la descripción φ (ii) se especificará entonces la evolución en la descripción φ para la representación

de masa cero y (iii) se obtendrá en la descripción φ la evolución para cualquier representación S1-invariante y se

analizará entonces bajo qué condiciones la evolución es unitariamente implementable en las nuevas variables. La

evolución en las nuevas variables, y para cualquier elección de estructura compleja S1-invariante, se obtiene pues

componiendo tres transformaciones, como se verá en forma expĺıcita a continuación:

Primer transformación: De la representación de masa cero en ζ a φ; cambio de variables fundamentales

Bajo la transformación canónica (3.49), la representación de masa cero en ζ [Cf. Ec.(3.47)] es mapeada a la

representación de masa cero en la descripción φ, cuyas variables tipo aniquilación/creación serán denotadas por bm

y b̄m. Expĺıcitamente:  bm

b̄−m

 = W−1
m MmWm

 aJ̃0
m

āJ̃0
−m

 ,

donde

Wm =


1√
2|m|

1√
2|m|

−i
√
|m|
2 i

√
|m|
2

 , W−1
m =


√
|m|
2

i√
2|m|

√
|m|
2

−i√
2|m|

 , Mm =


f 0

g f−1

 .

Un cálculo directo muestra entonces que

bm = Lma
J̃0
m +Amā

J̃0
−m, (3.50)

donde

Lm =
1

2

(
f+ + i

g

|m|

)
, Am =

1

2

(
f− + i

g

|m|

)
, (3.51)

con f± = f ± 1/f . Es fácil verificar que |Lm|2 − |Am|2 = 1; i.e., la transformación (3.50) es de Bogolyubov. La

relación para b̄−m se obtiene de (3.50)-(3.51) por conjugación compleja y realizando el cambio de m por −m.

Segunda transformación: Evolución en φ para la representación de masa cero

Es importante notar que (3.50)-(3.51) es a cualquier tiempo; en particular, al tiempo de referencia t = t0 se

tiene que bm(t0) = aJ̃0
m (t0) pues Lm(t0) = 1 y Am(t0) = 0. Usando este hecho, la relación (3.50) y la evolución para

las aJ̃0
m ’s [Cf. Ec.(3.48)] se tiene que la evolución en la descripción de campo φ para la representación de masa cero

está dada por la siguiente transformación de Bogolyubov

bm(t) = α̃0
mbm + β̃0

mb̄−m, (3.52)
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α̃0
m =

(
α0
mLm + β̄0

mAm
)
, β̃0

m =
(
ᾱ0
mAm + β0

mLm
)

(3.53)

y en donde bm = bm(t0) y b̄−m = b̄−m(t0).

Tercer transformación: Evolución en la descripción φ para cualquier representación S1-invariante

Para determinar la evolución en la descripción de campo φ, en cualquier representación S1-invariante, considérese

primero la Ec.(3.39), que establece la familia de representaciones invariantes;

bJm(t) = κmbm(t) + λmb̄−m(t). (3.54)

Sustituyendo la evolución (3.52) en las bm’s se sigue que

bJm(t) =
[
κmα̃

0
m + λm

¯̃
β0
m

]
bm +

[
λm ¯̃α0

m + κmβ̃
0
m

]
b̄−m.

Utilizando la inversa (3.40) al tiempo de referencia t = t0 se obtiene finalmente que

bJm(t) = α̃Jmb
J
m + β̃Jmb̄

J
−m, (3.55)

α̃Jm = |κm|2α̃0
m − |λm|2 ¯̃α0

m + 2iIm[κ̄mλm
¯̃
β0
m], (3.56)

β̃Jm = κ2
mβ̃

0
m − λ2

m
¯̃
β0
m − 2iκmλmIm[α̃0

m]. (3.57)

Donde α̃0
m y β̃0

m están dadas por (3.53); es decir, dependen de los coeficientes de Bogolyubov α0
m, β0

m, Lm y Am,

donde estos últimos dos están dados por (3.51). En suma, se tiene que la parte antilineal β̃Jm (3.57) depende de α0
m,

β0
m (de cuadrado sumable), f y g.

La pregunta relevante es bajo qué condiciones β̃Jm es de cuadrado sumable. Para dar respuesta a la interro-

gante, se asume que β̃Jm es de cuadrado sumable y se analizan las condiciones que tal suposición impone sobre la

transformación canónica (3.49).

Un análisis riguroso (esencialmente idéntico al llevado a cabo en [11] para el caso del modelo de Gowdy T 3

polarizado) muestra que β̃Jm es de cuadrado sumable si y sólo si: (i) f es igual a la unidad (f = 1), lo que significa

que (3.49) se va a una simple redefinición del momento: ϕφ = ϕζ , Pφ = Pζ + gϕζ . Por consiguiente, ningún

reescalamiento del campo ζ por una función del tiempo proveerá una descripción en la cual la dinámica pueda

implementarse unitariamente45 (ii) La descripción del sistema en las variables fundamentales (ϕφ = ϕζ , Pφ =

Pζ + gϕζ) con implementación unitaria de la dinámica, es unitariamente equivalente a la representación de masa

cero en las variables fundamentales (ϕζ , Pζ), para cualquier g. En efecto, para f = 1 se tiene que Am en (3.51)

es Am = ig/(2|m|) y, por tanto, es de cuadrado sumable para cualquier g. Esto implica (la prueba es simple)

que β̃0
m es de cuadrado sumable y (siguiendo de nueva cuenta los argumentos que en [10] se exponen) se concluye

entonces que β̃Jm en (3.57) es de cuadrado sumable si y sólo si λm lo es. Cabe señalar que la libertad en la elección del

45Este hecho muestra por qué la parametrización usada en la sección 3.1, aśı como la empleada por Pierri [42] para el modelo de

Gowdy T3 polarizado, no admite una implementación unitaria de la dinámica bajo ninguna de todas las posibles estructuras complejas

invariantes.
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momento asociada46 a g, puede eliminarse imponiendo el requerimiento adicional de que el vaćıo de Fock pertenezca

al dominio del generador de evolución [11]. Este requerimiento selecciona como momento predilecto a Pζ , que es

el momento original. En suma, los criterios de invariancia ante las simetŕıas y de implementabilidad unitaria de

la dinámica seleccionan un único campo fundamental y una única representación de las RCC; la cuantización que

aqúı se ha presentado para las inhomogeneidades (geométricas y de materia) del modelo tipo Gowdy T 3 acoplado

a materia escalar es pues la única (en campo fundamental y representación de las RCC) cuantización invariante

S1 que implementa unitariamente la dinámica. Esta cuantización encuentra sus antecedentes (en fundamentación

y gúıa) en la llamada cuantización 47 CCMV que para el modelo de Gowdy T 3 polarizado fue especificada durante

la década pasada [8, 9, 10, 11].

Finalmente, es importante hacer notar que los resultados aqúı presentados son a nivel de espacio de Hilbert

cinemático; i.e., sin considerar la constricción global (2.41). Sin embargo, el estudio realizado en este trabajo puede

ampliarse al espacio de Hilbert f́ısico, constitúıdo por aquellos estados que satisfagan la constricción a nivel cuántico

(FFis = {Ψ | Ĉ0Ψ = 0}) siguiendo la ĺınea de razonamiento y técnica trazada por C.G. Torre en [41] para el caso

del modelo de Gowdy T 3 polarizado.

46Vale la pena hacer notar aqúı que si el campo no fuese axi-simétrico, entonces habŕıa restricciones sobre la g (esencialmente debidas

a la degeneración en los valores propios del operador de Laplace-Beltrami) que básicamente suprimen la libertad en la elección del

momento (ver [46] y [47]).
47CCMV es el acrónimo de Corichi Cortez Mena Velhinho.
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... to myself I seem to have been only like a boy playing on the sea-shore, and

diverting myself in now and then finding a smoother pebble or a prettier shell

than ordinary, whilst the great ocean of truth lay all undiscovered before me.

I. Newton

En este trabajo se estudió la cuantización de un modelo tipo Gowdy T3 polarizado acoplado con materia escalar

no masiva. El sector homogéneo del modelo corresponde a un FLRW con factor de escala a(t) =
√
t (en tiempo

conforme) y los grados locales de libertad pueden entonces interpretarse como inhomogeneidades en dicho fondo; en

concreto, las inhomogeneidades corresponden a dos campos escalares axisimétricos, no masivos, propagándose en el

citado FLRW, uno de los cuales introduce inhomogeneidades unidimensionales geométricas (“ondas gravitacionales”)

mientras que el otro está asociado a inhomogeneidades en el contenido de materia. Son los grados locales de libertad

(inhomogeneidades) las que se cuantizan a la Fock en el fondo efectivo FLRW explotando el hecho de que ambos

campos satisfacen la misma ecuación de movimiento (i.e., se considera pues la cuantización de un campo escalar axial

no masivo, denotado por χ, propagándose en el fondo FLRW). La cuantización más natural para el sistema efectivo

carece, sin embargo, de una implementación unitaria de la evolución temporal en el espacio de Hilbert. Un análisis

sobre el comportamiento de los modos del campo en el régimen ultravioleta sugiere entonces el cambio a un nuevo

campo básico/fundamental (χ → ζ) mediante una transformación canónica dependiente del tiempo ζ =
√
t χ,

llevando el sistema a uno que puede interpretarse como el de un campo escalar axial ζ, con masa dependiente

del tiempo, propagándose en un fondo minkowskiano compacto (los modos en el ultravioleta de ζ se comportan

exactamente como aquellos de un campo escalar no masivo en Minkowski). Aśı pues, se efectúa el reescalado

ζ =
√
t χ y se muestra que la descomposición natural de la solución (i.e., la estructura compleja natural) en la

nueva descripción fundamental permite llevar a cabo una cuantización a la Fock que, además de ser invariante ante

la simetŕıa de traslación S1 heredada del sistema original, implementa unitariamente la dinámica. La cuantización

en la descripción de variable fundamental reescalada ζ tiene entonces propiedades f́ısicamente deseables, como la de

poseer un cuadro de Schrödinger bien definido y preservar la noción estándar de conservación de la probabilidad,

lo que da robustez a esta propuesta de cuantización a la Fock para el sistema. Cabe enfatizar que la representación
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a la Fock S1-invariante y con implementación unitaria de la dinámica que se provee es unitariamente equivalente

a la “representación de masa cero”para las RCC, de tal suerte que la representación de masa cero para el campo

báscio/fundamental ζ es S1-invariante e implementa unitariamente la dinámica.

Una vez que se cuenta con una descripción cuántica predilecta, surge la interrogante natural de si ésta es única

o no. Es decir, dada la ambigüedad en teoŕıa de campos, queda todav́ıa por saber si

(a) En la descripción de variable fundamental ζ existe o no una representación de las RCC no equivalente a la de

masa cero, que sea también S1-invariante y admita una implementación unitaria de la dinámica (i.e., ambigüedad

en la representación de las RCC).

(b) La libertad en la elección de variables fundamentales permite o no especificar una nueva descripción, digamos

φ, que clásicamente sea equivalente a la descripción ζ pero cuánticamente no, en la cual sea posible construir

una representación a la Fock S1-invariante y con dinámica unitaria (i.e., ambigüedad en la elección de variables

fundamentales).

En otras palabras, queda por saber si los criterios de implementación unitaria de la dinámica e invariancia ante

las simetŕıas de norma remueven o no las ambigüedades en la representación de las RCC y en la elección de variables

básicas/fundamentales. La respuesta, como se ha visto en la parte final del Caṕıtulo 3, es en sentido afirmativo:

los criterios de invariancia ante las simetŕıas e implementabilidad unitaria de la dinámica seleccionan una única

(módulo equivalencia unitaria) teoŕıa cuántica del sistema tanto en la representación de las RCC como en la elección

de variables fundamentales; i.e., es sólo en la variable fundamental ζ y en la representación de masa cero para este

campo básico/fundamental que se tiene una representación a la Fock S1-invariante con implementación unitaria

de la dinámica. Este resultado de unicidad robustece la propuesta tanto de la cuantización llevada a cabo para el

modelo en cuestión como de dichos criterios como requerimientos para seleccionar teoŕıas cuánticas predilectas. Cabe

advertir, sin embargo, que para sistemas más complicados estos criterios podŕıan resultar todav́ıa insuficientes para

eliminar las ambigüedades y, por consiguiente, seŕıa necesario buscar criterios adicionales que permitan seleccionar

una cuantización predilecta.

Respecto a la unicidad de la cuantización es importante abundar sobre algunos aspectos. Dado que el modelo

finalmente consiste en cuantizar un campo escalar en un fondo de FLRW compacto, podŕıa suponerse que entonces

una cuantización apropiada y única podŕıa ser especificada empleando el criterio de Hadamard en la descripción χ de

campo fundamental (puesto que el fondo FLRW considerado es compacto, hay un único vaćıo de Fock que satisface

la condición de Hadamard y, por tanto, una única representación de Hadamard para las RCC) [16]. Aunque los

resultados de este trabajo de tesis muestran que en la representación de Hadamard de las RCC no se implementaŕıa

unitariamente la dinámica, cabe preguntarse si habrá algún tipo de tensión entre la cuantización única que aqúı se ha

presentado y la cuantización única que se puede construir imponiendo el criterio de Hadamard. Si el campo escalar

fuese masivo, podŕıa llevarse a cabo un análisis similar al que en [46] se presenta, concluyendo que la traslación

de la representación Hadamard a la descripción ζ provee una teoŕıa cuántica unitariamente equivalente a la que

en este trabajo se ha especificado y, por consiguiente, afirmar que no hay tensión alguna entre las cuantizaciones;
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sin embargo, puesto que el campo es no masivo, dicho análisis no puede ser cabalmente reproducido48 y es, por

tanto, necesario investigar más a fondo cómo puede extraerse la relación entre ambas formulaciones para, entonces,

determinar si en este caso hay o no tensión entre las dos distintas formulaciones. Este es un tema que queda abierto

y que habrá de abordarse.

Por último, es importante enfatizar que aqúı se enfocó el problema en la cuantización de los grados locales de

libertad propagándose en un fondo efectivo (tipo FLRW). Una continuación natural del presente trabajo, y que en

realidad significaŕıa completar la descripción cuántica del modelo, consistiŕıa en tratar de especificar la geometŕıa

cuántica para éste; es decir, investigar la posibilidad de definir a partir de la cuantización de los grados locales

de libertad que ya se tiene, algún tipo de “operador métrico”ĝab y explorar entonces las consecuencias. Esta ĺınea

de investigación aproximaŕıa la cuantización del modelo a las ideas de cuantos geométricos, que plantean algunas

formulaciones de la gravedad cuántica (e.g. Gravedad Cuántica de Lazos) y es, junto con el estudio comparativo entre

la cuantización aqúı expuesta y la representación Hadamard de las RCC, una ĺınea de investigación a desarrollar

en el futuro próximo.

48El análisis en [46] está cimentado en la equivalencia unitaria entre estados adiabáticos y de Hadamard para un campo escalar masivo

[48].
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Apéndice A

El espacio de Hilbert para sistemas

lineales con número finito de grados de

libertad

Gentlemen: there’s lots of room left in Hilbert space. S. MacLane

En este apéndice se abordarán algunos aspectos formales sobre la construcción del espacio de Hilbert de una

part́ıcula, H, para los sistemas lineales de dimensión finita mencionados en el texto, y como ejemplo ilustrativo, se

construirá H para un sistema de n-osciladores armónicos desacoplados.

A.1. Sobre el espacio de Hilbert de una part́ıcula H

Considérese un sistema lineal con n grados de libertad, de manera que la dimensión del espacio de soluciones

a las ecuaciones de movimiento (1.2) es 2n-real, y considérese la complejización SC = S ⊕ iS (cuya dimensión

es 2n-compleja). Aśı, todo v ∈ SC se expresa como v = Re(v) + iIm(v), donde Re(v), Im(v) ∈ S, y 〈v, v〉 =

2Ω (Re(v), Im(v)). El primer punto a demostrar es que efectivemente existen v′s en SC tales que 〈v, v〉 es positivo,

negativo o nulo, donde 〈v, v〉 definido por (1.13).

La existencia de v′s diferentes de cero tales que 〈v, v〉 = 0 es obvia. Ejemplos (como se menciona en el texto) son

el sector real y el sector puramente imaginario de SC . Es más, si Re(v) y Im(v) son proporcionales (i.e. si ∃r ∈ R

constante tal que Re(v) = rIm(v)) entonces claramente 〈v, v〉 es nulo también, sin que necesariamente v = 0.

La demostración de que existen v’s en SC tales que 〈v, v〉 > 0, se hace por contradicción. En concreto, se plantea

como hipótesis que no hay v’s en SC tales que 〈v, v〉 > 0 y se verá que ello conduce a una falsedad.
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Proposición A.1.1. Si @v′s ∈ SC tales que 〈v, v〉 > 0, entonces @v′s ∈ SC tales que 〈v, v〉 < 0. Es decir, 〈v, v〉 es

idénticamente nulo en SC .

Demostración: Supóngase que existe al menos un w ∈ SC tal que 〈w,w〉 < 0. Dado que 〈w,w〉 = 2Ω (Re(w), Im(w)),

entonces 2Ω (Re(w), Im(w)) < 0, pero ello implica que −2Ω (Re(w), Im(w)) = 2Ω (Im(w),Re(w)) > 0. Puesto que

2Ω (Im(w),Re(w)) es igual a 〈w,w〉, entonces se tiene que si 〈w,w〉 < 0, 〈w,w〉 > 0. Es decir, existe v ∈ SC (v = w)

tal que 〈v, v〉 > 0. Pero esto viola la hipótesis, por lo tanto la no existencia de v′s en SC tales que 〈v, v〉 > 0, implica

que tampoco existen v′s en SC tales que 〈v, v〉 < 0 y, por consiguiente, 〈v, v〉 = 0 en todo SC . �

Dado que 〈v, v〉 = 2Ω (Re(v), Im(v)), entonces 〈v, v〉 = 0 en todo SC implica que Ω (Re(v), Im(v)) = 0 para todo

Re(v), Im(v) ∈ S. Es decir, la hipótesis de la proposición A.1.1 implica que la estructura simpléctica Ω debe ser nula

en todo S, lo cual es evidentemente falso. Aśı, se concluye que existen v+ ∈ SC tales que 〈v+, v+〉 > 0. Sea VC
+ el

conjunto de todos los v+ ∈ SC . El complejo conjugado de VC
+, que denotaremos por VC

−, define el conjunto de

todos los elementos v− (dados por v− = v+) en SC tales que 〈v−, v−〉 < 0.

Nótese que SC + = VC
+ ∪ {0} no es un espacio vectorial. En efecto, dado un v+ ∈ SC +, existe w+ ∈ SC + tal

que Im(v+) + Im(w+) = 0. Es decir, v+ +w+ ∈ S y por consiguiente 〈v+ +w+, v+ +w+〉 = 0 (en otras palabras, la

suma de dos elementos en SC + no es necesariamente un elemento de SC +). Sin embargo, y de manera muy notable,

puede especificarse (al menos) un H ⊂ SC + que es espacio vectorial (y por consiguiente subespacio de SC ) cerrado

bajo 〈·, ·〉 (i.e., H es un espacio de Hilbert).

Proposición A.1.2. Existe (al menos) un H ⊂ SC + que es (i) un subespacio de SC donde (1.13) es un producto

interno bien definido, (ii) es cerrado bajo el mapeo (1.13), 〈·, ·〉 (es decir, H es un Hilbert) y (iii) la suma directa

de H y su complejo conjugado H es el espacio vectorial SC . Además, 〈v, w〉 = 0 para todo v ∈ H y w ∈ H.

Demostración: (i) Para mostrar la existencia, bastará con exhibir un espacio vectorial H donde el mapeo (1.13)

es un producto interno. A continuación se mostrará, por construcción, la existencia de n elementos de SC +, {bk}nk=1,

que son mutuamente ortogonales respecto a (1.13) y unitarios, 〈bj , bk〉 = δjk.

El primer paso consiste en especificar una base para el espacio de soluciones suaves reales, S. Para ello, considérese

la base natural en Γ , es decir

ep,k = (0, · · ·, 0; 0, · · ·, pk = 1, · · ·, 0) y eq,j = (0, · · ·, qj = 1, · · ·0; 0, · · ·, 0), (A.1)

donde k, j = 1, ..., n. El vector ep,k es el vector cuya única componente no nula es la k-ésima componente del

momento, que es igual a uno (pk = 1), mientras que eq,j es el vector cuya única componente no nula es la j-

ésima componente de configuración, que es igual a uno (qj = 1). Evidentemente se tiene que, para cualquier

y = (q1, ..., qn; p1, ..., pn) ∈ Γ ,

y =
n∑
j

(
qjeq,j + pjep,j

)
.
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De (1.7) se sigue que

Ω(ep,k, eq,j) = δkj , Ω(eq,k, eq,j) = 0 y Ω(ep,k, ep,j) = 0. (A.2)

En virtud del isomorfismo I : Γ → S, el conjunto {Yp,k, Yq,k}, donde Yp,k = I(ep,k) e Yq,k = I(eq,k), es una base

para S. Además, de (A.2) se sigue que

Ω(Yp,k, Yq,j) = δkj , Ω(Yq,k, Yq,j) = 0 y Ω(Yp,k, Yp,j) = 0. (A.3)

Considérense los siguientes n vectores complejos en SC ,

bj :=
1√
2

(Yp,j + iYq,j) . (A.4)

Un cálculo directo muestra que, utilizando (A.3),

〈bj , bk〉 = δjk. (A.5)

De esta manera se tiene que los vectores complejos {bj}nj=1 pertenecen, de hecho, a SC + y son mutuamente

ortogonales respecto a (1.13).

Sea h el espacio generado por {bj}nj=1, i.e. h consta de todos los elementos de la forma
∑n
j=1Ajbj , donde las Aj ’s

son constantes complejas. A continuación se mostrará que h es un subconjunto de SC + y que, además, es un espacio

vectorial en el cual (1.13) es un producto interno. Considérese un h cualquiera en h, entonces h =
∑n
j=1Ajbj y

〈h, h〉 = −iΩ(h, h) =
n∑
k=1

|Ak|2.

Es decir, 〈h, h〉 > 0 para toda h 6= 0 en h, y 〈h, h〉 = 0 si y sólo si h = 0 (i.e. si Ak = 0 ∀k = 1, · · ·, n). Con esto

se prueba que h ⊂ SC +, donde además 〈·, ·〉 cumple la condición de positividad (1.14). Puesto que 〈·, ·〉 cumple el

resto de las propiedades (1.15), (1.16) y (1.17), entonces 〈·, ·〉 es un producto interno en h.

Para demostrar que h es, de hecho, un espacio vectorial, bastará con mostrar que dados cualesquiera h y h′ en

h, h+h′ ∈ h, pues el resto de las propiedades de espacio vectorial se seguirán trivialmente. Sean h y h′ cualesquiera

dos elementos de h y sea h′′ = h+ h′. Escribiendo h =
∑n
j=1Ajbj y h′ =

∑n
j=1A

′
jbj se tiene que

h′′ =
n∑
j=1

A′′j bj ; A′′j = Aj +A′j .

Evidentemente h′′ ∈ h. Aśı, h es un espacio vectorial (de dimensión n-compleja) y, por consiguiente, subespacio

de SC , donde (1.13) es un producto interno bien definido. En otras palabras, h es un espacio pre-Hilbert.

(ii) Se mostrará ahora que h es de hecho completo. i.e., todos los puntos de acumulación están contenidos en h, de

modo que este espacio es ya un Hilbert.

Sea {vk} una sucesión de Cauchy cualquiera. Es decir, dada ε > 0 existe N ∈ N tal que

‖vk − vm‖ < ε, ∀k,m > N,
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donde ‖ · ‖ denota la norma inducida por 〈·, ·〉 en h. Puesto que los elementos de la sucesión pueden escribirse como

vk =
n∑
j=1

A(k)jbj ,

entonces vk − vm =
∑n
j=1

(
A(k)j −A(m)j

)
bj . Un cálculo directo muestra que

‖vk − vm‖2 =
n∑

j,l=1

(
A(k)j −A(m)j

) (
A(k)l −A(m)l

)
〈bj , bl〉 =

n∑
j=1

|A(k)j −A(m)j |2.

Aśı, la completez de C garantiza que la sucesión de Cauchy {vk} converge a un elemento en h; como la sucesión

considerada es arbitraria, entonces se concluye que h es completo.

(iii) Sea h el espacio vectorial que se obtiene de considerar el complejo conjugado de h. La base inducida por {bj}

en h es
{
bj
}

, de manera que h es un espacio vectorial de dimensión n-compleja. Puesto que
〈
bj , bk

〉
= −〈bj , bk〉,

entonces
〈
bj , bk

〉
= −δjk. Aśı, para todo h ∈ h diferente de cero ocurre que

〈
h, h

〉
< 0

(
y por lo tanto h no es un

espacio de Hilbert bajo 〈·, ·〉
)

y
〈
h, h

〉
= 0 si y sólo si h = 0. De (A.3) y (A.4) es inmediato verificar que

〈
bj , bk

〉
= 0

para cualesquiera j, k = 1, · · ·, n.

Evidentemente, h ∩ h = {0}. Más aún, todo elemento de SC puede expresarse como la suma de un elemento de

h con uno de h. En efecto, sea v ∈ SC arbitrario. Dado que v puede escribirse como

v = Re(v) + iIm(v); Re(v), Im(v) ∈ S,

entonces Re(v) =
∑
j

(
AjYq,j + BjYp,j

)
e Im(v) =

∑
j

(
CjYq,j + DjYp,j

)
, donde Aj , Bj , Cj y Dj son constantes

reales. Por consiguiente,

v =

n∑
j=1

(
AjYq,j +BjYp,j

)
+ i

n∑
j=1

(
CjYq,j +DjYp,j

)
=

n∑
j=1

(Aj + iCj)Yq,j + (Bj + iDj)Yp,j . (A.6)

De (A.4) y su complejo conjugado se sigue que

Yp,j =
1√
2

(
bj + bj

)
y Yq,j =

i√
2

(
bj − bj

)
. (A.7)

Sustituyendo (A.7) en (A.6) se obtiene que

v =
n∑
j=1

ηjbj + ρjbj ,

donde las constantes complejas ηj y ρj están dadas por ηj = [(B + C) + i (D −A)]
/√

2 y ρj = [(B − C) + i (D +A)]
/√

2.

Aśı, se tiene que SC = h ⊕ h. Dado que
〈
bj , bk

〉
= 0, ∀ j, k = 1, · · ·, n, entonces 〈v, w〉 = 0 para todo v ∈ h y

w ∈ h. El espacio H de la proposición es justamente h. �

En la Proposición A.1.2 se menciona que existe al menos un H. La demostración exhibe en forma constructiva

uno, pero nótese que en realidad hay una infinidad. En efecto, considérese el mapeo

b′j = αjbj + βjbj , (A.8)
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(y su complejo conjugado) con αj y βj tales que |αj |2 − |βj |2 = 1, para toda j = 1, ..., n. Es facil verificar que

〈
b′j , b

′
k

〉
= δjk,

〈
b′j , b

′
k

〉
= 0 y

〈
b′j , b

′
k

〉
= −δjk.

El espacio generado por
{
b′j
}

, H′, satisface la Proposición A.1.2. De tal suerte que en lugar de H, podŕıa

considerarse H′. Como existe una infinidad de conjuntos de coeficientes {αj , βj} que satisfacen la restricción |αj |2−

|βj |2 = 1, entonces hay una infinidad de diferentes espacios que satisfacen la Proposición A.1.2.

Para concluir vale la pena aclarar un punto sobre la dimensionalidad de H. Claramente se puede construir un

espacio de Hilbert E de dimensión compleja d < n que cumpla con las condiciones (i)-(ii), pero evidentemente

E ⊕ E ( SC pues dim
(
E ⊕ E

)
= 2d < dimSC = 2n. Adicionalmente, debe notarse que no existe un espacio de

dimensión mayor a n que cumpla la proposición. Si existiese, entonces se concluiŕıa que habŕıa necesariamente un

par generador (Yq,n+1, Yp,n+1), independiente del resto, en S; pero ello implicaŕıa, entonces, que S en lugar de tener

dimensión 2n-real, tendŕıa dimensión 2(n+ 1)-real, lo cual es falso pues el sistema considerado tiene n-real grados

de libertad.

A continuación se construirá, como un ejemplo de la aplicación del formalismo desarrollado en este apéndice, el

espacio de Hilbert de una part́ıcula para una colección de n osciladores armónicos desacoplados.

A.1.1. Espacio de Hilbert de una part́ıcula para un sistema de n osciladores armóni-

cos desacoplados

Considérese el sistema formado por un conjunto de n osciladores armónicos desacoplados, de masa unitaria, e

independientes del tiempo. Sobre el espacio fase canónico Γ , de dimensión 2n-real, y bajo el sistema coordenado

y = (q1, · · ·, qn; p1, · · ·, pn) ∈ Γ , la dinámica es dictada por la función Hamiltoniana H : Γ −→ R ,

H =
1

2

n∑
j=1

{
p2
j + ω2

j q
j 2
}
,

de modo que las ecuaciones de Hamilton (1.2) toman la forma (para j = 1, · · ·, n)

q̇j = pj y ṗj = −ω2
j q
j . (A.9)

Las ecuaciones de movimiento son, evidentemente, lineales en las coordenadas canónicas. La solución genérica para

(A.9) es

Yj(t) = Aj cos(ωjt) +Bjsen(ωjt).

Es decir, una solución genérica Y a ∈ S al sistema de n-osciladores armónicos desacoplados es

Y a =
n∑
k=1

(
AkỸ

a
q,k +BkỸ

a
p,k

)
donde

Ỹ aq,k = (0, ..., 0, cos(ωkt), 0, ..., 0) Ỹ ap,k = (0, ..., 0, sen(ωkt), 0, ..., 0)
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son una base (no necesariamente ortonormal) en S. Nótese que el dato de Cauchy (qa0 , p
a
0) ∈ Γ de la solución Y a es

qa0 = Y a(0) =
∑

AkỸ
a
q,k(0) , pa0 = ∂tY

a(0) =
∑

Bk∂tỸ
a
q,k.

De la Ec.(1.7) se tiene que

Ω(Y1, Y2) =
n∑
k=1

Y2,k(∂tY1,k)− Y1,k(∂tY2,k). (A.10)

De manera que (A.3) se satisface para la base

Y aq,k =

(
0, ..., 0,

1
√
ωk

cos(ωkt), 0, ..., 0

)
Y ap,k =

(
0, ..., 0,

1
√
ωk

sen(ωkt), 0, ..., 0

)
.

La complexificación de S, SC, consiste entonces en todos los elementos de la forma va = Y a1 + iY a2 con Y1, Y2

cualesquiera elementos en S. Siguiendo la prescripción, se considera el subespacio n-complejo dimensional de SC
generado por (A.4)

bak :=
1√
2

(
Y ap,j + iY aq,j

)
=

(
0, ..., 0,

i√
2ωk

e−iωkt, 0..., 0

)
. (A.11)

Es decir, se considera el subespacio

S+ =

{
ha =

n∑
k=1

Akb
a
k

}
, (A.12)

donde Ak son constantes complejas. Un cálculo directo muestra que

〈bk, bj〉 = −iΩ(b̄k, bj) == −iΩacb̄akbcj = δkj

y por consiguiente

〈h, h〉 = −iΩ(h̄, h) = −iΩabh̄ahb =
n∑
k=1

|Ak|2.

Aśı, no es dificil mostrar que 〈h1, h2〉 = −iΩ(h̄1, h2) define en efecto un producto interno en S+. Completando este

subespacio respecto a 〈 · , · 〉, se obtiene el Hilbert de una part́ıcula H para el conjunto de n-osciladores desacoplados

cuyos elementos son de la forma

H 3 ha =

(
A1

e−iω1t

√
2ω1

, A2
e−iω2t

√
2ω2

, ..., An
e−iωnt√

2ω1

)
.
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Apéndice B

Transformaciones de Bogolyubov

Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas. A. Einstein

Sean µ1 y µ2 dos productos en S asociados, respectivamente, a las estructuras complejas J1 y J2 (ambas Ω-

compatibles), que definen normas equivalentes [i.e. que satisfacen (1.45)]. Aśı, los espacios de Hilbert de una part́ıcula

Hi son subespacios de SC ,µ [donde SC ,µ es SC completado respecto a µi( · , · ) = Ω
(
Ji[ · ], ·

)
, i=1,2, indistintamente].

Considérense las proyecciones ortogonales respecto al producto interior µj de Hj , Kj : SC ,µ → Hj y Kj : SC ,µ →

Hj , con j = 1, 2. Nótese que la identidad puede entonces escribirse como I = Kj +Kj .

Sean α i
j := Kj�Hi

: Hi −→ Hj y β i
j := Kj�Hi

: Hi −→ Hj . A continuación se mostrarán las relaciones (1.46).

Sean, digamos, φ+
i , ψ

+
i ∈ Hi, y por tanto φ+

j = α i
j φ

+
i ∈ Hj y ψ−i = β i

j ψ
+
j ∈ Hj ; entonces,

µi
(
φ+
i , ψ

+
i

)
= Ω

(
Jiφ

+
i , ψ

+
i

)
= −iΩ

(
Iφ+
i , Iψ

+
i

)
= −iΩ

(
Kjφ

+
i +Kjφ

+
i ,Kjψ

+
i +Kjψ

+
i

)
= −iΩ

(
α i
j φ

+
i + β i

j φ
+
i , α

i
j ψ

+
i + β i

j ψ
+
i

)
= −i

{
Ω
(
φ+
j , ψ

+
j

)
+ Ω

(
φ+
j , ψ

−
j

)
+ Ω

(
φ−j , ψ

+
j

)
+ Ω

(
φ−j , ψ

−
j

)}
= Ω

(
Jjφ

+
j , ψ

+
j

)
+ Ω

(
Jjφ

+
j , ψ

−
j

)
− Ω

(
Jjφ
−
j , ψ

+
j

)
− Ω

(
Jjφ
−
j , ψ

−
j

)
= µj

(
φ+
j , ψ

+
j

)
+��

���
�:0

µj
(
φ+
j , ψ

−
j

)
−���

���:
0

µj
(
φ−j , ψ

+
j

)
− µj

(
φ−j , ψ

−
j

)
= µj

(
α i
j φ

+
i , α

i
j ψ

+
i

)
− µj

(
β i
j φ

+
i , β

i
j ψ

+
i

)
= µi

(
α i †
j α i

j φ
+
i , ψ

+
i

)
− µi

(
β i †
j β i

j φ
+
i , ψ

+
i

)
= µi

([
α i †
j α i

j − β
i †
j β i

j

]
φ+
i , ψ

+
i

)
.

Por tanto,

α i †
j α i

j − β
i †
j β i

j = I. (B.1)
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Sean ahora, digamos, φ+
i ∈ Hi y ψ−i ∈ Hi, por lo que µi

(
φ+
i , ψ

−
i

)
= 0, sin embargo

µi
(
φ+
i , ψ

−
i

)
= Ω

(
Jiφ

+
i , ψ

−
i

)
= −iΩ

(
Iφ+
i , Iψ

+
i

)
= −iΩ

(
Kjφ

+
i +Kjφ

+
i ,Kjψ

+
i +Kjψ

+
i

)
= −iΩ

(
α i
j φ

+
i + β i

j φ
+
i , α

i
j ψ

+
i + β i

j ψ
+
i

)
= −i

{
Ω
(
φ+
j , ψ

+
j

)
+ Ω

(
φ+
j , ψ

−
j

)
+ Ω

(
φ−j , ψ

+
j

)
+ Ω

(
φ−j , ψ

−
j

)}
= Ω

(
Jjφ

+
j , ψ

−
j

)
+ Ω

(
Jjφ

+
j , ψ

+
j

)
− Ω

(
Jjφ
−
j , ψ

−
j

)
− Ω

(
Jjφ
−
j , ψ

+
j

)
= ���

���:
0

µj
(
φ+
j , ψ

−
j

)
+ µj

(
φ+
j , ψ

+
j

)
− µj

(
φ−j , ψ

−
j

)
−���

���:
0

µj
(
φ−j , ψ

+
j

)
= µj

(
α i
j φ

+
i , β

i
j ψ
−
i

)
− µj

(
β i
j φ

+
i , α

i
j ψ
−
i

)
= µi

(
φ+
i , α

i †
j β i

j ψ
−
i

)
− µi

(
φ+
i , β

i †
j α i

j ψ
−
i

)
= µi

(
φ+
i ,
[
α i †
j β i

j − β
i †
j α i

j

]
ψ−i

)
,

sin embargo, la última expresión debe ser igual a cero en virtud de que µi
(
φ+
i , ψ

−
i

)
= 0, y como

[
α i †
j β i

j − β
i †
j α i

j

]
ψ−i /∈

Hi, entonces se sigue que

α i †
j β i

j = β i †
j α i

j . (B.2)

Ahora, sean φ+
i ∈ Hi y ψ+

j ∈ Hj . Por construcción, ψ+
i = α j

i ψ
+
j ∈ Hi, por lo que se tiene que

µi

(
φ+
i , α

j
i ψ

+
j

)
= µi

(
φ+
i , ψ

+
i

)
= µi

(
φ+
i , ψ

+
i + ψ−i

)
= Ω

(
Jiφ

+
i ,Kiψ

+
j +Kiψ

+
j

)
= −iΩ

(
(Kj +Kj)φ

+
i , Iψ

+
j

)
= −iΩ

(
α i
j φ

+
i + β i

j φ
+
i , ψ

+
j

)
= Ω

(
Jjφ

+
j − Jjφ

−
j , ψ

+
j

)
= µj

(
φ+
j , ψ

+
j

)
−���

���:
0

µj
(
φ−j , ψ

+
j

)
= µj

(
α i
j φ

+
i , ψ

+
j

)
= µi

(
φ+
i , α

i †
j ψ+

j

)
.

Entonces,

α i †
j = α j

i . (B.3)

Finalmente, sean φ−i ∈ Hi y ψ−j ∈ Hj . Por construcción, ψ−i = β j
i ψ

+
j ∈ Hi, por lo que se tiene que

µi

(
φ−i , β

j
i ψ

+
j

)
= µi

(
φ−i , ψ

−
i

)
= µi

(
φ−i , ψ

−
i + ψ+

i

)
= Ω

(
Jiφ
−
i ,Kiψ

−
j +Kiψ

+
j

)
= iΩ

(
Iφ−i , (Ki +Ki)ψ

+
j

)
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= iΩ
(
Kjφ

+
i +Kjφ

+
i , Iψ

+
j

)
= iΩ

(
α i
j φ

+
i + β i

j φ
+
i , ψ

+
j

)
= iΩ

(
φ−j + φ+

j , ψ
+
j

)
= Ω

(
Jjφ
−
j − Jjφ

+
j , ψ

+
j

)
= ���

���:
0

µj
(
φ−j , ψ

+
j

)
− µj

(
φ+
j , ψ

+
j

)
= −µj

(
β
i

j φ
−
i , ψ

+
j

)
= µi

(
φ−i ,−β̄

i †
j ψ+

j

)
.

Consecuentemente,

β j
i = −β i †

j . (B.4)

Y con esto quedan mostradas las propiedades (1.46).





Apéndice C

Breviario sobre simetŕıas en Relatividad

General

Symmetry, as wide or narrow as you may define its meaning, is one idea

by which man through the ages has tried to comprehend and create order,

beauty, and perfection. H. Weyl

C.1. Isometŕıas

Sea M una variedad diferencial n-dimensional provista de un tensor métrico, (M, g). Una isometŕıa es un mapeo

de M −→M que deja la métrica g invariante. Por cada isometŕıa en M , existe un campo vectorial de Killing (CVK)

k, que satisface la ecuación £kgab = 0, que es equivalente a la ecuación de Killing, k[a;b] = 0. A k se le conoce como

un campo vectorial de Killing (CVK), y satisface las siguientes propiedades: (i) cualquier combinación lineal con

coeficientes constantes de CVK’s es un CVK; (ii) el conmutador [k1,k2] (si es diferente de cero) de dos CVK’s es

un CVK; y (iii) una variedad diferencial admite a lo más un número finito de CVK’s linealmente independientes.

El conjunto de todos los CVK forma un álgebra de Lie, con base ka, a = 1, 2, ..., r, donde r es la dimensión del

álgebra (el número de CVK que posee la variedad). Aśı mismo, el conjunto de todas las isometŕıas de (M, g) forman

un grupo de Lie Gr de dimensión r, el llamado grupo de isometŕıas de (M, g). Cada subgrupo unidimensional de

Gr define una familia de curvas cuyo campo tangencial es un CVK. La órbita de un punto p ∈ M bajo un grupo

de simetŕıas Gr es el conjunto de todos los puntos en los cuales p es mapeado cuando todos los elementos de Gr

actúan sobre p. Los CVK’s kα en p son tangentes a la órbita de p.

El grupo de isometŕıas actúa transitivamente de manera simple en una órbita si la dimensión de la órbita es

igual a la dimensión del grupo Gr, en cuyo caso los CVK kα evaluados en p son linealmente independientes. De

otra manera, se dice que el grupo actúa transitivamente de manera multiplicativa en la órbita. El número de CVK’s
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linealmente independientes, d, genera un subespacio del álgebra de Lie de dimensión d < r, el cual constitiye un

subgrupo de isometŕıas que dejan al punto p fijo; éste es el denominado subgrupo de isotroṕıa de p. Las isotroṕıas en

p se deteminan por los CVK’s que satisfacen ka = 0 en p. Las dimensiones del grupo de isometŕıas y del subgrupo

de isotroṕıa, en función de la dimensión de (M, g) son r ≤ 1
2n(n+ 1) y d ≤ 1

2n(n− 1) respectivamente [33].

C.2. Similaridades

Una similaridad (transformación homotética) en una variedad diferencial (M, g) es una isometŕıa conforme, i.e.

un mapeo M −→ M que induce una transformación de escala en la métrica, y por tanto preserva ángulos49. Por

cada similaridad, existe un campo vectorial homotético (CVH) (o campo vectorial de Killing conforme [25]) ξ que

satisface la ecuación £ξgab = 2κgab donde [25] κ = 1
n (∇aξa) es una constante y n = dim(M). Un espacio-tiempo

(M, g) cuya métrica admita un CVH propio (κ 6= 0), se denomina un espacio-tiempo autosimilar [33].

De la misma manera, el conjunto de todas las similaridades de (M, g) forma un grupo de Lie de dimensión finita,

Hr, que es el grupo de similaridades de M . El grupo Hr admite un subgrupo Gr−1 de isometŕıas, por lo que cualquier

espacio-tiempo autosimilar tiene asociado un grupo de isometŕıas Gr−1 automáticamente. De manera inversa, si

se pide que cualquier espacio-tiempo con un grupo de isometŕıas Gr acepte adicionalmente un CVH (similaridad)

propio, dicho espacio tiempo se vuelve autosimilar, con un grupo de similaridades Hr+1. Equivalentemente, él

álgebra de Lie de las similaridades admite una base que consiste en un CVH propio y r − 1 CVK’s.

C.3. Clasificación (isométrica) de modelos cosmológicos

Los modelos cosmológicos se suelen clasificar comúnmente respecto a la dimensión s de las órbitas del grupo de

isometŕıa Gr, aśı como por la dimensión d de su subgrupo de isotroṕıa. El valor de d determina las propiedades

isotrópicas del modelo, mientras que s determina sus propiedades de homogeneidad. Con base en sus propiedades

isotrópicas, los modelos se pueden clasificar como [33] (i) Isotrópico (d = 3), i.e. el grupo de isometŕıas es al menos

G6 (modelos FLRW); (ii) Local Simétricamente Rotacional LSR (d = 1), cuyo grupo de isometŕıa es al menos

G3; y (iii) Anisotrópicos (d = 0), en los cuales no existen isotroṕıas. La clasificación basada en las propiedades de

homogeneidad de los modelos es [33],

1. Espacio-tiempos homogéneos (s = 4): Los subgrupos de isotroṕıa son (i) d = 4, espacios maximalmente

simétricos (G8); (ii) d = 3, el modelo estático de Einstein (G7); (iii) d = 1, el modelo de Gödel (G5); y (iv)

d = 0, los modelos de Oszvath-Kerr (G4).

2. Homogéneo en órbitas tridimensionales (s = 3): Las órbitas tipo espacio son 3-superficies homogéneas. Los

subgrupos de isotroṕıa son (i) d = 3, los modelos FLRW (G6); (ii) d = 1, modelos LSR espacialmente (G4);

y (iii) d = 0, los modelos de Bianchi (G3).

49Una isometŕıa es un caso particular de similaridad, ya que además de preservar ángulos, preserva longitudes.
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3. Homogéneo en órbitas bidimensionales (s = 2): Para órbitas tipo espacio, los modelos evolucionan en el tiempo

y son espacialmente inhomogéneos en una dimensión espacial. Los subgrupos de isotroṕıa son (i) d = 1, modelos

LSR inhomogéneos (G3); y (ii) d = 0, modelos G2 Abelianos, como los modelos de Einstein-Rosen y Gowdy.

4. Homogéneo en órbitas unidimensionales (s = 1): Para órbitas tipo espacio, los modelos evolucionan en el

tiempo y son espacialmente inhomogéneos en dos dimensión espaciales. El subgrupo isotrópico es trivial en

cada punto (d = 0).

5. Completamente inhomogéneo (s = 0): Los modelos evolucionan temporalmente y son espacialmente inho-

mogéneos en tres dimensiones espaciales. Algunos ejemplos son los universos tipo Silent, las soluciones de

Szekeres, las soluciones de Stephani-Barnes y las soluciones de Oleson.

La clasificación anterior puede generalizarse para considerar similaridades, si se permite que cada caso admita

un vector homotético propio. Algunos modelos cosmológicos de interés en este trabajo se esbozan a continuación.

C.3.1. Modelos cosmológicos de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker

Esta clase de modelos cosmológicos admiten un grupo abeliano de isometŕıas G3 cuyo grupo de órbitas son 3-

superficies tipo espacio homogéneas e isotrópicas. La actuación del grupo de isometŕıas permite expresar la métrica

para dicho espacio-tiempo, en coordenadas comóviles esféricas estándar como la métrica de Robertson-Walker50:

ds2 = −dt2 + a2(t)

{
1

1− kr2
dr2 + r2dΩ2

}
(C.1)

donde a(t) se le conoce como el factor de escala. El único parámetro libre es k, y hay tres topoloǵıas posibles:

k = 1 un espacio cerrado (3-esfera), k = 0 un espacio abierto (plano) y k = −1 un espacio abierto (pseudo-esfera).

En coordenadas comóviles trigonométricas, bajo el cambio de variable dχ2 = dr2

1−kr2 , la métrica de FRW se puede

escribir como ds2 = −dt2+a2(t)
[
dχ2 + Σ2(χ)dΩ2

]
, donde Σ(χ) = senχ, χ, sinhχ para k = 1, 0,−1 respectivamente.

Cualquiera de estas dos métricas se puede reescribir haciendo un cambio variable temporal, reemplazando el tiempo

cosmológico t por el tiempo conforme η, bajo el cambio de variable dt = a(η)dη, de modo que:

ds2 = a2(η)

{
−dη2 +

1

1− kr2
dr2 + r2dΩ2

}
= a2(η)

[
−dη2 + dχ2 + Σ2(χ)dΩ2

]
(C.2)

La imposición del grupo de isometŕıas G3 al tensor de enerǵıa-momento, resulta en que la clase más general de

materia compatible con este tipo de modelos sea un fluido perfecto, con tensor de enerǵıa-momento dado por (2.3).

En el caṕıtulo 2 se esboza brevemente la dinámica de este modelo.

C.3.2. Modelos cosmológicos de Bianchi (G3)

Los modelos de Bianchi son modelos cuya métrica acepta un grupo de isometŕıas G3 actuando transitivamente

de manera simple sobre las órbitas del grupo, y por tanto su subgrupo de isotroṕıa es d = 0. Aśı el grupo de

50El modelo fue estudiado por primera vez por Friedmann y Lemâıtre; después, Robertson y Walker desarrollaron la métrica (C.1). Por

motivos históricos, este modelo es ampliamente conocido únicamente como el espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).



70 Breviario sobre simetŕıas en Relatividad General

órbitas son 3-superficies homogéneas y anisotrópicas. Si la coordenada tipo tiempo es ortogonal al grupo de órbitas,

entonces se tienen los modelos de Bianchi ortogonales o non-tilted, en cuyo caso la métrica se puede escribir

(considerando que la métrica debe ser un invariante del grupo G3) como ds2 = −dt2 + gij(t)dx
idxj . Este tipo de

modelos cosmológicos son compatibles con un tensor de enerǵıa-momento tipo fluido perfecto[33], (2.3). Los modelos

de Bianchi [33, 49] se pueden clasificar en aquellos modelos autosimilares (que poseen un grupo de similaridades H4

actuando transitivamente de manera simple en el espacio-tiempo), y en aquellos modelos que no lo son. De entre

los modelos tipo Bianchi, son de interés en este trabajo aquellos modelos tipo Bianchi I autosimilares.

C.3.2.1. Soluciones tipo Bianchi I autosimilares

El elemento de ĺınea genérico para las soluciones tipo Bianchi I autosimilares se puede escribir como [33]

ds2 = −dt2 + t2p1dx2 + t2p2dy2 + t2p3dz2 (C.3)

donde p1, p2 y p3 son constantes. El vector homotético asociado al grupo de similaridades H4 es X = t∂t + (1 −

p1)x∂x + (1− p2)y∂y + (1− p3)z∂z. Existen tres soluciones exactas para los modelos de Bianchi tipo I autosimilares

en vaćıo y/o con un fluido perfecto. Aquellas acopladas a fluido perfecto tienen ecuación de estado de la forma [33]

p = p(ρ) = (γ − 1)ρ, con p la presión y ρ densidad de enerǵıa.

Solución tipo FRW plana con fluido perfecto: Es aquella solución con fluido perfecto en la que los exponentes

son iguales, p1 = p2 = p3 = 2
3γ , y por tanto el elemento de ĺınea (C.3) se puede escribir como ds2 = −dt2 +

t
4

3γ
(
dx2 + dy2 + dz2

)
, que es la métrica de FRW (k=0), en tiempo cosmológico, con factor de escala a(t) = t

2
3γ .

Este es un espacio-tiempo plano con un fluido perfecto tal que ρ = 4
3γ2 t

−2, y donde51 0 < γ ≤ 2.

Solución de Kasner en vaćıo: Es aquella solución en la que las constantes satisfacen que p1 + p2 + p3 =

p2
1 + p2

2 + p2
3 = 1, y por tanto a p1, p2 y p3 se les denomina los exponentes de Kasner. Estas soluciones fueron

descubiertas por Kasner [50] en 1925 y posteriormente fueron estudiadas como modelos cosmológicos por primera

vez por Lemâıtre [51] en 1933.

Solución de Jacobs con un fluido perfecto ŕıgido (stiff): Es aquella solución que se da cuando p1+p2+p3 = 1,

pero p2
1 + p2

2 + p2
3 < 1. Esta solución es compatible con un fluido perfecto ŕıgido (γ = 2) y densidad de enerǵıa

ρ = 1
2 (1− p2

1 − p2
2 − p2

3)t−2. Esta solución fue encontrada por Jacobs [52] en 1968.

C.3.3. Modelos cosmológicos tipo G2

La clase de modelos cosmológicos G2 son modelos cosmológicos (M, g) que admiten un grupo abeliano de

isometŕıas G2 cuyo grupo de órbitas son 2-superficies tipo espacio. Aśı, una cosmoloǵıa tipo G2 puede modelar

inhomogeneidades espaciales (fluctuaciones de densidad, ondas gravitacionales, nucleośıntesis inhomogénea, inflación

inhomogénea, etc...) con un grado de libertad. Las cosmoloǵıas tipo G2 se pueden clasificar dependiendo de como

actúa el grupo de simetŕıas sobre el grupo de órbitas [33],

51La solución γ = 1 corresponde a la solución de polvo, que es el espacio de Einstein-de Sitter.
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1. Actuación ortogonal a la superficie. El grupo G2 admite un vector de Killing ortogonal a la hipersuperficie.

2. Actuación ortogonalmente transitiva. El grupo actúa ortogonalmente de forma transitiva, i.e. los 2-espacios

ortogonales a las órbitas del grupo G2 forman superficie (surface-forming).

3. Actuación Diagonal. El grupo G2 admite dos vectores de Killing ortogonales al grupo de órbitas, lo que

permite que el elemento de ĺınea pueda ser escrito de forma diagonal.

4. Actuación Plana simétrica (LRS). En este caso se tiene una actuación diagonal de G2 que adicionalmente

admite un grupo de isotroṕıa de un parámetro.

Es de interés particular para este trabajo la actuación diagonal del grupo de simetŕıas sobre el grupo de órbitas.

La construcción de la forma general de la métrica en este caso, se sigue en la sección 2.1.
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