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Resumen

Este trabajo esta dedicado a realizar un anélisis numérico sobre los diferentes métodos que
existen para calcular las probabilidades de transicién de un proceso de Markov con espacio de
estado discreto. Para ello en el primer capitulo se mostraron los resultados bésicos de la teoria
de probabilidad necesarios, como la probabilidad condicional, fundamental en el estudio de
las cadenas y procesos de Markov. En el segundo capitulo se hizo una revisién general de
la teorfa de matrices, la definicién de la matriz exponencial y la demostraciéon de algunas de
sus propiedades mds importantes, asi como los diferentes métodos que existen para calculo
de funciones de matrices, en particular de la matriz exponencial (método de diagonalizacion,
uniformizacién, método de Padé). En el tercer capitulo se enumeraron elementos bédsicos
generales de la teorfa tanto de las cadenas de Markov como de los procesos de Markov,
mostrando resultados importantes para ambos procesos estocdsticos y, a su vez, la similitud
que existen entre ellos. Por 1ltimo, en el cuarto capitulo se vieron algunas aplicaciones
importantes dentro de los procesos de Markov como son las redes estocdsticas, la teoria de
colas y el problema de inclusién (cdlculo de la matriz logaritmo). En la exposicién del trabajo
se mostraron pequenos cédigos realizados en Matlab, que pueden ser utilizados también en
el programa de uso libre Octave, para la facilitacion del andlisis, la comparacion de distintos
métodos y el mejor entendimiento de la teorfa. Sin embargo, estos codigos estdn pensados
solamente para uso académico, y se pueden modificar para obtener resultados més concretos
o ampliarlos.



Prefacio

El objetivo de este trabajo es mostrar las herramientas matematicas bdsicas sobre las cadenas
y procesos de Markov con espacio de estados finito y una revisién bésica sobre los distintos
métodos para calcular las probabilidades de transicién para cada t € R, dadas por:

dP(1)
)~

= AP(t) con P(0)=1

b) P(t) = et cont € RT.

Para ello, se utilizardn inicialmente dos referencias basicas, el libro de Higham [8] es una
excelente referencia sobre los distintos métodos que hay actualmente para calcular funciones
de matrices y el libro de Stewart [13] que trata sobre los métodos numéricos para la solucién
de cadenas y procesos de Markov finitos. Con estas dos referencias bésicas se desarrollardn
c6digos elaborados en los paquetes de cémputo especializados Matlab! y/o Octave? para
obtener informacién relevante de los procesos de Markov. También se compara cudl de los
distintos métodos para encontrar las probabilidades de transicion P(t) = eA? es més eficiente,
numéricamente mds estable y aplicarlo en la resolucion de ciertos problemas bédsicos que
surgen de los distintos modelos que hay sobre los procesos de Markov. Se busca que este
trabajo sea accesible para personas que no tengan una formacién de matematico, pero que les
permita entender los conceptos bésicos sobre los procesos de Markov y usar las herramientas
computacionales desarrollados en Matlab y/o Octave. Se decidié trabajar con Matlab (u
Octave) porque el ambiente de programacion facilita mucho los cdlculos numéricos que se
requieren. Su lenguaje de programacion es sencillo de entender y aplicar, ya que estdn
especializados para trabajar con matrices, y tienen la ventaja de que es facil entender lo que
hace el cédigo. También su forma vectorial de programacién lo hace muy eficiente frente
a otros programas computacionales como Mathematica o Maple. Dentro de este trabajo se
estard haciendo referencia a Mat/Oct, para indicar que en cualquiera de los dos programas
los codigos se ejecutan de manera correcta. Todos los cédlculos computacionales se realizaron
en una PC con procesador Intel Core i5 de 64 bits, con una velocidad del CPU de 2.67 Ghz
y una memoria RAM de 6GB.

!'Matlab © Es propiedad de The Mathworks Inc. Todos los derechos reservados.
2Octave (©. Desarrollado por John W. Eaton. Su uso se autoriza bajé la licencia GNU General Public
License. Su pdgina de distribucién es http://www.gnu.org/software/octave/
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Capitulo 1

Teoria basica de probabilidad

1.1 Elementos basicos

Mostraremos los conceptos bdsicos que se necesitardn en el transcurso de este trabajo sobre
la teorfa de probabilidad y de los procesos estocdsticos. En la practica se tienen fenémenos
aleatorios donde uno tiene la necesidad de poder cuantificar en la medida de lo posible la
incertidumbre de cierto evento. Se trabajard con los elementos de las cadenas de Markov con
espacio de estados finito y tiempo finito, y con los procesos de Markov a tiempo continuo
pero con espacio de estados finitos. La teoria de la probabilidad fue desarrollada con rigor
matemadtico, en un principio, por el matemético ruso Andréi Nikoldyevich Kolmogorov!' en
el ano de 1933. Los procesos de Markov son probabilidades condicionales inicialmente de-
sarrolladas por el matematico ruso Andrei Andreyevich Markov? en el afio de 1907. En este
primer capitulo se hard referencia a los resultados béasicos de la teoria de la probabilidad para
entender los procesos de Markov y sus aplicaciones. A los fenémenos donde no se conoce
de antemano el resultado cuando se observa una realizacién se les denomina aleatorios. El
término fendmeno aleatorio, se entenderda como cualquier experimento real que pueda dar
lugar a varios resultados sin que sea posible anunciar con certeza cudl de estos resultados va
a ser observado. Veamos que elementos estdn involucrados en un fenémeno aleatorio.

Definicién 1.1 Al espacio constituido por la coleccion de todos los posibles resultados dife-
rentes de un fenomeno aleatorio se le conoce espacio muestral y serd denotado por el

! Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Matemético ruso. En el afio de 1933 publicé "Foundations
of the Theory of Probability" (Fundamentos de la teoria de probabilidad) donde da la primera versién de su
construccién matematica rigurosa de la probabilidad. Publicé més de 200 articulos sobre teoria de funciones,
l6gica matemadtica, teorfa de las probabilidades, teoremas limite, teorfa de los algoritmos, educacién e historia
de las matematicas entre otros.

2 Andrei Andreyevich Markov (1856-1922). Matemético ruso. En un principio sus trabajos fueron sobre
teorfa de nimeros, limites de integrales, andlisis y convergencia de series. A partir del afio 1900 empez6
a estudiar sucesiones de variables aleatorias dependientes, esperando establecer leyes de probabilidad en su
forma mads general. El demostro el teorema del limite central bajo condiciones muy generales. A Markov se le
recuerda particularmente por sus estudios sobre cadenas, que son sucesiones de variables aleatorias en donde
el futuro es determinado por el presente, pero es independiente en la forma en que se llegé a este. Disfrutaba
mucho de la poesia, y es por eso que la primera aplicacién de las cadenas fuera estudiar la distribucién de
consonantes y vocales del poema Eugene Onegin de A. S. Pushkin. Fue hasta el afo de 1926 cuando el
matematico ruso S. N. Bernstein utilizé la frase cadenas de Markov.



CAPITULO 1. TEORIA BASICA DE PROBABILIDAD 5

stmbolo Q (que puede ser numerable o no).

Con este espacio muestral  sea A C 2 una clase de subcojuntos del conjunto potencia
de €2, que de manera préctica se puede pensar que A son los eventos observables del fenémeno
aleatorio.

Definicién 1.2 Una clase de conjuntos A C 2% es llamada la o-dlgebra, si cumple con las
siguientes propiedades:

a) Qe A
b) Ac A= Ac A

C) Al,AQ, A3,...€A:> U AkEA
k=1

Definicién 1.3 Un suceso o evento A es un subconjunto de Q2 tal que A € A, donde A es
una o—dlgebra de Q.

Al querer conocer cudl es la probabilidad de que ocurra un cierto evento, entendiendo que
la probabilidad "mide" la incertidumbre de un evento de un fénomeno aleatorio dado. La
construccién bdsica de la probabilidad de un evento esta dada por

# casos favorables A

P [evento A| =

(1.1)

# casos totales

a esta expresion se le conoce como la probabilidad clasica de un evento. En un experimento
aleatorio con pocos resultados es sencillo enumerar todos los posibles resultados del fenémeno
y poder contar los casos favorables, pero en la practica esto resulta imposible debido a que
el espacio muestral puede ser muy complicado o imposible de encontrar (por no ser finito), y
para poder encontrar una probabilidad en cuestién uno tiene que hacer uso de la probabilidad
frecuencial 6 simulacién probabilista. La idea es poder rrepetir un experimento aleatorio
y verificar la ocurrencia o no de nuestro evento a medir, y realizar el cociente de "casos
favorables entre casos totales". Se puede definir la probabilidad frecuencial de la siguiente
manera

N
Lixi=ay (1.2)

N

Py [evento A] = =

donde 1;x,—4; denota a la funcién indicadora y vale 1 si el evento A se observé en la
k— ésima realizacién del fenémeno y 0 si no se observd, y N es el nimeros de realizaciones
del fenémeno. Asumiendo que si los eventos del fenémeno aleatorio se realizan bajo las
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mismas condiciones entonces la probabilidad frecuencial converge a la probabilidad clédsica
del evento A.

lim Py [A] = P[A]. (1.3)

N—oo

A continuacién se muestra un ejemplo en el cual el experimento aleatorio consiste en
lanzar dos dados honestos y observar si la suma de los dados es menor o igual que 4. Se
realiz6 una simulacién donde se muestra la diferencia entre estas dos probabilidades, un
bloque de N = 2998 lanzamientos se hicieron tanto en Mat/Oct como en la hoja de célculo
comercial Excel, para mostrar la diferencia entre los dos sistemas.

0.2
0.18]. j . -
\,” h“ ‘mrr’t ,,VMMWWMMJ i ‘\\M‘“ ‘ ] .
0.16 1 W T P ]
M\Hh
0.14 “ -
|
T 012} | Probabilidad clasica
g o Probab Excel
% i — Probab Matlab -
€ 0.8} -
[ -
o
0.06 -
0.04 -
0.02 -
0 Il Il Il Il Il I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

# lanzamientos
Con esto se puede observar que el generador de niimeros pseudo aleatorios® es mucho mejor
en Mat/Oct que el que se maneja en la hoja de célculo, por lo que se recomienda evitar en
la medida de lo posible la realizaciéon de simulaciones en estos programas no optimizados
para la simulacién numérica. También es importante subrayar que el método de simulacion
probabilista es eficiente para el cédlculo de probabilidades complicadas.

Proposicién 1.4 Una funcién de probabilidad P : A — [0,1] donde A es una o—dlgebra
de 2, cumple las siguientes propiedades:

a) Pl0)]=0

3El generador de nimeros pseudo aleatorios que trae los programas de cémputo actuales es el conocido
como "Twister-Mersenne", desarrollado por los mateméticos Makoto Matsumoto y Takuji Nishimura [16]. La
propiedad fundamental del algoritmo es que el generador se repetirs después 219937 — 1 valores, en términos
practicos son 2.15771 x 10990% valores. Es decir, si hicieramos 1,000,000 de ntimeros pseudo-aleatorios cada
segundo en un afo calculariamos obtendriamos 3.1536 x 10 mimeros, y estos se repetirdn aproximadamente
en 6.84206 x 10°%%7, lo que es realmente sorprendente. En la practica no tendremos porque preocuparnos por
la generacién de nimeros pseudo-aleatorios.
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b) 0<P[A]<1, VAecA
c) Para cualquier A,B € A= P[AUB| = P[A]+ P[B] — P[AN B|
d) Si A € A tenemos que P[A°] =1 — P[A]

e) SiAj, Ay A;s,...€ AtalqueVi#j, A;NA; =0 secumple que

UAZ- :ZP[AZ»].

P

Estas propiedades bésicas de la funcién de probabilidad nos indican verbalmente que
la ocurrencia del evento vacio o imposible tiene una probabilidad cero de ocurrir, pero es
importante subrayar que el regreso no siempre es cierto, es decir, pueden existir eventos
A € A cuya probabilidad sea cero pero no imposibilita su ocurrencia. La segunda propiedad
nos indica que la probabilidad de cualquier evento tiene una probabilidad entre 0 y 1. Entre
m&s cercana a cero nos dird que es un evento "raro", que es poco probable observar su
ocurrencia. En el otro caso una probabilidad cercana a 1 nos dird que es un evento que ocurre
con mucha frecuencia al repetir varias veces el fenémeno aleatorio. La tercera propiedad nos
indica que si queremos calcular la probabilidad de la ocurrencia del evento A 6 del evento
B, sumamos las probabilidades de la ocurrencia de cada evento por separado y quitaremos
la probabilidad de la ocurrencia de ambos simultdneamente. En general esta propiedad se
generaliza de la siguiente manera:

P [ij Ak] = 3 P[A;] — ZP[H eventos 2 a 2|
k=1 (1.4)

N
—i—ZP [N eventos 3 a 3] + (—=1)V 1P [ Ak} :

k=1

La cuarta propiedad se refiere a que la probabilidad de la no ocurrencia del evento A
es lo mismo que la resta de la unidad menos la probabilidad del evento en cuestion. Hay
algunos problemas précticos donde es més facil calcular la probabilidad del complemento que
del evento original en cuestiéon. Por tltimo, si se tiene una coleccién finita o numerable de
eventos disjuntos, entonces la probabilidad de la suma de los eventos es igual a la suma de las
probabilidades de los eventos individuales. Para ver elementos un poco més tedricos sobre
la teoria general de probabilidad se recomiendan;, revisar el material expuesto en Garcia [3],
Feller [20], Klenke [15] o Bilingsley [26].

Otro de los componentes muy importantes dentro del estudio de la probabilidad es el
probabilidad condicional, se refiere a que actualmente se sabe que ocurrié un cierto evento
y se estd interesado en conocer la ocurrencia de subeventos implicados por la ocurrencia
de un evento. En la literatura matemadtica actual a estas probabilidades se le denota como
PJ[A | B] y se lee como la probabilidad del evento A dado que ocurri6 el evento B. En el
trabajo de Kolmogorov denotaba a estas probabilidades como Pg[A], pero es una notacién
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que no ha sido totalmente adoptada. A continuacién se definirdn ciertas propiedades de estas
probabilidades condicionales y algunos elementos importantes como es la probabilidad total,
regla de Bayes?, entre otras.

Definicién 1.5 Sean A y B dos eventos tal que P[B] > 0. Se define la probabilidad cond;i-
ctonal de A dado B como

P[ANB]

PIA| Bl = =5

. (1.5)

De esta definicién se puede reescribir la probabilidad de la interseccién de dos eventos

P[ANB] = P[A | B|P|B] = P[B | A|P[A]. (1.6)

y dependiendo de que lado de la igualdad se utilice se pide que P[B] > 0 o P[A] > 0.

Teorema 1.6 (Probabilidad Total) Sea Q un espacio muestral y sea {B,}, .y una par-
ticion’de §). Entonces, para cualquier evento A se obtiene

P[A] = %P[AﬁBi]. (1.7)

si ademdas se cumple que P[B;] > 0V i € N se satisface

P[A] = P[A| B]P[Bi]. (1.8)

1€N

4Thomas Bayes (1702-1761). Matemético britdnico. Miembro de la Royal Society desde 1742, Bayes
fue uno de los primeros en utilizar la probabilidad inductivamente y establecer una base matemética para
la inferencia probabilistica. En 1763, dos anos después de su muerte, se publica Essay Towards Solving a
Problem in the Doctrine of Chances, en el que trataba el problema de las causas a través de los efectos
observados, y donde se enuncia el teorema que lleva su nombre. El trabajo fue entregado a la Royal Society
por Richard Price y es la base de la técnica bayesiana.

"Debemos recordar que una particién de © es una coleccion de conjuntos {By}, oy que satisface las
siguientes relaciones:

(1) Bj#0OparajeN, (2) BBNBj=0parat#j, (3) U B; =Q

JEN
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Interpretacion de la probabilidad total para n = 3

P[A] = P[ANBy] + P[AN By + P[AN By]

Teorema 1.7 (Teorema de Bayes) Sea €2 un espacio muestral y sea {B,}, . una parti-
cion de Q) tal que P[B;] > 0. Entonces, para cualquier evento A que cumpla con P[A] > 0 se

obtiene
o PIA|BjP[B)]
P A S T BIPB]
Raiz
r—-—————- | _______ ': |
| B c
a b a

Interpretacion de la probabilidad

P[ANd] PlANd]

PlA T d == = Pun Al s Plan B+ PlanC]

Pla | A|P[A]
Pla | AJP[A] + Pla | B|P|B] + Pla | C]P[C]

y en este caso se utilizan las propiedades de (1.7) y (1.6)

(1.9)

(1.9)
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Definicién 1.8 Una familia {Ay},., de eventos indexado por un congunto arbitrario I es
llamada independiente si para cualquier coleccion finita de eventos distintos A;,, ..., A;, de
esta familia se cumple que

k

ﬂ Aij

j=1

P :ﬁﬂ%} (1.10)

J

En probabilidad dos ideas importantes con la interseccién de dos eventos, los cudles son el
de eventos ajenos y eventos independientes. Dos eventos A y B son ajenos (o mutuamente
excluyentes) si se cumple que P[AN B] = 0 y son independientes si P[AN B] = P[A|P[B].
Cuando de antemano se sabe que los eventos no son independientes, entonces se puede aplicar
lo que se conoce como la regla de la cadena ¢ regla del producto®

=P |A,

- P[Ay | A P[A]. (1.11)

n—1
4
7j=1

y tendria la siguiente interpretaciéon geométrica (que es como si calcularamos la probabilidad
de una rama en un "drbol probabilistico")

RAIZ

A1 A2 A3 A4

[ |
B1 B2 B3

C1] |C2| JC3

Interpretacion de la probabilidad

P[CgﬁBlﬂAQ]:P[C’nglﬂAg]P[Bl]AQ]P[AQ]

6También se le conoce como la regla del producto, esto debido a que se puede confundir con la regla
de la cadena del calculo diferencial para derivar funciones compuestas

d

7z @)l = f(g())g' ()



CAPITULO 1. TEORIA BASICA DE PROBABILIDAD 11

Esta tltima relacién se obtiene a partir de usar dos veces la relacién (1.6)

P[ANBNC] = P[C|ANB]P[ANB]
— P[C|ANB|P[B|A] PlA.

1.2 Variables aleatorias

Definicién 1.9 Un espacio de probabilidad es una terna (2, A, P) donde 2 es el espacio
muestral, A es una o-dlgebra de ) y P es una funcion de probabilidad definida sobre A.

Definicién 1.10 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
funcion X : Q — R tal que V x € R el conjunto {X < z} sea un evento, esto es

(X <z} e A (1.12)

Una funcion X : Q0 — B, donde Q y B son conjuntos finitos o a lo mads numerables es
llamada variable aleatoria discreta siV r € B

{X =z} € A

Proposicién 1.11 Si (2, A, P) es un espacio de probabilidad y X es una variable aleatoria,
entonces Vx,y € R las siguientes condiciones definen a una variable aleatoria

JiX<alecA

b){X>z}ted
(1.13)
c){X>z}eA

d){xr <X <y}le A

En la literatura hay dos funciones importantes asociadas a la variable aleatoria X.

Definicién 1.12 Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad y X una variablea aleatoria definida
sobre ese espacio. La funcion

Fx(z)=P[X <z|] VzekR (1.14)

se le conoce como la funcion de distribucion de X. También se define a la funcion
fx(z) = P[X = z| como la funcion de densidad de X y ambas se relacionan mediante

Fx(x) = > fx(u)

u<x
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En Garcia [3] vienen demostradas las siguientes propiedades basicas de la funcién de
densidad y de distribucién:

a) Fx(z) es una funcién monétona no decreciente y continua por la derecha

b) lim Fx(z) =0y lim Fx(z)=1

T——00 Tr—00

c) fx(z) = Fx(z) — Fx(a7)

d) fx(x) >0, siesdiscreta la v.a. X entonces Y fx(z)=1
w00 (1.15)
si es continua la v.a. X entonces [, fx(z)dr =1

e) Fx(z) = [ fx(u)du sila funcién de densidad fx es absolutamente continua.

f) Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a) para a < b.

Estas propiedades mateméticas permiten construir funciones de densidad y de distribucién
de manera matemética sin que sea necesario (inicialmente) definir un fenémeno aleatorio.
También, en el caso continuo, si se tiene la expresién matemédtica de la funcién de distribucién

dF
Fx(z) entonces la funcién de densidad estd dada por fx(x) = —x Algunos ejemplos de

dx

estas funciones de densidad se muestran a continuacion.
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| Fy(x)

S ()

05 of 05 1 15

T
0 €.0.C
0 z <0
—1
Fx(r) = E(a&‘L —8z%) z€0,2]
1 €.0.C

£y ()

oF 0.2 0.4 08 o8 1 12

8re~4* 1 €0, 00
fx(@) = { 0 e.[o.c )
0 x <0
Fx(z) = { 1—e % ¢ [0,00) °

Estos son algunos ejemplos de funciones de densidad y de distribucién de variables aleato-
rias X de algin fenémeno aleatorio en particular, por el momento "no es necesario" especificar
algin fenémeno aleatorio. Es importante senalar que en particular hay dos elementos im-
portantes asociados a las funciones de densidad (o de distribucién) que son la esperanza
(media 6 promedio) F[X] y la varianza Var[X]. La media nos da informacién de cudles son
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los valores que en promedio toma una variable aleatoria y la varianza nos da informacién de
la dispersién que existe de los datos alrededor de la media. Sus definiciones mateméticas
son:

X discreta X continua

Media EX] =2 zPX = 2] Elx] = /Dfo(x)dx (1.16)

Varianza  Var[X] =Y (z — p)?P[X =2]  Var[X]|= /D(x — )2 fx(z)dz.

xT

donde p = E[X] es el promedio de la variable aleatoria. En la varianza se toma el cuadrado
de la diferencia debido a que la funcién es continua y derivable en x = 0, por eso se evita
tomar el valor absoluto de la diferencia. Otro elemento de la varianza es que las diferencias
grandes las hace mdas grandes y las diferencias pequenas las hace mds pequenas, por lo que
en ocasiones conviene trabajar mds con la desviaciéon estandar, que es la raiz cuadrada de
la varianza. Si 0? = Var[X] entonces o = /Var[X| representa la desviacién estdndar de la
variable aleatoria. Algunas propiedades bésicas que se pueden derivar de la media y varianza
se muestran a continuacién:

Media Varianza

a) E[X +Y] = E[X]+ E[Y] a) Var[X + ] = Var[X] con § € R
(1.17)
b) ElaX + b = aF[X] +bcon a,b € R b) Var[3X] = 5 Var[X]

¢) E[c]=cconceR ¢) Var[X] = F[X?] — E?[X].

1.2.1 Distribuciones conjuntas de probabilidad

Las propiedades anteriores serdn importantes para poder analizar de manera bésica cadenas
de Markov continuas con espacio de estados finito. Todas las propiedades vistas anteriormente
son para funciones de variables aleatorias con una sola variable. A continuacién se mostrardn
algunos resultados bésicos de las variables aleatorias conjuntas. Para dos variables aleatorias
X, Y sobre un mismo espacio €2 de probabilidad se define la funcién de densidad conjunta
fxv(x,y) de la siguiente manera

fxy(z,y)=P[X =2nY =y|=PX ==z,Y =y (1.18)

Algunas propiedades elementales que tiene esta funcién de densidad conjunta es que
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fxy(z,y) >0y ademds

Caso discreto Caso continuo

> 2 fxy(wy) =1 sz ny Ixy(z,y)dydx = 1.

€D yeDy

A partir de la funcién de densidad conjunta fxy(z,y) se construye la funcién de dis-
tribucién conjunta Fxy(z,y) = P[X < z,Y < y| y cumple lo siguiente

Caso discreto Caso continuo

Fxy(x,y) = > > fxv(s,t) Fxy(z,y) = /2 /y Fxy (s, t)dsdt. (1.19)

s<z t<y

Estas definiciones son cuando tenemos dos variables aleatorias y su funcién de densidad
general, y se desea obtener informacién conjunta, pero en general se puede definir la funcién de
distribucién conjunta para n variables aleatorias. Dado que se tiene la funcién de distribucién
conjunta, se puede construir la funcién de distribucién marginal como

Fy(y) = lim Fxy(z,y) paray € R

(1.20)
Fx(z) = lim Fyy(x,y) para = € R.

Yy—oo

Proposicion 1.13 Si Fxy y fxy representan la funcion de distribucion conjunta y funcion
de densidad conjunta de dos wvariables aleatorias X,Y, entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

a) Fx(x) =Y Fxy(z,y) si Fxy es discreta

Y

b) fx(x) = fxv(x,y) si fxy es discreta

Yy

+00

c) Fx(x) = / Fxy(x,y)dy si Fxy es continua
+oo

d) fx(z) = fxy(z,y)dy si fxy es continua.

— 00

Dadas estas propiedades de las distribuciones conjuntas y marginales se definen las dis-
tribuciones condicionales. Supongamos que X, Y son distribuciones conjuntas de probabili-
dad. Asumiendo que por el momento las distribuciones conjuntas son discretas, y se observé
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que la variable Y = y ;jqué informacién se puede obtener de la variable X7 Para responder
se define la funcién de distribucién condicionada dada por:

Fxy(z;y) = PIX <2 [Y =y]. (1.21)

Esto nos dice que se tendra una variable aleatoria X dado que ya conocemos el valor
observado de Y = y. Junto con la funcién de distribucién condicionada se define la funcién
de densidad condicionada dada por

fxy(zy) =P X =2 |Y =y] (1.22)

Para aplicar de manera mds préctica estas definiciones se debe recordar la definicién de
probabilidad condicional (1.5) y se obtienen las siguientes definiciones un poco més féciles
de aplicar’

o PIX<a Y=y gy
x|y (z3y) = P[Y =] A
. PIX ==Y =y fxy(z,y)
fxy(zy) = PlY=vy] frly)

aunque es necesario pedir la condicién de que fy (y) # 0 para evitar que haya ambigiiedades
en la distribucién condicional. Andlogamente se construye la distribucién condicional Fy|x
y fyvix. Cuando la funcién de densidad de conjunta de las variables aleatorias X y Y es
absolutamente continua, la funcién de distribucién condicional dado Y = y se define como

ffoo fxv(s,y)ds

fr(y) 129

Fyy(z;y) =

Se puede tener el caso de que las variables aleatorias X y Y sean independientes una de
otra, pero para verificar que sean independientes debe ocurrir que si observamos un valor
Y =y, entonces la funcién de distribucién condicional Fx |y (x;y) no debe depender del valor
Y = y para cualquier y € R, (andlogamente si se observé el valor de X = x ) por lo que se
debe de cumplir

Fyy(z;y) = Fx ()

Fyix(y;7) = Fy(y).

P[AN B]
P[B]
Cuando se trabaja con distribuciones conjuntas se omite el simbolo de interseccién N y se utiliza mejor la

” N

coma ”,” para simplificar la notacion.

"En la definicién de probabilidad condicional de 2 eventos se tiene que P[A | B] =
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es decir, que la distribucién condicional es una funcién de distribucién de una sola variable.
Entonces, haciendo la analogfa a la probabilidad de eventos, para que dos variables aleato-
rias sean independientes su distribucién conjunta se puede escribir como el producto de
distribuciones marginales

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y)

Ixy(z,y) = fx(@)fy(y).

Estos elementos bédsicos de la teorfa de la probabilidad serdn suficiente para entender las
técnicas bésicas involucradas en los procesos de Markov, pero hay mucha literatura donde se
pueden ver con mayor detalle estos elementos probabilisticos. Se recomiendan las siguientes
referencias De Groot [7], Feller [20], Grimmett [11], Harris [6], Garcia [3] y [4], Klenke [15] para
profundizar sobre el estudio sobre la probabilidad. A continuacién se analizardn brevemente
dos distribuciones de probabilidad que son importantes y que aparecen de manera natural
en los procesos de Markov: la distribucién Poisson y la distribucién exponencial.

1.3 Distribucién Poisson y Exponencial

Hay dos distribuciones de probabilidad que son titiles en la teorfa de los procesos estocésticos,
la distribucién Poisson® y la distribucién Exponencial. Se dice que una variable aleatoria
discreta X tiene una distribucién Poisson con pardmetro A > 0, que se denota por X ~
Poisson(\), si su funcién de densidad estd dada por:

PIX =k = —7conk=012 . (1.24)

Un significado préctico del pardmetro A es que representa el promedio de eventos que
ocurren en cada unidad de tiempo, y este promedio permanece constante en intervalos dis-
juntos de tiempo. Esto quiere decir que la probabilidad de que un evento ocurra en una
unidad fija de tiempo es el mismo para todas las unidades de tiempo. Dependiendo del
contexto en el que se este trabajando, la tasa A puede representar el nimero de bacterias en
cultivos biolégicos, el nimero de errores tipograficos en cada pagina de un libro, el nimero
de personas que llegan a una central camionera, por mencionar algunos ejemplos, y es por
esto que la distribuciéon Poisson es muy 1itil en la teorfa de la probabilidad. A continuacién se
muestran algunos ejemplos de los histogramas obtenidos con las probabilidades para distintos

8La distribucién Poisson fue desarrollada por el matemdtico francés Siméon Denis Poisson (1781-1840).
Fue en el ano de 1837 cuando publicé su ensayo "Recherches Sur La Probabilité Des Jugements", en donde
describe la ocurrencia de eventos con una probabilidad de éxito baja para que al repetirse en numerosas
ocasiones el evento ocurre en algunas ocasiones. También Poisson realizé ensayos en astronomia, en la teoria
del calor y en Mecénica, entro otros.
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A, la cudl podemos pensar como una "tasa de intensidad".

02 A=4

A}

o 2 4

18 20 22 2 26 = 30

Histogramas de las probabilidades de dos distribuciones Poisson con tasas
A=4yA=20

Esta representacién gréfica nos dice que las probabilidades més altas se localizan cerca
del pardmetro A, y las probabilidades empiezan a ser cada vez mdas pequenas cuando uno
se va alejando de la tasa A. Esta propiedad viene demostrada en Garcia [3], y se enuncia a
continuacion.

e MNP
Proposicion 1.14 Los términos By, = o de una distribucion Poisson, crecen con k
hasta alcanzar su mdzximo valor cuando A — 1 < k < X\ despies decrecen con k

Otra propiedad importante que caracteriza a la distribucién Poisson es que la esperanza
y varianza de la distribucion es igual a la tasa A, esto se demuestra a continuacion.

Teorema 1.15 Sea X ~ Poisson(\) entonces la esperanza y varianza estan dadas por

E[X]=X  Var[X] =\ (1.25)

Demostracion. Entonces, para calcular la esperanza usamos la definicion (1.16)

2, ek 2 e MNP
EX] = Y k o => k o
k=0 k=1
. e\ X e A\ e\
= =\ =\
DICRCIPY U D g
1 k=1 _

k=
= A

donde se utilizé el hecho de que n! = n(n — 1)! y al hacer el cambio de variable la serie
de nueva cuenta es una distribucion Poisson. Para calcular la varianza se tiene que aplicar
una técnica intermedia, que es calcular la esperanza E[X (X — 1)] esto debido a que con ello
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se cancelan dos términos factoriales y para ello se utiliza lo que se conoce como el teorema
del estadistico inconsciente E[g(X)| = > g(z)P[X = z]

00 oM\ 00 e~ M\F
EX(X-1)] = ) k(k—1) = > k(k—1) o
k=0 =
2 e M\ 2, e MANk2 e A\™
S e
k=2 (k —2)! k=2 (k —2)! m=0 m!
= )2

Con esto se obtiene que E[X(X —1)] = E[X? — X]| = E[X? — E[X] = \* entonces
E[X?] = A + X por el resultado anterior, y utilizando las propiedades (1.17) queda como
resultado

Var[X] = B[ XY — E2[X] = N2 4+ X =\ =\

Estas propiedades de la distribucion Poisson serdan de utilidad més adelante al trabajar
con lo que se conoce como la teorfa de colas. También existen otras generalizaciones de
la distribucién de Poisson, que se pueden consultar en Feller [20], Medhi [21] ¢ Karlin [19]
por citar algunos. Otra distribucién muy importante en la teoria de la probabilidad es la
distribucién exponencial.

Definicién 1.16 Se dice que la variable aleatoria continua X tiene una distribucion ex-

ponencial con parametro X > 0, y se denota por X ~ Exp()), si tiene la siguiente funcion
de densidad

e M six >0

0 e.o.c (1.26)

fx(z) :{

La distribucién exponencial se puede obtener a partir de considerar el tiempo entre la
realizacién de dos eventos consecutivos en el tiempo. Las gréaficas de su funcién de densidad
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se muestran a continuacion.

2.5

hiz) = 1.5

054
08¢ "

glx) =

o 0.2 04 06 08 1 12 14 16

X ~ Exp(3), X ~ Exp(1.5) y X ~ Exp(0.8)

Algunas propiedades bésicas de la distribucién exponencial se muestran a continuacién.

Proposiciéon 1.17 St X es una variable aleatoria con distribucion exponencial entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

W) BIX] =

1
o) VarlX] = 3 (1.27)

c) Fx(x)=1—¢e* paraxz >0

d) P[X>s+t| X >s]=P[X >t

Las tres primeras propiedades son faciles de demostrar haciendo uso de la integracién por
partes. Por la propiedad c) se tiene que P[X > 2] = e=** . A la propiedad d) se le conoce
como la pérdida de la memoria. Para demostrarla se usara inicialmente la probabilidad
condicional

PX<s+t|X>s =
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Y calculando la probabilidad de el complemento de un evento se obtiene el resultado
deseado

PX>s4+t|X>s] = 1-P[X<s+t|X >4
= 1-(1—e?)
= e M=P[X >1{]

Es importante subrayar cudl es el significado practico de la pérdida de la memoria.
Supongamos que estamos esperando un trasporte piublico, que ya hemos esperado més de
media hora, la pregunta que nos podriamos hacer es jcudl es la probabilidad de que teng-
amos que esperar mds de 45 minutos? Entonces, si definimos a la variable aleatoria X como
el tiempo de espera, y asumiendo que se puede modelar como una distribucién exponencial,
esto lo podemos modelar como

P[X > 45| X > 30 = P[X > 15]

es decir, se pierde el registro de que ya habiamos esperado media hora y esta probabilidad
es equivalente a que tuviesemos que esperar mds de 15 minutos de manera inicial. Con
esto concluye un resumen general de los elementos bédsicos de probabilidad. En la siguiente
seccion se analizardn los elementos generales sobre la teorfa de matrices, debido a que existe
una relacién matricial importante al querer estudiar caracteristicas basicas sobre los procesos

de Markov.



Capitulo 2

Teoria basica de matrices

Al trabajar con los procesos de Markov es necesario trabajar con las matrices, por lo que
solamente a continuacion se dardn los elementos bésicos asf como la notacién necesaria que se
utilizard en este trabajo. Una matriz A es un arreglo numérico de valores reales compuesto
por nm elementos, distribuidos en n renglones y m columnas, que se denota por A € R"*".
Las operaciones bdsicas se definen de manera distinta dependiendo si se trabaja con la suma
o con la multiplicacién. Para la suma de dos matrices A y B es necesario que ambas tengan
las mismas dimensiones, y entonces la suma matricial se define elemento a elemento de
la siguiente manera C;; = A;; £ B;; Vi,j y de manera compacta C = A + B. Con la
multiplicacién de dos matrices C = AB la tnica condicién adicional que se pide para que
este bien definida es que el nimero de columnas de la matriz A sea igual al nimero de
renglones de la matriz B, es decir, A € R™™ y B € R™*9 y con esto la entrada C;; se
define como

CZJ:ZAZ’kBkJVZ:]_,,TLy j:1,7q (21)
k=1

Es importante subrayar que si no se cumple esta condicién de igualdad entre las columnas
de la primer matriz y los renglones de la segunda matriz entonces no esta definida la multipli-
cacién. Algunas propiedades bésicas de la suma y multplicacién, se muestran a continuacion.

DA+B+C)=(A+B)+C
2) M(A +B) = \A + \B

3) (AB)C = A(BC)

(2.2)
1) (A+B)C = AC +BC

5) A(B+C) = AB + AC

6) En general AB # BA .

También es necesario trabajar con vectores, un vector renglén x € R™™ y un vector

22
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columna y’ € R™! se definen de la siguiente manera

x:[azl Ty - xn] y = . (2.3)

Cuando se trabaja con matrices, a la transpuesta de una matriz A, que se denota por
AT, intercambia los renglones por columnas y viceversa. Esto es importante debido a que
en la literatura al vector columna generalmente se le denota por x y al vector renglén como
x', pero por cuestiones practicas se decide utilizar la notacién denotada en (2.3). Hay una
literatura muy amplia sobre la teorfa de matrices, las siguientes referencias son bésicas Meyer
[1], Davis [14], Cullen [17], Gantmatcher[40] y Horn [45]. En ellas se enumeran y demuestran
propiedades més generales sobre las matrices y vectores, y solamente se hard referencia a
resultados importantes. Una parte importante dentro del dlgebra lineal es el de poder definir
funciones de matrices, una referencia fundamental en este tema estd dado en Higham [8], y
en nuestro caso solamente trabajaremos las propiedades de la matriz exponencial.

2.1 Funcién de una matriz y la matriz exponencial

A continuacién se mostraran los conceptos relacionados sobre la matriz exponencial. Una de
las propiedades mas importantes es la definicién bésica de funciones de matrices, que es una
generalizacién de series infinitas de funciones de una sola variable.

Definicién 2.1 Una serie de potencias estd definida por una serie convergente de la forma

Zﬁkxk para x| < R (2.4)
k=0

para una sucesion {3, }.cy y donde R es el radio de convergencia de la serie.

Con la serie de potencias se construyen series de potencias para funciones importantes
dentro del andlisis matema&tico como son la exponencial e y las funciones trigonométricas

bésicas sin(z) y cos(z)
2 3

. x
6—1+I+§+§+...
T
sm(x):x—g—i—g—ﬁ—i-
x?  xt S
cos(r) =l-gr+ @t

Con estos resultados, existe un resultado similar para matrices cuadradas, que viene
demostrado en Cullen [17], y da las condiciones generales que se deben cumplir para que se
puede definir una funcién de una matriz mediante una serie de potencias.
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Teorema 2.2 Sea f(x) una funcion definida por una serie de potencias dada de la forma

flz) = Zﬁkxk con |z| < R con R el radio de convergencia. Si A € R™" tiene su radio
k=0
espectral' p(A) < R entonces la serie de potencias matricial

F(A) =) B,A" (2.5)

converge.

Con este resultado importante se construye de manera general la exponencial de una
matriz cuadrada, y estd definicién estd dada por

2 A3 & Ak

A
A _ _
e*=1+A+ 2!4—3!—!—...— R
k=0

(2.6)

y esta definicién de la matriz exponencial trae consigo muchas propiedades bésicas heredadas
de la exponencial de una sola variable. En general este método de calcular la matriz expo-
nencial mediante serie de potencias no es muy recomendable, en Moler-Van Loan [48], debido
a que la matriz A puede tener elementos grandes de signos contrarios y puede ocurrir errores
numéricos grandes al hacer las restas. A continuacién se mostraran algunas propiedades que
serdan de mucha utilidad y estdn heredadas del caso escalar..

Teorema 2.3 Sea F(t) = eA! la matriz exponencial cont € R y sea s € R otro valor escalar.
Entonces se cumple que

F(t+s) =F(t)F(s). (2.7)

Demostracion. Lo que queremos demostrar es que se cumple en su forma matricial la
conocida regla de los exponentes
6t+s — etes

Para ello, tomaremos las expansiones en series de Taylor de la matriz exponencial

A2t2 A3t3 A22 A33
eAt6A5:<I+At+ o + = +> <I+As+ 2'8 + 3"9 +>

!Toda matriz cuadrada A tiene A, \a, ..., \j, valores propios distintos (contando multiplicidades) entonces
el radio espectral de la matriz, denotado por p(A), se define como el maximo de estos valores propios en
valor absoluto.

p(A) = max{|)\1| ) |>\2‘ [RRR) |)‘k‘}
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compactando esta multiplicacion de polinomios infinitos nos queda
ATt gk
At _As
€ ¢ Z Z K]
7=0 k=0

Haciendo un cambio de variable para la suma de los exponentes j + k = n y despejando
a j obtenemos que j =n — k y por lo tanto

k > tnkk

At _As Antnk
e ¢ _ZZ k) IE! Z Zn_ )]

nOkO

La sequnda suma tiene una forma incompleta. Recordando el desarrollo binomial obte-

nemos que
(z+y)" = Zn n gk — Zn n! gk
k (n — k)!k!

k=0 k=0
entonces, si a nuestra suma la multiplicamos y dividimos por n! obtendremos

0 n n!tn—ksk 0 A" A
S _ (t+s)
anz(n—k)!k!_zn'(t+s) -
n=0 k=0 n=0
y por lo tanto
eAteAs _ 6A(t+s)

El resultado anterior es muy importante, debido a que asi podremos calcular las proba-
bilidades de transicién para tiempos maés grandes, solamente tendremos que especializar el
célculo de la matriz exponencial en un solo tiempo fijo t* y después solamente ir multiplicando
esa matriz exponencial varias veces para obtener las probabilidades en tiempos mayores. Por
ejemplo, si encontramos la matriz €% usando algiin método eficiente, entonces podremos

calcular facilmente las matrices 24 y %34 usando

60.2A — 60.1A60.1A

60.3A — 60'1A€O'1A€0'1A

y lo podremos lograr con relativa facilidad haciendo la multiplicacién de matrices de manera
reiterada. Otra derivacion del resultado anterior es que se puede verificar rdpidamente cuédl
es la inversa de la matriz exponencial. Si tomamos a s = —t obtenemos

A(0) At—t) AlLA(-D) _ LA(-D) AL _ 0 _

=€ =€ €

pero esta es la condicién para la construccién de la matriz inversa de eA*, por lo que obtenemos
el siguiente resultado préctico, equivalente de la existencia del inverso multiplicativo de un

numero real — = e %
e.’l?

(eAt) L At




CAPITULO 2. TEORIA BASICA DE MATRICES 26

Recordando y utilizando el desarrollo del binomio de Newton

n

(a+b)" = Z (7)a"~** para a,b € R. (2.8)

k=0

podemos construir una expresién para la exponencial de dos matrices cuadradas cualesquiera
eA*TB . Uno de los problemas bdsicos que se observa es que la multiplicacién de matrices con
A,B € R™" es que en general no es conmutativa

AB # BA.

Podemos tomar dos ejemplos bdsicos para visualizar este hecho:
3 2 -2 4
a=[T o] B=7 3

—6 16 ~2 36
AB_[—2 24} yBA_[ 2 20}

entonces, por este simple hecho no se puede construir una regla parecida al desarrollo del
binomio de Newton

(A+B)’ = A2+ AB+BA +B?
(A+B)? = A+ A’B+ABA + AB’ + BA’ + BAB + B’A + B?

y asf se complica cada vez mds al querer tomar potencias sucesivas. Entonces, si se tienen
dos matrices A y B tales que se cumple que AB = BA, se dice que conmutan. Entonces,
al conmutar, se tiene un resultado igual al del desarrollo del binomio de Newton con escalares

(A+B)® = A?242AB+B?
(A+B)> = A®+3A°B+3AB°+B°

Con esta propiedad bésica se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 2.4 Sean A,B € R"*" tales que conmutan, entonces

Demostracion. Usando el desarrollo del binomio de Newton
(A+B)" = Zn: ") ArEBE = Zn:—”! A" FBE
k kl(n — k)!
k=0 k=0
n An—k Bk

- Z”!(n—m! R

k=0
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entonces se tiene
(A+B)" < A"F B
n! (n—k)! Kl

tomando la suma infinita

i(AJrB)" _i —~ A"F B
— n! — (n—Fk)! E!
y desarrollando estas sumas se va obteniendo
i (A+B*  A'B°
| 10!
TN e

oo T

TR I TR TR TR

por lo que factorizamos las potencias de "

~(A+B)»  A° B°+B1+B2+

— oo o 12
A' /B B! B?
+T(F+T+?+ )
A? (B B! B?

pero la serie infinita dentro de los paréntesis es iqual a B, por lo tanto

“ (A+B)" A0 5 Al , A2

eATE = ;T—Ue +T€ —|—76 +-
A% A A2 B
= (H+F+§+~~)e
_ AB

que es nuestro resultado deseado. m

Teorema 2.5 Sea A € R™"™ una matriz de valores reales. Entonces la matriz exponencial
F(t) = el satisface la siguiente ecuacion diferencial
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Demostracion. Para la demostracion utilizaremos la definicion bdasica de la derivada

dF(t) _ . F(t+h) —F()

dt h—0 h

y luego tendremos que utilizar las propiedades basicas de la funcion exponencial
F(t + h) = eAlHh) = cAtcAR
factorizando obtenemos que
F(t+h) —F(t) = eAlehh — A
— eAt(eAh o I)
= (At _)eAt
esto por las propiedades bdsicas de multiplicacion de matrices. Entonces nos queda el limite
dF(t) eAt(eAh —T) Y (Al —T)eAt
= =lim ———
dt h—0 h h—0 h
factorizando lo que no depende de h obtenemos que

dF—(t) = Mt <lim e — I) = <lim E) At
h

dt h—0 h—0 h

Ah

Usando la expansion en series de Taylor de la matriz e™" se encuentra a cuanto equivale ese

limite.

Ah (An)?  (An)® = (AR
A =1+ Ah + TR 4<”_§:

Ah

restando e™" menos la matriz identidad y reescribiendo obtenemos que

(An? (AR

Ah _
e —1T=Ah-+ o 3l

dividiendo entre h obtenemos

eAh 1 A4 A2h+ A3}2
h 21 3!

en Hunter [51] se demuestra que si una sucesion de funciones continuas { f,},,cn con fr, : A —
R converge uniformemente a una funcion f : A — R, entonces f es una funcion continua en
A, y que esto se puede interpretar como una justificacion para poder intercambiar el orden
de los limites

lim lim f,(x) = lim lim f,(z)

n—oo r—a r—a n—00
Y que en nuestro caso nos permite tomar el limite cuando h — 0 en cada término de la serie,
y los términos que tengan como factor h desaparecerdn

eAh o 2h A3h2

A

Him — +.=A+0=A

lim
h—0 h h—0
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por lo tanto obtenemos las ecuaciones diferenciales que estabamos buscando

dE(t) = M (lim i I> = (lim G I> el
h h

dt h—0 h—0

= eMA = Aet

La propiedad anterior en importante dentro de los procesos de Markov, y es el equivalente

matricial a d—[eﬁ’”] = [P, Otras propiedades bésicas que nos serdn de utilidad sobre la
x

matriz exponencial es poder encontrar las derivadas e integrales de una matriz, y para ello se
define a la derivada e integral de una matriz como la derivada e integral elemento a elemento

Apa(t) Aga(t) -+ Aua(t)
Alt) — A2,:1(t) A2,:2(t) A277(t)
Aua(t) Aual) - Anald

dAdit) _ {dA;,;(t)Lj / A(t)dt = { / Ai,j(t)dt} (2.10)

Z7j

donde las funciones A; ;(t) con i,j = 1,2,...,n se asumen que son continuas, derivables e
integrables para cada valor t € R. Como ejemplo bésico de este definicién se muestra el
siguiente ejemplo practico

cos(x) —sin(z)

D= e ] A<x)dm:[%$3 _e_xl

A(x):{ 2 e }

sinxz cosx

Y estas definiciones serdan de mucha utilidad al querer encontrar propiedades bésicas donde
sea necesario calcular la derivada/integral de una matriz. Otras propiedades bésicas de la
matriz exponencial se muestran a continuacion.

Teorema 2.6 Sean F(t),G(t) : D C R — R™ ™ funciones con valores en R™*™ continuas y
derivables. Entonces se cumple que

CEOGH] = Sl aw) + i, (2.11)
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Con este resultado se puede deducir facilmente este otro resultado bésico equivalente al
de derivar una funcién de una variable

d d
SIAB(®)] = AL [B()] (212

En palabras nos dice que si tenemos una matriz de constantes multiplicada por una matriz
funcional, entonces la derivada del producto es igual al producto la matriz de constantes por
la derivada de la matriz funcional, "sacamos" la matriz de constantes del operador derivada.
También con esta definicién de matrices de funciones podemos obtener un corolario que nos
serd de mucha utilidad més adelante cuando deseemos obtener integrales de matrices con
estructuras mas elaboradas.

Corolario 2.7 Sea A € R™" una matriz de constantes y sea B(x) € R™"™ una matriz que
dependa de un pardmetro o variable x, y [ una constante cualquiera. Entonces se cumplen
las siguientes identidades:

2) / A + AB(z)]dz — Az + B/B(m)dm
(2.13)
b) /BAB(x)dx _ ﬁA/B(m)dm

Demostracion. FEstas propiedades se pueden obtener facilmente mediante la aplicacion
de las reglas del cdilculo. Para la primera identidad obtenemos

/[A—l—ﬁB(:c)] iz — /Ad:ch/ﬁB(:c)d:c:A/da:Jrﬂ/B(x)dx:Aa:+6/B(x)dx

y para la sequnda propiedad tenemos que utilizar la definicion formal de multiplicacion de
matrices. Sea C = JAB(x) entonces obtenemos que

Ci,j = Z ﬁAi,kBk,j (l‘)
k=1

y por lo tanto la integral de la entrada C;; estd dada por

/Clyjdl‘: /ZﬁA%kBkJ(ZL‘)dZL‘: Z/ﬂALkBkJ(ZL‘)dZL‘: ZﬁA%k/BkJ(l’)dl’
k=1 k=1 k=1

Una nota importante es que el intercambio de la suma y de la integral es vilido en el caso
de una suma finita de elementos. En términos matriciales generales esto implica que

/ﬁAB(x)dx = BA/B(:L‘)dx

que es lo que queriamos mostrar. En palabras nos dice que podemos sacar matrices de
coeficientes constantes de una integral. m
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Juntando el resultado anterior (2.13) junto con el de la derivada de la matriz exponencial
(2.9) se obtiene el equivalente de la integral de la matriz exponencial.

Teorema 2.8 Si A € R™™" es una matriz no singular y C € R™™ una matriz arbitraria
dada entonces

/ eAlt = A-leAt 4 C (2.14)

Demostracion. Para ello recordemos primeramente que

d
ﬁ[eAt] = AeAt
y del resultado (2.12)
d )1 At 14 Ay, d —1 [ A At At
%[A e+ Cl=A %[e ]+%[C]:A [Ac?] =e

integrando de ambos lados y usando el teorema fundamental del cdlculo nos queda
AleM L C= /eAtdt

que es lo que se queria demostrar. m

2.2 Meétodo de la diagonalizacién

En el siguiente capitulo se analizara la estructura matematica de las matrices que surgen al
trabajar con los procesos de Markov a tiempo continuo. En los procesos de Markov surge
una matriz T que se denota como la "matriz de tasas"?. Inicialmente solamente se revisaran
algunos métodos bédsicos para encontrar la exponencial de la matriz T € R™*" dada por eT.
Esta matriz de tasas tiene la propiedad de que los elementos fuera de la diagonal son no

negativos y cada elemento de la diagonal es el inverso aditivo de la suma por renglén.

Tij=0parai#jyT;=—> T
7]

y por lo tanto esta matriz T su suma por renglones es cero. Una primera interpretacion de
esta matriz de tasas es que muestra como se "comunican" cada pareja de estados ¢,j con
i # j. A partir de esta matriz de tasas se desea encontrar las probabilidades de transicién entre
estados para cada t € RT | que matricialmente se le denota por P(t) € R™*" y esta matriz
de probabilidades cumple que sus entradas son no negativas y que la suma por renglones es
uno

P(t) >0y P(t)e' =€ parat € R"

2En la literatura se le denota comiinmente a esta matriz T como Q y la llaman "matriz generadora
infinitesimal". En este trabajo se le denotard de manera mds préactica como "matriz de tasas" y por eso es
que se le denotard por T.
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Para encontrar estas probabilidades de transicién, es necesario resolver el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales

——~ =TP(t) =P(#)T con P(0) =1L (2.15)

llamadas las "ecuaciones hacia atras/adelante" de Kolmogorov. Sabemos por (2.9) que
estas ecuaciones tienen como solucién exacta

P(t) = €T para t € [0, 0) (2.16)

y que una forma de calcular estas probabilidades es calculando la serie infinita

(Te)? | (Tt)°

P(t) = I+Tt+ 5 + a0 + ...
T2 T3¢
= I+ Tt
Rk 2 * 3!

donde existe el inconveniente de que no sabremos de antemano cudntos sumandos hay que
tomar para obtener una buena aproximacién a la probabilidad buscada. El problema al que
nos enfrentamos con esta definicién es que no se podria realizar esta suma infinita y se tienen
que realizar trucamientos que garanticen exactitud. Otro problema es que se tendria que
realizar en varias ocasiones estas sumas si es que uno desea encontrar las probabilidades en
varios momentos del tiempo t1, ¢, ..., t,,, y analizar la historia de como son las probabilidade
de transicién para cada uno de los estados. Un inconveniente més al utilizar esta definicién es
que se debe calcular potencias sucesivas de la matriz de tasas T y computacionalmente serfa
un proceso muy laborioso. Para resolver este problema usaremos los siguientes resultados
bésicos del dlgebra lineal.

Definicién 2.9 Sean A, B € R"*". Se dice que A es semejante a B si existe una matriz
P € R™™ tal que

AP =PB (2.17)

Si esta matriz P de la definicién anterior es invertible, entonces se puede escribir como
A =PBP!
En Strang [49] se muestra cudles son las hipétesis para que una matriz sea diagonalizable.

Definicién 2.10 Una matriz A € R™™" es diagonalizable si exviste una matriz D cuyos
elementos que no estan en la diagonal son iguales a cero y A es semejante a D.
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Teorema 2.11 Una matriz A € R"*" es diagonalizable si tiene n vectores propios lin-
ealmente independientes. Si estos vectores caracteristicos son las columnas de una matriz P
entonces la matriz D es una matriz una matriz diagonal

P'AP =D (2.18)

donde P = [ vy vy o v } y D = diag (A1, Aa, ..., \) donde v}, y A\, son los vectores
propios y valores propios asociados respectivamente.

Dos observaciones que se hacen es que la diagonalizaciéon de A depende de la existencia
de suficientes vectores caracteristicos y que la invertibilidad de A depende de los valores
caracteristicos distintos de cero. Después, para matrices semejantes, existen dos resultados
bésicos sobre la matriz exponencial

Teorema 2.12 5i D € R™" es una matriz diagonal entonces

eP = diag (eMr, 22, .. ) (2.19)

Demostraciéon. La parte importante de recalcar es que si se tiene una matriz diagonal,
entonces potencias sucesivas de la matriz se calculan encontrando las potencias de cada
entrada de la diagonal

D = dlag (d117d227---7dn,n)
D* = diag (dj;,d5,,....d} ) conk >1

s Unn

entonces, al calcular la serie infinita

D D? < dfy =y, &= dy
D IRST 11 22 n,n
® = T+D+ o+ o +..._d1ag<§j U k!)

k=0 k=0 k=0
e 0 ... 0
0 e¥2 ... 0
0 0 .- efm

que es lo que se querfa demostrar. m

Teorema 2.13 Sean A, B € R™" matrices semejantes. Entonces se tiene que

e = PeBP! (2.20)
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Demostracion. Solamente para demostrar este hecho se tiene que tomar en cuenta que
(PBP )" = PB*P! para k > 1

por lo tanto

y es el resultado buscado. m

Con estos resultados preliminares se obtiene el siguiente resultado, que nos permitird
construir de manera facil las probabilidades de transicién de un proceso markoviano con
matriz de tasas T

Teorema 2.14 Sea {X (1)}, p+ un proceso estocdstico markoviano con n estados y matriz de
tasas T € R™™" diagonalizable asociado a (2.15). Entonces las probabilidades de transicion
estdn dadas por

P(t) = VeP'V! cont € RT (2.21)

donde T = VDV ™! y las columnas de la matriz V son los vectores propios de T y D =
diag(A1, Ag, ..., An) la matriz diagonal con los valores propios.

Demostracién. En la teorfa de procesos de Markov existe una relacién fundamental que
se conoce como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, que relacionan las probabili-
dades de transicién en diferentes etapas del tiempo

P(t+s) =P(t)P(s)

para cada pareja t,s € RT. En Rolski et. al [61] se demuestra que la matriz de tasas T
cumple la siguiente relacién como "matriz de intensidades"
 dP(t) P(h) — I

| T (2.22)

T

t=0

y con esta relacién se obtienen las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante/atrés

dP(t) I P(t+h) —P(t)
dt hi%l+ h
. PO)P(h) -PEF) . PHPE) -P@)
= lim = lim
h—0+ h h—0+ h
- PO Jip, U = iy SERO)

— P()T = TP(¢)
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estas ecuaciones, junto con (2.7) y (2.9) se obtiene que la solucién es
P(t) = e¢™ parat € RT

por 1ultimo, usando el hecho de que se pide que la matriz de tasas T es diagonalizable,
T = VDV !, y por el resultado demostrado previamente (2.20) se obtiene el resultado
deseado. m

Lo importante para visualizar la historia de las probabilidades de transicién P, ;(¢) para
instantes del tiempo determinados, es que podamos construir una malla de matrices de tran-
sicién para poder graficar facilmente las probabilidades, analizar visualmente si los estados
son recurrentes o transitorios, etc. Para ello tendremos probabilidades del estilo

Pl,l(tn) PI,Z([n) T Pl,n(tn)
) f)Z,l (tn) F)Z,Z (tn) e F)2,n (tn)
// F)n,l(tn) f)n,Z(tn) F)n,n(tn)
B B,(t) R,(4) - Iin(ﬁ)_ ,/’/ e
/’// ]%J(Q) }%g(ﬁ) e }3m(ﬁ) /,// ,///
Pl,l(lo) Pl,z(to) E,n(to) ’ //
}ZJ(%) }Zg(%) T }%m(%) o lim(h)_ -
Pn,l(to) Pn,z(to) Pn,n(tO) o

Con esta visualizacién, se construye un archivo m-file para poder extraer toda una fila
que contenga el mismo elemento (i, j), pero en diferentes tiempos, y poder analizar numéri-
camente las probabilidades de transicién

Pm’(lf()), Pi7j<t1)7 1) Pi7j<tn)

function vector=copia_valores_multidimensional(A,i,j)

% ESTA FUNCION GUARDA LOS VALORES DE LA MATRIZ "A" SOBRE LOS
% INDICES "i", "j" SELECCIONADOS PARA GRAFICARLOS POR SEPARADO.

n=size(A);
if( length(n)<=2 )

error(’ LA MATRIZ DEBE SER UN HIPERCUBO DIMENSIONAL °)
end

% TOMAMOS EL ULTIMO VALOR DEL HIPERCUBO
vector=zeros(1,n(3));
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for g=1:n(3)
vector(q)=A(i,j,q);
end

Esta funcion extrae cada renglén de esta malla, ya con ello estamos en condiciones de
poder calcular las probabilidades de transiciéon de procesos cuyas matrices de tasas sean
diagonalizables. Un problema numérico es que el cdlculo de los valores y vectores propios, ya
que entre méas grande es la matriz, entonces este procedimiento se vuelve laborioso, con la
dificultad de que el rango de la matriz V ya no sea completo, y con esto la imposibilidad de
calcular la inversa V1. En Meyer [1] se explica que una matriz es mal condicionada si un
pequeiio cambio en la matriz A ocasiona un cambio relativo largo en la inversa A=, y que
este grado de mal condicionamiento se puede medir encontrando el nimero de condicién
de una matriz, dado por k(A) = ||A| ||A7!||, con ||x|| una norma matricial cualquiera. En
Cheney et. al. [68] se muestra una regla basica que si la magnitud del nimero de condicién
es de 107, entonces uno puede esperar de perder al menos p digitos de precisiéon al resolver
el sistema de ecuaciones Ax’ = b’, y que esto se aplicarfa al encontrar la inversa de la
matriz. Y en el andlisis del problema de diagonalizacién, si la matriz de vectores propios
es bien condicionada, se espera una magnitud de x(V) relativamente menor y el residual®
H\f\/‘l——I” pequeno.

function Pt = diagonalizacion(T,tau)

% ESTA FUNCION CALCULA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION DEL
% PROCESO ESTOCASTICO CON MATRIZ DE TASAS "T" HASTA EL TIEMPO
% lltaull .

b

% FORMA DE USARSE: Pt = diagonalizacion(T,tau)

[n1,n2]=size(T);
if(n1~=n2)

error(’ LA MATRIZ DEBE SER CUADRADA!!! )
end

n=nl;
% Construimos la particion del tiempo
xt = 0:0.1:tau;

m = length(xt);

% Calculamos las valores y vectores propios de la matriz de tasas

SEn Matlab, la unidad de redondeo (o la precisién de la mdquina) se denota por la letra u y que aproxi-
madamente es del orden 10~ para computadores de precisién simple y de 106 para computadores de doble
precisién. De manera practica se puede pensar que la unidad de redonde es aquel nimero tal que 1+ u # 1.
En Higham [10] se pueden ver mds detalles sobre la unidad de redondeo y sus propiedades.
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[V,D]=eig(T);

% Calculamos las probabilidades de transicion P(t) = V e~ (Dt) inv(V)
Pt = zeros(n,n,m); invV = inv(V);

% Se calcula el numero de condicion y el residual
K2= cond(V); Residual = norm(VxinvV - eye(n),2);

for k=1:m
Pt(:,:,k) = Vxdiag(exp(xt(k)*diag(D)))*invV;
end

% Por ultimo, graficamos estas probabilidades para cada (i,j)
cont=1;
for i =

'n
for =

1

J 1:n
vecPij=copia_valores_multidimensional (Pt,i,j);
subplot(n,n,cont), plot(xt,vecPij,’LineWidth’,2.2)
title(sprintf(’ Pt( %d , %d ) >, i,j ))
cont=cont+1;

end

end

disp(sprintf(’ Num Cond = %g , Norma residual = %g ’, K2, Residual))

El caso mds préctico donde se puede verificar que la matriz de tasas es diagonalizable es
cuando tenemos dos estados [ = {1,2} y las transiciones estén dadas por

p

u

Ma3s adelante se analizard el porqué que la matriz de tasas para este proceso estd dado por

—p
T= .
{ B b ]
La caracteristica mas importante de las tasas de transicién es que debido a como esta

construido la matriz de tasas se puede observar que el valor A = 0 es un valor propio y el
vector unitario € es el vector propio asociado.

Te' = 0 = Te' = 0¢€'.
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para encontrar el otro valor propio primero encontramos el polinomio caracteristico de la
matriz p(A) = det(T — M)

—p=A p
det = (= —=M\N(=B8-=)\)—
(|75 _m]) = comnes-n -
= M+ Au+P)
y resolviendo la ecuacion p(\) = 0 se obtiene
M+ AMp+p)=0
A=06A+pu+5=0
M=006X=—pu—p

Ya tenemos cudl es el vector propio asociado a A; = 0, solo nos falta encontrar el vector
propio para Ay = —u — (3. Queremos encontrar vy = [ x oy ] tal que

ey | M R 1)

Bopilxz| |0 Br+puy =0
[5 tu}_[O}:} B+ py =0

con esto podemos ver facilmente que x = 1y y = —p /3 son los elementos del segundo vector
propio, por lo tanto podemos encontrar féacilmente las probabilidades de transicién P () estan
dadas por

y nos queda

[ 1 1 ot 0 0 .
= ° + +
P(t) = J»—WB}[O eW%ﬁ} BMM f/ﬂ
B+u  B+p
[ ﬁ /Le_(“"'ﬁ)t /,l/ Me_(ﬂ+/8)t
_|_ —_
B+ B+ B+ B+
/8 /86—(#4-,8)15 u ﬂe_(l"'i'ﬁ)t
- +
L B+ p B+ B+ B+

Para analizar numéricamente este procedimiento, usaremos la matriz de tasas

-2 2
T_{om_—om]

donde se utilizan los valores p =2y = 0.01

>> T=[-2 2; 0.01 -0.01]
T =
-2.0000 2.0000
0.0100 -0.0100

>> Pt = diagonalizacion(T,10);
Num Cond = 2.39725 , Norma residual = 1.57009e-016
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Fi{1.1) Pef1.2)

05 0.5

1.002

0.998

0.996

Recordemos que las probabilidades P ;(¢) en términos de probabilidad condicional estan
dadas por P [X(t) = j|X(0) = i], lo que en nuestro caso P;s(t) significa que si empezamos
en el estado 1 la probabilidad de que al tiempo ¢t = 5 este en el estado 2 es muy cercano
a 1, por lo que esperaremos ver esta transicion de manera rdpida. Es importante senalar
que el trabajo computacional méas laborioso es encontrar los valores y vectores propios de
la matriz aunque que para matrices de regular tamano actualmente no es un problema muy
complicado de realizar. Una recomendacién es hacer un andlisis previo de los valores propios
y vectores propios ya que el método de la diagonalizaciéon depende de la exactitud con la
que se obtiene la matriz D y V. Regresando al ejemplo anterior también nos muestra que
las probabilidades se estabilizan en un cierto momento, y esto es cierto cuando la matriz de
tasas representa a un proceso irreducible, por lo que la matriz limite existe y se denota por
I1

IT = lim P(¢)

t—o0

en nuestro ejemplo esta matriz estd dada

I — 0.005 0.995
~ | 0.005 0.995

esto significa que el proceso estocdstico visita a la larga el estado 2 el 99.5% de las veces y que
el estado 1 solo se visita el 0.5% de las veces, y por ello es importante en la préactica poder
encontrar esta matriz limite II. Mds adelante se veran métodos que garanticen el calculo
eficiente de esta matriz limite.

2.3 Método de la uniformizacion

Hemos visto que si una matriz de tasas T es diagonalizable, entonces se pueden obtener
facilmente las probabilidades de transicién P(t) dadas por

P(t) = VPV
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donde V es la matriz que estd formada por los vectores propios de la matriz T y la matriz D es
una matriz diagonal formada por los valores propios de T. El célculo de los valores y vectores
propios puede ser un problema numéricamente inestable y si en el peor de los casos no se tiene
que todos los valores propios sean distintos, entonces este resultado P(t) = VeP*V~! pierde
su importancia practica, ya que se tendria que recurrir al cédlculo de la forma canénica de
Jordan de una matriz, y en Golub-Wilkinson [43] se demuestra que el célculo de la forma de
Jordan es un problema numéricamente inestable. Para tratar con el problema de encontrar
las probabilidades de transiciéon de un proceso general y evitar el cdlculo de las matrices T",

se utiliza el siguiente método popular en la literatura. Se construye una matriz de transicién
P dada por

~ T
P=—+1
)\—i-

donde el valor A es tal que cumple A > max |7} ;, el valor mds grande en valor absoluto de la
diagonal de la matriz de tasas. Entonces, si despejamos a la matriz T de la ecuaciéon anterior
obtenemos que

T (P-1)
y por lo tanto

P(t) = ™
e,\(ful)t
APt—It

/\Pte—/\It

|
Qo o

)\13te—>\tI

WPE
k!

()‘t);;e)\tf)k‘

[
WE

k=0

[
WE

e
I

0

Estas relaciones son ciertas debido a que las matrices conmutan. Después, al analizar el
primer factor se identifica que es una distribucién de Poisson con pardmetro At y la matriz
P* representa las probabilidades de transicién de algtin proceso estocastico discreto. Una de
las ventajas que se tiene para usar el método de uniformizacién es que se puede elegir un
valor entero N, que dependera de un error de tolerancia £ que nosotros elegimos, tal que

i ke—kt _ N ke_)\t _
IP@ Pyl = |3 %P’“ oy (At)k! B

k k=0

(At);@)‘t Pk

M L

<e

k

I
2

+1
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usando las propiedades de las normas matriciales

()\t>k€—)\t f)k;

o )\t k_—M\t _ o
R SRR oy L 2
k=N+1 ) k=N+1 ’
oy ()\t)ke_)‘t .
< e Ip H
- e ()\t)kef)‘t
a k=N+1 k!
< ¢

4

Esto se debe a que para las matrices de transicién su norma infinito es uno ||P| =14,

o M\ k'e—)\t
y la suma Z % es la probabilidad de que al menos ocurran N eventos en una

k=N+1 k!
distribucién Poisson de pardmetro At, por lo que

P [Poisson > N] < ¢ (2.24)
1 — P[Poisson < N] < ¢
P [Poisson < N] > 1—c¢.

Con esto, se buscard ese valor N especial que satisfaga que su funcién de distribucién
cumpla esta desigualdad (2.24), por lo que estaremos siempre asumiento que existird un er-
ror en el cdlculo de nuestras probabilidades. No se recomienda que el error sea muy pequeno
porque si no tendremos que calcular sumas con demasiados términos y por lo tanto com-
putacionalmente se volverd intratable. La estrategia un poco rudimentaria serd la siguiente:
Elegimos un valor ¢ = 7 "grande", seleccionamos un error €*, y encontramos el valor "6p-
timo" Ny, si las matrices no son muy grandes, podremos almacenar en memoria todas las
matrices P¥ con k = 0,1,2, ..., Nopr en un arreglo multidimensional, para después ir calcu-
lando las probabilidades en tiempos 0 < t; < t5 < ... < t, = 7 y poder graficar los resultados
obtenidos. La idea central para estimar las probabilidades P, ;(t;) es construir este arreglo

“Hay dos normas matriciales importantes, la norma-1 y la norma inifnito
=
K3
max Y Ay
7 .
J

que denotan respectivamente el méximo de las sumas por columna y el maximo de la suma por renglones
respectivamente. Para el caso de la desigualdad (2.23) se utilizé las propiedades de la norma infinito debido
a que las matrices de transicién su suma por renglén es 1.

Al

[N
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multidimensional

n,2

Noy) N,.) Noy) |
. R,(lp' R,(zwr I{nw

@ p@ o1
‘BJ ‘RJ r ‘Rm e Pl
(2) 2) 2) e
}31 }Zg o };m //’
. . . S ////

R, - P27

I,n n,n 4

P, ,

. //

F., |

Malla de matrices uniformizacion

La malla anterior es parecida a la que se habia construido anteriormente para extraer los
elementos (7, j) de las probabilidades de transicién continuas, pero esta nueva malla guarda
las probabilidades de transicién discretas del método de uniformizacién. Este método se
recomienda solo para matrices de "regular" tamano, ya que el almacenamiento de tantas ma-
trices puede ser un problema serio, por lo que solo se recomienda utilizar en casos particulares.
Una implementacién de este método en Mat/Oct se muestra a continuacion.

function [Pt,Pprob,Pest] =

uniformizacion(T,tau,err)

% ESTA FUNCION ESTIMA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION P(t)
% EN LA MATRIZ "Pt", EN EL INTERVALO DE TIEMPO [O,tau] CON
% ERROR DE TOLERANCIA
% MUCHO SI EL TIEMPO ES MUY GRANDE Y/0 EL ERROR ES PEQUENO

b

% FORMA DE USARSE Pt =

[n1,n2]=size(T);

Ilerrll .

EL CALCULO SE PUEDE TARDAR

uniformizacion(T,tau,err)

if( n1~”=n2 )

error(’ LA DIMENSION DE LA MATRIZ DE TASAS DEBE SER CUADRADA!!! ?)
end
n=nl;

% Construimos la matriz de probabilidad

lam =

if ( tau<=0 )

max (abs(diag(T)));

Pest = T/lam + eye(n);

error(’ EL EXTREMO FINAL DEL TIEMPO NO ES VALIDO!!! ’)

end
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% Construimos la particion del tiempo
xt = 0:0.1:tau; m = length(xt);

% Encontramos el valor Nopt de la distribucion Poisson
Nopt = poissinv(l-err,tauxlam);

% Generamos un vector de apoyo para el calculo posterior de
% las probabilidades Poisson
xapo = 0:Nopt;

% Generamos '"la malla" de matrices de transicion Pk
Pprob = zeros(n,n,Nopt+1); Pprob(:,:,1) = eye(n);

for k=2:Nopt+1l
Pprob(:,:,k) = Pest*Pprob(:,:,k-1);
end

% Generamos "la malla" de la probabilidad P(t) para cada 0<t1<t2<...<tau
summat = zeros(n); Pt = zeros(n,n,m);

for k = 1:m
Poisson = poisspdf (xapo,lam*xt(k));
% Generamos las probabilidades Poisson
for q = 1:Nopt+1
summat = summat + Poisson(q)*Pprob(:,:,q);
end
Pt(:,:,k) = summat; summat = zeros(n);
end

% Graficamos las probabilidades de transicion
cont=1;

for i = 1:n
for j = 1:n
vecPij=copia_valores_multidimensional (Pt,i,j);
subplot(n,n,cont), plot(xt,vecPij), title(sprintf(’ Pt( %d , %d ) ’, i,j ))
cont=cont+1;
end
end

Un ejemplo préctico de este resultado y programa se muestra a continuacién. Supongamos
que tenemos un proceso de Markov {X(¢)},.p+ con espacio de estados E = {1,2,3,4,5} y
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matriz de tasas de intensidad dada por

-5.11 0.1 4 1 0.01
5 —10 3 2 0
T = 1 0 —2.001 1 0.001 (2.25)
4 2 1 -7 0
0 0 0 0 0

donde el estado 5 es un estado absorbente (porque al entrar a él no se podra visitar nunca
mds otro estado), y los demds son transitorios. Calculando las probabilidades de transicién
del proceso hasta el tiempo 7 = 10 y con un error de tolerancia ¢ = 0.05 obtenemos los
siguientes resultados gréficos.

>> T=[-5.11 0.1 4 1 0.01; 5-103 2 0; 10 -2.001 1 0.001;
421-70; 0000 0];
>> Pt = uniformizacion(T,10,0.05);

Pt(1.1) Pi(1.2) Pi1.3) Pt(1.4) Pi{1.5)
0.03 1 0.2 0.03
0.02 0.02
05 n,sr i m,1r
0.01 0.01
% 10 % 10 % 70 % 0 % 10
P2 1) P, 2) P2 3) Py 4) Py 5)
0.4 1 1 0.2 0.03
] — J0.02
02 05 05 0.1
0.01
% 10 % 10 % 70 % 0 % 10
P 1) P F.2) Py 3) PP 4) P F 5)
0.4 0.03 1 0.2 0.03
0.02 0.8 —_— ooz
02 0.1
0.01 06 0.01
% 10 % 5 704 5 70 % 5 0 % 5 10
P& 1) P L, 2)
0.4 01 Pi(4.3) Pt(4.4) Pi(4.5)
1 1 0.04
02 “5\ 05 — 05 0.02
0 0 0 0 0
0 5 00 5 0 0 5 00 5 00 5 10
PY5.1) PH5.2) PG, 3) PHE . 4) P E.5)
1 1 1 1 1.05
0 0 0 0 1 \
1 1 1 1 0.95

Esto nos dice que la probabilidad de ser absorbido al estado 5 es creciente para P, 5(t),
aunque aqui tenemos el problema de no saber exactamente en que momento uno entrard a
ese estado, por lo que serd necesario calcular la esperanza del tiempo esperado de primer
arribo

A=inf{t>0|X(t) =5}

mds adelante veremos al calcular las probabilidades de absorciéon. En la practica, este primer
codigo puede resultar ser de muy poca utilidad, debido a la cantidad de célculos internos
que se estdn realizando para ir estimando las probabilidades P (¢;). Una forma practica de
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ahorrarse un poco de trabajo computacional es utilizar las propiedades de la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov P(t + s) = P(¢)P(s) y con esto solamente tenemos que calcular con
una mejor precisién el primer tiempo (que en nuestro caso hemos fijado como t = 0.1) y
después ir realizando las sucesivas multiplicaciones de matrices correspondientes. El codigo
lo llamaremos "uniformizacion2.m", y solo se mostrard la parte del cambio central, ya que la
mayoria del cédigo se repite.

function Pt = uniformizacion2(T,tau,err)

% ESTA FUNCION ESTIMA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION P(t)
% EN LA MATRIZ "Pt", EN EL INTERVALO DE TIEMPO [0,tau] CON
% ERROR DE TOLERANCIA "err". UNA VARIANTE DEL METODO ES DE
% SE PUEDE CALCULAR LA PRIMERA TRANSICION CON UN ERROR "err"
% BAJO Y SE UTILIZA LA PROPIEDAD DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

yA

A P(a+b) = P(a)P(b)

yA

% FORMA DE USARSE Pt = uniformizacion2(T,tau,err)

% Generamos "la malla" de la probabilidad P(t) para cada 0<t1<t2<...<tau
summat = zeros(n);
Pt = zeros(n,n,m);

% Calculamos P(tl1l) como antes
Poisson = poisspdf (xapo,lam*xt(2));
for q = 1:Nopt+1l
summat = summat + Poisson(q)*Pprob(:,:,q);
end
Pt(:,:,1) = summat;

% Vamos guardando las demas probabilidades P(tk)
for k=2:m

Pt(:,:,k) = Pt(:,:,1)*xPt(:,:,k-1);
end

Quremos ver cudl de los dos métodos es mds eficiente computacionalmente, debido a
que en teorfa nos tienen que regresar las mismas probabilidades. El siguiente cédigo grafica
facilmente las dos probabilidades y compara por el momento de manera visual ambas prob-
abilidades.

function [tiempol,tiempo2]=ejemplo_uniformizacion(T,tau,errl,err2)

% ESTA FUNCION GRAFICA SIMULTANEAMENTE LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION
% Pij(t) PARA CADA TIEMPO EN EL INTERVALO [0,tau], PARA PODER COMPARAR



CAPITULO 2. TEORIA BASICA DE MATRICES

% LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION UTILIZANDO LAS DOS VARIANTES DEL
% METODO DE UNIFORMIZACION CON ERRORES "errl" y "err2".

tic, Ptl = uniformizacion(T,tau,errl); tiempol=toc;
tic, Pt2 = uniformizacion2(T,tau,err2); tiempo2=toc;

xt = 0:0.1:tau;
n=max (size(T));

cont=1;

for i = 1:n
for j = 1:n
vecPijl=copia_valores_multidimensional (Pt1,i,j);
vecPij2=copia_valores_multidimensional (Pt2,1i,j);
subplot(n,n,cont), plot(xt,vecPijl,’b’,xt,vecPij2,’r’)
title(sprintf(’ Pt( %d , %d ) >, i,j ))
cont=cont+1;
end
end

Comparando ambos métodos

>> [tiempol,tiempo2]=ejemplo_uniformizacion(T,10,0.05,0.001)
tiempol =
0.0564

tiempo2 =
0.0013

46
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PH(1.1) PH(1.2) PH(1,3) PH1.4) PH1.5)
0.03 1 0.2 0.03
0.02 0.02
05 0_5{ 0.1 [
0.01 0.01
0 0 0 0 0
0 5 00 5 00 5 00 B 0 0 B 10
PH(2.1) PH(2.2) PH(2.3) PH2.4) PH2.5)
04 1 1 0.2 0.03
L——_:- 0.02
0.2 05 05 0.1
l 0.01
0 0 0 0 0
0 5 00 5 00 5 00 B 0 0 B 10
Fr{3.1) Pt{3.2) Pt{3.3) Pt(3.4) Pt3.5)
04 0.03 1 0.2 0.03
0_02( 0.8 0.02
0.2 0.1 r
0.01 0.6 0.01
0 0 0.4 0 0
0 : 0 0 : 00 B 0 0 5 00 5 10
PH(4.1) Pi(4,2) Pi(4,3) PH4.4) PH4.5)
04 0.1 1 1 0.03
;- 0.02
0.2 0.05 05 05
\ 0.01
0 0 0 0 0
0 5 00 5 00 5 00 B 0 0 B 10
PH(5.1) PH(5.2) PH(5,3) PH5.4) PH5.5)
1 1 1 11
0 0 0 0 1 N

q 9 9 9 0.9
0

Si observamos, las probabilidades son muy parecidas, salvo el caso raro de la probabili-
dad Ps5(t) ya que el estado 5 es un estado recurrente absorbente y los demds estados son
transitorios , por lo que se deberfa cumplir que Ps5(t) = 1 V ¢ € R*. Entonces, de manera
particular, podemos observar que el método 2 es bueno para estados que no son absorbentes,
y ademads tiene la ventaja de que el tiempo de célculo es relativamente menor en el método 2
que con el método 1. Esto debido a que solamente hay que calcular una sola gran malla de
matrices para calcular P, ;(0.1) y después son solamente multiplicaciones de matrices las que
hay que realizar, algo que Mat/Oct en sus rutinas internas trae optimizado. La desventaja
del método 1 es que hay que estar calculando diferentes mallas para cada t* € [0, 7] por lo
que requiere m&s tiempo memoria para estar almacenando todas estas matrices. Aqui se
muestra una grafica bdsica con los tiempos de célculo para matrices de tasas de intensidad
T € R n = 2,3,...50 aunque en este caso todas las matrices de tasas representan a
procesos irreducibles, donde solo hay una sola clase de comunicacién y no existen distintas
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clases de comunicacion ni estados transitorios.

4 T
Metodo 1
350 Metodo 2 _
I
I
3+ I -

25" I

15l (.

Tiempo (en seg)

0.5+

/A\\ /A\\
0 - | /\J/ 77\/\ J’/’ \\\ // \\\

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
# estados

Podemos observar que el método 2 es numéricamente més eficiente debido a que el tiempo de
célculo es mucho menor que con el método 1 de uniformizacién. La pregunta que debemos
hacer es jcudl método nos regresa mejores resultados? En ambos casos podemos disminuir el
error de tolerancia €* y obviamente obtendremos mejores resultados, pero sabemos que eso
puede aumentar considerablemente el tiempo de cédlculo, por lo que hay que tomar una de-
cision de que método utilizar. Para hacer una comparacién un poco més exacta, utilizaremos
matrices de tasas donde los valores propios son todos distintos para que la matriz pueda ser

diagonalizable, y utilizar la propiedad

P(t) = VeP'vV1

Con el ejemplo anterior, se tiene que:

>> T
T =
-5.1100 0.1000 4.0000 1.0000 0.0100
5.0000 -10.0000 3.0000 2.0000 0
1.0000 0 -2.0010 1.0000 0.0010
4.0000 2.0000 1.0000 -7.0000 0
0 0 0 0 0

>> [V,D]=eig(T)

V =
-0.4996 -0.1089 0.1733 -0.0365 0.4472
-0.5001 -0.3813 -0.2296 -0.8593 0.4472
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-0.5003 0.2525 0.1433 -0.0536 0.4472
-0.5000 -0.8826 -0.9469 0.5073 0.4472

0 0 0 0 0.4472
D =
-0.0031 0 0 0 0
0 -5.9284 0 0 0
0 0 -7.3984 0 0
0 0 0 -10.7812 0
0 0 0 0 0

Los valores propios de la matriz son todos distintos, y esto nos permite usar el método
de diagonalizacién. A continuacién se muestran graficamente la comparacién visual de los
resultados obtenidos (en rojo se muestran los resultados con el método de uniformizacion y
en azul los resultados del método de diagonalizacién).

Bi(l.1) Bi(l.2) Pi(1.3) Pt(1,4) Pi(1,5)
0.04 1 0.2

1
0.02

05 0.5 { 0.1 0.02
0

PY2.1) PY(2,2) P(2,3) P2, 4) PY(2,5)
04 15 1 02 0.04
h_ | 0.1
02 05 0.02
05 0
0 ok 0 0.1 0
0 5 00 5 00 5 10 5 00 g 10
PH3,1) PY(3.2) PI(3.3) PI(3,4) PY3,5)
04 0.03 1 02 0.03
02 0.02 ’ 0.8 0.02
01
0 0.01 0.6 0.01
02 0 0.4 0 0
0 5 00 5 000 5 00 5 00 g 10
P4, 1) P4, 2) PH(4,3) P4, 4) PY(4,5)

04 01 1 1 0.04

(N Y \ 0.02
02 05 05
5 1

0 0 -0.02
0 0 5 10

Pt5,1) Pt5.2) PH(5,3) PH(5,4) P5,5)
1 1 1 1 1.0

0 0 0 0 1 \

-1 -1 -1 -1 0.95
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10

=
=
o
-
=
=
o
-

Uniformizacion vs Diagonalizacion 7 = 10 y € = 0.05

No se alcanza a apreciar una diferencia significativa en los resultados de ambos métodos
porque nos estdn regresando valores casi iguales, salvo en la tltima entrada Ps5(t), donde
resulta mejor calcular las probabilidades de estados absorbentes con el método de diagonal-
izacién. Estos resultados nos dicen que el método de uniformizacién nos da buenos resultados,



CAPITULO 2. TEORIA BASICA DE MATRICES 50

aunque ya se habfa observado que habrd problemas con los estados que sean absorbentes,
por lo que estos estados habrd que poder descartarlos desde un principio. Ahora se muestran
los resultados usando la modificacién del método de uniformizacion.

Pt{1.1) Pi(1,2) Pt{1,3) Pi(1.4) Pi{1.5)
0.04 1 02 0.04
0.02 ’
05 0.5 ( 01 ’ 0.02
0
0 -0.02 0 0 0
0 5 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
Pt{2.1) Pt{2,2) Pt{2.3) Pt(2.4) Pt{2,5)
04 145 1 02 0.04
| Y
02 0.5 0.02
05 0
0 0 0 0.1 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10 5 10 0 5 10
Pi(3.1) Pi(3.2) Fi(3.3) Pt{3.4) Fif{3 5]}
04 0.03 1 02 0.03
02 0.02 ’ 0.8 0.02
0.1 ’
0 0.01 06 0.01
0.2 0 04 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
Pi(d.1) Pi{4,2) Pt{4,3) Pt(4.,4) Pt{4.5)
04 0.1 1 1 0.04
oo l 0.02
02 0.5 0.5
0 \ 0
0 -0.05 0 0 -0.02
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
P5.1) PH(5,2) PH(5.3) PH(5.4) Pt(5.5)
1 1 1 1
0.98
0 0 0 0
0.96
1 -1 -1 -1 0.94

0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10

Uniformizacion 2 vs Diagonalizacion 7 = 10 y € = 0.001

Se alcanza a apreciar de manera visual que la modificacién, aunque es buena por la rapi-
dez que gana en su ejecucion, no es tan buena por la diferencia que hay entre la probabilidad
estimada por el segundo método de uniformizaciéon y el método de diagonalizacién es sig-
nificativa, en algunas de las entradas, en este caso particular P 3(t), Pss(t) y Pss(t). En
este caso se debe disminuir atin més el error permitido para poder encontrar probabilidades
aceptables, y en caso de saber de antemano que tenemos estados absorbentes pues deberemos
"ignorar" por un momento, el error cometido al estimar sus probabilidades de transicién.

2.4 Meétodo de Padé

Una de las formas de calcular las probabilidades de transicién estd dada por la funcién

P(t) = et cont € RT
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Recordando la expresion (2.6) la matriz exponencial se define como la serie de potencias
matricial
2 A3

eA:I+A+?+§+...ConA€R”X”

Con esta definicién se trabajaron previamente algunas propiedades bésicas de la matriz ex-
ponencial. Existe en la literatura una funcién racional que es una aproximacion a la funcién
exponencial conocida como aproximacion de Padé, que fue desarrollada por el matematico
Henri Padé®. Esta aproximacion racional consiste de dos valores enteros positivos, p y ¢, que
en realidad son los exponentes maximos del numerador y denominador de la siguiente funcién

con z € R (2.26)

En Burden [18] se explica que una de las ventajas de utilizar el método de Padé es de
que si se tiene grados p y ¢ similares la aproximacién es mucho mejor que si se toma una
aproximacién polinomial con un costo computacional similar. Esta funcién, R,,(x), coincide
con la expansion en series de Taylor de la funcién exponencial hasta el término p+ q, es decir,
se trunca la expansién hasta ese término

S mk p+q+1
Z T Rpq(z) = O(z )
k=1

1

En Stewart [13] se muestra cudl es la forma explicita que tienen tanto el numerador como
el denominador cuando se quiere encontrar la forma de Padé (p, q) de la funcién exponencial
f(X) = e*. Estas formas explicitas son

(A):Z (p+q_k>!p! Ak

— (p+q)k!(p — k)!
(2.27)

q

(p+q—k)lg! "
2 gt - b

®Henri Padé (1863-1953). Matematico francés. Una de sus contribuciones mds importantes fue el desarrollo
de las técnicas de aproximacién usando funciones racionales. Su trabajo doctoral se basé en lo que la
actualidad conocemos como "aproximaciéon de Padé".
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Aproximacion Pade (4 4)

exp(x)

Pade

Aproximacion Pade (2.2)

T 50 b

exp(x)
Pade

-4 3 2
U
1 3 1
LS. SUT P ST S |
680" T sa’ Tag ot T
1 i 1
—at— —ad+ —a? — —x+1

1680 84 28 2

También en Stewart [13] se recomienda utilizar la aproximacién diagonal de Padé, esto
solamente implica utilizar a p = ¢ y ademds se explota una relacién que hay entre N, (A)
y Dpe(A). Se mostrardn a continuacién de manera explicita los resultados basicos que estan
descritos en [13] pédgina 420

Elementos bdsicos para calcular la matriz exponencial e

1) Rpp(A) = N_l(_A)Npp(A)

pp
3)co=1yc;=¢ pt1=) conj=1,2,...p
0 Y € 7—1 2p+1—j y Ly ey P

El método efectivo para calcular estas aproximaciones (2.28) se muestra a continuacién, aqui
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hay que diferenciar si el grado de la aproximacién de Padé es par o impar

p/2—1
A Z C2k+1A2k
k=0
I1+2 sl p es par
p/2 p/2—1 pesp
Z CQkA2k —A Z Czk+1A2k
k=0 k=0 |

Ryp(A) = | _ _
(p—1)/2
Z C%A%
—I-2 h=0 . sipes impar.
(p—1)/2 (p—1)/2
A Z Copy1 A | — Z Cor A%k
k=0 k=0

\ L _

El autor explica que con este método se obtienen mayores ahorros computacionales en
tiempo debido a que solamente se necesitan hacer la mitad de las operaciones que si se eval-
uara directamente la expresién (2.28) pero que tiene la desventaja que utiliza mas memoria
debido a que hay que almacenar algunas matrices extra. Todo esto se reduce a la siguiente
manera mas compacta de escribirlo

1) Si p es par entonces Ry,(A) =TI+ 2(Tpar — Spar) *Spar cOn
Spar = ClA -+ 03A3 + ...+ CpflAp_l
Tpar = COI -+ 02A2 -+ C4A4 “+ ...+ CpAp

2) Si p es impar entonces Ry,(A) = —I — 2(Timpar — Simpar) Simpar €OI
Simpar = col + CQA2 + C4A4 + ...+ Cp_lepf1
Timpar = ClA + 63A3 + ...+ CpAp.

Lo que hace falta comentar es que este procedimiento del método de Padé hace un uso
explicito de que la norma de la matriz A es "pequena', lo que significa en teoria es que
solamente se pueden trabajar con matrices A ~ 0, pero esto ocurre rara vez en la practica.
Para ello entonces se utiliza la siguiente relacién matricial

eh = (eAm)™ (2.29)

y de preferencia se utiliza una potencia de 2, es decir, m = 2°; esto con la finalidad de que
al realizar las multiplicaciones matriciales uno pueda ahorrar trabajo computacional. Por
eso a este método en inglés se le conoce como scaling and squaring y que en espanol
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una traduccién literal podria ser escalamiento y potencia (primero se realiza la escala
para tener una normal matricial pequena y después se regresa a la matriz original usando
potencias sucesivas). Esta técnica del escalamiento y potencia es muy ttl porque permite
calcular potencias de matrices grandes sin tener que realizar muchas multiplicaciones de
matrices

A? = AA
A4 — A2A2

A8 — A4A4
En Stewart [13] el autor dice que el valor m éptimo estd dado por

log || A
Mept = MaAX {0, {%J + 1} . (2.30)

A continuacién se muestra la implementaciéon del cédigo propuesto por el autor para
encontrar la exponencial de la matriz.

function R=exponencial_pade(X,p)

% ESTA FUNCION CALCULA UNA APROXIMACION A LA MATRIZ EXPONENCIAL

% DE LA MATRIZ "X" USANDO LA APROXIMACION DE PADE CON VALOR

% "p" DE VALORES. EL ALGORITMO ES EL QUE APARECE EN EL LIBRO

% "INTRODUCTION TO THE NUMERICAL SOLUTION OF MARKOV CHAINS" DEL AUTOR
% WILLIAM STEWART, PAG 421

/A

% FORMA DE USARSE: R = exponencial_pade(X,p)

% Detectar cual es el valor optimo
mopt = max(0,fix(log(norm(X,’inf’))/log(2)) + 1);

% Se calculan los coeficientes de la aproximacion de Pade

c(1) = 1;
for k = 1:p

c(k+1) = c(k)*((p+1-k)/ (k* (2%p+1-k)));
end

% Se hace el escalamiento para tener una norma matricial pequena
% y las matrices auxiliares para el calculo

X1=power (2,-mopt)*X; X2=X1%X1; I=eye(size(X));

T=c(p+1)*I; S=c(p)*I; impar=1;



CAPITULO 2. TEORIA BASICA DE MATRICES

% La evaluacion polinomial matricial
for k = p-1:-1:1
if( impar == 1 )
T = T*X2 + c(k)*I;

else
S = S*X2 + c(k)*I;
end
impar=1-impar;
end

if ( impar==0 )

S=S*X1;

R=I + 2% ((T-S)\S);
else

T=T*X1;

R=—(I + 2x((T-S)\S));
end

% Sacamos potencias sucesivas
for j=1:mopt

R=R*R;
end

Una de las conclusiones iniciales en Stewart [13] con respecto a que valor de p tomar para

95

el método de Padé es tomar un valor de p ~ 6 . Esto se debe a que si el valor m,, para
usar el método de escalamiento y potencia es mayor que 1, entonces las potencias sucesivas
se pueden ver contaminadas por los errores de redondeo y el error crecerd considerablemente.
Con este archivo central se construird otro que nos permita encontrar las probabilidades
de transiciéon usando este método y poder compararlo con los métodos de diagonalizacion,
uniformizacién y el de Padé. También en este caso para las probabilidades de transicién se

usardn las ecuaciones de Chapman-Komogorov P(t; +t5) = P(¢1)P(t2), con lo que solamente

serd necesario calcular la matriz P(¢;) con un grado alto de precisién p y después realizar las

multiplicaciones sucesivas.

function Pt = metodo_Pade(T,p,tau)

% ESTA FUNCION CALCULA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION DEL

% PROCESO ESTOCASTICO CON MATRIZ DE TASAS "T"

% "tau", USANDO EL METODO DE PADE DE GRADO "p"

yA
% FORMA DE USARSE: Pt = metodo_Pade(T,p,tau)

[n1,n2]=size(T);
if(n1~=n2)
error(’ LA MATRIZ DEBE SER CUADRADA!!! )

HASTA EL TIEMPO
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end
n=nl;

% Nos aseguramos que el valor de "p" sea entero y positivo
p=abs (round (p)) ;

% Construimos la particion del tiempo
xt = 0:0.1:tau; m = length(xt);

% Calculamos las probabilidades de transicion P(t) con Pade
Pt = zeros(n,n,m); Pt(:,:,1)=exponencial_pade(0.1*T,p);

for k=2:m
Pt(:,:,k) = Pt(:,:,k-1)*Pt(:,:,1);
end

% Por ultimo, graficamos estas probabilidades para cada (i,j)
cont=1;
for i =

'n
for =

1

J 1:n
vecPij=copia_valores_multidimensional(Pt,i,j);
subplot(n,n,cont), plot(xt,vecPij)
title(sprintf(’ Pt( %d , %d ) >, i,j ))
cont=cont+1;

end

end

Utilizando este método para la matriz de tasas de intensidad (2.25) obtenemos los sigu-
ientes resultados.

>> T=[-5.11 0.1 4 1 0.01; 5 -103 2 0; 1 0 -2.001 10.001; 421-70; 0000 0];
>> Pt = metodo_Pade(T,6,10);
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Pi(1.1) Pi(1.2) PY(1,3) Pi(1.4) PY(1.5)
1 003 1 02 0.04
—
05 0.02 05 01 0.02
|
0 0.01 0 0 0
0 b S T o B g B
P2 1) PH(2.2) Py2.3) PH(2.4) PH(2.5)
04 04 1 0.15 0.04
03} 02 s M——m———to
02 0 0 01 0
0 En o En o Ee 0 B e B
Pi(3. 1) P{(3.2) PY(3.3) Pi(3.4) PY(3.5)
04 0.04 1 02 0.04
02 0.02 - 01 0.02
- |
0 0 0 0
0 En o En o B e Ee B
Pi(4 1) P4 2) Pi(4 . 3) Pi(4 4) Pi(4.5)
04 01 1 1 0.04
03 ) 0.05) 05y | 05 0.02
02 0 0 0 0
0 A S B e 4 B e 4 B
PU5 1) PY5.2) PY5.3) PY5.4) PY5.5)
1 1 ] 1 2
0 0 0 0 1
A A 4 A 0
0 B & Bl & B 4 B 4 B

Se observa que este método es muy bueno debido a que las probabilidades de transicién del
estado 5 absorbente son 1, tal como se espera. Otra cosa a destacar es que con este método
se evita calcular los valores y vectores propios de una matriz, y el tiempo de cémputo es
relativamente menor que con los métodos vistos previamente. Veremos cudl de los métodos
es el més eficiente en tiempo computacional, en este sentido solamente es para tener una
referencia sobre el tiempo que se tarda en calcular el CPU las matrices de transicién. Para
ello se construird una matriz "aleatoria" de tasas de transicion T € R™™ para comparar
los métodos antes vistos. La idea central es construir una matriz de tasas de un proceso
irreducible, donde solo haya una sola clase de comunicacién, las tasas serdn aleatorias para
© — j, y al final sumaremos estos valores y los pondremos en la diagonal principal.

Algoritmo para generar una matriz de tasas
1) Seleccionar el nimero de estados n y la tasa A
2) Para i # j generar T;; ~ U(0, \)

3) Generar T;;, = — > T;
J#i

function T=contruccion_matriz_tasas(n,lambda)
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% ESTA FUNCION CONSTRUYE UNA MATRIZ DE TASAS DE

% TRANSICION DE UN PROCESO CON "N'" ESTADOS Y UNA

% TASA GENERADORA ALEATORIA "lambda"

yA

% FORMA DE USARSE: T=contruccion_matriz_tasas(n,lambda)

% Construimos la matriz de tasas a partir de v.a.
% uniformes T(i,j)~U(O,L)
T=unifrnd(0,lambda,n,n);

% La diagonal la convertimos en 0’s
for k=1:n

T(k,k)=0;
end

%Calculamos la suma por renglones
t=sum(T,2) ;

% La diagonal es la suma por renglon
for k=1:n

T(k,k)=-t(k);
end

Ahora se muestra el cédigo para estimar los tiempos que se tardan ambos métodos en
calcular la matriz exponencial.

function [tiempos2,tiempos3,tiempos4]=analisis_tiempo_matrices(N,tau,err2,p)

% Aqui almacenaremos los tiempos
tiempos2=zeros(1,N-1); tiempos3=zeros(1,N-1); tiemposé4=zeros(1,N-1);

for k=1:N-1
T=contruccion_matriz_tasas(k+1,unifrnd(1,20));
[tiempo2,tiempo3,tiempod]=tiempo_metodos(T,tau,errl,err2,p);
tiempos2(k)=tiempo2; tiempos3(k)=tiempo3; tiempos4(k)=tiempo4;
end

plot(2:N,tiempos2,2:N,tiempos3,2:N,tiempos4)
legend(’ Uniformizacion 2 ’, ’ Diagonalizacion ’, ’ Pade ’)

function [tiempo2,tiempo3,tiempo4]=tiempo_metodos(T,tau,err2,p)
tic, Pt = uniformizacion2(T,tau,err2); tiempo2=toc;

tic, Pt = diagonalizacion(T,tau); tiempo3=toc;
tic, Pt = metodo_Pade(T,p,tau); tiempod=toc;
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Este programa m-file construye una matriz de tasas de transiciéon "aleatorias" de un orden
especificado, después calcula las matrices exponenciales con los métodos de uniformizacion,
diagonalizacién y Padé, y va registrando los tiempos que se tarda el CPU en calcular estas
matrices y por ultimo regresa la gréfica de los tiempos. A continuacién se muestra cuanto
tiempo se tarda en Mat/Oct cada uno de los métodos.

0.5 ‘ ‘
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0.45- Diagonalizacion ~
04 Pade
b “

0.35- M ‘I _
> I
S o03f Q‘ |-
g 02 | | | H M\M“
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# estados

Podemos apreciar empiricamente que los tiempos van aumentando cuando se tienen ma-
trices de tasas cada vez mayores (como se esperaria), pero se observa que el método de
diagonalizacén no es muy bueno, debido a que el tiempo es considerablemente mayor, esto
porque el sistema inicialmente tiene que estar calculando los vectores y valores propios, y
después se tienen que hacer tres multiplicaciones de matrices por iteracién. El método de
Padé con p = 6 propuesto en Stewart [13] es realmente eficiente en tiempo computacional,
debido a que para matrices de 120 estados en menos de un segundo calculo las probabilidades
de transicién para 7 € [0, 10], y los resultados numéricos son buenos, por lo que ya podremos
considerar este método como base para realizar los cdlculos matriciales. Por iltimo se vera
un método de Padé mejorado, analizado a fondo en Higham [8], donde se muestra una versién
superior a este método de Padé revisado anteriormente.

2.5 Meétodo de Padé mejorado

Se expondréd aqui el método de Padé mejorado, analizado a fondo en Higham [8], donde
analizan cuestiones del error generado al calcular la funcién exponencial usando el método
de Padé, cotas para el error y un algoritmo éptimo para encontrar la matriz exponencial
usando aritmética de doble precisién. Primero el autor da expresiones para el error escalar
y matricial sobre los errores generados entre el valor exacto de la exponencial y usando el
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truncamiento del método de Padé

plq!
r R = (—1)4 p+q+1 + O p+q+2
¢ pal®) = (1) (p—l—q)!(p—i—q—f—l)!m (@ )

(2.31)

e — Ry (A) = %AW“ [Dyg(A)] /0 eAt(1 — t)Ptadt.

También se argumenta que las aproximaciones de Padé deben ser del mismo tamano p = ¢
debido a que R,,(-) se puede evaluar con el mismo costo computacional. El procedimento
que el autor propone es que se busca un valor s para realizar el escalamiento tal que se
pueda acotar el error en términos de la norma matricial ||27°A||, y después para cada grado
m encontrar el maximo ||27*A|| para que la aproximacién R,,(-) se pueda aproximar bien el
célculo de la matriz exponencial. Se busca que

e AR,(A)=1+G =M.

es decir, que la aproximacién de Padé por la inversa de exponencial sea la matriz identidad
méds una pequena perturbaciéon G tal que |G|l < 1y describirlo como H = log(I + G). Uno
de los resultados clave del autor los enuncia es el siguiente teorema.

Teorema 2.15 (Higham) Sea la aprorimacion de Padé diagonal que satisfaga la relacion
e 2 AR, (27°A) =1+ G

donde la matriz G tiene una norma matricial |G| < 1 y la norma es cualquier norma
matricial. Entonces se cumple

[Rop(2A)]" = A"

donde la matriz B conmuta con la matriz A y se cumple

[E[ _ —log(1 — [|GI])
A= [[27A]

(2.32)

En un andlisis realizado por el autor, explica que para poder dar una cota para la matriz
G se debe analzar la funcién

p(z) = e " Ryp(x) — 1
que es la diferencia entre la aproximaciéon de Padé y la exponencial. Como se debe trabajar

con el truncamiento de la aproximacién de Padé entonces esta funcién p(-) debe cumplir
también que
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y que esta serie convergerd si se cumple que |z| < v, = min{|¢| | D,,(t) = 0}, y entonces
o0
se cumple que |G| < 3 x| 0" = f(6), donde § = ||27PA|| < v,. El autor analiz6 esta
k=2p+1
serie (2.32) para que esta no exceda la unidad de redondeo u = 275 ~ 1.1 x 10716 al
trabajar en doble precisién. Esto es importante para el desarrollo de la mejora del método
de Padé. También con estos datos encuentra que el valor 6ptimo para maquinas de doble
precisién es tomar una aproximacién con p = 13 y obtiene que 613 = 5.4, ya que con su
andlisis demuestra que solamente son necesarias 6 multiplicaciones matriciales para lograr
una aproximacién con 13 términos. El autor demuestra que los coeficientes en el numerador

m
en la aproximacién P, (x) = > bpa® son
k=0

by = 64764752532480000 by = 33522128640
by = 32382376266240000 bs = 1323241920
by = 7771770303897600 by = 40840800

by = 1187353796428800 b1o = 960960

by = 129060195264000 b1 = 16380

bs = 10559470521600 b1y = 182

bg = 670442572800 bz =1

A continuacién tse muestra una implementaciéon en Mat/Oct del algoritmo propuesto en
Higham [8] pagina 246 para encontrar la matriz exponencial de cualquier matriz A, especial-
izado para aritmética de doble precision.

function X = pade_Higham(A)

% ESTA FUNCION ENCUENTRA LA MATRIZ EXPONENCIAL DE LA MATRIZ "A"

% UTILIZANDO EL ALGORITMO PROPUESTO POR NICHOLAS HIGHAM EN EL LIBRO
% "FUNCTIONS OF MATRICES. THEORY AND COMPUTATION", QUE ES UNA

% MEJORA EL METODO DE PADE.

/A

% FORMA DE USARSE: X = pade_Higham(A)

% Se toman los valores especificados en el articulo de Higham
b = [64764752532480000, 32382376266240000, 7771770303897600, ...
1187353796428800, 129060195264000, 10559470521600, ...
670442572800, 33522128640, 1323241920, 40840800, ...

960960, 16380, 182, 1];

% Se verifica que sea una matriz cuadrada
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[n,m]=size(A);
if(n "=m)

error (LA MATRIZ "A" DEBE SER CUADRADA’);
end

% Se normaliza la matriz para tener norma pequena
S ceil( log2( norm(A,1) / 5.4 ) );

A= A/(278);

Id = eye(n);

% Se hace la construccion de las matrices auxiliares

A2=A%A; A4=A2xA2; A6=A2%A4;

U=Ax( A6*(b(14)*A6 + b(12)*A4 + b(10)*A2) + b(8)*A6 + b(6)*A4 + b(4)*A2 + b(2)*Id );
V=A6*(b(13)*A6 + b(11)*A4 + b(9)*A2) + b(7)*A6 + b(5)*A4 + b(3)*A2 + Db(1)*Id;

% Se resuelve el sistema general para encontrar Rpp(A)
Rpp = (V-D\(U+V);

% Se encuentra la matriz exponencial elevando potencias sucesivas
for k = 1:s

Rpp = Rpp*Rpp;
end

Con este procedimiento bédsico se construye el iltimo método para calcular la matriz
exponencial.

function Pt = metodo_Pade_mejorado(T,tau)

% ESTA FUNCION CALCULA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION DEL
% PROCESO ESTOCASTICO CON MATRIZ DE TASAS "T" HASTA EL TIEMPO
% "tau", USANDO EL METODO DE HIGHAM PARA ENCONTRAR LA MATRIZ
% EXPONENCIAL

A

% FORMA DE USARSE: Pt = metodo_Pade_mejorado(T,tau)

[n1,n2]=size(T);
if (n1~=n2)

error(’ LA MATRIZ DEBE SER CUADRADA!!! )
end

% Construimos la particion del tiempo
xt = 0:0.1:tau;
m = length(xt);

% Calculamos las probabilidades de transicion P(t) con Pade mejorado
Pt = zeros(nl,nl,m);
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Pt(:,:,1)=pade_Higham(0.1x*T);
for k=2:m

Pt(:,:,k) = Pt(:,:,k-1)*Pt(:,:,1);
end

% Por ultimo, graficamos estas probabilidades para cada (i,j)

cont=1;
for i = 1:nl
for j = 1:nl
vecPij=copia_valores_multidimensional (Pt,i,j);
subplot(nl,nl,cont), plot(xt,vecPij)
title(sprintf(’ Pt( %d , %d ) >, i,j ))
cont=cont+1;
end
end

Utilizando de nueva cuenta el método para la matriz de tasas de intensidad (2.25) obten-
emos los siguientes resultados.

>> T=[-5.11 0.1 41 0.01; 5 -10 3 2 0; 1 0 -2.001 1 0.001; 421 -7 0; 00 0 O 0];
>> Pt = metodo_Pade_mejorado(T,10);
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Pt(1.1) Pt(1,2) Pt(1.,3) Pt(1,4) Pt(1,5)
1 003 ———— 08 0.15 0.1
05 0.02 06— | | 0.05 /
0 0.01 0.4 0.1 0
0 5 10 0 5 i0 0 5 M0 0 5 0 0 5 10
Py2.1) PR(2,2) PR(2,3) Pt(2,4) P(2,5)
0.4 0.2 1 0.14 0.1
0.3 - 0.1 0.5 0.13 \\ 0.05
0.2 0 0 0.12 0
0 5 0 0 5 0 0 5 1070 5 0 0 5 10
P(3.1) Pt(3,2) PR(3.3) Pt(3,4) P(3.5)
04 0.03 ———— 08 0.15 0.1
0.2 0.02 06f——m ] | 0.05
0 0.01 0.4 0.1 0
0 5 00 5 10 5 0 0 5 0 0 5 10
Pt(4.1) Pt(4,2) Pt(4.3) Pt(4,4) Pt(4,5)
04 0.1 1 04 0.1
0.3 g 0.05 05 0.2 0.05
0.2 0 0 0 0
0 5 10 0 5 0 0 5 M0 0 5 0 0 5 10
P& .1) PH{5,2) PH5.3) Pt(5,4) P&, 5)
1 1 1 1 2
0 0 0 0 1
1 -1 - . 0
0 5 0 0 5 0 0 5 0 0 5 0 0 5 10

Este método regresa los mismos resultados que con los métodos anteriores, la ventaja del
método de Padé es que no se pide ninguna estructura especial para la matriz, por lo que se
puede tener una matriz de tasas de intensidad con varias clases de comunicacion, con estados
recurrentes y transitorios, etc. Segun explica Higham [8], este método es éptimo al trabajar
con maquinas que tengan una aritmética de punto flotante de doble precisién. Solamente nos
faltarfa comparar el tiempo en ejecucién del método original de Padé con este método.

function [tiempol,tiempo2]=analisis_tiempo_Pade(N,tau,p)

% Aqui almacenaremos los tiempos
tiempol=zeros(1,N-1); tiempo2=zeros(1,N-1);

for k=1:N-1
T=contruccion_matriz_tasas(k+1,unifrnd(1,20));
tic, Pt=metodo_Pade(T,p,tau); tiempol(k)=toc;
tic, Pt=metodo_Pade_mejorado(T,tau); tiempo2(k)=toc;
end

plot(2:N,tiempol,’r’,2:N,tiempo2,’b’)
legend(’ Pade ’, ’ Pade mejorado ’)

Se muestran dos resultados, uno con p = 6 que es el método inicial propuesto, y después
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con p = 13 que es el mismo grado del método de Padé mejorado.

>> [tiempol,tiempo2]=analisis_tiempo_Pade(120,10,6);
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i {
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0.015
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0.005

Il Il I
0 20 40 60 80 100 120
# estados

p=20

Tenemos que el tiempo requerido es computacionalmente equivalente, pero sorprende que
con el método mejorado se obtiene el mismo tiempo al encontrar Ri313(A) que con el método
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original Rg¢(A). Se comparardn ambos métodos con p = 13.

0.045 ‘
Pade
0.04 - Pade mejorado -

0.035

0.03

0.025

0.02

Tiempo [seq]

0.015

0.01

0.005

# estados
p=13

Concluyendo esta parte, al hacer cdlculos en Mat/Oct se observa que este es el método
que trae programado estos paquetes de computo para calcular la matriz exponencial, debido
a que los residuales de la funcién expm.m de los paquetes mencionados anteriormente y el
codigo propuesto es cero en todos los casos, y esto da certeza al querer encontrar en nuestro
las probabilidades de transiciéon de un proceso de Markov, y serd el método que se usard en
lo que resta del trabajo.



Capitulo 3

Teoria basica de procesos de Markov

3.1 Cadenas de Markov finitas

A continuacién se revisardn algunos resultados importantes sobre una clase en particular de
procesos estocdsticos, los que son conocidos en la literatura como procesos de Markov.

Definicién 3.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y sea T C R un conjunto de
cardinalidad infinita. Supongamos que para cadat € T existe una variable aleatoria X; : ) —
R definida en (2, A, P). Entonces la funcion X : T x  — R denotada por X (t,w) = X;(w)
se conoce como un proceso estocdstico con indice T y se escribe como { X},

El conjunto T" denota por lo general al tiempo, por lo que un proceso estocastico nos dird
como fue evolucionando un sistema a través del tiempo. De la definicién anterior también es
importante subrayar que w se refiere a la realizacién de un evento de la variable aleatoria,
por lo que si se fija un w quiere decir que se obtuvo una realizacién de todas las variables
aleatorias {X;},.; v se obtiene la grafica de una "trayectoria" del proceso. Si se fija un
tiempo £y entonces se obtendrian las posibles realizaciones de una sola variable aleatoria y se
determinardn sus caracterfsticas. En particular una clase importante dentro de los procesos
estocdsticos son los procesos que no dependen de todo su pasado, a los cuales se les conoce
como procesos de Markov.

Definicién 3.2 Un proceso de Markov es un proceso estocdstico {X,}, . tal que dado el
valor de X,,, el valor de X,, con m > n, no depende de los valores de Xy, con k < n.

Una nota importante es que solamente se trabajarda con procesos de Markov con una
cantidad finita de resultados. A este conjunto de resultados del proceso de Markov se le
denota con la letra E y es el espacio de estados, que en los casos mds comtines representa
un conjunto finito de nimeros enteros E = {1, I5, ..., I,,} , también puede representar una
respuesta & = {si,no}, entre otros. Dependiendo del contexto que se este analizando se
definird un espacio muestral adecuado. En nuestro caso solamente trabajaremos con un
espacio de estados finito, para que pueda ser més préctico el anélisis de algiin tipo de problema
en particular. Una definicién més formal sobre lo que es una cadena de Markov se enuncia a
continuacion.

67
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Definicién 3.3 Un proceso estocdstico { Xy}, definido sobre 2 y con espacio de estados
a lo mas numerable es llamado cadena de Markov a tiempo discreto si se cumple con
la propiedad de Markov

P[Xn - Zn ‘ anl - ’L‘nfl,Xn,Q - in72 FEPN 7X0 - Zo] - P[Xn - Zn | Xn,1 - Z‘nfl] (31)

con la condicion de que P[X,,_1 = ipn_1,..., Xo =1) >0,V neNyVigi,... i, €eE. A
P‘(nfl,n)

in—1,in °

las probabilidades P[X,, =i, | X,_1 = i,_1] las denotaremos por

Esta es la propiedad que define a una cadena de Markov, el proceso se "olvida" de todo
el pasado y solamente importa el pasado inmediato anterior. Esta definicién recuerda en
que momento se da el salto, no es lo mismo tener la probabilidad P[X; = 3 | Xy = 1] que
P[X7; =3 | X = 1], por lo que también es necesario tener una definicién de procesos que no
recuerden el momento y otros procesos que si lo recuerden.

Definicién 3.4 Una cadena de Markov a tiempo discreto es llamada homogénea 6 esta-
cionaria en el tiempo si la probabilidad de ir de un estado a otro es independiente del tiempo
en el cual el paso es realizado. Fsto es, para todos los estados i, j € K

Pj=P[Xy=j| Xpo1=1 = P[Xpir = J | Xpsho1 =1 (3.2)

para k = —(n —1),—(n — 2),...,—1,0,1,2,.... Si la cadena de Markov no es estacionaria,
entonces serd llamada no homogénea. Si la cadena de Markov es estacionaria, para m > 1
denotaremos por Pz(;n) como

P™ =P Xom=7j| X, =i (3.3)

27‘7

que es la probabilidad de ir en m pasos de i a j.

En la practica los procesos son homogéneos, en Isaacson y Madsen [52] se muestran
resultados sobre las cadenas de Markov finitas no homogéneas. La ventaja de los procesos de
Markov homogéneos es que las probabilidades P, ; = P[X;4+1 = j | X) = i] para cada pareja
en el espacio de estados se pueden acomodar de manera matricial de la siguiente forma

Tiempo k+1

I 2 n
L [R B, B,
o
=3 2 |P, B, F,
@ . . .
(= .

n _sz,l Rq,Z f)n,n N
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es decir, si actualmente nos encontramos en el estado 2 en un tiempo k, para saber en que
estado se encontrard en el tiempo k£ + 1 solamente serd necesario analizar el segundo renglén
de la matriz de transicién. Entonces, esta matriz de transiciéon 6 probabilidad P cumple con
las siguientes caracteristicas

a)P >0
(3.4)
b) Pe' = ¢

que nos dice que los elementos de la matriz siempre serdn positivos 6 cero y la segunda
condicién nos dice que la suma por renglones es igual a 1, donde €’ es el vector columna
de puros 1’s. La segunda condicién nos dice que la matriz de transiciéon tiene como valor
propio a A = 1 con vector propio asociado €', y més adelante esta propiedad se vera reflejada
en informacién importante que se puede obtener de la matriz de transicién. Si uno estd
interesado en saber cuédl es la probabilidad de ir del estado 7 al estado j en dos o més pasos,
es importante considerar las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov!, que dan una forma muy
sencilla de obtener estas probabilidades en forma matricial cuando el proceso es homogéneo.

Proposicién 3.5 Para una cadena de Markov { X}, .y con espacio de estados B yV n,m ¢
N, 7, j € E se cumple

27‘7

PU _ pIX, = | Xo =] = kZ]E PR (3.5)
S

Demostracion. La demostracion sélo utiliza los conceptos de funcidn marginal y de
probabilidad condicional

Pi(,?er) = Y P Xoim=4Xo=k|Xo=1i] si0<n<n+m
kel

oy P =g X =k Xo =

kel P[X():i]
= Y PXpim=Jj|Xn=kXo=1iP[X,=k| Xo=1]
keE
= S P[Xpim=7j| Xn=kP[X,=k|Xo =i
keE
- SRR - PRy
kel kel

Esta relacién implica que si tenemos un espacio de estados E finito entonces esta relacién
se puede escribir en términos matriciales como Pt™) = PP eg decir, solamente serd
necesario conocer las probabilidades de transicién en n y m pasos respectivamente, multiplicar
las matrices, y asi poder obtener las probabilidades en n + m pasos, por lo que hay que

!Sydney Chapman (1888-1970). Matemético inglés. Trabajé también en las dreas de astronomia y geo-
fisica. En el drea que logré tener mayor desarrollo fue en la de los procesos estocdsticos. Las ecuaciones que
llevan su nombre fueron desarrollados independientemente por él y por Kolmogorov.
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recorrer todos los pasos intermedios. Un diagrama que ayuda a entender con mayor claridad
la ecuacién (3.5) se muestra a continuacion.

Con las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se
“barren” todos los estados intermedios que
conforman el espacio de estados

Falta encontrar las probabilidades de transicién en n pasos, ya que la férmula (3.5) no
nos dice como calcular estas probabilidades de manera practica, y con las ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov se obtienen estas probabilidades de manera matricial.

Teorema 3.6 (Chapman-Kolmogorov) Sea { X}, 5 una cadena de Markov con espacio
de estados finito & y con matriz de transicion P. Entonces las probabilidades de transicion
en n pasos son la n-ésima potencia de la matriz de transicion

P — pn (3.6)

A continuacién se analizard un ejemplo de estas probabilidades. Supongamos que tenemos
un proceso estocdstico { Xy}, .y con un espacio de estados E = {1,2,3} y cuyo diagrama de
transiciones se muestra a continuacion.

N
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las probabilidades que se pueden asignar a esta forma de transicién entre los estados es

0 05 05
P=|1 0 O
10 0

con esto se obtienen las probabilidades en un paso del proceso. Por el momento no es
importante la asignacién de las probabilidades de las transiciones, inicialmente se tomardn
probabilidades de manera uniforme, ya que solo es necesario saber como da "el salto" el
proceso en cada instante del tiempo. Para saber la probabilidad Pl(jlg) =P[Xy=3|Xo=1],
que nos indica cudl es la probabilidad de que el estado se encuentre en 3 en cuatro pasos
dado que empez6 en 1, si no tuvieramos la relacién (3.6) tendriamos que visualizar todas las
posibles trayectorias, como se muestra a continuacion:

algunas de estas trayectorias valen 0, porque no puede haber transicién del estado 1 al 1 en un
paso. Pero al tener las ecuaciones de C-K nos permiten obtener facilmente esta probabilidad
con una simple multiplicacién de matrices, y en Mat/Oct es fécil de calcular.

>> P=[0 0.5 0.5; 1 0 0; 1 0 0]

P =
0 0.5000 0.5000
1.0000 0 0
1.0000 0 0

>> 7 Calculamos las probs de trans de 4 pasos
>> P4 = P74
P4 =
1.0000 0 0
0 0.5000 0.5000
0 0.5000 0.5000

4 . . . .
Con esto observamos que Pl(g) = 0, es decir, que no existe ninguna trayectoria que nos

permita llegar del estado 1 al estado 3 en cuatro pasos. También la entrada (1, 1) de la matriz
P® nos dice que si el proceso inicia en el estado 1, con probabilidad 1 estara el proceso de
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nuevo en este estado. Al cambiar ligeramente las transiciones entre los estados se obtienen
diferentes matrices de transicién y se puede diferenciar entre categorfas de estados, como se
observa en los siguientes diagramas:

=~

I
—_— = O
S O =
oS O O

Analizando de igual manera la probabilidad Pl(é) en estos dos casos obtenemos los sigu-
ientes resultados

>> ¥ Analizamos el proceso P1
>> P1=[1/3 1/3 1/3; 1 0 0; 1 0 0]

P1 =
0.3333 0.3333 0.3333
1.0000 0 0
1.0000 0 0

>> P14=P174

P14 =

0.6790 0.1605 0.1605
0.4815 0.2593 0.2593
0.4815 0.2593 0.2593

>> 7, Analizamos el proceso P2
>> P2=[010; 100; 10 0]

P2 =
1 0
1 0 0
1 0 0
>> pP24=p2~4
P24 =
1 0 0
1 0
0 1 0
Para el primer proceso con matriz de transicion P; se obtiene que Pl(é) = 0.1605, es

decir, existe un 16.05% de probabilidad de que si el proceso inicio en el estado 1 termine en el
estado 3 en cuatro pasos. Para el proceso con matriz de transiciéon Ps se tiene que Pl(fg) =0
y observando el diagrama de salto, si el proceso inicia en el estado 3 inmediatamente sale
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de este estado y el proceso jamds regresard a ese estado, por lo que se puede asegurar que
Pl(g) =0y PQ(E) = 0 para n € N, en este caso se dice que el estado 3 es transitorio. Con este
ejemplo se observa que en una cadena de Markov un estado i € & se puede clasificar en dos
tipos, puede ser un estado recurrente o un estado transitorio. La idea intuitiva de un
estado recurrente es que el proceso lo podra visitar una infinidad de veces y en el otro caso,
un estado es transitorio si el proceso sélo lo visita una cantidad finita de veces y en algin
momento el proceso estocéstico ya no regresard mas a este estado, lo abandona para siempre.
Para definir con mayor claridad el concepto de estados recurrentes y transitorios, se usa el
concepto de comunicacion entre dos estados.

Definicién 3.7 Sean i, j € E. Se dice que el estado i se comunica con el estado j, que
se denota como i — j, si es posible en un nimero finito de pasos pasar del estado i al j (3
no € N> Pz(?o) > 0). Si el estado i no se comunica con el estado j, lo denotaremos como
1 - j. St 1 se comunica con j, y j se comunica con i, entonces decimos que los estados i y
j se comunican y lo denotaremos como © < j. De manera similar, si 1 no se comunica con
J y/o j mo se comunica con i lo denotaremos como i < j.

Definicién 3.8 Un estado i € E se dice que es recurrente stV j € B tal que i — j =
j — 1. Un estado i € E se dice que es transitorio si no es recurrente (3 j € E tal que i — j
pero j - 1)

Definicién 3.9 Para un estado i € E se definen como la probabilidad de primer arribo
al tiempo n € N a la expresion

F = P =i, Xy #0, Xn s #4,0, Xa £ Xo =1] (37)

y la probabilidad de un eventual retorno al estado i € E estd dada por

fi,z‘ = i fl(j:)
k=0

En Norris [23] se demuestra como intervienen las probabilidades de primer arribo y de
transicién para clasificar a un estado en recurrente o transitorio.

Teorema 3.10 Sea {X,}, . una cadena de Markov con espacios de estados finito By sea
fii las probabilidad de un eventual retorno

a) Si fi; =1 entonces i € E es recurrente y Z PZ(?) = 00

n=1

(3.8)

b) Si fii <1 entonces i € E es transitorio y Z PZ(?) < 00

n=1
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Clasificar correctamente los estados de una matriz de transicién asociada a una cadena
de Markov en recurrentes o transitorios es un problema importante, debido a que mucha de
la informacién vital que se puede extraer de un proceso depende de si el proceso solo tiene
estados recurrentes o por lo menos existe un estado transitorio. En Xie y Beerel [24] se
muestra una forma mds practica de poder analizar los estados en recurrentes y transitorios
de manera eficiente, y para ello construyen dos conjuntos denotados como el forward set y
el backward set. El conjunto forward set consiste en todos los estados con los se comunica
ig, es decir F (ig) = {j € B | ig — j} y el conjunto backward set es el conjunto de todos los
estados que se comunican con i, es decir B (ig) = {j € E| j — ip}. Todo el procedimiento
se basa en ir analizando por renglén de la matriz P las entradas positivas. La forma en que se
plantea el algoritmo en el articulo es un poco dificil de entender, pero en este caso al realizar
el codigo en Mat/Oct para ir encontrando el conjunto forward set se buscan las entradas
positivas de los renglones de P y en el caso del backward set se buscan las entradas positivas
de los renglones de la matriz transpuesta P?. Esto genera una pequena diferencia en relacién
a como se explica en el articulo, esto se debe a que Mat/Oct puede encontrar entradas de
la matriz satisfagan una caracteristica en particular, usando el comando find. En Xie y
Beerel [24] vienen los elementos necesarios para poder clasificar un estado en recurrente o
transitorio, aqui solo se expondran los elementos generales.

Lema 3.11 Sean i,j € E. Sij € F (i) entonces F (j) C F(i). De manera similar si
J € B (i) entonces B (j) C B (i)

Teorema 3.12 Fl estado i € E es recurrente < F (i) C B(i). En otras palabras, i € B es
transitorio < F (i) € B(i).

Teorema 3.13 Si el estado i € B es transitorio, entonces todos los estados en B (i) son
transitorios. Si 1 € B es recurrente, los estados en F (i) son recurrentes, y el conjunto
B (i) \ F (i) (si no es vacio) contiene solamente estados transitorios.

Se construyen los siguientes archivos m-file con una implementacién del algoritmo de
clasificacién de estados, al cudl llamaremos analisis _estados.m.

function [recurrentes,transitorios,clas_rec] = analisis_estados(P)

% ESTA FUNCION REGRESA LOS ESTADOS RECURRENTES Y TRANSITORIOS
% DE LA MATRIZ DE TRANSICION "P" USANDO UN ALGORITMO SIMILAR

% DESCRITO EN EL ARTICULO "Efficient State Clasiffication of

% Finite-State Markov Chains" DE AIGUO XIE Y PETER A. BEEREL.
% EN "clas_rec" SE REGRESA CUANTOS ESTADOS PERTENECEN A CADA

% CLASE DE COMUNICACION DE LOS ESTADOS RECURRENTES.

yA

% FORMA DE USARSE: " [recurrentes,transitorios,clas_rec] = analisis_estados(P) "

% CALCULAMOS LA DIMENSION DE "P"
[n1,n2]=size(P);
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% PARA PODER ENCONTRAR EL BACKWARD SET
Pt=P’;

% POR SI NO REPRESENTA A UNA CADENA DE MARKQV
if (n1~=n2)

error(’ LA MATRIZ NO ES CUADRADA!!! ?)
end

% TOMAMOS LA DIMENSION DE LA MATRIZ
n=max([nl n2]);

% CREAMOS VARIABLES AUXILIARES

temporal = 1:n; % EL ESPACIO DE ESTADOS TEMPORAL

% PARA SABER QUE ESTADOS SON RECURRENTES Y CUALES SON TRANSITORIOS
recurrentes=[]; transitorios=[]; clas_rec=[];

while( “isempty(temporal) )

k = temporal (round(unifrnd(1,length(temporal))));
% TOMAMOS UN ELEMENTO ALEATORIAMENTE

Fk = forward_set(P,k); % ENCONTRAMOS EL FORWARD SET

Bk = forward_set(Pt,k); % ENCONTRAMOS EL BACKWARD SET

if( all(ismember(Fk,Bk)) == 1 ) % EL ESTADO "k" ES RECURRENTE
recurrentes=[recurrentes Fk];
% UNIMOS LOS ESTADOS RECURRENTES
clas_rec=[clas_rec length(Fk)];
% PARA SABER CUANTOS ELEMENTOS PERTENECEN A CADA CLASE
if ("isempty(setdiff (Bk,Fk))) % LOS OTROS ESTADOS SON TRANSITORIOS

transitorios = union(transitorios,setdiff (Bk,Fk));

end

else
transitorios = union(transitorios,union(k,Bk));
% EL ESTADO "k" ES TRANSITORIO, Y TAMBIEN LO ES B(k)

end

temporal = setdiff (temporal,union(k,Bk));

75

% BORRAMOS LOS ESTADOS DEL BACKWARD SET PARA REDUCIR EL ESPACIO DE ESTADOS

end

T ToToTotoTo o oo ToToTo o o o o o o ToTo o o o o o o To To oo o o o o To To oo oo o o To To o o oo o o T To o o oo o o To To oo oo o o To T o o oo o o To T o o o
Toolo o 1o o o o oo o o To o o o o oo ToTo o o o o o foToToTo o o o o o ToTo oo o o o fo o To oo o o o fo o To T o o o o o ToTo T o o o o o ToTo oo o o o o To To T o o

function Fj=forward_set(P,j)

% ESTA FUNCION REGRESA EL CONJUNTO "FORWARD SET"
% DEL ESTADO "j" CON MATRIZ DE TRANSICION "P".

% EN OTRAS PALABRAS

b
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o Fj={ilj—>1i}
A
% FORMA DE USARSE: " Fj = forward_set(P,j) "

% VEMOS CON QUE ESTADOS SE COMUNICA INICIALMENTE EL ESTADO "j"
FO = find(P(j,:));

% "F1" Y "F2" SON VECTORES AUXILIARES
F1 = []; F2 = setdiff(F0,F1);

% EN "F1" GUARDAMOS LOS ESTADOS CON LOS QUE ESTADO COMUNICADO "j" Y EN
% "F2" ANALIZAMOS LOS ESTADOS QUE NO SE HAN COMUNICADO CON "j"
while( “isempty(F2) )
for k=F2
Fl=union(F1,find(P(k,:)));
end
F2
FO

setdiff (F1,F0);
union(FO0,F1);

end

% SE ENCUENTRA EL CONJUNTO FORWARD SET
Fj = FO;

A continuacién se muestran dos ejemplos que ejemplifican el uso de este codigo que serd
de mucha utilidad al querer descomponer los estados en recurrentes y transitorios de una
cadena de Markov. Primero tomaremos la siguiente matriz de transicién de algin proceso
{X,},en con espacio de estados B = {1,2,3,...,9}

<
ot
e
ot

w

I
—_ o0 O oo, OoO oo
OO OO O o oo
el eloNeoNeoNel e
[l ool oNol o)
O O OO O o oo
[l e ool o Mo Mo Na)
SO O OO O oo
OO R OO oo oo
O R OO oo o oo

Como P se puede considerar una matriz "grande" no es tan sencillo encontrar el diagrama
de transiciones, por lo que no se ve de manera inmediata si todos los estados son recurrentes
o existe al menos un estado transitorio. Para saber esto usaremos el cédigo y veremos como
se clasifican los estados de este proceso.

>> P=[ 00; 0O0010000O0;

. 00
00, 000000100
01; 100000000

b

00.5000
100000
0000O00O0

O O O
O O O
O O =
O = O
O O O

1 ;
0 1;
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>> [recurrentes,transitorios,clas_rec]=analisis_estados(P)
recurrentes =

1 2 3 4 5 6 7 8 9
transitorios =

(]
clas_rec =

9

Estos resultados nos revelan que todos los estados del proceso son recurrentes, no hay
estados transitorios y lo mas importante es que todos los 9 estados recurrentes pertenecen a
una sola de comunicacion, por lo que se dice que todo el proceso es irreducible. Adelante
se dara una definicién més formal sobre clases de comunicacién. Otra matriz de transicién
con nueves estados estd dada por

00 0 02 0 0 0 0 08"
00103 0 05 0 0 001
00 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 O
P,=|0 0 0 0 1 0 0 0 0 (3.9)
01 0 0 0 0 0 0 0
005 0 0 0 04010 0
00 1 0 0 0 0 0 0
000 0 06 0 0 0 0 04

al igual que en el caso anterior, es una matriz "grande", y no se pueden visualizar rdpidamente
las transiciones y el andlisis de que estados son recurrentes o transitorios no es tan sencillo.
Utilizando el cédigo obtenemos los siguientes resultados:

>> P1=[0 0 0 0.200000.8; 00.10.300.50000.1;

000000010, 100000000; OO0O0O010000;
010000000; 00.50000.40.100;
001000000; 0O000.60000 0.4];

>> [recurrentes,transitorios,clas_rec]=analisis_estados(P1)
recurrentes =

3 8 1 4 9 5
transitorios =

2 6 7
clas_rec =

2 3 1

Esto nos dice que este proceso estd compuesto de estados recurrentes y transitorios,
ademads dentro de los estados recurrentes existen varias clases de comunicacién. La primera
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clase de comunicacién de los estados recurrentes estd compuesta por 2 estados R; = {3, 8},
la segunda clase de comunicacién estd compuesta por 3 estados Ry = {1,4,9} y la tltima
clase de comunicacién estd compuesta por un solo estado R3 = {5} (a este tipo de estados
que solamente consisten en un solo estado se les conoce como estados absorbentes, ya que
una vez que el proceso entra a este estado jamds se saldra de él). Por ultimo los estados
transitorios estdan en 7' = {2,6, 7}, por lo que se tiene que el espacio de estados es la unién
de estos 4 conjuntos & = R; U Ry U R3 U T y si reacomodamos los renglones y columnas de
la matriz en un nuevo orden

E* = {3,8,1,4,9,5,2,6,7}

obtendremos esta nueva matriz de transicién donde se observard con mayor claridad la es-
tructura matricial inducida por las clases de comunicacién.

0o 1/0 0 0 0[]0 0 0
1 0/0 0 0 0|0 0 0
0 0/0 02 08] 0[]0 0 0
0 0/1 0 0|00 0 0
Pi=| 0 0[0 06 04/ 0|0 0 0 _{g g} (3.10)
0 00 0 0]1]0 0 0
03 0 0 0 01 05[01 0 0
000 0 0 O0]1 0 0
L0 00 0 0 0]05 04 01 |

la submatriz C contiene las distintas clases de comunicacién de los estados recurrentes, la
submatriz de ceros 0 es porque no existe comunicacién de los estados recurrentes a los estados
transitorios. La submatriz QQ contiene las probabilidades de transicién entre los estados
transitorios Q = (Pi,j)i,jeT y por ultimo la submatriz R contiene las probabilidades de
transicién de los estados transitorios a los estados recurrentes R = (F;;),cp ;- Cuando
se puede transformar una matriz a esta forma se dice que el proceso es reducible. A
continuacion se dard una definicién formal a los elementos que se han visto hasta el momento.

Definicién 3.14 Sea i € E. La clase de comunicacion del estado i se define como:

Ci={jeE|iej} (3.11)

Definicién 3.15 Seat € E. 51 Vi € E tenemos que C; = K, decimos que la matriz de
transicion asociada a la cadena de Markov es irreducible. De lo contrario, si existen k
clases de comunicacion (k> 1) con C; N C; =0 para i # j y U, Cx = E entonces decimos
que la matriz de transicion asociada a la cadena de Markov es reducible.

Para dar una definicién mé&s matricial de cuando un proceso es reducible o no, es necesario
considerar permutaciones de un arreglo numérico {1,2,...,n}
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Definicién 3.16 Un conjunto de permutaciones o; del conjunto {1,2,...,n} en si misma es
denotada por S,. Un elemento de S,, esta definido por

01 :?:1, 02:i2,..., O'n:in (312)

donde iy, g, ..., i es algin reordenamiento de los elementos de {1,2,...,n}. Esta per-
mutacion se escribe de la forma
1 92 ...
b, ( n ) (3.13)
o1 09 - On

Definicién 3.17 Una matriz de permutacion’® S € R™ " consiste en un arreglo o =
{o1,09,...,0,} de los elementos {1,2,...,n} donde cada uno de los elementos de S estin
conformados de la siguiente manera:

1 siit=o0;

S@'J = 61’,03' = { 0 sii 7& o (3'14)

Definicién 3.18 Una matriz P € R™"™ de probabilidad se dice que es reducible si existe
una matriz de permutacion S € R™™"™ con la propiedad:

(3.15)

STPS—[C 0}

R Q

donde la matriz 0 estd conformada por puros 0's y las matrices C y Q son matrices
cuadradas. St no existe tal matriz de permutacion diremos que la matriz P es irreducible.

Se puede ver que un proceso es irreducible si todos los estados dentro del espacio muestral
se comunican entre si, y por lo tanto todos son estados recurrentes. En cambio, un proceso
es reducible si por lo menos existen dos clases de comunicacién recurrentes y/o al menos un
estado transitorio. Si un proceso es reducible, es facil poner a la matriz de transicién en su
forma reducible, solamente hay que acomodar el arreglo de permutacién ¢ con la siguiente
estructura:

o = {recurrentes , transitorios}

dentro de los estados recurrentes acomodarlos conforme a sus clases de comunicacién R =
RiURyU...UR,,. Se puede construir facilmente un archivo m-file para obtener la matriz de
permutacion.

2En la literatura una matriz de permutacién se denota como P, pero para evitar confusiones entre una
matriz de permutacién y una matriz de probabilidad a la matriz de permutacién se le denotard con la letra
S
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function S=permutacion(sigma)

% ESTA FUNCION REGRESA LA MATRIZ DE PERMUTACION
% "T" ASOCIADA AL ARREGLO "sigma", QUE DEBE SER
% ALGUNA PERMUTACION.

/A

% FORMA DE USARSE: " S = permutacion(sigma) "

% PARA SABER LA DIMENSION DEL ARREGLO
n = length(sigma);

% TIENE QUE SER UNA PERMUTACION ENTRE 1 Y n
sigma = abs(sigma);
sigma = round(sigma);

% HAY ALGUN ERROR EN LA PERMUTACION

if( “isempty(find(sigma==0 | sigma>n)) || “isequal(sort(sigma),1:n) )
error(’ LA PERMUTACION INTRODUCIDA NO ES VALIDA!!! ’)

end

% CREAMOS NUESTRA MATRIZ DE PERMUTACION
S=zeros(n) ;
for i=1:n
for j=1:n
if( i==sigma(j) )
S(i,j)=1;
else
S(i,j)=0;
end
end
end

A continuacién se mostraran los resultados bésicos sobre cada tipo de proceso.

3.1.1 Cadenas irreducibles

Una de las caracteristicas bésicas de los procesos irreducibles es conocer como se comunican
los estados entre si. A este concepto se le conoce como periodicidad.

Definicién 3.19 Se dice que el estado 1 € E tiene pertodo d si ocurre lo siguiente:

a) PZ(:L) = 0 a menos que n = md con m € N
(3.16)

b) d es el mayor entero que cumple esto.
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Proposicion 3.20 El periodo d; de un estado © € E es igual a

d; = med{n > 0| B > 0} (3.17)

donde mcd denota el maximo coman divisor del conjunto d;.
Definicién 3.21 Una proceso irreducible es aperiddico si sus estados tienen periodo 1.

Hay toda una teorfa especializada cuando se tiene que un proceso irreducible tiene periodo
d > 2, para ello se recomienda consultar las referencias Meyer [1], Gantmatcher [40] y [23].
Un resultado practico (que no en todos los casos sucede) es que si el proceso es irreducible
y algin elemento de la diagonal es positivo, entonces todo el proceso es automaticamente
aperiédico. De manera préctica si se tiene cualquier estado j y P;; > 0, entonces por la
ecuacion (3.17) se cumple que

4 = mea{n>1|PY >0}
= mcd{l, med {n > 2| Pj(g) > 0}}
=1

y con esto se obtiene que todo el proceso es aperiédico. Aunque esto no quiere decir que si
los elementos de la diagonal sean cero el proceso es periédico, es una condiciéon necesaria pero
no suficiente. Por ejemplo, si se tiene la matriz de un proceso irreducible con E = {1,2, 3,4}
dada por

0 1.0 O
0 01 O

b= 05 0 0 0.5 (3.18)
0 01 0

este proceso es aperiédico. Solo basta analizar el periodo del estado 3
d3 =med{2,3,4,5,..} =1

por lo tanto todo el proceso es aperiddico. Un resultado matricial para garantizar que un
proceso irreducible es aperiédico es que dada la matriz de transicion P € R™*™ entonces se
cumple P -2n+2) 0, aunque para matrices con un espacio de estados pequeno seria facil
verificar este resultado, para matrices muy grandes serfa un trabajo computacionalmente
complicado. Una de las ventajas de tener un proceso aperiédico es que el limite de la matriz
existe y es unico. Para el caso de la matriz anterior (3.18) se tiene que el limite es

0.2 0.2 04 0.2
0.2 0.2 04 0.2
i PO — _
Jim P 0.2 0.2 04 0.2 11 (3.19)

02 02 04 02

Este resultado se interpreta como que el proceso visita al estado 1 el 20% de las veces, visita
al estado 3 el 40% de las veces y asi respectivamente. Encontrar esta matriz es fundamental
dentro de las cadenas de Markov, por lo que se enunciardn algunos resultados sobre este
tema.
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Teorema 3.22 Sea { X}, una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito
y matriz de transicion P. Si el proceso es aperiddico entonces existe una distribucion de
probabilidad {ﬂ'j}jeE y nimeros o > 0 y 5 € (0,1) tales que V i, j € E

Pi(,];) -

<af® para k=1,2,.. (3.20)

Este resultado nos indica que existe un vector de probabilidad w = [ T Ty -+ Ty } al
que las potencias convergen, independientemente del estado que se haya iniciado. Una posible
manera de demostrar este resultado es pensando que la matriz de transicién es diagonalizable,
es decir, que todos sus valores propios son distintos. Si tenemos que la matriz de transicién
P € R™" se puede descomponer como P = BDB™! donde D es la matriz diagonal con los
valores propios D = diag(1, As, ..., A\,,), B es la matriz cuyas columas son los vectores propios
de P entonces

P - BDB' =[¢ x - x]|. 0 || (3.21)
0 0 An Yn

= ey + )\2XIQY2 + ...+ )\nXInyn

a esta forma de construir a la matriz de transicién se le conoce como la descomposicién
espectral. La primera columna de la matriz B es el vector de 1’s debido a la segunda
condicién de (3.4). La ventaja de tener la descomposicion espectral es que las probabilidades
de transicién se calculan facilmente:

P® =PF =e'y; + (A xoya + .. + (W) Xy

con esto se puede verificar que klim P®) = II = €'y, y utilizando las propiedades de las
—00

normas matriciales se tiene:

PR =TIl = [|(A) oy + -+ (M) X ya|
< Pl Ixpyall + -+ 4 Aal" %]yl

y si tomamos o =3, [[x.yrl| ¥ B = maxyy [Ar], entonces

|P® —TI|| < aB* cona>0, B€[0,1) (3.22)

que es una versién matricial de la ecuacién (3.20). La ecuacién anterior nos da la idea de
que la convergencia a la matriz limite depende mucho del segundo valor propio més grande
de la matriz, entre mds cercano sea a 1 entonces més lenta serd la convergencia. El problema
central es poder encontrar de manera "facil" la matriz limite IT y para ello hay algunos
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resultados importantes, que se enuncian sin demostracién. Se dice que una matriz A € R"*"
no negativa es regular (o primitiva) si existe un ny € N tal que A™ > 0. Para el resultado
demostrado por Perron® y Frobenius* se utiliza el concepto de matriz adjunta, que a su
vez necesita de la matriz de cofactores. Si denotamos a la matriz de cofactores de una
matriz cualquiera A por C = cof(A), entonces la matriz adjunta estd definida de la siguiente
manera:

A singular = adj(A) = C”

adj(A) = { A no singular = adj(A) = det(A) - A~ (3.23)

Teorema 3.23 (Perron-Frobenius) Sea A € R™™ una matriz reqular. Entonces existe

un valor propio A\ > 0 que excede los valores absolutos de los demds valores propios de A.

Al valor propio \; se le pueden asociar vectores propios por la izquierda y por la derecha yy y

v} que son unicos salvo por constantes. Si 'y, y v} se seleccionan tal que y1v] = 1 entonces
adj(MI— A)

vy, = ——"—-—= 3.24
1Y1 p,<>\1) ( )

donde p(\) es el polinomio caracteristico de A y p'(\) es la derivada de p(\) con respecto a
A

Teorema 3.24 (Perron-Frobenius 2) Sea {X,},  una cadena de Markov finita, irre-
ducible y aperiddica con matriz de transicion P. Entonces la matriz limite I1 estd dada por

dj(I - P
II= lim P®™ :e’y1:M

n—00 p/<1) (3'25)

donde p(\) es el polinomio caracteristico de Py p'(\) es la derivada de p(\) con respecto a
A

En Gantmatcher [40] e Iturrardn [28] se especifica que no es necesario calcular toda la
matriz adjunta adj(I — P) y que sélo es necesario calcular cualquier renglén de esta matriz
adjunta. EI problema es que si la matriz es de dimensién n entonces calcular este vector

2
limite 7r tiene un costo computacional de aproximadamente —n* operaciones, por lo que para

matrices de gran tamano no es un método préctico. A continuacién se muestra un cédigo en
Mat/Oct para el cdlculo de este vector limite, usando el algoritmo descrito en Iturraran [28].

3Oskar Perron (1880-1975). Matemdtico aleman. Hizé contribuciones importantes en el drea de las
ecuaciones diferenciales y teoria de matrices.

‘Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917). Matemético alemdn. Hizo contribuciones importantes en el
drea de teorfa de grupos, asi como ayudé a formalizar la teoria de matrices como una rama formal de las
matemadticas. Fue él quién al final de su carrera que trabajé con las matrices no negativas y definié en el
concepto de irreducibilidad de una matriz.
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function xlim = vector_limite(P)

% ESTA FUNCION REGRESA EL VECTOR LIMITE "xlim"
% DE UN PROCESO IRREDUCIBLE Y APERIODICO CON

% MATRIZ DE TRANSICION "P" USANDO EL METODO DE
% LA MATRIZ ADJUNTA.

A

% FORMA DE USARSE: xlim = vector_limite(P)

[n,m]l=size(P); % Verificamos la dimension
if( n™=m )

error(’ LA MATRIZ "P" DEBE SER CUADRADA!!! ?)
end

xlim=zeros(1l,n); % Guardamos espacio en la memoria
A=eye(n)-P;
% Borramos primer columna

AC:,D=[]1;

%Calculamos el primer renglon de la matriz adjunta
for j=1:n
B=A; % Guardamos una "copia" de la matriz original
B(j,:)=[]; % Borramos el j-esimo renglon
x1lim(j)=power(-1,j+1)*det(B); % Calculamos el cofactor j de B
end

% Dividimos entre la derivada del polinomio caracteristico en lam=1
x1lim=x1im/polyval(polyder (poly(P)),1);

A continuacién se muestra un ejemplo de como funciona el cédigo usando como ejemplo
la matriz de transicién (3.18) y la matriz limite (3.19) obtenida haciendo célculos sucesivos.

>P=[0100; 0010; 0.6 000.5; 00 10]

P =
0 1.0000 0 0

0 0 1.0000 0

0.5000 0 0 0.5000

0 0 1.0000 0

>> x1im = vector_limite(P1)
xlim =
0.2000 0.2000 0.4000 0.2000

Con este procedimiento se observa que es un método bueno poder encontrar el vector
limite en términos de la matriz adjunta, aunque en la préctica calcular el polinomio carac-
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terfstico de la matriz I — P es un problema serio, debido al tiempo de almacenamiento de
memoria y el cdlculo de demasiados determinantes. Es por esta razon que solo se recomienda
que se utilice para matrices de tamano pequeno, porque el cdlculo del polinomio caracteristico
puede tener complicaciones numéricas para matrices de gran tamano. Una forma mds fécil
para encontrar esta distribucién limite se muestra a continuacién.

Lema 3.25 Sila cadena de Markov { X}, .y es irreducible y aperiddica con matriz de tran-
sicion P € R™", entonces el vector limite 7 es la tnica solucion al sistema de ecuaciones
lineales

w=7nP conmwe =1 (3.26)

La condicién (3.26) también implica que 7 = wP™ paran = 1,2, ... por lo que al vector
limite 7 también se le conoce como el vector estacionario. Una de las caracteristicas
importantes es que el vector 7 es un vector de probabilidad y sus elementos suman 1. Mani-
pulando la ecuacién 7w = wP obtenemos que (I — P) = 0, usando la transpuesta se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones lineales (I — P)”#’ = 0', pero antes de poder resolver este
sistema de ecuaciones se debe tener en cuenta que este sistema de ecuaciones no es de rango
completo.

El rango de una matriz A € R"*™ se define como el nimero méximo de renglones (o
columnas) linealmente independientes de A, al cual se denota por Ra. El kernel de una
matriz estd dado por K = {x' € R™ | Ax' = 0’} y la nulidad de una matriz es la dimensién
del kernel Npo = dim K. Uno de los resultados importantes dentro del dlgebra lineal es el
siguiente

Ra+Na=n (3.27)

Se sabe que un sistema de ecuaciones Ax’ = b’ con A € R"*" tiene una unica solucién si
el rango de la matriz es completo, es decir, Ra =n y Na = 0.

Para encontrar el vector estacionario 7 se tiene que resolver el sistema de ecuaciones
(I — P)'n’ = 0 pero el rango de la matriz I — PT es n — 1, esto se debe a que Ni_pr =
dim({x' e R" | I-PT)x' =0'}) = dim({x' e R" | ¥ =PTx'}) = 1, y por lo tanto se
obtiene que Ry pr = n— 1, esto implica que una de las ecuaciones de (I—P)Tx’ = 0’ resulta
redundante, y se puede sustituir por la condicién e’ = 1. Regresando al proceso (3.18), si
se desea encontrar el vector limite y estacionario 7r , primero se encuentra la matriz I — P”

0 1.0 0 1 0 —-05 0
0o 01 0 o 1 1 0 0
P= 05 0 0 05 I-P = 0o -1 1 -1
0 01 0 0 0 -05 1
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y para encontrar 7r inicialmente se deberia de resolver el sistema de ecuaciones

1 0 -05 0 ™ 0
-1 1 0 0 ™| |0
0 -1 1 =—1|]|m ]| |o0
0 0 —05 1 4 0

pero por la implicacién de que R;_pr = 3 no hay una forma directa de resolver este sistema y
ademds ) m; = 1. Entonces se pueden sustituir cualquier ecuacién e introducir la restriccién
> m; = 1. En este caso se considera que se puede sustituir cualquier ecuacién, por ejemplo
la primera ecuacién o la iltima ecuacién.

1 1 1 1 ™ 1 1 0 —05 0 m 0
11 0 0 m| o] . |-t 1 0 o0 o
0 -1 1 -1 Ml ol 1o -1 1 -1 ™| | o
0 0 —05 1 T 0 1 1 1 1 T4 1

En ambos casos se obtiene como solucién 7 = [ 02 02 04 02 } . Inicialmente no hay
diferencia si se modifica el primer o el ultimo renglén. En Meyer [29] se analiza como se
altera el vector limite al hacer pequenas perturbaciones a la matriz de transicién. Para ello
construye la siguiente matriz especial P, € R™*™ dada por

l—e ¢/(n—=1) -+ ¢/(n—1)

p._ g/(n.— 1) 1f£ 5/(n.— 1)

S/n=1) eftn—1) - 1-—¢

donde ¢ es una cantidad tan pequena como queramos y también tiene la particularidad de
que es una matriz doblemente estocdstica, estas matrices tienen la particularidad de que
tanto los renglones como las columnas suman 1 y por lo tanto su distribucién estacionaria es

la distribucién uniforme, dada por w = —e. Se han hecho algunos experimentos en Mat/Oct
n

(se vieron limitados por la capacidad de memoria de la PC) para verificar que tan eficiente
es modificar el primer renglén o el dltimo renglén con esta matriz P.. El método 1 se refiere
a que se modifico el tltimo renglén de la matriz y para el método 2 se modificé el primer
renglén de la matriz. Se muestran algunos resultados obtenidos, donde se tomo el valor de
£ = 2.22044604925031 x 107, que es el epsilén de la m;cli,quina con el que trabaja Mat/Oct, y

. , 5000000000000000 ~
es una probabilidad "despreciable". Se muestra el primer y ltimo elemento de cada método,

debido a que los valores intermedios si resultaron ser iguales. Se utilizé el formato de doble

que en magnitud es m&s o menos equivalente a que en términos practicos
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precision.
Método 1 Meétodo 2
n ) ad P xd
2 0.5 0.5 0.5 0.5
10 0.1 0.0999999999999998 0.1 0.1
50 0.0200000000000002 0.0199999999999993 0.0199999999999994 0.02
100 0.00999999999999736 0.0100000000000019 0.00999999999999925 0.01
1000 0.000999999999983146 0.00100000000001599 0.000999999999999133  0.001
10000 0.00010000000016687  9.99999999269711 x 107> 0.000100000000093818 0.0001

Estos resultados preliminares nos muestran que el método 1 no es tan eficiente, debido
a que los valores obtenidos de la primera y tltima entrada difieren mucho del valor exacto.
De manera empirica se usard el método 2 de modificar el primer renglén de preferencia, y
de ser posible verificar la magnitud de las entradas de la matriz irreducible. En Stewart
[13] se hace un analisis exhaustivo de los métodos convenientes para resolver el sistema de
ecuaciones general (I — PT)w’ = 0, donde se muestran comparativos de que tipo de método
de resolucién es més efectivo, se ilustra que con los métodos iterativos se obtienen mejores
resultados debido a que no se modifica la matriz original y se mantiene la estructura dispersa
de una matriz. En nuestro caso sélo utilizaremos el método de sustituir el primer renglén
para encontrar el vector limite y estacionario. Como conclusién se puede tener la siguiente
tabla bésica.

a) P es irreducible y aperiédico = 7 es el vector limite y estacionario

b) P es irreducible y de periodo d = 7 es el vector promedio y estacionario

Referencias cldsicas del tema son Kemeny y Snell [30], Isaacson y Madsen[52] o una
més reciente se puede encontrar en Bremaud [31]. A continuacién se mostrardn de manera
concreta algunos resultados bésicos de los procesos reducibles.

3.1.2 Cadenas Reducibles

En el caso de que se trabaje con un proceso reducible, pueden existir 2 escenarios posibles.
El primer caso para procesos reducibles es que no haya estados transitorios y existen por
lo menos dos clases de comunicacién de estados recurrentes. El segundo escenario es que
haya al menos una clase de comunicacién de estados recurrentes y por lo menos un estado
transitorio. Para el primer caso es importante destacar que si existen al menos dos clases de
estados recurrentes se puede pensar que se tienen varias matrices de transicién dentro de una
matriz de transicion méas grande, y con ello se puede obtener este primer resultado.

Teorema 3.26 Sean P, Ps, ..., P, matrices de transicion finitas irreducibles con vectores
estacionarios 1y, o, ..., y sea P = diag(Py,Ps,...,Py) una matriz de transicion for-
mada por bloques diagonales. Si se tiene una combinacion lineal de constantes no negativas
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A1y Az, . Ag tales que Y A\; =1 entonces el vector

71'*:[/\1771 )\271'2 >\k77kj|

es un vector estacionario de P = diag(Pq, Pa, ..., Py)

Este resultado implica que una matriz con al menos dos clases recurrentes tendrd una
infinidad de vectores estacionarios. A continuacién se muestra un ejemplo de este importante
resultado dentro de los procesos reducibles.

>> P1=[0.3 0.7; 0.5 0.5]; P2=[0 1 0; 0 0 1; 1 0 0];
>> P=blkdiag(P1,P2)

P =
0.3000 0.7000 0 0 0
0.5000 0.5000 0 0 0

0 0 0 1.0000 0
0 0 0 0 1.0000
0 0 1.0000 0 0

>> nl=vector_estacionario(P1)
nl =
0.4167 0.5833

>> n2=vector_estacionario(P2)
n2 =
0.3333 0.3333 0.3333

>> Li=rand(1); L2=1-L1; N=[L1*nl L2*n2]; Mat=[N; Nx*P]
Mat =
0.3806 0.5328 0.0289 0.0289 0.0289
0.3806 0.5328 0.0289 0.0289 0.0289

>> Li=rand(1); L2=1-L1; N=[L1*nl L2*n2]; Mat=[N; Nx*P]
Mat =
0.0406 0.0569 0.3008 0.3008 0.3008
0.0406 0.0569 0.3008 0.3008 0.3008

>> Li=rand(1); L2=1-L1; N=[L1#*nl L2*n2]; Mat=[N; Nx*P]
Mat =
0.2279 0.3190 0.1510 0.1510 0.1510
0.2279 0.3190 0.1510 0.1510 0.1510

Observamos que un proceso reducible tiene una infinidad de vectores estacionarios si hay
al menos dos clases recurrentes. Otra propiedad importante de los procesos reducibles es
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cuando hay al menos un estado transitorio se puede escribir a la matriz de transiciéon P en
su forma candénica o reducible usando (3.15)

(3.28)

STPS:[C 0}

R Q

donde la submatriz Q contiene las probabilidades de transicién entre estados transitorios.
Como existe un momento donde ya el proceso deja de visitar a los estados transitorios,

entonces se cumple que lim Pf ; =0parai,j €T y en términos matriciales esto nos dice
n—oo
que lim Q" = 0. Para este caso, surge una pregunta importante ;en que momento el proceso
n—oo

deja de visitar a los estados transitorios?. Para verificar esto se define a la siguiente variable

aleatoria
& ) 1 si X =jdado que Xy =1
i ] 0 e.0.C

entonces esta variable aleatoria registra si el proceso visité al estado j en el k—ésimo paso
dado que inicié en el estado i. Lo que se desea es saber cudntas veces se visitaron estos estados

en n pasos, por lo que se tiene la suma N () Z YZ(] , que a su vez es una variable aleatoria.

Queremos saber en promedio cudntas veces se Vlslto el estado j en n pasos, se tiene
™) _ 5|5y ® v (k)
E[NLJ.]—EL;YM} ZE[ | - ZP

y si denotamos a la matriz M = <E [Ni(,?)} ) i, se obtiene el siguiente resultado en términos

de las potencias de la matriz de transicién

M® — P 4 P® et P (3.29)

Con esto se obtiene lo que se conoce en la literatura como la matriz fundamental, en
el contexto de los procesos estocdsticos con matriz cadenas reducible.

Teorema 3.27 Para una cadena de Markov reducible la matriz I — Q tiene inversa y serd
denotada por M

M=I-Q) '=I+Q+Q*+--- (3.30)

La entrada M; ; representa el niimero esperado de veces que se visito el estado j transitorio,
dado que la cadena empezd en el estado i transitorio. El estado inicial se cuenta st 1 = j.

Demostracion. Para ello tenemos la matriz (3.28) y la matriz de promedios de visitas
(8.29). Tomando la multiplicacion por bloques se obtiene

c 0
(n) _
i ‘[ * Q"}
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entonces tenemos que el nimero promedio de visitas a la larga estd dada por M = lim M®

n—oo

y por lo tanto
o0 0

« I+Q+Q°+---

esto porque las clases recurrentes se visitan una infinidad de veces. El nimero promedio de
visitas entre los estados transitorios entonces estin dados (abusando de la notacion, ya que
tomaremos sélo la submatriz) por M = 1+ Q + Q? + --- Como eventualmente el proceso

M =

abandonard a los estados transitorios, se sabe que lim PZ(?) =0 cont,j €T y matricialmente

N—co

quedaria representado por
lim Q" =0

n—0o0

por lo que se cumple que la matriz es convergente y el radio espectral de la matriz Q es
menor que 1, utilizando el resultado (2.5) y la féormula clasica de convergencia de una serie
[e.e]

de potencias Y x/ = :

con |x| < 1 se obtiene el resultado buscado
j=0 -

M=I+Q+Q+---=1-Q)"

Este resultado es muy importante, porque nos da una idea de cuanto tiempo el proceso
estard dentro de la clase de estados transitorios antes de ser absorbido por una clase recur-
rente. Si queremos tomar sélo en cuenta cual es el tiempo promedio que le toma al estado
k € T salir de los estados transitorios tomamos tnicamente la suma por renglones de la
matriz M, a la cudl denotaremos por M*

M* = Me' (3.31)

Consideremos la matriz (3.10) y recordemos que el espacio de estados se actualizé a
E* ={3,8,1,4,9,5,2,6,7}, se habia encontrado que

01 0 0
Q=|1 0 0 (3.32)
0.5 04 0.1

Con esta matriz fundamental podermos encontrar el tiempo esperado antes de ser absorbido
por algin estado recurrente.

L1111 0 0
M = I-Q)'=] 11111 1 0 (3.33)
11111 0.4444 1.1111
11111

M* = Me' = | 2.1111
2.6666
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Esto nos dice que por ejemplo, si el proceso empieza en el estado 7 transitorio, entonces
aproximadamente en 2.6666 pasos saldrd de los estados transitorios para entrar a una clase
recurrente. Si se empieza en el estado 6 se tardard aprox. 2.1111 pasos en salir de los estados
transitorios y si se empieza en el estado 2 se tardard 1.1111 pasos en salir de los estados
transitorios. Es importante destacar que los promedios de tiempos de absorcién son solo
estimaciones. Por tltimo, se estudiardn las probabilidades de absorcién, que son otra de las
caracteristicas de las cadenas reducibles. Queremos encontrar una respuesta a la pregunta
jcudl serd el estado recurrente que tiene mayor probabilidad de entrar el proceso cuando
deja abandona la clase de estados transitorios?. Por el momento los estados recurrentes se
transformarén en estados absorbentes, ya que se asume que cuando el proceso entra en alguno
de ellos ya no se podréd abandonar este estado. Con esto se ve el siguiente resultado:

Teorema 3.28 Sea { X}, una cadena de Markov de un proceso reducible. Definamos a
F; ; como la probabilidad de que un estado transitorio @ € T' sea absorbido por un estado
absorbente j € R. Sea F la matriz con entradas f; ; entonces F estd dada por

F = MR (3.34)

Demostracion. Basta analizar a la matriz en forma reducible dada por

~ I 0
=& al
e ir tomando potencias sucesivas por bloques
~ 1 0 ~ 1 0
@) = () —
i [R+QR Q?] P [R+QR+Q2R Q?
I 0

D (n) — n—1
g (z Qk) R Q'
k=0

tomando la probabilidad a la larga se obtiene que

lim P™ = I 0 = I 0
=00 I+Q+Q*+.. )R 0 I-Q)™'R 0

con esto se obtiene el resultado deseado. m

Como es muy importante estas dos matrices R y Q dentro de los procesos reducibles,
es necesario que se pueda construir un archivo que permita la extraccién fécil de estas dos
matrices, a la cudl llamaremos extraccionR(@).m, y se muestra a continuacion.

function [P,R,Q]=extraccionRQ(P)

% ESTA FUNCION EXTRAE LAS MATRICES "R" Y "Q" DE UN PROCESO
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% REDUCIBLE CON AL MENQOS UN ESTADO TRANSITORIO CON MATRIZ
% DE TRANSICION "P". PARA HACER EL ANALISIS SE UTILIZARA

% LA FUNCION "analisis_estados.m". LA FUNCION REGRESA A LA
% MATRIZ "P" EN SU FORMA REDUCIBLE.

%

% FORMA DE UTILIZARSE [P,R,Q]l=extraccionRQ(P)

[n,m]=size(P);
if (n~=m)

error(’ La matriz no es cuadrada!!! ’)
end

% Se analiza la matriz
[rec,trans,clas_rec]=analisis_estados(P);
Rn=length(rec); Tn=length(trans); Cn=length(clas_rec);

% Se analiza los tipos de formas que puede

% tener la matriz

if( Cn==1 && Tn==0 )
error(’ El proceso es irreducible!!! )

elseif (Cn>1 && Tn==0)
disp(’ El proceso tiene varias clases recurrentes’)
error(’ y ningun estado transitorio!!! ?)

end

% Encontramos la permutacion sigma = [Rec Tran] y la matriz
% en su forma reducible y la extraccion de matrices

sigma = [ rec trans ]; P = P(sigma,sigma);

ext=(Rn+1) :n; R=P(ext,1:Rn); Q=P(ext,ext);

Para ver como funciona este c6digo, tomaremos la matriz (3.9) y su forma reducible en

(3.10).

>> P1=[0 00 0.200000.8; ...; 0000.60000 0.4];
>> [P1,R,Q]=extraccionRQ(P1);
>> R, Q
R =
0 0 0.1000 0.3000 0 0.5000
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Q =
0.1000 0 0
1.0000 0 0

0.5000 0.4000 0.1000



CAPITULO 3. TEORIA BASICA DE PROCESOS DE MARKOV 93

Tenemos los elementos mds importantes para las cadenas de Markov finitas tanto irre-
ducibles como reducibles. Muchas de estas propiedades tienen su similitud al trabajar con
los procesos de Markov finitos, y sélo serd necesario analizar la estructura matemdtica y
matricial de este tipo de procesos.

3.2 Procesos de Markov Finitos

A continuacion se dardn algunas propiedades bésicas de los procesos de Markov, sus simili-
tudes con las cadenas de Markov y algunos resultados importantes.

Definicién 3.29 Se dice que el proceso {X(t)},.x+ es un proceso de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados finito B si para cada pareja de nimeros reales s,t > 0 e
1,7 € B se cumple la propiedad de Markov

PX(t+s)=j|X(s)=14, X(u):0<u<s|=PX(t+s)=j]|X(s) =1l (3.35)

Se dice que el proceso es homogéneo o estactonario si se cumple

PIX(t+s)=j | X(s) =] = PIX(1) = j | X(0) = 1] = Pi;(D).

Esta definicién es una extension natural de las cadenas de Markov a tiempo discreto.La
matriz con probabilidades P, ;(t) se denotard por P(t). En Kulkarni [34] se demuestra que
también la matriz de transicién satisface las propiedades

a) P(t) >0

b) P(t)e’ = €’ para todo t € R™

(3.36)
c) P(t+s) =P(t)P(s) parat,s € RT

d) lim P(t) =L

t—0+t

que son equivalentes a las de un proceso discreto, y las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
estdn dadas en la propiedad c). Las ultimas dos propiedades indican que las probabilidades
de transicién P, ;(t) son continuas. Hasta aqui todo es similar a las matrices de transicién
a tiempo discreto, pero una de las caracteristicas fundamentales de un proceso a tiempo
continuo con espacio de estados finito es que hay una matriz implicita T que define las
"tasas de transicién" entre estados. Esto nos dice que a tiempo discreto lo que define a un
proceso son sus probabilidades de transicién y a tiempo continuo son las tasas de transicion.
Ademss, al trabajar con esta matriz de tasas T se pueden describir propiedades importantes
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del proceso sin tener que estar trabajando con matrices de transicién P(t) para cada tiempo
t que se desee analizar. La dindmica de un proceso continuo se describe a continuacién,
aunque la demostracién formal no se mostrard, pero en Cinlar [35] viene todo el proceso de
construccién sobre este proceso estocastico. Si el proceso inicia en el estado i € E, entonces
el proceso se mantiene en ese estado siguiendo una distribuciéon exponencial del pardmetro
T;, es decir 7; ~ Exp(T;), con 7; el tiempo que se mantuvo el proceso en el estado i. Después
el proceso realizard una transiciéon a un estado j (con j # 7) con una probabilidad J; ;. Con
ello el proceso se queda un tiempo indeterminado 7; en el estado j siguiendo una distribucion
exponencial de pardmetro 7T y con ello realizar una transicién a otro estado k con probabilidad
Jjr v asi sucesivamente. Con esto se dard una definicién sobre estos pardmetros especiales
T}

Ejemplo de la trayectoria que sigue un proceso de Markov

Definicién 3.30 Para un estado k € E de un proceso de Markov finito, se tienen tres
posibilidades

a) Es un estado absorbente si T, =0
b) Es un estado estable si 0 < T < 400 (3.37)

c¢) Es un estado instantaneo si Tj, = +00

Con lo expuesto anteriormente y esta definicién se construye de una manera més formal
a la matriz de tasas T y a la matriz de salto® J. Esta tltima matriz nos dird como se estdn
comunicando los estados dentro del proceso. La cantidad T; ; = T;J; ; para i # j se le conoce
como la tasa de transicién del estado i al estado j. Los elementos en la diagonal de la
matriz T estdn dados de la siguiente manera

Ty =Ty =—> Ty,
2 T (3.38)

5En la literatura no existe una convencién tnica para denotar a esta matriz de saltos del proceso, por lo
que asumiremos en este trabajo la notacién J por "jump" (salto en inglés) y no confundirla con la matriz de
permutacion S que se definié anteriormente.
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Esto indica que los elementos de la diagonal son la suma por renglén de todas las tasas
de transicién con signo negativo, ya que por cuestiones técnicas se pide que la suma por
renglones de la matriz T sea cero, es decir, Te’ = 0’ y esta ultima relacién también nos
indica que A = 0 es un valor propio con vector propio €. La matriz de saltos J se define de
la siguiente manera

[ T/T sijAiyT A0 [0 siT#£0
J”_{ 0 sij#iyTi=0 =1 sim =0 (3:39)

Se divide cada renglén por su elemento en la diagonal, si el renglén k es el vector de ceros
entonces es un estado absorbente por lo que se pone un 1 en la diagonal, para los estados
que no son absorbentes se pone un cero en la diagonal evitando transiciones hacia el mismo
estado. La matriz de saltos J nos permite conocer si un estado es recurrente o transitorio
(como se hizo con los procesos discretos). La demostracion de este resultado viene en Norris
[23], vy se enunciard a continuacion.

Teorema 3.31 Sea {X(t)},.p+ un proceso de Markov finito con matriz de saltos J asociado

a un proceso discreto {Yy}, .y - Entonces se cumple que

a) Si el estado i es recurrente (transitorio) en {Y,}, o
entonces i es recurrente (transitorio) en {X ()}, p+

. L A4
b) Cualquier estado es recurrente ¢ transitorio (3.40)

¢) Recurrencia y transitoriedad son propiedades de clase

Este resultado es importante, ya que encontrar la matriz de saltos es sencillo y se puede
utilizar el programa m-file analisis_estados.m para clasificar de manera sencilla los estados en
recurrentes y transitorios. En la teoria de procesos a tiempo continuo se deberfa de verificar

. . . (e.) . . .
que la siguiente integral fo Py 1 (t)dt converge o no, si converge es transitorio el estado k y
si diverge entonces es recurrente, usar esta definicién serfa imposible de llevarla a la practica
para procesos con espacio de esatdos grande. A continuacién se muestra un ejemplo con todos
estos elementos. Supongamos que tenemos un proceso de Markov {X (#)}, g+ con espacio de
estados B = {1,2,3,4,5} cuyas tasas de transicién se muestran sobre los arcos
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Se puede pensar que es un proceso de Markov debido a que sélo es importante en que estado
se encuentra antes de dar el salto a otro estado. La matriz de tasas "incompleta" Tincomp ¥
la "normal" T estd dada por

02000 -2 2 0 0 0
3020 4 3 -9 2 0 4
Tincomp =10 1 0 0 0O T=|] 0 1 -1 0 0 (3.41)
000O0O o 0 0 0 0
00310 0O 0 3 1 —4

con esto se observa que primero debemos encontrar las transiciones entre los estados y por
iltimo sumamos los renglones y la suma con signo invertido es el que se pone en la diago-
nal. Como el estado 4 no se comunica con ningin otro estado entonces este es un estado
absorbente. Usando la propiedad 3.39 se obtiene que la matriz de saltos J para este proceso
estd dada por

0 1 0 0 0
3/9 0 2/9 0 4/9
J=| 0 1 0 0 0
00 0 1 0

0 0 3/4 1/4 0

y con esto se puede analizar que los estados 1,2, 3 y 5 son estados transitorios y el estado 4 es
recurrente absorbente. También muestra este ejemplo que toda la informacién necesaria del
proceso se puede obtener a partir de la matriz de tasas T, con lo que serd necesario revisar
sus propiedades bdsicas. Las tasas T;; y 7;; describen como es el movimiento del proceso
para intervalos de tiempo pequenos

PX(t+h) = j|X(t) =i =T, ;h+o(h) (3.42)
PX(t+h) = i|X(t)=1d=1-T,;h+ o(h)
donde la funcién o(h) se puede pensar como una "funcién despreciable", es decir

. o(h) _
lim = 0 (3.43)

y estas dos relaciones indican la "intensidad" con la que ocurre un cambio de estado en un
intervalo corto de tiempo. En Rolski et. al [61] se demuestra que propiedades matemdticas
cumple la matriz de tasas

- Pii(h) -1 _ . Byh)
e . 344
y esta ultima relaciéon en términos matriciales nos dice lo siguiente
dP(t P(h) -1
—( ) = lim Plh) -1 =T (3.45)
dt =0 h—07+
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que es la intensidad con la que ocurre un cambio de estado al iniciar el proceso. Aqui lo
importante es que aunque no se conocen de manera explicita las probabilidades P () tenemos
la informacién de como se comportan cuando el proceso inicia. Estd ultima relacién (3.45)
permitird encontrar una forma explicita de como encontrar las probabilidades de transicién a
cualquier momento, y para ello veremos lo que se conoce en la literatura como las ecuaciones
de Kolmogorov hacia adelante y hacia atréas.

Teorema 3.32 (Kolmogorov) Si se tiene un proceso de Markov {X(t)},.p+ con espacio
de estados & y matriz de tasas T, entonces se cumplen las siguientes relaciones

dP(t
a) Ecuaciones Kolmogorov hacia atrds di ) = TP(¢)

(3.46)

d
b) Ecuaciones Kolmogorov hacia adelante ®) =P()T

Para encontar estas ecuaciones solamente se debe tomar las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov P(t + s) = P(t)P(s), derivar con respecto a cada variable y evaluar t = 0 6
s = 0 segin convenga. La importancia de estas ecuaciones es que en el caso finito es que
se tiene una forma explicita para calcular las probabilidades de transicién P(t) para cada
instante ¢, usando el resultado visto anteriormente en (2.9) y obtener que

P(t) = eT con t € [0, 00) (3.47)

recordando la definicién (2.6) se puede verificar facilmente que representa una matriz de
transicién para cada momento ¢.

_|_

t2T? 373
P(t)e’ = (I+tT+ 5 3 ) e

12 13
= TIe +tTe + —T2% + —

5 3'T?’e’+...:Ie’:e'

esto se debe a la propiedad de que la suma por renglones de la matriz de tasas es cero
Te' = 0’ y por tanto T"e’ = 0’ para n € N. Previamente se analiz6 los distintos métodos
para poder encontrar de manera eficiente estas probabilidades P (¢) = e¢T*. A continuacién se
darén resultados bésicos tanto de los procesos irreducibles como reducibles de este proceso y
verificar que tiene una similitud con las cadenas de Markov finitas.

3.2.1 Procesos Irreducibles

Al trabajar con un proceso irreducible, se sabe que todos los estados estdn comunicados entre
si. La ventaja de los procesos de Markov es que no existe en si el concepto de periodicidad,
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por lo que el proceso es esencialmente aperiédico. Esto quiere decir que siempre existird el
siguiente limite

lim P(t) = II

t—o0

En Kijima [36] se demuestra que la convergencia al limite es de orden geométrico
1P @) =11, < C7(1)

donde 7(-) es el coeficiente de ergodicidad de la matriz®. La ventaja es que para encontrar
esta matriz limite tenemos que realizar un procedimiento similar al que se hizo cuando se
trabajo con las cadenas de Markov irreducibles.

Definicién 3.33 Se dice que el vector m € RY™™ es una distribucién estacionaria para el
proceso irreducible finito {X (t)},cp+ si se cumple que para todo t € R*

aP(t) = (3.48)

Para encontrar este vector estacionario, que a su vez cumplird con IT = €', solamente
es necesario trabajar con la definicién de la matriz exponencial

T2 2 T3t3
wP(t) = 7r<:>7r<I—i—Tt—|— 5t a0 —|—...>:7'r
t2 t3
= 7r+7th+7rT2§+7rT3§+...:7r
t2 B
= 7TTt+7TT2§—|—7TT3§—I—...:O para todo t
<— WTk:Oparakzl

<— 7T =0

esta 1ultima expresién nos dice que para encontrar el vector estacionario debemos encontrar
el vector propio por la izquierda de la matriz de tasas T asociado al valor propio A = 0 junto
con la restriccion de que sea un vector de probabilidad we’ = 1. Acomoddndolo como un
sistema de ecuaciones tendremos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

T'n’ =0 con we' =1 (3.49)

Entonces, como en el caso de las cadenas reducibles, para un proceso irreducible el rango
de la matriz de tasas T es n — 1, por lo que se puede sustituir cualquier ecuacién con la

OEl coeficiente de ergodicidad de una matriz de transicion P est4 dado por

1
7(P) =3 n}gﬁé% |Pik = Pjkl
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condicién de que la suma sea 1. De nueva cuenta se muestra la semejanza entre la cadena
de Markov y el proceso de Markov finitos. Como ejemplo se propone la siguiente matriz de
tasas de un proceso irreducible

—40 35 2 3

1 -1 0 0

T= 1 1 =3 1
4 5 6 15

para encontrar el vector estacionario debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones

-40 1 1 4 m 0
3 -1 1 5 m | |0
2 0 -3 6 w3 | |0
3 0O 1 -15 Ty 0
se puede sustituir cualquier ecuacién con la restriccién we’ = 1 por lo que, como se hizo
antes, se sustituira el primer renglén para obtener
1 1 1 1 T 1
35 -1 1 5 m | |0
2 0 -3 6 m | |0
3 0 1 -15 Ty 0

dando como resultado numérico aproximado que
™= [ 0.0249 0.9374 0.0307 0.007 ]

En Stewart [37] se expone que en particular no se debe aplicar un método directo para
resolver este sistema de ecuaciones, debido a que al aplicar la eliminacién Gaussiana comiin
se pueden perder digitos significativos por los elementos negativos de la diagonal al realizar
las sustracciones correspondientes, por lo que se recomienda el algoritmo propuesto por los
autores Grassmann, Taksar y Heyman que utiliza una versién més estable para poder encon-
trar el vector estacionario, ya que se evita hacer las restas y con esto no se pierde exactitud
en los resultados. A continuacién se muestra el cédigo propuesto en [37] del algoritmo GTH

function xest = vector_estacionarioGTH(T)

% ESTA FUNCION REGRESA EL VECTOR ESTACIONARIO DE UN

% PROCESO DE MARKQV IRREDUCIBLE CON MATRIZ DE TASAS

% "T", USANDO EL ALGORITMO DE Grassmann--Taksar--Heyman
A

% FORMA DE USARSE: xest = vector_estacionarioCMTC(T)

% Codigo descrito en el libro de William Stewart
% "PROBABILITY, MARKOV CHAINS, QUEUES, AND SIMULATION"
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A=T;
n = size(4);
for i=1:n-1
escala = sum(A(i+1:n,1i));
for k=i+l:n
A(i,k) = A(i,k)/escala;
end

for j=i+l:n
for k=i+l:n
AGL,K) = AGG,K) + AGG,i)*A3E,K);
end
end
end

xest(n) = 1;
for i=n-1:-1:1
for j=i+l:n
xest(i) = xest(i) + A(i,j)*xest(j);
end
end
xest = xest/norm(xest,1);

Con este c6digo se puede encontrar de manera directa el vector estacionario. Considerando
el ejemplo anterior

>> T=[-40 35 23; 1 -100; 11-31; 45 6 -15]

T =
-40 35 2 3

1 -1 0 0

1 1 -3 1

4 5 6 -15

>> xest=vector_estacionarioGTH(T)
xest =
0.0249 0.9374 0.0307 0.0070

Estos resultados nos indican que el proceso se encontrard en el estado 1 el 2.49% de las
veces, en el estado 2 el 93.74% de las veces, etc. El vector estacionario es el elemento central
para los procesos irreducibles, y encontrarlo de manera eficiente es de crucial importancia. En
[13] se destaca que en general uno debe evitar resolver estos sistemas de ecuaciones (3.26) y
(3.48) de manera directa, ya que al aplicar métodos directos se pierde la estructura dispersa
de la matriz y se pueden generar errores numéricos en el proceso. Se recomienda aplicar
métodos iterativos para resolver el sistema de ecuaciones Ax’ = b’ como por ejemplo el
método de Gauss-Siedel 6 el método SOR, estos también tienen la ventaja de que se aplican
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para problemas donde el espacio de estados es muy grande. Por el momento solo se aplicardn
los métodos directos. A continuacién se discutirdn los procesos reducibles que tienen similitud
con las cadenas de Markov finitas.

3.2.2 Procesos Reducibles

Asumiremos por el momento que el proceso tiene al menos un estado transitorio, la matriz
de tasas de transicién lo podremos reescribir en su forma reducible

T _ CcC o

R Q
donde la submatriz C contiene las tasas de transicién entre estados recurrentes, la submatriz
R contiene las tasas de transicién de los estados transitorios a los estados recurrentes y por
iltimo la submatriz QQ contiene las tasas de transicién entre estados transitorios. Por las

propiedades de los estados transitorios, se sabe que el proceso dejard de visitarlos en algiin
momento, por lo que se tiene que tlim P, ;(t) = 0 para i, j € T. En términos matriciales esta
—00

relacion se traduce en

lim eQ =0 (3.50)

t—o0

y esto se debe a que la matriz Q es diagonalmente dominante y es el equivalente matricial
a la expresion tlim e P =0 con B > 0. Se sabe que en alglin momento el proceso saldrs de
—00

los estados transitorios y uno quiere estimar el tiempo esperado para que el proceso salga de
los estados transitorios. Para ello, como en el caso discreto, se define la siguiente variable

aleatoria X(h) dad X(0)
1 si = 7 dado que X (0) =1
Yi’j(k) - { 0 €.0.C

para estados transitorios 7, 7 € T. Se define al tiempo de estancia del proceso por la variable
aleatoria

Nij(t) = /Oth%J(T)dT

entonces lo que se desea es encontrar la esperanza de esta nueva variable aleatoria. Denotando
a ju; ;(t) = E[N; ;(t)] se obtiene lo siguiente

s®) = BN, (0) = 2 [ [Yiy(rer]

J
- /OP[X(T) — j 1 X(0) = ildr
J
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Para sacar la integral del operador esperanza se utiliza el hecho de que es un operador lineal,
aunque se necesitan mds elementos matemadticos para dar una demostracién formal. En
términos matriciales tenemos que

M(t) = /OteQTdT. (3.51)

Esta integral se puede resolver facilmente usando el resultado en (2.14):

M(1) = Qe ||
= Q'R _ Q1RO
— Qflth_Qfl
- Q@)

procediendo como en el caso discreto, si definimos la matriz M = lim M(#) como el tiempo

t—o00

promedio que el proceso se encuentra en los estados transitorios antes de entrar a una clase re-
currente. Recordando la condicién (3.50) entonces se obtiene la siguiente matriz fundamental
para procesos continuos

M=-Q' (3.52)

Teniendo en cuenta que se queremos saber cuanto tiempo un estado transitorio ¢ € T
estard en la clase transitoria solamente tenemos que sumar por renglones a la matriz M, y a
este vector lo denotaremos de nueva cuenta por M* = Me'. Recordando la matriz de tasas
(3.41) teniamos que el estado 4 era un estado recurrente absorente y los deméds eran estados
transitorios, tomando la permutacién o = ( 4 1 2 3 5 ) entonces obtenemos la matriz
en forma reducible

0jo 0 0 0 5 9 0 0
3 0[-2 2 0 0 5 9 9 4
T=S8"TS=|0| 3 -9 2 4 Q=149 1 1 o
0o 1 -1 0 0 0 3 -4
1o o 3 -4

con lo que se obtiene la matriz fundamental y el tiempo esperado que el proceso estuvo en
los estados transitorios antes de entrar a una clase recurrente

2 1 5 1 9
15 1 5 1 . | 85
M=1 15 1 ¢ 1 M =1 g5
1.125 0.75 45 1 7.375

Estos resultados indican que el proceso estuvo en promedio en el estado 1 transitorio 9
unidades aproximadamente, estuvo en promedio 8.5 unidades de tiempo en el estado 2, y asf
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sucesivamente. Con esto tenemos una aproximacion de cuanto tiempo debemos esperar para
que el proceso salga de los estados transitorios y sea absorbido por alguna clase recurrente.
Si se tienen varios estados recurrentes, la pregunta vdlida es cudl es el mds probable que
visite el proceso cuando salga de los estados transitorios, y para ello los estados recurrentes
se convierten en estados absorbentes. Con el siguiente resultado se vera como obtener de
manera facil estas probabilidades.

Teorema 3.34 Supongamos que la matriz de tasas T estd en forma reducible de la siguiente
manera

=~ 0 o

"lral

La matriz estd particionada con respecto al espacio de estados B = {recurrentes, transitorios}
y ademds los estados recurrentes son absorbentes. Por lo tanto la matriz de probabilidades
de transicion estd dada por

PO=| g ia_pr & (359)

Demostracion. Para demostrar este resultado lo que haremos es trabajar con las expan-
siones en series de Taylor de la funcion exponencial y con las potencias de la matriz de tasas
de intensidades o

=\ Tt T2 T3
P(t) = o =1+Tt+ TR

k=0

lo que debemos analizar ahora es la forma matricial que tienen las matrices T* para k € N.
Las primeras potencias de esta matriz T estdn dadas por:

T2 _ 0 0 0 0| 0O O
IR QJ[R Q| |QR @
T — 0 O 0 0| 0 0
QR Q@ ||R Q] [QR Q°
y se puede demostrar por induccion que la potencia T* estd dada por

T = |: Qk(—)lR C(;k :|

sustituyendo estos valores en la expansion de P(t) obtenemos

2t2 T3t3
STREAE]

_[To] Joo},  [o o [ 0 o0
|01 R Q QR Q|20 [ QR Q|31

I 0
- H* ¥

P(t) = T+ Tt+ + ...
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donde la matriz H* tiene la siguiente estructura

Rt2 QRt3 > k‘—ltk
H = Rt + 2R Q +...:<ZQ )R
k=1

2! 3! k!

Entonces, si somos observadores, la expresion que estd adentro de los paréntesis se parece
mucho a la expansion en series de Taylor de la funcidn exponencial, pero estd desfasado
un indice de la matriz Q. Lo que haremos es multiplicar todo la igualdad por la matriz de
intensidades Q para actualizar los indices de la suma.

2 2 3 3 kik
QH QRt+th QRt <2Qt>,

como la funcion exponencial empieza desde k = 0 lo que nos falta por agregar es sumar y
restar una matriz identidad de la misma dimension que la matriz Q

y por dltimo multiplicamos por la inversa de Q por el lado izquierdo (la inversa existe ya que
se trata de una matriz diagonal dominante)

H =Q ' (-I+¥)R
con lo que se obtiene el resultado deseado. m

A continuacién mostraremos un razonamiento intuitivo para encontrar las probabilidades
limite de absorcién para pasar de los estados transitorios a los recurrentes. Recordemos que
si tenemos dos estados transitorios i, j € T’ entonces la probabilidad de que a la larga regresen
a ellos mismos es cero. Si recordamos la relacién (3.50) esto implica que las probabilidades
limites de absorcion de pasar de los estados transitorios a los estados recurrentes estdn dadas
por la matriz F = MR

Jim P(t) = { —QI—lR 8} = {MIR g} : (3:54)

Veamos un ejemplo donde la matriz de tasas T este compuesta por dos estados recurrentes
y tres estados transitorios dada por

000 0 0
00/ 0 0 0 5 3 9 0

T=|5 3/-9 1 0 R=|1 0 Q=] 6 -10 3 (3.55)
1 0/ 6 —10 3 12 3 0 -6
1 23 0 -6
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y con estas dos submatrices encontramos las probabilidades limite de absorcion:

0.6242 0.3758
F=MR= | 06182 0.3818
0.4788 0.5212

Con estos resultados encontramos que si empezamos en el estado 3 transitorio, entonces
la probabilidad a la larga de ser absorbido por el estado 1 es del 62.42% y de ser absorbido
por el estado 2 es el 37.58%. Si el proceso inicia en el estado 4 transitorio entonces la
probabilidad de ser absorbido por el estado 1 es del 61.82% y por el estado 2 es del 38.18%,
y asi respectivamente. Al igual que con las cadenas finitas, obtener estas dos submatrices es
muy importante para un andlisis del proceso, por lo que se muestra un cédigo similar visto
anteriormente.

function [clases,R,Q]=extraccionRQcmtc(T)

% ESTA FUNCION EXTRAE LAS MATRICES "R" Y "Q" DE UN PROCESO
% REDUCIBLE CON AL MENQOS UN ESTADO TRANSITORIO CON MATRIZ

% DE TASAS "T". PARA HACER EL ANALISIS SE UTILIZARA

% LA FUNCION "analisis_estados.m". LA FUNCION REGRESA A LA
% MATRIZ DE TASAS "T" EN SU FORMA REDUCIBLE. EL VECTOR

% "clases" TIENE LA SIGUIENTE ESTRUCTURA

A

% clases{1} = estados recurrentes

% clases{2} = estados transitorios

yA

% FORMA DE UTILIZARSE [clases,R,Q]=extraccionRQcmtc (P)

[n,m]=size(T);
if (n~=m)

error(’ LA MATRIZ DE TASAS NO ES CUADRADA!!! )
end

% Se encuentra la matriz de saltos auxiliar (solo las
% entradas positivas se analizan)
J = matriz_salto_aux(T);

% Se analiza la matriz
[rec,trans,clas_rec]=analisis_estados(J);
Rn=length(rec); Tn=length(trans); Cn=length(clas_rec);
clases{1}=rec; clases{2} = trans;

% Se analiza los tipos de formas que puede
% tener la matriz
if( Cn==1 && Tn==0 )

error(’ El proceso es irreducible!!! ’)
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elseif (Cn>1 && Tn==0)
disp(’ El proceso tiene varias clases recurrentes’)
error(’ y ningun estado transitorio!!! ?)

end

% Encontramos la permutacion sigma = [Rec Tran] y la matriz
% en su forma reducible y la extraccion de matrices

sigma = [ rec trans ]; T = T(sigma,sigma);

ext=(Rn+1) :n; R=T(ext,1:Rn); Q=T (ext,ext);

oo ToToTo o o o oo ToToTo o o o o o ToToTo o o o o o o ToTo o o o o o To ToTa o o o o o To To T o o o o o o To oo oo o o o To o oo o o
function J=matriz_salto_aux(T)

[n,m]=size(T);

J=zeros(n) ;

% Buscamos los estados absorbentes primero

absors=find(diag(T)==0); J(absors,absors)=1;

% Las demas entradas donde es positivo se cambiaran por unos
posit=£find(T>0); J(posit)=1;

Para ver como funciona el cédigo, utilicemos la tltima matriz de tasas T analizada en

(3.55)

>> Ts=[00000; ...; 106 -103; 12 3 0 -6]
>> [clases,R,Q]=extraccionRQcmtc(Ts) ;
>> R, Q
R =
3

1 0

1 2
Q =

-9 1 0

6 -10 3

3 0 -6

Con este ultimo cédigo se concluye con el andlisis basico de los procesos de Markov
reducibles. Al concluir este tema se vio la importancia de la matriz de tasas en la estructura
del proceso, ya que con esta matriz se obtiene toda la informacién fundamental del proceso,
y guarda una similitud con la matriz de transicién en una cadena de Markov discreta.



Capitulo 4

Algunos modelos y aplicaciones

En este capitulo se trabajardn algunos modelos béasicos tanto de los procesos discretos como
los de tiempo continuo.

4.1 Redes estocasticas

Una red estocédstica consiste en poder juntar dos ¢ m&s procesos estocdsticos en uno solo
y que estos procesos trabajen de manera paralela, para después poder modificar (de ser
necesario) el comportamiento de la matriz de transicién global (6 matriz de tasas) y obtener
informacion particular del proceso. En términos préacticos, si se tienen dos cadenas de Markov
discretas {X,,}, oy ¥ {Yn},cn entonces una red estocastica discreta consiste en construir el
proceso {(X,,Y,)}, ey que es un proceso que trabaja en paralelo. Lo mismo sucede si se
tienen dos procesos de Markov {X(#)},crp v {Y(f)},cp entonces la red estarfa conformada
por el proceso {(X(t),Y (t))},cg - Para poder encontrar las probabilidades de transicién (o la
matriz de tasas) es necesario trabajar con dos operadores importantes, los cuales se conocen
como el producto/suma tensorial de Kronecker'.

Definicién 4.1 Sean A € R™™ y B € RP*? matrices rectangulares, entonces el producto
tensorial de Kronecker A @ B =P € R"*"™4 estd definida por:

CL11B (1,12B s (IlmB
anB axnB -+ ay,B

AeB=| = O (4.1)
a?’LlB a/nZB Tt a/nt

Leopold Kronecker (1823-1891). Matemédtico alemdn. Su trabajo més en la rama de la teorfa de los
nimeros y en dlgebra abstracta. Su frase mds importante fue "Dios hizo los nimeros naturales, el resto es
obra del hombre". Es reconocido por varios resultados matematicos como la delta de Kronecker, el producto
de Kronecker, entre otros.

107
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Definicién 4.2 Sean A eR™" y B € R™*"™ matrices cuadradas, entonces la suma tenso-
rial de Kronecker A & B =S € R"*"™ estd definida por

A®B=A®L,+1,2B (4.2)

donde I, es la matriz identidad de tamano k.

Para entender estos dos operadores se verdan dos ejemplos sencillos. Definamos las sigu-
ientes matrices (en este caso ambas cuadradas)

10 9 8
A= { ;) Z } B=|7 65
4 3 2
entonces el producto de Kronecker estd dado por:
10 9 8 |20 18 16 |
7 6 5 |14 12 10
B 2B 4 3 2|8 6 4
A®B—Lmzm}_ 30 27 2440 36 32
21 18 15|28 24 20
12 9 616 12 8 |

y la suma de Kronecker estd dada por:

AoB = AL +L®B

1198 2 0 0
7750 20
4330 0 2
| 30014 9 8
0 30 7 105
| 0 03 4 3 6

Con esto se aprecia que los operadores de Kronecker aumentan considerablemente el
tamano de las matrices con las que se esta trabajando. Algunas propiedades importantes de
los operadores de Kronecker se muestran a continuacién, una demostraciéon formal se puede
checar en Broxson [46], Horn [45] 6 Van Loan [47]

Proposicion 4.3 Los operadores de Kronecker @ y & cumplen las siguientes propiedades
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(en la multiplicacion de matrices deben tener las dimensiones adecuadas)

I)A®B#B®A
2)(AB) @ C=A® (B®C)

3) (A®B)(C®D)=(AC)® (BD)
(4.3)
{)(A+B)@C=A®C+B&C
5))A(B+C)=A®B+A®C

6) (MA) @B = A ® (AB) = \(A ® B)

Estas son algunas propiedades importantes sobre el producto tensorial de Kronecker. Una
propiedad fundamental es que la matriz exponencial de la suma tensorial es igual al producto
tensorial de las matrices exponenciales, y se demuestra a continuacién.

Teorema 4.4 Sean A € R™" y B € R™™ dos matrices cuadradas cualesquiera, entonces
se cumple

eAPB = A ® B (4.4)

Demostracion. Para esto se demuestra primero que las matrices A ® 1, v I, ® B
conmutan, para ello se utiliza la propiedad 3) de (4.3)

(A®1L,)(I,®B)=(I,®B)(A®1L,)
— (AL,) ® (I,B) = (I,A) ® (BL,)
—~ ARB=AQ®B

y esto implica que si conmutan, por lo tanto se obtiene que
exp(A®I,+I,®B)=exp(A®I,)exp (I, ® B)
tomando la expansion en series de Taylor de cada una de ellas se obtiene
(AL, [ 1, ®B)’
exp(A®I,)exp(I,®B) = (ZT Z;T

y de nueva cuenta por la propiedad 3) de (4.3) se obtiene que (A ®1,,)" = (AF®1,) y
(I, ® B)? = (I, ® BY) por lo que se obtiene

exp(A®I,)exp (I, ®B) = (Z W) (Z M)

|
k=0 q=0 EA
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desarrollando los primeros términos de cada serie se obtiene

(A2®1,,)

((In @I, + AL, + 9]

+ ) ((In ®L,) +(I,®B)+ Lo B + )

2!
haciendo esta multiplicacion matricial se obtiene lo siguiente

(I, ® B?)
T

+(A®Im)(In®Im)+(A®Im)(In®B)+(A®im)

=)+ (1,2L,) (1, ®B)+ (1, 21L,)
(I, ® B?)
ST

y se vuelve a utilizar la propiedad 3) mencionada anteriormente junto con las propiedades
4): 5) y 6)
2

B
:(In®Im)+(In®B)+(In®§ + ...

+(A®L,)+(A®B)+ <A®E2)’—!2> + ...

: . =

=1, ® (Im+B+§+...> +AR® <Im+B+§+...> + ..
e !

:In®eB+A®eB+?®eB+...

A? '
= et @B
que es el resultado que se desea obtener. m

Estos elementos nos permitirdn encontrar las matrices y tasas de procesos paralelos.

Teorema 4.5 Sean { Xy}, oy ¥ {Yi}ien dos cadenas de Markov finitas e independientes con
espacios de estados By y By y matrices de transicion P € R™*™ y Q € R™*™ respectivamente.
Entonces el proceso {Zy} oy definido como

{Zk}keN = {(Xk:ayk)}keN

es una cadena de Markov con espacio de estados B xEy y matriz de transicion Z, € R
dada por:

Z=P®Q (4.5)

Demostracién. Como son independientes ambos procesos se obtiene que

Zi0,i),Gow) = PiojoQ@isj
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Fijemos dos estados cualesquiera iy, jo (pueden ser los mismos) para los estados de la

primer cadena { X}, v calculemos P, ;,@Q;; parad,j = 1,...,m. La estructura por bloque
para cada par ig, jo estarfa dada de la siguiente manera

Zo ]OQll Zo JOQ12 Y Zoqulm

’Lo,po2 1 Zo ]OQ2 2 e Zo,poZ m

10 poml 10,]0Qm2 e 10,30Qmm

este es el (i, jo) bloque de Kronecker. Entonces poniendolo en su forma general

P.Q PoQ -+ P,Q
7 P27.1Q Pz,?Q : Pz,?zQ —PQ
Pn,lQ Pn,ZQ e Pn,nQ

Falta demostrar que la matriz Z es una matriz estocdstica. Tomando un "renglén"
cualquiera de la matriz Z y multiplicado por el vector columna de 1’s obtenemos

A~

Z,.¢ = (P1Q+P-Q+..+P,Q)¢€
P;1Qe' + P,,Qe’ + ... + P, ,Q€’
= P +Pye+ ...+ P,€

= P.e'=1

lo que implica que la matriz Z es estocéastica, y representa la matriz de transicién del proceso
{(Xk,Ys) }oen - Es importante notar que los estados se ponen de forma lexicogréfica. m

Teorema 4.6 Sean {X(t)},cp+ ¥y {Y () },cp+ dos procesos de Markov finitos e independientes
con espacios de estados By y By y matrices de tasas Ty € R™"™ y Ty € R™*™ respectivamente.
Entonces el proceso {Z(t)},.p+ definido como

{Z(D)}err = {(X(0),Y () }ier

es un proceso de Markov con espacio de estados By xEy y cuya matriz de tasas T € R™™xmm
estd dada por:

T=T,®1,+1, T, (4.6)

Demostracion. Se sabe que el proceso {X(t)},.p+ tiene como matriz de transicion a
P(t) = T y que el proceso {Y (t)},cp+ tiene matriz de transicion Q(t) = e™', entonces por
el teorema anterior el proceso {Z(t)},.g+ tiene matriz de transicion

R(t) = P@)©Q(t)

eTlt ® eTgt
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Por 1ltimo, usando el resultado (4.4) se tiene que

eTlt ® eTQt — e(Tl@Tg)t

y con esto se concluye que la matriz de tasas del proceso conjunto es T1 @ Iy +1; ® T, que
es lo que se queria demostrar. m

Estos resultados son importantes ya que permiten encontrar de manera préctica las
matrices de transicién y de tasas de procesos paralelos. A continuacién se muestran sin
demostracion resultados similares para cuando se trabaja con méas procesos simultdaneamente.

Teorema 4.7 Sean {Xr(ll)} ,...,{Xﬁk)} k cadenas de Markov finitas e independi-
neN neN

entes con espacio de estados By, By ... B y matrices de transicion P, P ... Py respectiva-
mente. Entonces el proceso definido por

{Zn}neN = {(XT(lI)’ T ’XT(lk)) }nEN

es una cadena de Markov con espacio de estados By X Ey X --- X By, y matriz de transicion
dada por:

Z=P, 3P, ® - Py (4.7)

Teorema 4.8 Sean {X1(t)},cp+ - {Xk(t)},cp+ K procesos de Markov finitos e indepen-

dientes con espacio de estados By, By ... Ei y con matrices de tasas T, € R™"*™ T, €
Rm2xnm2 00T € R™X™ respectivamente. Entonces el proceso definido por
{Z(t)}yepe = {(X0(), -, X0(t) ycme

es un proceso de Markov con espacio de estados By X Eg X -+ X By y matriz de tasas dada
por:

k k

T=PT=) 1,8 8L 8T8k, 8 6L, (48)
i=1 i=1

Para entender el significado préctico de la matriz de tasas para k procesos en paralelo,
analizaremos en primera instancia un modelo basico para encontrar el tiempo aproximado
de vida de un circuito eléctrico con la siguiente configuracion:

A
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donde cada bloque representa un circuito eléctrico, y tiene una configuraciéon en paralelo
para el paso de corriente en A y B, por lo que si no fluye corriente en alguno de ellos sigue
funcionando esta parte, pero estd en una configuracién en serie con C, por lo que si deja
de funcionar el bloque C entonces todo el proceso deja de funcionar. El funcionamiento
de cada componente se puede modelar de manera independiente como un proceso con dos
estados E = {0, 1} donde el estado 0 representa que el componente no funciona y el estado 1
representa que funciona. Aqui lo importante es que si se asume que el tiempo de vida de cada
componente se puede modelar como una distribucién exponencial (1.26), entonces se puede
modelar como un proceso de Markov. En estos casos mediante experimentaciéon se pueden
obtener estimaciones del tiempo de vida de cada componente. Por ejemplo, si tenemos la
informacién de que un componente tiene una vida promedio de 40 horas, entonces la tasa de
la distribucién exponencial es A = 1/40 = 0.025 hr~! y se le conoce como la tasa de fallo.
En nuestro caso en particular se puede pensar que el componente C' debe tener un tiempo de
vida promedio mayor que los componentes A y B, por lo que su tasa de fallo es mucho menor.
También se puede suponer que si algiin componente falla, entonces el tiempo promedio de
reparacion es igual para los 3 componentes. Como valores en particular se asumird que el
tiempo promedio de reemplazo es de 2 dias, para los componentes A y B el tiempo promedio
de vida es de 200 dfas y para el componente C' el tiempo promedio de vida es de 500 dias,
por lo que las matrices de tasas de intensidad de cada componente estarfan dados por:

T o p._| Y2 12 ]_[-05 05
AT TBT 11200 —1/200 | | 0.005 —0.005

. [ -Yy2 y2 ]_[-05 05
¢ = | 1/500 —1/500 | ~ | 0.002 —0.002

El proceso estocastico {Zpg(t) },cp+ = {(A(t), B(t), C(t))},cp+ representa la configuracién
de todo el sistema en el momento ¢ y el espacio de estados estarfa dado por

]EPS = {(07070)7(0707 1)7(07]'70)7(0717]')7(17070)7(17071>7(17170)7<1717 1)}
Ehe = {1*,2%,3* 4% 5% 6*,7",8"}

el cambio de nombre de los estados es para facilitar el andlisis en Mat/Oct. Asumiendo que
no hay una configuracién especial la matriz de tasas estarfa dada por

Tps = T4LL+LRTeERL+L L Te

[ —1.5 0.5 0.5 0 0.5 0 0 0
0.002 —1.002 0 0.5 0 0.5 0 0
0.005 0 —1.005 0.5 0 0 0.5 0

B 0 0.005  0.002 —0.5070 0 0 0 0.5
N 0.005 0 0 0 —1.005 0.5 0.5 0
0 0.005 0 0 0.002  —0.5070 0 0.5
0 0 0.005 0 0.005 0 —-0.51 0.5

0 0 0 0.005 0 0.005  0.002 —0.012 |

En la construcciéon de esta matriz global de tasas se asume que todo el proceso estd en
paralelo, no hay ninguna configuraciéon especial. En nuestro caso, al querer que el circuito
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se encuentre en un proceso combinado paralelo y en serie, se deben transformar los estados
1*,2* 3*,5* y 7* en absorbentes, para analizar el tiempo medio de confiabilidad del sistema
y con cudl es la configuracién méas probable con la que el sistema deje de funcionar. Todo

este andlisis se puede resolver fécilmente con Mat/Oct.

>> TA=[-1/2 1/2; 1/200 -1/200]; TB=TA; TC=[-1/2 1/2; 1/500 -1/500];

>> 12 = eye(2);

>> Tps=kron(TA,kron(I2,I2)) + kron(I2,kron(TB,I2)) + kron(I2,kron(I2,TC));

>> absorbs=[1 2 3 5 7];

>> for k=absorbs

Tps(k, :)=zeros(1,8);

end

>> [clases,R,Q]=extraccionRQcmtc(Tps) ;

>> clases{1}
ans =
1 2 3 5 7

% Los estados recurrentes

>> clases{2}
ans =
4 6 8

% Los estados transitorios

>> M=-inv(Q); Mast=sum(M,2)

Mast =
472.3247
472.3247
476.9373
>> F=MxR
F =
0 0.0554 0.0130 0.0091
0 0.0554 0.0091 0.0130
0 0.0461 0.0092 0.0092

Nétese que el tiempo promedio de vida de todo el sistema es més del doble de el tiempo
promedio de vida de los componentes A y B, que al construirlo en paralelo se espera de
manera intuitiva que efectivamente se cumpla que aumente considerablemente el tiempo
promedio de vida global del sistema. Las probabilidades de tltima absorcién nos dicen en

0.9225
0.9225
0.9354

cudl configuracién es mas probable que el sistema se colapse

Estados | (0,0,0) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (1,1,0)
(0,1,1) 0 0.0554 | 0.0130 | 0.0091 | 0.9225
(1,0,1) 0 0.0554 | 0.0091 | 0.0130 | 0.9225
(1,1,1) 0 0.0461 | 0.0092 | 0.0092 | 0.9354
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y estos resultados nos confirman de manera inicial que por las propiedades del sistema nunca
fallardn los tres componentes simultdneamente, y que este se colapsard en el momento de que
el componente C' falle. Se puede modificar un poco el archivo m-file propuesto anteriormente
metodo Pade mejorado.m, con la finalidad de que se pueda visualizar solo las probabilidades
de transicion P 1,1y,1,1,1)(f), es decir, solo las probabilidades de que el sistema se encuentre
operando sin que falle ningin circuito. También se modificard inicialmente el tamano de
paso, el propuesto inicialmente es A = 0.1 y en este caso se tomard A = 0.4 y un intervalo
de tiempo 7 = 800

0 1 1 L L L L I
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Esto nos muestra que el sistema no puede mantenerse siempre en 6ptimas condiciones,
y esto se debe a las condiciones del tiempo de vida de los circuitos. Estas probabilidades
se espera que puedan mejorar si se construye un sistema con 4 componentes, descritos en
paralelo/paralelo, como se muestra en el siguiente diagrama.

Como esta el proceso en paralelo/paralelo, hay menos condiciones para que el sistema se
colapse y deje de funcionar. Si tomamos ahora que las matrices de tasas para los componentes
C' y D tengan el mismo comportamiento que los componentes A y B, se obtiene ahora un
proceso que tiene 16 estados, y cuya matriz de tasas global estd dada por:

Trp=TAaRLRILRIL+LITRILAIL+LILITCIL+LRILERIL,®TH
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y el espacio de estados del proceso {Zpp(t)},cp+ = {(A(t), B(t),C(t), D(t))},cp+ estd dado
por:

B B (0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0, ,0,1),(0,1,1,0),(0,1,1,1)
PP (1,0,0,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0),(1,0,1,1),(1,1,0,0),(1,1,0,1),(1,1,1,0), (1,1,1,1)

Eh, = {1*,2%,3%,4* 5*,6% 7*,8%,9% 10*, 11*,12*, 13*,14*, 15*,16*}

Para esta configuracion, los estados 1*,2*, 3%, 4* 5, 9* y 13* son los que causarian que el
sistema se colapsard, por lo que en nuestro caso de nueva cuenta se hardn absorbentes, y se
analizara el tiempo promedio de vida de este nuevo sistema. Este andlisis se hard de manera
facil en Mat/Oct

>> TA=[-1/2 1/2; 1/200 -1/200]; TB=TA; TC=TA; TD=TA;

>> I2=eye(2);

>> Tpp=kron(TA,kron(I2,kron(I2,I2))) + kron(I2,kron(TB,kron(I2,I2))) +...
kron(I2,kron(I2,kron(TC,I2))) + kron(I2,kron(I2,kron(I2,TD)));

>> absorbs=[1 2 3 4 5 9 13];

>> for k=absorbs

Tpp(k, :)=zeros(1,16);

end

>> [clases,R,Q]=extraccionRQcmtc(Tpp) ;

>> clases{1} % Los estados recurrentes
ans =
1 2 3 4 5 9 13

>> clases{2} % Los estados transitorios
ans =
6 7 8 10 11 12 14 15 16

>> M=-inv(Q); Mast=sum(M,2)

Mast =
5051.45631067967
5051.45631067967
5100.97087378647
5051.45631067967
5051.45631067967
5100.97087378647
5100.97087378647
5100.97087378647
5150.97087378647

>> F=MxR

F =
0 0.0098 0.0048 0.4854 0.0098 0.0048 0.4854
0 0.0048 0.0098 0.4854 0.0098 0.0048 0.4854
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0 0.0049 0.0049 0.4951 0.0049 0.0048 0.4854
0 0.0098 0.0048 0.4854 0.0048 0.0098 0.4854
0 0.0048 0.0098 0.4854 0.0048 0.0098 0.4854
0 0.0049 0.0049 0.4951 0.0048 0.0049 0.4854
0 0.0049 0.0048 0.4854 0.0049 0.0049 0.4951
0 0.0048 0.0049 0.4854 0.0049 0.0049 0.4951
0 0.0049 0.0049 0.4903 0.0049 0.0049 0.4903

Con esto se observa un tiempo promedio de vida considerablemente mayor al que se tiene
si solo se trabaja en paralelo/serie, los estados mds probables para que el sistema colapse
son el 4* y 13*, que en la configuracién inicial son (0,0,1,1) y (1,1,0,0) respectivamente, y
esto es que los componentes A y B 6 los componentes C' y D fallen simultdneamente. Con
estos dos ejemplos se aprecia la capacidad de analizar sistemas mé&s complejos, aunque una
de las desventajas es que el espacio de estados crece de manera exponencial. Este modelo es
importante para poder entender la interacciéon que pueden llegar a tener sistemas en paralelo,
y entre mds sistemas esten interactuando es mas dificil poder encontrar la matriz global de
tasas. Para ello se construye un archivo m-file que genere facilmente la suma tensorial de
Kronecker al introducir una cantidad arbitraria de matrices de tasas, ya que para ello solo
es necesario utilizar la propiedad de que el producto tensorial de dos matrices identidades es
igual a una matriz identidad cuya dimension es el producto de las dimensiones menores.

L ®L, =L, (4.9)

function Tglobal = generador_redes(varargin)

% ESTA FUNCION REGRESA LA MATRIZ GLOBAL DE TASAS "Tglobal"

% DADO QUE SE INTRODUJO UNA CANTIDAD FINITA DE MATRICES A1,A2,...
% QUE SE DEBE VERIFICAR QUE SEAN MATRICES CUADRADAS.

yA

% FORMA DE UTILIZARSE: Tglobal = generador_redes(Al,A2,...)

% Para saber cuantas matrices se introdujeron
N = nargin;

% Construimos un vector auxiliar con las dimensiones de cada matriz
Tam = zeros(1,N);
for k=1:N
Tam(k)=max (size(varargin{k}));
end

% Se analizan si se tienen dos matrices o mas
if( N==2 )
Tglobal=kron(varargin{1},eye(Tam(2))) + ..
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...kron(eye(Tam(1)) ,varargin{2});
else
% Generamos inicialmente la suma global Al k I2 k I3... k IN
% y el ultimo I1 k I2 k I3 k ... k AN

Tglobal = kron(varargin{1},speye(prod(Tam(2:end)))) + ...
. kron(speye (prod(Tam(1:N-1))) ,varargin{N});

% Y en esta ultima parte se generan las matrices intermedias
% I1kI2k ... kAj k ... k IN

for k=2:N-1
Tglobal = Tglobal + kron(speye(prod(Tam(1:k-1))),
...kron(varargin{k}, speye (prod(Tam(k+1:N)))));
end
end

% La matriz Tglobal es sparse, por lo que se regresa su version "completa"
Tglobal=full(Tglobal) ;

Este archivo serd de mucha utilidad debido a que se puede introducir cualquier cantidad de
matrices de tasas y encontrar la matriz de tasas global, ya que si se observa el ejemplo de los
cuatro circuitos era complicado estar introduciendo tantos operadores de Kronecker encajados
que dificultarfa el cdlculo global usando la propiedad formal I,, ® I, ® -+ - ® A, ® ---®1,,.
Esto garantiza que se puede encontrar la matriz global de tasas de /N procesos en paralelo de
manera sencilla, aunque se debe tener en cuenta que entre mds procesos se introduzcan y si
el espacio de estados de cada proceso es muy grande guardar en memoria esta matriz global
puede resultar computacionalmente costoso.

4.2 Teoria de Colas

La principal drea de estudio de la teoria de colas es el anélisis de los tiempos de espera en
distintas situaciones donde se realicen "servicios". En estos casos existen distintas modali-
dades de como se realizan los servicios y los tiempos de su realizaciéon. Ejemplos basicos sobre
este tipo de arribos se dan por ejemplo en la llegada de llamadas telefénicas a una central
telefénica, cuando automovilistas solicitan servicio en una gasolinera, el arribo de clientes a
la zona de cajas de un supermercado, entre otros. Cuando arriban clientes al sistema pueden
hacerlo de manera de manera individual o por lotes. A su vez, cuando los clientes llegan al
sistema, es necesario analizar el tiempo que se requiere para la realizacién del servicio, por
lo que esto es el segundo elemento a considerar, ya que el tiempo de realizaciéon se puede
considerar igual para cada cliente o puede variar de forma aleatoria. Un tercer elemento
a considerar es el mimero de "estaciones" que se tienen para realizar el servicio, ya que se
puede tener una sola estacion de trabajo o varios a la vez, y en particular cada estacion de
servicio puede tener tiempos de realizacion diferentes (por ejemplo, en un super mercado una
cajera novata se tardard mds en atender a un cliente que una cajera con experiencia). Una
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cuarta carecteristica bdsica es el que se aplica para atender a los clientes, en un caso general
se pueden aceptar "una infinidad" de clientes en el sistema, pero en la prictica se tiene una
capacidad finita para la cola del sistema. Es comiin que a los clientes se les atienda como
fueron arribando al sistema, lo que se conoce como "Primero Llega Primero Sale" (FIFO,
"First In First Out" en inglés) y es en general la forma mds comin de atencién. Hay otra
forma de atender a los clientes, esto se debe a que algunos clientes tienen mas prioridad que
otros (por ejemplo, cuando se tiene un accidente automovilistico y se llega a una sala de
emergencias, es atendido primero el accidentado antes que la gente que va solamente de con-
sulta). A este tipo de servicio se le conoce como "Ultimo Llega Primero Sale" (LIFO, "Last
In First Out" en inglés). Como primera aproximacién matemadtica a este tipo de problemas
se plantean los procesos de nacimiento y muerte.

Un proceso de nacimiento y muerte se asume que se tiene una poblacién de tamano n
y que solamente puede ocurrir un nacimiento 6 una muerte en un intervalo corto de tiempo.

1. En una poblacién de tamano n al tiempo ¢ la probabilidad de que ocurra un nacimiento
en un intervalo de longitud h es A\,h +o(h) y que no ocurra un nacimiento es de

1 —X\,h+o(h)

2. En una poblacién de tamano n al tiempo t la probabilidad de que ocurra una muerte
en un intervalo de longitud h es u,h + o(h) y la probabilidad de que no ocurra una
muerte es de 1 — u, h + o(h)

3. El nimero de nacimientos es independiente al nimero de muertes para un mismo
tamano de poblacién

4. Si al tiempo ¢ el tamano de la poblacién es cero, entonces la probabilidad de que ocurra
un deceso en el intervalo (¢,t + h) es cero

o(h)

La funcién o(-) se puede entender como una funcién despreciable y cumple }llin(l) - =0

Si se tiene un tamano de poblacién n, la tasa con la que nace una unidad es de )\, y la tasa con
la que muere una unidad es de p,,. Con ello se pueden obtener las siguientes probabilidades
de transiciéon

8) Pypy1(t,t+h) = (Ah+o(h)) - (1 = p,h + o(h))
= Mol + o(h)

b) Ppn-1(t,t +h) = (p,h+o(h)) - (1 — Ak + o(h))
= w,h+o(h)

c) Pou(t,t+h)=(1—Ah+o(h) (1 —p,h+o(h))
=1— (A, +p,)h+o(h

Bajo estas hipétesis de modelacién, se construyen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
hacia atrés y hacia adelante. En el primer caso se descompone el intervalo (0, + h) en dos
intervalos, los cuales son (0,h) y (h,t + h), y se obtienen las ecuaciones de Kolmogorov
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hacia atrds. Se asume que el proceso es homogéneo, es decir, que las probabilidades no
dependen del intervalo que se este analizando. Por simplificacién denotamos a las probabili-
dades P, ;(t,t+h) = P, ;(0,h) = P, ;(h). Utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

P ;(0,t+h) =

S B0, h) Py (h,t + h)

kel

= Z Pi,k(()? h)Pk,j (07 t)

ke
= Piica(h)Pi1;(t) + Pii(h) P (t) + Piiva(h) Pig1;(t) + o(h)
= whPi_y;(t) + (1 — (N + p;)R) Pij(t) + NihPiy1 j(t) + o(h)
= whPi1;(t) + Pi(t) — (N + p)hPij(t) + Aih Py ;(t) + o(h)

después, pasando el término P, ;(¢) al lado izquierdo y dividiendo todo entre h se obtiene que

Byt +h) = Piy(t)

o(h)

= p; Pi1j(t) — (N + ;) Pij(t) + A Py (1) + ——

h h

y tomando por tltimo el limite cuando h — 0 se obtiene las ecuaciones de Kolmogorov

hacia atras

Boot) Pou(t) Fpo(t)
Pio(t) Pry(t) Po(t)
Byo(t) Poa(t) Poo(t)

[ — o Ao

o =g+ A1)
.= 0 Ha
0 0

0

A1
—(pz + A2)

H3

0 0
0 0
A2 0

—(p3 +A3)  As

Poo(t) FPoa(t) Poalt)
Pio(t) Pia(t) Pia(t)
Poo(t) Paa(t) Poalt)

De manera similar se construyen las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante,
tomando en cuenta ahora que el intervalo (0, ¢+ h) se puede descomponer como dos intervalos

disjuntos (0,t) y (t,t+ h)

P ;0,t+h) =
kel

S P08 Pyt t+ )

= Z PM(O, t)Pk,j(Oa h)

kel

Py i 1) Pj-1,(h) + Pij() P j(h) + P ji1(t) Pigaj(h) + o(h)

:Pij

),

1(B)Nj—1h + Pij()(1 = (1 + Aj)h) + Prjya ()b + o(h)

= Pja(O)Ajah + Pij(t) — (g + A)hPi;(t) + Pijia ()i h + o(h)

después, pasando el término P, ;(t) al lado izquierdo y dividiendo todo entre h se obtiene

que

Pij(t+h) — P ;(t)

h

= PN — (1 + X)) Pij(t) + Pijra (g +

o(h)
h
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y por tltimo tomando el limite cuando h — 0 se obtiene las ecuaciones de Kolmogorov
hacia adelante

Foo(t) Fo(t) Foo(t)
Plo(t) Pia(t) Pro(t)

Pyo(t) Pyy(t) Poot) - | =

. A 0 0 0

Poo(t) Poi(t) Poa(t) ’ ~ i)\) ) 0 0
Pio(t) Pua(t) Pia(t) - || Fr —¥aTA !

= 1.0 .- 1,2 0 o _(Nz + )‘2) Ao 0

Poolt) Par(t) Pealt) 0 0 I3 —(1g +A3) g

En ambos casos, la matriz de tasas T del proceso de nacimiento y muerte estd dada por

—No Ao 0 0 0
py o =g+ A1) A1 0 0

T=| 0 o — (kg + A2) A2 0 (4.10)
0 0 H3 —(p3 +A3) Az

Con la construccién de un proceso de nacimiento y muerte usando las hipétesis men-
cionadas al principio queda més claro el porque la matriz de tasas tiene como suma de
renglones igual a cero. Otra de las propiedades que estaremos trabajando es que no consi-
deraremos un tamano de poblacién infinito, sino que este tamano puede ser una constante N
muy grande, que si la poblacién llega a esta cantidad entonces solo habrd defunciones, por
lo que la estructura de la matriz de tasas T € ROWHD*(V+1) de un proceso de nacimiento y
muerte finito estard dada por

[~ o 0 0 0 |
py o =+ M) A1 0 0
0 — (g + A A 0
T _ ' /Jj2 (/’l’2 2) ' 2 (411)
0 0 pno1 —(n—1 A1) Avoa
0 0 0 KN —HN ]

Los procesos de nacimiento y muerte son importantes al trabajar en la teorfa de colas. En
la literatura se especifican 6 valores distintos, y se denota como la notacién de Kendall® a

?David George Kendall. (1918-2007). Matemadtico y estadistico inglés. Trabajé en las dreas de probabili-

dad y teorfa de colas.
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la sexteta
A/B/c¢c/D/JE/F

donde el primer valor A hace referencia al proceso de arribo, el valor B hace referencia a
la distribucién del tiempo de servicio, el valor ¢ hace referencia al nimero de servidores, el
valor D hace referencia a la capacidad médxima que tiene el sistema, el valor E describe el
tamano de la poblacién que solicita servicio (que en general es infinito) y por tltimo el valor
F' hace referencia a la disciplina de como se atiende en los servidores. Ahora bien, la dupla
A / B puede tomar alguno de los siguiente valores

M significa en inglés "memoryless" por pérdida de la memoria 6 del tipo exponencial
G significa una distribucién general para el arribo o el tiempo de servicio
G1 significa una distribucién general independiente en los tiempos de arribo

Un modelo bésico pero importante es el dado por el cuarteto M / M / 1 / N, que tiene
como hipétesis de que los arribos son independientes y de un proceso Poisson, los tiempos de
servicios tienen una distribuciéon exponencial, solamente hay un sélo servidor y se tiene una
capacidad méxima de N trabajos en espera (junto con el que se estd atendiendo). Se asume
implicitamente que hay una poblacién infinita y que la modalidad del servicio es FIFO. Una
descripcion de esta modalidad estd dada por el siguiente diagrama

Capacidad
Limitada

Llegadas Servicio Salida

OO0 O

La matriz de tasas T asociada a este modelo estd dada por

A A 00 --- 0
woox A0 0
x N - 0

0 0 0 p * A
0000 p —p|

donde si se tiene una capacidad méaxima de N clientes en el sistema, entonces se tiene una
matriz T € RWHIXWN+1) v o] espacio de estados estd dado por B = {0,1,2,...,N}. Los
valores en la diagonal dados por * hacen que la suma por renglones sea cero. Se asume en
este caso que las tasas son constantes, si fuera un sistema de colas de un super mercado por
ejemplo, una cajera no se verfa intimidada por la longitud de la cola y estarfa atendiendo a
los clientes con el mismo tiempo de servicio. También el arribo de los clientes al servidor es
constante, que esto nos dice que el tamano de la cola no influye en la decisién de un cliente
para incorporarse a esperar el servicio. En la préactica estas tasas A y p no necesariamente
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tienen que ser constantes. Un modelo similar es cuando se tienen c servidores para realizar
el servicio, a este modelo se le denota por M / M / ¢ / N,y el diagrama de este modelo es

el siguiente:
Servicio

Capacidad
Limitada

QOO0 77 ©

O

En este caso se asume que todos los servidores tienen la misma tasa de servicio p. En
este caso hay ¢ procesos recibiendo el servicio y N — ¢ procesos en espera. En Taha [69] se
especifica que las tasas de arribo y salidas para esta configuracién estd dada por

A = Asin>0

B npsin <c
Hn = cusin>c

por lo que la matriz de tasas T € RWTDX(V+1) g50ciada a este esta dada por
RN ,
nooox A
0 2u = A
3 kA
T = ‘ R
cpu oA

kA

(T

donde las demds entradas son cero. A estos supuestos bdsicos se les pueden agregar dos
hipétesis adicionales que permiten generalizar estos procesos de nacimiento y muerte o en
nuestro contexto de llegadas y salidas. En Gross y Harris [38] se incluye la hipdtesis de
que cuando alguien se encuentra con una linea de espera larga no necesariamente desea
incorporarse a ella y puede decidir si unirse a la linea de espera o no con una probabilidad
positiva a,, si es que hay n clientes en ella. Estas probabilidades de "arribo" a,, tienen que
ser monétona decrecientes, es decir, 0 < a,11 < a, < 1y con ello garantizar que entre
mas grande sea la cola menos atractivo sea incorporarse a ella. Con este factor de decidirse
unirse a una fila las tasas de nacimiento \, estarian dadas por A, = Aa,,. Otra caracteristica
que se presenta en lineas de espera comunes como los supermercados o en los bancos es la
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impaciencia de los clientes al no recibir el servicio. En Gupta [55] se especifica que un cliente
puede esperar un tiempo 7' para recibir el servicio, y si no ocurre pronto se volvera impaciente
y abandonard la linea de espera sin recibir el servicio. Se puede modelar este tiempo 7' como
una variable aleatoria exponencial dada por:

Ir(t)y=ne ™ cont>0yn>0 (4.12)

este valor 7 representa el pardmetro de impaciencia. Este pardmetro se asume por igual para
todos los clientes que desean incorporarse a la linea de espera y la decision de abandonar la
linea de espera es independiente para los procesos que esperan recibir el servicio. El modelo
general propuesto por Gupta [55] M / M / ¢ / N que incorpora estos dos elementos tiene
una matriz de tasas T dada por

[ A
T D
2 % A

3 kA

cu+ (N—-1-c¢c)n * Aan-_1
I cpu+(N—cp

(4.13)
donde los elementos en la diagonal principal * hacen que la suma de renglones sea cero. Un
detalle por comentar es qUn ejemplo de esta matriz general de tasas para N =7y c =4 se
muestra a continuacion.

* A 0 0 0 0 0 0
wox A 0 0 0 0 0
0 2 * A 0 0 0 0
T - 0 0 3p = A 0 0 0
0 0 0 4u * Aay 0 0
0 0 0 0 4pu+n * Aas 0
0 0 0 O 0 dp + 2n * Aag
|0 0 0 0 0 0 4+ 3n  *

Como este tipo de lineas de espera son comunes en la practica, a continuaciéon se muestra
un programa m-file que permite encontrar ficilmente esta matriz tridiagonal general (4.13).
A este programa se le llamard sistemaMMcNgeneral.m

function T=sistemaMMcNgeneral(N,c,lam,mu,eta,Ak)

% ESTA FUNCION REGRESA LA MATRIZ DE TASAS DE UN SISTEMA
% DE ESPERA M/M/c/N
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% N = numero clientes en el sistema

% c = numeros servidores (c<=N)

% lam = tasa de arribo promedio

%» mu = tasa de servicio promedio

% eta = tiempo promedio espera impaciencia

% Ak = probabilidades de incorporarse a la cola

A (de la forma [1 1 1 ... 1 Ak(c) Ak(c+l) ... Ak(N-1) ]

% FORMA DE USARSE: T=sistemaMMcNgeneral(N,c,lam,mu,eta,Ak)

» T e R(N+1,N+1)
% Si no hay probabilidades de que se incorpore a la fila
if ( nargin==5 )
Ak = ones(1,N);
end

w=length (Ak) ;
if( w™=N )

error(sprintf(’ El vector de probabilidad debe ser de tamano N = Y%g ’, N))
end

% Se construyen las diagonales superior e inferior

Dsup = lam*Ak; % Diagonal de arribo

vapl = mux[l:c , cxones(1,N-c)]; % Elementos tasa servicio

vap2 [ Ox[1:c], etax[1:(N-c)] ]; %Elementos tasa abandono
Dinf = vapl + vap2;

Dprin = [ Dsup, 0] + [0,Dinf]; 7% Diagonal principal
T=diag(Dsup,1) + diag(Dinf,-1)+ diag(-Dprin); % Matriz de tasas

Con este programa se desea analizar un sistema comin en nuestras vida cotidiana, que son
las lineas de espera en las tiendas de autoservicio. A continuacién se muestra un diagrama
de una "mini tienda" de autoservicio.

O O O 1O O
o o

®
® O O
O O O

Esto implica que los dos primeros servidores (de izquierda a derecha) se pueden modelar
mediante un modelo M / M /1 / N, donde N es la cola mds larga que se puede formar.
Cada uno de estos servidores tienen distintas tasas de servicio p; y ps (esto porque puede
depender de la experiencia de cada cajera) pero las tasas de arribo serfan iguales a A. En el
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caso de la configuracién de la tercera caja se tendrfa un modelo M / M / ¢ / N, con ello
se tendrfa modelado lo que es la seccién de "cajas rédpidas", por lo que la tasa de servicio ji4
tiene que ser més baja compardndola con p; y py pero la tasa de arribo de clientes )y tiene
que ser mas alta. En este caso puede existir una impaciencia del cliente al encontrarse con
una fila demasiado larga. Inicialmente nos interesa calcular la probabilidad de que el sistema
se encuentra en un estado 6ptimo (sin clientes). También se puede obtener para cada servidor
el tiempo promedio que un cliente tardard en ser atendido. Para poner un caso en particular,
asumamos los siguientes datos para los primeros dos servidores

A = dos clientes cada 5 minutos

1 . . A = 24 clientes por hora
— = un cliente cada 5 minutos . .

1y = { [i; = 12 clientes por hora
1 AT .

— = un cliente cada 6 minutos fiy = 10 clientes por hora
125)

Y los siguientes datos para el tercer servidor
)\2 ==
1

— = un cliente cada 3 minutos
s

Ao = 36 clientes por hora

tres clientes cada 5 minutos
{ ft; = 20 clientes por hora

Con ello se quiere analizar las probabilidades limites. Para ello se construyen las matrices
de tasas para cada servidor, por el momento asumiremos que N = 4 para los primeros dos
casos y para el tercer caso se tomardn ¢ =4y N = 15.

>> YServidor 1
>> Tl=sistemaMMcNgeneral(4,1,24,12,0);
>> YServidor 2
>> T2=sistemaMMcNgeneral(4,1,24,10,0);
>> YServidor 3
>> T3=sistemaMMcNgeneral(15,4,36,20,0);
>> JProceso global
>> T=generador_redes(T1,T2,T3);
>> % Vector estacionario
>> tic, Vest = vector_estacionarioGTH(T); tiempol=toc
tiempol =

39.1887
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Vector estacionario

De esta forma para encontrar el vector estacionario Mat/Oct se tardé aproximadamente
39.1887 segundos, para obtener que la probabilidad de que los tres servidores desocupado es
de m(g,0,0) = 9.2833 X 107°. De manera alternativa se puede encontrar este vector estacionario
de una forma méds préctica sin tener que construir todo el proceso global. Para ello si se
tienen k procesos en paralelo con matrices de tasas T, Ts, ..., T}, entonces el proceso global
T esta dado por la suma tensorial. Encontrar el vector estacionario de este proceso global es
equivalente a encontrar los vectores estacionarios de cada una de las matrices T4, Ts, ..., Ty
dados por 7, s, ..., T v después realizar el producto tensorial de estos vectores estacionar-
ios para obtener el vector estacionario del proceso global wgpa = 1 ® o ® ... ® 7. A
continuacién se muestra la ventaja en tiempo computacional al realizar este procedimiento
en Mat/Oct.

>> tic, Vel=vector_estacionarioGTH(T1); Ve2=vector_estacionarioGTH(T2);
Ve3=vector_estacionarioGTH(T3); Vest2=kron(Vel,kron(Ve2,Ve3));
tiempo2=toc;
>> tiempo2
tiempo2 =
0.1099

Es un ahorro en tiempo bastante considerable, y para mostrar que son equivalentes se
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muestran los residuales del método 1 contra el método 2.
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y con esto también se obtiene que los residuales son muy buenos, ya que son del orden 10717,
y estan dentro del limite de la unidad de redondeo de Mat/Oct. Es importante ya que esto se
puede aplicar para més servidores cada uno con tiempos de arribo y de servicio distinto. Otra
informacion relevante que se puede obtener de este proceso global es poder estimar los tiempos
promedio de cuando alguno de los servidores se desocupen. Otra pregunta importante de la
teorfa de colas es poder estimar el promedio de clientes en el sistema en estado estable. Para
ello se obtiene el vector estacionario de cada servidor y se calcula la cantidad:

N
L= :5:: k7Tk
k=0

Esta cantidad nos dird cudntos clientes se espera tenga cada servidor en promedio cuando
el sistema se ha estabilizado. Se puede calcular ficilmente esta estadistica bésica.

>> Y Para el servidor 1
>> Ls1l = sum([0:4] .%Vel)
Lsl =

3.1613

>> % Para el servidor 2
>> Ls2 = sum([0:4].%Ve2 )
Ls2 =

3.3493

>> % Para el servidor 3
>> Ls3 = sum([0:15] .*Ve3)
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Ls3 =
1.9050

Con estos datos se observa que en promedio los servidores 1 y 2 tendran 3 clientes en
promedio, y que el servidor 3 tendrd en promedio 2 clientes en espera. Otro dato que se puede
obtener de cada servidor es el tiempo en promedio que cada cliente tiene que esperar para
poder recibir el servicio, con ello solo es necesario que hagamos el estado 0 absorbente, los
demds estados serdn transitorios y con ello se podra estimar facilmente el tiempo promedio
de espera. Para facilitar el cdlculo se hace un programa m-file que permite transformar algin
conjunto de estados en absorbentes

function Ta = estados_absorbentes(T,absorbs)

% ESTA FUNCION TRANSFORMA LOS ESTADOS "absorbs"

% EN ABSORBENTES, Y REGRESA UNA NUEVA MATRIZ "Ta"

% PARA NO MODIFICAR LA MATRIZ ORIGINAL.

yA

% FORMA DE USARSE: Ta = estados_absorbentes(T,absorbs)

Ta=T;
[n,n]=size(T);

for k=absorbs
Ta(k, :)=zeros(1,n);
end

Y con ayuda de este programa se analizard de manera préactica cudl es el tiempo promedio
que un servidor tardard en desocuparse, tomando en cuenta el arribo de clientes al sistema.
La funcién estadisticasCTMC.m regresa solamente el vector de tiempos promedio de salida
M* y la matriz de probabilidad de ltima absorcién F.

>> Tl=sistemaMMcNgeneral(4,1,24,12,0); Tla=estados_absorbentes(T1,1);
>> [clasesl,R1,Q1]=extraccionRQcmtc(T1a);
>> [Mastl,Fl]l=estadisticasCTMC(Q1,R1); Mastl
Mastl =
1.2500
1.8333
2.0833
2.1667

>> T2=sistemaMMcNgeneral(4,1,24,10,0); T2a=estados_absorbentes(T2,1);
>> [clases2,R2,Q2]=extraccionRQcmtc(T2a);
>> [Mast2,F2]=estadisticasCTMC(Q2,R2); Mast?2
Mast2 =
2.2984
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3.2144
3.5544
3.6544

>> T3=sistemaMMcNgeneral(15,4,36,20,0); T3a=estados_absorbentes(T3,1);
>> [clases3,R3,Q3]=extraccionRQcmtc(T3a);

>> [Mast3,F3]=estadisticasCTMC(Q3,R3); Mast3’

ans =

0.1441 0.1964 0.2267 0.2494 0.2721 0.2948 0.3175

0.3402 0.3629 0.3854 0.4077 0.4295 0.4502 0.4683 0.4808

Estos resultados confirman que los servidores 1 y 2 por lo general siempre estardn ocu-
pados, en promedio se tardard en estar sin servicio 2 horas 10 minutos y 3 horas 40 minutos
aproximadamente respectivamente. Para el servidor 3 el tiempo de desocupacion es mejor,
ya que en promedio se tardard 28 minutos en desocuparse, aunque en este caso el tiempo
puede aumentar si se permite que la linea de espera crezca, que el tiempo de servicio se haga
més lento y por lo tanto la linea de espera se sature. Con esto se aprecia que entre mas
tiempo de servicio se tarde un servidor la linea de espera serd méds larga. Con ello se desea
mejorar el proceso de poder obtener informacién conjunta del proceso de cuando al menos
un servidor estard desocupado. El problema es que se tienen una gran cantidad de ternas de
la forma (0,4,7) 6 (4,0,7) 6 (i,7,0) que representarian cuando el primer, segundo o tercer
servidor estdan desocupados. Lo que se busca es fusionar estas ternas para formar un espacio
de estados reducido que facilite la interpretacién de resultados. Con ello en Kemeny y Snell
[30] definen los elementos para que una cadena de Markov finita {X,},  sea truncable?, y
estas definiciones se extienden a los procesos de Markov finitos {X(t)}, g+ La idea central
de poder truncar un proceso es que se tiene el espacio de estados E = {1,2,...,n} y se quiere
fusionar ciertos estados en un "mega estado" [; para construir un nuevo espacio de estados
reducido de la forma E; = {Eq,...,E,,}. Si se cumple que el proceso es truncable, entonces
no se perderd informacién fundamental de la matriz de transicién. Para definir este proceso
truncable se construyen dos matrices U € R™" y V € R™"™ de la siguiente manera. Los
renglones de la matriz U € R™*" cumplen que el i-ésimo renglén es igual al vector de proba-
bilidad uniforme teniendo entradas iguales para los estados del grupo [; y cero en los demads
estados. Las columnas de la matriz V € R™™ cumplen que la j-ésima columna es igual al
vector de 1’s cuyos componentes corresponden a los estados en [E; y cero en otro caso. En
Kemeny y Snell [30] se demuestra las condiciones que cumple una cadena de Markov finita
para que sea truncable el proceso.

Teorema 4.9 Sea {Xi},.y una cadena de Markov con matriz de transicion P y espacio
de estados B. Se particiona el proceso con nuevo espacio de estados By = {Ey,...,B,}

con | JE, = E. Sean U y V las matrices definidas anteriormente. Entonces el proceso es
i

3E] término inglés es "lumpable", pero no existe una traduccién directa al espafiol, por lo que se propone
b b
la tradiccion "truncable", porque se reducira el espacio de estados original a otro que contenga menos estados.
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truncable con respecto a By si se cumple

VUPV =PV (4.14)

Si el proceso es truncable, entonces la matriz de transicion Pr del proceso truncable estd
dado por

Pr = UPV (4.15)

Este resultado se aplica también de manera similar cuando se tiene un proceso de Markov
finito. El proceso {X(t)},.g+ es truncable para el espacio de estados Ep si VUP(t)V =
P(t)V para todo t € RT | y si es truncable entonces la matriz de transiciéon estd dada por
Pr(t) = UP(t)V. La misma condicién se cumple con la matriz de tasas T. Con estos
resultados se puede obtener informacién general del tiempo que se tardard que los servidores
se desocupen por primera vez, asumiendo la independencia de cada servidor. En nuestro
problema general generamos los siguientes "mega estados"

E; = el servidor 1 estd vacio
E; = el servidor 2 estd vacio
E; = el servidor 3 estd vacio
E,2 = los servidores 1 y 2 estdn vacios
Ey3 = los servidores 1 y 3 estdn vacios
Eq3 = los servidores 2 y 3 estdn vacios
Ei23 = los tres servidores estdn vacios

Con esto se obtiene el nuevo espacio de estados
ET - {E172,37 El) E27 E?)a ELQ? E1,37 E2,37 €1, €2, €m}

donde los demds estados e; representan el estado de los servidores acomodados de forma
lexicografica. Queremos analizar el tiempo promedio que se tarda el sistema global en tener
los procesos libres, y para ello los mega estados B 23, Eq, Bo, B3, B 9, 3 v Eo 3 se conver-
tirdn en estados absorbentes. Primero se construye el producto cartesiano {0,1,...,4} X
{0,1,...,4} x {0,1,2,...,15} y se obtendra un total de 400 ternas, que representan todas las
posibles combinaciones posibles de los servidores. Renombrando las ternas en orden lexicogra-
fico 1*,2*, ...400* se construye un script para analizar este proceso global. Los resultados
iniciales muestran que el proceso no es truncable con respecto a esta particién Er, debido a
que se obtiene VUTV # TV, esto implicaria que estaremos perdiendo cierta informacion
sobre las transiciones de los estados originales, la ventaja es que en teorfa sabremos cuél
serd el mega estado mdas probable que se visite, que de manera intuitiva debera ser el mega
estado E3, que el tercer servidor se desocupe primero. Se muestran a continuacién solamente
unos datos obtenidos de este andlisis inicial, mostrando algunas entradas de la matriz F y
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del vector M* (este tltimo multiplicado por un factor de 60 para mostrar los resultados en
minutos)

Estado E17273 El EQ Eg ELQ E1’3 E273 M>(k60)

(1,1,8) 0 0.3814 0.3073 0.3111 O 0 0 7.9514
(1,1,15) 0 0.4058 0.3230 0.2710 O 0 0 | 10.3416
(2,2,8) 0 0.2171 0.1486 0.6341 O 0 0 | 14.5997
(2,2,15) 0 0.2620 0.1761 0.5618 0 0 0 | 19.5349
(3,2,10) 0 0.1361 0.1726 0.6912 0O 0 0 | 17.9743
(3,3,10) 0 0.1482 0.0889 0.7627 0 0 0 |19.4471
(3,4,15) 0 0.1862 0.0845 0.7291 0 0 0 |24.1038
(4,3,15) 0 0.1492 0.1124 0.7382 O 0 0 | 24.3427
(4,4,15) 0 0.1530 0.0877 0.7591 0 0 0 | 24.8691

Estos datos inicialmente nos confirman que dos servidores no pueden estar simultdnea-
mente desocupados, por lo que no era necesario fusionar los estados que corresponden a
E1 2, B 3,23 ni tampoco al estado tinico [E; 3. Otra observacién importante es que en gen-
eral el servidor 3 siempre tiene mejor tiempo de servicio, y se puede mejorar si se tienen més
servidores disponibles. Este andlisis se puede volver a reconfigurar para analizar las probabil-
idades de servicio asumiendo que el servidor 1 y 2 mejoran un poco su tiempo de servicio, y
que al servidor 3 se le aumenten més servidores. Ahora bien, se analizard a continuacién un
proceso similar al descrito anteriormente, se tomard ahora en cuenta el factor de impaciencia
71 que puede tener un cliente para abandonar el sistema si no ha sido atendido, que las lineas
de espera aumenten en los tres servidores, pero que en los servidores 1 y 2 exista una prob-
abilidad de que el cliente decida o no incorporarse a la linea de espera, y ver el rendimiento
global del sistema. Para este caso de anélisis se tomard que un cliente abandonara el sistema
si su tiempo promedio es de n~! = 1.5 horas, por lo que el factor de impaciencia que se tiene

esn = 3 También se aumentara las lineas de espera de los tres servidores, para los dos

primeros casos se tomard de N = 7 pero las probabilidades de incorporarse a la linea de
espera seran de a4y = 0.9, a5 = 0.8 y ag = 0.6. Para el tercer servidor se aumentard a ¢ = 5
procesos en servicio y la linea de espera que aumente hasta N = 30, en este caso se asume
que el cliente no abandona la linea de espera. Con ello poder realizar un andlisis similar al
que se hizo anteriormente, y observar si existe un mejoramiento en los tiempos de servicio.

Este nuevo proceso tendrd una cantidad de (7 + 1)(7 4 1)(30 + 1) = 1984 estados.
>> Tl=sistemaMMcNgeneral(7,1,24,12,2/3,[1 1 11 0.9 0.8 0.6]);
>> T2=sistemaMMcNgeneral(7,1,24,10,2/3,[1 1 11 0.9 0.8 0.6]);

>> T3=sistemaMMcNgeneral(30,5,36,20,0);
>> Vel=vector_estacionarioGTH(T1);

>> Ve2=vector_estacionarioGTH(T2) ;

>> Ve3=vector_estacionarioGTH(T3);

>> VeTotal=kron(Vel,kron(Ve2,Ve3));

>> bar(VeTotal)
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Con esto se observa un comportamiento similar al mostrado en la primer configuracion
que se analizé previamente. La probabilidad de que el proceso se encuentre desocupado es
de m(0,0,0) = 1.0056 x 107?, del mismo orden de magnitud que con la configuracién original.
También en este caso se analizard el tiempo promedio en que un servidor tardard en estar
desocupado. Para ello se convierte el estado 0 en absorbente, en los tres casos.

>> Tla=estados_absorbentes(T1,1);
>> [clases1,R1,Q1]=extraccionRQcmtc(T1a);
>> [Mastl,Fl1]=estadisticasCTMC(Q1,R1); Mastl
Mastl =

3.4373

5.1143

5.9577

6.3846

6.615

6.7389

6.8014

>> T2a=estados_absorbentes(T2,1);
>> [clases2,R2,Q2]=extraccionRQcmtc(T2a) ;
>> [Mast2,F2]=estadisticasCTMC(Q2,R2); Mast2
Mast2 =

8.1263

11.471

12.915

13.556

13.865

14.018

14.089
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>> T3a=estados_absorbentes(T3,1);

>> [clases3,R3,Q3]=extraccionRQcmtc(T3a);

>> [Mast3,F3]=estadisticasCTMC(Q3,R3);

ans
.1410
.1915
.2199
.2394
.2651
.2707
.2863
.3019
.3176
.3332
.3488
.3644
.3801
.3957
L4113
.4269
.4426
.4582
.4738
.4894
.5051
.5207
.5363
.5519
.5675
.5831
.5984
.6133
.6269
.6369

O O O O O OO OO OO OO ODODODODODODODODOOOOOCOOCOOCOI

8.
.4919
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
19.
20.

11

21

31

4591

1950
3669
3044
2419
1794
1169
0544
9919
9294

.8669
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
L2417
32.
33.
34.
34.
35.
36.
37.
38.

8044
7419
6794
6169
5544
4919
4294
3669
3043

1790
1157
0512
9830
9048
7985
6145
2145

[Mast3, 60*Mast3]

134

Estos datos arrojan como resultados que al crecer la linea de espera de los primeros dos
servidores el tiempo que se tardard en desocuparse es muy grande, asumiendo que la tasa de
llegada y de servicio se mantiene igual. Como la unidad de tiempo estd dado en horas, si los
servidores estdn con su méaxima capacidad entonces para que no tenga servicio la linea 1 y
2 es necesario esperar en promedio 6.8 horas y 14.089 horas respectivamente. Para el tercer
servidor en general los tiempos de servicio son buenos, aproximadamente se espera que en
38 minutos en promedio se desocupe el tercer servidor. En la préctica las lineas de espera
en las tiendas de autoservicio crecen demasiado, los tiempos de servicio varian mucho, por
lo que en general se deberd tener cuidado al analizar lineas de espera reales. También puede
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aumentar el tiempo debido a que se cierre alguna subestacién de este servidor, por lo que los
clientes tendran que trasladarse a otra estacién de servicio. Una pregunta inicial es jcudl es
el tiempo promedio que se tarda el proceso en tener los tres servidores desocupados cuando
se tiene las lineas de espera en su médxima capacidad? Se busca analizar la esperanza de la
variable aleatoria

Tp =min {t € RT : (X;(t), X2(t), X5(t)) = (0,0,0) }

y como se realizé anteriormente el estado 1* de nuestro espacio de estados se hace absorbente.
Con ello obtenemos como respuesta no tan gratificante lo siguiente

>> Tglobal=generador_redes(T1,T2,T3);
>> TglobalA=estados_absorbentes(Tglobal,1l);
>> [clasesg,Rg,Qgl=extraccionRQcmtc(Tgloball) ;
>> [MastG,FG]=estadisticasCTMC(Qg,Rg) ;
>> MastG(end)
ans =
1517.9

Por lo que en la practica no se verda que los tres servidores se desocupen de manera
conjunta hasta que "transcurran" 1518 horas aproximadamente, que en la realidad pues esto
es imposible debido a las limitaciones fisicas implicitas. Se realizard un anélisis similar al
construir un nuevo espacio de estados y truncar el proceso con la siguiente estructura

ET - {]E’LQ,?)’ El) E27 E37 €1, €2, em}

donde [ 5 3 representa el estado de que los tres servidores estdn desocupados, el mega estado
[E; representa los estados donde el servidor 1 estd desocupado, y de manera similar los estados
E,; v Es. Los demds estados e, es, ..., €, representan las ternas faltantes. Al realizar esta
particiéon del espacio de estados original se observa de nueva cuenta que el proceso no es
truncable con respecto a este espacio de estados, por lo que se estd perdiendo informacion
bésica sobre la transiciéon entre estados. Algunos resultados bésicos de la matriz de ultima
absorcion y el vector de tiempos promedios de salida se muestran a continuacién.

Estados | Eja3 Ey Ko Es M)

(0,0,1) | 0.2210 0.3894 0.3894 0 0.9737
(0,1,0) | 0.1096 0.5342 0 0.3561 | 0.8903

(1,1,1) 0 0.2582 0.2119 0.5298 | 3.7783
(1,1,30) 0.4062 0.3245 0.2692 | 13.0849
(1,2,10) 0.4524 0.1081 0.4393 | 10.4233
(2,2,8) 0.1973 0.1394 0.6632 | 13.2915
2,2 0.2573 0.1755 0.5670 | 25.3593

0.1388 0.0842 0.7768 | 24.9931
0.1688 0.0214 0.8097 | 33.6336
0.1057 0.0999 0.7972 | 33.3795
0.0851 0.0461 0.8686 | 27.0918
0.0344 0.0105 0.9549 | 19.4269
0.0075 0.0124 0.9800 | 8.2265
0.0527 0.0242 0.9230 | 36.9474
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Y estos datos confirman que en general los primeros dos servidores es muy dificil que
se desocupen rapidamente, y es el tercer servidor el que tiene la mejor tasa de servicio.
Por esto es recomendable que las tiendas de autoservicio aumenten la cantidad de cajas
para atender a sus clientes, ya que con ello la tasa de arribo a cada servidor disminuiria
drasticamente, y se pueden reducir considerablemente los tiempos de espera de los clientes.
Aqui se considera una tasa de impaciencia pequena (promedio largo) pero en la realidad esta
tasa se puede ver afectada cuando un cliente ve lineas de espera demasiado grandes y en
general abandonar el sistema. Aunque en este caso analizar la teorfa de colas con elementos
matriciales resulta computacionalmente més intenso, la ventaja que se obtiene es que se
puede obtener mds informacién sobre el proceso, se pueden considerar mucho maés servidores
con tasas de servicio, entre otros, permite obtener respuestas mas préacticas que si analiza
solamente un solo servidor.

4.3 El problema de inclusién

4.3.1 El logaritmo de una matriz

En esta parte se hace un andlisis particular sobre la movilidad social y la construccién de
una matriz de tasas para un proceso a tiempo continuo a partir de una matriz de transicién
empirica a tiempo discreto, aunque el origen de este estudio tedrico se dié al considerar las
transiciones de créditos de empresas, y se puede revisar més a fondo en Jarrow et. al [57].
La idea central es construir una matriz de tasas a tiempo continuo a partir de una matriz de
transicion a tiempo discreto, que en inglés se le conoce como "the embedding problem", y que
se puede traducir al espanol como "el problema de inclusién" o "el problema de incrustacién".
El problema matemaético que se plante6 originalmente es el siguiente:

Dada una cadena de Markov {X,} . /serd posible construir un proceso de
Markov {X (T)} tal que la distribucién de probabilidad de X (7) al tiempo
7 € N sea igual a la distribucién de X7

Se ha estudiado anteriormente que si el proceso de Markov tiene una matriz de tasas T
entonces las probabilidades de transicién estdan dadas por

P(t)=eT cont >0
entonces, si se toma el tiempo £ = 1 obtenemos
P=P(1)=¢"

Esta matriz P, se puede pensar como que es la matriz de transicién en una etapa de
una cadena de Markov discreta, entonces, si quisieramos construir cudl es su matriz de tasas
correspondientes, solamente "tendriamos" que despejar la funcién exponencial

P=cT = T =n(P) (4.16)
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El problema con el que se han encontrado en Israel et. al [58] es que en general no se puede
construir una matriz de tasas valida para un proceso a tiempo continuo a partir de solamente
encontrar el logaritmo de una matriz de transicién (si es que existe). Al querer encontrar el
logaritmo de una matriz de transiciéon pueden suceder al menos tres casos posibles:

a) La matriz logaritmo no existe

b) La matriz logaritmo existe pero no cumple las condiciones
de una matriz de tasas (A\j; <0y A;; > 0 para i # j)

c¢) La matriz logaritmo existe y cumple las condiciones de
una matriz de tasas

Por la expansién en series de Taylor de la funcién logaritmo se tiene que

1n(x):(m—1)—("”_21) +($_31) —(33_41) 4. para |z —1] <1

y recordando la expresién (2.5) se obtiene una condicién necesaria para la existencia de la
matriz logaritmo

In(P)= (P -1) - @ ; I’ + ® ; _® ; D + .. parap(P—1I) <1 (4.17)

Entonces, con esto, lo que se debe garantizar para la existencia de la matriz logaritmo
usando serie de potencias es que p(P —1I) < 1, es el primer elemento que se debe verificar
para construir el logaritmo con este procedimiento. Como primer caso, see tiene la siguiente
matriz de transicién, que se tomé de Singer y Spilerman [60]

0.6 0.33 0.07
P,= | 0302 0.56 0.138
0.38 0.04 0.58

cuyo radio espectral estd dado por p(P;) = 0.630095, por lo que la serie (4.17) converge.
Haciendo célculos con 100 términos de la serie se obtiene que

—0.6923  0.6393  0.0529
T, =In(P;) = | 04961 —0.7327 0.2367
0.7068 —0.1442 —0.5626

con lo que se observa inicialmente que si existe la matriz logaritmo pero que de las condiciones
de una matriz de tasas solamente se cumple aproximadamente que la suma por renglones es
cero, pero no se cumple que las entradas que no estan en la diagonal sean todas positivas.
Un cddigo bésico de Mat/Oct se muestra a continuacién

function T=logaritmo_matriz_serie(P,m)

% ESTA FUNCION CALCULA EL LOGARITMO NATURAL DE UNA MATRIZ
% DE TRANSICION "P" USANDO LA SERIE DE POTENCIAS CON "m"
% TERMINOS
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/A
% FORMA DE USARSE: T=logaritmo_matriz_serie(P,m)

n=size(P);
if( n(1)"=n(2) )
error(’ LA MATRIZ NO ES CUADRADA!!! )
end
n=max(n) ;

% Se construye la matriz de apoyo
Apoyo=P-eye(n) ;

% Se calcula el radio espectral de la matriz
RE=max (abs (eig(Apoyo)));

if ( RE>=1 )
error (sprintf(’ EL RADIO ESPECTRAL DE LA MATRIZ ES MAYOR...
... QUE 1, QUE ES %g ’, RE))
end

T=zeros(n); Apoyo = eye(n); Q=P-eye(n);

for k=1:m

Apoyo=Apoyox*Q;

T =T + ( power(-1,k+1)/k )*Apoyo;
end

disp(sprintf(’ RADIO ESPECTRAL MENOR QUE 1, DADO POR %g ’, RE))

Como ejemplo del cédigo se toma la siguiente matriz de transiciéon

>> P=[0.9 0.08 0.02; 0.1 0.80 0.1; 0 0 1];
>> T=logaritmo_matriz_serie(P,100)
RADIO ESPECTRAL MENOR QUE 1, DADO POR 0.25247
T =
-0.1107 0.0946 0.0162
0.1182 -0.2289 0.1107
0 0 0

Un problema grave que tiene el utilizar esta serie de potencia es los signos alternantes, que
siempre se han caracterizado por tener cancelaciones graves, por lo que podria no resultar
una opcién viable a la hora de estimar la matriz logaritmo. Para ello se puede trabajar con
una serie que no tiene signos alternantes y eso garantiza una mejor estabilidad numérica

o0 k

T T T T
nll-2)=—-2—————— — ... = — —con |1—z|<lyax#1
( ) gﬂ A | | y T #
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y usando los resultados (2.5) y el hecho de que a = 1 — (1 — a) se obtiene la siguiente serie
matricial para la construccion de la matriz logaritmo

ln(P):—i$ conp(I-P)<1lyP#I (4.18)

k=1

Estas dos series (4.17) y (4.18) son formas iniciales para encontrar el logaritmo de una
matriz de transicién, pero exigen la condicién (de momento restrictiva) que p(P —I) o p(I-P)
sean menores que 1, y esta condicién puede ser que no la cumplan algunas matrices de
transiciéon pero que si tengan matriz logaritmo. Como segundo ejemplo de una matriz de
transicién y que existe el logaritmo, dada en Singer y Spilerman [60] pero que su radio
espectral es mayor que 1, es la siguiente

0.260 0.169 0.248 0.323
0.327 0.275 0.146 0.252
P2=1 0260 0346 0.232 0.153 p(P2) = 1.02341 (4.19)

0.162 0.285 0.305 0.248
sin embargo la matriz logaritmo de Py estd dada por

—1.6980 0.0308  0.0251  1.6420
1.5687 —1.6502 0.0548  0.0267
0.0566  1.7763 —1.8480 0.0151
0.0114  0.0883  1.6488 —1.7486

TQI

Con esto se aprecia que deben existir otras condiciones que se deben de cumplir para que
una matriz de transicién se le pueda calcular el logaritmo.

4.3.2 Condiciones de inclusion

Distintos autores han estudiado y encontrado elementos teéricos que debe de cumplir una
matriz de transicion para que se pueda construir una matriz de tasas vélida, y que se muestran
a continuacion, y estas condiciones han sido analizadas por distintos autores.

Teorema 4.10 Sea P € R™"™ una matriz de transicion y sea T una matriz de tasas vdlida
para P, es decir, eT = P, entonces se deben cumplir las siguientes condiciones

1. (Kingman) det(P) > 0
2. (Israel) det(P) < [[ P;;
3. (Elfving) Ningin otro valor propio distinto de A =1 debe cumplir |\| =1

4. (Chung) Para todo par de estados i,j se debe cumplir que si i — j entonces P;; > 0
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5. (Runnenberg) Todos los valores propios de P deben estar contenidos dentro de la region

‘ : T
compleja z = x(v) +iy(v) con v € (0, W)

) = wp (v (zg))m (oo (jg))
y(v) = exp (—“ +vcos (%)) s (U o (g))

y su simetria sobre el eje real

6. (Singer y Spilerman) Si la matriz P tiene todos sus valores propios distintos y si T es
una matriz de tasas para P, entonces los valores propios de T satisfacen

[Im A < [In(det(P))]

7. (Singer y Spilerman) Si la matriz P tiene valores propios negativos, entonces no existe
una matriz real T tal que €T = P

Estas son algunas de las propiedades que los autores antes citados han obtenido para el
problema de la inclusiéon, lo que muestra es que se tienen muchas restricciones para que una
matriz a tiempo discreto pueda ser incluida en un proceso a tiempo continuo. Para el caso
7) se especifica en Singer y Spilerman [60] que si se tienen valores propios negativos repetidos
con multiplicidad par, es posible encontrar una solucién al problema de inclusién. Se hard
un pequeno m-file en Mat/Oct donde se puedan visualizar algunas de estas restricciones, y
verificar en que casos se puede obtener el logaritmo de la matriz P

function region_critica_inclusion(P)

% ESTA FUNCION GRAFICA LA REGION CRITICA DE LA MATRIZ
% DE TRANSICION, PARA VERIFICAR LA INCLUSION A UN

% PROCESO DE MARKOV CONTINUO, USANDO EL CRITERIO DE
’ RUNNENBERG

)

% FORMA DE USARSE: region_critica_inclusion(P)

n=size(P);
if( n(1)"= n(2) )
error(’ LA MATRIZ DEBE SER CUADRADA!!! )
end
n=max(n) ;

theta=linspace(0,2*%pi,1000); xcirc=cos(theta); ycirc=sin(theta);
v=linspace(0,pi/sin(2*pi/n),1000) ;



CAPITULO 4. ALGUNOS MODELOS Y APLICACIONES 141

xv=exp(-v + v*cos(2*pi/n)) .*cos(v*sin(2*pi/n));
yv=exp(-v + v*cos(2*pi/n)).*sin(v*sin(2*pi/n));

A=eig(P); Xval=real(A); Yval=imag(A);

hold on
plot(xv,yv,’r’,’LineWidth’,2.2), plot(xv,-yv,’r’,’LineWidth’,2.2)
plot(xcirc,ycirc, ’k’,’LineWidth’,2.2)

detP=det (P); PDiag=prod(diag(P));

for k=1:n
plot (Xval(k),Yval(k), ’b*’)
end

title(’ REGION DE INCLUSION DE RUNNENBERG ’)
xlabel (sprintf( ’ det(P) = %g , Prod(diag) = %g ’,detP, PDiag))
if ( detP<=0 )
warning(’ DETERMINANTE DE LA MATRIZ ES NEGATIVO’)
end

if ( detP>=PDiag )
warning(’ EL DETERMINANTE ES MAYOR QUE EL PRODUCTO DE LA DIAGONAL!!! )
end

axis([-1 1 -1 11)

hold off
Con esto analicemos las dos primeras matrices P; y Py

>> P1=[0.6 0.33 0.07; 0.302 0.56 0.138; 0.38 0.04 0.58];
>> region_critica_inclusion(P1)
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>> 7, Esta es la matriz donde RE(P-I)>1

>> P2=[0.260 0.169 0.248 0.323; 0.327 0.275 0.146 0.252;
0.269 0.346 0.232 0.153; 0.162 0.285 0.305 0.248];

>> region_critica_inclusion(P2)

El criterio de Runnenberg [67] da una excelente guia visual para poder determinar si existe
la matriz logaritmo de una matriz de transicién, ya que con esto se puede complementar la
idea de que no necesariamente una matriz de transiciéon debe cumplir que p(P —1I) < 1
para que existe la matriz logaritmo, el ejemplo anterior da cuenta de este hecho. Ya que
se determiné si los valores propios caen dentro de la regiéon de inclusion, lo que procede es
encontrar la matriz logaritmo sin tener que aplicar la serie (4.17). En Israel et. al [58] se
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propone utilizar la interpolacién de Lagrange dada por

TOSED IO | s (4.20)

donde z;, son los valores propios distintos de P, y la funcién f(z;) estd dada por*
f(zj) = Log |zj| + i (Arg (z;) + 2mk;)

con kj = 0,%£1,42, ... y que ademds se debe cumplir |Arg (z;) + 27k;| < [In(det(P))|. En

Meyer [1] se demuestra que toda funcién de una matriz A puede ser expresado como un
polinomio en A, y que los elementos A; = [[ ——— se les conoce como los proyectores
k#j i T Fk
espectrales. Para el caso de que no se tengan valores propios distintos existe un proce-
dimiento para encontrar la funcién de una matriz, pero para ello es necesario poder encontrar
de manera numérica los vectores propios generalizados, y que en Golub y Wilkinson [43]
demuestran que es un problema numéricamente inestable, por lo que solamente se trabajara
con el caso diagonalizable. Una implementacion del algoritmo, al cudl denotaremos por

matriz_generadora_ IRW.m, se muestra a continuacién

function TQ=matriz_generadora_IRW(P)

% ESTA FUNCION IMPLEMENTA EL ALGORITMO PROPUESTO POR
% ISRAEL, ROSENTHAL Y WEI (IRW) PARA LA BUSQUEDA DE
% UNA MATRIZ GENERADORA "TQ" TAL QUE CUMPLA TQ=1n(P)
% HACIENDO USO DE LA INTERPOLACION DE LAGRANGE

% (LA MATRIZ "TQ" PUEDE SER MULTIDIMENSIONAL)

b

% FORMA DE USARSE: T=matriz_generadora_IRW(P)

% Verificamos que la matriz sea cuadrada

n=size(P);
if( n(1)"=n(2) )
error(’ LA MATRIZ DEBE SER CUADRADA!!! )
end
n=max(n) ;

% Calculamos los valores propios de la matriz
ValProp=eig(P);

% Verificamos que sean distintos
d=vals_distintos(ValProp) ;

b
4Arg(z) = arctan <> es el argumento principal de un nimero complejo z = a + bi
a
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if( d==0 )
error(’ NO TODOS LOS VALORES PROPIOS SON DISTINTOS!!! ?)
end

detP=det (P);
if ( detP<=0 )

error(’ NO EXISTE UNA MATRIZ GENERADORA!!! ?)
end

% E1 valor critico del determinante
VCrit=abs(log(detP));

% Construccion valores propios "generalizados" y calculamos
% la cantidad total de posibles generadoras
TT=1;
for k=1:n
FRx_k = indices_valor_propio(ValProp(k),VCrit);
VPFam{k}= FRx_k; TT=TT*length(FRx_k);
end

% Todas las posibles combinaciones
casos=cartesianProduct (VPFam); TQ=zeros(n,n,TT); ydatos=zeros(n,1);

for k=1:TT
ydatos=casos(k, :);
TQ(:,:,k)=interpolacion_lagrange_matriz(P,ValProp,ydatos);
end

% La ultima matriz se tomara con la rama principal
TQ(:,:,TT+1)=interpolacion_lagrange_matriz(P,ValProp,log(ValProp));
N EE——

function d=vals_distintos(xdatos)

% VERIFICA DE MANERA RUDIMENTARIA SI TODOS
% LOS VALORES "xdatos" SON DISTINTOS

% d=0 - ALGUN VALOR ES IGUAL

% d=1 - TODOS LOS VALORES SON DISTINTOS

n=length(xdatos); d=1;
for i=1:n
for j=(i+1):n
if ( xdatos(i)==xdatos(j) )
d=0;
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end
end
end

function FRx=indices_valor_propio(Vx,VC)
% VC - valor critico del determinante
% Vx - valor propio Vx

ReX = real(Vx); ImX = imag(Vx);
indices=[0 1 -1 2 -2 3 -3] % Se tomaran 7 posibles valores de las ramas

% Calculamos valores auxiliares
ArgX=atan2(ImX,ReX); AbsX=sqrt (power (ReX,2) +power (ImX,2)) ;

% Buscamos que ramas cumplen las propiedades
Prueba= abs( ArgX + 2*pixindices); ind=find(abs(Prueba)<=abs(VC));

%Todos los posibles valores logaritmicos
FRx = log(AbsX) + sqrt(-1)*Prueba(ind);

function result = cartesianProduct(sets)

% Funcion para el producto cartesiano tomada de

% http://stackoverflow.com/questions/4165859/matlab-generate-all-possible-
% combinations-of-the-elements-of-some-vectors

c = cell(1l, numel(sets));

[c{:}] = ndgrid( sets{:} );

result = cell2mat( cellfun(@(v)v(:), c, ’UniformOutput’,false) );

Dentro de esta implementacién es importante tomar en cuenta que en general Mat/Oct
no encontrard de manera exacta los valores propios de una matriz usando el comando "eig",
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sino una aproximacion. La siguiente matriz

2 0 1/2 —1/2
1/2 3/2 0 0
12 —1/2 2 0
0 0 1/2 3/2

A:

tiene polinomio caracteristico p(A) = (A — 1)(A — 2)3, por lo que tiene solamente dos valores
propios A\; = 1 y Ay = 2. Haciendo los célculos en doble precisiéon se obtiene

>> A=[2 0 1/2 -1/2; 1/2 3/2 0 O;
1/2 -1/2 2 0; 0 0 1/2 3/2];
>> format long g
>> d=eig(A)
d =
1
1.99999997640326
2.00000002359674
2

Por lo que en general hay que tener cierta cautela al trabajar con el comando "eig" de
Mat/Oct. Regresando al problema de inclusién, recordemos que la matriz (4.19) tiene un
radio espectral mayor que 1, por lo que no se puede utilizar ninguna de las dos series (4.17)
ni (4.18), entonces ya se verificé que cumple la condicién de Runnenberg, entonces utilicemos
el codigo anterior para encontrar el logaritmo de esta matriz.

>> P2=[0.260 0.169 0.248 0.323; 0.327 0.275 0.146 0.252;
0.269 0.346 0.232 0.153; 0.162 0.285 0.305 0.248];

>> T2=matriz_generadora_IRW(P2);
>> size(T2)
ans =

4 4 37

>> % La ultima matriz es la rama principal

>> MT=T2(:,:,37);

>> real(MT) % Solamente se toma la parte real

ans =
-1.6980 0.0308 0.0251 1.6420
1.5687 -1.6502 0.0548 0.0267
0.0566 1.7763  -1.8480 0.0151
0.0114 0.0883 1.6488 -1.7486

Con esto se observa que efectivamente se obtiene el logaritmo de la matriz que se reporta
en [60]. Una de las "desventajas" iniciales del cédigo es que genera todas las matrices g(A) tal
que los valores propios de A satisfacen la relacion |Arg (z;) + 27k;| < [In(det(P))], es decir,
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construye matrices complejas Z tales que e = P, pero que no tienen ningtn significado

practico en el contexto de los proceso de Markov. Dependiendo del tamano de la matriz
se puede modificar el nimero de ramas de la funcién logaritmo compleja y reducir el costo
computacional correspondiente.

4.3.3 Ajustes a la matriz logaritmo

Con los elementos anteriores se ha visto que en caso de existir la matriz logaritmo como poder
encontrar esta matriz con al menos tres procedimientos bésicos, pero existe el inconveniente
de que no se obtenga una matriz de tasas vdlidas. Se analizé un ejemplo anteriormente, pero
se muestra otra matriz de transicién que si existe la matriz logaritmo pero que no cumple las
condiciones de una matriz de tasas vélida.

0.6 03 0.1 —0.5123 0.4611  0.0512
P=| 0 07 03 In(P) = | —0.0318 —0.3763 0.4081
0.1 0.1 0.8 0.1466  0.1042 —0.2509

En caso de que sea absolutamente necesario construir a partir de esta matriz T = log(P)
una matriz de tasas valida T, existen al menos tres métodos distintos. El primero de ellos
fue propuesto por Jarrow et. al [57], donde analizan las probabilidades de transicién de
companias a distintas tasas de riesgo de crédito. Para poder estimar una matriz de tasas
asumen ellos que las probabilidades de que una compania cambie de situacién financiera méas
de una vez durante un ano son pequenas. También en su modelo de construccién de tasas
asumen que existe un estado absorbente que representa la clasificacién més baja a la que
una compania puede acceder, que es de insolvencia econémica. La matriz de tasas asociada
no depende del célculo de la matriz logaritmo, por lo que es un procedimiento relativamente
sencillo de obtener. La matriz de tasas T j r propuesta en Jarrow et. al [57] estd dada por

Aii = In(P;)
Py In(P;; o :
Nij = —]ja al 1’ ) con i # j (4.21)

Este procedimiento asume que P;; > 0. El cédigo basico en Mat/Oct para la construccién
de la matriz de tasas la llamaremos generador JLT.m

function T=generador_JLT(P)

% ESTA FUNCION CONSTRUYE UNA MATRIZ DE TASAS VALIDA

% PARA LA MATRIZ "P" USANDO EL METODO DE JARROW-LANDO-TURNBULL
b

% FORMA DE USARSE: Q=generador_JLT(P)

n=size(P);
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if( n(1)"=n(2) )

error(’ LA MATRIZ DE TRANSICION DEBE SER CUADRADA!!! ?)
end
n=max(n); T=zeros(n);

% Ningun elemento de la diagonal debe ser igual a cero
if (prod(diag(P))==0)

error (’NO EXISTE MATRIZ GENERADORA POR EL METODO JLT!!! ?)
end
for k=1:n
if(P(k,k)==1)
T(k,:)=zeros(1l,n);
else
valor=log(P(k,k));
T(k,:)=P(k,:)*valor/(P(k,k)-1);
T(k,k)=valor;
end
end

Regresando a la matriz inicial se puede obtener facilmente la matriz de tasas JLT corre-
spondiente

>> P1=[0.6 0.3 0.1; 0 0.7 0.3; 0.1 0.1 0.8];
>> T=generador_JLT(P1)
T =
-0.5108 0.3831 0.1277
0 -0.3567 0.3567
0.1116 0.1116 -0.2231

>> expT=expm(T)

expT =
0.6064 0.2561 0.1375
0.0139 0.7164 0.2697
0.0783 0.0993 0.8224

>> norm(P1 - expT,2)
ans =
0.0689

Este ejemplo basico muestra que al calcular la matriz exponencial de la matriz JLT no
se obtiene exactamente la matriz original, sino una matriz aproximada, esto en algunos casos
podria no ser aceptable no poder tener la matriz original. Otras modificaciones se obtienen
de primero obtener la matriz logaritmo y después se modifican los renglones de esta matriz



CAPITULO 4. ALGUNOS MODELOS Y APLICACIONES 149

de manera tal que se obtenga una matriz de tasas vélida. Estas dos formas de ajustar a
la matriz estén descritas en Israel et. al [58], y se muestran a continuacién, donde T es la
matriz ajustada y T es la matriz original.

Método 1
Aij =max (\;;,0) para i # j
)\LZ’ = >\i,z’ + Z min ()\i,ja O)
J#i
Lo que nos dice este primer método de ajuste es que se buscan los elementos fuera de la
diagonal que sean menores que cero, se sustituyen por el valor de cero y después se actualiza

los valores de la diagonal para que la suma por renglones sea cero. El segundo método
propuesto es el siguiente

Método 2

Gi = ’>\z,1| -+ Z max ()\i,ja O)
J#
Bi = Z max (—)\1'7]', 0)
JFi

0 siijy Ny <0
3 Bi\i; :
)\iJ = )\i,j — % S1 GZ >0

Aij siG; =0

Lo que hace el segundo método es sumar todos los valores negativos del mismo renglén en
todos los elementos de este, y que esta suma sea proporcional en valor absoluto. Una tercera
opcién para ajustar a la matriz logaritmo es analizada en Inamura [71], que de manera similar
primero trasforma los elementos negativos fuera de la diagonal a cero y después hace un ajuste
ponderado con los elementos faltantes.

Meétodo 3
Yo 0 sit#jyN; <0
S Ay en otro caso
N PR
= Nig — [Nig| ——— parai,j=1,2,...n
> iy
j=1

Los cédigos para los tres métodos se muestran a continuacién.

function Tp=ajuste_tasas1(T)

% ESTA FUNCION REALIZA EL AJUSTE DE LA MATRIZ
% DE TASAS HACIENDO USO DEL METODO 1.

b

% FORMA DE USARSE: Tp=ajuste_tasas1(T)
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n=max(size(T));
Diag=diag(T); % Los elementos de la diagonal
% Modificamos los elementos de la diagonal
for k=1:n

T(k,k)=0;
end

Tp=max(T,0) ;
SApoyo=sum(min(T,0),2);

for k=1:n
Tp(k,k)=Diag(k)+SApoyo (k) ;
end

function Tp=ajuste_tasas2(T)

% ESTA FUNCION REALIZA EL AJUSTE DE LA MATRIZ
% DE TASAS HACIENDO USO DEL METODO 2.

/A

%» FORMA DE USARSE: Tp=ajuste_tasas2(T)

n=max (size(T)); Diag=diag(T);
for k=1:n

T(k,k)=0;
end

Tp=T;

G=abs(Diag) + sum(max(Tp,0),2); B=sum(max(-Tp,0),2);
ind=find(Tp<0); Tp(ind)=0;

Tp=Tp + diag(Diag);

% Modificamos los renglones
for k=1:n
if (G(k)>0)
Tp(k, :)=Tp(k,:) - B(k).*abs(Tp(k,:))./G(k);
end
end

function Tp=ajuste_tasas3(T)

% ESTA FUNCION REALIZA EL AJUSTE DE LA MATRIZ
% DE TASAS HACIENDO USO DEL METODO AJUSTE PONDERADO.

150
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/A
%» FORMA DE USARSE: Tp=ajuste_tasas3(T)

n=max(size(T)); Tp=zeros(n,n);

for k=1:n
if(T(k,k)~=0)
valor=T(k,k); ind=find(T(k, :)<0);
T(k,ind)=0; T(k,k)=valor;
sumal=sum(T(k, :)); suma2=sum(abs(T(k,:)));
Tp(k, :)=T(k,:)-abs(T(k, :))*sumal/suma?2;
end
end

La idea es poder comparar cudl de todos estos ajustes al calcular la matriz logaritmo
nos regresa la mejor matriz de tasas vélida, por lo que a continuacién veremos un ejemplo
practico. Para ello tomemos la siguiente matriz de transicion

04 02 02 02 —1.1628 0.3496  0.4390  0.3742
pP_ 0.1 06 0 0.3 In(P) — 0.2240 —0.5612 —0.1358 0.4730
03 02 05 0 0.7234  0.2734 —0.7969 —0.2006
0.1 0.1 0.2 0.6 0.0731  0.0999  0.3636 —0.5366

Lo que se desea saber de manera general cudl de todos los posibles ajustes nos regresan
"la mejor" matriz de transicion.

>> P=[0.4 0.2 0.2 0.2; 0.1 0.6 0 0.3;
0.30.20.50; 0.1 0.10.20.6];

>> TQ=matriz_generadora_IRW(P) ;

>> % Salen solamente dos matrices

>> T=real(TQ(:,:,2))

T =
-1.1628 0.3496 0.4390 0.3742
0.2240 -0.5612 -0.1358 0.4730
0.7234 0.2742  -0.7969 -0.2006
0.0731 0.0999 0.3636 -0.5366

>> T_JLT=generador_JLT(P)

T_JLT =
-0.9163 0.3054 0.3054 0.3054
0.1277  -0.5108 0 0.3831
0.4159 0.2773 -0.6931 0

0.1277 0.1277 0.2554 -0.5108
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>> Tajl=ajuste_tasas1(T)

Taj1l =
-1.1628 0.3496 0.4390 0.3742
0.2240 -0.6970 0 0.4730
0.7234 0.2742  -0.9976 0
0.0731 0.0999 0.3636  -0.5366

>> Taj2=ajuste_tasas2(T)

Taj2 =
-1.1628 0.3496 0.4390 0.3742
0.1998 -0.6218 0 0.4220
0.6425 0.2435 -0.8860 0
0.0731 0.0999 0.3636 -0.5366

>> Taj3=ajuste_tasas3(T)

Taj3 =
-1.1628 0.3496 0.4390 0.3742
0.1998 -0.6218 0 0.4220
0.6425 0.2435 -0.8860 0
0.0731 0.0999 0.3636 -0.5366

De manera inicial se puede observar que la matriz usando el método JLT es la que mas
difiere de las demds, y los otros tres métodos nos regresan matrices ajustadas similares. Por
lo que es necesario poder comparar cudl de todas estas matrices representa mejor a la matriz
inicial de transiciéon. Existen varios métodos de comparaciéon. El més facil de proponer es

calcular la distancia HP — eT‘ , otra propuesta que se indica en Israel et. al [58] es quedarnos
2

con la matriz de tasas que minimice la suma

S =S 1i— il Al

i7j

(4.22)

esto garantiza minimizar que haya un cambio de estado grande muy pronto. Por tltimo, en
Jafry y Schuermann [73] se propone la siguiente métrica

Dsyp(A,B) = Msyp(A) — Msyp(B) (4.23)

con Msvn(@) = 13" w(@-1"(@-1)

donde se utiliza la descomposicién SVD® y es el promedio de los valores singulares de la
matriz, y que la ventaja de esta métrica es que como los valores singulares de una matriz

°En la descomposicién singular SVD de una matriz A = UXV™, los valores singulares de una matriz A
son la rafz cuadrada de los valores propios de AT A | y estos estdn contenidos en la matriz diagonal X

oi(A) = /N (ATA)
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siempre son positivos se puede interpretar mejor como una medida, ya que los valores propios
pueden ser negativos y hacer dificil el andlisis. Otra ventaja es que al sustraer la matriz
identidad, uno se queda con la parte de la movilidad de la matriz, ya que la matriz identidad
representa una matriz de transicion estdtica. A continuacién se hard un m-file que permita
analizar facilmente con cudl matriz nos quedaremos para analizar el problema de inclusion.

function Valores = analisis_matrices_tasas(P,T)

% ESTA FUNCION REGRESA LOS DISTINTOS VALORES AL

% COMPARAR LOS DISTINTOS AJUSTES. "P" ES LA MATRIZ

% DE TRANSICION Y "T" ES LA MATRIZ LOGARITMO SIN

% AJUSTAR. LA MATRIZ "Valores" EN CADA COLUMNA

% REGRESA LOS RESULTADOS POR CADA METODO DE COMPARACION
yA

% FORMA DE USARSE: Valores = analisis_matrices_tasas(P,T)

n=max(size(P));

T_JLT = generador_JLT(P); Tajl=ajuste_tasasl(T);
Taj2=ajuste_tasas2(T); Taj3=ajuste_tasas3(T);

E_JLT=expm(T_JLT); E1 = expm(Tajl);
E2 = expm(Taj2); E3 = expm(Taj3);

S=salto(n);
S_JLT=sum(sum(abs (T_JLT) .*S)); Sajl=sum(sum(abs(Tajl).*S));
Saj2=sum(sum(abs(Taj2) .*S)); Saj3=sum(sum(abs(Taj3).*S));

M_P = M_SVD(P);
M_JLT=M_SVD(E_JLT); Maj1=M_SVD(E1l); Maj2=M_SVD(E2); Maj3=M_SVD(E3);

Valores(1l,1)=norm(P-E_JLT,2); Valores(1,2)=S_JLT; Valores(1,3)=M_P - M_JLT;
Valores(2,1)=norm(P-E1,2); Valores(2,2)=Sajl; Valores(2,3)=M_P - Majil;
Valores(3,1)=norm(P-E2,2); Valores(3,2)=Saj2; Valores(3,3)=M_P - Maj2;
Valores(4,1)=norm(P-E3,2); Valores(4,2)=Saj3; Valores(4,3)=M_P - Maj3;

function M=salto(n)

M=zeros(n) ;
for i=1:n
for j=1:n
M(i,j)=abs(j-i);
end
end
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function prom=M_SVD(P)

I = eye(size(P));
prom=mean (svd (P-I));

Con este m-file serd mas fécil decidir con que matriz de tasas, con el ejemplo que se habia
analizado previamente obtendriamos los siguientes resultados

>> Valores = analisis_matrices_tasas(P,T)
Valores =

0.1358 4.7295 0.0452

0.1339 6.0240 -0.0197

0.1170 5.7053 -0.0025

0.1170 5.7053 -0.0025

Esto implica que la mejor matriz de tasas se obtiene con el ajuste del método 2 y 3
(renglén 3 y 4), ya que se minimiza la distancia y la métrica

HP N e’fajs

, Y Dsyp(P, ™)

y esto nos dard una mejor informacién al trabajar a tiempo continuo con una cadena de
Markov. También se observa que con el ajuste JLT no se obtiene una buena aproximacion,
esto podria considerarse debido a las hipétesis que los autores proponen que provienen méas
de hipétesis financieras, pero que en un contexto mas general no nos regresa una matriz de
tasas que represente a la cadena de Markov original.

4.3.4 Un caso de estudio. Avance académico estudiantil

Como se habia comentado anteriormente, la aplicacién recurrente sobre el problema de in-
clusién es el analisis del cambio de calificacién crediticia de una compafifa en un tiempo
determinado donde se tiene una cantidad finita de estados, donde el primer estado repre-
senta la mejor calificacion y el tltimo estado representa insolvencia econémica, y se puede
estudiar mds a fondo estos estudios en Lando [56], Israel et. al [58], Inamura [71], Jarrow
et. al [57] y Jafry [72] por citar a algunos. En esta parte se trabajard con una metodologia
similar pero se analizard la trayectoria académica de estudiantes en el nivel medio superior.
Uno de los problemas actuales que se presentan en el nivel medio superior es la alta deser-
cién, que en algunos casos puede llegar a ser del 50%°, esta desercién es multifactorial y
no puede atribuirse tnicamente a las instituciones educativas. En el ano 2012 la Secretaria
de Educacién Piblica publicé la Encuesta Nacional de Desercién en la Educacion Media
Superior, que analiza distintos factores del porqué se da este fenémeno, citando "Los condi-
cionantes analizados abarcan desde la organizacién de los sistemas educativos, el contexto
social, la gestion escolar, la relaciéon de los alumnos con los docentes, la situacién familiar y

Shttp://www.milenio.com/cdb/doc/noticias2011/c63cbf536891f237e48836d3233261eb
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la situacién individual" que en el caso del Distrito Federal y el estado de Nuevo Leén son las
entidades donde se tiene un mayor porcentaje de desercién. Para nuestro caso en particular
se estudiard la movilidad estudiantil de una de las preparatorias del Instituto de Educacién
Media Superior del Gobierno del Distrito Federal. El Sistema de Bachillerato del DF nace a
partir del ano 1997 cuando el Ing. Cuauhtémoc Cérdenas decide construir una preparatoria
en la delegacion Iztapalapa, en lo que antes era la Cédrcel de Mujeres, esto fue debido a que
los colonos demandaban utilizar como centro educativo las instalaciones de la ex Cércel de
Mujeres que se encontraban en remodelacion. Fue hasta el ano 2000 que se publica el Decreto
de Creacién del Instituto de Educacién Media Superior del DF (IEMS-DF). En la actualidad
el IEMS-DF cuenta con 20 planteles repartidos en la mayorfa de las delegaciones politicas
y aproximadamente con una matricula estudiantil de 25,000 estudiantes. Es importante no-
tar que las preparatorias estdn ubicadas en zonas donde no existia una oferta académica de
este nivel, y que podria considerarse como escuelas locales, no pueden ingresar jévenes que
no vivan en un radio "cercano" a las escuelas, las colonias que estan dentro de la zona de
convergencia se determinan cada ano.

Una de las principales caracteristicas del sistema de bachillerato del IEMS-DF comparan-
dola con otras instituciones académicas, es que no se tiene una calificacién numérica, sino
que cada asignatura tiene solamente dos opciones: "Cubre" o "No Cubre". Cuando un estu-
diante ha cubierto una materia esto implica que tiene los conocimientos béasicos adquiridos,
tiene una actitud positiva hacia el trabajo académico y una serie de habilidades minimas por
asignatura. El plan de estudios actual a partir del ano 2004 es el siguiente, repartida en seis
semestres de trabajo.

Primer semestre Segundo semestre Tercer semestre
Matematicas I Mateméticas 11 Mateméticas 111
Fisica I Fisica II Quimica I
Lengua y Literatura I Lengua y Literatura II Lengua y Literatura I1I
Filosofia I Filosofia II Filosofia I11
POE I POE II Historia I
Computacién I Computacién 11 Artes Plasticas 1
Cuarto semestre Quinto semestre Sexto semestre
Matemadticas IV Matematicas V Biologfa II
Quimica II Biologfa I Historia IV
Lengua y Literatura IV Inglés IT Misica II
Filosoffa IV Misica I Inglés 111
Historia I1 Optativa drea humanidades Optativa drea humanidades
Artes Plésticas 11 Optativa drea ciencias o area ciencias
Inglés I Problema Eje

En total el estudiante tiene que cubrir satisfactoriamente 38 asignaturas. Cada asignatura
esta compuesta por distintos objetivos temdticos, y hasta antes del ano 2006 un estudiante
deberfa tener cubiertos cada uno de estos objetivos teméticos para poder tener cubierta satis-
factoriamente la asignatura. A partir del ano 2008 se cambié a la evaluacién compendiada,
por lo que ya si cada docente considera que un estudiante tiene los elementos suficientes
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para acreditar una asignatura pero le hace falta algunos objetivos, puede dar por cubierta la
asignatura y recomendarle a cada estudiante el plan de trabajo académico para que mejore en
los aspectos pendientes. También es importante decir que cuando un estudiante no cumple
con los elementos para acreditar una asignatura, existen dos mecanismos distintos lograr
este objetivo. El primer caso es que el estudiante tenga que recursar toda la asignatura
debido a que no cuenta con los elementos minimos y en el otro caso se pueden trabajar
los elementos pendientes en los mdédulos de recuperaciéon o periodos de recuperaciéon. Un
estudiante de primer ingreso cuenta inicialmente con dos periodos de evaluaciéon compendiado,
al final del semestre o en el periodo intersemestral. Si al final de estos periodos un docente
recomienda moédulos de recuperacion, el estudiante actualmente cuenta con dos periodos
durante el semestre normal para inscribire en los periodos de recuperacién y poder cubrir la
asignatura correspondiente. Antes del 2008 se llevaban tres periodos durante el semestre para
cubrir una asignatura en esta modalidad de médulos de recuperacion, al final se lleva a cabo
la evaluacién de las materias inscritas en curso regular y en el periodo intersemestral. La
asignatura de "Problema Eje" tiene dos propdsitos centrales, el primero es que el estudiante
desarrolle un trabajo de algiin tema de interés y que aplique los conocimientos adquiridos
durante su estancia en el bachillerato, y al final de la exposicion se le asignard una evaluacion
numérica la cudl aparecerd en su certificado de bachillerato.

El ingreso al IEMS-DF es mediante sorteo ante notario piblico, no existe un examen de
admisiéon como lo hay para ingresar a otros sistemas educativos, examen administrado por la
Comisién Metropolitana de Instituciones Piblicas de Educacién Media Superior (COMIPEMS).
Esto ha implicado que algunos estudiantes no confien en la vélidez de los resultados académi-
cos, y por lo tanto abandonen la escuela en el primer ano de estudios. Otros estudiantes han
externado que se inscriben al IEMS-DF de manera paralela a otras instituciones piiblicas,
si al realizar su examen de admisién en el COMIPEMS obtienen un resultado favorable en
algunas de sus opciones se quedan en esta escuela y ya no concluyen su inscripcién formal
al IEMS. En el otro caso también si no se quedan en su opcién deseada y el COMIPEMS
les asigna una instituciéon que no satisface sus expectativas académicas, entonces trabajan
un ano en el IEMS y después abandonan la escuela, por lo que se ha observado una alta
desercion durante el primer ano de estudios.

Metodologia

En nuestro caso se analizara el avance académico estudiantil del plantel "Belisario Dominguez"
de la generacién 2004 a la generaciéon 2009, ya que en general la mayoria de los estudiantes
de la generacion 2009 ingresaron en agosto del 2008 por lo que hasta estos momentos o ya
concluyeron sus estudios o ya abandonaron la institucion, existen algunos que todavia estéan
inscritos como estudiantes independientes, y que todavia su ciclo escolar no ha concluido.
Inicialmente se estimard una matriz de transicién discreta donde el proceso es la cantidad de
materias cubiertas hasta la n—ésima etapa de evaluacién. Se considera que un semestre estd
compuesto por 5 etapas de evaluacién’, las cudles las tres primeras representan los periodos

T A partir del afio 2006 solamente existen cuatro periodos, dos para los periodos de recuperacién, uno para
el final del semestre y por ltimo el del periodo intersemestral. Aunque en el anslisis que haremos se tomardan
los cinco periodos, debido a que asi fue recibida la informacién por parte de la Direccién de Informatica y
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o médulos de evaluacion, el cuarto representa el final del semestre y el quinto periodo es
cuando finaliza el periodo intersemestral. Algo importante de subrayar es que las etapas
de evaluacién se pueden considerar equiespaciadas, y esto no alterard el andlisis de fondo.
Para ello se tomara el espacio de estados de la forma E = {0, 1,2, ...,38, A} donde el estado
final A representa que un estudiante abandond la escuela y no concluyé sus estudios y cada
estado j € {0,1,...,38} representa la cantidad de asignaturas cubiertas. Entonces el proceso
{X,},en representa el avance académico de un estudiante y tendra 40 estados. Es importante
asumir que se trata de una cadena de Markov debido a que no importa toda la historia que
he tenido un estudiante en el bachillerato, importa tdnicamente la cantidad de materias que
tiene cubierto hasta el tltimo periodo de evaluacion correspondiente.

PlXppr=k+# | Xp =k (Xo, X1, Xp1) €B] = P[Xps1 =k +#| X, =k

Para nuestro an4lisis el ultimo estado A representa conjuntamente dos opciones, la primera
fue aquel estudiante que dejé de inscribirse a los cursos regulares y no formalizé su baja de-
finitiva, y la otra opcién es que el IEMS los dio de baja debido a un bajo aprovechamiento
escolar durante dos semestres consecutivos, el cual consiste en no aprobar méas de la mitad
asignaturas durante dos semestres consecutivos®. Con esto entonces los estados 38 y A serdn
absorbentes y los estados 0, 1, 2, ..., 37 serdn estados transitorios.

Para poder construir la matriz de movilidad por generacién se le solicité al IEMS una
matriz de datos que especificara la cantidad de materias cubiertas en cada periodo de trabajo,
como se muestra en el siguiente diagrama

2 2004-2005 A 2004-2005 B

3 | Estudiante generacion PERIODO 1 PERIODO2 PERIODO 3 SEMESTRAL NTERsEMESTRAL PERIODO 1 PERIODO 2 PERIODO 3
4 1 " 2004 0 0 0 6 0 0 0 0
5 2 " 2004 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 " 2004 0 0 0 5 1 0 0 0
7 4 " 2004 0 0 0 0 1 1 0 0
8 5 " 2004 0 0 0 1 1 0 0 0
9 6 " 2004 0 0 0 0 1 0 0 0
10 7 " 2004 0 0 0 2 2 1 0 0
11 8 " 2004 0 0 0 6 0 0 0 0
12 9 i 2004 0 0 0 3 2 0 0 0
13 10 " 2004 0 0 0 3 1 0 1 0
14 11 r 2004 0 0 0 0 0 0 0 0
15 122 7 2004 0 0 0 3 3 0 0 0
16 13 7 2004 0 0 0 2 2 1 0 1
17 14 4 2004 0 0 0 0 1 0 0 0
18 15 7 2004 0 0 0 3 2 0 0 0
19 16 7 2004 0 0 0 2 3 0 0 0
20 17 i 2004 0 0 0 1 0 0 0 0
21 18 7 2004 0 0 0 4 2 0 0 0
22 19 " 2004 0 0 0 0 1 0 0 0
23 20 " 2004 0 0 0 0 5 0 1 0
24 21 T 2004 0 0 0 4 1 1 0 0

y después se modificé esta matriz de datos original para obtener la cantidad de materias

Telecomunicaciones del IEMS, donde no hubo una distincién entre los estudiantes que ingresaron antes del
2006 y los que ingresaron después de este ano.

8 Antes del 2006 un estudiante tenia la oportunidad de terminar sus estudios en el tiempo que fuera
necesario, pero después se modificaron las reglas de inscripcion en el cudl el estudiante solo tiene cuatro anos
y medio para concluir su bachillerato teniendo que cubrir méds de la mitad de las materias cubiertas cada
semestre.
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acumuladas cubiertas hasta cada periodo de evaluacién, como se muestra a continuacién

4 2004-2005A 2004-20058
Estudiante generacion PERIODO1 PERIODO2 PERIODO3 SEMESTRAL inTersemestral PERIODO1 PERIODO2 PERIODO3  SEI
1 2004 6
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
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El avance académico de cada estudiante se puede pensar como una realizacién del proceso
{ X0} ,en Y se asume que todos los estudiantes cuentan con las mismas condiciones académicas
y sociales, aunque esto no es cierto necesariamente. Aqui es necesario recalcar que con los
datos obtenidos se tuvo que estimar el momento en que algin estudiante llegé a abandonar
sus estudios, en cualquiera de las dos opciones que se especificaron anteriormente. Esto se
puede observar cuando el nimero de materias cubiertas ya se queda fija por un largo periodo
de tiempo. Este andlisis se tuvo que realizar estudiante por estudiante. Para poder estimar
la matriz de transicion ]5” se hard uso de la estimacién maximo verosimil que se desarrolla
en Anderson y Goodman [70] y estd dada por

~

T
N, i(n,n+1
Ni,j 2::1 7]( )

! z Z Ni,j(n,n—l- 1)
jeEn=1

donde N; j(n,n + 1) representa el nimero de veces que el proceso paso del estado i al
estado j de la etapa n a la etapa n + 1, y N/ es el nimero total de veces que el proceso
se encontrd en el estado i. En este caso se asumird que el proceso es homogéneo, porque
en la préctica se tendrfan dos probabilidades distintas en tiempos distintos, por ejemplo,
P[X;=0|Xo=0] # P[X¢=0]| X5 =0], y con ello se tiene el inconveniente de que en
general el proceso es no homogéneo, y que entonces por cuestiones de modelacién se asumird
que el proceso de avance académico es homogéneo. Otra cuestién importante es que con la
informacion de un solo estudiante no se podria estimar todo el proceso, por lo que cada uno
de los estudiantes conformara una realizaciéon del proceso, y con ello se podra construir la
matriz de transiciéon por generacién.
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function Pglobal=matriz_global (MatDatos)

% ESTA FUNCION REGRESA LA MATRIZ GLOBAL DE TRANSICION

% PARA LA MATRIZ DE DATOS "MatDatos" DONDE CADA RENGLON
% DE LA MATRIZ REPRESENTA UNA REALIZACION DEL PROCESO.
/A

% Pglobal=matriz_global(MatDatos)

% Verificamos la dimension de la matriz
[Nest,m]=size(MatDatos);

% Para ir acumulando los datos
Nglobal=zeros(40,40) ;

for k=1:Nest
Temp=estimacion_matriz(MatDatos(k,:));
Nglobal = Nglobal + Temp;

end

% Dividimos al final entre el total de realizaciones
Suma=sum(Nglobal,?2);

Pglobal=diag(1l./Suma)*Nglobal;

spy (Pglobal)

function Nij=estimacion_matriz(datos)

% ESTA FUNCION REGRESA LA ESTIMACION DE LA

% MATRIZ DE TRANSICION PARA EL VECTOR "datos"

A

% FORMA DE USARSE: Pest=estimacion_matriz(datos)

% Es una matriz con 40 estados
Nij=zeros(40,40);
T=length(datos);

% EL ESTADO 39 ES EL ESTADO "A"
for k=1:(T-1) % AQUI RECORREMOS TODO EL VECTOR "DATOS"
for i=1:40 % AQUI ANALIZAREMOS EL ESTADO "i"
for j=1:40 % AQUI ANALIZAREMOS EL ESTADO "j"
if ( datos(k)==(i-1) && datos(k+1)==(j-1) )
Nij(i,j)=Nij(i,j)+1; % CAMBIO DE ESTADD i->j
end

159
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end
end
end

La matricula de estudiantes por generaciéon ronda entre los 350 estudiantes, con los datos
obtenidos del IEMS-DF se tienen los siguientes datos por generacién’

Generacion 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
No. estudiantes | 358 351 353 349 346 330

y analizando cada generacién se obtienen las siguientes estructuras matriciales para las gen-
eraciones 2004, 2005 y 2006

Wl b e o o o e o e ]

40

L L L L
0 5 10 15 20 -

20
2004 2005

5 o 15 %AW

Por

0 !:: 1‘0 1‘5 2;] I | : I ‘IE 1 IU 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0
2007 2008 2009

Lo que representa la ltima columna de cada matriz es la probabilidad de que un estu-
diante abandone sus estudios (por desercién o por baja), y que el dato que mds sorprende

9Para las generaciones 2008 y 2009 se nos proporcioné informacién de 359 y 363 estudiantes respectiva-
mente, pero el IEMS instrumenté una modalidad conocida como "estudiante independiente", que consta de
que un estudiante puede estar avanzando a un ritmo més lento para concluir sus estudios, solamente deben
de tener 20 asignaturas cubiertas, por lo que los estudiantes que se eliminaron de la matriz de tasas siguen
estudiando actualmente.
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inicialmente es que a pesar de que un estudiante pueda tener més de 30 materias cubiertas
por alguna razoén abandone la escuela, ya que por lo menos le invirtié dos anos y medio, y
que la razén mas probable para no concluir sus estudios sea por cuestiones econémicas. A
continuacién se graficardn las probabilidades de tltima absorcién (3.34) para las seis genera-

ciones
Probabilidades de ultima absorcion
1 1 T T T T T T

Gen2004
Gen2005
Gen2006
Gen2007
Gen2008
Gen2009

09t

08

0.7

06

0.5

0.4

0.3

0.2

01 I I i I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

El dato més revelador y preocupante nos la dice Fp s, que representa la probabilidad
de que eventualmente un estudiante que ingresa a la preparatoria "Belisario Dominguez"
concluya sus estudios. Se muestran estas probabilidades de ltima absorcién

2004 2005 2006 2007 2008 2009
Foss | 34.35% | 30.76% | 35.97% | 32.36% | 27.74% | 24.17%
Obs. | 34.63% | 31.05% | 35.57% | 32.37% | 27.74% | 23.93%

con lo que podemos observar que se tiene un buen modelo matematico para representar el
avance académico general de un estudiante, aunque en general los datos de desercion escolar
a nivel nacional son altos, en nuestro caso pues estamos por debajo de la media, y se tiene
que tomar en cuenta el entorno socioeconémico de los estudiantes. Lo que se desea saber
ahora es si cada una de estas matrices puede provenir de algiin proceso de Markov, y para ello
usaremos las herramientas expuestas anteriormente. En nuestro caso tenemos dos estados
absorbentes, por lo que el valor propio A = 1 tiene multiplicidad 2, lo que implica para
nosotros solamente poder estimar la matriz logaritmo usando la serie de potencias (4.17) y
(4.18). Lo que se hara es obtener una matriz de transiciéon promedio de todas las generaciones,
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y con esta nueva matriz construir una matriz de tasas generadora.

C=== :: = REGION [E INOLUSION DE RUNMNENEERG

-

4 L L L L L L L |
4 48 08 094 02 1] a2 04 a5 08 1
detfP)= 170068008 | Prd{diag) = 1.7(362-008

Todos los valores propios son reales y positivos, por lo que esto al menos garantiza la
existencia de la matriz logaritmo. El problema con esta matriz es que no existird una gen-
eradora exacta debido a que no se cumple la hipétesis de que si ¢ — j entonces P;; > 0,
como por ejemplo un estudiante puede concluir satisfactoriamente su bachillerato, sabemos
que Pog)s > 0 para alguna n € N pero en la matriz de transicién estimada Fp 33 = 0. Haciendo

el andlisis en Mat/Oct

>> T=logaritmo_matriz_serie(Pgeneral,500);
RADIO ESPECTRAL MENOR QUE 1, DADO POR 0.576956

>> 7, La matriz Pgeneral fue el promedio de las
>> Y, seis matrices generacionales

>> Valores = analisis_matrices_tasas(Pgeneral,T)
Valores =

0.1096  77.0070 0.0043

0.0276 68.5111 -0.0061

0.0238 67.5601 -0.0023

0.0238 67.5601 -0.0023

Esto nos demuestra que se usard el método 3 (que esta representado por el iltimo renglén
de la matriz "Valores", se minimizan las |[P — €T||, y las estadisticas (4.22) y (4.23) ) para
realizar el ajuste correspondiente a la matriz logaritmo original. Aunque se debe tener mucho
cuidado ya que al realizar el ajuste correspondiente quedardn algunas entradas positivas con
probabilidades muy pequenias que en la matriz de transicién original no aparecfan, como se
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muestra a continuacion
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La matriz logaritmo ajustada (izquierda) y la
matriz exponencial ¢T3 (derecha). Se observa la
perdida general de la estructura matricial original.

Los elementos que aparecen en la matriz logaritmo fuera de la " diagonal" ahora per-
mitirdn probabilidades que en el modelo original no existian, como por ejemplo que un
estudiante pueda concluir sus estudios en el primer periodo de evaluacién

Original P[X;=38|X,=0]=0
Modificada P [X; =38 | Xo =0] =2.77818 x 107

pues aunque es una probabilidad muy pequena no deberfa de existir, por lo que muestra
las dificultades tedricas de querer analizar un proceso discreto e incluirlo en un proceso
continuo, y que se deben de cumplir muchas hipétesis tedéricas. En este caso, el ajuste que
mds convendria utilizar es el del método JLT, ya que preservaria la estructura matricial
original.
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Ajuste metodo JLT

Se usardn estos dos métodos para poder obtener las probabilidades de 1ltima absorcién
y las probabilidades de transicion Py ss(f) en el intervalo [0,45] (que seria obtener las prob-
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abilidades de que un estudiante egrese en sus cuatro anos y medio anos reglamentarios).

035 . . . . . . . . 035 : . r . : . r .
03r 03 4
0.5 g 025k 3]
02t 1 02t -
015f 1 015} i
01F 1 01} p
005+ 0.05 4
% 5 w B m 3 3 ® 4 6 % : w 5 2 >3 % & & &
Método ajuste JLT Meétodo ajuste 3

(t, Poss(t)) con t € [0,45]

Ambas son probabilidades parecidas, y nos dan una idea de que si se toma el promedio de
las seis generaciones, el egreso general seria de alrededor del 30%, lo cudl indica que existen
otros factores externos a la institucién por las cudles los estudiantes estdn abandonando
sus estudios, que existen factores que la Institucién debe considerar para poder revertir
este proceso de desercién. Las probabilidades de iltima absorcién para ambos métodos se
muestran a continuacién

Método JLT | Método ajuste 3
] Fp 38 30.70% 34.47%

Otro dato importante que se puede inferir de este modelo es el tiempo promedio de que
un estudiante dependiendo del nimero de materias cubiertas egrese o abandone la escuela.
Para ello se graficard el vector de M* = Me' con M la matriz fundamental.
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La evidencia empirica observada en el plantel "Belisario Dominguez" hasta el ano 2013
es que muchos estudiantes desertan en el primer ano de la escuela, ya sea porque han deci-
dido cambiarse a otra institucion piublica o porque se encuentran bajo ciertas circunstancias
familiares o personales que les impiden asistir. La grédfica nos indica que es mds probable
que un estudiante que tiene 0 asignaturas cubiertas abandone la escuela y que lo hard en
el tiempo promedio estimado de dos anos (18.58 unidades de tiempo con el método JLT y
21.11 unidades con el método del ajuste 3), y cuando un estudiante tiene un mayor nimero de
asignaturas cubiertas es menos probable que abandone la escuela y por consiguiente concluya
satisfactoriamente sus estudios, como es el caso de quienes tienen 30 asignaturas cubiertas
y que el tiempo promedio en el que egresardn es de aproximadamente un semestre y un pe-
riodo de recuperacién (6.38 unidades de tiempo con JLT y 7.39 unidades de tiempo con el
ajuste 3). Anteriormente se analizaron conjuntamente los dos tipos de estudiantes, los que
egresaron y no egresaron por generacion, pero ahora se desea analizar por separado cada tipo
de estudiante. En este caso, al juntar a todos los estudiantes egresados y por el otro a los
que abandonaron, se asume que las condiciones son iguales, que es un proceso homogéneo en
general. Para ello se construyeron las matrices de transicién por tipo de estudiante (ahora
cada matriz solamente tiene 39 estados), por lo que se tuvieron unos pequenos cambios a los
c6digos de estimacion de la matriz. Analizando estos dos casos por separado se tienen las
siguientes estructuras de las matrices de transicion

Ll L3l i) L avsasd e
L]
.ae e

20

25

30

& L afhcknabuats tacthaiinatt feiatiinal st thedlasthaliod halasatolh taniinahll iacuiahel

40 I 1 I 1 1 1 1 = 40 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 g 10 15 20 ] 30 35

Egreso Desercion o abandono

Para la matriz de los estudiantes egresables si es posible calcular la matriz logaritmo
usando el método IRW debido a que todos los valores propios son distintos. Para el caso
de la matriz de los estudiantes que abandonan la escuela no es posible calcular la matriz
logaritmo con el método IRW debido a que el valor propio A = 0.63 tiene multiplicidad
algebraica 2, por lo que se tiene que utilizar el método de serie de potencias. Con ello, se
podran calcular los tiempos medios de absorcién para el caso discreto y continuo de cada
proceso, y nos dard la informacién mé&s precisa de cuanto tiempo un estudiante terminara
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sus estudios o abandonara la escuela.

Egreso D

— — EgresoC

No Egreso D
— — NoEgresoC

Tiempo promedio antes de
la absorcion

O 1

0 5 i 1‘0 1‘5 26 . 25 _30 35 40
Numero de materias cubiertas

D = proceso discreto ' =proceso continuo

En nuestro caso, para los estudiantes que si egresan de la preparatoria, en promedio se
tardan 3 anos y medio en concluir sus estudios y que en el caso continuo subestima estos
tiempos diciendo que un estudiante concluye sus estudios en aproximadamente en 29 periodos
aproximadamente (tres afios sin periodo intersemestral). Esta forma de comparar los tiempos
promedio de egreso nos diria que el problema de inclusién para el caso de estudiantes que
egresan no es tan vilido, que el caso discreto original nos regresa informacién més precisa y
que en el caso de los estudiantes que no egresan los dos modelos regresan informacién muy
similar: de que un estudiante que no egresa abandonara sus estudios en aproximadamente
cuatro semestres aproximadamente, aunque con los datos observados muchos estudiantes
abanadonan la escuela durante el primer ano de estancia, debido a que buscan entrar a otra
institucion educativa. Pero el tiempo aumenta considerablemente ya que hay otros estudi-
antes que siguen estudiando varios semestres mas, tienen un avance académico considerable
pero al final abandonan debido a que tienen que ingresar al mercado laboral o tienen prob-
lemas personales graves que les impiden concluir sus estudios, y por eso el tiempo promedio
para abandonar los estudios es m&s o menos constante, no importando si no tienen ninguna
materia cubierta o tengan veinte materias cubiertas.

4.4 Conclusiones

A lo largo de este trabajo se pudieron revisar los distintos métodos que hay para el cédlculo
de la matriz exponencial, mostrando que el método de Pade es el mejor método que hay,
Stewart [13] y Higham [8] son excelentes referencias sobre el tema. Al revisar las redes
estocdsticas, se observé que el espacio de estados crece considerablemente al juntar varios
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procesos en paralelo, por lo que los métodos numéricos se convierten en la tinica herramienta
posible para su estudio, y que en un trabajo futuro se puede estudiar mds a fondo la matriz
de tasas usando técnicas sparse, ya que la matriz resultante contiene una gran cantidad de
ceros. La teorfa de colas resulta un tema muy importante, donde los procesos de Markov
juegan un papel fundamental. En este trabajo solo se mostré una pequena parte de las
distintas configuraciones que hay, y que al juntarlos con las redes estocdsticas se pueden
trabajar una mayor variedad de sistemas, y esto puede servir de trabajo para el estudio de
colas reales y la optimizacién de tiempos de espera. En el ltimo caso, al trabajar con el
problema de inclusion, el problema central es poder encontrar la matriz logaritmo, en los
métodos propuestos usando series de potencias siempre existird el riesgo de generar errores
numéricos, por lo que una linea de trabajo a futuro es poder encontrar de manera exacta
esta matriz. En el articulo de Cardoso [76] propone un método directo para el cdlculo de la
matriz logaritmo para una cierta clase de funciones, pero tiene el inconveniente de que usa
el polinomio minimo de la matriz, y este polinomio solamente puede ser obtenido usando
software de célculos simbdlicos como Maple o Mathematica, un trabajo a futuro podria ser el
de analizar las propiedades numéricas del método propuesto en Cardoso [76]. Otro método
para calcular la matriz logaritmo viene en Higham [8] es el de la potencia y escala inversa,
log(A) = 2"log ((Al/ 2)”), y que en este caso es necesario el estudio de como calcular la raiz
cuadrada de una matriz, por lo que se muestra la gama de aplicaciones que puede llegar a
tener las funciones de matrices. Por tltimo, al trabajar con el problema de inclusién y la
movilidad estudiantil, esto puedo servir a futuro para estudiar el egreso y la desercién de
otros sistemas educativos a nivel medio superior, con el estudio realizado se observé que la
desercién académica conlleva a problemas graves en todos los sistemas educativos, donde cada
subsistema educativo tiene que revisar més a fondo el avance académico de sus estudiantes,
si las reglas generales de control escolar estdn dando los resultados deseados y como mejorar
los procesos internos para evitar la desercién. Un trabajo a futuro consistird en analizar mas
factores socioeconémicos y poder incorporarlos a un modelo més general.
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