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México

Facultad de Ciencias
Departamento de Matemáticas
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Maŕıa del Roćıo
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Introducción

La ciudad de Kaliningrado, que en el siglo XVIII se llamaba ciudad de Königsberg, es
atravesada por el ŕıo Pregel, este ŕıo tiene dos islas, la más pequeña se llama la isla Kneiphof.
En el siglo XVIII hab́ıa siete puentes que comunicaban a las islas y el resto de la ciudad. En
aquel tiempo los habitantes de la ciudad se preguntaban si una persona pod́ıa recorrer los siete
puentes pasando una sola vez por cada uno, con la condición de regresar al punto de salida. Fue
el matemático Leonhard Euler [1] quien le dio solución al dilema. Modeló el problema con una
representación gráfica de puntos y lineas, cada punto representaba un pedazo de tierra y una
ĺınea uńıa dos puntos si exist́ıa un puente entre ellas. Aśı fue como surgió la Teoŕıa de Gráficas.
A los puntos se le llamó vértices y a las ĺıneas que unen a los vértices, aristas. Con la idea
anterior definimos a una gráfica G, como una pareja ordenada G = (V (G), A(G)), donde V (G)
es un conjunto finito de objetos, no vaćıo y A(G) ⊆ {A ⊆ V (G) | |A| = 2}. Su representación
gráfica, guarda la misma idea dada por Euler. Estos objetos matemáticos, desde su inicio han
tenido un gran v́ınculo con cosas cotidianas, como problemas de vigilancia; en una colonia se
piensa poner cámaras en las esquinas para disminuir la delincuencia, en qué esquinas se deben
de poner dichas cámaras tal que todas las cuadras queden bajo vigilancia. Si cada esquina de la
colonia es un vértice y una ĺınea une dos vértices si comparten una cuadra. Nuestro problema
consiste en encontrar un conjunto de esquinas tal que todo esquina que no este en el conjunto,
comparta la cuadra con una esquina dentro del conjunto, es decir, encontrar un conjunto de
vértices tal que todo vértice fuera del conjunto comparta una arista con uno dentro. En gráficas
a estos conjuntos se les llama dominantes.

Por otro lado, a mediados del siglo XIX, el inglés Francis Guthrie alumno del matemático
Augustus De Morgan, se entreteńıa coloreando el mapa de Inglaterra utilizando la menor can-
tidad de colores posibles e intentó hacerlo con sólo cuatro colores sin conseguirlo, pero teńıa
la intuición de que se pod́ıa hacer. Aśı se formuló la siguiente pregunta: Dado cualquier mapa
geográfico con regiones continuas, éste puede ser coloreado con cuatro colores diferentes, de for-
ma que no queden regiones adyacentes con el mismo color. Siguiendo la idea de Euler, un mapa
como el de la pregunta se puede modelar con una gráfica G donde cada vértice representa una
región continua y una ĺınea une dos vértices si tienen una frontera común. Nuestro problema se
convierte en asignarle un color a cada vértice tal que los vértices que están unidos por una ĺınea
tengan color distinto, usando a lo más cuatro colores. Este problema fue abordado por muchos
matemáticos, entre ellos A. B. Kempe, A. De Morgan, Hamilton y Cayley. En Teoŕıa de Gráfi-
cas asignarle un color a cada vértice de G, usando a lo más m colores se le conoce como una
m−coloración de los vértices de G. A una coloración le llamamos propia si es una m−coloración
tal que dos vértices, que comparten una arista, no tienen asignado el mismo color. Al conjunto
de vértices que tenga asignado el mismo color le llamaremos clase cromática, notemos que una
m−coloración nos induce una partición de los vértices en m clases cromáticas. De la misma
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manera, si tenemos {P1, . . . , Pm} una partición de los vértices de la gráfica en m conjuntos, y a
los vértices del conjunto Pi les asignamos el color i, obtenemos una m−coloración de los vértices.

Uniendo los conceptos de conjuntos dominantes y coloración, podemos preguntarnos si exis-
te una coloración tal que cada clase cromática sea un conjunto dominante. La idea de encontrar
una coloración con la mayor cantidad de clases cromáticas, tal que cada clase sea un conjunto
dominante, fue introducida por E. J. Cockayne y por S. T. Hedetniemi en [6] y en [5] como el
domatic number. Domatic es una palabra inventada en inglés, que mezcla las palabras domina-
ting y chromatic, es decir, combina los conceptos de dominación con el de coloración en gráficas.

La mayoŕıa de los resultados en gráficas se encuentran en la tesis doctoral de Bohdan Ze-
linka [26], también fueron dados a conocer en su lectura en el Simposio de Teoŕıa de Gráficas
de 1990, realizado en la ciudad de Prachatice, República Checa. Dentro de estos resultados
se encuentran cotas a dicho número, aśı como acercamientos en familias espećıficas de gráfi-
cas. De manera análoga, Zelinka combinó la idea de dichas coloraciones con el concepto de
k−dominación en gráficas.

En 1984, Zelinka [30] definió un concepto análogo al número domático, para un tipo es-
pecial de gráficas: las gráficas dirigidas o digráficas. Una digráfica D es una pareja ordenada
D = (V (D), F (D)), donde V (D) es un conjunto finito de objetos, no vaćıo, y
F (D) ⊆ (V (D)× V (D))−W , donde W = {(x, x) | x ∈ V (D)}. Para definir este concepto pri-
mero diremos que un conjunto A ⊆ V (D) es semidominante interior si para todo x ∈ V (D)−A
existe y ∈ A tal que (x, y) ∈ F (D). Por otro lado, una m−coloración de los vértices de D es
asignarle a cada vértice un color, usando a lo más m colores, llamaremos clase cromática a los
conjuntos de vértices tal que sus elementos tienen asignados el mismo color. De esta manera, el
concepto para digráficas, definido por Zelinka en [30], es el número semidominante coloreable
interior (exterior), que es el máximo número de clases que puede tener una partición tal que
cada clase sea un conjunto semidominante interior (exterior), dando resultados básicos.

El objetivo de esta tesis es dar cotas al número semidominante coloreable de una digráfica,
trasladar a digráficas resultados obtenidos con el número domático, calcular el número semi-
dominante coloreable número para digráficas espećıficas y observar el comportamiento de las
coloraciones semidominantes de D bajo operaciones a ésta.

El primer caṕıtulo está centrado en definir los conceptos básicos de gráficas y digráficas.
También se presenta el concepto de conjuntos absorbentes, los cuales forman parte central de
este trabajo, aśı como se dan propiedades sobre estos conjuntos.

En el segundo caṕıtulo se da una reseña histórica del número domático de una gráfica, lo
que presenta una idea de como se ha abordado este tema en gráficas.

En el tercer caṕıtulo se definen a las coloraciones semidominantes, junto con ellas las parti-
ciones semidominantes y por ende al número semidominante coloreable de una digráfica, estos
conceptos fueron introducidos por Zelinka en 1984 [30]. Se comienza calculando dicho número
para digráficas espećıficas, como las digráficas completas, ciclos dirigidos, digráficas transiti-
vas y digráficas bipartitas. También se presentan resultados ya trabajados por Zelinka en [30],
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como la construcción de un torneo que tenga número semidominante coloreable interior y exte-
rior ya dados. Por otro lado, se introducen conceptos nuevos, análogos a los vistos en gráficas,
como el de una digráfica semidominante interior cŕıtica, de las cuales se da una caracterización.

En matemáticas, una forma de atacar los problemas es a través de operaciones o trans-
formaciones. En el cuarto caṕıtulo se habla del producto cartesiano de dos digráficas, que fue
trabajado por Maŕıa Kwasnik en 1982 [14] usando conjuntos absorbentes, donde demostró cual
es la distancia entre dos vértices de esta nueva digráfica, y dio una condición para que dicho
producto tuviera un (k, l)−núcleo, donde un (k, l)−núcleo es un conjunto k−independiente y
l−absorbente. En este caṕıtulo se demuestran propiedades básicas de este producto, aśı como
se calcula el número semidominante coloreable interior, para el producto de dos trayectorias
dirigidas y de dos ciclos dirigidos. También se da una cota inferior para dicho número a partir
de los números semidominantes coloreables de las digráficas ráız.

En el quinto caṕıtulo hablamos del número semidominante coloreable interior de digráficas
muy espećıficas, aśı como de su relación con el número semidominante colorable interior de la
digráfica ráız, lo que nos lleva a hablar de las coloraciones semidominantes.

La segunda sección está centrada en la digráfica de ĺıneas, digráfica que ha sido estudiada
por muchas personas, Matus Harminc demostró que: Una digráfica D tiene núcleo si y sólo
si L(D) tiene núcleo [12], donde un núcleo es un conjunto absorbente e independiente. Otras
personas que han trabajado con esta digráfica, son Hortensia Galeana y Xueliang Li, en [8] que
relacionan los seminúcleos de la digráfica ráız con los seminúcleos de la digráfica de ĺıneas, dan
una relación entre el número de (k,l)-núcleos de la digráfica original que es menor o igual que
el número de (2,l)-núcleos en su digráfica de ĺıneas. También demuestran que si L(D) tiene
un (k,l)-núcleo, entonces D tiene un (k’,l’ )-núcleo con k′ + l ≤ k, l ≤ l′. En este caṕıtulo se
prueba que la digráfica de ĺıneas tiene un número semidominante coloreable interior mayor o
igual al número semidominante coloreable interior de la original, también se trabajan ejemplos
de digráficas cuya desigualdad es estricta y una familia de digráficas donde se da la igualdad.

Dada una digráfica D, se puede definir a las digráficas subdivisión S(D), R(D), media Q(D)
y total T (D), las cuales fueron trabajadas por Jerzy Topp en 1982 [20] donde encontró con-
diciones para que dichas digráficas tengan núcleos. La siguiente sección se centra en acotar el
número semidominante colorable de las digráficas, anteriormente enunciadas, a partir de colo-
raciones semidominantes de la digráfica ráız.

Como veremos en el quinto caṕıtulo, no siempre es posible encontrar una coloración semi-
dominante interior con más de dos clases en las digráficas S(D) y R(D). Por lo que la primera
parte de este caṕıtulo se centrará en observar el comportamiento de las coloraciones semido-
minantes interiores de la digráfica ráız, no sólo en estas digráficas, también en L(D), Q(D) y
T (D).

De una coloración semidominante interior de una digráfica D, podemos obtener una colo-
ración de los vértices de las digráficas, que hemos estado trabajando, en conjuntos cuasiabsor-
bentes. De donde, pudimos observar que si dichos conjuntos de la digráfica ráız son indepen-
dientes, los inducidos en las digráficas también lo son, es decir, obtenemos conjuntos llamados
cuasinúcleos. Lo que nos llevó a relacionar estas coloraciones con el trabajo del 2001 de Gutin,

4



Meng, Koh, Tay y Yeo [11]. Donde dan una caracterización de las digráficas, sin pozos, que tie-
nen exactamente dos cuasinúcleos. En dicho trabajo concluyen con la siguiente conjetura: Toda
digráfica sin pozos, tiene dos cuasinúcleos ajenos. Por lo que en la segunda sección se trabaja
en esta conjetura. Mencionamos algunos de los resultados que forman parte de la historia de
como se ha abordado esta conjetura. Y en la segunda sección daremos acercamientos a esta
conjetura, en las digráficas ya trabajadas: L(D), S(D), R(D), Q(D) y T (D).

En la última sección se presenta una generalización al número semidominante coloreable,
la cual busca coloraciones de los vértices en clases k−absorbentes. Se trasladan resultados ob-
tenidos en gráficas a digráficas, también se demuestra el resultado dado por Maŕıa Kwasnik
en 1981 [15], donde da una generalización del teorema de Richardson para digráficas fuerte-
mente conexas, cuya demostración da impĺıcitamente una partición de los vértices en k clases
(k − 1)−absorbentes. También se definen las digráficas Sk(D), Rk(D), Qk(D) y T k(D), traba-
jadas por Hortensia Galeana y Laura Pastrana en [9] donde demostraron que, para cualquier
k, Sk(D) tiene k−núcleo. Con ayuda de este resultado se da una partición en k conjuntos
(k − 1)−absorbentes de los vértices de Sk(D), Rk(D), Qk(D) y T k(D).
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Caṕıtulo 1

Definiciones

En este caṕıtulo definiremos los conceptos con los que trabajaremos a lo largo de la tesis.
En primer lugar diremos lo que es una gráfica, junto con otras definiciones que nos ayudarán
a entender mejor la historia de los resultados que se encontraron. De manera análoga diremos
lo que es una digráfica. Vamos a presentar varios tipos de conjuntos de vértices dentro de una
digráfica, como son los conjuntos absorbentes, conjuntos independientes y los núcleos, aśı como
resultados básicos de éstos.

1.1. Gráficas

Una gráfica G es una pareja ordenada G = (V (G), A(G)) donde V (G) es un conjunto finito
de objetos, no vaćıo y A(G) ⊆ {A ⊆ V (G) | |A| = 2}. Al conjunto V (G) le llamamos el
conjunto de vértices de G y sus elementos reciben el nombre de vértices o puntos de G. El
conjunto A(G) es el conjunto de aristas de G y sus elementos son llamados aristas, arcos o
ĺıneas de G. Si a = {u, v} es una arista de G, la denotaremos por uv, llamaremos a u y v los
extremos de a. Además diremos que la arista a incide en los vértices u y v, o bien que u, v son
adyacentes. Análogamente si dos aristas inciden en un vértice diremos que son adyacentes.

La siguiente figura es una representación gráfica de G = (V (G), A(G)) donde
V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} y
A(G) = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, {v4, v5}, {v5, v6}, {v1, v6}, {v1, v4}, {v2, v6}, {v3, v5}}.

v1

v2

v3

v4

v5

v6
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El orden de una gráfica G es el cardinal del conjunto V (G), denotado por p. El tamaño de
G es el cardinal del conjunto A(G), denotado por q.

Definimos el grado de un vértice v, como el número de aristas que inciden en él, denotado
por δ(v). Si un vértice tiene grado cero le llamaremos vértice aislado. Y el grado mı́nimo de G
lo definimos como min{δ(v) | v ∈ V (G)}, denotado por δ(G).

La vecindad de un vértice v es el conjunto N(v) = {u ∈ V (G) | vu ∈ A(G)}. Observemos que
δ(v) = |N(v)| para todo v ∈ V (G). La vecindad cerrada de v es el conjunto N [v] = N(v)∪{v}.

Diremos que una gráfica G es r-regular si δ(v) = r para todo v ∈ V (G). Si G es una gráfica
de orden p y es (p− 1)−regular la llamamos completa y la denotamos por Kp.

La siguiente gráfica es K5, la gráfica completa de orden cinco.

v1

v2

v3

v4

v5

Existen muchos tipos de gráficas, una de las más usadas y de las cuales se tienen muchos
resultados importantes son las gráficas bipartitas. Una gráfica G es bipartita si existe una
partición de sus vértices en dos conjuntos {X, Y } tal que todas las aristas de G tienen un
extremo en X y otro en Y . Cuando cada uno de los vértices de un conjunto de la partición es
adyacente a cada uno de los vértices de la otra partición diremos que la gráfica es una gráfica
bipartita completa, además si las cardinalidades de los conjuntos de la partición son n y m
respectivamente, entonces la denotaremos como Kn,m.

La siguiente gráfica es bipartita, con bipartición {V,W}.

V W

v1

v2

v3

v4

w1

w2

w3

Un camino C = (x0, a1, x1, a2, . . . , xn−1, an, xn) es una sucesión alternada de vértices y aris-
tas tal que ai = xi−1xi ∈ A(G) con 1 ≤ i ≤ n. También denotaremos a C como (x0, x1, . . . , xn),
lo llamaremos un x0xn − camino y en este caso se dice que la longitud de C, denotada por
l(C), es l(C) = n. Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vérti-
ce. Una trayectoria de u a v es un uv − camino que no repite vértices, también llamado una
uv − trayectoria. Un ciclo γ es un camino cerrado tal que sólo repite el primero y el último
vértice y l(γ) ≥ 3.

Otro concepto que nos es muy útil es el de conexidad, diremos que una gráfica es conexa si
para todo par de vértices existe un camino entre ellos. Con la definición anterior podemos decir
que S ⊆ V (G) es un conjunto de corte por vértices de G, si G− S no es conexa, análogamente
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podemos decir que W ⊆ A(G) es un conjunto de corte por aristas si G−W no es conexa. A par-
tir de lo anterior podemos definir la conexidad puntual de G, que denotaremos por κ(G), como
min{|S| | S es un conjunto de corte por vértices de G o G − S es la gráfica trivial}. Análoga-
mente definimos la conexidad lineal de G, denotada por λ(G), como
min{|W | | W es un conjunto de corte por aristas de G o G−W es la gráfica trivial}.

Diremos que dos gráficas G y H son isomorfas, denotado por G ∼= H, si existe una función
ϕ : V (G)→ V (H) tal que ϕ es biyectiva y u es adyacente a v en G si y sólo si ϕ(u) es adyacente
a ϕ(v) en H.

Dadas G y H decimos que H es subgráfica de G, denotado por H ⊆ G, si V (H) ⊆ V (G) y
A(H) ⊆ A(G). Cuando se da la igualdad en los conjuntos de vértices decimos que H es una
subgráfica generadora de G. Dado B subconjunto de V (G), la subgráfica inducida por B, deno-
tada por G[B], es la subgráfica de G tal que B = V (G[B]) y si u, v ∈ B, entonces uv ∈ A(G[B])
si y sólo si uv ∈ A(G).

Diremos que A ⊆ V (G) es un conjunto dominante si para cada vértice
v ∈ V (G) − A existe w ∈ A tal que vw ∈ A(G). Un conjunto B ⊆ V (G) es dominante
total si para todo vértice v ∈ V (G) existe w ∈ B tal que vw ∈ A(G).

Consideremos la siguiente gráfica:

G

v1

v2

v3

v4

v5

v6

Observemos que A = {v1, v3, v5} es un conjunto dominante de G, pues todo vértice fuera
de A es adyacente a algún vértice de A. También notemos que A no es un conjunto dominante
total, pues v5 no es adyacente a ningún otro vértice de A.

Diremos que I ⊆ V (G) es un conjunto independiente si para cada par de vértices u, v ∈ I,
entonces uv /∈ A(G).

Por otro lado, a mediados del siglo XIX, el inglés Francis Guthrie alumno del matemático
Augustus De Morgan, se entreteńıa intentando colorear el mapa de Inglaterra utilizando la me-
nor cantidad de colores posibles e intentó hacerlo con sólo cuatro colores sin conseguirlo, pero
teńıa la intuición de que se pod́ıa hacer. Aśı se formuló la siguiente pregunta: Dado cualquier
mapa geográfico con regiones continuas, éste puede ser coloreado con cuatro colores diferentes,
de forma que no queden regiones adyacentes con el mismo color. Siguiendo la idea de Euler, un
mapa como el de la pregunta se puede modelar con una gráfica G donde cada vértice representa
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una región y una ĺınea une dos vértices si tienen una frontera común. Nuestro problema se con-
vierte en asignarle un color a cada vértice tal que los vértices adyacentes tengan color distinto,
usando a lo más cuatro colores. Este problema fue abordado por muchos matemáticos, entre
ellos A. B. Kempe, A. De Morgan, Hamilton y Cayley. En Teoŕıa de Gráficas asignarle un color
a cada vértice de G, usando a lo más m colores se le conoce como una m−coloración de los
vértices de G. Una coloración propia es una m−coloración tal que dos vértices, que comparten
una arista, no tienen asignado el mismo color. Al conjunto de vértices que tenga asignado el
mismo color le llamaremos clase cromática, notemos que una m−coloración nos induce una
partición de los vértices en m clases cromáticas. De la misma manera, si tenemos {P1, . . . , Pm}
una partición de los vértices de la gráfica en m conjuntos, y a los vértices del conjunto Pi
les asignamos el color i, obtenemos una m−coloración de los vértices de la gráfica. Podemos
observar, que en una m−coloración propia, la subgráfica inducida por cada clase cromática
nos induce una subgráfica de vértices aislados, es decir, los vértices que pertenecen a la misma
clase de color no son adyacentes entre śı, como ya vimos, a estos conjuntos se les conoce como
conjuntos independientes.

A una gráfica Wn, tal que V (Wn) = {x1, . . . , xn, xn+1} con n ≥ 3 y
A(Wn) = {x1x2, x2x3, . . . , xn−1xn, xnx1}∪{x1xn+1, x2xn+1, . . . , xnxn+1} la llamaremos una rue-
da. En otras palabras, está conformada por un ciclo y un vértice, que no está en el ciclo,
adyacente a todos los demás vértices.

Un ejemplo de W5 es:

x1

x2

x3

x4

x5

x6

También existen operaciones entre gráficas que dejan invariante algunas de sus propiedades
estructurales. Sean G y H dos gráficas, tal que V (G) ∩ V (H) = ∅. Si V (G) = {x1, . . . , xn} y
V (H) = {y1, . . . , ym}, el producto cartesiano de G con H, denotado por G × H, cumple que
V (G×H) = V (G)× V (H) y (x1, y1) es adyacente a (x2, y2) si y sólo si y1 = y2 y x1x2 ∈ A(G)
o si x1 = x2 y y1y2 ∈ A(H).

Dada esta operación se definieron los n-cubos de la siguiente manera:

Q1 = K2

Q2 = Q1 ×K2

...

Qn = Qn−1 ×K2
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Una representación gráfica de Q3 es la siguiente:

1.2. Digráficas

Una digráfica es una pareja ordenada D = (V (D), F (D)) donde V (D) es un conjunto finito
de objetos, no vaćıo, y F (D) ⊆ (V (D) × V (D)) − W , donde
W = {(x, x) | x ∈ V (D)}. Al conjunto V (D) lo llamaremos el conjunto de vértices de D
y sus elementos recibirán el nombre de vértices o puntos de D. El conjunto F (D) es el conjunto
de flechas de D y sus elementos son las flechas de D. Para este trabajo, supondremos que
V (D) ∩ F (D) = ∅.

Si a = (u, v) es una flecha de D llamaremos a u y v los extremos de a. Además diremos
que u llega o alcanza a v, análogamente diremos que v es alcanzado por u. Nos referiremos a u
como inicio y a v como final de a. También diremos que u y v son adyacentes. Dos flechas son
adyacentes si comparten alguno de sus extremos.

Una representación gráfica de D = (V (D), F (D)) con:
V (D) = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8} y
F (D) = {(u1, u2), (u1, u8), (u2, u3), (u2, u5), (u3, u4), (u3, u7), (u4, u5), (u5, u6), (u6, u2), (u6, u7),
(u8, u1), (u8, u7)}.

u1

u2

u3 u4

u5

u6

u7u8

La invecindad de un vértice v es el conjunto {u ∈ V (D) | (u, v) ∈ F (D)}, que denotaremos
por Γ−(v). La exvecindad de v es el conjunto {u ∈ V (D) | (v, u) ∈ F (D)}, que denotare-
mos por Γ+(v). La vecindad de v es el conjunto Γ(v) = Γ−(v) ∪ Γ+(v). El ingrado de v es
|Γ−(v)|, denotado por δ−(v), el exgrado de v es |Γ+(v)|, denotado por δ+(v), y el grado de v es
|Γ−(v)|+ |Γ+(v)|, denotado por δ(v).

Llamaremos a δ+(D) = min{δ+(x) | x ∈ V (D)} y a δ−(D) = min{δ−(x) | x ∈ V (D)},
el exgrado mı́nimo de D y el ingrado mı́nimo de D, respectivamente. También definimos
∆+(D) = max{δ+(x) | x ∈ V (D)} y ∆−(D) = max{δ−(x) | x ∈ V (D)}, como el exgrado
máximo de D y y el ingrado máximo de D, respectivamente.

Diremos que un vértice x ∈ V (D) es un pozo si δ+(x) = 0, o bien x es fuente si δ−(x) = 0,
y en el caso que x sea pozo y fuente le llamaremos vértice aislado.
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Dados A ⊆ V (D) y B ⊆ V (D), diremos que hay una AB−flecha si existe x ∈ A y w ∈ B
tal que (x,w) ∈ F (D).

Un camino dirigido C = (v0, a1, v1, a2, . . . , vn−1, an, vn) es una sucesión alternada de vérti-
ces y flechas tal que ai = (vi−1, vi) para toda i ∈ {1, . . . , n}. También nos referiremos a C
como (v0, v1, . . . , vn−1, vn) y lo llamaremos un v0vn−camino dirigido. La longitud del camino es
l(C) = n. Diremos que el camino es cerrado si v0 = vn. Una trayectoria dirigida es un camino
dirigido que no repite vértices, a la que llamaremos una v0vn−trayectoria dirigida. Un ciclo
dirigido C es un camino dirigido, de longitud al menos 2, cerrado que repite únicamente el
primero y el último vértice.

Como podemos ver, por definición, toda trayectoria dirigida es un camino dirigido pero
al revés no sucede. Sin embargo, al igual que en gráficas no dirigidas, todo camino dirigido
contiene una trayectoria dirigida, como lo podemos observar en la siguiente proposición.

Proposición 1.2.1. Todo uv−camino dirigido contiene una uv−trayectoria dirigida, con
u 6= v.

Demostración. Sean D una digráfica, u, v ∈ V (D) y C = (u = x0, x1, . . . , xn = v) un
uv−camino dirigido. La demostración se hará por inducción sobre l(C) = n.

Si n = 1, entonces C = (u = x0, x1 = v), por lo que C es una uv−trayectoria dirigida.
Supongamos que todo uv−camino dirigido de longitud menor a n contiene una uv−trayectoria

dirigida.
Sea C = (u = x0, x1, . . . , xn = v), un uv−camino dirigido. Tenemos dos casos.

Si no existen i, j ∈ {0, 1, . . . , n} tal que xi = xj, entonces C es una uv−trayectoria
dirigida.

Si existen i, j ∈ {0, 1, . . . , n}, con i 6= j, tal que xi = xj, entonces consideremos
C ′ = (u = x0, x1, . . . , xi−1, xi = xj, xj+1, . . . , xn = v), el cual es un uv−camino dirigi-
do de longitud menor a n. Por hipótesis de inducción C ′ contiene una uv−trayectoria
dirigida T . Como T está contenida en C ′ y éste en C, entonces T está contenida en C.

Dada una digráfica D, para cualquier par de vértices u, v ∈ V (D), la distancia de u a v
está definida por d(u, v) = min{l(T )| T es una uv− trayectoria dirigida}, si no existe ninguna
uv−trayectoria dirigida entonces definimos d(u, v) =∞. Una observación importante es que no
siempre d(u, v) = d(v, u).

Consideremos la siguiente digráfica H.

u1

u2 u3

u4

u5u6

u7

u8

u9

u10
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Observemos que (u9, u10, u9) es el ciclo más pequeño de H, u7 es fuente y u8 es un pozo.
Aśı como d(u1, u5) = 4 y d(u1, u7) = d(u1, u9) =∞.

Siguiendo con las definiciones, diremos que dos digráficas D y H, son isomorfas, denotado
por D ∼= H, si existe una función φ: V (D) → V (H) biyectiva tal que u alcanza a v en D si y
sólo si φ(u) alcanza a φ(v) en H.

Condiremos las siguientes digráficas:

D H ′

v1

v2

v3

v4

v5 u1

u2

u3

u4

u5

Observemos que D y H ′ son isomorfas.

Dada una digráfica D, una m−coloración de los vértices de D es asignarle a cada vértice
sólo un color, usando a lo más m colores. Al conjunto de vértices que tienen asignado el mismo
color le llamaremos clase cromática. Una observación importante es que una m−coloración nos
induce una partición de los vértices en m clases cromáticas. De manera análoga, si {P1, . . . , Pm}
es una partición de los vértices en m clases y a los vértices del conjunto Pi le asignamos el color
i, con i ∈ {1, . . . ,m}, obtenemos una coloración de los vértices de D. Por lo que para demostrar
que existe una coloración en m clases cromáticas, demostraremos que hay una partición de los
vértices de D en m clases.

Hay muchos tipos de digráficas, los torneos son una familia de digráficas que por su estruc-
tura cumplen con muchas propiedades. Un torneo de orden p es una digráfica tal que cualquier
par de vértices comparten exactamente una flecha entre ellos. La idea intuitiva del torneo de
orden p es darle una orientación a la gráfica completa Kp, en una sola dirección.

Torneo de seis vértices:

v1

v2 v3

v4

v5v6
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Otro tipo de digráficas son las digráficas completas. Diremos que una digráfica D es completa
si para todo par de vértices x, y ∈ V (D), se tiene que (x, y) ∈ F (D) y (y, x) ∈ F (D). Si el

orden de D es n, la denotaremos por
→
Kn.

→
K4

v1

v2

v3

v4

Una digráfica D es bipartita si existen dos conjuntos, distintos del vaćıo, V1 y V2, que
llamaremos clases, tal que:

1. V1 ∪ V2 = V (D).

2. V2 ∩ V2 = ∅.

3. Si (x, y) ∈ F (D), entonces se tiene que x ∈ V1 y y ∈ V2 o bien y ∈ V1 y x ∈ V2.

Si además para todo par de vértices x, y ∈ V (D) en diferentes clases, tenemos que (x, y) ∈ F (D)

y (y, x) ∈ F (D), la llamaremos bipartita completa, que denotaremos por
→
Kr,s, donde r = |V1|

y s = |V2|.
→
K2,3

v1

v2

v3

v4

v5

De la misma manera, decimos que una digráfica es s−partita, con s ∈ N, 3 ≤ s, si existen
s conjuntos {V1, . . . , Vs} distintos del vaćıo, tales que:

1.
s⋃
i=1

Vi = V (D).

2. Vi ∩ Vj = ∅ para toda i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , s}.

3. Si (x, y) ∈ F (D), entonces se tiene que x ∈ Vi y y ∈ Vj o se tiene que y ∈ Vi y x ∈ Vj con
i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , s}.
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Dada D una digráfica, definimos a la digráfica dual de D, denotada por
∼
D, como la digráfica

resultante de cambiarle la dirección a todas las flechas de D.

Si una digráfica D es tal que todo par u, v ∈ V (D) existe un uv−camino dirigido y un
vu−camino dirigido, entonces llamaremos a D fuertemente conexa.

Como ya hemos observado, toda trayectoria dirigida es un camino dirigido y por la Pro-
posición 1.2.1 todo camino dirigido contiene una trayectoria dirigida, por lo que la definición
anterior es análoga a pedir que haya una uv−trayectoria dirigida y una vu−trayectoria dirigida.

Hay digráficas que no son fuertemente conexas, y con base en la definición anterior, tenemos
que una componente fuerte de una digráfica D, es una subdigráfica inducida de D tal que es
fuertemente conexa y máxima por contención con esta propiedad. De esta manera, podemos
inducir una partición de los vértices de D en componentes fuertes.

A partir de lo anterior, dada una digráfica D con {D1, . . . , Dk} sus componentes fuertes,
podemos definir a la digráfica de condensación, que denotaremos con D∗, como la digráfica tal
que V (D∗) = {v1, . . . , vk} y (vi, vj) ∈ F (D∗) si y sólo si existe la DiDj−flecha en D. Observemos
que si D es fuertemente conexa, entonces D∗ es un solo vértice.

Diremos que Di es una componente fuerte terminal si δ+
D∗(vi) = 0, análogamente si

δ−D∗(vi) = 0 la llamaremos componente fuerte inicial.

Proposición 1.2.2. Si D es una digráfica, entonces su digráfica de condensación es aćıclica.

Demostración. Supongamos que D∗ tiene un ciclo dirigido γ∗ = (v0, . . . , vl, v0), entonces para
cada i (mod l) con i ∈ {0, 1, . . . , l}, existe un vértice xi ∈ V (Di) y otro yi+1 ∈ V (Di+1) tal que
(xi, yi+1) ∈ F (D). Por otro lado, como xi, yi ∈ V (Di) y Di es una subdigráfica D fuertemente
conexa, existe (xi, wi,1, . . . , wi,ri , yi) una yixi−trayectoria dirigida en D.

Consideremos al siguiente ciclo dirigido de D:

γ = (y0, w0,1, . . . , w0,r0 , x0, y1, w1,1, . . . , w1,r1x1, y2, . . . , yl, wl,1, . . . , wl,rl , xl, y0).

En particular, si i = 1 tenemos que existe la y2x1−trayectoria dirigida y la x1y2−trayectoria
dirigida por lo que x1 y y2 están en la misma componente fuerte lo que es una contradicción pues
por definición x1 ∈ V (D1) y y2 ∈ V (D2). Por lo tanto no existe γ∗, es decir, D∗ es aćıclica.

Corolario 1.2.1. Toda digráfica tiene una componente fuerte terminal y una inicial.

Demostración. Sea D una digráfica y D∗ su digráfica de condensación. Consideremos
T = (v1, . . . , vl) una trayectoria dirigida de longitud máxima en D∗. Afirmamos que δ+

D∗(vl) = 0.
Supongamos que no, es decir, existe un x ∈ V (D∗) tal que (vl, x) ∈ F (D∗). Como T es de lon-
gitud máxima x = vi, es decir, x ∈ V (T ), pues si no (v1, . . . , vl, x) seŕıa una trayectoria dirigida
de longitud mayor, pero (x = vi, vi+1, . . . , vl, x) es un ciclo dirigido en D∗, lo que es una con-
tradicción. Por lo tanto, δ+

D∗(vl) = 0, por lo que Dl es una componente fuerte terminal.
La demostración de que D1 es una componente fuerte inicial, es completamente análoga,

usando la digráfica dual.

Observación 1.2.1. Si un vértice x está en una componente fuerte terminal, entonces su
exvecindad queda contenida en dicha componente, es decir, si x ∈ V (Di) tal que Di es una
componente fuerte terminal, entonces Γ+

D(x) ⊆ V (Di).
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Diremos que una digráfica D es transitiva si para todos los vértices x, y, z ∈ V (D) tales que
(x, y), (y, z) ∈ F (D), entonces (x, z) ∈ F (D).

Proposición 1.2.3. Si D es una digráfica transitiva y fuertemente conexa, entonces D es
completa.

Demostración. SiD es un único vértice, entoncesD es completa. Si tiene dos vértices, comoD es

fuertemente conexa, entonces D ∼=
→
K2. Supongamos que |V (D)| ≥ 3. Sean x, y ∈ V (D), demos-

traremos que (x, y) ∈ F (D) y (y, x) ∈ F (D). Consideremos (x,v1, . . . , vr, y) una xy−trayectoria
dirigida, que existe pues D es fuertemente conexa. Notemos que (x, v1), (v1, v2) ∈ F (D), co-
mo D es transitiva (x, v2) ∈ F (D), junto con el hecho de que (v2, v3) ∈ F (D), tenemos que
(x, v3) ∈ F (D). Con el mismo razonamiento llegamos a que (x, vr) ∈ F (D), entonces como
(vr, y) ∈ F (D) tenemos que (x, y) ∈ F (D). Por otro lado, por ser D fuertemente conexa sabe-
mos que existe una yx−trayectoria dirigida. Procediendo de la misma manera obtenemos que
(y, x) ∈ F (D). Por lo tanto, D es una digráfica completa.

Corolario 1.2.2. Sean D una digráfica transitiva y D1, . . . , Dk sus componentes fuertes. Si
y ∈ V (Dj) y x ∈ V (Di) tal que (x, y) ∈ F (D), entonces (z, w) ∈ F (D) para todo z ∈ V (Di) y
todo w ∈ V (Dj).

Demostración. Sean x, z ∈ V (Di) y w, y ∈ V (Dj). Primero observemos que como Di es transi-
tiva y fuertemente conexa, entonces por la proposición 1.2.3 (z, x) ∈ F (D), análogamente como
Dj es fuertemente conexa y transitiva, (y, w) ∈ F (D).

Del hecho de que D es transitiva se sigue que:

Como (x, y), (y, w) ∈ F (D), entonces (x,w) ∈ F (D) para todo w ∈ V (Dj).

Como (z, x), (x,w) ∈ F (D), entonces (z, w) ∈ F (D) para todo w ∈ V (Dj) y todo
z ∈ V (Di).

El corolario anterior nos dice que si hay flecha de un vértice a otro que está en otra compo-
nente, entonces todo vértice en la misma componente manda flecha a todos los vértices de la
otra componente, aśı podemos llegar al siguiente corolario.

Corolario 1.2.3. Si D es una digráfica transitiva y x ∈ V (Di) donde Di es una componente
fuerte, no terminal, entonces existe w ∈ Γ+(x) tal que w ∈ V (Dj) con Dj una componente
fuerte terminal.

Demostración. Sea D una digráfica transitiva y x ∈ V (Di) donde Di es una componente fuerte,
no terminal. Sea T = (x, x1, . . . , xn) una trayectoria dirigida de longitud máxima desde x.
Procediendo como en la prueba de la proposición 1.2.3 (x, xi) ∈ F (D) para toda i ∈ {1, . . . , xn},
en particular para xn.

Afirmamos que xn está en una componente fuerte final de D. Sabemos que xn ∈ Dj con Dj

componente fuerte de D. Observemos que al ser T máxima Γ+(xn) ⊆ V (T ). Sea xi el primer
vértice que aparece en T tal que (xn, xi) ∈ F (D), por lo que el ciclo dirigido (xi, xi+1, . . . , xn, xi)
nos dice que xs ∈ V (Dj) para todo s ∈ {i, i + 1, . . . , n}. Supongamos que Dj no es terminal,
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entonces δ+
D∗(vj) ≥ 1, por lo que existe vk ∈ V (D∗), vj 6= vk, tal que (vj, vk) ∈ F (D∗). Entonces

por la definición de D∗ y por el Corolario 1.2.2 existe y ∈ V (Dk) tal que (xn, y) ∈ F (D), y
como Γ+(xn) ⊆ V (T ), entonces y = xs con s ∈ {i, i+ 1, . . . , n− 1}, es decir, y ∈ V (Dj), lo que
es una contradicción pues y ∈ Dk 6= Dj. Por lo tanto, Dj es una componente fuerte terminal y
xn ∈ Γ+(x).

Juntando ambos corolarios, obtenemos que todo vértice manda flecha a todos los vértices
de al menos una componente fuerte terminal.

1.3. Conjuntos absorbentes

En esta sección hablaremos de los conjuntos de vértices en los cuales está centrado este
trabajo. Los conjuntos absorbentes.

Definición 1.3.1. Sea D una digráfica, A ⊆ V (D) es conjunto absorbente si todo vértice fuera
del conjunto A alcanza al menos a un vértice de A, es decir, para todo v ∈ V (D) − A existe
u ∈ A tal que (v, u) ∈ F (D).

Sea A el conjunto cuyos elementos son los conjuntos absorbentes de D. La primera obser-
vación es que V (D) ∈ A. Además si A ∈ A y A ⊂ A′, entonces A′ ∈ A.

Definición 1.3.2. El número de absorbencia de D es el mı́nimo de las cardinalidades de los
conjuntos absorbentes, es decir:

β(D) = min{|A| | A ∈ A}

Observemos el siguiente ejemplo:

Estaciones de radar. Se tiene una serie de puntos estratégicos x1, x2, x3, x4 y x5, llamados
células, en las cuales se puede poner un radar, el cual puede mantener bajo vigilancia a las
otras células.

x1

x2

x3

x4

x5

El radar en la célula x4 puede estudiar a las células x1, x2 y x3, como se muestra en la
digráfica. Del mismo modo, el radar en la célula x2 puede examinar a las células x3 y x5. ¿Cuál
es el mı́nimo número de estaciones de radar necesarios para examinar todas las células?

El problema se puede resolver estudiando a la digráfica anterior, que modela el problema,
y encontrando su número de absorbencia. Notemos que no hay ningún vértice que absorba a
todos los demás. Por otro lado, {x2, x4} es un conjunto absorbente. Por lo tanto β(D) = 2, es
decir, se necesitan dos estaciones de radar para poder estudiar a todas las células.
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Definición 1.3.3. Sea D una digráfica, B ⊆ V (D) es un conjunto absorbente total si todo
vértice de D alcanza al menos a un vértice de B, es decir, para todo v ∈ V (D) existe u ∈ B tal
que (v, u) ∈ F (D).

Ahora demostraremos algunos resultados básicos del número de absorbencia en una digráfi-
ca.

Proposición 1.3.1. Sea D una digráfica, de orden p y tamaño q, entonces

p− q ≤ β(D).

Demostración. Sea A un conjunto absorbente tal que |A| = β(D). Notemos que cada vértice
que está fuera de A manda al menos una flecha a A. Por lo tanto:

|V (D)− A| = p− |A| ≤ q

Se tiene que
β(D) = |A| ≥ p− q

Un acercamiento hacia el número de absorbencia seŕıa el siguiente.

Proposición 1.3.2. Sea D una digráfica de orden p, entonces

β(D) ≤ p−∆−(D)

Demostración. Sea x0 ∈ V (D) tal que δ−(x0) = ∆−(D), y tomemos al conjunto

A = V (D)− Γ−(x0)

Por construcción sabemos que es un conjunto absorbente, entonces por definición de β(D)

β(D) ≤ |A| = p− |Γ−(x0)| = p−∆−(D).

Definición 1.3.4. Un conjunto I ⊆ V (D) es independiente si todo par de vértices de I no son
adyacentes, es decir, para todo x, y ∈ I se tiene que (x, y) /∈ F (D) y (y, x) /∈ F (D).

Notemos que todas las digráficas tienen al menos un conjunto independiente, pues como
V (D) 6= ∅ existe al menos un vértice y el conjunto formado por un solo vértice es un conjunto
independiente.

Con la definición de conjuntos independientes y de conjuntos absorbentes podemos combi-
narlos para dar paso al siguiente tipo de conjuntos.

Definición 1.3.5. Un conjunto N ⊆ V (D) es núcleo de D si y sólo si N es un conjunto
absorbente e independiente.

El concepto de núcleo, fue introducido por Von Neumann y Morgenstern [21] en 1994, bajo
el nombre de solución, para resolver problemas en Teoŕıa de Juegos.
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A partir de este concepto, una pregunta natural seŕıa: ¿Todas las digráficas tienen núcleo?,
la respuesta es: no.

Consideremos a C3, el ciclo dirigido de tres vértices.

v1

v2

v3

Observemos que C3 no tiene núcleo pues cualquier par de vértices son adyacentes, entonces
si tuviera núcleo seŕıa un vértice, pero si vi fuera núcleo, notemos que vi+1 no es absorbido,
tomando a i ∈ Z3

Por lo tanto la siguiente pregunta seŕıa, ¿si D tiene núcleo, entonces tendrá más de uno?,
la respuesta, en algunos casos, es śı.

Consideremos a C4, el ciclo dirigido de cuatro vértices.

v1

v2
v3

v4

Es fácil ver que los conjuntos {v1, v3} y {v2, v4} son núcleos de C4, y que evidentemente son
distintos.

A continuación demostraremos algunos resultados sobre propiedades de los núcleos, otros
simplemente los mencionaremos, aśı como condiciones para la existencia de éstos.

Proposición 1.3.3. Si N es un núcleo de D, entonces N es un conjunto independiente máximo
y absorbente mı́nimo, por contención.

Demostración. Sea N un núcleo de D. Notemos que si v /∈ N , entonces existe la vN − flecha,
por lo que N ∪ {v} no puede ser independiente. Por lo tanto N es independiente máximo.

Sea u ∈ N , tomemos T = N − u, como N es independiente, entonces no existe ninguna
uT−flecha, por lo tanto T no es absorbente, es decir, N es un conjunto absorbente mı́nimo.

Teorema 1.3.1. [3] Si D es una digráfica sin ciclos, entonces D tiene un único núcleo.

Teorema 1.3.2 (Richardson). [18] Si D es una digráfica sin ciclos impares, entonces D tiene
al menos un núcleo.

Como se puede ver en los resultados dados, no siempre es posible encontrar un núcleo en
una digráfica y las condiciones que se piden suelen ser muy fuertes. Por otro lado, un concepto
que se ha trabajado y que vincula el concepto de independencia y un tipo de absorbencia es el
concepto de cuasinúcleo.
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Definición 1.3.6. Decimos que A ⊆ V (D) es un cuasinúcleo si y sólo si A cumple las siguientes
propiedades:

1. A es independiente.

2. Para todo x ∈ V (D)− A existe una trayectoria dirigida de longitud menor o igual a dos
de x a A.

Cuando un conjunto A cumpla la segunda condición diremos que cuasiabsorbe a D − A.

Proposición 1.3.4. Toda digráfica tiene cuasinúcleo.

Demostración. Sea D una digráfica. La demostración se hará por inducción sobre el orden de
D. Si |V (D)| = 1, entonces su único vértice es cuasinúcleo.

Supongamos que toda digráfica D′ de orden p′ < n tiene un cuasinúcleo. Supongamos que
|V (D)| = n, sea x ∈ V (D) tal que Γ−(x) ∪ {x} 6= V (D), si no existe, {x} es cuasinúcleo de D.
Consideremos D′ = D− (Γ−(x)∪{x}), notemos que |V (D′)| ≤ n− 1, entonces por hipótesis de
inducción D′ tiene un cuasinúcleo Q. Observemos que Q ⊆ V (D′) ⊂ V (D). Ahora nos fijamos
en D, teniendo los siguientes dos casos:

Caso 1: x no es adyacente a ningún vértice de Q. Tomemos Q′ = Q ∪ {x}, afirmamos que
Q′ es cuasinúcleo de D. Notemos que al ser Q independiente y no existir la xQ − flecha ni
la Qx − flecha, entonces Q′ es independiente. Sea y ∈ V (D) − Q′, si y ∈ V (D′), entonces Q
cuasiabsorbe a y, si y ∈ V (D)−(V (D′)∪{x}), es decir, y ∈ Γ−(x), entonces x ∈ Q′ cuasiabsorbe
a y. Por lo tanto Q′ es cuasiabsorbente e independiente, por ende cuasinúcleo de D.

Caso 2: Si existe la xQ−flecha, afirmamos queQ es cuasinúcleo deD, pues al ser cuasinúcleo
de D′ es independiente y cuasiabsorbe a V (D′) − Q, además, en D, absorbe a x y por ende
cuasiabsorbe a Γ−(x).

Por lo tanto D tiene cuasinúcleo.

Observemos que este tipo de conjuntos guardan una relación con los núcleos.

Proposición 1.3.5. Todo núcleo es un cuasinúcleo.

Demostración. Sea N un núcleo de D, notemos que por definición N es independiente. Además
como es absorbente, se tiene que para todo v ∈ V (D) − N existe la vN − flecha, es decir,
existe una trayectoria dirigida de longitud menor o igual a dos de v a N . Por lo tanto, N es
cuasinúcleo de D.

Notemos que el regreso no es cierto, recordemos a C3:

v1

v2

v3

Como ya hab́ıamos visto no tiene núcleo, sin embargo, es fácil de verificar que cada vértice
es un cuasinúcleo de C3.
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Por último, podemos definir los siguientes tipos de conjuntos de una digráfica. Sean k y l
dos números naturales, tal que k ≥ 2 y l ≥ 1.

Definición 1.3.7. Un conjunto A ⊆ V (D) es k−independiente en D si para todo par de vértices
x, y ∈ A, d(x, y) ≥ k y d(y, x) ≥ k.

Definición 1.3.8. Un conjunto A ⊆ V (D) es l−absorbente en D si para todo vértice
x ∈ V (D)− A existe y ∈ A tal que d(x, y) ≤ l.

Con base en estas nuevas definiciones, se puede definir un concepto que generaliza a los
núcleos, los (k, l)−núcleos.

Definición 1.3.9. Un conjunto N ⊆ V (D) es un (k, l)−núcleo de D si y sólo si N es un
conjunto k−independiente y l−absorbente.

Notemos que un (2, 1)−núcleo es un núcleo de D, pues es un conjunto en el cual sus vértices
están a distancia al menos dos y los vértices fuera del conjunto están a distancia uno.
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Caṕıtulo 2

Historia y Resultados Previos

En el caṕıtulo anterior definimos lo que es un conjunto dominante en una gráfica y que es
una m−coloración. Como ya observamos una m−coloración de una gráfica G, nos induce una
partición de sus vértices en clases cromáticas.

Uniendo los conceptos de conjuntos dominantes y coloración, podemos preguntarnos si exis-
te una coloración tal que cada clase cromática sea un conjunto dominante. La idea de encontrar
una coloración con la mayor cantidad de clases cromáticas, tal que cada clase sea un conjunto
dominante, fue introducida por E. J. Cockayne y por S. T. Hedetniemi en [6] y en [5] como
el domatic number. Domatic es una palabra inventada en inglés, que mezcla las palabras do-
minating y chromatic, es decir, combina los conceptos de dominación con el de coloración en
gráficas.

En este caṕıtulo se da una reseña histórica del número domático de una gráfica, del cual
mencionaremos algunos de los resultados trabajados principalmente por Bohdan Zelinka en [26],
que van desde cotas hasta ejemplos particulares de familias de gráficas, dando una idea de como
se ha abordado este tema en gráficas.

2.1. Número Domático

La mayoŕıa de los resultados de este caṕıtulo se encuentran en la tesis doctoral de Bohdan
Zelinka [26], también fueron dados a conocer en su lectura en el Simposio de Teoŕıa de Gráficas
de 1990, realizado en la ciudad de Prachatice, República Checa.

Definimos una coloración domática como una coloración de los vértices de una gráfica G
tal que cada clase cromática es un conjunto dominante. Como ya hemos dicho, las clases estas
coloraciones inducen una partición en conjuntos dominantes y viceversa. Entonces el número
domático de G se define como:

ã(G) = max{|P | | P es una partición domática de G}.

Por otro lado, el concepto de número domático total fue introducido por E. J. Cockayne, S.
T. Hedetniemi y R. M. Dawes en [7] basándose en el concepto de conjunto dominante total,
es decir, cada clase de la partición debe de ser un conjunto dominante total, denotado por
ãt(G). Observemos que ambos conceptos son muy parecidos, por lo que muchas propiedades
son análogas y por si fuera poco se tiene la siguiente desigualdad ãt(G) ≤ ã(G), pues si un
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conjunto es dominante total, entonces también es un conjunto dominante.
Los primeros acercamientos que se tuvieron están relacionados con las cardinalidades mı́ni-

mas de los conjuntos de corte por vértices y de aristas de una gráfica G, denotados por κ(G)
y λ(G), respectivamente. Se observó que una gráfica que consiste en dos gráficas completas de
s vértices cada una y que además comparten r vértices, claramente con r < s, se tiene que
κ(G) = r y ã(G) = s.

Teorema 2.1.1. [31] Si r y s son dos enteros positivos con r < s, entonces existe una gráfica
G tal que κ(G) = r y ã(G) = s.

Como en el ejemplo anterior, también se observó que una gráfica que consta de dos gráficas
completas de s vértices cada una, ajenas, que son unidas por r aristas cumple que λ(G) = r y
ã(G) = s. Encontrando su justificación con el siguiente teorema.

Teorema 2.1.2. [31] Si r y s dos enteros positivos con r < s, entonces existe una gráfica G
tal que λ(G) = r y ã(G) = s.

Teorema 2.1.3. [31] Sea h un entero positivo, entonces existe una gráfica G tal que
κ(G)− ã(G) = λ(G)− ã(G) = h.

Los siguientes resultados empiezan a dar cotas al número domático, relacionándolos con el
orden y con el grado mı́nimo de la gráfica.

El siguiente teorema se trabajará en digráficas en el siguiente caṕıtulo, donde se usarán
conceptos análogos, como es el exgrado mı́nimo.

Teorema 2.1.4. [22] Para toda gráfica G de orden p, se tiene que

ã(G) ≥ bp/(p− δ(G))c.

Teorema 2.1.5. [28] Para toda gráfica G de orden p, se tiene que

ãt(G) ≥ bp/(p− δ(G))c.

Años después, en 1994 Zelika [29] comenzó a trabajar con el número domático total, y
obtuvo los siguientes resultados, todos ellos en gráficas.

Teorema 2.1.6. Si G es una gráfica sin vértices aislados, entonces

ãt(G) ≤ bp/2c

Donde el mı́nimo número de aristas de G para los cuales se puede cumplir la igualdad es
1

4
p2

para p par y
1

4
(p2 − 1) para p impar.

Una nueva cota que compara al número domático y al número domático total de una gráfica,
siempre que no haya vértices aislados, es la siguiente:

Teorema 2.1.7. Si G es una gráfica sin vértices aislados, entonces

bã(G)/2c ≤ ãt(G) ≤ ã(G).
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La prueba del teorema anterior esta basada en el hecho de que cada conjunto dominante
total es un conjunto dominante, y del hecho que la unión de dos conjuntos dominantes ajenos
es un conjunto dominante total. Además es una cota justa pues ãt(Kn) = bã(Kn)/2c y, por
otro lado, ãt(Kn,n) = ã(Kn,n).

El siguiente resultado relaciona el número domático de una gráfica con el producto cartesiano
de dos gráficas espećıficas.

Teorema 2.1.8. Si G es una gráfica sin vértices aislados, entonces

ãt(G×K2) ≤ ã(G).

A partir de aqúı empiezan a aparecer resultados para tipos de gráficas muy particulares
como son las llamadas ruedas.

Teorema 2.1.9. Para cada rueda Wn, se tiene que ãt(Wn) = 2.

Otro tipo particular de gráficas con las que se han trabajado son los n− cubos, denotados
por Qn, se trabajaron en [26] y [23], donde se produjeron los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.10. Si k es un entero positivo, entonces tanto Q2k−1 como Q2k tienen número
domático igual a 2k.

Una gráfica es llamada totalmente domática completa, si su número domático total es exac-
tamente igual al grado mı́nimo. Análogamente es domática completa, si su número domático es
exactamente igual al grado mı́nimo.

Teorema 2.1.11. Si k es un entero positivo, entonces la gráfica de Q2k tiene número domático
total igual a 2k y es totalmente domática completa.

Como nos podemos dar cuenta, en este punto comienzan a surgir nuevos conceptos y nuevas
generalizaciones, cuyos resultados empiezan a ser mucho más espećıficos.

Es fácil ver, que si a una gráfica G le borramos una arista, tanto el número domático como
el número domático total disminuyen en uno o se queda igual. Por lo que diremos que G es una
gráfica domática cŕıtica si la gráfica resultante de borrar cualquier arista de G, tiene número
domático más chico que el de G. De la misma manera si el número domático total baja, la
llamaremos domática cŕıtica total.

A continuación se describirá la estructura de una gráfica domática cŕıtica, a partir de su
número domático.
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Teorema 2.1.12. [24] Sea G una gráfica domática cŕıtica con ã(G) = t, entonces V (G) es
la unión de V1, V2, . . . , Vt, donde los Vi son conjuntos ajenos dos a dos con i ∈ {1, . . . , t}, con
la propiedad de que cualquier par de distintos números i, j ∈ {1, . . . , t} la subgráfica Gi,j de
G, inducida por el conjunto Vi ∪ Vj, es una gráfica bipartita, donde todas las componentes son
estrellas, es decir, todas las componentes son de la forma K1,k donde k + 1 es el orden de la
componente.

A una gráfica G la llamaremos domáticamente completa si cumple que ã(G) = δ(G) + 1.

Teorema 2.1.13. [26] G es una gráfica domáticamente completa, regular de grado t, con
ã(G) = t si y sólo si su orden p, es un entero múltiplo de t, G es domática cŕıtica y su conjunto
de vértices V (G) es la unión de V1, V2, . . . Vt, donde los Vi son conjuntos ajenos dos a dos con
i ∈ {1, . . . , t}, de cardinalidades p/t, con la propiedad de que para cada par de distintos números
i, j ∈ {1, . . . , t} la subgráfica Gij de G, inducida por Vi ∪ Vj es regular de grado uno.

En el siguiente caṕıtulo definiremos conceptos que son análogos a los trabajados en los dos
teoremas anteriores. Con estos conceptos podremos obtener un resultado que vincula la estruc-
tura de las digráficas que poseen dichas propiedades.

A partir de aqúı surgen nuevas generalizaciones de este número, donde se cambia la distan-
cia a la que absorben, a los demás vértices.

El concepto de k-dominación fue introducido por M. Borowiecki y por M. Kuzak [4]. Sea
G una gráfica y k un entero positivo, S es un conjunto k − dominante, si para cada v ∈
V (D) − S existe un y ∈ S tal que d(x, y) ≤ k. Bajo este concepto se definió la siguiente
generalización del número domático. Una coloración k-domática de los vértices de G, es una
coloración de V (G) donde las clases cromáticas son conjuntos k − dominantes. Análogamente
a las coloraciones domáticas, las clases cromáticas de una coloración k−domáticas inducen
partición en conjuntos k−dominantes, a dichas particiones las llamaremos k−domática. Al
max{|P | | P es una paritción k-domática de G} lo llamaremos número k-domático, denotado
por ãk(G). Notemos que si k = 1 tenemos que ã(G) = ãk(G).

Resultados básicos acerca de estas nuevas coloraciones son:

Teorema 2.1.14. [27] Sean k y l dos enteros positivos, k < l. Si G una gráfica, entonces
ãk(G) ≤ ãl(G).

Teorema 2.1.15. [27] Si G es una gráfica de orden p y diam(G), entonces ãk(G) = p para
k ≥ diam(G).

Teorema 2.1.16. [27] Si G es una gráfica y G′ una subgráfica generadora de G, entonces
ãk(G) ≥ ãk(G′).

Teorema 2.1.17. [27] Si G es una gráfica conexa de orden p y k un entero positivo, entonces
ãk(G) ≥ min{n, k + 1}.

La cota del teorema anterior es una cota justa pues si tomamos a G como una trayectoria
de longitud n, entonces ãk(D) = min{n, k + 1}.
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Otra de las preguntas que salta a la vista es si existe una familia de gráficas tal que cumplan
con tener todos los valores intermedios de ãk(G). La respuesta es śı y la podemos ver plasmada
en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.18. [27] Sean k y p dos enteros positivos tal que 2 ≥ k ≥ p, entonces para cada
entero h tal que k + 1 ≥ h ≥ n, existe una gráfica Gh con p vértices tal que ãk(Gh) = h.

Otro concepto análogo al número domático, que tiene su ráız en la dominación por aris-
tas, estudiado en [16] es el de número domático por aristas de una gráfica. Un conjunto
A ⊆ A(G) es dominante por aristas si para todo v ∈ V (G) − A existe una arista a ∈ A,
tal que v es un extremo de a. Una coloración dominante por aristas de G, es una colora-
ción de A(G), donde cada clase cromática es un conjunto dominante por aristas en G. Al
máx{|P | | P es una partición que induce una coloración dominante por aristas de G} lo lla-
maremos número domático por aristas denotado por ã′(G).

La mayor parte de los resultados sobre el número domático por aristas están dados para
gráficas muy particulares, como se puede ver a continuación.

Teorema 2.1.19. [25] Si Kp, con n > 2, es la gráfica completa de orden p, entonces
ã′(Kp) = p− 1 si p es par y ã′(Kp) = p si p es impar.

Teorema 2.1.20. [25] Si Kr,s es una gráfica bipartita completa, entonces

ã′(Kr,s) = max{r, s}.
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Caṕıtulo 3

Número Semidominante Coloreable

En el caṕıtulo anterior hablamos de coloraciones de una gráfica, donde cada clase cromática
es un conjunto dominante. Nos preguntamos si se puede encontrar una coloración para una
digráfica, donde cada clase de color cumpla con alguna propiedad que sea análoga a un conjunto
dominante, y la respuesta es śı, podemos dar una coloración donde cada clase es un conjunto
absorbente o semidominante interior, por lo que en este caṕıtulo hablaremos de coloraciones
donde cada clase cromática es un conjunto semidominante interior. Aunado a esto, podremos
definir al número semidominante coloreable de una digráfica, concepto introducido por Zelinka
en 1984 [30]. En las demostraciones, se usan las técnicas que se han trabajado en núcleos,
por lo que dentro de éstas nos referiremos a ellos como conjuntos absorbentes. Sin embargo,
para mantener la idea, derivada de gráficas, de las coloraciones domáticas, en los resultados los
llamaremos semidominantes interiores.

En este caṕıtulo se calcula el número semidominante coloreable para digráficas espećıficas,
como las digráficas completas, ciclos dirigidos, digráficas transitivas y digráficas bipartitas.
También se presentan resultados dados por Zelinka en [30], como la construcción de un torneo
que tenga número semidominante coloreable interior y exterior ya dados. Además se demuestran
teoremas análogos a los vistos en el segundo caṕıtulo, ahora en digráficas. En la última sección
se introducen conceptos nuevos, análogos a los vistos en gráficas, como el de una digráfica
semidominante interior cŕıtica, de la cual se da una caracterización.

3.1. Definiciones

Sea D una digráfica, un subconjunto A de V (D) es un conjunto semidominante interior o
absorbente de D, si para cada vértice x ∈ V (D) − A existe un vértice y ∈ A tal que la flecha
(x, y) está en F (D). Análogamente un subconjunto B de V (D) es un conjunto semidominante
exterior de D, si para cada vértice x ∈ V (D)−B existe un vértice y ∈ B tal que la flecha (y, x)
está en F (D). Si un conjunto es semidominante interior y semidominante exterior diremos que
es dominante.

Una coloración semidominante interior de D, como su nombre lo dice, es una coloración de
V (D), tal que cada clase cromática es un conjunto semidominante interior de D. De la misma
manera, una coloración semidominante coloreable exterior de D, es una coloración de V (D),
tal que cada clase cromática es un conjunto semidominante exterior de D.

A partir de lo anterior, definimos al número semidominante coloreable interior de D como
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el máximo de clases cromáticas de una coloración semidominante coloreable interior de D,
denotada por ã−(D).

Análogamente, definimos al número semidominante coloreable exterior de D como el máxi-
mo de clases de una coloración semidominante exterior de D, denotada por ã+(D).

Notemos que tanto ã−(D) como ã+(D) están bien definidos, pues para toda digráfica
ã−(D) ≥ 1 y ã+(D) ≥ 1, ya que asignarle el mismo color a todos los vértices es una 1−coloración
domática de los vértices de D. Donde la única clase cromática es V (D) y cumple con ser un
conjunto semidominante interior y semidominante exterior, a esta coloración la llamaremos tri-
vial.

Por definición, las clases cromáticas de una coloración semidominante coloreable interior
(exterior) inducen una partición de los vértices en conjuntos semidominantes interiores (exte-
riores), y viceversa. A estas particiones las llamaremos semidominantes interiores. Notemos que
una partición de los vértices induce una coloración semidominante coloreable interior (exterior)
si y sólo si cada clase de la partición es un conjunto semidominante interior (exterior) de D.
Por lo que podemos volver a definir al número semidominante coloreable interior de D como:

ã−(D) = máx{|P | | P es una partición semidominante interior de D}.

Análogamente, el número semidominante coloreable exterior de D es:

ã+(D) = máx{|P | | P es una partición semidominante exterior de D}.

Recordemos que dada una digráfica D, la digráfica dual de D, denotada por
∼
D, es la digráfica

resultante de cambiarle la dirección a todas las flechas de D. De lo que se sigue que si v ∈ V (D)

y S ⊆ V (D) tal que existe la vS−flecha, entonces en
∼
D existe la Sv−flecha. Por lo que si un

conjunto es semidominante interior en D, entonces dicho conjunto es semidominante exterior

en
∼
D.

De lo anterior, tenemos que si ã−(D) = n y ã+(D) = m, entonces ã+(
∼
D) = n y ã−(

∼
D) = m.

3.2. Número Semidominante Coloreable Interior en las

Digráficas Completas, Bipartitas y Ciclos Dirigidos

En la primera parte de esta sección nos enfocamos en calcular este número semidominante
coloreable interior para algunas familias de digráficas espećıficas, y una pregunta natural es si
existen digráficas que tengan una coloración semidominante interior distinta de la trivial. La
respuesta es śı. Consideremos a las digráficas completas.

Proposición 3.2.1. Si
→
Kp es una digráfica completa de orden p, entonces ã−(

→
Kp) = p.

Demostración. Sea
→
Kp una digráfica completa de orden p, con V (

→
Kp) = {v1, v2, . . . , vp}.

Observemos que por definición de
→
Kp, δ

−(vi) = p − 1 para todo vi ∈ V (
→
Kp). Por lo que

(vj, vi) ∈ F (
→
Kp), para todo vj ∈ V (

→
Kp) y vj 6= vi. Es decir, {vi} es un conjunto semidominante

interior de
→
Kp, para todo vi ∈

→
Kp, con i ∈ {1, . . . , p}.
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Por lo tanto {{v1}, . . . , {vp}} es una coloración semidominante de
→
Kp, además de ser la

coloración con más clases, es decir, ã−(
→
Kp) = p.

De lo anterior es fácil obtener el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Si D es una digráfica de orden p tal que D �
→
Kp, entonces 1 ≤ ã−(D) < p.

Demostración. Por definición, toda digráfica D′ de orden p, cumple que ã−(D′) = p si y sólo
si cada vértice es un conjunto semidominante interior de D′.

Como D �
→
Kp, entonces existen x, y ∈ V (D) tal que (x, y) /∈ F (D), lo que implica que {y}

no es un conjunto semidominante interior de D, es decir, ã−(D) < p.

Consideremos
→
K4, donde se puede observar que cada vértice es un conjunto semidominante

interior.

v1

v2

v3

v4

Otras digráficas que tienen una coloración semidominante interior distinta a la trivial son
los ciclos dirigidos de longitud par.

Proposición 3.2.2. Si C es un ciclo dirigido de longitud par, entonces ã−(C) = 2.

Demostración. Sea C = (v0, v1, . . . , v2n−1, v2n = v0) un ciclo dirigido de longitud par.
Consideremos P1 = {vi ∈ V (C) | i = 2k con 0 ≤ k ≤ n} y

P2 = {vi ∈ V (C) | i = 2k − 1 con 1 ≤ k ≤ n}. Como n ≥ 1, es claro que P1 6= ∅, P2 6= ∅,
P1 ∩P2 = ∅ y P1 ∪P2 = V (C), es decir, {P1, P2} es una partición de V (C). Demostraremos que
cada uno de los conjuntos es un conjunto semidominante interior de C.

Sea vi ∈ P2, es decir, vi = v2k−1, para alguna 1 ≤ k ≤ n. Por definición de ciclo dirigido
(v2k−1, v2k) ∈ F (C) con 1 ≤ k ≤ n y v2k ∈ P1, por lo que P1 es un conjunto semidominante
interior de C.

Sea vi ∈ P1, es decir, vi = v2k para alguna 0 ≤ k ≤ n, por definición de ciclo dirigido
(v2k, v2(k+1)−1) ∈ F (C) con 0 ≤ k ≤ n − 1 y v2(k+1)−1 ∈ P2, por lo que P2 es un conjunto
semidominante interior de C.

Por lo tanto, {P1, P2} induce es una coloración semidominante interior de C, es decir,
ã−(C) ≥ 2.

Notemos que para todo vértice de C su exvecindad consta de un solo vértice, por lo que
no puede haber una coloración con más de dos clases, tal que cada clase sea semidominante
interior. Lo que implica que ã−(C) = 2.

En la demostración de la proposición anterior podemos observar que por definición de P1

y P2, cada uno es un núcleo de C, de hecho la prueba es análoga a buscar núcleos en un ciclo
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dirigido de longitud par, pues en dicha prueba es fácil notar que hay dos núcleos que además
inducen una coloración de los vértices de C. Lo anterior se puede ilustrar en el siguiente ciclo
de longitud seis:

v0

v1

v2 v3

v4

v5

Donde P1 = {v0, v2, v4} y P2 = {v1, v3, v5}.

Observemos que de manera natural, si una digráfica tiene una coloración semidominante
interior distinta de la trivial, podemos encontrar una bicoloración semidominante interior, al
colorear del mismo color a todos los vértices de todas las clases, excepto a los vértices de una,
como lo podemos observar en el siguiente lema que nos ayudará a garantizar la existencia de
coloraciones semidominantes interiores.

Lema 3.2.2. Si D es una digráfica con ã−(D) = n con n ≥ 2, entonces existe una bicoloración
semidominante interior de V (D).

Demostración. Como ã−(D) = n ≥ 2, existe {P1, P2, . . . , Pn} una partición que induce una

coloración semidominante interior de los vértices de D en n clases. Consideremos B =
n⋃
i=2

Pi.

Se propone a {B,P1} como una bipartición semidominante interior de V (D). Por definición,

Pi 6= ∅ para toda 1 ≤ i ≤ n, lo que implica que P1 6= ∅ y B 6= ∅. Como
n⋃
i=1

Pi = V (D) tenemos

que por la definición de B, P1 ∪B = V (D).
Veamos que P1 ∩B = ∅. Supongamos que no es cierto, es decir, existe x ∈ P1 ∩B, entonces

x ∈ P1 y x ∈ B. Por definición de B tenemos que x ∈
n⋃
i=2

Pi, es decir, x ∈ Pj para alguna

j ∈ {2, . . . , n}, pero eso es una contradicción pues P1 ∩Pj = ∅ para toda j ∈ {2, . . . , n}. Por lo
tanto P1 ∩B = ∅.

Falta ver que cada una de las clases es un conjunto semidominante interior. Sea x ∈ B
entonces x ∈ Pj para alguna j ∈ {2, . . . , n}. Como P1 es un conjunto semidominante interior
de D existe y ∈ P1 tal que (x, y) ∈ F (D), por lo tanto P1 absorbe a B.

Recordemos que P2 ⊆ B es un conjunto semidominante interior de D, entonces si w ∈ P1,
existe v ∈ P2 tal que (w, v) ∈ F (D), por lo tanto B absorbe a P1.

En conclusión, P1 con B forma una bipartición semidominante interior de D.

Lema 3.2.3. Si D es una digráfica con ã+(D) = n, con n ≥ 2, entonces existe una bicoloración
semidominante exterior de V (D).

La prueba del lema anterior es análoga a la del Lema 3.2.2, considerando a
∼
D.

Corolario 3.2.1. Si D es una digráfica con un pozo, entonces ã−(D) = 1.
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Demostración. Supongamos que ã−(D) > 1 y D tiene un pozo v, es decir, δ+(v) = 0. Por el
Lema 3.2.2 tenemos que existen P1 y P2, clases cromáticas de una bicoloración semidominante
interior de V (D). Supongamos sin pérdida de generalidad que v ∈ P1, y que P2 es un conjunto
semidominante interior de D por lo que debe de existir un vértice u ∈ P2 tal que (v, u) ∈ F (D),
lo que es una contradicción pues v era pozo. Por lo tanto, no existe ningún P2, de aqúı tenemos
que ã−(D) = 1.

Corolario 3.2.2. Si D es una digráfica con una fuente, entonces ã+(D) = 1.

La demostración es análoga al corolario anterior usando la digráfica dual.

Estos corolarios, nos dicen que todas las digráficas que tienen pozos (fuentes) no pueden
tener una coloración semidominante interior (exterior) distinta de la trivial, por lo que nos
preguntamos si todas las digráficas sin pozos tienen una coloración semidominante interior
distinta de la trivial. La respuesta a dicha pregunta es no, para verificarlo consideremos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.1.
D1

x1

x2

x3

x4

x5

Verifiquemos que D1 no tiene una coloración semidominante interior distinta a la trivial.
Supongamos lo contrario, por lo que por el lema 3.2.2 si existiera dicha coloración, al me-
nos tenemos una bicoloración en conjuntos semidominantes interiores. Sea {P1, P2} las clases
cromáticas de dicha coloración, y supongamos sin pérdida de generalidad que x1 ∈ P1; el ca-
so en el que x1 ∈ P2 es completamente análogo. Como P2 tiene que absorber a x1, entonces
x2 ∈ P2, análogamente P1 debe de absorber a x2, entonces x3 ∈ P1. Por las mismas razones
x4 ∈ P2 y x5 ∈ P1, pero la exvecindad de x5 es {x1} y x1 ∈ P1, por lo que P2 no es un conjunto
semidominante interior de D1. Por lo tanto, D1 no tiene una coloración semidominante interior
distinta a la trivial.

Del ejemplo anterior, podemos inferir que ningún ciclo dirigido de longitud impar la tiene.

Proposición 3.2.3. Todo ciclo dirigido de longitud impar no tiene una coloración distinta a
la trivial.

Demostración. Sea C = (x0, x1, . . . , x2n, x2n+1 = x0) un ciclo dirigido de longitud impar. Supon-
gamos que tiene una coloración semidominante interior distinta a la trivial. Por el Lema 3.2.2,
al menos existe una bicoloración en clases semidominantes interiores. Sean P1 y P2 las clases de
dicha coloración. Supongamos sin pérdida de generalidad que x0 ∈ P1, el caso en que x0 ∈ P2
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es análogo. Como P2 tiene que absorber a x0, entonces x1 ∈ P2, de la misma manera, P1 debe
absorber a x1, por lo que x2 ∈ P1, y aśı sucesivamente, entonces x2n ∈ P1, pero el único vértice
en la exvecindad de x2n es x2n+1 = x0 ∈ P1, entonces P2 no es un conjunto semidominante
interior de C. Por lo tanto, C no tiene una coloración semidominante interior distinta de la
trivial, es decir, ã−(C) = 1.

Observemos que la demostración anterior es completamente igual a buscar núcleo en el
ciclo, por lo que una pregunta válida es si una digráfica no tiene núcleo, entonces su número
semidominante coloreable es uno, es decir, no tiene una coloración semidominante distinta a la
trivial. La respuesta es no, como podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2.
D2

x1

x2

x3

x4

x5

x6

Afirmamos que D2 no tiene núcleo. Supongamos que existe N ⊆ V (D2) tal que N es núcleo.
Notemos que como no hay ningún vértice que absorbe a todos los demás, entonces |N | ≥ 2.
Si x6 ∈ N , por la independencia de N , xi /∈ N con i ∈ {1, 3, 4, 5}, pero Γ+(x5) = {x1, x4} por
lo que N no es absorbente. Por lo tanto x6 /∈ N . Como Γ+(x6) = {x5}, entonces x5 ∈ N , lo
que implica que x4 /∈ N y x1 /∈ N . Pero Γ+(x4) = {x6} que no está en N , por lo que N no es
absorbente, lo que es una contradicción. Por lo tanto D2 no tiene núcleo.

Por otro lado, consideremos P1 = {x1, x3, x6} y P2 = {x2, x4, x5}. Claramente {P1, P2} es
una partición de los vértices de D2. Como {(x1, x2), (x3, x4), (x6, x5)} ⊆ F (D2) tenemos que P2

es un conjunto semidominante interior de D2. De la misma manera, como
{(x2, x3), (x4, x6), (x5, x1)} ⊆ F (D2) tenemos que P1 es un conjunto semidominante interior
de D2. Por lo tanto D2 tiene una coloración semidominante interior distinta a la trivial.

Como ya mostramos, hay digráficas que tienen coloraciones semidominantes interiores con
más de una clase, es decir, con una coloración distinta de la trivial. Por lo que nos enfocaremos
en encontrar cotas para este número. Para algunas digráficas no es tan dif́ıcil encontrarlas, por
ejemplo, las digráficas bipartitas.

Notemos que si una digráfica D es bipartita, sin pozos, entonces cada uno de los conjuntos,
de la bipartición, son semidominantes interiores de D, más aún son núcleos de D. Lo que nos da
una coloración semidominante interior distinta de la trivial en dos clases, es decir, ã−(D) ≥ 2.
Por otra parte, si la bipartición de D es {V1, V2} y A ⊂ V (D) es un conjunto semidominante
interior de D, tiene dos posibilidades, o ser Vi con i ∈ {1, 2}, o tener al menos un vértice de
cada partición. De aqúı la siguiente proposición.

31



Proposición 3.2.4. Si D es una digráfica bipartita, con bipartición V1 y V2, tal que |V1| = r,
|V2| = s y ã−(D) > 2, entonces ã−(D) ≤ mı́n{r, s}.

Demostración. Sea D una digráfica bipartita, con bipartición V1 y V2, tal que |V1| = r y |V2| = s.
Si ã− = n > 2, entonces existe {P1, . . . Pn} una partición semidominante interior de D.

Supongamos que n > mı́n{r, s}, es decir, existe al menos un Pi tal que Pi ⊂ V1 ó Pi ⊂ V2.
Supongamos sin pérdida de generalidad que Pi ⊆ V1. Sea x ∈ V1−Pi, que existe pues ã−(D) > 2.
Como D es bipartita no existe flecha entre dos vértices de Vi, lo que implica que no existe la
xPi−flecha en D, lo que es una contradicción pues Pi es un conjunto absorbente.

Por lo tanto, ã−(D) ≤ mı́n{r, s}.

Observemos que la proposición anterior no se cumple si ã−(D) = 2. Podemos considerar a

la siguiente figura de
→
K1,2, donde se puede observar que ã−(

→
K1,2) = 2 ≥ mı́n{1, 2} = 1.

→
K1,2

v1

v2

v3

3.3. Propiedades Básicas y Digráficas Transitivas

En esta sección hablaremos de propiedades básicas basadas en el número semidominante
coloreable interior de una digráfica. Algunos de los resultados los dio Zelinka [30] y otros fueron
trasladados de los teoremas mencionados en el caṕıtulo dos. También diremos cual es el núme-
ro semidominante coloreable interior para las digráficas transitivas. Por último se construirán
familias de digráficas con número semidominante coloreable dado y conexidad puntual (lineal)
también dada.

Una observación natural es que si en una digráfica tenemos una coloración semidominante
interior (exterior) de n clases, entonces cada vértice tiene que mandar una flecha, al menos, a
todas las clases excepto a la que pertenece, es decir, su exgrado es al menos n − 1. Con esta
idea demostraremos el siguiente lema, dado anteriormente por Zelinka [30], el cual nos da una
relación entre el exgrado y el número de clases que podemos obtener.

Lema 3.3.1. [30] Si D es una digráfica tal que ã−(D) = n, entonces ã−(D) ≤ δ+(D) + 1.

Demostración. Si n = 1, entonces se puede observar claramente que el resultado es válido. Sea
D una digráfica con ã−(D) = n > 1. Tomemos {P1, P2, . . . , Pn} una partición semidominante
interior de los vértices de D en n clases.

Sea x ∈ V (D) un vértice cualquiera, entonces tenemos que x ∈ Pj para alguna
j ∈ {1, . . . , n}, como todos los Pi son conjuntos semidominantes interiores cada uno debe
de absorber a x, es decir, debe de existir una flecha desde x a cada uno de los Pi con i 6= j,
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i ∈ {1, 2, . . . , j−1, j+ 1, . . . , n} y como Pi∩Pj = ∅, entonces δ+(x) ≥ n−1, y sumando uno de
ambos lados se tiene que δ+(x) + 1 ≥ n. Esto pasa para todos los vértices de D, en particular
para el de exgrado mı́nimo, por lo que δ+(D) + 1 ≥ n.

Lema 3.3.2. [30] Si D es una digráfica tal que ã+(D) = n, entonces ã+(D) ≤ δ−(D) + 1.

La demostración es análoga al Lema 3.3.1 usando la digráfica dual.

De los lemas anteriores, se deduce que si una digráfica tiene una coloración distinta a la
trivial, el exgrado mı́nimo tiene que ser mayor o igual a uno, en otras palabras no puede tener
pozos, como ya hab́ıamos demostrado anteriormente.

Como pasa con las gráficas, para obtener mejores resultados se empiezan a dar restricciones
a las digráficas para poder acotar el número semidominante coloreable interior y exterior. Como
lo podemos observar en el siguiente lema que dio Zelinka.

Lema 3.3.3. [30] Si D es una digráfica de orden p ≥ 2 tal que para todo par de vértices existe
a lo más una flecha entre ellos, entonces:

ã−(D) ≤ bp/2c

ã+(D) ≤ bp/2c.

Demostración. Por contradicción. Supongamos que ã−(D) > bp/2c. Como p ≥ 2 tenemos
que ã−(D) > 1. Ya que ã−(D) > bp/2c tenemos que para cualquier coloración semidominante
interior Π de V (D) con ã−(D) clases cromáticas, al menos una clase consiste en un sólo vértice.
Sea x dicho vértice, entonces por ser un conjunto semidominante interior de D, para toda
y ∈ V (D) − {x} existe la (y, x)−flecha. Ahora al tener ã−(D) > 1, entonces existe una clase
cromática P tal que x /∈ P , y como es un conjunto semidominante interior de D existe un
vértice v ∈ P tal que (x, v) ∈ F (D), pero eso quiere decir que (v, x), (x, v) ∈ F (D) con lo
que x y v tienen más de una flecha que los une, lo que es una contradicción. Por lo tanto,
ã−(D) ≤ bp/2c.

La demostración de dã+(D) ≤ bp/2c es análoga a la anterior, usando la digráfica dual.

Dada una digráfica D, definimos a la digráfica complemento, denotada por Dc, como la
digráfica tal que V (Dc) = V (D) y (x, y) ∈ F (Dc) si y sólo si (x, y) /∈ F (D).

Con ayuda de esta nueva digráfica podremos demostrar el siguiente lema que es análogo al
Teorema 2.1.4 visto en el caṕıtulo anterior.

Lema 3.3.4. Si D es una digráfica de orden p ≥ 2, entonces

bp/(p− δ+(D))c ≤ ã−(D).

Demostración. Sea D una digráfica de orden p ≥ 2. Demostraremos que todo conjunto de
cardinalidad p − δ+(D) es un conjunto semidominante interior de D y para eso consideremos
a Dc. Observemos que, por definición de la digráfica complemento, tenemos que ∆+(Dc) =
p− δ+(D)− 1. Sean A ⊆ V (Dc) tal que |A| = p− δ+(D) y x ∈ V (Dc)−A. Por la observación
anterior sabemos que δ+(x) ≤ ∆+(Dc) = p − δ+(D) − 1 < |A|, lo que implica que existe
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y ∈ A tal que (x, y) /∈ F (Dc), entonces por definición de Dc tenemos que (x, y) ∈ F (D), de
donde se deduce que para todo x ∈ V (D)− A existe la xA−flecha, es decir, A es un conjunto
semidominante interior de D.

Si V (D) = {x1, x2, . . . , xn} consideremos a los conjuntos:

Pi = {xj | p− (i− 1)δ+(D) ≤ j ≤ p− iδ+(D)} con i ∈ {1, . . . , bp− δ+(D)c}.

Notemos que |Pi| = p− δ+(D) si i ∈ {1, . . . , (bp− δ+(D)c − 1)} y |Pbp−δ+(D)c| ≥ p− δ+(D),
por lo que todo Pi es distinto del vaćıo y es un conjunto semidominante interior de D. De donde
se deduce que {P1, P2, . . . , Pbp−δ+(D)c} es una partición semidominante interior de D.

Por lo tanto, bp/(p− δ+(D))c ≤ ã−(D).

Después de los resultados anteriores, una de las preguntas lógicas seŕıa: ¿dados d1 y d2 siem-
pre puedo encontrar una digráfica D de orden p, que cumpla que
ã−(D) = d1 y ã+(D) = d2?. La respuesta es śı, con lo que llegamos al siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. [30] Sean d1, d2, dos enteros positivos, entonces existe un torneo T tal que
ã−(T ) = d1 y ã+(T ) = d2.

Demostración. Para la demostración nos enfocaremos en tres casos:
Caso 1: Si d1 < d2.
Sean U = {ui | i = 1, . . . , d2}, V = {vi | i = 1, . . . , d2} y Z = {z}. Sea V (T ) = U ∪ V ∪ Z.

El conjunto de flechas F (T ) contiene a las flechas: (ui, uj) si i < j, (vi, vj) si i < j, (ui, vj) si
i ≥ j, (vi, uj) si i > j, (z, vi) si i ≤ d1 − 1, (vi, z) si i ≥ d1, y (ui, z) para toda i.

Ahora vamos a probar que ã+(T ) = d2. Para eso definiremos unos nuevos conjuntos: sean
D+
i = {ui, vi} para i = 1, . . . , d2 − 1 y D+

d2
= {ud2 , vd2} ∪ Z.

Hay que demostrar que cada uno de los D+
i es un conjunto semidominante exterior de T

para toda i, es decir, que para toda x ∈ V (T )−D+
i algún elemento de Di le manda flecha a x.

Tomamos un D+
i = {ui, vi} fijo, con i ≤ d2 − 1. Sea x ∈ V (T )−D+

i , entonces x ∈ D+
j para

alguna j ∈ {1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , d2}.
Si j < i, entonces tenemos dos casos:

• Si x = uj,entonces tenemos que existe la flecha (vi, uj) = (vi, x) con vi ∈ D+
i .

•• Si x = vj, entonces existe la flecha (ui, vj) = (ui, x), con ui ∈ D+
i .

Si j > i, entonces tenemos tres casos:

• Si x = uj, entonces existe la flecha (ui, uj) = (ui, x), con ui ∈ D+
i .

•• Si x = vj, entonces existe la flecha (vi, vj) = (vi, x), con vi ∈ D+
i .

• • • Si x = z, entonces existe la flecha (ui, x = z), con ui ∈ D+
i .

Uniendo todos los casos tenemos que D+
i es un conjunto semidominante exterior de T con

i ∈ {1, . . . , d2 − 1}.
Consideremos D+

d2
. Sea x ∈ V (T )−D+

d2
, entonces x ∈ D+

j con j ≤ d2− 1, lo que nos vuelve
a dar dos casos:

• Si x = uj, entonces existe la flecha (vd2 , uj) = (vd2 , x), con vd2 ∈ D+
d2

.
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•• Si x = vj, entonces existe la flecha (ud2 , vj) = (ud2 , x), con ud2 ∈ D+
d2

.

Por lo tanto, D+
d2

es un conjunto semidominante exterior de T .

Por otro lado, por definición de cada D+
i 6= ∅,

d2⋃
i=1

D+
i = V (T ) y D+

i ∩ D+
j = ∅. Lo

que nos da que {D+
1 , . . . , D

+
d2
} es una partición semidominante exterior de T , por lo que,

ã+(T ) ≥ d2. Además, tenemos que δ−(ud2) = d2 − 1 y por el Lema 3.3.1 tenemos que
ã+(T ) ≤ δ−(T ) + 1 ≤ d2. Por lo tanto ã+(T ) = d2.

Ahora hay que demostrar que ã−(T ) = d1. Para eso consideremos a los siguientes conjuntos:

sean D−i = D+
i para i = 1, . . . , d1 − 1 y D−d1 =

d2⋃
j=d1

D+
j .

Hay que demostrar que cada D−i es un conjunto semidominante interior de T para toda i,
es decir, que para toda x ∈ V (T )−D−i x manda flecha a algún elemento de D−i , es decir, existe
la xDi − flecha.

Tomemos un D−i fijo, con i ≤ d1 − 1. Sea x ∈ V (T ) − D−i , entonces x ∈ D−j para alguna
j 6= i.

Si j < i, entonces tenemos dos casos:

• Si x = uj, entonces existe la flecha (uj, ui) = (x, ui), con ui ∈ D−i .

•• Si x = vj, entonces existe la flecha (vj, vi) = (x, vi), con vi ∈ D−i .

Si j > i tenemos tres casos:

• Si x = uj, entonces existe la flecha (uj, vi) = (x, vi), con vi ∈ D−i .

•• Si x = vj, entonces existe la flecha (vj, ui) = (x, ui), con ui ∈ D−i .

• • • Si x = z, entonces existe la flecha (z = x, vi), con vi ∈ D−i .

Uniendo todos los casos tenemos que D−i es un conjunto semidominante interior de T con
i ∈ {1, . . . , d1 − 1}.

Consideremos D−d1 y sea x ∈ V (T )−D−d1 , entonces x ∈ D−j , con j ≤ d1−1, lo que nos vuelve
a dar dos casos:

• Si x = uj, entonces existe la flecha (uj, ud1) = (x, ud1), con ud1 ∈ D−d1 .

•• Si x = vj, entonces existe la flecha (vj, vd1) = (x, vd1), con vd1 ∈ D−d1 .

Por lo tanto D−d1 es un conjunto semidominante interior de T .

Por otro lado, por definición cada D−i 6= ∅,
d1⋃
i=1

D−i = V (T ), con D−i ∩ D−j = ∅, es decir,

{D−1 , . . . , D−d1} es una partición semidominante interior de T , por lo que ã−(T ) ≥ d1. Por otro
lado tenemos que δ+(z) = d1 − 1 y por el Lema 3.3.1 tenemos que ã−(T ) ≤ d1. Por lo tanto
ã−(T ) = d1.
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Caso 2: Si d1 > d2.

Consideramos al torneo dual
∼
T , y por el caso anterior tenemos que ã−(

∼
T ) = d2 y

ã+(
∼
T ) = d1.

Caso 3: Si d1 = d2

Tomamos Z = ∅, entonces tomamos D+
i = D−i = {ui, vi} con i = 1, . . . , p/2 y cada

clase de esta partición es un conjunto semidominante interior y semidominante exterior. Como
ã−(T ) ≥ p/2 y ã+(T ) ≥ p/2, entonces por el Lema 3.3.3 obtenemos la igualdad.

Ejemplos del teorema anterior son:
Si d1 = d2 = 3 = p/2, entonces p = 6. Tomemos T1, con conjuntos U = {u1, u2, u3},

V = {v1, v2, v3} y Z = ∅, junto con sus clases cromáticas D+
i = D−i = {ui, vi} con i ∈ {1, 2, 3}.

Veamos que cada D+
i = D−i es un conjunto semidominante interior y un subconjunto semi-

dominante exterior.
Tomemos D+

1 = D−1 , a u2 lo absorbe v1 y u1 le manda flecha, a u3 lo absorbe v1 y u1 le
manda flecha, a v2 lo absorbe u1 y v1 le manda flecha, finalmente a v3 lo absorbe u1 y v1 le
manda flecha. Por lo tanto es un conjunto semidominante interior y exterior.

Tomemos D+
2 = D−2 , a u1 lo absorbe u2 y u2 le manda flecha, a u3 lo absorbe v2 y u2 le

manda flecha, a v1 lo absorbe v2 y u2 le manda flecha, finalmente a v3 lo absorbe u2 y v2 le
manda flecha. Por lo tanto es un conjunto semidominante interior y exterior.

Tomemos D+
3 = D−3 , a u1 lo absorbe u3 y v3 le manda flecha, a u2 lo absorbe u3 y v3 le

manda flecha, a v1 lo absorbe v3 y u3 le manda flecha, finalmente a v2 lo absorbe v3 y u3 le
manda flecha. Por lo tanto es un conjunto semidominante interior y exterior.

Usando el teorema anterior obtenemos que ã+(T1) = ã−(T1) = 3.

T1

u1

u2

u3

v1

v2

v3
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Otro ejemplo seŕıa:
Si d1 = 2 y d2 = 3, entonces p = 7. Tomemos T2 con los conjuntos U = {u1, u2, u3},

V = {v1, v2, v3} y Z = {z}, junto con sus subconjuntos semidominantes exteriores:
D+

1 = {u1, v1}, D+
2 = {u2, v2} y D+

3 = {u3, v3} ∪ {z}, y sus subconjuntos semidominantes
interiores: D−1 = {u1, v1} y D−2 = {u2, u3, v2, v3, z}.

T2

u1 u2

u3

v1

v2v3

z

u1 u2

u3

v1

v2v3

z

Veamos que D+
1 = {u1, v1} es un conjunto semidominante exterior de T2. Observamos que

N+(u1) − D+
1 = {u2, u3, z} y N+(v1) − D+

1 = {v2, v3}, por lo tanto
N+(u1)∪N+(v1)−D+

1 = V (T2)−D+
1 . Por lo tanto D+

1 es un conjunto semidominante exterior
de T2.

Tomando a D+
2 = {u2, v2} veamos que es un conjunto semidominante exterior de T2. Obser-

vamos que N+(u2) − D+
2 = {u3, v1, z} y N+(v2) − D+

2 = {v3, z, u1}, por lo tanto
N+(u2)∪N+(v2)−D+

2 = V (T2)−D+
2 . Por lo tanto D+

2 es un conjunto semidominante exterior
de T2.

Tomando a D+
3 = {u3, v3, z} veamos que es un conjunto semidominante exterior de T2.

Observemos que N+(u3)−D+
3 = {v1, v2}, N+(v3)−D+

3 = {u1, u2}, N+(w1)−D+
3 = {v1, v2} y

N+(z) −D+
3 = {v1}, por lo tanto N+(u3) ∪ N+(v3) ∪ N+(w1) ∪ N+(z) −D+

3 = V (T2) −D+
3 .

Por lo tanto D+
3 es un conjunto semidominante exterior de T2.

Ahora hay que ver que D−1 = {u1, v1} es un conjunto semidominante interior de T2. Ob-
servemos que N−(u1) − D−1 = {v2, v3} y N−(v1) − D−1 = {u2, u3, z}, lo que nos dice que
N−(u1)∪N−(v1)−D−1 = V (T2)−D−1 . Por lo tanto D−1 es un conjunto semidominante interior
de T2.

Tomando a D−2 podemos ver que u1 le manda flecha a u2 y v1 le manda flecha a v2, por lo
que D−2 es un conjunto semidominante interior.

Usando el teorema anterior obtenemos que ã+(T1) = 3 y ã−(T1) = 2.

Como vimos, ya podemos construir torneos que cumplan tener el número semidominante
coloreable interior y exterior tan grande como se quiera, sin embargo, una pregunta que surge
es: ¿cuándo una digráfica tiene una partición distinta a la trivial?, a lo que Zelinka [30] dio la
siguiente caracterización.
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Teorema 3.3.2. [30] Sea D una digráfica. Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

1. D contiene una subdigráfica generadora D0 tal que es bipartita y no tiene pozos.

2. ã−(D) ≥ 2.

Demostración. 1. implica 2.
Supongamos que D tiene una subdigráfica generadora D0, sin pozos, tal que tiene una bipar-

tición {V1, V2} de sus vértices, de forma que cada flecha de D0 une a dos vértices de diferentes
clases de dicha partición. Como D0 no tiene pozos cada vértice de V2 = V (D) − V1 es vértice
inicial de una flecha de D0, que por hipótesis tiene su vértice final en V1, por lo tanto, V1 es un
conjunto semidominante interior en D0. Análogamente, V2 es un conjunto semidominante inte-
rior de D0. Como D0 era subdigráfica generadora entonces V (D) = V (D0) lo que nos implica
que {V1, V2} es una bipartición semidominante interior de V (D0) y por lo tanto de V (D). Por
lo tanto ã−(D) ≥ 2.

2. implica 1.
Supongamos que ã−(D) ≥ 2. Entonces por el Lema 3.2.2 existe una coloración con dos

clases cromáticas D1 y D2 de V (D), tal que cada una es un conjunto semidominante interior.
Definimos D0 como la subdigráfica dada por V (D0) = V (D) y su conjunto de flechas son todas
las flechas de D que unen a dos vértices de diferentes clases cromáticas, lo que nos dice que
D0 es una subdigráfica bipartita generadora de D. Supongamos que D0 tiene un pozo u, sin
pérdida de generalidad supongamos que u ∈ D2, entonces no existe ninguna flecha que salga
hacia D1, es decir, no es absorbido por nadie de D1, y por lo tanto tampoco es absorbido por
nadie en D, lo que es una contradicción pues D1 era un conjunto semidominante interior de D.
Por lo tanto D0 no tiene pozos.

Teorema 3.3.3. [30] Sea D una digráfica. Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

1. D contiene una subdigráfica generadora D0 tal que es bipartita y no tiene fuentes.

2. ã+(D) ≥ 2.

Como en los otros casos la demostración es completamente análoga al teorema 3.3.2 usando
a la digráfica dual.

La caracterización anterior, la podemos generalizar, para digráficas tales que
ã−(D) = n > 2, de la siguiente manera.

Teorema 3.3.4. Sea D una digráfica. Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

1. ã−(D) = n > 2.

2. D contiene una subdigráfica generadora máxima D0 bajo la propiedad de ser n−partita,
tal que la subdigráfica de D0 inducida por cualquier par de conjuntos de dicha partición
no tiene pozos.
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Demostración. 1. implica 2.
Supongamos que ã−(D) = n > 2, entonces existe una coloración semidominante interior,

con clases cromáticas {P1, . . . , Pn}. Definimos D0 como la subdigráfica dada por V (D0) = V (D)
y su conjunto de flechas son todas las flechas de D que unen a dos vértices de diferentes clases,
lo que nos dice que D0 es una subdigráfica n−partita generadora de D. Si Pi y Pj son dos
clases diferentes, consideramos a D0[Pi ∪ Pj] y supongamos que tiene un pozo u, sin pérdida
de generalidad supongamos que u ∈ Pi, entonces no existe ninguna flecha que salga hacia Pj,
es decir, no es absorbido por nadie de Pj, ni en D, lo que es una contradicción pues Pj era un
conjunto semidominante interior de D. Por lo tanto D0[Pi ∪ Pj] no tiene pozos. Eso pasa para
todo par de clases diferentes de la coloración.

Notemos que si existe D1, un subdigráfica generadora de D que sea (n + 1)−partita, con
la propiedad anterior, tendŕıamos que D tiene una coloración en n + 1 clases semidominantes
interiores, lo que es una contradicción a ã−(D) = n. Por lo tanto D0 no es máxima.

2. implica 1.
Supongamos que D tiene una subdigráfica generadora D0, tal que tiene una n−partición

{P1, . . . , Pn} de sus vértices, de manera que cada flecha de D0 une a dos vértices de diferentes
clases de dicha partición, aśı como cada sudigráfica de D0, inducida por cualquier par de
clases no tiene pozos. Por ser partición de los vértices, induce es una coloración de V (D).
Demostraremos que cada clase de la partición es un conjunto semidominante interior de D. Sea
Pi fijo y consideremos a x ∈ V (D)−Pi. Como D0 es una subdigráfica generadora de D, x ∈ Pj,
con j ∈ {1, . . . , n}, j 6= i. Nos fijamos en D0[Pi∪Pj], por hipótesis no tienen pozos, por lo que
existe la xPi−flecha, es decir, Pi absorbe a x. Por lo tanto, Pi es un conjunto semidominante
interior de D0 y por ende de D. Como D0 era subdigráfica generadora, entonces V (D) = V (D0)
lo que implica que {P1, . . . , Pn} es una partición semidominante interior de V (D0) en n clases
y por lo tanto de V (D). Aśı ã−(D) ≥ n.

Por otro lado, como D0 es máxima tenemos que ã−(D) = n.

Notemos que aunque el teorema anterior nos da una caracterización para las digráficas que
tienen una coloración distinta a la trivial, en la práctica no es tan fácil de verificar.

Una pregunta que también es natural es si dada una digráfica con ã−(D) = n, entonces
toda subdigráfica inducida D′ cumple que ã−(D′) ≤ ã−(D). La respuesta es no, basta ver el
siguiente ejemplo:

Sea D

x1 x2

x3

x4x5
x6

x7
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Notemos que la digráfica anterior no tiene una coloración semidominante interior distinta a
la trivial, pues si nos fijamos en el ciclo dirigido de longitud impar dado por (x5, x6, x7, x5), no
tiene ninguna flecha que salga de él.

Por otro lado, si nos fijamos en la subdigráfica inducida por {x1, x2, x3, x4} vemos que es
un ciclo dirigido de longitud par y por lo tanto su número semidominante coloreable interior
es dos.

Sin embargo, es claro que si D′ es una sudigráfica generadora de D, si tenemos que
ã−(D′) ≤ ã−(D).

También podemos preguntarnos que pasa con el número semidominante coloreable interior
en las digráficas transitivas. Sabemos, por la Proposición 1.2.3, que si D es transitiva y fuerte-
mente conexa de orden p, entonces D es completa, lo que nos diŕıa que ã−(D) = p. Por lo que,
vale la pena preguntarse que pasa cuando D es transitiva pero no es fuertemente conexa.

Proposición 3.3.1. Si D es una digráfica transitiva que no es fuertemente conexa, entonces

ã−(D) = min{|V (Dj)| | Dj es una componente fuerte terminal de D}.

Demostración. Sea Di una componente fuerte terminal de D tal que:

|V (Di)| = min{|V (Dj)| | Dj es una componente fuerte terminal de D}.

Como Di es una componente fuerte de D, entonces por la Proposición 1.2.3 sabemos que Di

es completa. Por otro lado, al ser Di una componente fuerte terminal de D, por la Observación
1.2.1 sabemos que si x ∈ V (Di), entonces Γ+(x) ⊆ V (Di). Aśı por el Lema 3.3.1 se tiene que
ã−(D) ≤ (|V (Di)| − 1) + 1 = |V (Di)|, es decir:

ã−(D) ≤ min{|V (Dj)| | Dj es una componente fuerte terminal de D}.

Si D1, . . . , Dn son las componentes fuertes terminales de D, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que Di = D1. Sean V (D1) = {x1, x2, . . . , x|V (D1)|}, y V (Dj) = {yj,1, . . . , yj,rj},
con 2 ≤ j ≤ n.

Sean P1 = {x1, y2,1, y3,1, . . . , yn,1} ∪ (V (D) −
|V (D1)|⋃
k=2

Pk), donde Pk = {xk, y2,k, y3,k, . . . , yn,k}
con
2 ≤ k ≤ |V (D1)|. Como toda digráfica tiene una componente fuerte terminal V (D1) 6= ∅ y
como D no es fuertemente conexa, entonces Pk ∩ V (D1) 6= ∅, es decir, Pk 6= ∅. Además por
definición {P1, . . . , P|V (D1)|} es una partición de los vértices de D. Falta demostrar que cada
uno es un conjunto semidominante interior de D.

Sea w ∈ Ps, con 2 ≤ s ≤ |V (D1)|. Observemos que w ∈ V (Dj), con Dj componente
fuerte terminal. Por la Proposición 1.2.3 sabemos que Dj es una digráfica completa, por lo que
(w, x1) ∈ F (D) si Dj = D1, ó (w, yj,1) si Dj 6= D1. En ambos casos, existe la wP1−flecha, es
decir, P1 es un conjunto semidominante interior de D.

Sea w ∈ V (D)− Ps, con s fija y 2 ≤ s ≤ |V (D1)|. Obtenemos dos casos:

Si w ∈ Dk, con Dk una componente fuerte terminal de D. Por la Proposición 1.2.3
sabemos que Dk es una digráfica completa, por lo que (w, xs) ∈ F (D) si Dk = D1,
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ó (w, yk,s) ∈ F (D) si Dk 6= D1. En ambos casos, existe la wPs−flecha.

Si w no pertenece a ninguna componente fuerte terminal de D. Por el Corolario 1.2.3 sa-
bemos que existe un vértice z ∈ Dk con Dk una componente fuerte terminal de D, tal que
(w, z) ∈ F (D). Por otro lado, por el Corolario 1.2.2 sabemos que w alcanza a todo vértice
de Dk, en particular a xs ∈ Ps si Dk = D1, ó a yk,s ∈ Ps, es decir, existe la wPs−flecha.

Juntando ambos casos, tenemos que Ps es un conjunto semidominante interior de D. Por
lo tanto {P1, . . . , P|D1|} es una partición semidominante interior de D, lo que implica que
ã−(D) ≥ min{|V (Dj)| | Dj es una componente fuerte terminal de D}. Es decir:

ã−(D) = min{|V (Dj)| | Dj es una componente fuerte terminal de D}.

Notemos que si D es fuertemente conexa y transitiva, entonces por la Proposición 1.2.3 D
es una digráfica completa, lo que implica que ã−(D) = |V (D)| = p. Por otro lado, podemos
observar que al ser D una digráfica fuertemente conexa:

|V (D)| = min{|V (Dj)| | Dj es una componente fuerte terminal de D}.

Es decir, el resultado anterior sigue siendo válido.

3.4. Digráficas Semidominantes Interiores Cŕıticas

Es fácil ver, que si a una digráfica D se le quita una flecha, el número semidominante
coloreable interior disminuye en uno o se queda igual, muy parecido a lo que sucede en gráficas.
En esta sección definiremos a las digráficas semidominantes interiores cŕıticas, a las que se les
dará una caracterización.

Lema 3.4.1. Sea D una digráfica y e ∈ F (D). Si ã−(D) = n, entonces ã−(D − e) = n − 1
ó ã−(D − e) = n.

Demostración. Observemos que D − e es una subdigráfica generadora de D, por lo que
ã−(D − e) ≤ ã−(D). Si ã−(D) = 1, por la observación anterior tenemos que
1 ≤ ã−(D − e) ≤ ã−(D) = 1, por lo tanto ã−(D − e) = 1.

Supongamos que ã−(D) = n ≥ 2, es decir, existe {P1, . . . , Pn} una partición semidominante
interior de D. Si consideremos e = (u, v) ∈ F (D), obtenemos dos casos.

Si u, v ∈ Pi con i ∈ {1, . . . , n}. Observemos que Pj sigue siendo un conjunto semidomi-
nante interior de D, para toda j ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto, {P1, . . . , Pn} es una partición
semidominante interior de D − e, junto con la observación tenemos que ã−(D − e) = n.

Si u ∈ Pi y v ∈ Pj con i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j. Supongamos que i < j. Consideremos
P ′ = Pi∪Pj. Notemos que como Pk no fue modificado en D− e, sigue siendo un conjunto
semidominante interior de D − e. Por otro lado, sea x ∈ V (D − e) − P ′, como Pi es
un conjunto semidominante interior en D y e no tiene extremo en x, entonces existe
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la xPi−flecha en D − e, por lo tanto P ′ es un conjunto semidominante coloreable en

D − e. También notemos que por definición Pk 6= ∅, P ′ 6= ∅,
n⋃

k 6=i,k 6=j
Pk ∪ P ′ = V (D − e),

Pk ∩ P ′ = ∅ y Pk ∩ Pl = ∅, con k, l ∈ {1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}. Es
decir, {P1, . . . , Pi−1, Pi+1, . . . , Pj−1, Pj+1, . . . , Pn} es una partición semidominante interior
de D − e. Este hecho, junto con la observación nos dice que: n− 1 ≤ ã−(D − e) ≤ n.

El lema anterior, nos refleja que en ese sentido, las digráficas se comportan como las gráficas.
El Teoremas 2.1.12 y el Teorema 2.1.13 nos dan una caracterización de las gráficas domáticas
cŕıticas y domáticamente completas. Por lo que nosotros, de manera análoga al concepto de
gráfica domática cŕıtica, diremos que D es una digráfica semidominante interior cŕıtica si la
digráfica resultante de borrar cualquier arista de D, tiene número semidominante coloreable
interior más chico que el de D. También sabemos por el Lema 3.3.1 que ã−(D) ≤ δ+(D) + 1.
Análogamente, al concepto de gráfica domáticamente completa, si una digráfica cumple con la
igualdad la llamaremos semidominantemente coloreable interior completa.

A continuación describiremos la estructura de una digráfica semidominante interior cŕıtica,
aśı como daremos condiciones para que dicho concepto sea equivalente al de una digráfica
semidominantemente interior completa.

Teorema 3.4.1. Si D es una digráfica con ã−(D) = s ≥ 2, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. D es una digráfica semidominante interior cŕıtica.

2. V (D) es la unión de V1, V2, . . . , Vs, donde los Vi son conjuntos ajenos dos a dos con
i ∈ {1, . . . , s}, con la propiedad de que para cualquier par de distintos números
j, i ∈ {1, . . . , s} la sudigráfica Dij de D, inducida por el conjunto Vi ∪ Vj, es una digráfi-
ca bipartita donde todos sus vértices tienen exgrado uno, más aún, D es una digráfica
S − partita.

3. D es una digráfica semidominantemente coloreable interior completa donde todos los de
vértices tienen el mismo exgrado.

Demostración. 1 implica 2.

Sea D una digráfica semidominante interior cŕıtica con ã−(D) = s, entonces existe una
coloración de V (D) en s clases, tal que cada una es un conjunto semidominante interior de D,
sean V1,. . . , Vs−1 y Vs dichas clases. Por lo tanto:⋃

i∈{1,...,n}

Vi = V (D) y Vi ∩ Vj = ∅, con i 6= j, i, j ∈ {V1, . . . , Vs}.

Observemos que al ser D una digráfica semidominante interior cŕıtica, entonces s ≥ 2.
Supongamos que existen dos vértices de la misma clase tal que están unidos por una flecha e.

Consideremos D′ la digráfica que resulta de borrar e de D. Observemos que cada Vi sigue siendo
un conjunto semidominante interior de D′, pues no borramos ninguna flecha entre diferentes
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clases de la coloración. Por lo tanto, ã−(D′) ≥ s, lo que es una contradicción a que D es una
digráfica semidominante interior cŕıtica. Por lo tanto, cada Vi es independiente en D, más aún,
probamos que Dij es bipartita, con bipartición {Vi, Vj}.

Sean i, j ∈ {1, . . . , s}, con i 6= j. Como Vi es un conjunto semidominante interior de D y
Vi∩Vj = ∅, cada vértice de Vi le manda flecha a algún vértice de Vj, análogamente, los vértices
de Vj le mandan flecha a algún vértice de Vi. Entonces en Dij cada vértice tiene exgrado mayor
o igual a uno.

Observemos que como Vi y Vj son conjuntos independientes, si un vértice x ∈ Vi tiene
exgrado mayor que uno en Dij podemos borrar todas las xVj − flechas, excepto una, lo que
implica que Vj seguirá siendo un conjunto semidominante interior de D, por lo que no bajaŕıa el
número semidominante coloreable interior de D, lo que seŕıa una contradicción. Por las mismas
razones, todo x ∈ Vj tiene exgrado uno en Dij.

Por lo tanto, todo vértice de D tiene exgrado exactamente uno en Dij. Más aún, al ser cada
clase independiente, D es S − partita.

2. implica 3.

Sea D como en 2, demostraremos que D es una digráfica semidominante coloreable interior
completa, es decir, ã−(D) = δ+(D) + 1. Más aún, que para todo x ∈ V (D), δ+(x) = s− 1.

Sea x ∈ V (D), por hipótesis {V1, . . . , Vs} es una partición de V (D), entonces x ∈ Vi para
alguna i ∈ {1, . . . , s}. Como δ+

Dij
(x) = 1, con j ∈ {1, . . . , i−1, i+1, . . . , s} y Vi es independiente

tenemos que:

δ+
D(x) =

s

Σ
j=1
δ+
Dij

(x) =
s

Σ
j=1

j 6=i

δ+
Dij

(x) = s− 1.

Por lo tanto, todo vértice tiene exgrado ã−(D)− 1 y D es semidominantemente coloreable
interior completa.

3. implica 1.

Sea D una digráfica semidominantemente coloreable interior completa con ã−(D) = s,
donde todos sus vértices tienen el mismo exgrado. Por lo anterior, tenemos que para todo
vértice x, δ−(x) = s − 1. Si D′ es la digráfica resultante de borrar una flecha, entonces tene-
mos que existe v ∈ V (D′) = V (D) tal que δ+

D′(v) = s − 2. Por el Lema 3.3.1 obtenemos que
ã−(D′) ≤ s − 2 + 1 = s − 1 = ã−(D) − 1, entonces ã−(D′) < ã−(D). Por lo tanto, D es una
digráfica semidominante coloreable interior cŕıtica.

Por lo tanto los tres enunciados son equivalentes.

Observemos que si una digráfica es semidominante interior cŕıtica, con ã−(D) = s ≥ 2, cada
conjunto de la coloración semidominante interior es un núcleo de D.
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Un ejemplo de una digráfica semidominante interior cŕıtica, es el siguiente:

D

P1

P2

P3

u v

w z

Como podemos ver, P1, P2, P3 son las clases de una coloración semidominante interior de
D, es decir, ã−(D) ≥ 3. Por otro lado, δ+(u) = δ+(v) = δ+(w) = δ+(z) = 2, por lo que
δ+(D) + 1 = 2 + 1 = 3 ≥ ã−(D).

Por lo tanto, ã−(D) = 3 y D es una digráfica semidominantemente coloreable interior
completa.

Para demostrar que dicha digráfica es semidominante interior cŕıtica y dada la simetŕıa de
la digráfica tomaremos tres casos:

Si D − (w, z), entonces δ+(w) = 1. Por el Lema 3.3.1 tenemos que ã−(D − (w, z)) ≤ 2.
Ahora V1 = P1∪P2 = {w, z} y V2 = P2 = {u, v}, son conjuntos semidominantes interiores
de D − (w, z), es decir, ã−(D − (w, z)) ≥ 2. Por lo tanto, ã−(D − (w, z)) = 2.

Si D − (u, z), entonces δ+(u) = 1. Por el Lema 3.3.1 tenemos que ã−(D − (u, z)) ≤ 2.
Ahora V1 = P1 = {w} y V2 = P2∪P3 = {u, v, z}, son conjuntos semidominantes interiores
de D − (u, z), es decir, ã−(D − (u, z)) ≥ 2. Por lo tanto, ã−(D − (u, z)) = 2.

Si D − (z, u), entonces δ+(z) = 1. Por el Lema 3.3.1 tenemos que ã−(D − (z, u)) ≤ 2.
Ahora V1 = P1{w} y V2 = P2 ∪ P3 = {u, v, z}, son conjuntos semidominantes interiores
de D − (z, u), es decir, ã−(D − (z, u)) ≥ 2. Por lo tanto, ã−(D − (z, u)) = 2.
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Por lo tanto D es semidominante interior cŕıtica.

D12

P1

P2u v

w

D23 D13

P2

P3

u v

z

P1 P3

w z

Con el teorema anterior, basándonos en la idea de coloración por flechas1, nos preguntamos
si dada una digráfica siempre podremos encontrar una subdigráfica generadora que sea semi-
dominante interior cŕıtica. La respuesta es śı.

Sea D una digráfica con ã−(D) = s ≥ 2, y {V1, . . . , Vs} una coloración semidominante
interior de D.

1. Considerar D − A, donde A = {(u, v) ∈ F (D) | u ∈ Vi y v ∈ Vi para alguna i}.

2. Considerar D[Vi ∪ Vj] para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. A todo vértice en Vi ∪ Vj, se le borran
todas las flechas que empiezan en él, exceptuando una.

1Una m−coloración por flechas en una digráfica D, es cuando a cada flecha de D se le asigna un color, usando
a lo más m colores.
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Por el Teorema 3.4.1 la digráfica, que resulta de seguir los pasos anteriores, es una sub-
digráfica generadora de D que es semidominante interior cŕıtica.

Con el siguiente ejemplo ilustraremos el algoritmo anterior.
Consideremos T2:

u1 u2

u3

v1

v2v3

z

Ahora veamos que A = {(u1, v1), (u2, u3), (u2, v2), (u2, z), (u3, v2), (u3, v3), (u3, z), (v2, v3),
(v2, z), (v3, u2), (v3, z)}.

Por lo tanto T2 − A es:

u1 u2

u3

v1

v2v3

z
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Ahora, quitando las flechas tal que todo vértice tenga exgrado uno en D[V1∪V2], obtenemos:

u1 u2

u3

v1

v2v3

z

Esta digráfica es una subdigráfica generadora de T2 y por el Teorema 3.4.1 es semidominante
interior cŕıtica.
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Caṕıtulo 4

Número Semidominante Coloreable en
el Producto de Dos Digráficas.

En este caṕıtulo, siguiendo con la idea de obtener resultados parecidos a los encontrados
en gráficas se definirá el producto cartesiano de dos digráficas. Para hablar sobre la relación
que tienen el número semidominante coloreable de cada digráfica con el número semidominante
coloreable del producto cartesiano de dichas digráficas.

En cuanto a conjuntos absorbentes, este producto de digráficas ha sido trabajado, por
muchas personas, una de ellas es Maŕıa Kwasnik quien en [14] (1982) donde demostró cual es
la distancia entre dos vértices del producto de dos digráficas, aśı como una condición suficiente
para que dicho producto tenga un (k, l)-núcleo.

También se ha trabajado con otro tipo de producto entre digráficas. Por ejemplo, en 1997
Andrzej Wloch e Iwona Wloch definieron el producto generalizado entre digráficas y dieron
condiciones para que dicho producto tenga (k, l)-núcleo. Después en 2008, ellos junto con Wal-
demar Szumny trabajaron con el producto lexicográfico de dos digráficas donde también dieron
condiciones para la existencia de un (k, l)-núcleo en dicho producto.

4.1. Definición y Propiedades Básicas

En esta sección definimos el producto cartesiano de dos digráficas, aśı como, demostramos
propiedades básicas de éste.

Definición 4.1.1. Sean D y H dos digráficas, con V (D) ∩ V (H) = ∅, donde
V (D) = {x1, . . . , xp} y V (H) = {y1, . . . , yn} . Definimos D × H como la digráfica tal que
V (D ×H) = V (D)× V (H), y su conjunto de flechas está dado por:

F (D×H) = {((x1, y1), (x2, y2)) | x1 = x2 y (y1, y2) ∈ F (H), ó bien y1 = y2 y (x1, x2) ∈ F (D)}

La idea intuitiva de esta operación de dos digráficas se puede visualizar si pensamos que por
cada vértice de la primera digráfica tendremos una copia de la segunda digráfica y viceversa,
como podemos observar en el siguiente ejemplo.
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Tomemos T3 y T5 las trayectorias dirigidas de longitud 3 y 5, respectivamente.
T3 T5

x0

x1

x2

x3

y0 y1 y2 y3 y4 y5

Ahora consideremos T3 × T5

(x0,y0) (x0,y1) (x0,y2) (x0,y3) (x0,y4) (x0,y5)

(x1,y0) (x1,y1) (x1,y2) (x1,y3) (x1,y4) (x1,y5)

(x2,y0) (x2,y1) (x2,y2) (x2,y3) (x2,y4) (x2,y5)

(x3,y0) (x3,y1) (x3,y2) (x3,y3) (x3,y4) (x3,y5)

De la definición de D × H, se tiene que δ+
D×H((x, y)) = δ+

D(x) + δ+
H(y), aśı como

δ−D×H((x, y)) = δ−D(x) + δ−H(y), por lo que δD×H((x, y)) = δD(x) + δH(y).
Una observación que es de gran utilidad, es que el producto cartesiano de dos digráficas es

conmutativo, como veremos en el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Si D y H son dos digráficas, con V (D)∩V (H) = ∅, entonces D×H es isomorfa
a H ×D.

Demostración. Sean D y H dos digráficas con V (D)∩V (H) = ∅ donde V (D) = {x1, . . . , xp} y
V (H) = {y1, . . . , yn}. Consideremos a la función ξ : V (D × H) → V (H × D) tal que
ξ((xi, yj)) = (yj, xi).

Sean ξ(xi, yj), ξ(xr, ys) ∈ V (H×D), tal que ξ(xi, yj) = ξ(xr, ys). Por definición de ξ tenemos
(yj, xi) = (ys, xr), de donde yj = ys y xi = xr, lo que implica que (xi, yj) = (xr, ys), es decir, ξ
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es inyectiva.
Sea (u, v) ∈ V (H ×D), con u ∈ V (H) y v ∈ V (D). Por definición del producto cartesiano,

(v, u) ∈ V (D ×H) y ξ(v, u) = (u, v), es decir, ξ es suprayectiva.
Por lo tanto, ξ es biyectiva. Falta demostrar que preserva adyacencias.
Sea (xi, yj) ∈ V (D × H) fijo. Supongamos que (xr, ys) ∈ Γ+

D×H((xi, yj)), y consideremos
ξ((xi, yj)) y ξ((xr, ys)). Hay que demostrar que ξ((xr, ys)) ∈ Γ+

H×D(ξ(xi, yj)). Por definición del
producto cartesiano tenemos dos casos:

Si xi = xr y (yj, ys) ∈ F (H), entonces por definición de ξ tenemos que ξ(xi, yj) = (yj, xi)
y ξ(xr, ys) = (ys, xr). En este caso y por la definición de producto cartesiano se tiene que
((yj, xi), (ys, xr)) ∈ F (H ×D), es decir, (ys, xr) ∈ Γ+

H×D((yj, xi)).

Si yj = ys y (xi, xj) ∈ F (D), entonces por definición de ξ tenemos que ξ(xi, yj) = (yj, xi)
y ξ(xr, ys) = (ys, xr). En este caso y por la definición de producto cartesiano se tiene que
((yj, xi), (ys, xr)) ∈ F (H ×D), es decir, (ys, xr) ∈ Γ+

H×D((yj, xi)).

Sea (yj, xi) ∈ V (H × D) fijo. Supongamos que (ys, xi) ∈ Γ+
H×D((yj, xi)), y consideremos

ξ−1((yj, xi)) y ξ−1((ys, xr)). Hay que demostrar que ξ−1((ys, xr)) ∈ Γ+
D×H(ξ−1(yj, xi)). Por defi-

nición del producto cartesiano tenemos dos casos:

Si xi = xr y (yj, ys) ∈ F (H), entonces por definición de ξ tenemos que ξ−1(yj, x1) = (xi, yj)
y ξ−1(ys, xr) = (xr, ys). En este caso y por la definición de producto cartesiano se tiene
que ((xi, yj), (xr, ys)) ∈ F (D ×H), es decir, (xr, ys) ∈ Γ+

D×H((xi, yj)).

Si yj = ys y (xi, xj) ∈ F (D), entonces por definición de ξ tenemos que ξ−1(yj, xi) = (xi, yj)
y ξ−1(ys, xr) = (xr, ys). En este caso y por la definición de producto cartesiano se tiene
que ((xi, yj), (xr, ys)) ∈ F (D ×H), es decir, (xr, ys) ∈ Γ+

D×H((xi, yj)).

Por lo tanto, ξ preserva adyacencias. Por lo que D ×H es isomorfa a H ×D.

4.2. Número Semidominante Coloreable Interior en el

Producto de Dos Digráficas

En esta sección daremos cotas sobre el número semidominante coloreable interior en el pro-
ducto de dos digráficas a partir de los números semidominantes coloreables de las digráficas
originales. También calcularemos dicho número para el producto de dos trayectorias dirigidas.

Una observación, fácil de notar, es que, si D =
→
K1 ó H =

→
K1, entonces D × H ∼= H

ó D ×H ∼= D, pues como hemos dicho antes, obtendremos una copia de la digráfica que no es

isomorfa a
→
K1. Por lo que si una digráfica es

→
K1 y la otra

→
Kp, entonces:

ã−(K1 ×Kp) = p = |V (
→
K1 ×

→
Kp)|.

Con esta observación podemos obtener el siguiente resultado.
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Proposición 4.2.1. Sean D y H dos digráficas con V (D) ∩ V (H) = ∅, de ordenes p1 y p2

respectivamente. Si D tiene dos vértices u y v tal que u 6= v, (u, v) /∈ F (D) o (v, u) /∈ F (D),
entonces ã−(D ×H) < p1 · p2.

Demostración. Observemos p1 · p2 = |V (D×H)|, entonces si ã−(D×H) = p1 · p2, cada vértice
seŕıa un conjunto semidominante interior de D ×H. Por lo que basta mostrar que existen dos
vértices x, z ∈ V (D ×H) tal que (x, z) /∈ F (D ×H) o (z, x) /∈ F (D ×H).

Sean v, u ∈ V (D) tal que (v, u) /∈ F (D) o (u, v) /∈ F (D). Como V (H) 6= ∅, existe w ∈ V (H).
Por definición del producto cartesiano (v, w), (u,w) ∈ V (D ×H).

Supongamos que (v, u) /∈ F (D), y dado que u 6= v, tenemos que ((v, w), (u,w)) /∈ F (D×H).
Por otro lado, si (u, v) /∈ F (D), y como u 6= v, entonces ((u,w), (v, w)) /∈ F (D ×H). En cada
caso llegamos a que existe un vértice que no es un conjunto semidominante interior de D×H.
Por lo tanto, ã−(D ×H) < p1 · p2.

Proposición 4.2.2. Sean D y H son dos digráficas con V (D)∩ V (H) = ∅, de ordenes p1 y p2

respectivamente. Si H tiene dos vértices u y v tal que u 6= v, (u, v) /∈ F (H) o (v, u) /∈ F (H),
entonces ã−(D ×H) < p1 · p2.

La prueba de la proposición anterior es completamente análoga a la demostración de la
Proposición 4.2.1.

El siguiente teorema nos da una cota sobre el número semidominante coloreable interior en
el producto de dos digráficas, basado en el número semidominante coloreable interior de las
digráficas originales.

Teorema 4.2.1. Si D y H son dos digráficas tal que ã−(D) = r y ã−(D) = s, entonces
ã−(D ×H) ≥ máx{r, s}.

Demostración. Consideremos D ×H. Supongamos que r ≥ s.
Sea {P1, P2, . . . , Pr} clases una coloración semidominante interior de D. Consideremos los

conjuntos P ′i = {(x, y) ∈ V (D×H) | x ∈ Pi}, con 1 ≤ i ≤ r. Notemos que P ′i 6= ∅ pues Pi 6= ∅ y
V (H) 6= ∅. Demostraremos que {P ′1, . . . , P ′r} es una partición semidominante interior de D×H.

Como P ′i ⊆ V (D × H), implica que
r⋃
i=1

P ′i ⊆ V (D × H). Sea (x, y) ∈ V (D × H). Como

{P1, P2, . . . , Pr} es una partición de V (D) tenemos que x ∈ Pi, para alguna i ∈ {1, . . . , r}, por

lo que (x, y) ∈ P ′i . Por lo tanto,
r⋃
i=1

P ′i = V (D ×H).

Sean P ′i y P ′j , con i, j ∈ {1, . . . , r}. Supongamos P ′i ∩ P ′j 6= ∅, entonces existe (x, y) ∈ P ′i y
(x, y) ∈ P ′j , es decir, x ∈ Pi y x ∈ Pj, lo que es una contradicción, por lo tanto, P ′i ∩ P ′j = ∅.
Con lo anterior, obtenemos que {P ′1, . . . , P ′r} es una partición de los vértices de D ×H.

Demostraremos que cada clase P ′i es un conjunto semidominante interior de D×H. Sea P ′i
fijo.

Sea (x, y0) ∈ V (D×H)−P ′i . Por definición de P ′i tenemos que x /∈ Pi y y0 ∈ V (H), pero Pi
es un conjunto semidominante interior en D, por lo que existe w ∈ Pi tal que (x,w) ∈ F (D).
Consideremos (w, y0) ∈ V (D ×H), y notemos que es elemento de P ′i . Como (x,w) ∈ F (D) y
y0 ∈ V (H), se deduce que ((x, y0), (w, y0)) ∈ F (D×H), es decir, existe la (x, y0)P ′i−flecha. Por
lo tanto, P ′i es un conjunto semidominante interior de D ×H.
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Por lo tanto, {P ′1, . . . , P ′r} es una partición semidominante interior de D × H, es decir,
ã−(D ×H) ≥ r = máx{r, s}.

Si s > r, entonces tomamos {R1, . . . , Rs} una coloración semidominante coloreable interior
de H. Consideramos R′i = {(x, y) ∈ V (D × H) | y ∈ Ri}, con 1 ≤ i ≤ s. A partir de aqúı, la
demostración es análoga al caso en el que r ≥ s.

En ambos casos, ã−(D ×H) ≥ máx{r, s}.

La cota anterior es justa, pues hay digráficas en la que se da la igualdad, y un ejemplo son
las trayectorias dirigidas, como veremos en la siguiente proposición.

Proposición 4.2.3. Si Tr y Ts son las trayectorias dirigidas de longitud r y s, respectivamente,
entonces ã−(Tr × Ts) = 1.

Demostración. Sean Tr = (x1, . . . , xr) y Ts = (y1, . . . , ys) las trayectorias dirigidas de longitud
r y s respectivamente. Como ya hab́ıamos observado, δ+

T ×T ((xr, ys)) = δ+
Tr(xr)+δ+

Ts(ys) = 0+0.
Entonces por el Lema 3.3.1 tenemos que 1 ≤ ã−(Tr×Ts) ≤ 0+1 = 1. Por lo tanto, ã−(Tr×Ts) =
1.

A pesar de lo anterior, hay digráficas que tienen un número semidominante coloreable inte-
rior mayor, como mostraremos a continuación. Consideremos la siguiente digráfica D.

u1 u2

u3

u4 u5

u6

Mostraremos que ã−(D) = 2. Observemos que P1 = {u1, u3, u5} es un conjunto semido-
minante interior de D, pues u2 es absorbido por u3, u4 por u5 y u6 por u1. Por otro lado,
P2 = {u2, u4, u6} también lo es pues u1 es absorbido por u2, u3 por u4 y u5 por u6, es decir,
{P1, P2} es una partición semidominante interior de D, en dos clases. Como δ+(D) = 2 por el
Lema 3.3.1 tenemos que 2 ≤ ã−(D) ≤ 3.

Por otro lado, supongamos que existe una coloración semidominante interior de D en 3
conjuntos, P1, P2 y P3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u1 ∈ P1, como
Γ+(u1) = {u2, u4}, cada uno tiene que pertenecer a clases distintas, digamos que u2 ∈ P2 y
u4 ∈ P3. Como Γ+(u2) = {u3, u4}, observemos que como u4 ∈ P3 y u2 ∈ P2 se deduce que
u3 ∈ P1, entonces junto con el hecho de que Γ+(u3) = {u1, u4} y u4 ∈ P3, entonces u1 ∈ P2,
lo que es una contradicción pues u1 ∈ P1. Por lo tanto, no existe dicha partición, es decir,
ã−(D) = 2.
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Ahora tomemos C3, el ciclo dirigido de longitud tres. Sabemos que ã−(C3) = 1.

x1

x2

x3

Consideremos C3 × D. Por el Teorema 4.2.1 sabemos que ã−(C3 × D) ≥ 2. La siguiente
figura muestra C3 ×D tiene una coloración semidominante interior en tres conjuntos.

C3 ×D

4.3. Número Semidominante Coloreable Interior en el

Producto de Dos Ciclos Dirigidos

Esta sección está centrada en calcular el número semidominante coloreable interior del
producto de dos ciclos dirigidos. Para eso, necesitaremos dos observaciones.
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Sean Cn = (x0, . . . , xn−1, x0) y Cm = (y0, . . . , ym−1, y0) dos ciclos dirigidos.

Observación 4.3.1. De la definición de Cn × Cm, tenemos que:

Γ+
Cn×Cm

((xk, yt)) = {(xk, yt+1), (xk+1, yt)}, para todo (xk, yt) ∈ V (Cn × Cm).

Observación 4.3.2. Por el Teorema 4.2.1 si alguno de los ciclos dirigidos son de longitud par,
entonces 2 ≤ ã−(Cn×Cm). Demostraremos que si ambos son de longitud impar la desigualdad
sigue siendo válida.

Supongamos que n = 2h+ 1 y m = 2s+ 1. Consideremos Cn × Cm. Sean:

P1 = {(x2h, y0), (x2h, y2), . . . , (x2h, y2s−2),

(x2h−1, y1), (x2h−1, y3), . . . , (x2h−1, y2s−1),

(x2(h−1), y0), (x2(h−1), y2), . . . , (x2(h−1), y2s−2),

...

(x1, y1), (x1, y3), . . . , (x1, y2s−1),

(x0, y0), (x0, y2), . . . , (x0, y2s−2)}
∪ {(x2h−1, y2s), (x2h−3, y2s), . . . , (x1, y2s)} ∪ {(x0, y2s−1)}.

P2 = V (Cn × Cm)− P1.

Por definición, {P1, P2} es una partición de los vértices de Cn × Cm, en dos clases. Demos-
traremos que ambas clases son conjuntos semidominantes interiores.

Sea (xi, yj) ∈ P2.
Si 0 ≤ i ≤ 2h y 0 ≤ j ≤ 2j − 2, notemos que ((xi, yj), (xi, yj+1)) ∈ F (Cn × Cm) y que

(xi, yj+1) ∈ P1.
Si 0 ≤ i ≤ 2h− 1 y 2s− 1 ≤ j ≤ 2h− 1, notemos que ((xi, yj), (xi+1, yj)) ∈ F (Cn × Cm) y

que (xi+1, yj) ∈ P1.
Si (xi, yj) = (x2h, y2s−1), observemos que ((x2h, y2s−1), (x0, y2s−1)) ∈ F (Cn × Cm) y

(x0, y2s−1) ∈ P1.
Si (xi, yj) = (x2h, y2s), observemos que ((x2h, y2s), (x2h, y0)) ∈ F (Cn × Cm) y (x2h, y0) ∈ P1.
En todos los casos existe la (xi, yj)P1−flecha. Por lo tanto, P1 es un conjunto semidominante

interior de Cn × Cm.
Sea (xi, yj) ∈ P1.
Si 1 ≤ i ≤ 2h y 0 ≤ j ≤ 2s, notemos que ((xi, yj), (xi, yj+1)) ∈ F (Cn × Cm) y que

(xi, yj+1) ∈ P2.
Si 1 ≤ i ≤ 2h y 2s − 1 ≤ j ≤ 2s, notemos que ((xi, yj), (xi+1, yj)) ∈ F (Cn × Cm) y que

(xi+1, yj) ∈ P2.
Si i = 1 y 0 ≤ j ≤ 2s − 2, notemos que ((xi, yj), (xi+1, yj)) ∈ F (Cn × Cm) y que

(xi+1, yj) ∈ P2.
Si (xi, yj) = (x0, y2s−1), observemos que ((x0, y2s−1), (x0, y2s)) ∈ F (Cn × Cm) y que

(x0, y2s) ∈ P2.
En todos los casos existe la (xi, yj)P2−flecha. Por lo tanto, P2 es un conjunto semidominante

interior de Cn × Cm.
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Por lo tanto, {P1, P2} es una partición semidominante interior de Cn ×Cm. Lo que implica
que ã−(Cn × Cm) ≥ 2, para toda n y para toda m.

Consideremos C5 × C7.

En el ejemplo anterior, los vértices representados con un ćırculo forman un conjunto semi-
dominante interior, al igual que los vértices representados con un diamante. Por lo que tenemos
una bicoloración semidominante interior de los vértices de C5×C7, es decir, que ã−(C5×C7) ≥ 2.

Teorema 4.3.1. Sean Cn y Cm los ciclos dirigidos de longitud n y m respectivamente.

A ) Si n ∼= 0 y m ∼= 0 (mod 3), entonces ã−(Cn × Cm) = 3.

B ) Si n � 0 ó m � 0 (mod 3), entonces ã−(Cn × Cm) = 2.

Demostración. Sean Cn = (x0, . . . , xn−1, x0) y Cm = (y0, . . . , ym−1, y0). Consideremos Cn×Cm.
Por el Lema 3.3.1 sabemos que ã−(Cn × Cm) ≤ 2 + 1 = 3.

Demostraremos (A). Supongamos que n ∼= 0 y m ∼= 0 (mod 3), es decir, n = 3h y m = 3s,
con h, s ∈ N. Consideremos a los conjuntos:

P0 = {(xi, yj) ∈ V (Cn × Cm) |i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3) ó

i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3) ó

i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3)}

P1 = {(xi, yj) ∈ V (Cn × Cm) |i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3) ó

i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3) ó

i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3)}
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P2 = {(xi, yj) ∈ V (Cn × Cm) |i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3) ó

i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3) ó

i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3)}.

Demostraremos que {P0, P1, P2} es una partición semidominante interior de Cn × Cm. Como
n = 3h y m = 3s, donde h, s ≥ 1, entonces (x0, y0) ∈ P0, (x0, y1) ∈ P1 y (x0, y2) ∈ P2, es decir,
son distintos del vaćıo.

Como Pk ⊆ V (Cn × Cm), con k ∈ {0, 1, 2}, entonces P0 ∪ P1 ∪ P2 ⊆ V (Cn × Cm). Sea
(xi, yj) ∈ V (Cn ×Cm). Observemos que i ∼= r1 (mod 3) y j ∼= r2 (mod 3), con r1, r2 ∈ {0, 1, 2},
se tienen varios casos:

Si r1 = 0, tenemos tres casos:

1. Si r2 = 0, entonces por definición de P0, tenemos que (xi, yj) ∈ P0.

2. Si r2 = 1, entonces por definición de P1, tenemos que (xi, yj) ∈ P1.

3. Si r2 = 2, entonces por definición de P2, tenemos que (xi, yj) ∈ P2.

Si r1 = 1, tenemos tres casos:

1. Si r2 = 0, entonces por definición de P2, tenemos que (xi, yj) ∈ P2.

2. Si r2 = 1, entonces por definición de P0, tenemos que (xi, yj) ∈ P0.

3. Si r2 = 2, entonces por definición de P1, tenemos que (xi, yj) ∈ P1.

Si r1 = 2, tenemos tres casos:

1. Si r2 = 0, entonces por definición de P1, tenemos que (xi, yj) ∈ P1.

2. Si r2 = 1, entonces por definición de P2, tenemos que (xi, yj) ∈ P2.

3. Si r2 = 2, entonces por definición de P0, tenemos que (xi, yj) ∈ P0.

Juntando todos los casos tenemos que V (Cn × Cm) ⊆ P0 ∪ P1 ∪ P2. Por lo tanto,
V (Cn × Cm) = P0 ∪ P1 ∪ P2.

Supongamos que Pk ∩ Pt 6= ∅, con k, t ∈ {0, 1, 2} y k � t (mod 3). Entonces existe
(xi, yj) ∈ Pk y (xi, yj) ∈ Pt con k, t ∈ {0, 1, 2} y k � t (mod 3). Observemos que i ∼= r1

(mod 3) y j ∼= r2 (mod 3), con r1, r2 ∈ {0, 1, 2}. Tenemos tres casos:

Si k = 0 y t = 1, tenemos varios casos:

1. Si r1 = 0, entonces como (xi, yj) ∈ P0, tenemos que r2 = 0, pero (xi, yj) ∈ P1 implica
que r2 = 1, lo que es una contradicción.

2. Si r1 = 1, entonces como (xi, yj) ∈ P0, tenemos que r2 = 1, pero (xi, yj) ∈ P1 implica
que r2 = 2, lo que es una contradicción.

3. Si r1 = 2, entonces como(xi, yj) ∈ P0, tenemos que r2 = 2, pero (xi, yj) ∈ P1 implica
que r2 = 0, lo que es una contradicción.
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Si k = 0 y t = 2, tenemos varios casos:

1. Si r1 = 0, entonces como (xi, yj) ∈ P0, tenemos que r2 = 0, pero (xi, yj) ∈ P2 implica
que r2 = 2, lo que es una contradicción.

2. Si r1 = 1, entonces como (xi, yj) ∈ P0, tenemos que r2 = 1, pero (xi, yj) ∈ P2 implica
que r2 = 0, lo que es una contradicción.

3. Si r1 = 2, entonces como (xi, yj) ∈ P0, tenemos que r2 = 2, pero (xi, yj) ∈ P2 implica
que r2 = 1, lo que es una contradicción.

Si k = 1 y t = 2, tenemos varios casos:

1. Si r1 = 0, entonces como (xi, yj) ∈ P1, tenemos que r2 = 1, pero (xi, yj) ∈ P2 implica
que r2 = 2, lo que es una contradicción.

2. Si r1 = 1, entonces como (xi, yj) ∈ P1, tenemos que r2 = 2, pero (xi, yj) ∈ P2 implica
que r2 = 0, lo que es una contradicción.

3. Si r1 = 2, entonces como (xi, yj) ∈ P1, tenemos que r2 = 0, pero (xi, yj) ∈ P2 implica
que r2 = 1, lo que es una contradicción.

Por lo tanto, Pk ∩ Pt = ∅, con k, t ∈ {0, 1, 2} y k 6= t (mod 3).
Demostraremos que P0 es un conjunto semidominante interior de Cn × Cm.
Sea (xi, yj) ∈ V (Cn × Cm)− P0. Tenemos dos casos.

Si (xi, yj) ∈ P1, entonces tenemos tres casos:

1. Si i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 1 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P0. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P0−flecha.

2. Si i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 2 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P0. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P0−flecha.

3. Si i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 0 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P0. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P0−flecha.

Si (xi, yj) ∈ P2, entonces tenemos tres casos:

1. Si i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 0 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P0. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P0−flecha.

2. Si i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 1 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P0. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P0−flecha.

3. Si i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 2 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P0. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P0−flecha.

Por lo tanto P0 es un conjunto semidominante interior de Cn × Cm.

Demostraremos que P1 es un conjunto semidominante interior de Cn × Cm.
Sea (xi, yj) ∈ V (Cn × Cm)− P1. Tenemos dos casos:

Si (xi, yj) ∈ P0, entonces tenemos tres casos:
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1. Si i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 1 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P1−flecha.

2. Si i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 2 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P1−flecha.

3. Si i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 0 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P1−flecha.

Si (xi, yj) ∈ P2, entonces tenemos tres casos:

1. Si i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 0 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P1−flecha.

2. Si i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 1 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P1−flecha.

3. Si i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 2 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P1−flecha.

Por lo tanto P1 es un conjunto semidominante interior de Cn × Cm.

Demostraremos que P2 es un conjunto semidominante interior de Cn × Cm.
Sea (xi, yj) ∈ V (Cn × Cm)− P2. Tenemos dos casos:

Si (xi, yj) ∈ P0, entonces tenemos tres casos:

1. Si i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 1 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P2. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P2−flecha.

2. Si i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 2 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P2. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P2−flecha.

3. Si i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3), entonces i + 1 ∼= 0 (mod 3), por lo que
(xi+1, yj) ∈ P1. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P2−flecha.

Si (xi, yj) ∈ P1, entonces tenemos tres casos:

1. Si i ∼= 0 (mod 3) y j ∼= 1 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 2 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P2. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P2−flecha.

2. Si i ∼= 1 (mod 3) y j ∼= 2 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 0 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P2. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P2−flecha.

3. Si i ∼= 2 (mod 3) y j ∼= 0 (mod 3), entonces j + 1 ∼= 1 (mod 3), por lo que
(xi, yj+1) ∈ P2. Junto con la Observación 4.3.1 tenemos que existe la (xi, yj)P2−flecha.

Por lo tanto P2 es un conjunto semidominante interior de Cn × Cm.

Por lo tanto, {P0, P1, P2} es una partición semidominante interior de Cn × Cm, es decir,
3 ≤ ã−(Cn × Cm) ≤ 3. Por lo tanto, ã−(Cn × Cm) = 3.
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La idea intuitiva de la demostración anterior se puede ejemplificar con la siguiente imagen,
tomando k (mod 3).

(xi,yj) ∈ Pk (xi,yj+1) ∈ Pk+1

(xi+1,yj) ∈ Pk−1

Ahora demostraremos (B). Por el Lema 4.1.1 basta demostrar que uno de los dos ciclos no
es congruente con cero (mod 3). Por lo tanto, lo dividiremos en tres casos.

Si n = 2, es decir, C2 × Cm. Notemos que ã−(C2) = 2, entonces por el Teorema 4.2.1 y
el Lema 3.3.1 sabemos que ã−(Cn) = 2 ≤ ã−(C2 ×Cm) ≤ 3. Supongamos que existe una
coloración semidominante interior de C2 × Cm en tres clases cromáticas P1, P2 y P3.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (x0, y0) ∈ P1.

Como Γ+((x0, y0)) = {(x0, y1), (x1, y0)} implica que (x0, y1) debe de estar en un conjunto
diferente a (x0, y0) y a (x1, y0). Supongamos (x0, y1) ∈ P2, entonces (x1, y0) ∈ P3. Por otro
lado, Γ+((x1, y0)) = {(x0, y0), (x1, y1)}. Como (x0, y0) ∈ P1 implica que (x1, y1) ∈ P2 se
tiene una contradicción pues (x1, y1) ∈ Γ+((x0, y1)) y (x0, y1) ∈ P2, esto no puede pasar
pues el otro elemento de su exvecindad es (x0, y0) ∈ P1, lo que implicaŕıa que no hay
posibilidad de que P3 absorba a (x0, y1). Por lo tanto, no existe dicha coloración. Es decir,
ã−(C2 × Cm) = 2.

Por la Observación 4.3.2 sabemos que 2 ≤ ã−(Cn×Cm). Por lo que en los siguientes casos
demostramos que ã−(Cn × Cm) < 3.

Si n ∼= 1 (mod 3), es decir, n = 3h+ 1. Supongamos que existe una coloración semidomi-
nante interior de Cn × Cm en tres clases P1, P2 y P3.

Además como todo vértice de Cn × Cm tiene dos vértices en su exvencindad, entonces
dichos vértices tienen que estar en distintas clases de la coloración.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (x0, ym) ∈ P1, como sus exvecinos deben de es-
tar en otras clases de color, podemos suponer que (x1, ym) ∈ P2 y
(x0, y0) ∈ P3. Como (x1, y0) ∈ Γ+((x1, ym)) ∩ Γ+((x0, y0)), implica que (x1, y0) ∈ P1,
por lo que (x2, ym) ∈ P3, y este último (x2, y0) ∈ P2, con lo que llegamos a (x3, ym) ∈ P1.
Siguiendo esta lógica, llegamos a que (x3h−1, ym) ∈ P3, (x3h−1, y0) ∈ P2, estos dos últi-
mos nos dicen que (x3h, ym) ∈ P1, lo que es una contradicción pues (x0, ym) ∈ P1 y
está en la exvecindad de (x3h, ym). Por lo tanto no existe dicha coloración, es decir,
2 ≤ ã−(Cn × Cm) < 3. Por lo que ã−(Cn × Cm) = 2.
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(x0,y0) (x0,ym)

(x1,y0) (x1,ym)

(x2,y0) (x2,ym)

(x3,y0) (x3,ym)

(x3h−1,y0) (x3h−1,ym)

(x3h,y0) (x3h,ym)

Si n ∼= 2 (mod 3), con n > 2, es decir, n = 3h + 2, para alguna h ∈ N. Supongamos que
existe una coloración semidominante interior de Cn × Cm en tres clases P1, P2 y P3.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (x0, ym) ∈ P1. Procediendo de la misma
manera que en el caso n ∼= 1 y por las mismas razones, tenemos que (x1, ym) ∈ P2,
(x0, y0) ∈ P3, y aśı sucesivamente llegamos a que (x3h−1, y0) ∈ P2 y (x3h, ym) ∈ P1, lo
que nos dice que (x3h, y0) ∈ P3, de donde se deduce que (x3h+1, ym) ∈ P2. De ah́ı como
(x3h+1, y0) ∈ Γ+((x3h, y0)) ∩ Γ+((x3h+1, ym) nos implica que (x3h+1, y0) ∈ P1, lo que es
una contradicción pues Γ+((x3h+1, ym)) ⊆ P1, lo que nos dice que P2 no es un conjun-
to semidominante interior de Cn × Cm. Por lo que dicha coloración no existe, es decir,
2 ≤ ã−(Cn × Cm) < 3. Por lo que ã−(Cn × Cm) = 2.
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(x0,y0) (x0,ym)

(x1,y0) (x1,ym)

(x2,y0) (x2,ym)

(x3,y0) (x3,ym)

(x3h−1,y0) (x3h−1,ym)

(x3h,y0) (x3h,ym)

(x3h+1,y0) (x3h+1,ym)

Con lo que queda demostrado (B).
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Caṕıtulo 5

Número Semidominante Coloreable de
L(D), S(D), R(D), Q(D) y T (D)

Dada una digráfica D se pueden definir otras digráficas. En este caṕıtulo hablaremos del
número semidominante coloreable interior de la digráfica de ĺıneas L(D), la digráfica subdivisión
S(D), la digráfica R(D), la digráfica media Q(D) y la total T (D), aśı como de su relación con
el número semidominante coloreable interior de la digráfica ráız.

En la primera sección definimos a las digráficas mencionadas, de las cuales demostraremos
propiedades básicas.

En la segunda sección nos centraremos en la digráfica de ĺıneas. Sobre esta digráfica se han
obtenido varios resultados en núcleos, k−núcleos, etcétera. Un resultado, cuyas técnicas serán
de gran ayuda, fue dado por Matus Harminc [12], que demostró que: Una digráfica D tiene
núcleo si y sólo si L(D) tiene núcleo. Más aún, demostró que si R es el conjunto de los núcleos
de D y L es el conjunto de los núcleos de L(D), entonces |R| = |L|. Después Hortensia Galeana,
Laura Pastrana y Hugo Rincón [10], probaron que el número de seminúcleos de una digráfica es
menor o igual que el número de seminúcleos de su digráfica de ĺıneas. Los trabajos mencionados,
vinculan los conceptos de absorbencia e independencia. Por otro lado, en esta sección, como en
este caṕıtulo, dejaremos de lado el concepto de independencia, pero hablaremos de coloraciones
tal que cada clase de color sea un conjunto absorbente.

En la última parte de este caṕıtulo, en las digráficas S(D), R(D), Q(D) y T (D), las cuales
en su construcción relacionan a los vértices y a las flechas de la digráfica ráız, en particular
L(D) es subdigráfica de Q(D) y T (D), nos preguntamos si podemos encontrar resultados como
los encontrados en L(D). Dichas digráficas ya han sido trabajadas por Jerzy Topp en [20],
donde demostró que si D no tiene pozos, entonces V (D) y F (D) son núcleos de S(D), por lo
que impĺıcitamente dio una bicoloración semidominante interior de S(D), de donde es fácil ver
que no existe una coloración en más clases, tal que cada clase sea un conjunto semidominante,
es decir, ã−(S(D)) = 2. Uno pensaŕıa que al ser S(D) una subdigráfica generadora de Q(D)y
T (D) su número semidominante coloreable interior también es dos, sin embargo, en este caṕıtulo
mostraremos que esto no sucede. También observaremos que los conjuntos semidominantes
interiores de D nos inducen una coloración de otro tipo en S(D), la cual veremos en el siguiente
caṕıtulo.
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5.1. Definiciones y propiedades

En esta sección definiremos a las digráficas con las que trabajaremos y probaremos algunas
propiedades de éstas.

Para ir ejemplificando las operaciones, partiremos de la siguiente digráfica:

D

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7

a3

a1

a5

a6

a7

a8

a2

a4

Dada una digráfica D definimos la digráfica de ĺıneas de D, denotada por L(D), como la
digráfica tal que sus vértices son las flechas de D, y si a, b ∈ V (L(D)) diremos que a alcanza a
b si y sólo si el vértice final de a es el vértice inicial de b en D.

L(D)

a1

a2

a3 a4

a5

a6

a7

a8

Por la definición, observemos que si x = (u, v) ∈ V (L(D)) = F (D), entonces
δ+
L(D)(x) = δ+

D(v) y δ−L(D)(x) = δ−D(u).

Dada una digráfica D definimos la digráfica subdivisión de D, denotada por S(D), tal que
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su conjunto de vértices está dado por: V (S(D)) = V (D) ∪ F (D) y su conjunto de flechas por
las exvecindades de cada uno de sus vértices:

Γ+
S(D)(x) =

{
{x} × Γ+

D(x), si x ∈ V (D)
{v}, si x = (u, v) ∈ F (D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u7 ∈ V (D) y de a1 ∈ F (D) son:

Γ+
S(D)(u7) = {(u7, u3) = a4, (u7, u2) = a2} = {a4, a2}

Γ+
S(D)(a1) = Γ+

S(D)((u2, u1)) = {u1}.

Notemos que S(D) es una digráfica bipartita, con bipartición dada por V (D) y F (D).
Por otro lado, la idea intuitiva de esta digráfica es preservar los vértices de la original, y por

cada flecha que hay en la original, sustituirla por una trayectoria dirigida de longitud dos, en la
misma dirección a la flecha. El vértice intermedio en dichas trayectorias representa a la flecha
original. Ambas ideas pueden observarse en las siguientes digráficas isomorfas.

S(D)

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8
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R(D) es la digráfica tal que su conjunto de vértices es V (R(D)) = V (D) ∪ F (D) y su
conjunto de flechas está dado por las exvecindades de cada vértice:

Γ+
R(D)(x) =

{
Γ+
D(x) ∪ ({x} × Γ+

D(x)), si x ∈ V (D)
{v}, si x = (u, v) ∈ F (D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u7 ∈ V (D) y de a1 ∈ F (D) son:

Γ+
R(D)(u7) = Γ+

D(u7)∪({u7}×Γ+
D(u7)) = {u3, u2}∪{(u7, u3) = a4, (u7, u2) = a2} = {u2, u3, a4, a2}

Γ+
R(D)(a1) = Γ+

R(D)((u2, u1)) = {u1}.

La idea intuitiva de esta digráfica se tiene de agregar a la digráfica subdivisión flechas de
tal manera que D sea una subdigráfica inducida, como se puede observar en la siguiente figura:

R(D)

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7

a1

a2a3

a4

a5

a6

a7

a8
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Definimos a la digráfica media de D, denotada por Q(D), como la digráfica con conjunto
de vértices V (Q(D)) = V (D) ∪ F (D) y conjunto de flechas dado por las exvecindades de cada
vértice:

Γ+
Q(D)(x) =

{
{x} × Γ+

D(x), si x ∈ V (D)
{v} ∪ ({v} × Γ+

D(v)), si x = (u, v) ∈ F (D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u7 ∈ V (D) y de a3 ∈ F (D) son:

Γ+
Q(D)(u7) = {(u7, u3) = a4, (u7, u2) = a2} = {a4, a2}

Γ+
Q(D)(a3) = Γ+

Q(D)((u1, u7)) = {u7} ∪ ({u7} × Γ+
D(u7)) = {u7} ∪ {a4, a2} = {u7, a4, a2}.

La idea intuitiva de esta digráfica es construir la digráfica subdivisión y además agregarle
las flechas necesarias para que L(D) sea una subdigráfica inducida. Esta idea se puede ver
claramente en la siguiente figura:

Q(D)

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8
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La digráfica total de D, denotada por T (D), es la digráfica con conjunto de vértices
V (T (D)) = V (D) ∪ F (D) y conjunto de flechas dado por las exvecindades de cada vértice:

Γ+
T (D)(x) =

{
Γ+
D(x) ∪ ({x} × Γ+

D(x)), si x ∈ V (D)
{v} ∪ ({v} × Γ+

D(v)), si x = (u, v) ∈ F (D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u7 ∈ V (D) y de a3 ∈ F (D) son:

Γ+
T (D)(u7) = Γ+

D(u7)∪({u7}×Γ+
D(u7)) = {u2, u3}∪{(u7, u3) = a4, (u7, u2) = a2} = {u2, u3, a4, a2}

Γ+
T (D)(a3) = Γ+

T (D)((u1, u7)) = {u7} ∪ ({u7} × Γ+
D(u7)) = {u7} ∪ {a4, a2} = {u7, a4, a2}.

La idea intuitiva de esta digráfica es integrar en una sola digráfica a las digráficas antes
definidas, como se puede ver en la siguiente figura:

T (D)

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7a1

a2

a3

a4

a5

a6
a7

a8

Observemos que, por como están definidas, las cuatro digráficas anteriores mantienen una
relación muy estrecha. Lo primero, y más evidente, es que el conjunto de vértices es el mismo
para todas, V (D) ∪ F (D). Igualmente por su definición obtenemos el siguiente lema que nos
habla de las exvecindades y por consecuencia de los conjuntos de flechas.
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Lema 5.1.1. Para todo vértice x en V (D) ∪ F (D) se tiene que:

1. Γ+
S(D)(x) ⊂ Γ+

R(D)(x).

2. Γ+
S(D)(x) ⊂ Γ+

Q(D)(x).

3. Γ+
R(D)(x) ⊂ Γ+

T (D)(x).

4. Γ+
Q(D)(x) ⊂ Γ+

T (D)(x).

Demostración. 1. Sea x ∈ V (D) ∪ F (D), entonces tenemos dos casos:

Caso 1.1) x ∈ V (D). Sea a ∈ Γ+
S(D)(x), por definición a = (x,w), con w ∈ Γ+

D(x), por lo

tanto, a ∈ Γ+
D(x) ∪ ({x} × Γ+

D(x)) = Γ+
R(D)(x).

Caso 1.2) x = (u, v) ∈ F (D). Por definición, Γ+
S(D)(x) = {v} = Γ+

R(D)(x).

En ambos casos tenemos que Γ+
S(D)(x) ⊂ Γ+

R(D)(x).

2. Sea x ∈ V (D) ∪ F (D), entonces tenemos dos casos:

Caso 2.1) x ∈ V (D), por definición Γ+
S(D)(x) = {x} × Γ+

D(x) = Γ+
Q(D)(x).

Caso 2.2) x = (u, v) ∈ F (D), por definición de ambas digráficas tenemos que,
Γ+
S(D)(x) = {v} ⊂ {v} ∪ ({v} × Γ+

D(v)) = Γ+
Q(D)(x).

En ambos casos tenemos que Γ+
S(D)(x) ⊂ Γ+

Q(D)(x).

3. Sea x ∈ V (D) ∪ F (D), entonces tenemos dos casos:

Caso 3.1) x ∈ V (D), por definición Γ+
R(D)(x) = Γ+

D(x) ∪ ({x} × Γ+
D(x)) = Γ+

T (D)(x).

Caso 3.2) x = (u, v) ∈ F (D), por definición, Γ+
R(D)(x) = {v} ⊂ {v} ∪ ({v} × Γ+

D(v)).

En ambos casos, tenemos que Γ+
R(D)(x) ⊂ Γ+

T (D)(x).

4. Sea x ∈ V (D) ∪ F (D), entonces tenemos dos casos:

Caso 4.1) x ∈ V (D), por definición de ambas digráficas tenemos que,
Γ+
Q(D)(x) = {x} × Γ+

D(x) ⊂ Γ+
D(x) ∪ ({x} × Γ+

D(x)) = Γ+
T (D)(x).

Caso 4.2) x = (u, v) ∈ F (D), por definición, Γ+
Q(D)(x) = {v} ∪ ({v} × Γ+

D(v)) = Γ+
T (D)(x).

En ambos casos, tenemos que Γ+
R(D)(x) ⊂ Γ+

T (D)(x).

Teorema 5.1.1. Sea D una digráfica, entonces S(D) es subdigráfica generadora de R(D),
Q(D) y de T (D). Aśı como R(D) y Q(D) son subdigráficas generadoras de T (D).

Demostración. Del lema anterior se tiene que:

F (S(D)) =
⋃

x∈V (S(D))

Γ+
S(D)(x) ⊂

⋃
x∈V (R(D))

Γ+
R(D)(x) = F (R(D)),
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y como los conjuntos de vértices son iguales, entonces S(D) es subdigráfica generadora de R(D),
análogamente como:

F (S(D)) =
⋃

x∈V (S(D))

Γ+
S(D)(x) ⊂

⋃
x∈V (Q(D))

Γ+
Q(D)(x) = F (Q(D)),

tenemos que S(D) es subdigráfica generadora de Q(D).
Por otro lado, de:

F (R(D)) =
⋃

x∈V (R(D))

Γ+
R(D)(x) ⊂

⋃
x∈V (T (D))

Γ+
T (D)(x) = F (T (D)),

se tiene que R(D) es subdigráfica generadora de T (D); de la misma manera se desprende de:

F (Q(D)) =
⋃

x∈V (Q(D))

Γ+
Q(D)(x) ⊂

⋃
x∈V (T (D))

Γ+
T (D)(x) = F (T (D)),

que Q(D) es subdigráfica generadora de T (D). Para ver que S(D) es subdigráfica generadora
de T (D), es suficiente ver que V (S(D)) = V (T (D)) y F (S(D)) ⊂ F (R(D)) ⊂ F (T (D)).

Con base al teorema anterior nos resultará práctico poder probar algunas propiedades en
una subdigráfica generadora de una digráfica.

5.2. Número Semidominante Coloreable de L(D)

En esta sección vincularemos las coloraciones semidominantes interiores de la digráfica ráız
con las coloraciones semidominantes interiores de su digráfica de ĺıneas. Por ende, dicha relación
también nos hablará de la relación entre los números semidominantes coloreables de D y L(D).
Dando respuesta a las siguientes preguntas:

La pregunta principal es ¿si ã−(D) = n, entonces cuál es el valor de ã−(L(D))?, la cual nos
dará pauta a contestar preguntas como: ¿Cómo se relacionan las coloraciones semidominantes
de una digráfica con las coloraciones semidominantes en la digráfica de ĺıneas?. A partir de ésta
podremos contestar preguntas como: ¿Toda digráfica de ĺıneas tiene una coloración semidomi-
nante distinta a la trivial?. Siempre que la digráfica original tenga una coloración distinta a
la trivial, ¿la digráfica de ĺıneas tiene una distinta a la trivial?. ¿Habrá digráficas tales que su
digráfica de ĺıneas tenga exactamente el mismo número semidominante coloreable?.

La primera pregunta que atacaremos es: si todas las digráficas de ĺıneas1 tienen una colora-
ción semidominante interior distinta a la trivial, pues no, basta ver al ciclo dirigido de longitud
cinco, que en el Ejemplo 3.2.1, denotado por D1, para el cual demostramos que no tiene dicha
coloración y donde D1

∼= L(D1).
Sin embargo, que una digráfica no tenga una coloración semidominante interior distinta a

la trivial no implica que su digráfica de ĺıneas tampoco la tenga. Consideremos las siguientes
digráficas D y L(D).

1Una digráfica D es de ĺıneas si existe otra digráfica H tal que L(H) ∼= D.
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D L(D)

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7
a1

a2

a3 a4

a5

a6

a7

a8a3

a1

a5

a6

a7

a8

a2

a4

Verificaremos que D no tiene una coloración semidominante interior diferente a la trivial.
Supongamos que śı. Por el Lema 3.2.2 tenemos que si existe una coloración semidominante
interior en más de dos clases de D, entonces podemos construir una bicoloración semidominante
interior de V (D). Supongamos que D tiene una bicoloración semidominante interior cuyas clases
son P1 y P2. Supongamos sin pérdida de generalidad que u2 está en P1, el caso en el que u2

está en P2 es completamente análogo. Como P2 es un conjunto semidominante interior, entonces
existe un vértice en P2 que absorbe a u2, y como el único vértice que está en la exvecindad de
u2 es u1, entonces u1 ∈ P2. Tomando a u1 tenemos que, por las mismas razones, u7 ∈ P1. Dado
que la exvecindad de u7 es {u2, u3} y u2 ∈ P1, entonces u3 ∈ P2; ésto nos lleva a que u4 ∈ P1,
u5 ∈ P2 y u6 ∈ P1, lo que es una contradicción puesto que u6 debe de ser absorbido por alguien
de P2, pero u7 ∈ P1, que es el único vértice en su exvecindad. Por lo tanto, D no tiene una
coloración en dos clases semidominantes interiores, es decir, ã−(D) = 1.

Calcularemos ã−(L(D)). Consideremos P1 = {a1, a4, a6, a8} y P2 = {a2, a3, a5, a7}. Es claro
que P1 6= ∅ P2 6= ∅, P1 ∩ P2 = ∅ y que P1 ∪ P2 = V (L(D)). Nos falta ver que ambos conjuntos
son semidominantes interiores. Observemos que a1 es absorbido por a3, a4 por a5, a6 por a7 y
a8 por a2, esto quiere decir que P2 es un conjunto semidominante interior de L(D). Por otro
lado, a2 es absorbido por a1, a3 por a4, a5 por a6 y a7 por a8, por lo tanto, P1 es un conjunto
semidomiante interior de L(D). Por lo anterior, ã−(L(D)) ≥ 2. Observemos que δ+(a1) = 1, y
por el Lema 3.3.1 sabemos que ã−(L(D)) ≤ δ+(a1) + 1 = 1 + 1 = 2. Juntando ambas desigual-
dades tenemos que ã−(L(D)) = 2.

El ejemplo nos dice que es falsa la proposición: si ã−(L(D)) ≥ 2, entonces ã−(D) ≥ 2,
por lo que una pregunta natural es si la proposición: si ã−(D) ≥ 2, entonces ã−(L(D)) ≥ 2,
es verdadera o es falsa. Con lo que obtenemos el siguiente teorema. Para demostrarlo hay que
observar que por definición de L(D), si S ⊆ F (D), entonces S ⊆ V (L(D)), por lo que para
diferenciarlos cuando hablemos de vértices en L(D), lo denotaremos por SL.

Teorema 5.2.1. Sea D una digráfica y L(D) su digráfica de ĺıneas. Si ã−(D) ≥ 2, entonces
ã−(L(D)) ≥ 2.

Demostración. Como ã−(D) ≥ 2, entonces existe una coloración semidominante interior de los
vértices de D con dos clases P1 y P2, tal que ambas son conjuntos semidominantes interiores
de D.
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Consideremos al conjunto g(V (D)) = g(P1) ∪ g(P2), donde:
g(P1) = {(u, v) ∈ F (D)| (u ∈ P1 y v ∈ P2) ó (u ∈ P2 y v ∈ P2)} y

g(P2) = {(u, v) ∈ F (D)| (u ∈ P2 y v ∈ P1) ó (u ∈ P1 y v ∈ P1)}.
Observemos que al ser P1 y P2 conjuntos semidominantes interiores de D, P1 6= ∅, por lo

que existe al menos una P1P2−flecha, que por definición pertenece a g(P1), es decir, g(P1) 6= ∅.
Análogamente, como P2 6= ∅, entonces existe al menos una P2P1−flecha, que por definición
pertenece a g(P2), es decir, g(P2) 6= ∅.

Por demostrar que gL(P1) ∩ gL(P2) = ∅. Supongamos lo contrario, es decir, existe
(u, v) ∈ gL(P1) ∩ gL(P2). Entonces, (u, v) ∈ gL(P1) y (u, v) ∈ gL(P2). Notemos que como
(u, v) ∈ gL(P1), entonces v ∈ P2, y como (u, v) ∈ gL(P2), tenemos que v ∈ P1, pero eso implica
que P1 ∩ P2 6= ∅ lo que es una contradicción. Por lo tanto, gL(P1) ∩ gL(P2) = ∅.

Hay que demostrar que gL(P1) ∪ gL(P2) = V (L(D)) = F (D).
Como gL(P1) ⊆ V (L(D)) y gL(P2) ⊆ V (L(D)), entonces gL(P1) ∪ gL(P2) ⊂ V (L(D)).
Sea x ∈ V (L(D)) = F (D) entonces x = (u, v) con u, v ∈ V (D), al ser {P1, P2} una partición

de V (D) tenemos cuatro casos:
Caso 1. u ∈ P1 y v ∈ P1, entonces por definición x ∈ gL(P2).
Caso 2. u ∈ P1 y v ∈ P2, entonces por definición x ∈ gL(P1).
Caso 3. u ∈ P2 y v ∈ P1, entonces por definición x ∈ gL(P2).
Caso 4. u ∈ P2 y v ∈ P2, entonces por definición x ∈ gL(P1).
En los cuatro casos obtenemos que x ∈ gL(P1) ∪ gL(P2), por lo tanto,

V (L(D)) ⊆ gL(P1)∪gL(P2). Entonces gL(P1)∪gL(P2) = V (L(D)). Por lo tanto, {gL(P1), gL(P2)}
es una partición de L(D).

Falta demostrar que ambas clases de la partición son conjuntos semidominantes interiores
de L(D).

Si (u, v) ∈ gL(P2), entonces por definición de gL(P2) tenemos que v ∈ P1. Al ser P2 un
conjunto semidominante interior en D, existe y ∈ P2 tal que (v, y) ∈ F (D). Por definición de
L(D)y de g, sabemos que ((u, v), (v, y)) ∈ F (L(D)) y (v, y) ∈ gL(P1). Por lo tanto, gL(P1) es
semidominante interior en L(D).

Si (u, v) ∈ gL(P1), entonces por definición de gL(P1) tenemos que v ∈ P2. Al ser P1 un
conjunto semidominante interior en D, existe y ∈ P1 tal que (v, y) ∈ F (D). Por definición de
L(D) y de g, sabemos que ((u, v), (v, y)) ∈ F (L(D)) y (v, y) ∈ gL(P2). Por lo que gL(P2) es
semidominante interior en L(D).

Por lo tanto, {gL(P1), gL(P2)} es una partición semidominante interior de L(D) con dos
clases, entonces ã−(L(D)) ≥ 2.

Teorema 5.2.2. Sea D una digráfica y L(D) su digráfica de ĺıneas. Si ã+(D) ≥ 2, entonces
ã+(L(D)) ≥ 2.

La demostración de este teorema es análoga a la del teorema anterior usando la digráfica
dual.

Después de los teoremas anteriores, otra pregunta que surge es: ¿existen digráficas con
ã−(D) = n > 2 tal que su digráfica de ĺıneas cumpla que ã−(L(D)) = n?, y la respuesta es: Śı.

Tomemos Tn el torneo obtenido por el algoritmo dado en la prueba del Teorema 3.3.1, con
d1 = d2 = n. Sabemos que ã−(T ) = n. Recordemos que V (Tn) = U ∪ V donde
U = {ui | 1 ≤ i ≤ n} y V = {vi | 1 ≤ i ≤ n}, el conjunto de flechas está dado por:
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(ui, uj) si i < j, (vi, vj) si i < j, (ui, vj) si i ≥ j y (vi, uj) si i > j.
Consideremos su digráfica de ĺıneas L(Tn). Daremos una partición semidominante interior,

con n clases, de sus vértices y además probaremos que ã−(L(Tn)) = n.
Sea x ∈ V (D), consideremos a los conjuntos: Ax = {(y, x) ∈ F (D) | y ∈ V (D)}. De esta
manera, definimos:

C1 = Au1 ∪ Av1
C2 = Au2 ∪ Av2
...
Ci = Aui ∪ Avi
...
Cn = Aun ∪ Avn
Consideremos Ci con i ∈ {1, . . . , n}, y notemos que (ui, vi) ∈ F (Tn) = V (L(Tn)), por lo

que (ui, vi) ∈ Avi ⊆ Ci, es decir, Ci 6= ∅, con i ∈ {1, . . . , n}. Observemos que por definición
Ax ∩ Ay = ∅, con x, y ∈ V (D), lo que implica que Ci ∩ Cj = ∅, con i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.

Recordemos que Tn está dado por dos tipos de vértices, ui y vj con i, j ∈ {1, . . . , n}. Por lo
tanto,

F (D) =
⋃

x∈V (D)

Ax =
n⋃
i=1

(Aui ∪ Avi) =
n⋃
i=1

Ci.

Por lo tanto, {C1, . . . , Cn} es una partición de los vértices de L(Tn).
Falta demostrar que cada Ci es un conjunto semidominante interior, es decir, para todo

x ∈ V (L(Tn))− Ci existe un vértice y ∈ Ci tal que (x, y) ∈ F (L(Tn)).

Sea Ci fijo y sea x ∈ V (L(Tn)) − Ci. Como {C1, . . . , Cn} es una coloración de V (L(Tn)),
entonces x ∈ Cj para alguna j 6= i, con 1 ≤ j ≤ n. Lo que nos da cuatro casos:

Si x = (uk, uj), con k < j, j < i, tenemos que (uj, ui) absorbe a x.

Si x = (uk, uj), con k < j, i < j, tenemos que (uj, vi) absorbe a x.

Si x = (uk, vj), con k ≥ j, j < i, tenemos que (vj, vi) absorbe a x.

Si x = (uk, vj), con k ≥ j, i < j, tenemos que (vj, ui) absorbe a x.

Si x = (vk, vj), con k < j, j < i, tenemos que (vj, vi) absorbe a x.

Si x = (vk, vj), con k < j, i < j, tenemos que (vj, ui) absorbe a x.

Si x = (vk, uj), con k > j, j < i, tenemos que (uj, ui) absorbe a x.

Si x = (vk, uj), con k > j, i < j, tenemos que (uj, vi) absorbe a x.

Por lo tanto, Ci es un conjunto semidominante interior de L(Tn). Con esto obtenemos que
n ≤ ã−(L(Tn)).

Hay que notar que δ+(u1, v1) = n − 1, entonces por el Lema 3.3.1 tenemos que
ã−(L(Tn)) ≤ n− 1 + 1 = n. Por lo tanto, ã−(L(Tn)) = n.
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Para ilustrar el ejemplo anterior consideremos al torneo T4.

u1
u2

u3

u4

v1

v2

v3

v4

Considerando su digráfica de ĺıneas, sabemos que V (L(D) = F (D), tomemos la partición:
C1 = {(v2, u1), (v3, u1), (v4, u1)} ∪ {(u1, v1), (u2, v1), (u3, v1), (u4, v1)}
C2 = {(u1, u2), (v3, u2), (v4, u2)} ∪ {(u2, v2), (u3, v2), (u4, v2), (v1, v2)}
C3 = {(u1, u3), (u2, u3), (v4, u3)} ∪ {(u3, v3), (u4, v3), (v1, v3), (v2, v3)}
C4 = {(u1, u4), (u2, u4), (u3, u4)} ∪ {(u4, v4), (v1, v4), (v2, v4), (v3, v4)}.
Podemos observar que cada clase de la coloración es un conjunto semidominante interior de

L(T4). Y por el teorema anterior, tenemos que ã−(L(T4)) = 4.
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L(T4)

u1u2

u1u3

u1u4

u1v1

u2u3

u2u4

u2v1

u2v2

u3u4

u3v1

u3v2

u3v3

u4v1

u4v2

u4v3

u4v4

v1v2

v1v3

v1v4

v2v3

v2v4

v2u1

v3v4

v3u1

v3u2

v4u1

v4u2

v4u3
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Observando el ejemplo de la familia anterior, podemos deducir el siguiente resultado:

Teorema 5.2.3. Si D es una digráfica tal que ã−(D) = n ≥ 2, entonces ã−(L(D)) ≥ n.

Demostración. Sea P(V (D)) el conjunto potencia de los vértices de D, es decir, el conjunto
de todos los subconjuntos de V (D) y sea ϕ : P(V (D)) → P(F (D)) una función que a cada
Z ⊆ V (D), ϕ(Z) = {(x, y) ∈ F (D)| y ∈ Z}. Observemos que estos subconjuntos de flechas de
D son subconjuntos de vértices de la gráfica de ĺıneas.

Sea {P1, P2, . . . , Pn} una partición semidominante interior de los vértices de D. Sea L(D)
la digráfica de ĺıneas de D. Como cada flecha de D es un vértice de L(D) y como toda flecha
tiene sólo un vértice final, entonces

⋃
i∈{1,...,n}

ϕ(Pi) es una partición de las flechas de D y por lo

tanto de los vértices de L(D).

Hay que demostrar que cada clase es un conjunto semidominante interior de L(D). Tomemos
un conjunto ϕL(Pi), con i ∈ {1, 2, . . . , n}, demostraremos que absorbe a todo vértice de ϕL(Pk),
con k ∈ {1, 2, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n}. Sea (u, v) ∈ ϕL(Pk), con v ∈ Pk y u ∈ Pj para alguna
j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Observemos que por la definición de digráfica de ĺıneas, (u, v) alcanza a todos los vértices
que son de la forma (v, w).

Como v ∈ Pk y Pi es un conjunto semidominante interior de D, existe w ∈ Pi, con i 6= k tal
que (v, w) ∈ F (D). Notemos que por definición de ϕ tenemos que (v, w) ∈ ϕ(Pi), además por
la observación anterior tenemos que (v, w) absorbe a (u, v) en L(D). Por lo tanto ϕ(Pi) para
toda i ∈ {1, 2, . . . , n} es un conjunto semidominante interior en L(D).

Por lo tanto {ϕ(P1) . . . ϕ(Pn)} es una partición semidominante interior de L(D), es decir,
ã−(D) ≥ n.

Recordemos que una digráfica D es semidominante coloreable interior completa si
ã−(D) = δ+(D) + 1.

Corolario 5.2.1. Si D es una digráfica semidominante coloreable interior completa, entonces
L(D) también lo es, más aún, ã−(D) = ã−(L(D)).

Demostración. Notemos que por definición de L(D) tenemos que δ+(D) = δ+(L(D)). Como D
es una digráfica semidominante coloreable interior completa, tenemos que ã−(D) = δ(D) + 1.
Por el teorema anterior: δ+(D) + 1 = ã−(D) ≤ ã−(L(D)) ≤ δ+(L(D)) + 1 = δ+(D) + 1. Por lo
tanto, ã−(L(D)) = d−(D) y L(D) es una digráfica semidominante coloreable interior completa.

5.3. Número Semidominante Coloreable de S(D), R(S),

Q(D) y T (D)

En esta sección se darán algunos resultados sobre las condiciones de la digráfica ráız para
que existan coloraciones semidominantes interiores en las digráficas S(D), R(S), Q(D) y T (D).
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Teorema 5.3.1. Si una digráfica D no tiene pozos, entonces ã−(S(D)) ≥ 2.

Demostración. Sea D una digráfica sin pozos y S(D) su digráfica subdivisión. Demostraremos
que {V (D), F (D)} forman una partición semidominante interior de los vértices de S(D).

Por definición V (S(D)) = V (D) ∪ F (D) y V (D) ∩ F (D) = ∅, además V (D) 6= ∅ y como D
no tiene pozos, existe al menos una flecha, es decir, F (D) 6= ∅. Falta ver que cada uno es un
conjunto semidominante interior de S(D).

Sea x ∈ V (D), como D no tiene pozos, entonces δ+
D(x) ≥ 1, por lo tanto existe

y ∈ V (D) tal que (x, y) ∈ F (D). Por definición de la exvecindad de x en S(D) tenemos que
(x, (x, y)) ∈ F (S(D)), es decir, (x, y) absorbe a x en S(D). Por lo tanto F (D) es un conjunto
semidominante interior de S(D).

Sea x = (u, v) ∈ F (D). Observemos que por definición de S(D) tenemos que
Γ+
S(D)((u, v)) = {v}, es decir, (x, v) ∈ F (S(D)). Por lo tanto V (D) es un conjunto semido-

minante interior de S(D).
Con lo anterior tenemos que S(D) tiene una bipartición semidominante interior, por lo

tanto, ã−(S(D)) ≥ 2.

Teorema 5.3.2. Si una digráfica D no tiene fuentes, entonces ã+(S(D)) ≥ 2.

La prueba del teorema es análoga a la del teorema anterior usando la digráfica dual.

Con los teoremas anteriores y con ayuda de las propiedades vistas en la sección anterior
podemos obtener resultados acerca de R(D), Q(D) y T (D).

Corolario 5.3.1. Si D es una digráfica sin pozos, entonces ã−(R(D)) ≥ 2, ã−(Q(D)) ≥ 2 y
ã−(T (D)) ≥ 2.

Demostración. Sabemos que S(D) es una subdigráfica generadora de R(T ), Q(D) y T (D), por
el teorema anterior tenemos que {V (D), F (D)} es una bipartición semidominante interior de
S(D) y por lo tanto de R(D), Q(D) y T (D). Por lo tanto ã−(R(D)) ≥ 2,
ã−(Q(D)) ≥ 2 y ã−(T (D)) ≥ 2.

Corolario 5.3.2. Si D es una digráfica sin fuentes, entonces ã+(R(D)) ≥ 2, ã+(Q(D)) ≥ 2 y
ã+(T (D)) ≥ 2.

La prueba de este corolario es análoga a la anterior, considerando a la digráfica dual.

El Teorema 5.3.1 es equivalente al resultado de Jerzy Topp en [20], ya que él demostró que
V (D) es un núcleo de S(D) y si D no tiene pozos, entonces F (D) es núcleo de S(D). Con lo
que impĺıcitamente dio una bipartición, donde cada clase es un núcleo de S(D) y por lo tanto
un conjunto semidominante coloreable interior de S(D).

Con lo anterior una pregunta natural es: si hay una digráfica D tal que ã−(D) > 2, entonces
ã−(S(D)) > 2. La respuesta es no, como nos dice el siguiente lema.
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Lema 5.3.1. Si D es una digráfica tal que ã−(D) = n > 2, entonces ã−(S(D)) = 2.

Demostración. Observemos que por definición de subdivisión para toda
y = (u, v) ∈ F (D) ⊆ V (S(D)) tenemos que δ+(y) = 1, por lo que por el Lema 3.3.1 sabe-
mos que ã−(S(D)) ≤ δ+(y) + 1 = 2, y como D no tiene pozos pues n > 2, usando el Teorema
5.3.1 tenemos que ã−(S(D)) = 2.

Con el lema anterior, podemos observar que si D tiene pozos, entonces ã−(S(D)) = 1, pues
S(D) también tendŕıa pozos.

Corolario 5.3.3. Si D es una digráfica tal que ã−(D) = n > 2, entonces ã−(R(D)) = 2.

Demostración. Basta notar que para toda y ∈ F (D), tenemos que, en R(D), δ+(y) = 1. Por lo
que por el Lema 3.3.1 sabemos que ã−(R(D)) ≤ δ+(y) + 1 = 2, como D no tiene pozos pues
n > 2, usando el Teorema 5.3.1 tenemos que ã−(R(D)) = 2.

Por los resultados anteriores, nos podemos dar cuenta que no podemos encontrar colora-
ciones semidominantes interiores con más de dos clases. Sin embargo, podemos preguntarnos
que tipo de conjuntos nos inducen las clases de las coloraciones semidominantes interiores de la
digráfica ráız. Eso dará pauta al siguiente caṕıtulo. Sin embargo, nos preguntamos si es posible
encontrar coloraciones semidominantes interiores con más clases en las digráficas Q(D) y T (D).

Lema 5.3.2. Si {P1, . . . , Pn} es una partición de los vértices de D, entonces {P ′1, . . . , P ′n} es
una partición de los vértices de S(D), donde P ′i = Pi∪{(u, v) ∈ F (D) | v ∈ Pi}, con 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. Como V (D), F (D) ⊆ V (S(D)), entonces se sigue que P ′i ⊆ V (S(D)), con

1 ≤ i ≤ n, por lo que
n⋃
i=1

P ′i ⊆ V (S(D)). Sea x ∈ V (S(D)), si x ∈ V (D), entonces x ∈ Pi

para alguna i ∈ {1, . . . , n}, y por definición x ∈ P ′i . Si x = (u, v) ∈ F (D), entonces como
{P1, . . . , Pn} es una partición de V (D) tenemos que v ∈ Pj, para alguna j ∈ {1, . . . , n}. Aśı, por

definición tenemos que x ∈ P ′j . De esta forma, V (S(D)) ⊆
n⋃
i=1

P ′i , por lo tanto V (S(D)) =
n⋃
i=1

P ′i .

Por otro lado, como Pi 6= ∅, se tiene que P ′i 6= ∅, con 1 ≤ i ≤ n.
Ahora veamos que P ′i ∩ P ′j = ∅, con i 6= j. Supongamos que no, es decir, existe x ∈ P ′i ∩ P ′j ,

con i 6= j, tenemos casos:
Caso 1. Si x ∈ V (D), entonces como x ∈ P ′i tenemos que x ∈ Pi y al estar también en P ′j se

sigue que x ∈ Pj, es decir, x ∈ Pi ∩ Pj lo que es una contradicción pues Pi ∩ Pj = ∅.
Caso 2. Si x = (u, v) ∈ F (D), como x ∈ P ′i tenemos que v ∈ Pi, análogamente como x ∈ P ′j

se sigue que v ∈ Pj, es decir, v ∈ Pi ∩ Pj lo que es una contradicción pues Pi ∩ Pj = ∅.
Por lo tanto P ′i ∩ P ′j = ∅.
Con lo anterior, tenemos que {P ′1, . . . , P ′n} es una partición de V (S(D)).

Teorema 5.3.3. Sea D una digráfica, si ã−(D) = n, entonces ã−(Q(D)) ≥ n.

Demostración. Sea {P1, . . . , Pn} una partición semidominante interior de los vértices de D. Sea
P ′i = Pi ∪ {(u, v) ∈ F (D) | v ∈ Pi}, con 1 ≤ i ≤ n.

Demostraremos que {P ′1, . . . , P ′n} es una partición semidominante interior de los vértices de
Q(D).
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Sabemos por el Lema 5.3.2 que {P ′1, . . . , P ′n} es una partición de los vértices de S(D) y por
consecuencia de Q(D).

Falta demostrar que P ′i es un conjunto semidominante interior de Q(D), para toda
i ∈ {1, . . . , n}. Sea P ′i fijo, y sea x ∈ V (Q(D))− P ′i .

Caso 1. Si x ∈ V (D) − P ′i , entonces x ∈ Pj, para alguna j 6= i y j ∈ {1, . . . , n}. Como Pi
es un conjunto semidominante interior de D, entonces existe y ∈ Pi tal que (x, y) ∈ F (D), que
por definición de Q(D) tenemos que (x, (x, y)) ∈ F (Q(D)). Además observemos que (x, y) ∈ P ′i
por lo que x es absorbido por (x, y).

Caso 2. Si x = (u, v) ∈ F (D) − P ′i , como {P ′1, . . . , P ′n} es una partición de los vértices de
Q(D), entonces x ∈ P ′j , para alguna j 6= i y j ∈ {1, . . . , n}. Por lo que por definición v ∈ Pj.
Por el caso 1, tenemos que v es absorbido por una flecha de la forma (v, w), con w ∈ P ′i , pero
por definición (v, w) está en la exvecindad de x = (u, v), por lo tanto P ′i absorbe a x.

Por lo tanto, P ′i es un conjunto semidominante interior de Q(D), lo que implica que
{P ′1, . . . , P ′n} es una partición semidominante interior de Q(D), por lo que ã−(Q(D)) ≥ n.

Corolario 5.3.4. Sea D una digráfica y T (D) su digráfica total. Si ã−(D) = n, entonces
ã−(T (D)) ≥ n.

Demostración. Recordemos que por el Teorema 5.1.1 Q(D) es una subdigráfica generadora de
T (D) por lo que la coloración dada en la prueba del Teorema 5.3.3 sigue siendo una coloración
semidominante interior de T (D). Por lo tanto, ã−(T (D)) ≥ n.
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Caṕıtulo 6

Coloraciones Cuasiabsorbentes,
Coloraciones k−absorbentes y
Cuasinúcleos Ajenos de L(D), S(D),
R(D), Q(D), T (D)

Como vimos en el caṕıtulo anterior, no es posible encontrar una coloración semidominante
interior con más de dos clases en S(D) y R(D). Pero si se puede observar el comportamiento
de las coloraciones semidominantes interiores de la digráfica ráız, no sólo en estas digráficas,
también en L(D), Q(D) y T (D). De esto tratará este caṕıtulo.

En la primera sección del caṕıtulo, demostramos que una coloración semidominante interior
de una digráfica D, nos induce una coloración de los vértices de las digráficas en conjuntos
cuasiabsorbentes. De donde, pudimos observar que si dichos conjuntos de la digráfica ráız son
independientes, los inducidos en las digráficas también lo son, es decir, nos inducen conjuntos
llamados cuasinúcleos. Lo que nos llevó a relacionar estas coloraciones con el trabajo del 2001
de Gutin, Meng, Koh, Tay y Yeo [11], donde dan una caracterización de las digráficas, sin pozos,
que tienen exactamente dos cuasinúcleos. En dicho trabajo concluyen con la siguiente conjetura:
Toda digráfica sin pozos, tiene dos cuasinúcleos ajenos. Por lo que en la segunda sección nos
centraremos en esta conjetura, mencionaremos algunos de los resultados que forman parte de la
historia. Por otro lado, Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincón en [10], demostraron
que el número de cusinúcleos de D es menor o igual al número de cuasinúcleos de L(D), lo que
nos da pauta a la segunda parte de la sección, donde daremos acercamientos a la conjetura, en
las digráficas: L(D), S(D), R(D), Q(D) y T (D).

En la última sección, basándonos en conjuntos k−absorbentes, definiremos conceptos análo-
gos a los dados en gráficas, con la idea de obtener resultados parecidos a éstos. También daremos
un resultado de Maŕıa Kwasnik [15] que nos dice que toda digráfica fuertemente conexa, sin
ciclos dirigidos de longitud no congruente con 0 (mod k), tiene k−núcleo. De este resultado
podremos obtener una coloración de sus vértices en k clases (k − 1)−absorbentes. Por otro
lado, Hortensia Galeana y Xueliang Li [8], demuestran que el número de (k, l)−núcleos de la
digráfica ráız es menor o igual que el número de (2, l)−núcleos de su digráfica de ĺıneas. Tam-
bién demuestran que si L(D) tiene un (k, l)−núcleo, entonces D tiene un (k′, l′)−núcleo con
k′+ l ≤ k, l ≤ l′. Después Hortensia Galeana y Laura Pastrana [9] trabajaron con las digráficas
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Sk(D), Rk(D), Qk(D) y T k(D), que son una generalización de las digráficas que hemos veni-
do trabajando, donde encontraron k−núcleos. Daremos una coloración (k − 1)−absorbente de
Sk(D) en k clases.

6.1. Coloraciones Cuasiabsorbentes

Sea D una digráfica, recordemos que un conjunto B ⊆ V (D) es cuasiabsorbente si para todo
x ∈ V (D) − B existen w ∈ V (D) − B y y ∈ B tal que (x, y) ∈ F (D) ó (x,w), (w, y) ∈ F (D),
es decir, que de cualquier vértice fuera del conjunto existe una trayectoria dirigida de longitud
uno o dos que termina en B.

De esta manera diremos que una coloración de los vértices de D es una coloración cua-
siabsorbente de D si cada una de sus clases cromáticas es un conjunto cuasiabsorbente de D.
Por lo que, al igual que las coloraciones semidominantes, estas coloraciones inducen particiones
de los vértices, donde cada clase es un conjunto cuasiabsorbente y éstas inducen coloraciones
cuasiabsorbentes. A dichas particiones las llamaremos cuasiabsorbentes. Aśı podemos definir:

Definición 6.1.1. Sea ã−c (D) = {|P | | P es una partición cuasiabsorbente de D}, al que lla-
maremos número cuasiabsorbente coloreable de D.

Primero notemos que a diferencia de los cuasinúcleos no se pide que el conjunto sea in-
dependiente. Además observemos que ã−c (D) está bien definido pues V (D) es un conjunto
cuasiabsorbente de D.

Otra observación pertinente es ã−(D) ≤ ã−c (D), esto viene directo de la definición puesto
que si P ′ es una partición semidominante interior de D, entonces también es una partición
cuasiabsorbente de D, pues para cada vértice que no esta en la clase, existe una trayectoria
dirigida de longitud uno que termina en ella. Por lo tanto, tenemos que la cardinalidad de la
partición P ′ es menor o igual a max{|P | | P es una partición cuasiabsorbente de D}.

6.1.1. Coloraciones Cuasiabsorbentes en L(D)

En esta sección hablaremos de la relación que hay entre las coloraciones semidominantes
interiores de la digráfica ráız y las coloraciones cuasiabsorbentes de su digráfica de ĺıneas.

Sea D una digráfica y P(V (D)) el conjunto potencia de los vértices de D, es decir, el
conjunto de todos los subconjuntos de V (D). Definimos f : P(V (D))→ P(F (D)) una función
que a cada Z ⊆ V (D), f(Z) = {(x, y) ∈ F (D)| x ∈ Z}. Observemos que estos subconjuntos de
flechas de D son subconjuntos de vértices de la digráfica de ĺıneas. Para poder diferenciarlos,
cuando hablemos de ellos como vértices de la digráfica de ĺıneas, denotaremos al conjunto como
fL(Z).

Teorema 6.1.1. Si D es una digráfica tal que ã−(D) = n, entonces L(D) tiene una partición
de sus vértices en n conjuntos cuasiabsorbentes.

Demostración. Notemos que si ã−(D) = 1, entonces el resultado es válido. Supongamos que
n ≥ 2, entonces por el Lema 3.3.1 tenemos que δ+(D) ≥ 1.
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Sean {P1, . . . , Pn} una partición semidominante interior de los vértices de D y L(D) la
digráfica de ĺıneas de D. Como cada flecha de D es un vértice de L(D) y toda flecha tiene sólo
un inicio, entonces

⋃
i∈{1,...,n}

f(Pi) es una partición de las flechas de D y por ende induce una

coloración de los vértices de L(D).
Demostraremos que cada clase de color es un conjunto cuasiabsorbente de L(D). Tomemos

fL(Pi) fijo, con i ∈ {1, 2, . . . , n}. Mostraremos que cuasiabsorbe a los vértices de fL(Pk), con
k ∈ {1, . . . , i−1, i+1, . . . , n}. Sea (u, v) ∈ fL(Pk), con u ∈ Pk y v ∈ Pj, con k, j ∈ {1, 2, . . . , n},
k 6= i. Tenemos tres casos:

Caso 1. Si j = i, entonces v ∈ Pi, y como δ+(v) ≥ 1, existe (v, w) ∈ F (D), con w ∈ V (D).
Por definición de L(D), ((u, v), (v, w)) ∈ F (L(D)), con (v, w) ∈ fL(Pi), es decir, existe la
(u, v)fL(Pi)−flecha.

D L(D)

Pk Pj = Pi

u v

f(Pk) f(Pj = Pi)

(u,v) (v,w)

(u,v)

Caso 2. Si j 6= i, entonces v ∈ V (D)−Pi, y como Pi es un conjunto semidominante interior
existe y ∈ Pi tal que (v, y) ∈ F (D). Por definición de L(D), entonces ((u, v), (v, y)) ∈ F (L(D)).
Como δ+(y) ≥ 1, existe (y, w) ∈ F (D), con w ∈ V (D) y (y, w) ∈ fL(Pi). Por lo tanto, la
trayectoria dirigida ((u, v), (v, y), (y, w)) es una (u, v)fL(Pi)−trayectoria dirigida de longitud
dos.

D

Pk Pj Pi

u v y(u,v) (v,y)

L(D)

f(Pk) f(Pj) f(Pi)

(u,v) (v,y) (y,w)
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Caso 3. Si k = j, entonces v ∈ Pk. Como Pi es un conjunto semidominante interior
de D y k 6= i, entonces existe y ∈ Pi tal que (v, y) ∈ F (D). Como δ+(y) ≥ 1, entonces
existe (y, w) ∈ F (D), con w ∈ V (D). Por definición de L(D), ((v, y), (y, w)) ∈ F (L(D)), con
(y, w) ∈ fL(Pi). Por lo tanto, ((u, v), (v, y), (y, w)) es una (u, v)fL(Pi)−trayectoria dirigida de
longitud dos.

D L(D)

Pk = Pj Pi

u

v
y

f(Pk = Pj) f(Pi)

(u,v)

(v,y) (y,w)

(u,v)

(v,y)

En todos los casos obtenemos que fL(Pi), con 1 ≤ i ≤ n es un conjunto cuasiabsorbente de
L(D). Es decir, ã−c (L(D)) ≥ n.

6.1.2. Coloraciones Cuasiabsorbentes de S(D), R(S), Q(D) y T (D)

Como vimos en el caṕıtulo anterior, no es posible encontrar una coloración semidominante
interior con más de dos clases en S(D) y R(D). Entonces una pregunta que surgió es si a partir
de las clases de color de las coloraciones semidominantes interiores de la digráfica ráız podemos
obtener otro tipo de coloraciones, en particular coloraciones cuasiabsorbentes no sólo en S(D)
y R(D), sino también en Q(D) y T (D).

Con la idea anterior, podemos encontrar una coloración cuasiabsorbente en S(D).

Teorema 6.1.2. Sea D es una digráfica y S(D) su digráfica subdivisión. Si ã−(D) = n ≥ 2,
entonces S(D) tiene una coloración cuasiabsorbente en n clases.

Demostración. Sea {P1, . . . , Pn} una partición semidominante interior de los vértices de D. Sea
P ′i = Pi ∪ {(u, v) ∈ F (D) | v ∈ Pi}, con 1 ≤ i ≤ n.

Por el Lema 5.3.2 tenemos que {P ′1, . . . , P ′n} es una partición de los vértices de S(D).
Falta demostrar que P ′i es un conjunto cuasiabsorbente para toda i ∈ {1, . . . , n}. Sea P ′i

fijo, y sea x ∈ V (S(D))− P ′i .
Caso 1. Si x ∈ V (D) − Pi, entonces x ∈ Pj con j ∈ {1, . . . , n} y j 6= i. Como Pi es un

conjunto semidominante interior de D, entonces existe y ∈ Pi tal que (x, y) ∈ F (D), que por
definición de S(D), (x, (x, y)) ∈ F (S(D)), además (x, y) ∈ P ′i por lo que x es absorbido por
(x, y) en S(D).

Caso 2. Si x = (u, v) ∈ F (D)−P ′i , entonces x ∈ P ′j con j ∈ {1, . . . , n} y j 6= i, lo que implica
que v ∈ Pj. Por el caso 1, tenemos que v es absorbido a distancia uno por una flecha de la
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forma (v, w), con w ∈ P ′i , con lo que la trayectoria (x = (u, v), v, (v, w)) es una xP ′i−trayectoria
dirigida de longitud dos en S(D).

Por lo tanto, P ′i es un conjunto cuasiabsorbente de S(D), lo que implica que {P ′1, . . . , P ′n}
es una partición cuasiabsorbente en n clases, es decir, ã−c (S(D)) ≥ n.

De la misma manera podemos encontrar una coloración cuasiabsorbente de R(D).

Lema 6.1.1. Si {P1, . . . , Pn} es una partición de los vértices de una digráfica D sin pozos,
entonces {P1, . . . , Pn, F (D)} es una partición de los vértices de S(D).

Demostración. Veamos que cada conjunto es distinto del vaćıo. Notemos que como D no tie-
ne pozos, entonces F (D) 6= ∅. Por otro lado, el Lema 5.3.1 nos dice que {V (D), F (D)} es

una partición semidominante interior de S(D). Por último, como
n⋃
i=1

Pi = V (D), tenemos que

(
n⋃
i=1

Pi)∪F (D) = V (S(D)). Además como Pi es una clase de una partición se tiene que Pi 6= ∅.

Observemos que por definición tenemos que Pi ∩ Pj = ∅ con i 6= j donde j, i ∈ {1, . . . , n},
aśı como Pi ∩ F (D) = ∅ con 1 ≤ i ≤ n.

Por lo tanto, {P1, . . . , Pn} es una partición de V (S(D)).

Teorema 6.1.3. Sea D una digráfica, si ã−(D) = n ≥ 2, entonces R(D) tiene una coloración
cuasiabsorbente en n+ 1 clases.

Demostración. Sea {P1, . . . , Pn} una partición semidominante interior de D. Demostraremos
que {P1, P2, . . . Pn, F (D)} es una partición cuasiabsorbente de R(D) en n+ 1 clases.

Por el Lema 6.1.1 tenemos que {P1, . . . , Pn, F (D)} es una partición de los vértices de R(D).
Falta demostrar que cada clase es un conjunto cuasiabsorbente en R(D).

Consideremos F (D), y sea x ∈ V (R(D))−F (D). Entonces por definición x ∈ V (D) =
n⋃
i=1

Pi,

es decir, x ∈ Pi para alguna i ∈ {1, . . . , n}. Sea Pj 6= Pi, existe pues n ≥ 2, como Pj es
un conjunto semidominante interior en D, entonces existe y ∈ Pj tal que (x, y) ∈ F (D).
Sabemos que por la definición de R(D), la exvecindad de x son todas las flechas que tienen
como vértice inicial a x, unión su exvecindad en D, eso implica que (x, (x, y)) ∈ F (R(D)),
con (x, y) ∈ F (D) ⊆ V (R(D)), es decir, (x, y) absorbe a x, por lo tanto F (D) es un conjunto
cuasiabsorbente de R(D).

Ahora consideremos un Pi fijo, y sea x ∈ V (R(D))− Pi. Tenemos dos casos:
Caso 1. Si x ∈ F (D), entonces x = (u, v), con u, v ∈ V (D). Observemos que en R(D) la

exvecindad de x sólo consta de v. Si v ∈ Pi, entonces tenemos que Pi absorbe a x a distancia
uno. Si v ∈ Pj, con j 6= i, entonces como Pi es un conjunto semidominante interior de D, existe
y ∈ Pi tal que (v, y) ∈ F (D), es decir, está en la exvecindad de v, por lo tanto en R(D), la
trayectoria dirigida (x = (u, v), v, y) es una xPi-trayectoria dirigida de longitud dos en R(D).

Caso 2. Si x ∈ Pj, con j 6= i, entonces como Pi es un conjunto semidominante inte-
rior de D, existe y ∈ Pi tal que (x, y) ∈ F (D), es decir, y está en la exvecindad de v, aśı
(x, y) ∈ F (R(D)). Por lo tanto, Pi absorbe a x en R(D).

En ambos casos Pi es un conjunto cuasiabsorbente de R(D).
Por lo tanto {P1, P2, . . . , Pn, F (D)} es una partición cuasiabsorbente de R(D) en n + 1

clases, es decir, ã−c (R(D)) ≥ n+ 1.
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Nos podemos preguntar si las podemos encontrar para Q(D) y T (D).

Teorema 6.1.4. Sea D una digráfica y Q(D) su digráfica media. Si ã−(D) = n ≥ 2, entonces
Q(D) tiene una coloración cuasiabsorbente en n+ 1 clases.

Demostración. Sea {P1, . . . , Pn} una partición semidominante interior de D. Demostraremos
que {P1, P2, . . . , Pn, F (D)} es una partición cuasiabsorbente de Q(D) en n+ 1 clases.

Por el Lema 6.1.1 tenemos que {P1, . . . , Pn, F (D)} es una partición de los vértices de Q(D)
en n+ 1 clases.

Falta demostrar que cada clase es un conjunto cuasiabsorbente en Q(D).

Consideremos F (D), y sea x ∈ V (Q(D))−F (D). Entonces por definición x ∈ V (D) =
n⋃
i=1

Pi,

es decir, x ∈ Pi para alguna i ∈ {1, . . . , n}. Sea Pj 6= Pi, que existe pues n ≥ 2. Como Pj es un
conjunto semidominante interior en D, entonces existe y ∈ Pj tal que (x, y) ∈ F (D). Sabemos
que por la definición de Q(D), la exvecindad de x son todas las flechas que tienen como vértice
inicial a x, eso implica que (x, (x, y)) ∈ F (Q(D)), es decir, (x, y) absorbe a x en Q(D), por lo
tanto F (D) es un conjunto cuasiabsorbente de Q(D).

Ahora consideremos un Pi fijo, y sea x ∈ V (Q(D))− Pi, tenemos dos casos:
Caso 1. Si x ∈ F (D), entonces x = (u, v), con u, v ∈ V (D). Observemos que la exvecindad

de x, consta de v aśı como de todas las flechas de D que tienen a v como vértice inicial. Si v ∈ Pi,
entonces tenemos que Pi absorbe a x a distancia uno en Q(D). Si v ∈ Pj, con j 6= i, entonces
como Pi es un conjunto semidominante interior de D, existe y ∈ Pi tal que (v, y) ∈ F (D), por
lo tanto en Q(D), la trayectoria dirigida (x = (u, v), (v, y), y) es una xPi−trayectoria dirigida
de longitud dos, por lo que Pi cuasiabsorbe a x en Q(D).

Caso 2. Si x ∈ Pj, con j 6= i, entonces como Pi es un conjunto semidominante interior de
D, existe y ∈ Pi tal que (x, y) ∈ F (D), por lo que la trayectoria dirigida (x, (x, y), y) es una
xPi−trayectoria dirigida de longitud dos en Q(D). Por lo tanto, Pi cuasiabsorbe a x de Q(D).

En ambos casos Pi es un conjunto cuasiabsorbente de Q(D).
Por lo tanto {P1, P2, . . . , Pn, F (D)} es una coloración cuasiabsorbente de Q(D) en n + 1

clases, es decir, ã−c (Q(D)) ≥ n+ 1.

Corolario 6.1.1. Sea D una digráfica y T (D) su digráfica total. Si ã−(D) = n ≥ 2, entonces
T (D) tiene una coloración cuasiabsorbente en n+ 1 clases.

Demostración. Por el Teorema 5.1.1 Q(D) es una subdigráfica generadora de T (D) por lo que
la coloración de la demostración anterior sigue siendo una partición cuasiabsorbente de T (D).
Por lo tanto ã−c (T (D)) ≥ n+ 1.

6.2. Cuasinúcleos ajenos

En las secciones anteriores, demostramos que una coloración semidominante interior de una
digráfica D, nos induce una coloración de los vértices de las digráficas estudiadas en conjuntos
cuasiabsorbentes. De donde, pudimos observar que si dichos conjuntos de la digráfica ráız son
independientes, los inducidos en las digráficas también lo son, es decir, nos inducen conjuntos
llamados cuasinúcleos. Lo que nos llevó a relacionar estas coloraciones con el trabajo del 2001
de Gutin, Meng, Koh, Tay y Yeo [11], donde dan una caracterización de las digráficas, sin
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pozos, que tienen exactamente dos cuasinúcleos. En dicho trabajo concluyen con la siguiente
conjetura:

Conjetura 6.2.1. [11] Toda digráfica sin pozos tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Por lo que esta sección se centra en esta conjetura. En la primera parte mencionaremos
algunos de los resultados que ya se han trabajado, y la segunda sección tiene como objetivo
dar acercamientos a esta conjetura en las digráficas ya trabajadas: L(D), S(D), R(D), Q(D) y
T (D).

Gutin, Koh, Tay Y Yeo, demostraron que si una digráfica es núcleo-perfecta (que toda
subdigráfica inducida tiene núcleo, incluida ella misma), tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Lema 6.2.1. [11] Si D es una digráfica y Y es un conjunto de vértices en D tal que D[Y ] es
núcleo-perfecta, entonces existe un cuasinúcleo Q en D tal que Q ⊆ V (D)− (Γ−[Y ]− Y ).

Demostración. Sean H = D − Γ−[Y ] y Q1 un cuasinúcleo en H, que existe por el Teorema
1.3.4 (si H = ∅, entonces Q1 = ∅). Sea Y ′ el subconjunto de todos los vértices de Y tal que no
tienen flecha en Q1. Como D[Y ] es núcleo perfecta, entonces existe K ′ núcleo de D[Y ′].

Afirmamos que Q = Q1 ∪K ′ es el cuasinúcleo buscado.
Notemos que Q es independiente pues K ′ y Q1 son conjuntos independientes, aśı como por

definición de Y ′ no existe la K ′Q1−flecha y por definición de H no existe la Q1K
′−flecha.

Por definición de Q1, todo vértice en H es cuasiabsorbido por Q. Observemos que cada y ∈ Y
manda flecha a Q1 o es vértice de Y ′ y manda flecha a K ′ o está en K ′, es decir, todo vértice en
Y ′ −K ′ es cuasiabsorbido por Q. Con lo anterior tenemos que todo vértice en Γ−(Y ) es cua-
siabsorbido por Q.

Por lo tanto Q es cuasinúcleo de D y por definición Q ⊆ V (D)− (Γ−[Y ]− Y ).

Aśı con el lema anterior obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 6.2.1. [11] Toda digráfica núcleo-perfecta sin pozos tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Demostración. Sean D una digráfica núcleo-perfecta sin pozos y N un núcleo de D, tomemos
Y = (Γ+[N ] − N). Observemos que N ⊆ (Γ−[Y ] − Y ), entonces por el lema anterior D tiene
un cuasinúcleo Q, tal que Q ∩N = ∅. Por lo tanto D tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Notemos que el resultado anterior, impĺıcitamente da familias de digráficas que cumplen
con la Conjetura 6.2.1.
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Corolario 6.2.2. Si D es una digráfica transitiva sin pozos, entonces D tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Demostración. Sea D una digráfica transitiva sin pozos. Probaremos que es núcleo perfecta.
Sea Q un cuasinúcleo de D, que existe por la Proposición 1.3.4.
Afirmamos que Q es núcleo de D. Por definición Q es independiente. Sea x ∈ V (D) −

Q, y supongamos que Q no absorbe a x, es decir, no existe xQ−flecha en D. Como Q es
cuasinúcleo existen y ∈ V (D)−Q y z ∈ Q tal que (x, y), (y, z) ∈ F (D), pero al ser D transitiva
(x, z) ∈ F (D), es decir, existe la xQ−flecha, lo que es una contradicción. Por lo tanto, Q es
absorbente.

Por lo tanto, Q es núcleo de D.
Notemos que toda subdugráfica inducida de D es transitiva y por lo tanto tiene núcleo,

en otras palabras, D es núcleo perfecta sin pozos. Entonces por el Corolario 6.2.1 D tiene dos
cuasinúcleos ajenos.

Diremos que una digráfica es simétrica si (x, y) ∈ F (D), entonces (y, x) ∈ F (D), con
x, y ∈ V (D).

Corolario 6.2.3. Si D es una digráfica simétrica sin pozos, entonces D tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Demostración. Sea D una digráfica simétrica sin pozos. Demostraremos que D es núcleo per-
fecta.

Sea I ⊆ V (D) un subconjunto independiente, máximo por contención. Probaremos que I
es absorbente.

Sea x ∈ V (D)−I, como I es máximo por contención I∪{x} no es un conjunto independiente,
entonces existe w ∈ I tal que (x,w) ∈ F (D) o (w, x) ∈ F (D), pero como D es simétrica ambas
flechas están en D, es decir, w ∈ I absorbe a x. Por lo tanto, I es núcleo de D.

Observemos que cualquier subdigráfica inducida es simétrica, con lo anterior tenemos que
D es núcleo perfecta y sin pozos. Por el Corolario 6.2.1 D tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Los corolarios anteriores son ejemplos de familias de digráficas que cumplen con ser núcleo-
perfectas, por lo que todas las familias que lo sean, darán soporte a la conjetura, como también
es el caso de las digráficas sin ciclos dirigidos de longitud impar [3].

6.2.1. Cuasinúcleos Ajenos en L(D)

En 1991 Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincón [10], demostraron que el número
de cusinúcleos de D es menor o igual al número de cuasinúcleos de L(D), lo que nos da pauta a
trabajar la conjetura en la digráfica de ĺıneas. Recordemos a la función
ϕ : P(V (D))→ P(F (D)) que a cada Z ⊆ V (D), ϕ(Z) = {(x, y) ∈ F (D)| y ∈ Z}.
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Teorema 6.2.1. Si D tiene dos cuasinúcleos ajenos, entonces L(D) tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Demostración. Sea P un cuasinúcleo de D. Demostraremos que ϕL(P ) es un cuasinúcleo de
L(D).

Veamos que es independiente, sean (x, y), (u, v) ∈ ϕL(P ), por definición tenemos que y, v ∈
P . Supongamos que ((x, y), (u, v)) ∈ F (D) o ((u, v), (x, y)) ∈ F (D), entonces tenemos que
y = u o v = x. Si y = u, entonces u ∈ P y v ∈ P , es decir, P no es independiente, lo que es
una contradicción. Análogamente, si v = x. Por lo tanto, ϕL(P ) es independiente en L(D).

Sea (u, v) ∈ V (L(D))− ϕL(P ). Notemos que por definición v /∈ P , por lo que v es cuasiab-
sorbido por P en D, obteniendo dos casos:

Existe la vP−flecha, es decir, existe w ∈ P tal que (v, w) ∈ F (D), y notemos que
(v, w) ∈ ϕL(P ), por lo que (v, w) absorbe a (u, v) en L(D).

Existe vP−trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, existe y ∈ V (D) y w ∈ P tal
que (v, y, w) es una trayectoria dirigida. Observemos que (y, w) ∈ ϕL(P ), con lo que
((u, v), (v, y), (y, w)) es una (u, v)ϕL(P )−trayectoria dirigida en L(D).

Por lo tanto, ϕL(P ) es un cuasinúcleo de L(D).
Sean P y Q dos cuasinúcleos ajenos de D, por lo anterior tenemos que ϕL(P ) y ϕL(Q) son

cuasinúcleos de L(D). Falta ver que son ajenos.
Supongamos que ϕL(P ) ∩ ϕL(Q) 6= ∅, entonces existe (u, v) ∈ ϕL(P ) ∩ ϕL(Q), pero por

definición v ∈ P y v ∈ Q, es decir, v ∈ P ∩Q, lo que es una contradicción, pues P ∩Q = ∅.
Por lo tanto, L(D) tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Observemos que el resultado nos dice que los cuasinúcleos ajenos en D nos inducen cua-
sinúcleos ajenos en L(D). Recordemos que los vértices de L(D) son flechas en D. Por lo que
siguiendo con la idea del teorema anterior podemos preguntarnos si los vértices finales de las
flechas que conforman a un cuasinúcleo en L(D) nos induce un cuasinúcleo en D. Si la respues-
ta fuera afirmativa, entonces ¿dos cuasinúcleos ajenos en la digráficas de ĺıneas inducen dos
cuasinúcleos ajenos en la original?. Fijémonos en el siguiente ejemplo:
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Consideremos a la digráfica:
D

u1

u2

u3 u4 u5

u6
u7

u8

u9u10u11u12

a0

a1

a2

a3 a4 a5

a6

a7

a8

a9

a10a11

a12a13

Y su digráfica de ĺıneas:
L(D)

a0

a1

a2

a3 a4 a5 a6

a7

a8

a9

a10a11a12a12

Observemos que {a0, a4, a6, a9, a12} y {a3, a7, a8, a11} son dos cuasinúcleos ajenos de L(D).
Los conjuntos que inducen sus vértices finales en D son: {u2, u5, u7, u10} y {u4, u5, u8, u9},
respectivamente. Notemos que no son ajenos, por lo que dos conjuntos ajenos en L(D) no
nos inducen, usando la idea del teorema anterior, dos conjuntos ajenos en D. Por otro lado, el
conjunto {u4, u5, u8, u9} no es independiente pues (u4, u5) ∈ F (D) y tampoco es cuasiabsorbente
ya que u13 no es cuasiabsorbido.

Del ejemplo anterior, podemos concluir que la idea de obtener cuasinúcleos ajenos para D
a partir de dos cuasinúcleos ajenos de L(D), fijándonos únicamente en sus vértices finales no
es suficiente. Sin embargo, si nos fijamos en los conjuntos {u3, u6, u9, u10} y {u2, u5, u7, u11},
observemos que son dos cuasinúcleos ajenos de D formados a partir de los vértices extremos de
las flechas que forman a los dos cuasinúcleos ajenos de L(D).

6.2.2. Cuasinúcleos Ajenos en S(D), R(D), Q(D) y T (D)

Si nos fijamos en S(D) podemos obtener el siguiente teorema.

Teorema 6.2.2. Si D es una digráfica tal que δ+(D) ≥ 1, entonces S(D) tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Demostración. Sea D una digráfica tal que δ+(D) ≥ 1, es decir, sin pozos. Demostraremos que
tanto V (D) como F (D) son cuasinúcleos ajenos de S(D).

Notemos que por definición V (D) ∩ F (D) = ∅. Además por el Teorema 5.3.1 tenemos que
F (D) y V (D) son conjuntos absorbentes en S(D), en consecuencia también son conjuntos cua-
siabsorbentes. Falta demostrar que son conjuntos independientes, pero por definición tenemos
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que:

Γ+
S(D)(x) =

{
{x} × Γ+

D(x), si x ∈ V (D)
{v}, si x = (u, v) ∈ F (D)

Podemos observar que los vértices de D sólo alcanzan a las flechas de D y las flechas solo
alcanzan a los vértices de D. Por lo tanto, V (D) y F (D) son independientes.

El teorema anterior lo podemos ilustrar con la digráfica D ya antes trabajada.

D

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

Notemos que por definición, a diferencia de las coloraciones semidominantes, estos cua-
sinúcleos de S(D) no son cuasinúcleos para R(D), Q(D) y T (D). Sin embargo, se puede en-
contrar condiciones para que dichas digráficas tengan dos cuasinúcleos ajenos.

Más aún, si usamos el teorema 1.3.4, que nos dice que toda digráfica tiene un cuasinúcleo,
podemos formular los siguientes teoremas.

Teorema 6.2.3. Si D es una digráfica tal que δ+(D) ≥ 1, entonces R(D) tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Demostración. Sea D una digráfica tal que δ+(D) ≥ 1. Por el Teorema 1.3.4 sabemos que existe
Q ⊆ V (D) tal que Q es cuasinúcleo de D. Demostraremos que Q1 = Q ∪ A es cuasinúcleo de
R(D), donde A = {(u, v) ∈ F (D) | v, u /∈ Q y dD(v,Q) = 2}.

Veamos que Q1 es independiente. Observemos que:

Γ+
R(D)(x) =

{
Γ+
D(x) ∪ ({x} × Γ+

D(x)), si x ∈ V (D)
{v}, si x = (u, v) ∈ F (D)

Es decir, los vértices de D sólo alcanzan a las flechas de D, que los tienen como vértices iniciales
y a los vértices que alcanzan en D, y las flechas de D son adyacentes únicamente a sus vértices
extremos. Sean x, y ∈ Q ∪ A. Si x, y ∈ Q ⊆ V (D), entonces no son adyacentes en R(D), pues
Q es independiente en D. Si x, y ∈ A ⊆ F (D), entonces no son adyacentes en R(D), pues las
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flechas de D son adyacentes únicamente a sus vértices extremos. Si x = (u, v) ∈ A y y ∈ Q,
entonces por definición de A tenemos que v /∈ Q, por lo que v 6= y, por lo que no existe la
xy−flecha en R(D). De la misma manera, u /∈ Q, por lo que u 6= y, lo que implica que no existe
la yx−flecha en R(D). Por lo tanto Q1 es independiente.

Falta ver que Q1 es cuasiabsorbente. Sea x ∈ V (R(D))−Q1, tenemos dos casos.
Caso 1. Si x ∈ V (D) − Q, entonces como Q es cuasinúcleo de D existe y ∈ Q tal que

(x, y) ∈ F (D), lo que por definición de R(D) tenemos que (x, y) ∈ F (R(D)) o existen y ∈ Q y
w ∈ V (D) tal que (x,w, y) es una trayectoria dirigida en D, pero por definición de R(D), dicha
trayectoria dirigida también está en R(D).

Caso 2. Si x = (w, z) ∈ F (D) − A, entonces dD(z,Q) = 1 ó dD(z,Q) = 0, por lo que
tenemos dos casos.

Caso 2.1 Si d(z,Q) = 0, entonces z ∈ Q, por lo que (x = (w, z), z) ∈ F (R(D)), es decir, z
absorbe a x en R(D).

Caso 2.2 Si d(z,Q) = 1, entonces existe h ∈ Q tal que (z, h) ∈ F (D), por lo que
(x = (w, z), z, h) es una xQ1−trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, h cuasiabsorbe
a x en R(D).

Por lo tanto, Q1 es cuasinúcleo de R(D).

Ahora demostraremos que Q2 = F (D) − A es cuasinúcleo de R(D). Primero veamos que
Q2 ⊆ F (D) es independiente. Por definición de R(D), una flecha de D únicamente es adyacente
a sus vértices extremos en D, por lo que Q2 es independiente.

Falta ver que Q2 es cuasiabsorbente, sea x ∈ V (R(D))−Q2, tenemos tres casos.
Caso 1. Si x /∈ Q, este caso lo volveremos a dividir.
Caso 1.1 Si d(x,Q) = 1, entonces existe w ∈ Q tal que (x,w) ∈ F (D), además, por definición

de A, (x,w) ∈ F (D)− A, es decir, (x,w) absorbe a x en R(D).
Caso 1.2 Si d(x,Q) = 2, es decir, existen w ∈ Q y y ∈ Γ−D(w) tal que (x, y, w) es una

xQ−trayectoria dirigida de longitud dos en D, notemos que (x, y) ∈ F (D)−A y por definición
de R(D) tenemos que (x, (x, y)) ∈ F (R(D)), es decir, (x, y) absorbe a x en R(D).

Caso 2. Si x ∈ Q, entonces como Q es cuasinúcleo y D no tiene pozos, existe y ∈ V (D)−Q
tal que (x, y) ∈ F (D). Notemos que por definición de R(D) y A, (x, (x, y)) ∈ F (R(D))−A, es
decir, (x, y) absorbe a x en R(D).

Caso 3. Si x = (u, v) ∈ A, es decir, d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2 tenemos que existe un
y ∈ D tal que (v, y) ∈ F (D) − A y absorbe a v. Además como (x = (u, v), v) ∈ F (R(D)) se
tiene que (x = (u, v), v, (v, y)) es una xQ2−trayectoria dirigida de longitud dos en R(D), es
decir, (v, y) cuasiabsorbe a x en R(D).

Por lo tanto Q2 es cuasinúcleo de R(D).
Además Q1∩Q2 = ∅ se deduce de los hechos: Ac = Q2, Q ⊆ V (D), Q ⊆ Q1 y V (D)∩F (D) =

∅.
Por lo tanto R(D) tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Teorema 6.2.4. Si D es una digráfica tal que δ+(D) ≥ 1, entonces Q(D) tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Demostración. Sea D una digráfica tal que δ+(D) ≥ 1. Por el Teorema 1.3.4 sabemos que existe
Q ⊆ V (D) tal que Q es cuasinúcleo de D. Demostraremos que Q1 = Q ∪ B es cuasinúcleo de
Q(D), donde B = {(u, v) ∈ F (D) | d(u,Q) = 2 y d(v,Q) = 1}.
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Veamos que Q1 es independiente. Por definición de Q(D) tenemos que Q es independiente,
pues los vértices de D sólo son adyacentes a las flechas de D que lo tienen como vértice inicial
y Q ⊆ V (D). Por otro lado, B es independiente pues ningún vértice puede estar a distancia
uno y al mismo tiempo a distancia dos de Q. Por último, por definición de B no existe ninguna
QB-flecha ni BQ-flecha.

Falta ver que Q1 es cuasiabsorbente. Si x ∈ V (Q(D)), tenemos dos casos.
Caso 1. Si x ∈ V (D)−Q, existen dos casos.
Caso 1.1 Si d(x,Q) = 1, entonces existe w ∈ Q tal que (x,w) ∈ F (D), por lo que

(x, (x,w), w) es una xQ−trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, w cuasiabsorbe a x
en Q(D).

Caso 1.2 Si d(x,Q) = 2, entonces existen w ∈ Q y y ∈ Γ+
D(w) tal que (x, y, w) es una

xQ1−trayectoria de longitud dos. Notemos que (x, y) ∈ B, por lo que por definición de Q(D)
tenemos que (x, (x, y)) ∈ F (Q(D)), es decir, (x, y) absorbe a x en Q(D).

Caso 2. Si x = (u, v) ∈ F (D)−B, existen seis casos.
Caso 2.1 Si d(u,Q) = 2 y d(v,Q) = 2. Como d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2, tenemos que

existe y ∈ V (D) tal que (v, y) ∈ B, por lo que (x = (u, v), (v, y)) ∈ F (Q(D), es decir, (v, y)
absorbe a x en Q(D).

Caso 2.2 Si d(u,Q) = 1 y d(v,Q) = 2. Como d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2, tenemos que
existe y ∈ V (D) tal que (v, y) ∈ B, por lo que (x = (u, v), (v, y)) ∈ F (Q(D), es decir, (v, y)
absorbe a x en Q(D).

Caso 2.3 Si d(u,Q) = 0 y d(v,Q) = 2. Como d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2, tenemos que
existe y ∈ V (D) tal que (v, y) ∈ B, por lo que (x = (u, v), (v, y)) ∈ F (Q(D), es decir, (v, y)
absorbe a x en Q(D).

Caso 2.4 Si d(u,Q) = 1 y d(v,Q) = 0, es decir, v ∈ Q ⊆ Q1, entonces por definición de
Q(D) tenemos que (x = (u, v), v)) ∈ F (Q(D), es decir, v absorbe a x en Q(D).

Caso 2.5 Si d(u,Q) = 1 y d(v,Q) = 1. Como d(v,Q) = 1 existe un w ∈ Q ⊆ Q1, tal que
(v, w) ∈ F (D), entonces por el Caso 2.4 w absorbe a v, por lo que (x = (u, v), (v, w), w) es una
xQ1− trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, w cuasiabsorbe a x en Q(D).

Caso 2.6 Si d(u,Q) = 0 y d(v,Q) = 1. Notemos que como d(v,Q) = 1 existe un w ∈ Q ⊆ Q1,
tal que (v, w) ∈ F (D), entonces por el Caso 2.4 w absorbe a v, por lo que (x = (u, v), (v, w), w)
es una xQ1− trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, w cuasiabsorbe a x en Q(D).

Juntando todos los casos, tenemos que Q1 es un cuasinúcleo de Q(D).
Ahora demostraremos que Q2 = ϕ(Q) ∪ M es un cuasinúcleo de Q(D), donde

ϕ(Q) = {(u, v) ∈ F (D) | v ∈ Q} y M = {v ∈ V (D) | d(v,Q) = 2}.
Veamos que Q2 es independiente. Notemos que como en Q(D) los vértices de D sólo son

adyacentes a las flechas de D que lo tienen como vértice inicial, entonces M es independiente.
Por otro lado, ϕL(Q) es independiente por el Teorema 6.2.1. Y por definición de M no existe
la ϕ(Q)M−flecha ni la Mϕ(Q)−flecha. Por lo tanto, Q2 es independiente.

Falta ver que Q2 es cuasiabsorbente. Si Q ∈ V (Q(D))−Q2, tenemos dos casos.
Caso 1. Si x ∈ V (D)−M , existen más casos.
Caso 1.1 Si d(x,Q) = 1, entonces existe w ∈ Q tal que (x,w) ∈ F (D). Notemos que

(x,w) ∈ ϕ(Q) ⊆ Q2 y (x, (x,w)) ∈ F (Q(D)), es decir, (x,w) absorbe a x en Q(D).
Caso 1.2 Si d(x,Q) = 0, como δ+(D) ≥ 1, entonces existe z ∈ V (D) − Q tal que

(x, z) ∈ F (D). Volveremos a dividir este caso en dos.
Caso 1.2.1 Si d(z,Q) = 1, entonces por el Caso 1.1, tenemos que existe w ∈ Q tal que
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(z, w) ∈ ϕ(Q) ⊆ Q2 y (z, w) absorbe a z. Por definición de Q(D) tenemos que (x, (x, z), (z, w))
es una xQ2−trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, (z, w) cuasiabsorbe a x en Q(D).

Caso 1.2.2 Si d(z,Q) = 2, entonces tenemos que z ∈M ⊆ Q2, es decir, z absorbe a x.
Caso 2 Si x = (u, v) ∈ F (D) − ϕ(Q), notemos que por el Teorema 6.2.1 tenemos que

ϕ(Q) ⊆ Q2 cuasiabsorbe al conjunto F (D)− ϕ(Q).
Por lo tanto Q2 es cuasinúcleo de Q(D).
Observemos que Q1 ∩Q2 = ∅ se deduce de los hechos: V (D) ∩ F (D) = ∅, B ∩ ϕ(Q) = ∅ y

Q ∩M = ∅.
Por lo tanto Q(D) tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Notemos que los teoremas anteriores nos dicen que si D no tiene pozos, entonces S(D),
R(D) y Q(D) tienen dos cuasinúcleos ajenos. Pero en T (D) no encontramos dichos conjuntos,
sin embargo, si pedimos que D no tenga pozos pero tenga núcleo, entonces T (D) tiene dos
cuasinúcleos ajenos.

Teorema 6.2.5. Si D es una digráfica tal que N es núcleo de D y δ+(D) ≥ 1, entonces T (D)
tiene dos cuasinúcleos ajenos.

Demostración. Sea D una digráfica con δ+(D) ≥ 1 y N un núcleo de D. Consideremos T (D).
Recordemos que la idea intuitiva de esta digráfica es agregarle a la digráfica de subdivisión las
adyacencias de la digráfica ráız y de su digráfica de ĺıneas.

Con base en lo anterior, demostraremos que N y ϕ(N) son cuasinúcleos ajenos de T (D).
Primero demostraremos que N es cuasinúcleo de T (D). Notemos que como N es indepen-

diente en D también lo es en R(D) y en Q(D), por lo tanto en T (D). Demostraremos que N
es cuasiabsorbente.

Sea x ∈ V (R(D))−N , tenemos dos casos.
Caso 1. x ∈ V (D)−N .
Como N es núcleo de D, entonces existe y ∈ N tal que (x, y) ∈ F (D). Por definición de

T (D) tenemos que Γ+
T (D)(x) = {Γ+

D(x)∪ ({x}×Γ+
D(x))} por lo tanto (x, y) ∈ F (T (D)), es decir,

y absorbe a x en T (D).
Caso 2. x = (u, v) ∈ F (D).
Este caso lo dividiremos en otros dos.
Caso 2.1 v ∈ N .
Veamos que por definición de T (D) tenemos que (x = (u, v), v) ∈ F (T (D)) por lo que v

absorbe a x.
Caso 2.2 v /∈ N .
Observemos que por el caso 1, tenemos que existe un y ∈ N tal que y absorbe a v, por

lo que T = (x = (u, v), v, y) es una trayectoria dirigida de longitud dos en T (D), es decir, y
cuasiabsorbe a v en T (D).

Juntando todos los casos obtenemos que N es cuasinúcleo de T (D).

Ahora demostraremos que ϕ(N) ⊂ F (D) es cuasinúcleo de T (D). Primero veamos que es un
conjunto independiente. Por definición de T (D) tenemos que
Γ+
T (D)((x, y)) = {y} ∪ ({y} × Γ+

D(y)), para toda (x, y) ∈ ϕ(N), notemos que

Γ+
T (D)((x, y)) ⊇ Γ+

L(D)((x, y)) = {y} × Γ+
D(y), pero como ϕ(N) ⊂ F (D) basta con ver que
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es independiente en L(D), lo que es inmediato por el Teorema 6.2.1. Por lo tanto, ϕ(N) es
independiente en T (D).

Demostraremos que ϕ(N) es un conjunto cuasiabsorbente de T (D).
Sea x ∈ V (T (D))− ϕ(N), con lo que tenemos dos casos.
Caso 1. x ∈ V (D).
Este caso lo dividiremos en otros dos casos.
Casos 1.1 x /∈ N .
Como N es núcleo de D, existe w ∈ N tal que (x,w) ∈ F (D). Notemos que (x,w) ∈ ϕ(N),

además que por definición de T (D) se tiene que (x, (x,w)) ∈ F (T (D)), es decir, (x,w) absorbe
a x en T (D).

Caso 1.2 x ∈ N .
Como δ+(D) ≥ 1, entonces δ+(x) ≥ 1, por lo que existe w /∈ N tal que (x,w) ∈ F (D). Usan-

do el Caso 1.1 tenemos que existe v ∈ N que absorbe a w en D, entonces (x, (x,w), (w, v)) es una
trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, (w, v) cuasiabsorbe a x en T (D).

Caso 2. x = (u, v) ∈ F (D)− ϕ(N)
Usando el Teorema 6.2.1 sabemos que ϕ(N) es un conjunto absorbente de L(D), es decir,

ϕ(N) ∩ Γ+
L(D)(x) 6= ∅, y como Γ+

L(D)(x) ⊂ Γ+
T (D)(x) tenemos que ϕ(N) ∩ Γ+

T (D)(x) 6= ∅. En otras

palabras existe un elemento en ϕ(N) que absorbe a x.
Juntando los casos tenemos que ϕ(N) es cuasinúcleo de T (D).
Además notemos que como N ⊂ V (D) y ϕ(N) ⊂ F (D), junto con el hecho de que

V (D) ∩ F (D) = ∅, tenemos que N ∩ ϕ(N) = ∅. Por lo tanto, T (D) tiene dos cuasinúcleos
ajenos.

Para ilustrar el teorema anterior consideremos a la siguiente digráfica D:

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7

u8
a1

a2

a5

a7

a10

a11

a12

a3

a4

a6

a8

a9

Como se puede observar, el conjunto N = {u4, u6, u7, u8} es núcleo de D, y
ϕ(N) = {a4, a3, a6, a8, a9} son las flechas que tienen como vértice final un vértice en N .
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Considerando a T (D):

u1

u2

u3

u4 u5

u6

u7

u8a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7
a8

a9

a10

a11

a12

Podemos observar que los conjuntos N y el conjunto ϕ(N) son cuasinúcleos de R(D).

6.3. Coloraciones k−absorbentes

En esta sección definiremos conceptos, análogos a los dados en gráficas, con la idea de
obtener resultados parecidos a éstos pero en digráficas. Daremos resultados sobre coloraciones
tal que cada clase de color sea un conjunto k−absorbente.

También demostraremos un resultado de Maŕıa Kwasnik [15] que nos dice que toda digráfi-
ca fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos de longitud no congruente con 0 (mod k), tiene
k−núcleo. De este resultado podremos obtener una coloración de sus vértices en k clases
(k − 1)−absorbentes.

Por otro lado, Hortensia Galeana y Laura Pastrana [9] trabajaron con las digráficas Sk(D),
Rk(D), Qk(D) y T k(D), que son una generalización de las digráficas que hemos venido traba-
jando, donde encontraron k−núcleos. Daremos una coloración (k − 1)−absorbente de Sk(D)
en k clases.

Recordemos la Definición 1.3.8. Un conjunto A ⊆ V (D) es k−absorbente en D si todo
vértice x ∈ V (D) − A se tiene que existe y ∈ A tal que d(x, y) ≤ k, es decir, existe una
xA−trayecotria dirigida de longitud menor o igual a k.
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De esta manera podemos introducir el concepto análogo a una coloración domática. Sea
k ∈ N y D una digráfica, diremos que una coloración de los vértices de D es k−absorbente
si cada clase cromática es un conjunto k−absorbente. De la misma forma, observemos que
las clases cromáticas de estas coloraciones inducen una partición de los vértices en conjuntos
k−absorbentes, a éstas las llamaremos particiones k−absorbentes. Con lo anterior podemos
definir la siguiente generalización al número semidominante coloreable.

Definición 6.3.1. Sea ã−k (D) = max{|P | | P es una partición k − absorbente de D}, al que
llamaremos número k−absorbente coloreable.

La primera observación es que si k = 1, entonces ã−k (D) = ã−(D) y si k = 2, entonces
ã−k (D) = ã−c (D).

A continuación, daremos resultados análogos a los Teoremas 2.1.14, 2.1.15 y 2.1.16, donde
se trabaja con gráficas.

Teorema 6.3.1. Sean k y l, k < l, dos enteros positivos. Si D es una digráfica, entonces
ã−k (D) ≤ ã−l (D).

Demostración. Sea D una digráfica. Notemos que por definición, si A ⊆ V (D) es k−absorbente,
puesto que para todo vértice v ∈ V (D) − A, existe x ∈ A tal que d(v, x) ≤ k < l, entonces A
es conjunto l−absorbente.

Por lo tanto, toda coloración de V (D) en clases k−absorbentes, es una coloración de V (D)
en conjuntos l-absorbentes, en particular para una partición P ′, tal que |P ′| = ã−k (D), por lo
que |P ′| ≤ max{|P | | P es una partición l − absorbente de D}, es decir, ã−k (D) ≤ ã−l (D).

Observemos que el teorema anterior, es análogo al Teorema 2.1.14 ya visto en gráficas.

Por otro lado, podemos preguntarnos si, respecto a esta definición, las digráficas generadoras
guardan alguna relación con la digráfica ráız, la respuesta es śı.

Teorema 6.3.2. Si D es una digráfica y D′ es una subdigráfica generadora de D, entonces
ã−k (D) ≥ ã−k (D′).

Demostración. Sea D una digráfica y D′ una subdigráfica generadora de D. Sea P una partición
de V (D′) en conjuntos k−absorbentes de D′, tal que |P | = ã−k (D′). Como F (D′) ⊂ F (D) y
V (D′) = V (D), entonces cada clase de P sigue siendo un conjunto k−absorbente en D, es
decir, P es una partición de V (D) en conjuntos k−absorbentes de D. Por lo tanto,

ã−k (D′) = |P | ≤ max{|P | | P es una partición de V (D) en conjuntos k−absorbentes} = ã−k (D).

Sea v ∈ V (D), definimos la excentricidad de v como exc(v) = máx{d(v, w) | w ∈ V (D)}.
Notemos que exc(v) puede ser infinito. A partir de la excentricidad, diremos que el diámetro de
una digráfica como diam(D) = máx{exc(v) | v ∈ V (D)}. Observemos que este número también
puede ser infinito. Sin embargo, si la digráfica D es fuertemente conexa, ambos números son
finitos. Aśı podemos obtener el siguiente resultado que es análogo al Teorema 2.1.15.
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Teorema 6.3.3. Si D es una digráfica fuertemente conexa de orden p y diam(D), entonces
ã−k (D) = p, para k ≥ diam(D).

Demostración. Sea D una digráfica fuertemente conexa de orden p y diam(D). Notemos que
como D es fuertemente conexa, para todo vértice v ∈ V (D), la exc(v) es finita, por lo que
diam(D) = n, para alguna n ∈ N.

Demostraremos que cada vértice de D es un conjunto k−absorbente. Sea v ∈ V (D) y
sea w ∈ V (D) − {v}. Como D es fuertemente conexa, existe la wv−trayectoria dirigida. Si
exc(w) = m, con m ∈ N, entonces por definición de excentricidad tenemos que
d(w, v) ≤ m ≤ n = diam(D) ≤ k, es decir, {v} es un conjunto k−absorbente en D.

Por lo tanto, ã−k (D) ≥ p, pero por definición p ≥ ã−k (D). De esta manera, ã−k (D) = p.

Corolario 6.3.1. ã−(
→
Kp) = p

Demostración. Por definición de
→
Kp, para todo v, u ∈ V (

→
Kp) tenemos que (v, u) ∈ F (

→
Kp) y

(u, v) ∈ F (
→
Kp), esto nos dice que

→
Kp es fuertemente conexa, además que exc(w) = 1, para todo

w ∈ V (
→
Kp), es decir, diam(D) = 1 = k.

Por el teorema anterior, tenemos que ã−k (
→
Kp) = p.

El corolario anterior ya lo hab́ıamos demostrado en la Proposición 3.2.1, usando la definición
de conjuntos semidominantes interiores.

6.3.1. Coloraciones 3−absorbentes en S(D)

En esta sección demostraremos que si consideramos a una digráfica D y su número semi-
dominante coloreable interior, podemos encontrar una coloración 3−absorbente en más clases
que las coloraciones semidominantes interiores y que las coloraciones cuasiabsorbentes, para su
digráfica subdivisión S(D).

Teorema 6.3.4. Sea D una digráfica y S(D) su digráfica subdivisión. Si ã−(D) = n ≥ 2,
entonces ã−3 (D) ≥ 2n.

Demostración. Sea {P1, P2, . . . , Pn} una partición semidominante interior de D y sea
{ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pn)} una partición de F (D). Recordando que
ϕ(Pi) = {(u, v) ∈ F (D) | v ∈ Pi}. Notemos que como las flechas de D tienen un único vértice fi-
nal, tenemos que {ϕ(P1), . . . , ϕ(Pn)} es una partición de V (L(D)) = F (D), además junto con el
hecho de que {P1, P2, . . . , Pn} es una partición de V (D), tenemos que
{P1, P2, . . . Pn, ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pn)} es una partición de V (S(D)), pues
V (S(D)) = V (D) ∪ F (D).

Demostraremos que Pi y ϕ(Pi) son conjuntos 3−absorbentes en S(D).
Consideremos un Pi fijo. Sea x ∈ V (S(D))− Pi, tenemos dos casos:

Caso 1. x ∈ F (D), entonces x = (u, v), con u, v ∈ V (D). Observemos que la exvecindad de
x sólo consta de v. Si v ∈ Pi, entonces tenemos que Pi absorbe a x a distancia uno en S(D). Si
v ∈ Pj, con j 6= i, entonces como Pi es un conjunto semidominante interior en D, existe y ∈ Pi
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tal que (v, y) ∈ F (D), por lo tanto, en S(D), la trayectoria dirigida (x = (u, v), v, (v, y), y) es
una xPi−trayectoria dirigida de longitud tres.

Caso 2. x ∈ Pj, con j 6= i. Como Pi es un conjunto semidominante interior en D, entonces
existe y ∈ Pi tal que (x, y) ∈ F (D), por lo tanto, en S(D), la trayectoria (x, (x, y), y) es una
xPi−trayectoria dirigida de longitud dos.

Por lo tanto, Pi es un conjunto 3−absorbente en S(D).

Consideremos un ϕ(Pi) fijo. Si x ∈ V (S(D))− ϕ(Pi), tenemos dos casos:
Caso 1. x ∈ Pj, para alguna j ∈ {1, . . . , n}. Si j 6= i, entonces como Pi es un conjunto

semidominante interior en D, entonces existe y ∈ Pi tal que (x, y) ∈ F (D). Observemos que
(x, y) ∈ ϕ(Pi), por lo tanto, (x, (x, y)) es una xϕ(Pi)−flecha en S(D).

Si i = j, entonces como n ≥ 2, existe Pk, con i 6= k tal que Pk es un conjunto semidominante
interior de D, entonces existe y ∈ Pk tal que (x, y) ∈ F (D). Análogamente como Pi es un
conjunto semidominante interior de D, existe w ∈ Pi tal que (y, w) ∈ F (D). Notemos que
(y, w) ∈ ϕ(Pi). Por lo tanto (x, (x, y), y, (y, w)) es una xϕ(Pi)−trayectoria dirigida de longitud
tres en S(D).

Caso 2. Si x = (u, v) ∈ ϕ(Pj), con j 6= i, entonces por definición v ∈ Pj. Como Pi 6= Pj y
Pi es un conjunto semidominante interior de D, existe y ∈ Pi tal que (v, y) ∈ F (D). Notemos
que (v, y) ∈ ϕ(Pi). Por lo tanto, (x = (u, v), v, (v, y)) es una xϕ(Pi)−trayectoria dirigida de
longitud dos en S(D).

Por lo tanto, ϕ(Pi) es un conjunto 3−absorbente de S(D).

Juntando todos los casos, tenemos que {P1, . . . , Pn, ϕ(P1), . . . , ϕ(Pn)} es una partición de
V (S(D)) en 2n clases 3−absorbentes.

La cota anterior es una cota justa ya que en C4, que ya hemos probado que ã−(C4) = 2.
Tomamos P1 = {v1, v3} y P2 = {v2, v4} y consideremos a S(C4):

v1

v2
v3

v4

v1

v2
v3

v4

(v1,v2)

(v2,v3)

(v3,v4)

(v4,v1)

Por definición, ϕ(P1) = {(v4, v1), (v2, v3)} y ϕ(P2) = {(v1, v2), (v3, v4)}.
Por el teorema tenemos que {P1, P2, ϕ(P1), ϕ(P2)} es una coloración de V (S(C4)) en con-

juntos 3−absorbentes.
Observemos que si hubiera una coloración 3−absorbente en más clases, un vértice tendŕıa

que ser un conjunto 3−absorbente pero claramente ninguno lo es, por lo tanto, no existe una
coloración de V (S(C4)) en más clases 3−absorbentes.
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6.3.2. Coloraciones (k − 1)−absorbentes

En esta sección daremos un resultado de Maŕıa Kwasnik [15] que dice que toda digráfica fuer-
temente conexa, sin ciclos dirigidos de longitud no congruente con 0 (mod k), tiene k−núcleo. De
este resultado podremos obtener una coloración de sus vértices en k clases (k−1)−absorbentes.

Recordemos la definición 1.3.7: Para k ≥ 2 y l ≥ 1, un conjuntoA ⊆ V (D) es k−independiente
en D si todo par de vértices x, y ∈ A, d(x, y) ≥ k y d(y, x) ≥ k. Con base en la definición anterior
y en la de conjunto l−absorbente, recordemos que un conjunto N ⊆ V (D) es un (k, l)−núcleo
de D si y sólo si N es un conjunto k−independiente y l−absorbente. Si l = k−1 lo llamaremos
k−núcleo.

Antes de probar el resultado de Maŕıa Kwasnik, probaremos los siguientes resultados.

Proposición 6.3.1. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar tiene un ciclo dirigido de
longitud impar.

Demostración. La demostración la haremos por inducción sobre la longitud del camino cerrado.
Si la longitud del camino dirigido cerrado es tres, entonces el camino dirigido cerrado es el

ciclo dirigido de longitud tres.
Supongamos que todo camino dirigido cerrado C de longitud menor a 2n + 1, contiene un

ciclo dirigido de longitud impar.
Sea C = (x0, x1, . . . , x2n+1) un camino dirigido de longitud impar. Si C es un ciclo dirigido,

termina la prueba.
Supongamos que existen i, j ∈ {0, 1, . . . , 2n + 1}, i 6= j tal que xi = xj. Consideremos

C ′ = (x0, x1, . . . , xi = xj, xj+i, . . . , x2n+1) y C ′′ = (xi, xi+1, . . . , xj = xi) dos caminos dirigidos
cerrados. Observemos que l(C ′) + l(C ′′) = l(C) = 2n + 1, l(C ′) < 2n + 1, l(C ′′) < 2n + 1 y
l(C ′) es impar o l(C ′′) es impar, no ambos. Supongamos sin pérdida de generalidad que l(C ′)
es impar, entonces por hipótesis de inducción C ′ contiene un ciclo dirigido de longitud impar.
Por lo tanto, como C ′ ⊆ C, entonces C contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Lema 6.3.1. Sea k ≥ 2 un entero. Todo camino dirigido cerrado de longitud diferente a un
múltiplo de k, tiene un ciclo dirigido de longitud diferente a un múltiplo de k.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre la longitud del camino dirigido
cerrado de longitud diferente a un múltiplo de k.

Si k = 2, entonces el lema es el mismo que la Proposición 6.3.1. Supongamos k ≥ 3. Si el
camino dirigido cerrado es de longitud dos, entonces es el ciclo dirigido de longitud dos.

Supongamos válido el resultado para caminos dirigidos cerrados de longitud menor a n,
diferentes de un múltiplo de k.

Sea C = (x0, x1, . . . , xn) un camino dirigido cerrado de longitud diferente a un múltiplo de
k. Si C es un ciclo dirigido, la prueba termina.

Supongamos que existen i, j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, i 6= j tal que xi = xj. Consideremos
C ′ = (x0, x1, . . . , xi = xj, xj+1, . . . , xn) y C ′′ = (xi, xi+1, . . . , xj = xi) dos caminos dirigidos
cerrados. Observemos que l(C ′) + l(C ′′) = l(C) = n � 0 (mod k), l(C ′) < n, l(C ′′) < n y
que l(C ′) � 0 (mod k) o l(C ′′) � 0 (mod k). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
l(C ′) � 0 (mod k), entonces por hipótesis de inducción C ′ contiene un ciclo dirigido de longitud
no congruente con 0 (mod k). Por lo tanto, C contiene un ciclo dirigido de longitud diferente
a un múltiplo de k.
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Lema 6.3.2. Si D es una digráfica fuertemente conexa, entonces existe un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D.

Demostración. Sea D fuertemente conexa, tal que V (D) = {x1, . . . , xp}.
Como D es fuertemente conexa, podemos tomar Ci una xixi+1−trayectoria dirigida, para

i ∈ {1, . . . , p− 1} y Cp una xpx1−trayectoria dirigida.
Consideremos C = (x1, C1, x2)∪ (x2, C2, x3)∪ . . .∪ (xp−1, Cp−1, xp)∪ (xp, Cp, x1) un camino

dirigido que pasa por todos los vértices.

Teorema 6.3.5. [15] Sea k ≥ 2. Si D es una digráfica fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos
de longitud no congruentes con 0 (mod k), entonces D tiene k−núcleo.

Demostración. Sean k ≥ 2 fija y D una digráfica fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos de
longitud no congruentes con 0 (mod k).

Como D es fuertemente conexa, entonces por el Lema 6.3.2 existe un camino dirigido cerrado
C = (x0, x1, . . . , xm) que pasa por todos los vértices de D. Notemos que por el Lema 6.3.1 la
longitud de C tiene que ser de la forma m = nk, para alguna n ∈ Z+, pues si no tendŕıamos
un ciclo dirigido de longitud no congruente con 0 (mod k).

Sea J(x) = {i ∈ {0, 1, . . . ,m} | xi = x} para cada x ∈ V (D). Notemos que J(x) 6= ∅ pues
C es un camino dirigido que pasa por todos los vértices.

Observemos que si i, j ∈ J(x), entonces i ∼= j (mod k). Ya que si i = n1k + r1 y
j = n2k + r2, con r1 6= r2, supongamos sin pérdida de generalidad que i < j, tomando
γ = (xi, xi+1, . . . , xj) un camino dirigido cerrado, donde su longitud es
n1k + r1 − (n2k + r2) = (n1 − n2)k + (r1 − r2) � 0 (mod k), entonces por el Lema 6.3.1
tenemos que existe un ciclo dirigido de longitud no congruente con 0 (mod k), lo que es una
contradicción. Por lo tanto, i ∼= j (mod k).

Consideremos los siguientes conjuntos:
S0 = {x ∈ V (D) | J(x) ⊆ {0, k, 2k, . . .}}
S0 = {x ∈ V (D) | J(x) ⊆ {1, k + 1, 2k + 1, . . .}}
...
Sk−1 = {x ∈ V (D) | J(x) ⊆ {k − 1, 2k − 1, . . .}}.

Notemos que por la elección de C y definición de Si tenemos que V (D) =
k−1⋃
i=0

Si. Además,

Si ∩ Sj = ∅, con i 6= j, pues ya probamos que si xi = x = xl, entonces i ∼= j (mod k).
Demostraremos que Si es un k−núcleo de D, para toda i ∈ {1, . . . , k − 1}.
Sean x, y ∈ Si, con x 6= y, entonces x = xn1k+i y y = xn2k+i. Supongamos sin pérdida de

generalidad que n1 < n2.
Supongamos que existe la xy−trayectoria dirigida T ′, tal que 0 < l(T ′) = r ≤ k − 1 y sea

T ′′ = (y, C, x). Por lo tanto, T = (x, T ′, y) ∪ (y, T, x) es un camino dirigido cerrado, donde:

l(T ) = l(T ′) + l(T ′′)

= r + (nk − (n2k + i− (n1k + i))

= r + (nk − (n2 − n1)k) = (n− n2 + n1)k + r � 0 (mod k).

Entonces por el Lema 6.3.1 D tiene un ciclo dirigido de longitud no congruente con
0 (mod k), lo que es una contradicción. Por lo tanto, no existe la xy−trayectoria dirigida de
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longitud menor o igual a k− 1. Análogamente, no existe la yx−trayectoria dirigida de longitud
menor o igual a k − 1.

Por lo tanto, Si es k−independiente en D.
Sea x ∈ V (D) − Si, entonces x ∈ Sj, para alguna j 6= i, j ∈ {1, . . . , k − 1}, es decir,

x = xn1k+j, lo que nos da dos casos:

Si j < i, entonces (x = xn1k+j, xn1k+j+1, . . . , xn1k+i) es un camino dirigido de longitud
n1k + i − (n1k + j) = i − j ≤ k − 1, es decir, existe una xSi−trayectoria dirigida de
longitud menor o igual a k − 1.

Si i < j, entonces (x = xn1k+j, xn1k+j+1, . . . , xn1k+k−1, x(n1+1)k, . . . , x(n1+1)k+i)) es un ca-
mino dirigido de longitud k− 1− j + i+ 1 = k+ i− j ≤ k− 1, pues i− j ≤ −1, es decir,
existe una xSi−trayectoria dirigida de longitud menor o igual a k − 1.

Juntando los casos, Si es (k− 1)−absorbente. Por lo tanto Si es k−núcleo de D, para toda
i ∈ {0, . . . , k − 1}.

La prueba del teorema anterior, impĺıcitamente nos dio una partición, y por lo tanto una
coloración, de los vértices de la digráfica en k clases (k− 1)−absorbentes, como lo podemos ver
en el siguiente corolario.

Corolario 6.3.2. Sea k ≥ 2. Si D es una digráfica fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos de
longitud no congruentes con 0 (mod k), entonces ã−k−1(D) ≥ k.

Demostración. Sea D una digráfica fuertemente conexa sin ciclos dirigidos de longitud no con-
gruentes con 0 (mod k), con k ≥ 2. Por la prueba del teorema anterior, podemos obser-
var que cada Si es un k−núcleo, en particular, es un conjunto (k − 1)−absorbente, tal que

V (D) =
k−1⋃
i=0

Si y Si ∩ Sj = ∅, con i 6= j, en otras palabras, es una partición de V (D) en k clases

(k − 1)−absorbentes. Por lo tanto, ã−k−1(D) ≥ k.

6.3.3. Coloraciones k−absorbentes en Sk(D), Rk(D), Qk(D) y T k(D).

A partir de S(D), R(D), Q(D) y T (D), se han definido otras digráficas: Sk(D), Rk(D),
Qk(D) y T k(D), las cuales ya han sido trabajadas por Hortensia Galeana y Laura Pastrana [9]
donde demuestran que Sk(D) tiene k−núcleo. Basándonos en este resultado daremos una co-
loración de los vértices de Sk(D) en conjuntos (k − 1)−absorbentes.

Definimos la k−subdivisión de D denotada por Sk(D) como:

Sk(D) = (S(D)− {(u, a)|a = (u, v) ∈ F (D)}) ∪

 ⋃
a∈F (D)

βa

 .

Donde βa = (a0 = u, a1, . . . , an(a)k+k−1 = a = (u, v)) es una trayectoria dirigida cuya
longitud es congruente con k−1 (mod k) y n(a) ∈ N y que cumple con las siguientes propiedades:
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1. V (βa ∩ V (S(D)) = {u, a}.

2. Para cualquier a, b ∈ F (D), con a 6= b se tiene que (V (βa)− {u}) ∩ V (βb) = ∅.

Notemos que Sk(D) es obtenida sustituyendo las flechas de D por una trayectoria dirigida
cuya longitud es congruente con 0 (mod k).

La idea intuitiva se puede observar en el siguiente ejemplo:

C4

u
v

w
z

1

2

3

4

S3(C4)

u

1

v

2

w

3

z

4

Con lo anterior definimos a las digráficas Rk(D), Qk(D) y T k(D) de la siguiente manera:
Rk(D) = Sk(D) ∪D, Qk(D) = Sk(D) ∪ L(D) y T k(D) = Sk(D) ∪D ∪ L(D), continuando con
el ejemplo anterior podemos ver cómo son estas digráficas.
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Rk(C4) Qk(C4)

u

1

v

2

w

3

z

4

u

1

v

2

w

3

z

4

T k(C4)

u

1

v

2

w

3

z

4

Teorema 6.3.6. [9] Para cualquier digráfica D y para cualquier entero k (k ≥ 2), la k-
subdivisión de D, Sk(D), tiene k-núcleo.

De la demostración del teorema anterior, pudimos obtener el siguiente resultado.
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Teorema 6.3.7. Sea D una digráfica sin pozos. Para cualquier entero positivo k ≥ 2, Sk(D)
tiene una coloración en k clases (k − 1)−absorbentes.

Demostración. Sea D una digráfica sin pozos y Sk(D) su k−subdivisión. Definimos al conjunto
Ri = {aj ∈ V (βa) | j ∼= i (mod k), para alguna a ∈ F (D)}. Probaremos que {R0, . . . , Rk−1} es
una partición de V (Sk(D)) en clases (k − 1)−absorbentes.

Notemos que por la definición tenemos que Ri ⊂ V (Sk(D)), con i ∈ {0, . . . , k−1}. Entonces⋃
i∈{0,...,k−1}

Ri ⊆ V (Sk(D)). Sea x ∈ V (Sk(D)), observemos que si x ∈ V (D), entonces x ∈ R0. Si

x ∈ F (D), entonces por definición x ∈ Rk−1. Por otro lado si
x ∈ V (Sk(D)) − (V (D) ∪ F (D)), entonces x = aj ∈ V (βa), con i ∼= h (mod k), es decir,
x ∈ Ri. Por lo tanto,

⋃
i∈{0,...,k−1}

Ri = V (Sk(D)).

Observemos, que por definición, Ri ∩ Rj = ∅, pues las trayectorias βa son de longitud
congruentes con k − 1 (mod k). Por lo tanto {R0, . . . , Rk−1} es una coloración de V (Sk(D)).

Demostraremos que cada Ri es un conjunto (k − 1)−absorbente, con i ∈ {0, . . . , k − 1}.
Sea Ri con i ∈ {0, . . . , k − 1} y sea x ∈ V (Sk(D)) − Ri. Tenemos que x ∈ Rj con

j ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , k − 1}, lo que nos da dos casos.

Si j < i, entonces x = aj ∈ V (βa), para alguna a ∈ F (D). Notemos que por definición
de Sk(D), existe ai ∈ V (βa), tal que (aj, aj+1, . . . , ai) es una xRi−trayectoria dirigida de
longitud k− j + i. Por hipótesis j < i, por lo que 0 < i− j, es decir, la longitud es menor
o igual a k − 1.

Si i < j, entonces x = aj ∈ βa, para alguna a ∈ F (D). Si existe ak−1+i ∈ βa, entonces
(aj, aj+1, . . . , ak−1, ak−1+1, . . . , ak−1+j) es una xRi−trayectoria dirigida de longitud k−i+j,
pero como i < j tenemos que 0 < j−i, es decir, es de longitud menor o igual a k−1. Si no
existe ak−1+i ∈ βa, como a ∈ F (D), entonces a = (u, v). Por hipótesis, δ+(v) ≥ 1, entonces
existe una e = (v, w) ∈ F (D), por lo que (aj, aj+1, . . . , ak−2 = a, ak−1 = v = e0, e1, . . . , ei)
es una xRi−trayectoria dirigida de longitud k − 1 − i + j + 1 = k + j − i. Por hipótesis
sabemos que i < j, lo que nos dice que 0 < j − 1, es decir, la longitud es menor o igual a
k − 1. Por lo tanto Ri es un conjunto (k − 1)−absorbente.

Por lo que podemos concluir que {R0, . . . , Rk−1} es una partición de V (Sk(D)) en k clases
(k − 1)−absorbentes, en otras palabras, ã−k−1(Sk(D)) ≥ k.

Observemos que por definición, Sk(D) es una subdigráfica generadora de Rk(D), Qk(D) y
T k(D). Con lo que podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 6.3.3. Si D es una digráfica sin pozos, entonces ã−k−1(Rk(D)) ≥ k, ã−k−1(Qk(D)) ≥
k y ã−k−1(T k(D)) ≥ k.

Demostración. Por la observación anterior, tenemos que Sk(D) es una subdigráfica genera-
dora de Rk(D), Qk(D) y T k(D). Por el teorema anterior y el Teorema 6.3.2 sabemos que
k ≤ ã−k−1(Sk(D)) ≤ ã−k (Rk(D)), k ≤ ã−k−1(Sk(D)) ≤ ã−k (Qk(D)) y
k ≤ ã−k−1(Sk(D)) ≤ ã−k (T k(D)). Por lo tanto, k ≤ ã−k (Rk(D)), k ≤ ã−k (Qk(D)) y
k ≤ ã−k (T k(D)).
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo, se calculó el número semidominante coloreable de digráficas espećıficas como
las digráficas completas, bipartitas, transitivas, ciclos dirigidos, trayectorias dirigidas, etcétera.
Conceptos definidos para gráficas fueron trasladados a digráficas, para los cuales se dieron
resultados análogos. Dada una digráfica D, se dieron cotas para en el número semidominante
coloreable de D, en digráficas particulares como la digráfica de ĺıneas, el producto cartesiano
de dos digráficas y en S(D), R(D), Q(D) y T (D).

Se generalizó el concepto de número semidominante coloreable con la idea de buscar colo-
raciones de los vértices en conjuntos k−absorbentes. Se encontraron cotas y coloraciones para
este nuevo concepto, aśı como se dieron resultados análogos a los descritos en gráficas.

También se resolvió de manera afirmativa la Conjetura 6.2.1, para las digráficas S(D), R(D)
y Q(D). Se dieron, condiciones para que L(D) y T (D), la cumplieran.

Después de realizar este trabajo nos podemos dar cuenta que queda mucho camino por
recorrer, en lo que respecta al número semidominante coloreable, pues no se ha trabajado en
muchas familias de digráficas, aśı como en producto de éstas; como el producto lexicográfico,
la corona de digráficas, etcétera. Aśı como encontrar coloraciones de los vértices en clases
k−absorbentes para otras digráficas.

En otra ĺınea de investigación, se podŕıa aprovechar estructuras de gráficas espećıficas, como
la gráfica de ĺıneas, para poder dar una orientación y de esta manera encontrar coloraciones
semidominantes interiores o coloraciones en conjuntos absorbentes.

La realización de este trabajo, me deja una enseñanza muy grande y placentera de como es
la investigación dentro de las matemáticas, espećıficamente en teoŕıa de gráficas, donde cada
vez que se encuentra algo, lejos de acabar con las dudas, se crean más.
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