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Introduccion

La ciudad de Kaliningrado, que en el siglo XVIII se llamaba ciudad de Koénigsberg, es
atravesada por el rio Pregel, este rio tiene dos islas, la mas pequena se llama la isla Kneiphof.
En el siglo XVIII habia siete puentes que comunicaban a las islas y el resto de la ciudad. En
aquel tiempo los habitantes de la ciudad se preguntaban si una persona podia recorrer los siete
puentes pasando una sola vez por cada uno, con la condicién de regresar al punto de salida. Fue
el matematico Leonhard Euler [1] quien le dio solucién al dilema. Modelé el problema con una
representacion grafica de puntos y lineas, cada punto representaba un pedazo de tierra y una
linea unia dos puntos si existia un puente entre ellas. Asi fue como surgi6 la Teoria de Graficas.
A los puntos se le llamé vértices y a las lineas que unen a los vértices, aristas. Con la idea
anterior definimos a una gréfica G, como una pareja ordenada G = (V(G), A(G)), donde V(G)
es un conjunto finito de objetos, no vacio y A(G) C {A C V(G) | |A| = 2}. Su representacién
grafica, guarda la misma idea dada por Euler. Estos objetos matematicos, desde su inicio han
tenido un gran vinculo con cosas cotidianas, como problemas de vigilancia; en una colonia se
piensa poner camaras en las esquinas para disminuir la delincuencia, en qué esquinas se deben
de poner dichas camaras tal que todas las cuadras queden bajo vigilancia. Si cada esquina de la
colonia es un vértice y una linea une dos vértices si comparten una cuadra. Nuestro problema
consiste en encontrar un conjunto de esquinas tal que todo esquina que no este en el conjunto,
comparta la cuadra con una esquina dentro del conjunto, es decir, encontrar un conjunto de
vértices tal que todo vértice fuera del conjunto comparta una arista con uno dentro. En gréaficas
a estos conjuntos se les llama dominantes.

Por otro lado, a mediados del siglo XIX, el inglés Francis Guthrie alumno del matematico
Augustus De Morgan, se entretenia coloreando el mapa de Inglaterra utilizando la menor can-
tidad de colores posibles e intenté hacerlo con solo cuatro colores sin conseguirlo, pero tenia
la intuicién de que se podia hacer. Asi se formul6 la siguiente pregunta: Dado cualquier mapa
geogrdfico con regiones continuas, éste puede ser coloreado con cuatro colores diferentes, de for-
ma que no queden regiones adyacentes con el mismo color. Siguiendo la idea de Euler, un mapa
como el de la pregunta se puede modelar con una grafica G donde cada vértice representa una
regiéon continua y una linea une dos vértices si tienen una frontera comun. Nuestro problema se
convierte en asignarle un color a cada vértice tal que los vértices que estan unidos por una linea
tengan color distinto, usando a lo més cuatro colores. Este problema fue abordado por muchos
matematicos, entre ellos A. B. Kempe, A. De Morgan, Hamilton y Cayley. En Teoria de Grafi-
cas asignarle un color a cada vértice de GG, usando a lo més m colores se le conoce como una
m—coloracion de los vértices de G. A una coloracién le llamamos propia si es una m—coloracion
tal que dos vértices, que comparten una arista, no tienen asignado el mismo color. Al conjunto
de vértices que tenga asignado el mismo color le llamaremos clase cromatica, notemos que una
m—coloracién nos induce una particion de los vértices en m clases cromaéticas. De la misma
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manera, si tenemos { P, ..., P, } una particién de los vértices de la grafica en m conjuntos, y a
los vértices del conjunto P; les asignamos el color 7, obtenemos una m—coloracion de los vértices.

Uniendo los conceptos de conjuntos dominantes y coloraciéon, podemos preguntarnos si exis-
te una coloracion tal que cada clase cromatica sea un conjunto dominante. La idea de encontrar
una coloracion con la mayor cantidad de clases cromaticas, tal que cada clase sea un conjunto
dominante, fue introducida por E. J. Cockayne y por S. T. Hedetniemi en [6] y en [5] como el
domatic number. Domatic es una palabra inventada en inglés, que mezcla las palabras domina-
ting y chromatic, es decir, combina los conceptos de dominacién con el de coloracion en graficas.

La mayoria de los resultados en graficas se encuentran en la tesis doctoral de Bohdan Ze-
linka [26], también fueron dados a conocer en su lectura en el Simposio de Teoria de Gréficas
de 1990, realizado en la ciudad de Prachatice, Repiblica Checa. Dentro de estos resultados
se encuentran cotas a dicho niimero, asi como acercamientos en familias especificas de grafi-
cas. De manera analoga, Zelinka combiné la idea de dichas coloraciones con el concepto de
k—dominacion en gréficas.

En 1984, Zelinka [30] defini6 un concepto andlogo al nimero domatico, para un tipo es-
pecial de graficas: las graficas dirigidas o digraficas. Una digrafica D es una pareja ordenada
D = (V(D),F(D)), donde V(D) es un conjunto finito de objetos, no vacio, y
F(D) C(V(D)x V(D)) —W,donde W = {(x,z) | x € V(D)}. Para definir este concepto pri-
mero diremos que un conjunto A C V(D) es semidominante interior si para todo x € V(D) — A
existe y € A tal que (x,y) € F(D). Por otro lado, una m—coloracién de los vértices de D es
asignarle a cada vértice un color, usando a lo mas m colores, llamaremos clase cromatica a los
conjuntos de vértices tal que sus elementos tienen asignados el mismo color. De esta manera, el
concepto para digraficas, definido por Zelinka en [30], es el nimero semidominante coloreable
interior (exterior), que es el maximo nimero de clases que puede tener una particién tal que
cada clase sea un conjunto semidominante interior (exterior), dando resultados béasicos.

El objetivo de esta tesis es dar cotas al nimero semidominante coloreable de una digrafica,
trasladar a digraficas resultados obtenidos con el nimero domatico, calcular el niimero semi-
dominante coloreable nimero para digréficas especificas y observar el comportamiento de las
coloraciones semidominantes de D bajo operaciones a ésta.

El primer capitulo esta centrado en definir los conceptos basicos de graficas y digraficas.
También se presenta el concepto de conjuntos absorbentes, los cuales forman parte central de
este trabajo, asi como se dan propiedades sobre estos conjuntos.

En el segundo capitulo se da una resena histérica del nimero domatico de una grafica, lo
que presenta una idea de como se ha abordado este tema en gréficas.

En el tercer capitulo se definen a las coloraciones semidominantes, junto con ellas las parti-
ciones semidominantes y por ende al nimero semidominante coloreable de una digrafica, estos
conceptos fueron introducidos por Zelinka en 1984 [30]. Se comienza calculando dicho nimero
para digréaficas especificas, como las digraficas completas, ciclos dirigidos, digraficas transiti-
vas y digréficas bipartitas. También se presentan resultados ya trabajados por Zelinka en [30],



como la construccién de un torneo que tenga ntimero semidominante coloreable interior y exte-
rior ya dados. Por otro lado, se introducen conceptos nuevos, analogos a los vistos en gréficas,
como el de una digrdfica semidominante interior critica, de las cuales se da una caracterizacion.

En matematicas, una forma de atacar los problemas es a través de operaciones o trans-
formaciones. En el cuarto capitulo se habla del producto cartesiano de dos digraficas, que fue
trabajado por Maria Kwasnik en 1982 [14] usando conjuntos absorbentes, donde demostré cual
es la distancia entre dos vértices de esta nueva digrafica, y dio una condicién para que dicho
producto tuviera un (k,!)—nicleo, donde un (k,!)—ntcleo es un conjunto k—independiente y
[—absorbente. En este capitulo se demuestran propiedades bésicas de este producto, asi como
se calcula el nimero semidominante coloreable interior, para el producto de dos trayectorias
dirigidas y de dos ciclos dirigidos. También se da una cota inferior para dicho nimero a partir
de los nimeros semidominantes coloreables de las digréaficas raiz.

En el quinto capitulo hablamos del niimero semidominante coloreable interior de digraficas
muy especificas, asi como de su relacion con el nimero semidominante colorable interior de la
digrafica raiz, lo que nos lleva a hablar de las coloraciones semidominantes.

La segunda seccion esta centrada en la digrafica de lineas, digrifica que ha sido estudiada
por muchas personas, Matus Harminc demostré que: Una digrdfica D tiene nicleo si y solo
si L(D) tiene nicleo [12], donde un nticleo es un conjunto absorbente e independiente. Otras
personas que han trabajado con esta digréfica, son Hortensia Galeana y Xueliang Li, en [8] que
relacionan los semintcleos de la digrafica raiz con los seminticleos de la digrafica de lineas, dan
una relacién entre el nimero de (k,/)-nicleos de la digréfica original que es menor o igual que
el nimero de (2,1)-nicleos en su digrafica de lineas. También demuestran que si L(D) tiene
un (k,l)-nicleo, entonces D tiene un (k’,l’)-nicleo con k' 4+ 1 < k,I < I'. En este capitulo se
prueba que la digrafica de lineas tiene un nimero semidominante coloreable interior mayor o
igual al niimero semidominante coloreable interior de la original, también se trabajan ejemplos
de digraficas cuya desigualdad es estricta y una familia de digraficas donde se da la igualdad.

Dada una digrafica D, se puede definir a las digréaficas subdivisién S(D), R(D), media Q(D)
y total T'(D), las cuales fueron trabajadas por Jerzy Topp en 1982 [20] donde encontré con-
diciones para que dichas digréficas tengan nicleos. La siguiente seccién se centra en acotar el
nimero semidominante colorable de las digraficas, anteriormente enunciadas, a partir de colo-
raciones semidominantes de la digrafica raiz.

Como veremos en el quinto capitulo, no siempre es posible encontrar una coloracion semi-
dominante interior con més de dos clases en las digraficas S(D) y R(D). Por lo que la primera
parte de este capitulo se centrara en observar el comportamiento de las coloraciones semido-
minantes interiores de la digrafica raiz, no sélo en estas digraficas, también en L(D), Q(D) y
T(D).

De una coloracién semidominante interior de una digrafica D, podemos obtener una colo-
racion de los vértices de las digréaficas, que hemos estado trabajando, en conjuntos cuasiabsor-
bentes. De donde, pudimos observar que si dichos conjuntos de la digrafica raiz son indepen-
dientes, los inducidos en las digraficas también lo son, es decir, obtenemos conjuntos llamados
cuasinicleos. Lo que nos llevo a relacionar estas coloraciones con el trabajo del 2001 de Gutin,



Meng, Koh, Tay y Yeo [11]. Donde dan una caracterizacién de las digraficas, sin pozos, que tie-
nen exactamente dos cuasinicleos. En dicho trabajo concluyen con la siguiente conjetura: Toda
digrdfica sin pozos, tiene dos cuasinicleos ajenos. Por lo que en la segunda seccién se trabaja
en esta conjetura. Mencionamos algunos de los resultados que forman parte de la historia de
como se ha abordado esta conjetura. Y en la segunda seccién daremos acercamientos a esta
conjetura, en las digraficas ya trabajadas: L(D), S(D), R(D), Q(D) y T(D).

En la tltima seccién se presenta una generalizacion al nimero semidominante coloreable,
la cual busca coloraciones de los vértices en clases k—absorbentes. Se trasladan resultados ob-
tenidos en graficas a digraficas, también se demuestra el resultado dado por Maria Kwasnik
en 1981 [15], donde da una generalizacién del teorema de Richardson para digréficas fuerte-
mente conexas, cuya demostracion da implicitamente una particién de los vértices en k clases
(k — 1)—absorbentes. También se definen las digraficas S*(D), R¥*(D), Q*(D) y T*(D), traba-
jadas por Hortensia Galeana y Laura Pastrana en [9] donde demostraron que, para cualquier
k, S¥(D) tiene k—mnicleo. Con ayuda de este resultado se da una particién en k conjuntos
(k — 1)—absorbentes de los vértices de S*(D), R¥(D), Q*(D) y T*(D).



Capitulo 1

Definiciones

En este capitulo definiremos los conceptos con los que trabajaremos a lo largo de la tesis.
En primer lugar diremos lo que es una gréafica, junto con otras definiciones que nos ayudaran
a entender mejor la historia de los resultados que se encontraron. De manera analoga diremos
lo que es una digrafica. Vamos a presentar varios tipos de conjuntos de vértices dentro de una
digrafica, como son los conjuntos absorbentes, conjuntos independientes y los nicleos, asi como
resultados bésicos de éstos.

1.1. Graficas

Una grafica G es una pareja ordenada G = (V(G), A(G)) donde V(G) es un conjunto finito
de objetos, no vacio y A(G) € {A C V(G) | |A| = 2}. Al conjunto V(G) le llamamos el
conjunto de vértices de G y sus elementos reciben el nombre de vértices o puntos de G. El
conjunto A(G) es el conjunto de aristas de G y sus elementos son llamados aristas, arcos o
lineas de G. Si a = {u,v} es una arista de G, la denotaremos por uv, llamaremos a u y v los
extremos de a. Ademads diremos que la arista a incide en los vértices u y v, o bien que u, v son
adyacentes. Andlogamente si dos aristas inciden en un vértice diremos que son adyacentes.

La siguiente figura es una representacién grafica de G = (V(G),A(G)) donde
V(G) = {v1,v9,v3,04, 05,06} ¥

A(G) = {{v1, va}, {v2, v3}, {v3, va}, {va, vs}, {vs, ve ), {v1, v6}, {v1, va}, {va, ve}, {vs, vs}}

Uy

U3 Us

(%) Ve

U1



El orden de una grafica G es el cardinal del conjunto V(G), denotado por p. El tamano de
G es el cardinal del conjunto A(G), denotado por g.

Definimos el grado de un vértice v, como el nimero de aristas que inciden en él, denotado
por 0(v). Si un vértice tiene grado cero le llamaremos vértice aislado. Y el grado minimo de G
lo definimos como min{d(v) | v € V(G)}, denotado por §(G).

La vecindad de un vértice v es el conjunto N (v) = {u € V(G) | vu € A(G)}. Observemos que
d(v) = |N(v)| para todo v € V(G). La vecindad cerrada de v es el conjunto N[v] = N(v)U{v}.

Diremos que una grafica G es r-regular si §(v) = r para todo v € V(G). Si G es una grafica
de orden p y es (p — 1)—regular la llamamos completa y la denotamos por K,.

La siguiente gréfica es K3, la grafica completa de orden cinco.

U3

V2 (1
U1 Us

Existen muchos tipos de graficas, una de las mas usadas y de las cuales se tienen muchos
resultados importantes son las graficas bipartitas. Una grafica GG es bipartita si existe una
particién de sus vértices en dos conjuntos {X,Y} tal que todas las aristas de G tienen un
extremo en X y otro en Y. Cuando cada uno de los vértices de un conjunto de la particion es
adyacente a cada uno de los vértices de la otra particion diremos que la gréafica es una grafica
bipartita completa, ademés si las cardinalidades de los conjuntos de la particion son n y m
respectivamente, entonces la denotaremos como Kpom.

La siguiente gréfica es bipartita, con biparticién {V, W}.

74 %%
U1 w1
U2 %)
U3 w3
Vg
Un camino C' = (xg, a1, T1,az, ..., Ty 1,0y, T,) €s una sucesion alternada de vértices y aris-
tas tal que a; = x;_12; € A(G) con 1 <i < n. También denotaremos a C' como (xg, T1, ..., Ty),

lo llamaremos un zox, — camino y en este caso se dice que la longitud de C', denotada por
[(C), es I(C) = n. Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vérti-
ce. Una trayectoria de u a v es un uv — camino que no repite vértices, también llamado una
uv — trayectoria. Un ciclo v es un camino cerrado tal que solo repite el primero y el tltimo
vértice y I(y) > 3.

Otro concepto que nos es muy 1til es el de conexidad, diremos que una grafica es conexa si
para todo par de vértices existe un camino entre ellos. Con la definicién anterior podemos decir
que S C V(G) es un conjunto de corte por vértices de G, si G — S no es conexa, andlogamente
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podemos decir que W C A(G) es un conjunto de corte por aristas si G —W no es conexa. A par-
tir de lo anterior podemos definir la conexidad puntual de G, que denotaremos por x(G), como
min{|S| | S es un conjunto de corte por vértices de G o G — S es la grafica trivial}. Andloga-
mente  definimos la  conexidad lineal de G, denotada por A(G), como
min{|W| | W es un conjunto de corte por aristas de G o G — W es la grafica trivial}.

Diremos que dos graficas G y H son isomorfas, denotado por G = H, si existe una funcion
v : V(G) — V(H) tal que ¢ es biyectiva y u es adyacente a v en G si y sélo si ¢(u) es adyacente
a p(v) en H.

Dadas G y H decimos que H es subgréfica de G, denotado por H C G, si V(H) CV(G) y
A(H) C A(G). Cuando se da la igualdad en los conjuntos de vértices decimos que H es una
subgréfica generadora de GG. Dado B subconjunto de V(G), la subgréfica inducida por B, deno-
tada por G[B], es la subgréfica de G tal que B = V(G[B]) y si u,v € B, entonces uv € A(G[B])
si y s6lo si uv € A(G).

Diremos que A C V(G) es un conjunto dominante si para cada vértice
v € V(G) — A existe w € A tal que vw € A(G). Un conjunto B C V(G) es dominante
total si para todo vértice v € V(G) existe w € B tal que vw € A(G).

Consideremos la siguiente grafica:

G

V4
U3

(%] Vs

Ve
U1

Observemos que A = {v,v3,v5} es un conjunto dominante de G, pues todo vértice fuera
de A es adyacente a algun vértice de A. También notemos que A no es un conjunto dominante
total, pues vs no es adyacente a ningun otro vértice de A.

Diremos que I C V(G) es un conjunto independiente si para cada par de vértices u,v € I,
entonces uv ¢ A(G).

Por otro lado, a mediados del siglo XIX, el inglés Francis Guthrie alumno del matematico
Augustus De Morgan, se entretenia intentando colorear el mapa de Inglaterra utilizando la me-
nor cantidad de colores posibles e intenté hacerlo con sélo cuatro colores sin conseguirlo, pero
tenia la intuicién de que se podia hacer. Asi se formulé la siguiente pregunta: Dado cualquier
mapa geogrdfico con regiones continuas, éste puede ser coloreado con cuatro colores diferentes,
de forma que no queden regiones adyacentes con el mismo color. Siguiendo la idea de Euler, un
mapa como el de la pregunta se puede modelar con una grafica G donde cada vértice representa



una regién y una linea une dos vértices si tienen una frontera comin. Nuestro problema se con-
vierte en asignarle un color a cada vértice tal que los vértices adyacentes tengan color distinto,
usando a lo mas cuatro colores. Este problema fue abordado por muchos matematicos, entre
ellos A. B. Kempe, A. De Morgan, Hamilton y Cayley. En Teoria de Gréficas asignarle un color
a cada vértice de (G, usando a lo mas m colores se le conoce como una m—coloracion de los
vértices de GG. Una coloracion propia es una m—coloracion tal que dos vértices, que comparten
una arista, no tienen asignado el mismo color. Al conjunto de vértices que tenga asignado el
mismo color le llamaremos clase cromatica, notemos que una m-—coloracién nos induce una
particién de los vértices en m clases cromaticas. De la misma manera, si tenemos { Py, ..., Py}
una particiéon de los vértices de la grafica en m conjuntos, y a los vértices del conjunto P,
les asignamos el color 7, obtenemos una m—coloraciéon de los vértices de la grafica. Podemos
observar, que en una m—coloracién propia, la subgrafica inducida por cada clase cromatica
nos induce una subgrafica de vértices aislados, es decir, los vértices que pertenecen a la misma
clase de color no son adyacentes entre si, como ya vimos, a estos conjuntos se les conoce como
conjuntos independientes.

A una grafica W,, tal que V(W,) = A{xy,...,zp,xp1} con n > 3y
AW,) = {x1x9, moxs, . . ., Ty 1Ty, Ty P U{T1T0 01, ToTpi, - -+, TpZpy b la llamaremos una rue-
da. En otras palabras, estd conformada por un ciclo y un vértice, que no estd en el ciclo,
adyacente a todos los demas vértices.

Un ejemplo de W5 es:

También existen operaciones entre graficas que dejan invariante algunas de sus propiedades
estructurales. Sean Gy H dos gréficas, tal que V(G) NV (H) = 0. Si V(G) = {x1,...,2a} ¥y
V(H) = {y1,...,Ym}, el producto cartesiano de G con H, denotado por G x H, cumple que
V(Gx H)=V(G)xV(H)y (x1,y1) es adyacente a (z3,y2) siy sélosi y; = y2 y 122 € A(G)
osiz =x2y Y12 € A(H).

Dada esta operacién se definieron los n-cubos de la siguiente manera:

Q1 = K,
Q2 = Q1 X Ky

Qn = Qn_1 X Ky



Una representacion grafica de (3 es la siguiente:

1.2. Digraficas

Una digréfica es una pareja ordenada D = (V(D), F(D)) donde V(D) es un conjunto finito
de  objetos, mno wvaclo, y F(D) - (V(D) x V(D)) — W, donde
W = {(z,z) | x € V(D)}. Al conjunto V(D) lo llamaremos el conjunto de vértices de D
y sus elementos recibirdn el nombre de vértices o puntos de D. El conjunto F'(D) es el conjunto
de flechas de D y sus elementos son las flechas de D. Para este trabajo, supondremos que
V(D)N F(D) = 0.

Si a = (u,v) es una flecha de D llamaremos a u y v los extremos de a. Ademas diremos
que u llega o alcanza a v, analogamente diremos que v es alcanzado por u. Nos referiremos a u
como inicio y a v como final de a. También diremos que v y v son adyacentes. Dos flechas son
adyacentes si comparten alguno de sus extremos.

Una representacién grafica de D = (V(D), F(D)) con:

V(D) = {u1, us, us, uy, us, ug, Uz, ug} y
F(D) = {(ulv u2)> (ub u8>7 (u27 U3), (u27 u5)7 (U3, U4>, (U3, u7)> <U4, u5>7 (u57 uG)? (u67 u2)7 (u6> u7)7
(us, u1), (us, ur)}-

us Uy

Uy Ug

us U7

La invecindad de un vértice v es el conjunto {u € V(D) | (u,v) € F(D)}, que denotaremos
por I'"(v). La ezvecindad de v es el conjunto {u € V(D) | (v,u) € F(D)}, que denotare-
mos por ' (v). La vecindad de v es el conjunto I'(v) = I'"(v) U T"(v). El ingrado de v es
IT'~(v)], denotado por 0~ (v), el ezgrado de v es |I'"(v)|, denotado por 6% (v), y el grado de v es
IT~(v)] + |T*(v)|, denotado por §(v).

Llamaremos a 67(D) = min{6"(z) | x € V(D)} y a 6 (D) = min{d~(z) | € V(D)},
el exgrado minimo de D y el ingrado minimo de D, respectivamente. También definimos
AT(D) = max{é"(z) | 2 € V(D)} y A~ (D) = max{o~(z) | x € V(D)}, como el exgrado
maximo de D y y el ingrado maximo de D, respectivamente.

Diremos que un vértice x € V(D) es un pozo si 67 (z) = 0, o bien z es fuente si 0~ (z) = 0,
y en el caso que x sea pozo y fuente le llamaremos vértice aislado.
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Dados A C V(D) y B C V(D), diremos que hay una AB—flecha si existe xt € Ay w € B
tal que (z,w) € F(D).

Un camino dirigido C = (vg, a1, v1,az,...,V5_1,0n, U,) €s una sucesioén alternada de vérti-
ces y flechas tal que a; = (v;_1,v;) para toda i € {1,...,n}. También nos referiremos a C
como (v, V1, ...,V 1,0,) y lo llamaremos un vyv,—camino dirigido. La longitud del camino es

[(C) = n. Diremos que el camino es cerrado si vg = v,. Una trayectoria dirigida es un camino
dirigido que no repite vértices, a la que llamaremos una vyv,—trayectoria dirigida. Un ciclo
dirigido C' es un camino dirigido, de longitud al menos 2, cerrado que repite Unicamente el
primero y el dltimo vértice.

Como podemos ver, por definicién, toda trayectoria dirigida es un camino dirigido pero
al revés no sucede. Sin embargo, al igual que en graficas no dirigidas, todo camino dirigido
contiene una trayectoria dirigida, como lo podemos observar en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1. Todo uv—camino dirigido contiene una uv—trayectoria dirigida, con

u # 0.

Demostracion. Sean D una digréfica, u,v € V(D) y C = (u = x¢,21,...,T, = v) un
uv—camino dirigido. La demostracién se hard por induccién sobre [(C') = n.
Sin =1, entonces C' = (u = xg, 7 = v), por lo que C' es una uv—trayectoria dirigida.
Supongamos que todo uv—camino dirigido de longitud menor a n contiene una uv—trayectoria
dirigida.

Sea C' = (u = xg, Z1, ..., T, = v), un uv—camino dirigido. Tenemos dos casos.

» Si no existen 7,5 € {0,1,...,n} tal que z; = x;, entonces C es una wv—trayectoria
dirigida.

» Si existen 4,5 € {0,1,...,n}, con ¢ # j, tal que z; = z;, entonces consideremos
C" = (u=x0,%1,...,Ti1,T; = Tj,Tjt1,...,Tn = V), €l cual es un uv—camino dirigi-

do de longitud menor a n. Por hipétesis de induccién C’ contiene una uv—trayectoria
dirigida T'. Como T estd contenida en C’ y éste en C, entonces T' esta contenida en C.

]

Dada una digréfica D, para cualquier par de vértices u,v € V(D), la distancia de u a v
estd definida por d(u,v) = min{l(T)| T es una uv —trayectoria dirigida}, si no existe ninguna
uv—trayectoria dirigida entonces definimos d(u,v) = oo. Una observacién importante es que no
siempre d(u,v) = d(v,u).

Consideremos la siguiente digrafica H.
o) us
Uz

Uyg
usg

<

Ug

U0 Ue Us
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Observemos que (ug, 19, ug) es el ciclo més pequeno de H, u; es fuente y ug es un pozo.
Asi como d(uy,us) =4y d(ug,ur) = d(uy, ug) = 00.

Siguiendo con las definiciones, diremos que dos digréficas D y H, son isomorfas, denotado
por D = H | si existe una funcién ¢: V(D) — V(H) biyectiva tal que u alcanza a v en D siy
sélo si ¢(u) alcanza a ¢(v) en H.

Condiremos las siguientes digraficas:

D H'

U3 us

V2 (1 U2 >0 Uyg

U1 Us Uy Us
Observemos que D y H' son isomorfas.

Dada una digrafica D, una m—coloracién de los vértices de D es asignarle a cada vértice
s6lo un color, usando a lo mas m colores. Al conjunto de vértices que tienen asignado el mismo
color le llamaremos clase cromatica. Una observacién importante es que una m—coloracién nos
induce una particién de los vértices en m clases cromdticas. De manera andloga, si { P, ..., P}
es una particion de los vértices en m clases y a los vértices del conjunto P; le asignamos el color
i,coni € {1,...,m}, obtenemos una coloracién de los vértices de D. Por lo que para demostrar
que existe una coloracién en m clases cromaticas, demostraremos que hay una particién de los
vértices de D en m clases.

Hay muchos tipos de digraficas, los torneos son una familia de digraficas que por su estruc-
tura cumplen con muchas propiedades. Un torneo de orden p es una digrafica tal que cualquier
par de vértices comparten exactamente una flecha entre ellos. La idea intuitiva del torneo de
orden p es darle una orientacion a la grafica completa K, en una sola direccién.

Torneo de seis vértices:

(% U3

U1 Uy

Ve Us
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Otro tipo de digraficas son las digraficas completas. Diremos que una digrafica D es completa
si para todo par de vértices x,y € V(D), se tiene que (z,y) € F(D) y (y,x) € F(D). Si el
%

orden de D es n, la denotaremos por K,,.

Ky

Una digrafica D es bipartita si existen dos conjuntos, distintos del vacio, Vi yv Vs, que
llamaremos clases, tal que:

1. ViUV, = V(D).
2. VNV =0.
3. Si (z,y) € F(D), entonces se tiene que x € Vi yy € Vo obieny € Vi y x € Vs,

Si ademés para todo par de vértices x,y € V(D) en diferentes clases, tenemos que (z,y) € F(D)
%

y (y,z) € F(D), la llamaremos bipartita completa, que denotaremos por K, s, donde r = |V]]
y s =|Val.

=
Ko 3
U3
U1
V4
V2
Vs

De la misma manera, decimos que una digrafica es s—partita, con s € IN, 3 < s, si existen
s conjuntos {Vi,..., Vi} distintos del vacio, tales que:

2. ViNnV; =0 paratodai #j,i,j € {1,...,s}.

3. Si(z,y) € F(D), entonces se tiene que x € V; y y € V; o se tiene que y € V; y € V; con
i£7,0,7€{l,...,s}.
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Dada D una digréfica, definimos a la digrafica dual de D, denotada por lN), como la digrafica
resultante de cambiarle la direccién a todas las flechas de D.

Si una digréfica D es tal que todo par u,v € V(D) existe un uv—camino dirigido y un
vu—camino dirigido, entonces llamaremos a D fuertemente conexa.

Como ya hemos observado, toda trayectoria dirigida es un camino dirigido y por la Pro-
posicién 1.2.1 todo camino dirigido contiene una trayectoria dirigida, por lo que la definicién
anterior es analoga a pedir que haya una uv—trayectoria dirigida y una vu—trayectoria dirigida.

Hay digraficas que no son fuertemente conexas, y con base en la definicién anterior, tenemos
que una componente fuerte de una digrafica D, es una subdigrafica inducida de D tal que es
fuertemente conexa y maxima por contenciéon con esta propiedad. De esta manera, podemos
inducir una particiéon de los vértices de D en componentes fuertes.

A partir de lo anterior, dada una digrafica D con {Ds,..., Dy} sus componentes fuertes,
podemos definir a la digrafica de condensacién, que denotaremos con D*, como la digréafica tal
que V(D*) = {vy,..., v}y (v;,v;) € F(D*) siy sélo si existe la D; D;—flecha en D. Observemos
que si D es fuertemente conexa, entonces D* es un solo vértice.

Diremos que D; es una componente fuerte terminal si §}.(v;) = 0, andlogamente si
dp«(v;) = 0 la llamaremos componente fuerte inicial.

Proposicién 1.2.2. Si D es una digrdfica, entonces su digrdfica de condensacion es aciclica.

Demostracion. Supongamos que D* tiene un ciclo dirigido v* = (v, ..., v;, 1), entonces para
cada ¢ (mod 1) con ¢ € {0,1,...,1}, existe un vértice z; € V(D;) y otro y;11 € V(D;41) tal que
(i, yi41) € F(D). Por otro lado, como z;,y; € V(D;) y D; es una subdigrafica D fuertemente
conexa, existe (x;, w;1,...,W;,,,Yy;) una y,x;—trayectoria dirigida en D.

Consideremos al siguiente ciclo dirigido de D:

Y= (y07w0,17 ce awO,T07$07y1;w1,1a cee 7w1,r1x17y27 CI aylywl,lv cee 7wl,T17$l7y0)'

En particular, si ¢ = 1 tenemos que existe la yox;—trayectoria dirigida y la ziy,—trayectoria
dirigida por lo que x; y y2 estan en la misma componente fuerte lo que es una contradiccién pues
por definicién x; € V(Dy) y yo € V(D3). Por lo tanto no existe v*, es decir, D* es aciclica. [

Corolario 1.2.1. Toda digrdfica tiene una componente fuerte terminal y una inicial.

Demostracion. Sea D una digrafica y D* su digrafica de condensacién. Consideremos
T = (vy,...,v;) una trayectoria dirigida de longitud méxima en D*. Afirmamos que &}, (v;) = 0.
Supongamos que no, es decir, existe un x € V(D*) tal que (v, z) € F(D*). Como T es de lon-
gitud méxima x = v;, es decir, z € V(T'), pues si no (vq, ..., v, z) serfa una trayectoria dirigida
de longitud mayor, pero (z = v, v;y1,...,0;,2) es un ciclo dirigido en D*, lo que es una con-
tradiccién. Por lo tanto, 6}.(v;) = 0, por lo que D; es una componente fuerte terminal.

La demostracion de que D; es una componente fuerte inicial, es completamente analoga,
usando la digrafica dual. O

Observacion 1.2.1. Si un vértice x estd en una componente fuerte terminal, entonces su
exvecindad queda contenida en dicha componente, es decir, si x € V(D;) tal que D; es una
componente fuerte terminal, entonces T'},(z) C V(D).
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Diremos que una digréfica D es transitiva si para todos los vértices x,y, z € V(D) tales que
(x,y), (y,2) € F(D), entonces (z,z) € F(D).

Proposiciéon 1.2.3. S5i D es una digrdfica transitiva y fuertemente conexa, entonces D es
completa.

Demostracion. Si D es un tinico vértice, entonces D es completa. Si tiene dos vértices, como D es

fuertemente conexa, entonces D = I};. Supongamos que |V (D)| > 3. Sean z,y € V(D), demos-
traremos que (z,y) € F(D) y (y,z) € F(D). Consideremos (x vy, ..., v, y) una ry—trayectoria
dirigida, que existe pues D es fuertemente conexa. Notemos que (z,v1), (vi,v9) € F(D), co-
mo D es transitiva (z,v2) € F(D), junto con el hecho de que (vqe,v3) € F(D), tenemos que
(x,v3) € F(D). Con el mismo razonamiento llegamos a que (z,v,) € F(D), entonces como
(vr,y) € F(D) tenemos que (z,y) € F(D). Por otro lado, por ser D fuertemente conexa sabe-
mos que existe una yxr—trayectoria dirigida. Procediendo de la misma manera obtenemos que
(y,z) € F(D). Por lo tanto, D es una digrafica completa. O

Corolario 1.2.2. Sean D una digrdifica transitiva y D1, ..., Dy sus componentes fuertes. Si
y e V(D) yx e V(D;) tal que (z,y) € F(D), entonces (z,w) € F(D) para todo z € V(D;) y
todo w € V(D;).

Demostracion. Sean x,z € V(D;) y w,y € V(D;). Primero observemos que como D; es transi-
tiva y fuertemente conexa, entonces por la proposicién 1.2.3 (z,z) € F(D), andlogamente como
D; es fuertemente conexa y transitiva, (y,w) € F(D).

Del hecho de que D es transitiva se sigue que:

» Como (z,y), (y,w) € F(D), entonces (z,w) € F(D) para todo w € V(D).

» Como (z,z),(z,w) € F(D), entonces (z,w) € F(D) para todo w € V(D;) y todo

]

El corolario anterior nos dice que si hay flecha de un vértice a otro que esta en otra compo-
nente, entonces todo vértice en la misma componente manda flecha a todos los vértices de la
otra componente, asi podemos llegar al siguiente corolario.

Corolario 1.2.3. Si D es una digrdfica transitiva y x € V(D;) donde D; es una componente
fuerte, no terminal, entonces existe w € I't(z) tal que w € V(D;) con D; una componente
fuerte terminal.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva y z € V(D;) donde D; es una componente fuerte,
no terminal. Sea T" = (z,xy,...,2,) una trayectoria dirigida de longitud méxima desde z.
Procediendo como en la prueba de la proposicién 1.2.3 (x, x;) € F(D) paratodai € {1,...,x,},
en particular para x,,.

Afirmamos que z,, estd en una componente fuerte final de D. Sabemos que z,, € D; con D,
componente fuerte de D. Observemos que al ser T méxima I'*(z,,) C V(T'). Sea z; el primer
vértice que aparece en T tal que (z,,,z;) € F(D), por lo que el ciclo dirigido (x;, it1, . . ., T, x;)
nos dice que =, € V(D;) para todo s € {4,7 + 1,...,n}. Supongamos que D; no es terminal,
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entonces 05. (v;) > 1, por lo que existe vy € V(D*), v; # vy, tal que (vj,v;) € F(D*). Entonces
por la definiciéon de D* y por el Corolario 1.2.2 existe y € V(Dy) tal que (z,,y) € F(D), y
como ' (z,,) C V(T), entonces y = x5 con s € {i,i+1,...,n—1}, es decir, y € V(D;), lo que
es una contradiccién pues y € Dy, # D;. Por lo tanto, D; es una componente fuerte terminal y
x, € TF(2). O

Juntando ambos corolarios, obtenemos que todo vértice manda flecha a todos los vértices
de al menos una componente fuerte terminal.

1.3. Conjuntos absorbentes

En esta seccién hablaremos de los conjuntos de vértices en los cuales esta centrado este
trabajo. Los conjuntos absorbentes.

Definicién 1.3.1. Sea D una digrifica, A C V(D) es conjunto absorbente si todo vértice fuera
del conjunto A alcanza al menos a un vértice de A, es decir, para todo v € V(D) — A existe
u € A tal que (v,u) € F(D).

Sea A el conjunto cuyos elementos son los conjuntos absorbentes de D. La primera obser-
vacién es que V(D) € A. Ademédssi A€ Ay A C A’ entonces A" € A.

Definiciéon 1.3.2. El numero de absorbencia de D es el minimo de las cardinalidades de los
conjuntos absorbentes, es decir:

B(D) = min{|A| | A € A}
Observemos el siguiente ejemplo:

Estaciones de radar. Se tiene una serie de puntos estratégicos xy, xa, 3, T4 ¥ x5, llamados
células, en las cuales se puede poner un radar, el cual puede mantener bajo vigilancia a las

otras células.
Ty T

va
&)

xs3

T2 Ty

El radar en la célula x4 puede estudiar a las células x1, xo y 3, como se muestra en la
digrafica. Del mismo modo, el radar en la célula x5 puede examinar a las células x3 y x5. ;Cual
es el minimo nimero de estaciones de radar necesarios para examinar todas las células?

El problema se puede resolver estudiando a la digrafica anterior, que modela el problema,
y encontrando su ntmero de absorbencia. Notemos que no hay ningun vértice que absorba a
todos los demds. Por otro lado, {zs, x4} es un conjunto absorbente. Por lo tanto S(D) = 2, es
decir, se necesitan dos estaciones de radar para poder estudiar a todas las células.
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Definicién 1.3.3. Sea D una digrifica, B C V(D) es un conjunto absorbente total si todo
vértice de D alcanza al menos a un vértice de B, es decir, para todo v € V(D) existe u € B tal
que (v,u) € F(D).

Ahora demostraremos algunos resultados béasicos del niimero de absorbencia en una digrafi-
ca.

Proposicién 1.3.1. Sea D una digrdfica, de orden p y tamano q, entonces

p—q<pB(D).

Demostracion. Sea A un conjunto absorbente tal que |A| = (D). Notemos que cada vértice
que esta fuera de A manda al menos una flecha a A. Por lo tanto:

V(D) - Al=p—[Al <q

Se tiene que
BD)=[Alzp—q

Un acercamiento hacia el niimero de absorbencia seria el siguiente.

Proposicion 1.3.2. Sea D una digrdfica de orden p, entonces
B(D)<p—AT(D)
Demostracion. Sea xy € V(D) tal que 6~ (z9) = A~ (D), y tomemos al conjunto
A=V(D)—-T"(xg)
Por construccién sabemos que es un conjunto absorbente, entonces por definicién de 5(D)
BD) <Al =p— T (xo)| = p— A™(D).
O

Definicién 1.3.4. Un conjunto I C V(D) es independiente si todo par de vértices de I no son
adyacentes, es decir, para todo x,y € I se tiene que (z,y) ¢ F(D) y (y,z) ¢ F(D).

Notemos que todas las digraficas tienen al menos un conjunto independiente, pues como
V(D) # 0 existe al menos un vértice y el conjunto formado por un solo vértice es un conjunto
independiente.

Con la definicién de conjuntos independientes y de conjuntos absorbentes podemos combi-
narlos para dar paso al siguiente tipo de conjuntos.

Definicién 1.3.5. Un conjunto N C V(D) es nicleo de D si y sdlo si N es un conjunto
absorbente e independiente.

El concepto de nicleo, fue introducido por Von Neumanny Morgenstern [21] en 1994, bajo
el nombre de solucion, para resolver problemas en Teoria de Juegos.
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A partir de este concepto, una pregunta natural seria: ; Todas las digraficas tienen ntcleo?,
la respuesta es: no.
Consideremos a Cj, el ciclo dirigido de tres vértices.

V2

U1 U3

Observemos que C3 no tiene ntcleo pues cualquier par de vértices son adyacentes, entonces
si tuviera ntcleo seria un vértice, pero si v; fuera nicleo, notemos que v;;1 no es absorbido,
tomando a 7 € Zs

Por lo tanto la siguiente pregunta seria, jsi D tiene nicleo, entonces tendrd mas de uno?,
la respuesta, en algunos casos, es si.

Consideremos a Cy, el ciclo dirigido de cuatro vértices.

(%
U3

U1
U4

Es facil ver que los conjuntos {vy, v3} v {ve,v4} son niicleos de Cy, y que evidentemente son
distintos.

A continuacién demostraremos algunos resultados sobre propiedades de los nicleos, otros
simplemente los mencionaremos, asi como condiciones para la existencia de éstos.

Proposicién 1.3.3. Si N es un nucleo de D, entonces N es un conjunto independiente mdzimo
y absorbente minimo, por contencion.

Demostracion. Sea N un nicleo de D. Notemos que si v ¢ N, entonces existe la vN — flecha,
por lo que N U {v} no puede ser independiente. Por lo tanto N es independiente méximo.

Sea u € N, tomemos T' = N — u, como N es independiente, entonces no existe ninguna
uT'— flecha, por lo tanto 1" no es absorbente, es decir, N es un conjunto absorbente minimo. []

Teorema 1.3.1. [3/ Si D es una digrdfica sin ciclos, entonces D tiene un unico nicleo.

Teorema 1.3.2 (Richardson). [18/ Si D es una digrdfica sin ciclos impares, entonces D tiene
al menos un nicleo.

Como se puede ver en los resultados dados, no siempre es posible encontrar un nicleo en
una digrafica y las condiciones que se piden suelen ser muy fuertes. Por otro lado, un concepto
que se ha trabajado y que vincula el concepto de independencia y un tipo de absorbencia es el
concepto de cuasintcleo.
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Definicién 1.3.6. Decimos que A C V(D) es un cuasinicleo si y sélo si A cumple las siguientes
propiedades:

1. A es independiente.

2. Para todo x € V(D) — A existe una trayectoria dirigida de longitud menor o igual a dos
de x a A.

Cuando un conjunto A cumpla la segunda condicion diremos que cuasiabsorbe a D — A.
Proposicion 1.3.4. Toda digrdfica tiene cuasinicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica. La demostraciéon se hara por induccion sobre el orden de
D. Si |V(D)| = 1, entonces su tnico vértice es cuasintcleo.

Supongamos que toda digrafica D’ de orden p’ < n tiene un cuasinticleo. Supongamos que
|[V(D)| =n, sea x € V(D) tal que I'" (z) U{z} # V(D), si no existe, {x} es cuasinticleo de D.
Consideremos D' = D — (I'" () U{z}), notemos que |V (D’)| < n— 1, entonces por hipétesis de
induccién D’ tiene un cuasinticleo Q. Observemos que @@ C V(D) C V(D). Ahora nos fijamos
en D, teniendo los siguientes dos casos:

Caso 1: x no es adyacente a ningtin vértice de (). Tomemos @' = Q U {x}, afirmamos que
Q' es cuasinticleo de D. Notemos que al ser () independiente y no existir la Q) — flecha ni
la Qz — flecha, entonces @ es independiente. Sea y € V(D) — @', si y € V(D'), entonces @
cuasiabsorbe a y, siy € V(D) —(V(D")U{x}), es decir, y € I'"(x), entonces x € @' cuasiabsorbe
a y. Por lo tanto (' es cuasiabsorbente e independiente, por ende cuasinicleo de D.

Caso 2: Si existe la zQ)— flecha, afirmamos que () es cuasinicleo de D, pues al ser cuasinicleo
de D' es independiente y cuasiabsorbe a V(D') — @), ademds, en D, absorbe a x y por ende
cuasiabsorbe a I'(z).

Por lo tanto D tiene cuasintcleo. O

Observemos que este tipo de conjuntos guardan una relacién con los nicleos.
Proposicién 1.3.5. Todo nicleo es un cuasinicleo.

Demostracion. Sea N un ntcleo de D, notemos que por definicién N es independiente. Ademas
como es absorbente, se tiene que para todo v € V(D) — N existe la vN — flecha, es decir,
existe una trayectoria dirigida de longitud menor o igual a dos de v a N. Por lo tanto, N es
cuasinicleo de D. O

Notemos que el regreso no es cierto, recordemos a Cj:

(%

U1 U3

Como ya habiamos visto no tiene nicleo, sin embargo, es facil de verificar que cada vértice
es un cuasintcleo de Cj.
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Por 1ltimo, podemos definir los siguientes tipos de conjuntos de una digrafica. Sean k y [
dos nuimeros naturales, tal que k > 2y [ > 1.

Definicién 1.3.7. Un conjunto A C V(D) es k—independiente en D si para todo par de vértices
z,y €A, dz,y) >k ydly,z) > k.

Definicién 1.3.8. Un conjunto A C V(D) es l—absorbente en D si para todo vértice
r e V(D) — A existey € A tal que d(z,y) <.

Con base en estas nuevas definiciones, se puede definir un concepto que generaliza a los
nicleos, los (k,[)—ntcleos.

Definicién 1.3.9. Un conjunto N C V(D) es un (k,l)—nicleo de D si y sdlo si N es un
conjunto k—independiente y [—absorbente.

Notemos que un (2, 1)—nrcleo es un nicleo de D, pues es un conjunto en el cual sus vértices
estan a distancia al menos dos y los vértices fuera del conjunto estan a distancia uno.
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Capitulo 2

Historia y Resultados Previos

En el capitulo anterior definimos lo que es un conjunto dominante en una grafica y que es
una m—coloracion. Como ya observamos una m—coloraciéon de una grafica G, nos induce una
particién de sus vértices en clases crométicas.

Uniendo los conceptos de conjuntos dominantes y coloracion, podemos preguntarnos si exis-
te una coloracion tal que cada clase cromatica sea un conjunto dominante. La idea de encontrar
una coloracion con la mayor cantidad de clases cromaticas, tal que cada clase sea un conjunto
dominante, fue introducida por E. J. Cockayne y por S. T. Hedetniemi en [6] y en [5] como
el domatic number. Domatic es una palabra inventada en inglés, que mezcla las palabras do-
minating y chromatic, es decir, combina los conceptos de dominacién con el de coloracion en
graficas.

En este capitulo se da una resena historica del nimero domatico de una grafica, del cual
mencionaremos algunos de los resultados trabajados principalmente por Bohdan Zelinka en [26],
que van desde cotas hasta ejemplos particulares de familias de graficas, dando una idea de como
se ha abordado este tema en graficas.

2.1. Numero Domatico

La mayoria de los resultados de este capitulo se encuentran en la tesis doctoral de Bohdan
Zelinka [26], también fueron dados a conocer en su lectura en el Simposio de Teoria de Gréficas
de 1990, realizado en la ciudad de Prachatice, Reptblica Checa.

Definimos una coloracion domdtica como una coloracion de los vértices de una grafica G
tal que cada clase cromética es un conjunto dominante. Como ya hemos dicho, las clases estas
coloraciones inducen una particiéon en conjuntos dominantes y viceversa. Entonces el niimero
domatico de G se define como:

d(G) = max{|P| | P es una particiéon domatica de G}.

Por otro lado, el concepto de niumero domdatico total fue introducido por E. J. Cockayne, S.
T. Hedetniemi y R. M. Dawes en [7] basdndose en el concepto de conjunto dominante total,
es decir, cada clase de la particion debe de ser un conjunto dominante total, denotado por
d,(G). Observemos que ambos conceptos son muy parecidos, por lo que muchas propiedades
son andlogas y por si fuera poco se tiene la siguiente desigualdad d,(G) < d(G), pues si un

21



conjunto es dominante total, entonces también es un conjunto dominante.

Los primeros acercamientos que se tuvieron estan relacionados con las cardinalidades mini-
mas de los conjuntos de corte por vértices y de aristas de una grafica GG, denotados por k(G)
y A(G), respectivamente. Se observé que una gréfica que consiste en dos graficas completas de
s vértices cada una y que ademés comparten r vértices, claramente con r < s, se tiene que

k(G) =1y d(G) =s.

Teorema 2.1.1. [31] Sir y s son dos enteros positivos con r < s, entonces eziste una grdfica

G tal que K(G) =r y 4(G) = s.

Como en el ejemplo anterior, también se observd que una grafica que consta de dos gréficas
completas de s vértices cada una, ajenas, que son unidas por r aristas cumple que \(G) =ry
d(G) = s. Encontrando su justificacién con el siguiente teorema.

Teorema 2.1.2. [31] Sir y s dos enteros positivos con r < s, entonces existe una grdfica G
tal que A\(G) =r y d(G) = s.

Teorema 2.1.3. [31] Sea h un entero positivo, entonces existe una grdfica G tal que

R(G) = d(G) = MG) = 4(G) = h.

Los siguientes resultados empiezan a dar cotas al nimero domético, relacionandolos con el
orden y con el grado minimo de la grafica.

El siguiente teorema se trabajara en digraficas en el siguiente capitulo, donde se usaran
conceptos analogos, como es el exgrado minimo.

Teorema 2.1.4. [22] Para toda grdfica G de orden p, se tiene que

d(G) = p/(p = 0(G))].

Teorema 2.1.5. [28] Para toda grdfica G de orden p, se tiene que

d,(G) = [p/(p = 0(G))].

Anos después, en 1994 Zelika [29] comenzé a trabajar con el nimero domético total, y
obtuvo los siguientes resultados, todos ellos en graficas.

Teorema 2.1.6. Si G es una grdfica sin vértices aislados, entonces
4,(G) < [p/2]
. . . : . L,
Donde el minimo niumero de aristas de G para los cuales se puede cumplir la igualdad es Zp

1
para p par y Z—L(p2 — 1) para p impar.

Una nueva cota que compara al nimero domatico y al nimero domatico total de una grafica,
siempre que no haya vértices aislados, es la siguiente:

Teorema 2.1.7. St G es una grdfica sin vértices aislados, entonces
Ld(G)/2] < di(G) < d(G).
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La prueba del teorema anterior esta basada en el hecho de que cada conjunto dominante
total es un conjunto dominante, y del hecho que la unién de dos conjuntos dominantes ajenos
es un conjunto dominante total. Ademds es una cota justa pues d,(K,) = |d(K,)/2] vy, por
otro lado, d,(K,,) = d(Knn).

El siguiente resultado relaciona el nimero domatico de una gréfica con el producto cartesiano
de dos gréficas especificas.

Teorema 2.1.8. St G es una grdfica sin vértices aislados, entonces

d,(G x K3) < d(G).

A partir de aqui empiezan a aparecer resultados para tipos de graficas muy particulares
como son las llamadas ruedas.

Teorema 2.1.9. Para cada rueda W, se tiene que q,(W,) = 2.

Otro tipo particular de graficas con las que se han trabajado son los n — cubos, denotados
por @y, se trabajaron en [26] y [23], donde se produjeron los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.10. St k es un entero positivo, entonces tanto Qqox_y como Qqx tienen numero
domdtico igual a 2F.

Una gréfica es llamada totalmente domdtica completa, si su nimero domético total es exac-
tamente igual al grado minimo. Anédlogamente es domdtica completa, si su nimero domatico es
exactamente igual al grado minimo.

Teorema 2.1.11. Si k es un entero positivo, entonces la grifica de Qqr tiene niumero domdtico
total igual a 2% y es totalmente domdtica completa.

Como nos podemos dar cuenta, en este punto comienzan a surgir nuevos conceptos y nuevas
generalizaciones, cuyos resultados empiezan a ser mucho mas especificos.

Es facil ver, que si a una gréafica G le borramos una arista, tanto el nimero domatico como
el nimero domético total disminuyen en uno o se queda igual. Por lo que diremos que G es una
grafica domadtica critica si la gréfica resultante de borrar cualquier arista de GG, tiene ntimero
domético méas chico que el de G. De la misma manera si el nimero domatico total baja, la
llamaremos domadtica critica total.

A continuacién se describira la estructura de una grafica domatica critica, a partir de su
nimero domatico.
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Teorema 2.1.12. [24] Sea G una grdfica domdtica critica con d(G) = t, entonces V(G) es
la union de Vi, Vs, ..., V;, donde los V; son conjuntos ajenos dos a dos con i € {1,...,t}, con
la propiedad de que cualquier par de distintos numeros i,j € {1,...,t} la subgrdfica G;; de
G, inducida por el conjunto V; UVj, es una grdfica bipartita, donde todas las componentes son
estrellas, es decir, todas las componentes son de la forma K donde k4 1 es el orden de la
componente.

A una gréfica G la llamaremos domdticamente completa si cumple que d(G) = 6(G) + 1.

Teorema 2.1.13. [26] G es una grifica domdticamente completa, reqular de grado t, con
d(G) =t si y sdlo si su orden p, es un entero multiplo de t, G es domdtica critica y su conjunto
de vértices V(Q) es la union de Vi, Vs, ... V;, donde los V; son conjuntos ajenos dos a dos con
i€{l,...,t}, de cardinalidades p/t, con la propiedad de que para cada par de distintos nimeros
i,j €{1,...,t} la subgrifica G;; de G, inducida por V; UV; es reqular de grado uno.

En el siguiente capitulo definiremos conceptos que son analogos a los trabajados en los dos
teoremas anteriores. Con estos conceptos podremos obtener un resultado que vincula la estruc-
tura de las digraficas que poseen dichas propiedades.

A partir de aqui surgen nuevas generalizaciones de este nimero, donde se cambia la distan-
cia a la que absorben, a los demés vértices.

El concepto de k-dominacion fue introducido por M. Borowiecki y por M. Kuzak [4]. Sea
G una grafica y k un entero positivo, S es un conjunto k — dominante, si para cada v €
V(D) — S existe un y € S tal que d(z,y) < k. Bajo este concepto se defini6 la siguiente
generalizaciéon del nimero domético. Una coloracion k-domadtica de los vértices de GG, es una
coloracion de V(G) donde las clases cromdticas son conjuntos k — dominantes. Anédlogamente
a las coloraciones domaticas, las clases cromaéticas de una coloracion k—domaticas inducen
particién en conjuntos k—dominantes, a dichas particiones las llamaremos k—domatica. Al
max{|P| | P es una paritcién k-domatica de G} lo llamaremos nimero k-domdtico, denotado
por d*(G). Notemos que si k = 1 tenemos que d(G) = d*(G).

Resultados bésicos acerca de estas nuevas coloraciones son:

Teorema 2.1.14. [27] Sean k y | dos enteros positivos, k < I. Si G una grdfica, entonces

d"(G) < d'(G).

Teorema 2.1.15. [27] Si G es una grdfica de orden p y diam(G), entonces d"(G) = p para
k > diam(G).

Teorema 2.1.16. [27] Si G es una grdfica y G' una subgrdfica generadora de G, entonces
d'(G) = d'(@).

Teorema 2.1.17. [27] Si G es una grafica conexa de orden p y k un entero positivo, entonces

dk(G) > min{n, k + 1}.

La cota del teorema anterior es una cota justa pues si tomamos a G como una trayectoria
de longitud n, entonces d*(D) = min{n, k + 1}.
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Otra de las preguntas que salta a la vista es si existe una familia de graficas tal que cumplan
con tener todos los valores intermedios de d¥(G). La respuesta es si y la podemos ver plasmada
en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.18. [27] Sean k y p dos enteros positivos tal que 2 > k > p, entonces para cada
entero h tal que k 4+ 1 > h > n, existe una grdfica Gy, con p vértices tal que d"(Gp) = h.

Otro concepto andlogo al ntimero domatico, que tiene su raiz en la dominacién por aris-
tas, estudiado en [16] es el de nidmero domdtico por aristas de una gréfica. Un conjunto
A C A(G) es dominante por aristas si para todo v € V(G) — A existe una arista a € A,
tal que v es un extremo de a. Una coloracion dominante por aristas de GG, es una colora-
cién de A(G), donde cada clase cromdtica es un conjunto dominante por aristas en G. Al
max{|P| | P es una particién que induce una coloracién dominante por aristas de G} lo lla-
maremos nimero domdtico por aristas denotado por d'(G).

La mayor parte de los resultados sobre el niimero domético por aristas estan dados para
graficas muy particulares, como se puede ver a continuacion.

Teorema 2.1.19. [25] Si K,, con n > 2, es la grdfica completa de orden p, entonces
d(K,) =p—1sipesparyd (K, =p sip es impar.

Teorema 2.1.20. [25] Si K, s es una grdfica bipartita completa, entonces

d(K,s) = maz{r,s}.
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Capitulo 3

Numero Semidominante Coloreable

En el capitulo anterior hablamos de coloraciones de una grafica, donde cada clase cromatica
es un conjunto dominante. Nos preguntamos si se puede encontrar una coloracién para una
digrafica, donde cada clase de color cumpla con alguna propiedad que sea andloga a un conjunto
dominante, y la respuesta es si, podemos dar una coloracién donde cada clase es un conjunto
absorbente o semidominante interior, por lo que en este capitulo hablaremos de coloraciones
donde cada clase cromatica es un conjunto semidominante interior. Aunado a esto, podremos
definir al nimero semidominante coloreable de una digréfica, concepto introducido por Zelinka
en 1984 [30]. En las demostraciones, se usan las técnicas que se han trabajado en ntcleos,
por lo que dentro de éstas nos referiremos a ellos como conjuntos absorbentes. Sin embargo,
para mantener la idea, derivada de gréficas, de las coloraciones domaticas, en los resultados los
llamaremos semidominantes interiores.

En este capitulo se calcula el nimero semidominante coloreable para digraficas especificas,
como las digraficas completas, ciclos dirigidos, digraficas transitivas y digraficas bipartitas.
También se presentan resultados dados por Zelinka en [30], como la construccién de un torneo
que tenga ntimero semidominante coloreable interior y exterior ya dados. Ademas se demuestran
teoremas analogos a los vistos en el segundo capitulo, ahora en digraficas. En la 1ltima seccién
se introducen conceptos nuevos, analogos a los vistos en graficas, como el de una digrdifica
semidominante interior critica, de la cual se da una caracterizacion.

3.1. Definiciones

Sea D una digréfica, un subconjunto A de V(D) es un conjunto semidominante interior o
absorbente de D, si para cada vértice x € V(D) — A existe un vértice y € A tal que la flecha
(x,y) estd en F(D). Andlogamente un subconjunto B de V(D) es un conjunto semidominante
exterior de D, si para cada vértice x € V(D) — B existe un vértice y € B tal que la flecha (y, )
estd en F'(D). Si un conjunto es semidominante interior y semidominante exterior diremos que
es dominante.

Una coloracion semidominante intertor de D, como su nombre lo dice, es una coloracion de
V (D), tal que cada clase cromatica es un conjunto semidominante interior de D. De la misma
manera, una coloracion semidominante coloreable exterior de D, es una coloraciéon de V (D),
tal que cada clase cromatica es un conjunto semidominante exterior de D.

A partir de lo anterior, definimos al nimero semidominante coloreable interior de D como
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el maximo de clases cromaticas de una coloracién semidominante coloreable interior de D,
denotada por d (D).

Anélogamente, definimos al nimero semidominante coloreable exterior de D como el méxi-
mo de clases de una coloracién semidominante exterior de D, denotada por d" (D).

Notemos que tanto d (D) como d*(D) estdn bien definidos, pues para toda digrafica
d (D) > 1yd* (D) > 1, ya que asignarle el mismo color a todos los vértices es una 1—coloracién
domatica de los vértices de D. Donde la tnica clase cromdtica es V(D) y cumple con ser un
conjunto semidominante interior y semidominante exterior, a esta coloracién la llamaremos tri-
vial.

Por definicion, las clases cromaticas de una coloracién semidominante coloreable interior
(exterior) inducen una particién de los vértices en conjuntos semidominantes interiores (exte-
riores), y viceversa. A estas particiones las llamaremos semidominantes interiores. Notemos que
una particién de los vértices induce una coloracién semidominante coloreable interior (exterior)
si y s6lo si cada clase de la particién es un conjunto semidominante interior (exterior) de D.
Por lo que podemos volver a definir al nimero semidominante coloreable interior de D como:

d (D) = max{|P| | P es una particién semidominante interior de D}.

Analogamente, el nimero semidominante coloreable exterior de D es:

d" (D) = méx{|P| | P es una particién semidominante exterior de D}.

Recordemos que dada una digrafica D, la digrafica dual de D, denotada por IN), es la digrafica
resultante de cambiarle la direccién a todas las flechas de D. De lo que se sigue que si v € V(D)

y S C V(D) tal que existe la vS — flecha, entonces en D existe la Sv — flecha. Por lo que si un
conjunto es semidominante interior en D, entonces dicho conjunto es semidominante exterior

en D. N N
De lo anterior, tenemos que si d_ (D) = ny d (D) = m, entonces d (D) = ny d (D) = m.

3.2. Numero Semidominante Coloreable Interior en las
Digraficas Completas, Bipartitas y Ciclos Dirigidos

En la primera parte de esta seccion nos enfocamos en calcular este niimero semidominante
coloreable interior para algunas familias de digraficas especificas, y una pregunta natural es si
existen digraficas que tengan una coloracién semidominante interior distinta de la trivial. La
respuesta es si. Consideremos a las digréficas completas.

— —
Proposicién 3.2.1. Si K, es una digrdfica completa de orden p, entonces d (K,) = p.

— —
Demostracion. Sea K, una digrafica completa de orden p, con V(K,) = {vy,vq,...,v,}.
%

—

Observemos que por definiciéon de K, 6 (v;) = p — 1 para todo v; € V(K,). Por lo que
— —

(vj,v;) € F(K,), para todo v; € V(K,) y v; # v;. Es decir, {v;} es un conjunto semidominante
— —

interior de K, para todo v; € K,, coni € {1,...,p}.
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—
Por lo tanto {{vi},...,{v,}} es una coloracién semidominante de K, ademds de ser la
—

coloracién con mas clases, es decir, d (K),) = p. ]

De lo anterior es facil obtener el siguiente lema.

_)
Lema 3.2.1. Si D es una digrdfica de orden p tal que D 2 K, entonces 1 < q (D) < p.

Demostracion. Por definicién, toda digrafica D' de orden p, cumple que 4 (D’) = p si y sélo
si cada vértice es un conjunto semidominante interior de D’.
ﬁ
Como D 2 K, entonces existen z,y € V(D) tal que (z,y) ¢ F(D), lo que implica que {y}
no es un conjunto semidominante interior de D, es decir, d (D) < p. O

N
Consideremos K, donde se puede observar que cada vértice es un conjunto semidominante
interior.

Otras digraficas que tienen una coloracion semidominante interior distinta a la trivial son
los ciclos dirigidos de longitud par.

Proposicién 3.2.2. Si C es un ciclo dirigido de longitud par, entonces d (C) = 2.

Demostracion. Sea C = (vg,v1, ..., Va1, Ve, = Vg) un ciclo dirigido de longitud par.

Consideremos P, = {vy; € V() | i = 2kcon0 < k < n} y
Po={v; € V(C) |i=2k—1conl <k <n}. Comon > 1, es claro que P, # 0, P, # 0,
PINP,=0y PLUP, =V(C), es decir, { P, P»} es una particién de V(C). Demostraremos que
cada uno de los conjuntos es un conjunto semidominante interior de C.

Sea v; € Py, es decir, v; = vg_1, para alguna 1 < k < n. Por definicién de ciclo dirigido
(vor—1,v9) € F(C) con 1 < k < ny vy € Py, por lo que P; es un conjunto semidominante
interior de C.

Sea v; € Py, es decir, v; = v, p
(Vak, Va(rg1y—1) € F(C) con 0 < k < n— 1y Vopqr)—1
semidominante interior de C.

Por lo tanto, {P;, P} induce es una coloracién semidominante interior de C, es decir,
d (C) > 2.

Notemos que para todo vértice de C su exvecindad consta de un solo vértice, por lo que
no puede haber una coloracion con mas de dos clases, tal que cada clase sea semidominante
interior. Lo que implica que d (C) = 2. O

ara alguna 0 < k < n, por definicién de ciclo dirigido
€ P, por lo que P, es un conjunto

En la demostracién de la proposicion anterior podemos observar que por definicion de P;
y P», cada uno es un ntcleo de C, de hecho la prueba es analoga a buscar ntcleos en un ciclo
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dirigido de longitud par, pues en dicha prueba es facil notar que hay dos nicleos que ademas
inducen una coloracion de los vértices de C. Lo anterior se puede ilustrar en el siguiente ciclo

de longitud seis:
V2 U3

U1 V4

Vo Us
Donde P; = {vg,ve,v4} y Po = {v1,v3,05}.

Observemos que de manera natural, si una digrafica tiene una coloracién semidominante
interior distinta de la trivial, podemos encontrar una bicoloracién semidominante interior, al
colorear del mismo color a todos los vértices de todas las clases, excepto a los vértices de una,
como lo podemos observar en el siguiente lema que nos ayudara a garantizar la existencia de
coloraciones semidominantes interiores.

Lema 3.2.2. Si D es una digrdfica con (D) = n conn > 2, entonces existe una bicoloracion
semidominante interior de V(D).

Demostracion. Como d (D) = n > 2, existe {Py, P,, ..., P,} una particién que induce una
n

coloracién semidominante interior de los vértices de D en n clases. Consideremos B = | P;.
i=2

Se propone a {B, P} como una biparticién semidominante interior de V(D). Por definicién,

P, # () para toda 1 <i < n, lo que implica que P, # () y B # (). Como |J P, = V(D) tenemos

=1
que por la definicién de B, P, U B = V(D).
Veamos que P, N B = (). Supongamos que no es cierto, es decir, existe x € P, N B, entonces

n

x € Py y x € B. Por definicién de B tenemos que x € (JP;, es decir, z € P; para alguna
=2

Jj €{2,...,n}, pero eso es una contradicciéon pues P, N P; = {) para toda j € {2,...,n}. Por lo

tanto P, N B = .

Falta ver que cada una de las clases es un conjunto semidominante interior. Sea = € B
entonces © € P; para alguna j € {2,...,n}. Como P; es un conjunto semidominante interior
de D existe y € P, tal que (z,y) € F(D), por lo tanto P, absorbe a B.

Recordemos que P, C B es un conjunto semidominante interior de D, entonces si w € Py,
existe v € P, tal que (w,v) € F(D), por lo tanto B absorbe a P;.

En conclusion, P; con B forma una biparticién semidominante interior de D. O

Lema 3.2.3. Si D es una digrdfica con d*(D) = n, conn > 2, entonces existe una bicoloracion
semidominante exterior de V(D).

La prueba del lema anterior es analoga a la del Lema 3.2.2, considerando a lN?

Corolario 3.2.1. Si D es una digrdfica con un pozo, entonces . (D) = 1.
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Demostracion. Supongamos que d (D) > 1 y D tiene un pozo v, es decir, 67 (v) = 0. Por el
Lema 3.2.2 tenemos que existen P, y P, clases crométicas de una bicoloraciéon semidominante
interior de V(D). Supongamos sin pérdida de generalidad que v € P;, y que P es un conjunto
semidominante interior de D por lo que debe de existir un vértice u € Ps tal que (v,u) € F(D),
lo que es una contradiccion pues v era pozo. Por lo tanto, no existe ningin P, de aqui tenemos
que d (D) = 1. O

Corolario 3.2.2. Si D es una digrdfica con una fuente, entonces (D) = 1.

La demostracion es andloga al corolario anterior usando la digrafica dual.

Estos corolarios, nos dicen que todas las digraficas que tienen pozos (fuentes) no pueden
tener una coloracién semidominante interior (exterior) distinta de la trivial, por lo que nos
preguntamos si todas las digréficas sin pozos tienen una coloraciéon semidominante interior
distinta de la trivial. La respuesta a dicha pregunta es no, para verificarlo consideremos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.1.

T3

X2 Xyg

T Ty

Verifiquemos que D; no tiene una coloracion semidominante interior distinta a la trivial.
Supongamos lo contrario, por lo que por el lema 3.2.2 si existiera dicha coloracién, al me-
nos tenemos una bicoloracién en conjuntos semidominantes interiores. Sea { Py, P»} las clases
cromaticas de dicha coloracién, y supongamos sin pérdida de generalidad que x; € P;; el ca-
so en el que 1 € P, es completamente andlogo. Como P, tiene que absorber a 1, entonces
ro € P, andlogamente P; debe de absorber a s, entonces x3 € P;. Por las mismas razones
x4 € Py y x5 € Py, pero la exvecindad de z5 es {x1} y 21 € Py, por lo que P, no es un conjunto
semidominante interior de D;. Por lo tanto, D; no tiene una coloracion semidominante interior
distinta a la trivial.

Del ejemplo anterior, podemos inferir que ningtn ciclo dirigido de longitud impar la tiene.

Proposicion 3.2.3. Todo ciclo dirigido de longitud impar no tiene una coloracion distinta a
la trivial.

emostracion. Sea C = (xg, X1, ..., Ty, Tant1 = To) un ciclo dirigido de longitud impar. Supon-

D t Sea C 0y L1y -« s Loy Topt 0 lo dirigido de 1 tud S

gamos que tiene una coloracién semidominante interior distinta a la trivial. Por el Lema 3.2.2,

al menos existe una bicoloracién en clases semidominantes interiores. Sean P; y P, las clases de

dicha coloracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que xg € Py, el caso en que xg € P
0 ) 0
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es analogo. Como P; tiene que absorber a g, entonces x; € P», de la misma manera, P; debe
absorber a x1, por lo que x5 € Py, y asi sucesivamente, entonces x9,, € P;, pero el tinico vértice
en la exvecindad de z9, es z9,11 = 29 € P;, entonces P, no es un conjunto semidominante
interior de C. Por lo tanto, C no tiene una coloraciéon semidominante interior distinta de la
trivial, es decir, " (C) = 1. ]

Observemos que la demostracién anterior es completamente igual a buscar nicleo en el
ciclo, por lo que una pregunta valida es si una digrafica no tiene niucleo, entonces su nimero
semidominante coloreable es uno, es decir, no tiene una coloracion semidominante distinta a la
trivial. La respuesta es no, como podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2.
D

€ Ts

Afirmamos que Dj no tiene nicleo. Supongamos que existe N C V(Ds) tal que N es niicleo.
Notemos que como no hay ningun vértice que absorbe a todos los demés, entonces |N| > 2.
Si 26 € N, por la independencia de N, x; ¢ N con i € {1,3,4,5}, pero I'"(x5) = {x1, 24} por
lo que N no es absorbente. Por lo tanto g ¢ N. Como I't(xg) = {x5}, entonces x5 € N, lo
que implica que x4 ¢ Ny x1 ¢ N. Pero I'"(x4) = {26} que no estd en N, por lo que N no es
absorbente, lo que es una contradiccion. Por lo tanto D, no tiene nicleo.

Por otro lado, consideremos P, = {x1, 23,26} v Py = {x2, x4, 25}. Claramente {P;, P»} es
una particién de los vértices de Dy. Como {(x1, z2), (x3,x4), (xg,25)} C F(D3) tenemos que Pp
es un conjunto semidominante interior de Ds. De la misma manera, como
{(z2,x3), (x4, 26), (x5,21)} C F(D2) tenemos que P; es un conjunto semidominante interior
de D,. Por lo tanto D5 tiene una coloracién semidominante interior distinta a la trivial.

Como ya mostramos, hay digraficas que tienen coloraciones semidominantes interiores con
mas de una clase, es decir, con una coloracion distinta de la trivial. Por lo que nos enfocaremos
en encontrar cotas para este nimero. Para algunas digraficas no es tan dificil encontrarlas, por
ejemplo, las digraficas bipartitas.

Notemos que si una digrafica D es bipartita, sin pozos, entonces cada uno de los conjuntos,
de la biparticion, son semidominantes interiores de D, mas atin son ntcleos de D. Lo que nos da
una coloracién semidominante interior distinta de la trivial en dos clases, es decir, " (D) > 2.
Por otra parte, si la biparticiéon de D es {Vi,Vo} vy A C V(D) es un conjunto semidominante
interior de D, tiene dos posibilidades, o ser V; con i € {1,2}, o tener al menos un vértice de
cada particion. De aqui la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.2.4. Si D es una digrdfica bipartita, con biparticion Vi y Vs, tal que |V1| = r,
Vol = s y d” (D) > 2, entonces d_ (D) < min{r,s}.

Demostracion. Sea D una digrafica bipartita, con biparticién V; y Va, tal que |Vi| = ry |Va| = s.
Sid~ =n > 2, entonces existe { P, ... P,} una particiéon semidominante interior de D.
Supongamos que n > min{r, s}, es decir, existe al menos un P; tal que P, C V; 6 P, C V4.
Supongamos sin pérdida de generalidad que P; C V;. Sea z € V;— P, que existe pues d (D) > 2.
Como D es bipartita no existe flecha entre dos vértices de V;, lo que implica que no existe la
xP;—flecha en D, lo que es una contradiccion pues P; es un conjunto absorbente.
Por lo tanto, d” (D) < min{r, s}. O

Observemos que la proposicién anterior no se cumple si d (D) = 2. Podemos considerar a
—

%
la siguiente figura de K, donde se puede observar que d (K 2) = 2 > min{l,2} = 1.
—
Kz

(%

U3
(%1

3.3. Propiedades Basicas y Digraficas Transitivas

En esta seccion hablaremos de propiedades basicas basadas en el nimero semidominante
coloreable interior de una digrafica. Algunos de los resultados los dio Zelinka [30] y otros fueron
trasladados de los teoremas mencionados en el capitulo dos. También diremos cual es el niime-
ro semidominante coloreable interior para las digraficas transitivas. Por 1ltimo se construiran
familias de digraficas con niimero semidominante coloreable dado y conexidad puntual (lineal)
también dada.

Una observacién natural es que si en una digrafica tenemos una coloracion semidominante
interior (exterior) de n clases, entonces cada vértice tiene que mandar una flecha, al menos, a
todas las clases excepto a la que pertenece, es decir, su exgrado es al menos n — 1. Con esta
idea demostraremos el siguiente lema, dado anteriormente por Zelinka [30], el cual nos da una
relacion entre el exgrado y el nimero de clases que podemos obtener.

Lema 3.3.1. [30] Si D es una digrdfica tal que d (D) = n, entonces d_ (D) < o07(D) + 1.

Demostracion. Sin = 1, entonces se puede observar claramente que el resultado es valido. Sea
D una digréfica con " (D) = n > 1. Tomemos {Py, P, ..., P,} una particién semidominante
interior de los vértices de D en n clases.

Sea x € V(D) un vértice cualquiera, entonces tenemos que z € P; para alguna
j € {1,...,n}, como todos los P; son conjuntos semidominantes interiores cada uno debe
de absorber a z, es decir, debe de existir una flecha desde = a cada uno de los P; con @ # 7,
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ie{l,2,...,j—1,j+1,...,n} y como P,NP; =0, entonces 0% (x) > n— 1, y sumando uno de
ambos lados se tiene que d*(z) + 1 > n. Esto pasa para todos los vértices de D, en particular
para el de exgrado minimo, por lo que 67 (D) +1 > n. O

Lema 3.3.2. [30] Si D es una digrdfica tal que 4 (D) = n, entonces (D) <6~ (D) + 1.

La demostracion es andloga al Lema 3.3.1 usando la digrafica dual.

De los lemas anteriores, se deduce que si una digrafica tiene una coloracién distinta a la
trivial, el exgrado minimo tiene que ser mayor o igual a uno, en otras palabras no puede tener
pozos, como ya habiamos demostrado anteriormente.

Como pasa con las graficas, para obtener mejores resultados se empiezan a dar restricciones
a las digraficas para poder acotar el nimero semidominante coloreable interior y exterior. Como
lo podemos observar en el siguiente lema que dio Zelinka.

Lema 3.3.3. [30] Si D es una digrdfica de orden p > 2 tal que para todo par de vértices existe
a lo mas una flecha entre ellos, entonces:

d (D) < [p/2]
d"(D) < [p/2].

Demostracion. Por contradicciéon. Supongamos que d (D) > |p/2]. Como p > 2 tenemos
que d (D) > 1. Ya que d (D) > |p/2] tenemos que para cualquier coloracién semidominante
interior IT de V(D) con d (D) clases cromaticas, al menos una clase consiste en un sélo vértice.
Sea x dicho vértice, entonces por ser un conjunto semidominante interior de D, para toda
y € V(D) — {x} existe la (y,z)—flecha. Ahora al tener d (D) > 1, entonces existe una clase
cromética P tal que x ¢ P, y como es un conjunto semidominante interior de D existe un
vértice v € P tal que (x,v) € F(D), pero eso quiere decir que (v,z), (z,v) € F(D) con lo
que x y v tienen mas de una flecha que los une, lo que es una contradiccion. Por lo tanto,
4 (D) < [p/2).
La demostracién de dd" (D) < |p/2] es andloga a la anterior, usando la digrafica dual.
[

Dada una digrafica D, definimos a la digrafica complemento, denotada por D¢, como la
digréfica tal que V(D) = V(D) y (x,y) € F(D°) siy sélo si (z,y) ¢ F(D).

Con ayuda de esta nueva digrafica podremos demostrar el siguiente lema que es analogo al
Teorema 2.1.4 visto en el capitulo anterior.

Lema 3.3.4. Sv D es una digrdfica de orden p > 2, entonces

lp/(p—67(D)] < d (D).

Demostracion. Sea D una digrafica de orden p > 2. Demostraremos que todo conjunto de
cardinalidad p — 07(D) es un conjunto semidominante interior de D y para eso consideremos
a D°. Observemos que, por definicién de la digréfica complemento, tenemos que AT (D) =
p—0T(D)—1.Sean A C V(D°) tal que |A| =p—06T(D) y x € V(D) — A. Por la observacién
anterior sabemos que d*(z) < AT(D) = p — 6" (D) — 1 < |A]|, lo que implica que existe
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y € A tal que (z,y) ¢ F(D°), entonces por definiciéon de D¢ tenemos que (z,y) € F(D), de
donde se deduce que para todo x € V(D) — A existe la x A—flecha, es decir, A es un conjunto
semidominante interior de D.

Si V(D) = {1, s, ...,2z,} consideremos a los conjuntos:

Po={z;|p—(i—1)0"(D)<j<p—id" (D)} conie{l,...,|p—0"(D)]}.

Notemos que || = p— 3+ (D) sii € {L,...,(lp—*(D)] = )} ¥ [Pysr(py| = p— (D),
por lo que todo P; es distinto del vacio y es un conjunto semidominante interior de D. De donde

se deduce que {Py, P», ..., P_s+(py|} es una particion semidominante interior de D.
Por lo tanto, |p/(p — 67 (D))| < d (D). O

Después de los resultados anteriores, una de las preguntas logicas seria: ;jdados d; y dy siem-
pre puedo encontrar una digrafica D de orden p, que cumpla que
d (D) =d, y 47 (D) = dy?. La respuesta es si, con lo que llegamos al siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. [30] Sean di, dy, dos enteros positivos, entonces existe un torneo T tal que
d (T)=dy y 4" (T) = d.
Demostracion. Para la demostracion nos enfocaremos en tres casos:

Caso 1: Si d; < ds.

Sean U ={w; |i=1,....,do}, V=A{v; |i=1,...,do} y Z={z}. Sea V(I') =UUV U Z.
El conjunto de flechas F'(T") contiene a las flechas: (u;,u;) si i < j, (v;,v5) sii < j, (u;,v;) si
i > 7, (vi,uy) sii> g, (z,0)sii <dy —1, (v;,2) sii > dy, y (u;, 2) para toda 1.

Ahora vamos a probar que d (7)) = d,. Para eso definiremos unos nuevos conjuntos: sean
D ={u;,v;} parai=1,...,dy — 1y D} = {ug,,va,} U Z.

Hay que demostrar que cada uno de los D;" es un conjunto semidominante exterior de T
para toda 7, es decir, que para toda x € V(T) — D algtin elemento de D; le manda flecha a z.

Tomamos un D} = {u;,v;} fijo, con i < dy — 1. Sea x € V(T') — D}, entonces z € D] para
alguna j € {1,2,...,i —1,i+1,...,da}.

Si j < 1, entonces tenemos dos casos:

e Si z = uj,entonces tenemos que existe la flecha (v;, u;) = (v;,x) con v; € Dy
ee Si z = v;, entonces existe la flecha (u;,v;) = (u;, ), con u; € Dj.
Si j > i, entonces tenemos tres casos:
e Si z = uj, entonces existe la flecha (u;,u;) = (u;, ), con u; € D}
ee Si z = v;, entonces existe la flecha (v;,v;) = (v, x), con v; € D
e e e Siz =z, entonces existe la flecha (u;, z = z), con u; € D;".

Uniendo todos los casos tenemos que D) es un conjunto semidominante exterior de T' con
ie{l,...,dy—1}.

Consideremos D:l;. Seax € V(T) — D:l;, entonces r € Dj con j < dy — 1, lo que nos vuelve
a dar dos casos:

. , B N
e Si z = uy, entonces existe la flecha (vg,, u;) = (va,, ), con vg, € Dy, .
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. , _ N
ee Si x = v;, entonces existe la flecha (ugq,,v;) = (ug,, ), con ug, € Dy .

Por lo tanto, Ddt es un conjunto semidominante exterior de 7.
d2
Por otro lado, por definicién de cada D # 0, UD;] = V(T) y D n D} = 0. Lo
i=1

que nos da que {D7,... ,DC};} es una particion semidominante exterior de T, por lo que,
dH(T) > dy. Ademsds, tenemos que d (ug,) = dy — 1 y por el Lema 3.3.1 tenemos que
d"(T) <6 (T) + 1 < dy. Por lo tanto 4 (T) = d.

Ahora hay que demostrar que d (T') = d;. Para eso consideremos a los siguientes conjuntos:

da
sean D; = D parai=1,...,di =1y D; = | D;-r.
Jj=di

Hay que demostrar que cada D, es un conjunto semidominante interior de 7" para toda 1,
es decir, que para toda x € V(T') — D; x manda flecha a algiin elemento de D, , es decir, existe
la xD; — flecha.

Tomemos un D; fijo, con i < d; — 1. Sea x € V(T') — D;,
J# 1.

Si j < 1, entonces tenemos dos casos:

entonces x € D; para alguna

e Si x = u;, entonces existe la flecha (u;,u;) = (x,u;), con u; € D; .
ee Si x = v;, entonces existe la flecha (v;,v;) = (x,v;), con v; € D; .
Si j > ¢ tenemos tres casos:
e Si x = u;, entonces existe la flecha (u;,v;) = (z,v;), con v; € D; .
ee Si z = v;, entonces existe la flecha (v;,u;) = (x,u;), con w; € D; .
eee Six =z entonces existe la flecha (z = x,v;), con v; € D; .
Uniendo todos los casos tenemos que D, es un conjunto semidominante interior de 7' con
ie{l,...,dy —1}.
Consideremos D, y seax € V(T')— D, , entonces x € D;, con j < d; —1, lo que nos vuelve
a dar dos casos:
e Si z = uy, entonces existe la flecha (u;, uq,) = (z,uq,), con ug, € Dy .

ee Si ¥ = v;, entonces existe la flecha (vj,vq,) = (7,04, ), con vg, € Dy .

Por lo tanto D, es un conjunto semidominante interior de 7.

d1

Por otro lado, por definiciéon cada D; # 0, (JD; = V(T), con D; N D; = (), es decir,
i=1

{Dy,..., Dy } es una particién semidominante interior de 7', por lo que d (1) > d;. Por otro

lado tenemos que 7 (z) = d; — 1 y por el Lema 3.3.1 tenemos que d (T) < d;. Por lo tanto
(1_ (T) - dl-

35



Caso 2: Si d; > ds.

Consideramos al torneo dual T, y por el caso anterior tenemos que d (1) = dy y
d"(T) = di.

Caso 3: Sid; = dy

Tomamos Z = (), entonces tomamos D = D; = {u;,v;} con i = 1,...,p/2 y cada

clase de esta particién es un conjunto semidominante interior y semidominante exterior. Como

d (T) >p/2yd"(T) > p/2, entonces por el Lema 3.3.3 obtenemos la igualdad.

Ejemplos del teorema anterior son:

O

Sidy = dy = 3 = p/2, entonces p = 6. Tomemos T}, con conjuntos U = {uy, us, us},
V = {v1,v9,v3} y Z = (), junto con sus clases croméaticas D;" = D; = {u;,v;} con i € {1,2,3}.
Veamos que cada D;” = D; es un conjunto semidominante interior y un subconjunto semi-

dominante exterior.

Tomemos Df = Dy, a ug lo absorbe v; y u; le manda flecha, a ug lo absorbe
manda flecha, a vy lo absorbe u; y v; le manda flecha, finalmente a w3 lo absorbe
manda flecha. Por lo tanto es un conjunto semidominante interior y exterior.

Tomemos Dy = Dy, a uy lo absorbe uy y uy le manda flecha, a us lo absorbe
manda flecha, a v; lo absorbe vy y us le manda flecha, finalmente a v3 lo absorbe
manda flecha. Por lo tanto es un conjunto semidominante interior y exterior.

Tomemos D = Dy, a uy lo absorbe uz y vz le manda flecha, a uy lo absorbe
manda flecha, a v; lo absorbe v3 y u3 le manda flecha, finalmente a v, lo absorbe
manda flecha. Por lo tanto es un conjunto semidominante interior y exterior.

Usando el teorema anterior obtenemos que d.(7T7) = 4 (Ty) = 3.

T
Uy
U3 Uz
4
v
(%) Us
\
U1
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Otro ejemplo seria:

Sidi =2y dy = 3, entonces p = 7. Tomemos Ty con los conjuntos U = {uy,us, us},
V = {v,v,u3} vy Z = {z}, junto con sus subconjuntos semidominantes exteriores:
DY = {ui,v1}, Dy = {us,v2} v Df = {us,vs} U {z}, y sus subconjuntos semidominantes
interiores: D] = {uy,v1} y Dy = {us, us, v, v, 2}.

T
Uy U2 Uy U2
AV AV
> 7
U3 Uz
z z
U1 U1
U3 V2 U3 %

Veamos que D} = {uy,v;} es un conjunto semidominante exterior de Ty. Observamos que
Nt(w) — Df = Aus,uz,2} vy NT(vy) — Df = {wv,vz}, por lo tanto
N (u)UNT(vy) — Df = V(Ty) — Df. Por lo tanto D es un conjunto semidominante exterior
de TQ.

Tomando a D = {ug, vo} veamos que es un conjunto semidominante exterior de Ty. Obser-
vamos que N*t(up) — Dy = {us,vi,2} v Nt(w) — Df = {vs,z,u3}, por lo tanto
NT(ug) UNT(vy) — Df = V(Ty) — Dy . Por lo tanto DJ es un conjunto semidominante exterior
de T5.

Tomando a Dy = {us,vs, 2} veamos que es un conjunto semidominante exterior de Tb.
Observemos que N1 (u3) — D3 = {v1,vo}, N*(v3) — Dy = {uy,us}, NT(w) — Df = {vi,v2} y
NT(z) — D = {v1}, por lo tanto N*(u3) U N*(v3) U Nt (w;) UNT(2) — D =V (Ty) — D5 .
Por lo tanto Dy es un conjunto semidominante exterior de Tb.

Ahora hay que ver que D; = {uj,v1} es un conjunto semidominante interior de 7,. Ob-
servemos que N~ (u;) — Dy = {vg,v3} vy N~ (v1) — D] = {us,us,z}, lo que nos dice que
N~ (u1)UN~(vy) — Dy = V(Ty) — Dy . Por lo tanto Dy es un conjunto semidominante interior
de Tg.

Tomando a D, podemos ver que u; le manda flecha a us y v le manda flecha a vy, por lo
que D, es un conjunto semidominante interior.

Usando el teorema anterior obtenemos que 4 (71) =3 y 4 (Ty) = 2.

Como vimos, ya podemos construir torneos que cumplan tener el nimero semidominante
coloreable interior y exterior tan grande como se quiera, sin embargo, una pregunta que surge
es: jcuando una digrafica tiene una particién distinta a la trivial?, a lo que Zelinka [30] dio la
siguiente caracterizacion.
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Teorema 3.3.2. [30] Sea D una digrdfica. Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
1. D contiene una subdigrdfica generadora Dy tal que es bipartita y no tiene pozos.
2.4 (D) >2.

Demostracion. 1. implica 2.

Supongamos que D tiene una subdigrafica generadora Dy, sin pozos, tal que tiene una bipar-
ticién {Vi, Vo } de sus vértices, de forma que cada flecha de Dy une a dos vértices de diferentes
clases de dicha particién. Como Dy no tiene pozos cada vértice de Vo = V(D) — V; es vértice
inicial de una flecha de Dy, que por hipdtesis tiene su vértice final en V7, por lo tanto, V; es un
conjunto semidominante interior en Djy. Andlogamente, V5 es un conjunto semidominante inte-
rior de Dy. Como Dy era subdigrafica generadora entonces V(D) = V(Dy) lo que nos implica
que {V1,V2} es una biparticiéon semidominante interior de V' (Dy) y por lo tanto de V(D). Por
lo tanto d (D) > 2.

2. implica 1.

Supongamos que d (D) > 2. Entonces por el Lema 3.2.2 existe una coloracién con dos
clases cromaticas Dy y Dy de V(D), tal que cada una es un conjunto semidominante interior.
Definimos Dy como la subdigrafica dada por V(Dy) = V(D) y su conjunto de flechas son todas
las flechas de D que unen a dos vértices de diferentes clases cromaticas, lo que nos dice que
Dy es una subdigrafica bipartita generadora de D. Supongamos que Dy tiene un pozo u, sin
pérdida de generalidad supongamos que u € Dy, entonces no existe ninguna flecha que salga
hacia Dy, es decir, no es absorbido por nadie de Dy, y por lo tanto tampoco es absorbido por
nadie en D, lo que es una contradiccién pues D; era un conjunto semidominante interior de D.
Por lo tanto Dy no tiene pozos. O

Teorema 3.3.3. [30] Sea D una digrdfica. Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
1. D contiene una subdigrdfica generadora Dy tal que es bipartita y no tiene fuentes.
2. 4" (D) > 2.

Como en los otros casos la demostracion es completamente andloga al teorema 3.3.2 usando
a la digrafica dual.

La caracterizacién anterior, la podemos generalizar, para digraficas tales que
d (D) =n > 2, de la siguiente manera.

Teorema 3.3.4. Sea D una digrdafica. Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
1.4 (D)=n>2.
2. D contiene una subdigrdfica generadora maxima Dqy bajo la propiedad de ser n—partita,

tal que la subdigrdfica de Dy inducida por cualquier par de conjuntos de dicha particion
no tiene pozos.
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Demostracion. 1. implica 2.

Supongamos que d (D) = n > 2, entonces existe una coloraciéon semidominante interior,
con clases cromaticas { P, ..., P,}. Definimos Dy como la subdigrafica dada por V(D) = V(D)
y su conjunto de flechas son todas las flechas de D que unen a dos vértices de diferentes clases,
lo que nos dice que Dy es una subdigrafica n—partita generadora de D. Si P; y P; son dos
clases diferentes, consideramos a Dy[P; U P;| y supongamos que tiene un pozo u, sin pérdida
de generalidad supongamos que u € F;, entonces no existe ninguna flecha que salga hacia P;,
es decir, no es absorbido por nadie de P;, ni en D, lo que es una contradiccién pues P; era un
conjunto semidominante interior de D. Por lo tanto Dy[F; U P;] no tiene pozos. Eso pasa para
todo par de clases diferentes de la coloracion.

Notemos que si existe Dp, un subdigréfica generadora de D que sea (n + 1)—partita, con
la propiedad anterior, tendriamos que D tiene una coloracién en n + 1 clases semidominantes
interiores, lo que es una contradiccién a d (D) = n. Por lo tanto Dy no es méaxima.

2. implica 1.
Supongamos que D tiene una subdigrafica generadora Dy, tal que tiene una n—particion
{Py,..., P,} de sus vértices, de manera que cada flecha de Dy une a dos vértices de diferentes

clases de dicha particion, asi como cada sudigrafica de Dy, inducida por cualquier par de
clases no tiene pozos. Por ser particién de los vértices, induce es una coloraciéon de V(D).
Demostraremos que cada clase de la particién es un conjunto semidominante interior de D. Sea
P, fijo y consideremos a x € V(D) — P;. Como Dy es una subdigrafica generadora de D, x € P;,
con j € {1,...,n}, j # . Nos fijamos en Dy[PiU P;], por hipdtesis no tienen pozos, por lo que
existe la xP,—flecha, es decir, P; absorbe a x. Por lo tanto, P; es un conjunto semidominante
interior de Dg y por ende de D. Como Dy era subdigrafica generadora, entonces V(D) = V(Dy)

lo que implica que {Py,..., P,} es una particién semidominante interior de V(Dy) en n clases
y por lo tanto de V(D). Asi d” (D) > n.
Por otro lado, como Dy es méaxima tenemos que d (D) = n. ]

Notemos que aunque el teorema anterior nos da una caracterizacién para las digraficas que
tienen una coloracion distinta a la trivial, en la practica no es tan facil de verificar.

Una pregunta que también es natural es si dada una digrafica con d~ (D) = n, entonces
toda subdigrafica inducida D’ cumple que d (D’) < d (D). La respuesta es no, basta ver el
siguiente ejemplo:

Sea D
X5 Xyg
Te Q< O« O< ga €3
Y
1 O >0 T2

XTr
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Notemos que la digrafica anterior no tiene una coloraciéon semidominante interior distinta a
la trivial, pues si nos fijamos en el ciclo dirigido de longitud impar dado por (x5, zs, x7, T5), N0
tiene ninguna flecha que salga de él.

Por otro lado, si nos fijamos en la subdigrafica inducida por {zi,xs, 3,24} vemos que es
un ciclo dirigido de longitud par y por lo tanto su nimero semidominante coloreable interior
es dos.

Sin embargo, es claro que si D’ es una sudigréfica generadora de D, si tenemos que

d-(D') < 4" (D).

También podemos preguntarnos que pasa con el nimero semidominante coloreable interior
en las digréficas transitivas. Sabemos, por la Proposicién 1.2.3, que si D es transitiva y fuerte-
mente conexa de orden p, entonces D es completa, lo que nos diria que d” (D) = p. Por lo que,
vale la pena preguntarse que pasa cuando D es transitiva pero no es fuertemente conexa.

Proposicion 3.3.1. Si D es una digrdfica transitiva que no es fuertemente conexa, entonces
d (D) = min{|V(D,)| | D; es una componente fuerte terminal de D}.
Demostracion. Sea D; una componente fuerte terminal de D tal que:
\V(D;)| = min{|V(D;)| | D; es una componente fuerte terminal de D},

Como D; es una componente fuerte de D, entonces por la Proposicion 1.2.3 sabemos que D;
es completa. Por otro lado, al ser D; una componente fuerte terminal de D, por la Observacion
1.2.1 sabemos que si x € V(D;), entonces I'*(z) C V(D;). Asi por el Lema 3.3.1 se tiene que
d (D) < (|V(Di)] = 1)+ 1 =|V(Dy)], es decir:

d (D) <min{|V(D;)| | D; es una componente fuerte terminal de D}.

Si Dy,...,D, son las componentes fuertes terminales de D, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que D; = D;. Sean V(D;) = {x1,zo,. .. ,:C|V(D1)|}, y V(D;) = {yja1,--- ,yj,rj},

con 2 < j<n.
|V (D1

(
Sean P, = {x1,Y21,Y3.1,-- -, Ynat U V(D) = U
=2

)l

Pk), donde Pk = {xk, y2,k>y3,ka Ce 7yn7k}
con
2 < k < |V(Dy)]. Como toda digrifica tiene una componente fuerte terminal V(D) # 0 y
como D no es fuertemente conexa, entonces P, NV (D) # ), es decir, P, # (. Ademds por
definicion {Py,..., PBy(p,)} es una particién de los vértices de D. Falta demostrar que cada
uno es un conjunto semidominante interior de D.

Sea w € Py, con 2 < s < |V(Dy)|. Observemos que w € V(D;), con D; componente
fuerte terminal. Por la Proposicién 1.2.3 sabemos que D; es una digrafica completa, por lo que
(w,z1) € F(D) si D; = Dy, 6 (w,y;1) si Dj # D;. En ambos casos, existe la wP;—flecha, es
decir, P; es un conjunto semidominante interior de D.

Sea w € V(D) — P;, con s fijay 2 < s < |V(D;)|. Obtenemos dos casos:

= Si w € Dy, con D, una componente fuerte terminal de D. Por la Proposicién 1.2.3
sabemos que Dy es una digrafica completa, por lo que (w,zs) € F(D) si Dy = Dy,
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6 (w,yrs) € F(D) si Dy # Dy. En ambos casos, existe la wPs;—flecha.

= Si w no pertenece a ninguna componente fuerte terminal de D. Por el Corolario 1.2.3 sa-
bemos que existe un vértice z € Dj, con Dj, una componente fuerte terminal de D, tal que
(w, z) € F(D). Por otro lado, por el Corolario 1.2.2 sabemos que w alcanza a todo vértice
de Dy, en particular a x5 € P si Dy, = Dy, 6 a y; s € Ps, es decir, existe la wP;—flecha.

Juntando ambos casos, tenemos que P, es un conjunto semidominante interior de D. Por
lo tanto {Pi,...,Pp,|} es una particién semidominante interior de D, lo que implica que
d (D) > min{|V(D;)| | D; es una componente fuerte terminal de D}. Es decir:

d (D) = min{|V(D;)| | D; es una componente fuerte terminal de D}.

]

Notemos que si D es fuertemente conexa y transitiva, entonces por la Proposicion 1.2.3 D
es una digrafica completa, lo que implica que d (D) = |V(D)| = p. Por otro lado, podemos
observar que al ser D una digrafica fuertemente conexa:

|[V(D)| = min{|V(D;)| | D; es una componente fuerte terminal de D}.

Es decir, el resultado anterior sigue siendo valido.

3.4. Digraficas Semidominantes Interiores Criticas

Es facil ver, que si a una digrafica D se le quita una flecha, el nimero semidominante
coloreable interior disminuye en uno o se queda igual, muy parecido a lo que sucede en graficas.
En esta seccién definiremos a las digraficas semidominantes interiores criticas, a las que se les
dard una caracterizacion.

Lema 3.4.1. Sea D una digrdifica y e € F(D). Si d (D) = n, entonces d (D —e) =n—1
6d (D—e)=n.

Demostracion. Observemos que D — e es una subdigrafica generadora de D, por lo que

d (D —-—¢ < d (D). Si d(D) = 1, por la observacién anterior tenemos que
1<d (D—e)<d (D)=1,porlotanto d (D —e) =1.
Supongamos que d (D) = n > 2, es decir, existe { Py, ..., P, } una particién semidominante

interior de D. Si consideremos e = (u,v) € F(D), obtenemos dos casos.

» Siu,v€ P, conie€ {1,...,n}. Observemos que P; sigue siendo un conjunto semidomi-
nante interior de D, para toda j € {1,...,n}. Por lo tanto, { Py, ..., P,} es una particién
semidominante interior de D — e, junto con la observacién tenemos que d (D — e) = n.

» Siu€ Pyve Pjconi,je{l,....,n}, i # j. Supongamos que i < j. Consideremos
P’ = P,UP;. Notemos que como P}, no fue modificado en D — e, sigue siendo un conjunto
semidominante interior de D — e. Por otro lado, sea z € V(D —e) — P', como P; es
un conjunto semidominante interior en D y e no tiene extremo en x, entonces existe
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la xP,—flecha en D — e, por lo tanto P’ es un conjunto semidominante coloreable en
D — e. También notemos que por definicién P, # 0, P'#0, |J P.UP =V(D —e),

ki kA
PoNP =0y P.NE =0 conklef{l....i—1,i+1,...,5—1,7+1,...,n}. Es
decir, {Py,...,Pi_1, Piy1,..., Pi_1, Pj11,. .., P} es una particién semidominante interior

de D — e. Este hecho, junto con la observacion nos dice que: n — 1 < d (D —¢e) < n.
m

El lema anterior, nos refleja que en ese sentido, las digraficas se comportan como las graficas.
El Teoremas 2.1.12 y el Teorema 2.1.13 nos dan una caracterizacién de las graficas domaticas
criticas y domaéaticamente completas. Por lo que nosotros, de manera analoga al concepto de
grafica domadtica critica, diremos que D es una digrafica semidominante interior critica si la
digrafica resultante de borrar cualquier arista de D, tiene nimero semidominante coloreable
interior més chico que el de D. También sabemos por el Lema 3.3.1 que d (D) < §*(D) + 1.
Anélogamente, al concepto de grafica domaticamente completa, si una digrafica cumple con la
igualdad la llamaremos semidominantemente coloreable interior completa.

A continuacién describiremos la estructura de una digrafica semidominante interior critica,
asi como daremos condiciones para que dicho concepto sea equivalente al de una digrafica
semidominantemente interior completa.

Teorema 3.4.1. Si D es una digrdfica con d (D) = s > 2, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. D es una digrdfica semidominante interior critica.

2. V(D) es la union de V1, Va, ..., Vs, donde los V; son conjuntos ajenos dos a dos con
i € {1,...,s}, con la propiedad de que para cualquier par de distintos nimeros
J.i€{l,...,s} la sudigrafica D;; de D, inducida por el conjunto V; UV}, es una digrdfi-
ca bipartita donde todos sus vértices tienen exgrado uno, mds aun, D es una digrdfica
S — partita.

3. D es una digrafica semidominantemente coloreable interior completa donde todos los de
vértices tienen el mismo exgrado.

Demostracion. 1 implica 2.

Sea D una digrafica semidominante interior critica con d (D) = s, entonces existe una
coloracién de V(D) en s clases, tal que cada una es un conjunto semidominante interior de D,
sean V,...,V,_1 v V, dichas clases. Por lo tanto:

U Vi=VD)yVinV;=0,coni#j,i,je{Vi,....Vi}.

i€{1,...,n}

Observemos que al ser D una digrafica semidominante interior critica, entonces s > 2.

Supongamos que existen dos vértices de la misma clase tal que estan unidos por una flecha e.
Consideremos D’ la digréafica que resulta de borrar e de D. Observemos que cada Vj sigue siendo
un conjunto semidominante interior de D', pues no borramos ninguna flecha entre diferentes
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clases de la coloracién. Por lo tanto, d (D’) > s, lo que es una contradicciéon a que D es una
digrafica semidominante interior critica. Por lo tanto, cada V; es independiente en D, més ain,
probamos que D;; es bipartita, con biparticion {V;, V;}.

Sean 7,5 € {1,...,s}, con i # j. Como V; es un conjunto semidominante interior de D y
V;NV; =0, cada vértice de V; le manda flecha a algin vértice de V}, andlogamente, los vértices
de V; le mandan flecha a algin vértice de V;. Entonces en D;; cada vértice tiene exgrado mayor
o igual a uno.

Observemos que como V; y V; son conjuntos independientes, si un vértice € V; tiene
exgrado mayor que uno en D;; podemos borrar todas las V; — flechas, excepto una, lo que
implica que V; seguird siendo un conjunto semidominante interior de D, por lo que no bajaria el
nimero semidominante coloreable interior de D, lo que seria una contradiccién. Por las mismas
razones, todo x € V; tiene exgrado uno en D;;.

Por lo tanto, todo vértice de D tiene exgrado exactamente uno en D;;. Més atn, al ser cada
clase independiente, D es S — partita.

2. implica 3.

Sea D como en 2, demostraremos que D es una digrafica semidominante coloreable interior
completa, es decir, d” (D) = 6" (D) + 1. Mds atn, que para todo x € V(D), 6" (x) = s — 1.

Sea z € V(D), por hipétesis {Vi,...,Vi} es una particiéon de V(D), entonces x € V; para
algunai € {1,...,s}. Como 65”,(95) =1,conje{l,...,i—1,i+1,...,s} yV; es independiente
tenemos que:

I DM e

Sp(x) = £6p (1) = ¥

0p, (x) =s—1.
J J

1 1

‘]:
J#i
Por lo tanto, todo vértice tiene exgrado d” (D) — 1 y D es semidominantemente coloreable
interior completa.

3. implica 1.

Sea D una digréfica semidominantemente coloreable interior completa con d~ (D) = s,
donde todos sus vértices tienen el mismo exgrado. Por lo anterior, tenemos que para todo
vértice z, d~(z) = s — 1. Si D' es la digrafica resultante de borrar una flecha, entonces tene-
mos que existe v € V(D') = V(D) tal que §},(v) = s — 2. Por el Lema 3.3.1 obtenemos que
d (D)<s—241=s—1=d (D) -1, entonces d_(D’) < d (D). Por lo tanto, D es una

digrafica semidominante coloreable interior critica.

Por lo tanto los tres enunciados son equivalentes. O

Observemos que si una digréfica es semidominante interior critica, con d (D) = s > 2, cada
conjunto de la coloraciéon semidominante interior es un nicleo de D.
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Un ejemplo de una digrafica semidominante interior critica, es el siguiente:

D

Como podemos ver, Py, P,, P3 son las clases de una coloracién semidominante interior de
D, es decir, d” (D) > 3. Por otro lado, 6" (u) = 0%(v) = 67 (w) = 67 (z) = 2, por lo que
H(D)+1=2+1=3>d (D).

Por lo tanto, d_ (D) = 3 y D es una digrafica semidominantemente coloreable interior
completa.

Para demostrar que dicha digrafica es semidominante interior critica y dada la simetria de
la digréfica tomaremos tres casos:

» Si D — (w,z), entonces §*(w) = 1. Por el Lema 3.3.1 tenemos que d~ (D — (w, 2)) < 2.
Ahora Vi = PLUP, = {w, z} y Vo = P, = {u, v}, son conjuntos semidominantes interiores
de D — (w, z), es decir, d” (D — (w, z)) > 2. Por lo tanto, d” (D — (w, 2)) = 2.

» Si D — (u,z), entonces 0 (u) = 1. Por el Lema 3.3.1 tenemos que d (D — (u,2)) < 2.
Ahora V; = P, = {w} y Vo = P,UP3; = {u, v, z}, son conjuntos semidominantes interiores
de D — (u, 2), es decir, " (D — (u, z)) > 2. Por lo tanto, d (D — (u, z)) = 2.

» Si D — (z,u), entonces 67 (z) = 1. Por el Lema 3.3.1 tenemos que d (D — (z,u)) < 2.
Ahora V; = P{w} y Vo = P, U P; = {u,v, 2z}, son conjuntos semidominantes interiores
de D — (z,u), es decir, " (D — (z,u)) > 2. Por lo tanto, d (D — (z,u)) = 2.
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Por lo tanto D es semidominante interior critica.

Dy

N

D23 D13

I

Con el teorema anterior, basandonos en la idea de coloracién por flechas!, nos preguntamos
si dada una digrafica siempre podremos encontrar una subdigrafica generadora que sea semi-
dominante interior critica. La respuesta es si.

Sea D una digrafica con d (D) = s > 2, y {V4,...,Vi} una coloracién semidominante
interior de D.

1. Considerar D — A, donde A = {(u,v) € F(D) |u € V; y v € V; para alguna i}.

2. Considerar D[V; U V;] para todo 4,5 € {1,...,n}. A todo vértice en V; UV}, se le borran
todas las flechas que empiezan en él, exceptuando una.

1Una m~—coloracién por flechas en una digréfica D, es cuando a cada flecha de D se le asigna un color, usando
a lo mas m colores.
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Por el Teorema 3.4.1 la digrafica, que resulta de seguir los pasos anteriores, es una sub-
digrafica generadora de D que es semidominante interior critica.

Con el siguiente ejemplo ilustraremos el algoritmo anterior.
Consideremos T5:

(75} U9
>
U3
z
U1
V3 V2
Ahora veamos que A = {(uh Ul)a (Uz, U3>, (u27 UQ): (Uz, 2)7 <U3, Ug), (u37 U3)7 (U3, Z)7 (U27 03)7
(Ug, Z)7 (’Ug, Ug), (U?n Z)}
Por lo tanto T, — A es:
Ul U2
AV
U3
z
U1
V3 (%)

46



Ahora, quitando las flechas tal que todo vértice tenga exgrado uno en D[V UV3], obtenemos:

U U2

AW
>

A

Uus

(%1

U3 (%

Esta digrafica es una subdigrafica generadora de 75 y por el Teorema 3.4.1 es semidominante
interior critica.
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Capitulo 4

Numero Semidominante Coloreable en
el Producto de Dos Digraficas.

En este capitulo, siguiendo con la idea de obtener resultados parecidos a los encontrados
en graficas se definird el producto cartesiano de dos digraficas. Para hablar sobre la relacién
que tienen el nimero semidominante coloreable de cada digrafica con el nimero semidominante
coloreable del producto cartesiano de dichas digraficas.

En cuanto a conjuntos absorbentes, este producto de digraficas ha sido trabajado, por
muchas personas, una de ellas es Marfa Kwasnik quien en [14] (1982) donde demostré cual es
la distancia entre dos vértices del producto de dos digréficas, asi como una condicién suficiente
para que dicho producto tenga un (k,1)-ntcleo.

También se ha trabajado con otro tipo de producto entre digraficas. Por ejemplo, en 1997
Andrzej Wloch e Iwona Wloch definieron el producto generalizado entre digraficas y dieron
condiciones para que dicho producto tenga (k,[)-niicleo. Después en 2008, ellos junto con Wal-
demar Szumny trabajaron con el producto lexicogréafico de dos digraficas donde también dieron
condiciones para la existencia de un (k, [)-niicleo en dicho producto.

4.1. Definicion y Propiedades Basicas

En esta seccion definimos el producto cartesiano de dos digraficas, asi como, demostramos
propiedades basicas de éste.

Definicién 4.1.1. Sean D y H dos digrdficas, con V(D) N V(H) = 0, donde
V(D) = {z1,...,xp} y V(H) = {y1,...,yn} - Definimos D x H como la digrdfica tal que
V(D x H)=V (D) x V(H), y su conjunto de flechas estd dado por:

F(Dx H) = {((z1,11), (x2,92)) | 21 =22 y (y1,92) € F(H), 6 bien y1 = y2 y (x1,72) € F(D)}

La idea intuitiva de esta operacién de dos digraficas se puede visualizar si pensamos que por
cada vértice de la primera digrafica tendremos una copia de la segunda digrafica y viceversa,
como podemos observar en el siguiente ejemplo.
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Tomemos T3 v T las trayectorias dirigidas de longitud 3 y 5, respectivamente.

T3 Ts
T3
T2
T
Yo n Y2 Y3 Ya Ys
Zo

Ahora consideremos T3 X 75

(xg’y())

(3?2790) £U2,y4 3?2,y5

(xhy(])
(l’oayo) $0,yl 96‘07?42 (%793) Ioay4 $0,y5

De la definicién de D x H, se tiene que 6}, ,((z,y)) = 65(z) + 05 (y), asi como
0pwn((x,y)) = 0p(x) + 65 (), por lo que dpxr((2,)) = op(x) + 0u(y).

Una observacion que es de gran utilidad, es que el producto cartesiano de dos digréficas es
conmutativo, como veremos en el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Si D y H son dos digrdficas, con V(D)NV(H) =0, entonces D x H es isomorfa
a HxD.

Demostracion. Sean Dy H dos digréficas con V(D)NV(H) = (@ donde V(D) = {zy,...,xp} y
V(H) = {yi1,...,yn}. Consideremos a la funcién § : V(D x H) — V(H x D) tal que
§((wi, y5)) = (y5, 24)-

Sean &(x;,y;), &(z,,ys) € V(H x D), tal que &(x;,y;) = &(xy, ys). Por definicién de £ tenemos
(yj, zi) = (ys, @), de donde y; = ys v x; = x,, lo que implica que (z;,y;) = (2, ys), es decir, £
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es inyectiva.

Sea (u,v) € V(H x D), conu e V(H) y v e V(D). Por definicién del producto cartesiano,
(v,u) € V(D x H) y {(v,u) = (u,v), es decir, £ es suprayectiva.

Por lo tanto, ¢ es biyectiva. Falta demostrar que preserva adyacencias.

Sea (z;,y;) € V(D x H) fijo. Supongamos que (z,,ys) € 5, z((x:,v;)), y consideremos

E((zi,y;)) v €((zr,ys)). Hay que demostrar que £((x,ys)) € [}y p(&(24,y;)). Por definicién del
producto cartesiano tenemos dos casos:

» Siz; =,y (y;,ys) € F(H), entonces por definicién de & tenemos que &(z;,y;) = (y;, %)
v &(xr,ys) = (ys, ). En este caso y por la definicién de producto cartesiano se tiene que
(5, 2:), (Ys, 7)) € F(H x D), es decir, (ys, 7,) € D, p((yj,71))-

» Siy; =y, y (2, 2;) € F(D), entonces por definicién de £ tenemos que &(x;,y;) = (y;, ;)
v &(xr, ys) = (Ys, ). En este caso y por la definicién de producto cartesiano se tiene que
((yj, i), (s, ) € F(H x D), es decir, (ys,z) € iy p((y5, 7))

Sea (y;,z;) € V(H x D) fijo. Supongamos que (ys,z;) € I, p((yj,2:)), y consideremos

E My ) y €1 ((ys, ). Hay que demostrar que € ((ys, ) € I'Sy g (6 (y5, x;)). Por defi-
nicion del producto cartesiano tenemos dos casos:

» Siz; =2,y (y;,ys) € F(H), entonces por definicién de € tenemos que € (y;, z1) = (4, y;)
v & Yys, 1) = (2,,ys). En este caso y por la definicién de producto cartesiano se tiene
que ((z:,9;), (zr,ys)) € F(D x H), es decir, (z,,ys) € T, ((2,95))-

» Siy; =ysy (@i, 2;) € F(D), entonces por definicién de € tenemos que £ (y;, z;) = (24, y;)
v & Nys, z,) = (7,,9,). En este caso y por la definicién de producto cartesiano se tiene
que ((xivyj)v ($T7y8)) S F(D X H)7 €S decir, (xmys) € ngH((xl,y]))

Por lo tanto, & preserva adyacencias. Por lo que D x H es isomorfa a H x D. O

4.2. Numero Semidominante Coloreable Interior en el
Producto de Dos Digraficas

En esta seccion daremos cotas sobre el nimero semidominante coloreable interior en el pro-
ducto de dos digraficas a partir de los niimeros semidominantes coloreables de las digraficas
originales. También calcularemos dicho nimero para el producto de dos trayectorias dirigidas.

— —
Una observacién, facil de notar, es que, si D = K; 6 H = Ky, entonces D x H &2 H
60 D x H= D, pues como hemos dicho antes, obtendremos una copia de la digrafica que no es

— — —
isomorfa a K. Por lo que si una digrafica es K; y la otra K, entonces:

_ — —
d (K x K,) = p = [V(Ey x )|
Con esta observacion podemos obtener el siguiente resultado.
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Proposicién 4.2.1. Sean D y H dos digrificas con V(D) NV (H) = 0, de ordenes p1 y pa
respectivamente. Si D tiene dos vértices u y v tal que u # v, (u,v) ¢ F(D) o (v,u) ¢ F(D),
entonces d (D x H) < p; - pa.

Demostracion. Observemos py - ps = |V(D x H)|, entonces si d (D x H) = p; - pa, cada vértice
serfa un conjunto semidominante interior de D x H. Por lo que basta mostrar que existen dos
vértices x,z € V(D x H) tal que (z,2) ¢ F(D x H) o (z,z) ¢ F(D x H).

Sean v,u € V(D) tal que (v,u) ¢ F(D) o (u,v) ¢ F(D). Como V(H) # 0, existe w € V(H).
Por definicién del producto cartesiano (v, w), (u,w) € V(D x H).

Supongamos que (v, u) ¢ F(D), y dado que u # v, tenemos que ((v,w), (u,w)) ¢ F(Dx H).
Por otro lado, si (u,v) ¢ F(D), y como u # v, entonces ((u,w), (v,w)) ¢ F(D x H). En cada
caso llegamos a que existe un vértice que no es un conjunto semidominante interior de D x H.
Por lo tanto, (D x H) < p; - ps. O

Proposicién 4.2.2. Sean D y H son dos digrdficas con V(D)NV(H) = 0, de ordenes py y p2
respectivamente. Si H tiene dos vértices u y v tal que u # v, (u,v) ¢ F(H) o (v,u) ¢ F(H),
entonces d (D x H) < p1 - pa.

La prueba de la proposiciéon anterior es completamente analoga a la demostracién de la
Proposicién 4.2.1.

El siguiente teorema nos da una cota sobre el niimero semidominante coloreable interior en
el producto de dos digraficas, basado en el nimero semidominante coloreable interior de las
digraficas originales.

Teorema 4.2.1. Si D y H son dos digrdficas tal que d (D) = r y 4 (D) = s, entonces
d (D x H) > mdx{r, s}.

Demostracion. Consideremos D x H. Supongamos que r > s.

Sea {Py, Py, ..., P.} clases una coloracién semidominante interior de D. Consideremos los
conjuntos P/ = {(x,y) € V(Dx H) | x € P;}, con 1 <i < r. Notemos que P/ # () pues P, # () y
V(H) # (). Demostraremos que { P}, ..., P'} es una particién semidominante interior de D x H.

Como P! C V(D x H), implica que |JP/ C V(D x H). Sea (z,y) € V(D x H). Como

i=1
{Py, P5,..., P} es una particién de V(D) tenemos que = € P;, para alguna i € {1,...,7}, por

lo que (z, y) € P!. Por lo tanto, UP’ =V(D x H).

Sean P}y P}, con i,j € {1,. r} Supongamos P N P; # (), entonces existe (z,y) € P y
(x,y) € P]', es demr, r € P,y x € Pj, lo que es una COHtI"adICCIOH por lo tanto, P/ N P} = @
Con lo anterior, obtenemos que {P;, ..., P/} es una particién de los vértices de D x H.

Demostraremos que cada clase P/ es un conjunto semidominante interior de D x H. Sea P/
fijo.

Sea (z,y0) € V(D x H) — P/. Por definicién de P/ tenemos que = ¢ P; y yo € V(H), pero P,
es un conjunto semidominante interior en D, por lo que existe w € P; tal que (z,w) € F(D).
Consideremos (w,yy) € V(D x H), y notemos que es elemento de P/. Como (z,w) € F(D) y
yo € V(H), se deduce que ((x, o), (w,y0)) € F(D x H), es decir, existe la (z, yo) P/ —flecha. Por

lo tanto, P/ es un conjunto semidominante interior de D x H.
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Por lo tanto, {P[,..., P!} es una particién semidominante interior de D x H, es decir,
d (D x H) > r =méax{r, s}.

Si s > r, entonces tomamos { Ry, ..., Ry} una coloraciéon semidominante coloreable interior
de H. Consideramos R; = {(z,y) € V(D x H) |y € R;}, con 1 <i <'s. A partir de aqui, la
demostracion es andloga al caso en el que r > s.

En ambos casos, d (D x H) > max{r, s}. O

La cota anterior es justa, pues hay digraficas en la que se da la igualdad, y un ejemplo son
las trayectorias dirigidas, como veremos en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.2.3. Si T, y T, son las trayectorias dirigidas de longitud r y s, respectivamente,

entonces 4 (T, x Ts) = 1.

Demostracion. Sean T, = (x1,...,2,) v Ts = (y1,-..,¥ys) las trayectorias dirigidas de longitud
7y s respectivamente. Como ya habfamos observado, 05, (@, ys)) = 65 () + 05 (ys) = 040.
Entonces por el Lema 3.3.1 tenemos que 1 < d (7, x7T;) < 0+1 = 1. Por lo tanto, d (7, x7T;) =
1.

[

A pesar de lo anterior, hay digraficas que tienen un niimero semidominante coloreable inte-
rior mayor, como mostraremos a continuacién. Consideremos la siguiente digrafica D.

Mostraremos que d (D) = 2. Observemos que P; = {uy,us,us} es un conjunto semido-
minante interior de D, pues uy es absorbido por usz, us por us y ug por u;. Por otro lado,
Py = {ug,uy,us} también lo es pues u; es absorbido por us, ug por us y us por ug, es decir,
{Py, P,} es una particién semidominante interior de D, en dos clases. Como 6 (D) = 2 por el
Lema 3.3.1 tenemos que 2 < d (D) < 3.

Por otro lado, supongamos que existe una coloraciéon semidominante interior de D en 3
conjuntos, Py, P, y P3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u; € P;, como
[ (uy) = {ug,us}, cada uno tiene que pertenecer a clases distintas, digamos que uy € Py y
uy € P3. Como I'(uy) = {us,us}, observemos que como uy € Py y us € P, se deduce que
ug € Pp, entonces junto con el hecho de que I't(u3) = {uy,us} y ugy € P3, entonces u; € P,
lo que es una contradiccion pues u; € P;. Por lo tanto, no existe dicha particion, es decir,

d-(D) = 2.
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Ahora tomemos Cj, el ciclo dirigido de longitud tres. Sabemos que d(C3) = 1.

€3

X2

X

Consideremos C3 x D. Por el Teorema 4.2.1 sabemos que d (C3 x D) > 2. La siguiente
figura muestra C3 x D tiene una coloracion semidominante interior en tres conjuntos.

CgXD

4.3. Numero Semidominante Coloreable Interior en el
Producto de Dos Ciclos Dirigidos

Esta seccién estd centrada en calcular el nimero semidominante coloreable interior del
producto de dos ciclos dirigidos. Para eso, necesitaremos dos observaciones.
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Sean C), = (o, .-, Tpn-1,20) Y Con = (Y0, - - -, Ym—1, Yo) dos ciclos dirigidos.

Observacion 4.3.1. De la definicion de C, x C,,, tenemos que:

Faxcm((xkayt)) = {(Ikayﬂrl)a (xk+1,yt)}, para todo (lfiwyt) S V(Cn X Cm).

Observacion 4.3.2. Por el Teorema 4.2.1 si alguno de los ciclos dirigidos son de longitud par,
entonces 2 < d (C,, x Cy,). Demostraremos que si ambos son de longitud impar la desigualdad
sigue siendo vdlida.

Supongamos que n = 2h + 1 y m = 2s 4+ 1. Consideremos C,, x C,,. Sean:

Py = {(z2n,v0), (T2, y2), - - -+ (Ton, Y2s—2),
(172h—17 yl); <x2h—17 93); ceey (952h—1, y25—1)7

(372(h—1)7 %), (332(h—1): Ya),- -+, (9172(h—1)7 Y2s—2),

(xla y1>> (96’17 y3)7 ce (1‘17 y23_1),
(iUo, y0)7 (x07 y2)7 sy ($07 y25*2)}
U {(2an-1, Y2s), (T2n—3, Y2s), - - - » (T1, Y2s) } U { (20, y2s-1) }-

P, =V(C, xCp,)— P.

Por definicién, { P}, P} es una particién de los vértices de C,, x C,,, en dos clases. Demos-
traremos que ambas clases son conjuntos semidominantes interiores.

Sea (x;,y;) € P.

Si0<i<2hy0<j<2j—2 notemos que ((x;,y;), (zi,yj+1)) € F(Cp, x Cp,) v que
(@i, yj1) € Pr.

Si0<i<2h—1y2s—1<j<2h—1, notemos que ((x;,y;), (zit1,9;)) € F(Cp X Cp,) ¥
que (z;41,y;) € Pr.

Si (%i,y;) = (Ton,Y2s-1), observemos que ((@an,Yas—1), (To,Y2s—1)) € F(Cp x Cp) y
(z0, y2s-1) € Pr.

Si (xi,yj) = (Tan, Yas), observemos que ((Tan, Yas), (Tan, yYo)) € F(Cy x Cp) v (T2n,Y%0) € Pr.

En todos los casos existe la (x;, y;) Py —flecha. Por lo tanto, P, es un conjunto semidominante
interior de C,, x C,,.

Sea (x;,y;) € P.

Sil<i<2nhy0<j < 2s notemos que ((z;,9;),(%i,y;+1)) € F(C, x Cp) vy que
(@i, yjr1) € Pa.

Sil<i<2hy2s—1<j<2s, notemos que ((x;,y;), (zit1,y;)) € F(C, x Cy,) y que
(it1,Y;) € Po.

Sii=1y0 < j < 2s—2, notemos que ((x;,9;), (xit1,y5)) € F(C, x Cp) v que
(®i41,95) € Pa.

Si (z4,y;) = (%0,Yy25-1), observemos que ((zg,Y25-1), (To,%25)) € F(Cn, x Cp) y que
(70, 12s) € Pa.

En todos los casos existe la (z;, y;) P,—flecha. Por lo tanto, P es un conjunto semidominante
interior de C,, x C,,.
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Por lo tanto, { Py, P»} es una particién semidominante interior de C,, x C,,. Lo que implica
que d (C,, x Cy,) > 2, para toda n y para toda m.
Consideremos C'5 x Cf.

En el ejemplo anterior, los vértices representados con un circulo forman un conjunto semi-
dominante interior, al igual que los vértices representados con un diamante. Por lo que tenemos
una bicoloraciéon semidominante interior de los vértices de Cs x C7, es decir, que d (C5xCr) > 2.

Teorema 4.3.1. Sean C,, y C,, los ciclos dirigidos de longitud n y m respectivamente.
A )Sin=0ym=0 (mod3), entonces d (C, x Cp,) = 3.
B )Sin220dm20 (mod3), entonces d (C,, x Cp,) = 2.

Demostracion. Sean Cy, = (2o, ..., Tn—1,20) Y Cm = (Yo, - - -, Ym—1, Yo). Consideremos C,, X C,.
Por el Lema 3.3.1 sabemos que d (C,, x Cp,) <241 =3.

Demostraremos (A). Supongamos que n =2 0y m = 0 (mod 3), es decir, n = 3h y m = 3s,
con h,s € IN. Consideremos a los conjuntos:

Py ={(zs,y;) e V(C, x C) 1 =0 (mod 3) y 7 =0 (mod 3) 6
i ~1 (mod 3)y j =1 (mod 3) 6
=2 (mod 3) y j =2 (mod 3)}
P ={(zs,y;) e V(C,, x Cp,) i =0 (mod 3) y j = 1 (mod 3) 6
i =1 (mod 3) y j =2 (mod 3) 6
i~ 2 (mod 3) y j =0 (mod 3)}



Py ={(zs,y;) € V(C, x C) |1 =0 (mod 3) y 7 =2 (mod 3) 6
i1 (mod 3)yj =0 (mod3)6
i=2 (mod 3)yj=1(mod3)}.

Demostraremos que {Fy, P;, P»} es una particién semidominante interior de C,, x C,,. Como
n =3hy m = 3s, donde h,s > 1, entonces (2o, o) € Fo, (xo,1) € P1 y (20, y2) € Pa, es decir,
son distintos del vacio.

Como P, C V(C, x Cp,), con k € {0,1,2}, entonces Py U P, U P, C V(C, x C,,). Sea
(wi,y;) € V(Cy, x Cy,). Observemos que ¢ = ry (mod 3) y j = ry (mod 3), con ry, 7y € {0, 1,2},
se tienen varios casos:

= Sir; =0, tenemos tres casos:

1. Siry =0, entonces por definicién de Py, tenemos que (z;,y;) € Fo.
2. Siry =1, entonces por definicién de Pj, tenemos que (z;,y;) € P;.

3. Siry = 2, entonces por definicién de P, tenemos que (z;,y;) € Ps.
= Sir; =1, tenemos tres casos:

1. Siry =0, entonces por definicién de P, tenemos que (z;,y;) € P.
2. Siry =1, entonces por definicién de Fp, tenemos que (z;,y;) € Fo.

3. Siry = 2, entonces por definicién de P;, tenemos que (z;,y;) € P;.
= Siry = 2, tenemos tres casos:

1. Siry =0, entonces por definicién de Py, tenemos que (z;,y;) € P;.
2. Siry =1, entonces por definicién de P, tenemos que (z;,y;) € Ps.
3. Siry = 2, entonces por definicién de Fp, tenemos que (z;,y;) € Fo.
Juntando todos los casos tenemos que V(C, x C,) C Py, U P, U P,. Por lo tanto,
V(Cn XCm)ZP()UPlUPQ.
Supongamos que P, N P, # 0, con k,t € {0,1,2} y k 2 t (mod 3). Entonces existe

(wi,y;) € Pry (z5,y;) € P, con k,t € {0,1,2} y k 2 t (mod 3). Observemos que i = r;
(mod 3) y 7 = ry (mod 3), con ry,re € {0, 1,2}. Tenemos tres casos:

» Sik=0yt=1, tenemos varios casos:
1. Siry =0, entonces como (x;,y;) € Py, tenemos que o = 0, pero (z;,y;) € P implica
que 7o = 1, lo que es una contradiccién.

2. Sir; =1, entonces como (z;,y;) € Py, tenemos que 15 = 1, pero (z;,y;) € P; implica
que 7y = 2, lo que es una contradiccion.

3. Sir; =2, entonces como(z;,y;) € Py, tenemos que ry = 2, pero (z;,y;) € P; implica
que 7o = 0, lo que es una contradiccién.
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» Sik=0yt{=2, tenemos varios casos:
1. Sir; =0, entonces como (z;,y;) € Iy, tenemos que 72 = 0, pero (z;,y;) € P> implica
que 7y = 2, lo que es una contradiccion.

2. Sir =1, entonces como (x;,y;) € Py, tenemos que ry = 1, pero (z;,y;) € P, implica
que 7o = 0, lo que es una contradiccién.

3. Sir; = 2, entonces como (z;,y;) € P, tenemos que r, = 2, pero (z;,y;) € P> implica
que 7, = 1, lo que es una contradiccién.
» Sik=1yt=2, tenemos varios casos:
1. Sir; =0, entonces como (z;,y;) € P, tenemos que 2 = 1, pero (z;,y;) € P> implica
que 79 = 2, lo que es una contradiccion.

2. Sir =1, entonces como (x;,y;) € Py, tenemos que ry = 2, pero (z;,y;) € P, implica
que ry = 0, lo que es una contradiccion.
3. Sir; = 2, entonces como (z;,y;) € Py, tenemos que r, = 0, pero (z;,y;) € P> implica

que 7o = 1, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto, P, N P, =0, con k,t € {0,1,2} y k # ¢ (mod 3).
Demostraremos que Fy es un conjunto semidominante interior de C,, x C,,.
Sea (z,y;) € V(C,, x Cp,) — Py. Tenemos dos casos.

» Si (z;,y;) € P, entonces tenemos tres casos:
1.Si¢ =2 0 (mod 3) y j = 1 (mod 3), entonces i + 1 = 1 (mod 3), por lo que
(€it1,y;) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) Po—flecha.

2.517 =1 (mod 3) y j = 2 (mod 3), entonces ¢ + 1 = 2 (mod 3), por lo que
(%it1,y;) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) Po—flecha.

3.514 2 2 (mod 3) y 5 = 0 (mod 3), entonces i + 1 = 0 (mod 3), por lo que
(®i41,Y;) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) Py—flecha.

» Si (z;,y;) € P», entonces tenemos tres casos:
1.Si¢ 2 0 (mod 3) y j = 2 (mod 3), entonces j + 1 = 0 (mod 3), por lo que
(i, yj+1) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) Pop—flecha.

2.817 =1 (mod 3) y j =2 0 (mod 3), entonces j +1 = 1 (mod 3), por lo que
(i, yj+1) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) Pp—flecha.

3.5 7 = 2 (mod 3) y j 2 1 (mod 3), entonces j +1 = 2 (mod 3), por lo que
(wi,yj41) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) Py—flecha.

Por lo tanto Fy es un conjunto semidominante interior de C,, x C,,.

Demostraremos que P; es un conjunto semidominante interior de C,, x C,,.
Sea (x;,y;) € V(C,, x Cy,) — P;. Tenemos dos casos:

» Si(2;,y;) € Py, entonces tenemos tres casos:
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1.Si¢ 2 0 (mod 3) y j = 0 (mod 3), entonces j + 1 = 1 (mod 3), por lo que
(i, yj+1) € Pr. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) P, —flecha.

2.817 =1 (mod 3) y j 21 (mod 3), entonces j +1 = 2 (mod 3), por lo que
(i, yj41) € Pr. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) Py —flecha.

3. 814 = 2 (mod 3) y j = 2 (mod 3), entonces j + 1 = 0 (mod 3), por lo que
(wi,yj41) € Pr. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) Py —flecha.

» Si (z;,y;) € P», entonces tenemos tres casos:

1. Sii =2 0 (mod 3) y j = 2 (mod 3), entonces i + 1 = 0 (mod 3), por lo que
(%it1,Y;) € Pr1. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) Py —flecha.

2.S814 =1 (mod 3) y j = 0 (mod 3), entonces ¢ + 1 = 1 (mod 3), por lo que
(€it1,y;) € P1. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) P, —flecha.

3.5 7 = 2 (mod 3) y 5 = 1 (mod 3), entonces ¢ + 1 = 2 (mod 3), por lo que

(wit1,y;) € Pr. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) Py —flecha.

Por lo tanto P; es un conjunto semidominante interior de C,, x C,,.

Demostraremos que P, es un conjunto semidominante interior de C,, x C,,.
Sea (z,y;) € V(C,, x Cp,) — P2. Tenemos dos casos:

» Si(2;,y;) € Py, entonces tenemos tres casos:
1.Si¢ =2 0 (mod 3) y j = 0 (mod 3), entonces i + 1 = 1 (mod 3), por lo que
(%it1,y;) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) P,—flecha.

2.817 =1 (mod 3) y 5 = 1 (mod 3), entonces ¢ + 1 = 2 (mod 3), por lo que
(%it1,Y;) € P». Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) P, —flecha.

3. 814 = 2 (mod 3) y j = 2 (mod 3), entonces ¢ + 1 = 0 (mod 3), por lo que

(wit1,y;) € P1. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) P,—flecha.

» Si (2;,y;) € Py, entonces tenemos tres casos:

1. Sii = 0 (mod 3) y j = 1 (mod 3), entonces 7 + 1 = 2 (mod 3), por lo que
(i, Yj41) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) P, —flecha.

2.S814 =1 (mod 3) y j = 2 (mod 3), entonces j + 1 = 0 (mod 3), por lo que
(i, yj+1) € Py. Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (x;, y;) Po—flecha.

3.5 ¢ = 2 (mod 3) y j =2 0 (mod 3), entonces j +1 = 1 (mod 3), por lo que
(%i,Yj41) € P». Junto con la Observacion 4.3.1 tenemos que existe la (z;, y;) P, —flecha.

Por lo tanto P, es un conjunto semidominante interior de C,, x C,,.

Por lo tanto, {Fp, P1, P>} es una particién semidominante interior de C,, x C,,, es decir,
3<d (C, xCy) < 3. Por lo tanto, 4 (C,, x C,) = 3.
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La idea intuitiva de la demostracion anterior se puede ejemplificar con la siguiente imagen,
tomando & (mod 3).

(@iy1,y5) € P

(i,y;) € Pr (#3:Yj+1) € Prrr
Ahora demostraremos (B). Por el Lema 4.1.1 basta demostrar que uno de los dos ciclos no
es congruente con cero (mod 3). Por lo tanto, lo dividiremos en tres casos.

» Sin =2, es decir, Cy x Cp,. Notemos que d (Cs) = 2, entonces por el Teorema 4.2.1 y
el Lema 3.3.1 sabemos que d (C,,) =2 < d (Cy x C},) < 3. Supongamos que existe una
coloracién semidominante interior de Cy x C,, en tres clases cromaticas P, P, y Ps.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (zg,y0) € Pi.

Como I'" ((xg, y0)) = {(xo,y1), (x1,y0)} implica que (xg,y;) debe de estar en un conjunto
diferente a (zo,v0) v a (21, o). Supongamos (zg,y1) € Ps, entonces (z1,yy) € P3. Por otro
lado, I'* ((z1,%0)) = {(x0,%0), (z1,71)}. Como (xg,yo) € P implica que (z1,11) € P se
tiene una contradiccién pues (z1,y1) € I't((zo,21)) v (zo,21) € Pa, esto no puede pasar
pues el otro elemento de su exvecindad es (zg,y9) € Pi, lo que implicaria que no hay
posibilidad de que Py absorba a (xg, ;). Por lo tanto, no existe dicha coloracién. Es decir,

d_(CQ X Cm) = 2.

Por la Observacién 4.3.2 sabemos que 2 < d (C,, x Cy,). Por lo que en los siguientes casos
demostramos que d(C,, x Cy,) < 3.

» Sin =1 (mod 3), es decir, n = 3h + 1. Supongamos que existe una coloracién semidomi-
nante interior de C,, x C,, en tres clases P, P, y P;.

Ademaés como todo vértice de C,, x C,, tiene dos vértices en su exvencindad, entonces
dichos vértices tienen que estar en distintas clases de la coloracion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (xg, y,,) € P;, como sus exvecinos deben de es-
tar en otras clases de color, podemos suponer que (z1,Yn) € Py
(z0,y0) € P3. Como (z1,y0) € I'"((z1,ym)) N TT((x0,y0)), implica que (z1,y0) € P,
por lo que (x2,y,,) € P3, y este ultimo (xq,yo) € Py, con lo que llegamos a (x3, y,,) € Pi.
Siguiendo esta ldgica, llegamos a que (x3n—1,Ym) € P3, (x3n-1,Y0) € P, estos dos ulti-
mos nos dicen que (Z3p,ym) € P, lo que es una contradiccién pues (xg,ym) € Py
estd en la exvecindad de (z3n,y,). Por lo tanto no existe dicha coloracién, es decir,
2<dqd (C, xCy,) < 3. Porloqued (C, xCp,) =2.
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» Sin =2 (mod 3), con n > 2, es decir, n = 3h + 2, para alguna h € IN. Supongamos que
existe una coloracion semidominante interior de C,, x (), en tres clases Py, P, y Ps.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (xg,y,) € P;. Procediendo de la misma
manera que en el caso n = 1 y por las mismas razones, tenemos que (x1,y,,) € P,
(x0,y0) € P3, y asi sucesivamente llegamos a que (z3,-1,%) € P v (3n,ym) € P1, lo
que nos dice que (x3p,y0) € P3, de donde se deduce que (23411, Ym) € P2. De ahi como
(z3n41,%0) € TT((@30,%0)) N T (#3011, Ym) n0s implica que (w3n11,%0) € P, lo que es
una contradiccién pues I'"((23n41,Ym)) € Pi, lo que nos dice que P, no es un conjun-
to semidominante interior de C,, x C,,. Por lo que dicha coloracién no existe, es decir,

2<d (C, xCy,) < 3. Porlo que d (C, x Cp) = 2.
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Con lo que queda demostrado (B).
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Capitulo 5

Numero Semidominante Coloreable de
L(D), S(D), R(D), QD) y T(D)

Dada una digrafica D se pueden definir otras digraficas. En este capitulo hablaremos del
nimero semidominante coloreable interior de la digréafica de lineas L(D), la digrafica subdivisién
S(D), la digrafica R(D), la digrafica media Q(D) y la total T'(D), asi como de su relacién con
el nimero semidominante coloreable interior de la digrafica raiz.

En la primera seccion definimos a las digraficas mencionadas, de las cuales demostraremos
propiedades basicas.

En la segunda seccién nos centraremos en la digrafica de lineas. Sobre esta digrafica se han
obtenido varios resultados en nicleos, k—ntcleos, etcétera. Un resultado, cuyas técnicas seran
de gran ayuda, fue dado por Matus Harminc [12], que demostrd que: Una digrdfica D tiene
niicleo si y solo si L(D) tiene nicleo. Mas ain, demostrd que si R es el conjunto de los nicleos
de Dy L es el conjunto de los nicleos de L(D), entonces |R| = |£|. Después Hortensia Galeana,
Laura Pastrana y Hugo Rincén [10], probaron que el nimero de seminicleos de una digrdfica es
menor o igual que el niumero de seminicleos de su digrdafica de lineas. Los trabajos mencionados,
vinculan los conceptos de absorbencia e independencia. Por otro lado, en esta secciéon, como en
este capitulo, dejaremos de lado el concepto de independencia, pero hablaremos de coloraciones
tal que cada clase de color sea un conjunto absorbente.

En la dltima parte de este capitulo, en las digréficas S(D), R(D), Q(D) y T(D), las cuales
en su construccion relacionan a los vértices y a las flechas de la digrafica raiz, en particular
L(D) es subdigrafica de Q(D) y T(D), nos preguntamos si podemos encontrar resultados como
los encontrados en L(D). Dichas digraficas ya han sido trabajadas por Jerzy Topp en [20],
donde demostré que si D no tiene pozos, entonces V(D) y F(D) son ntcleos de S(D), por lo
que implicitamente dio una bicoloracién semidominante interior de S(D), de donde es facil ver
que no existe una coloracién en mas clases, tal que cada clase sea un conjunto semidominante,
es decir, d(S(D)) = 2. Uno pensarfa que al ser S(D) una subdigrafica generadora de Q(D)y
T (D) suntmero semidominante coloreable interior también es dos, sin embargo, en este capitulo
mostraremos que esto no sucede. También observaremos que los conjuntos semidominantes
interiores de D nos inducen una coloracién de otro tipo en S(D), la cual veremos en el siguiente
capitulo.
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5.1. Definiciones y propiedades

En esta seccién definiremos a las digraficas con las que trabajaremos y probaremos algunas
propiedades de éstas.
Para ir ejemplificando las operaciones, partiremos de la siguiente digrafica:

D

Qg

Dada una digrafica D definimos la digrafica de lineas de D, denotada por L(D), como la
digrafica tal que sus vértices son las flechas de D, y si a,b € V(L(D)) diremos que a alcanza a
b si y sélo si el vértice final de a es el vértice inicial de b en D.

Por la definicién, observemos que si = (u,v) € V(L(D)) = F(D), entonces
52_(D)(x) =dp(v)y 52(1))(33) = d0p(u).

Dada una digrafica D definimos la digréfica subdivision de D, denotada por S(D), tal que
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su conjunto de vértices esta dado por: V(S(D)) = V(D) U F(D) y su conjunto de flechas por
las exvecindades de cada uno de sus vértices:

n [ {z} xThH(x), sizeV(D)
Loy (*) = { {v}, siz = (u,v) € F(D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u; € V(D) y de a; € F(D) son:
F;(D)(Uﬁ) = {(ur,u3) = au, (ur,u2) = a2} = {as, az}

F;(D)(al) = FJSF(D)((U%Ul)) = {ui}.

Notemos que S(D) es una digrafica bipartita, con biparticiéon dada por V(D) y F(D).

Por otro lado, la idea intuitiva de esta digrafica es preservar los vértices de la original, y por
cada flecha que hay en la original, sustituirla por una trayectoria dirigida de longitud dos, en la
misma direccion a la flecha. El vértice intermedio en dichas trayectorias representa a la flecha

original. Ambas ideas pueden observarse en las siguientes digréaficas isomorfas.

S(D)
Uz
Uq Ox >0 asg O«
O« Uy
Uz Q >0 a2 »C
aq >0
Uus Qr >0 U5 O" as
U1 OL OY
Uy O% >0 g a4 as
us Ue
Uy O% >0 a7 o* P
Ug O <
6 >0 as Q 4&0
Qs 7
Ug Us
U7 O& >0 Ay 4O »0O >0
Qe
20 ay4
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R(D) es la digréfica tal que su conjunto de vértices es V(R(D)) = V(D) U F(D) y su
conjunto de flechas esta dado por las exvecindades de cada vértice:

4 _ [ Th@)U({a} xTh(x), size V(D)
Frep) (@) = { [}, Sz = (u,0) € F(D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u; € V(D) y de a; € F(D) son:
FJ}E(D)(“?) = T')(ur)U({ur} xTp (ur)) = {us, up U{(u7, us) = a, (ur, uz) = as} = {us, us, as, as}

PE(D)(GI) = FE(D)((“%UI)) = {u}.

La idea intuitiva de esta digrafica se tiene de agregar a la digrafica subdivision flechas de
tal manera que D sea una subdigréafica inducida, como se puede observar en la siguiente figura:
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Definimos a la digréafica media de D, denotada por Q(D), como la digrafica con conjunto
de vértices V(Q(D)) = V(D) U F(D) y conjunto de flechas dado por las exvecindades de cada
vértice:

n [ Az} xThH(x), siz e V(D)
FQ(D)<$) o { {v}u{v} xT}5(v), siz=(u,v)e F(D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u; € V(D) y de a3 € F(D) son:

Loy (ur) = {(ur, us) = ay, (uz, u2) = a2} = {as, as}

Loy (as) = Tpy (wr, ur)) = {ur} U ({ur} x Th(ur)) = {ur} U {as, as} = {ur, as, az}.

La idea intuitiva de esta digrafica es construir la digrafica subdivisiéon y ademas agregarle
las flechas necesarias para que L(D) sea una subdigrafica inducida. Esta idea se puede ver
claramente en la siguiente figura:
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La digrafica total de D, denotada por T(D), es la digréfica con conjunto de vértices
V(T(D))=V(D)U F(D) y conjunto de flechas dado por las exvecindades de cada vértice:

It (x) = { Ih@) U ({z} x Th(x)),  size V(D)
(D) {v} U ({v} xT5(v)), six = (u,v) € F(D)

Observemos que en nuestro ejemplo las exvecindades de u; € V(D) y de a3 € F(D) son:

Thipy(ur) = Th(ur)U({ur} xTh (ur)) = {us, us}U{(ur, uz) = au, (ur, uz) = as} = {us, u3, as, as}
Trpy(as) = Ty ((ur,ur)) = {ur} U ({ur} x T (ur)) = {ur} U{as, as} = {ur, as, az}.

La idea intuitiva de esta digrafica es integrar en una sola digrafica a las digraficas antes
definidas, como se puede ver en la siguiente figura:

Observemos que, por como estan definidas, las cuatro digraficas anteriores mantienen una
relaciéon muy estrecha. Lo primero, y mas evidente, es que el conjunto de vértices es el mismo
para todas, V(D) U F (D). Igualmente por su definicién obtenemos el siguiente lema que nos
habla de las exvecindades y por consecuencia de los conjuntos de flechas.
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Lema 5.1.1. Para todo vértice x en V(D) U F(D) se tiene que:
1. F+( (@) C FE(D)(:;::).
2. Tgipy(x) C TS ) (@)
8. Thpy (@) C Tiypy (@)

4- Ty (@) C T ().

Demostracion. 1. Sea x € V(D) U F(D), entonces tenemos dos casos:

Caso 1.1) x € V(D). Sea a € F;'(D)(m), por definicién a = (z,w), con w € I'};(z), por lo
tanto, a € T5(z) U ({z} x T5(x)) = F+( ) (@).

Caso 1.2) z = (u,v) € F(D). Por definicién, F+ ( )={v}= FR(D (x).

En ambos casos tenemos que I‘g(D) (x) C FR(D)(x).

2. Sea x € V(D) U F(D), entonces tenemos dos casos:
Caso 2.1) z € V(D), por definicién Fg(D)(x) ={z} xTh(z) = F&D)( ).

Caso 2.2) =z = (u,v) € F(D), por definicion de ambas digraficas tenemos que,
Lepy (@) ={v} € {v} U ({o} xTH(v) = T (@).

En ambos casos tenemos que I‘;C( y(x) C FQ(D)( ).

3. Sea x € V(D) U F(D), entonces tenemos dos casos:
Caso 3.1) z € V(D), por definicién Iy, (x) = T (2) U ({a} x Th(2)) = 7 ) (7).
Caso 3.2) # = (u,v) € F(D), por definicién, I'}y , (z) = {v} C {v} U ({v} x T} (v)).
En ambos casos, tenemos que FE(D) (x) C I”TL(D) ().

4. Sea x € V(D) U F(D), entonces tenemos dos casos:

Caso 4.1) =z € V(D), por definicion de ambas digraficas tenemos que,
D5y () = {2} X Th(x) € Th(2) U ({2} x Th(2)) = T ().
Caso 4.2) x = (u,v) € F(D), por definicién, T'j) 1, (z) = {v} U ({v} x T} (v)) = T p) (@)

En ambos casos, tenemos que 'y, () C T'j 1) (2)- .

Teorema 5.1.1. Sea D una digrdfica, entonces S(D) es subdigrifica generadora de R(D),
Q(D) y de T(D). Asi como R(D) y Q(D) son subdigrdficas generadoras de T'(D).

Demostracion. Del lema anterior se tiene que:

F(S(D)) = U Fs(D z) C U F+ = F(R(D)),
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y como los conjuntos de vértices son iguales, entonces S(D) es subdigréfica generadora de R(D),
analogamente como:

FSO)= |J Tim@c | F+D> — F(Q(D)).

zeV (S(D)) zeV(Q(D

tenemos que S(D) es subdigréfica generadora de Q(D).
Por otro lado, de:

F(RD) = |J Thplc U F+D) = F(T(D)),
z€V(R(D)) zeV(T

se tiene que R(D) es subdigréfica generadora de T'(D); de la misma manera se desprende de:

F(Q(D)) = U T ) U r+ 2) = F(T(D)),

z€V(Q(D 2€V(T(D

que Q(D) es subdigrafica generadora de T'(D). Para ver que S(D) es subdigréfica generadora
de T(D), es suficiente ver que V(S(D)) = V(T(D))y F(S(D)) C F(R(D)) Cc F(I'(D)). O

Con base al teorema anterior nos resultard practico poder probar algunas propiedades en
una subdigrafica generadora de una digrafica.

5.2. Numero Semidominante Coloreable de L(D)

En esta seccién vincularemos las coloraciones semidominantes interiores de la digrafica raiz
con las coloraciones semidominantes interiores de su digrafica de lineas. Por ende, dicha relacién
también nos hablard de la relacién entre los niimeros semidominantes coloreables de Dy L(D).
Dando respuesta a las siguientes preguntas:

La pregunta principal es jsi d~ (D) = n, entonces cudl es el valor de d (L(D))?, la cual nos
dard pauta a contestar preguntas como: ;Coémo se relacionan las coloraciones semidominantes
de una digrafica con las coloraciones semidominantes en la digrafica de lineas?. A partir de ésta
podremos contestar preguntas como: ;Toda digrafica de lineas tiene una coloracién semidomi-
nante distinta a la trivial?. Siempre que la digrafica original tenga una coloraciéon distinta a
la trivial, ;la digrafica de lineas tiene una distinta a la trivial?. ; Habra digraficas tales que su
digrafica de lineas tenga exactamente el mismo niimero semidominante coloreable?.

La primera pregunta que atacaremos es: si todas las digréficas de lineas! tienen una colora-
ciéon semidominante interior distinta a la trivial, pues no, basta ver al ciclo dirigido de longitud
cinco, que en el Ejemplo 3.2.1, denotado por Dy, para el cual demostramos que no tiene dicha
coloracion y donde Dy = L(Dy).

Sin embargo, que una digrafica no tenga una coloraciéon semidominante interior distinta a
la trivial no implica que su digrafica de lineas tampoco la tenga. Consideremos las siguientes
digraficas D y L(D).

Una digrafica D es de lineas si existe otra digrafica H tal que L(H) = D.
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a1

as
as

as a7

Qg

Verificaremos que D no tiene una coloracién semidominante interior diferente a la trivial.
Supongamos que si. Por el Lema 3.2.2 tenemos que si existe una coloracién semidominante
interior en mas de dos clases de D, entonces podemos construir una bicoloraciéon semidominante
interior de V(D). Supongamos que D tiene una bicoloracién semidominante interior cuyas clases
son P, y P,. Supongamos sin pérdida de generalidad que uy estda en Pj, el caso en el que us
estd en P, es completamente andlogo. Como P, es un conjunto semidominante interior, entonces
existe un vértice en P, que absorbe a us, y como el inico vértice que esta en la exvecindad de
Uug es uy, entonces u; € P,. Tomando a u; tenemos que, por las mismas razones, u; € P;. Dado
que la exvecindad de u; es {ug, us} y us € P, entonces uz € Ps; ésto nos lleva a que uy € P,
us € Py y ug € Py, lo que es una contradiccién puesto que ug debe de ser absorbido por alguien
de P, pero uy; € P;, que es el unico vértice en su exvecindad. Por lo tanto, D no tiene una
coloracién en dos clases semidominantes interiores, es decir, d (D) = 1.

Calcularemos d (L(D)). Consideremos P, = {ay, a4, a6,as} y P» = {as,as, as,ar}. Es claro
que PL#0 P, £ 0, PPN P, =0y que PLUP, =V (L(D)). Nos falta ver que ambos conjuntos
son semidominantes interiores. Observemos que a; es absorbido por as, a4 por as, ag por ay y
ag por as, esto quiere decir que P, es un conjunto semidominante interior de L(D). Por otro
lado, as es absorbido por ai, asz por a4, as por ag y a7 por ag, por lo tanto, P, es un conjunto
semidomiante interior de L(D). Por lo anterior, d (L(D)) > 2. Observemos que 6" (a;) =1,y
por el Lema 3.3.1 sabemos que d (L(D)) < d*(a;) +1 =141 = 2. Juntando ambas desigual-
dades tenemos que d (L(D)) = 2.

El ejemplo nos dice que es falsa la proposicién: si d (L(D)) > 2, entonces d (D) > 2,
por lo que una pregunta natural es si la proposicién: si d (D) > 2, entonces d (L(D)) > 2,
es verdadera o es falsa. Con lo que obtenemos el siguiente teorema. Para demostrarlo hay que
observar que por definicién de L(D), si S C F(D), entonces S C V(L(D)), por lo que para
diferenciarlos cuando hablemos de vértices en L(D), lo denotaremos por Sy.

Teorema 5.2.1. Sea D una digrifica y L(D) su digrdfica de lineas. Si d (D) > 2, entonces
qd (L(D)) = 2.

Demostracion. Como d (D) > 2, entonces existe una coloracién semidominante interior de los
vértices de D con dos clases P, y P, tal que ambas son conjuntos semidominantes interiores
de D.

70



Consideremos al conjunto g(V(D)) = g(P1) U g(P,), donde:

gP) = {(u,v) € FD)| (u € PLyv € P) 6 (u € Phbywv € P}y
9(P) ={(u,v) e F(D)| (ue P,yve P)é(ue PLyveP)}.

Observemos que al ser P; y P, conjuntos semidominantes interiores de D, P, # (), por lo
que existe al menos una Py P,—flecha, que por definicién pertenece a g(P), es decir, g(P;) # 0.
Anélogamente, como P, # (), entonces existe al menos una P, P, —flecha, que por definicién
pertenece a g(P), es decir, g(Py) # 0.

Por demostrar que g¢r(P1) N g, (P) = (. Supongamos lo contrario, es decir, existe
(u,v) € gr(P1) N gr(P). Entonces, (u,v) € gr(P1) v (u,v) € gr(FP2). Notemos que como
(u,v) € gr(Py), entonces v € Py, y como (u,v) € gr(P,), tenemos que v € Py, pero eso implica
que Py N Py # () lo que es una contradiccién. Por lo tanto, gr,(P1) N gr(P) = 0.

Hay que demostrar que g (Py) U gr(FP2) = V(L(D)) = F(D).

Como gr(P1) € V(L(D)) y gr(P2) € V(L(D)), entonces gr(P1) U gr(P2) C V(L(D)).

Sea z € V(L(D)) = F(D) entonces x = (u,v) con u,v € V(D), al ser { P, P»} una particiéon
de V(D) tenemos cuatro casos:

Caso 1. u € P y v € Py, entonces por definicién = € gr(P,).

Caso 2. u € P, y v € Py, entonces por definicién = € g, (P).

Caso 3. u € P, y v € Py, entonces por definicién = € g (Ps).

Caso 4. u € P, y v € P,, entonces por definicién = € g (P;).

En los cuatro casos obtenemos que x € gn(P) U gp(FP), por lo tanto,
V(L(D)) C gr(P1)Ugr(F2). Entonces gr(P1)Ugr(FP,) = V(L(D)). Por lo tanto, {gr.(P1), gr.(»)}
es una particién de L(D).

Falta demostrar que ambas clases de la particiéon son conjuntos semidominantes interiores
de L(D).

Si (u,v) € gr(P,), entonces por definicién de gr(P,) tenemos que v € Pj. Al ser P, un
conjunto semidominante interior en D, existe y € P, tal que (v,y) € F(D). Por definicién de
L(D)y de g, sabemos que ((u,v), (v,y)) € F(L(D)) y (v,y) € gr(Pr). Por lo tanto, gr(P1) es
semidominante interior en L(D).

Si (u,v) € gr(Py), entonces por definiciéon de gr(P;) tenemos que v € P,. Al ser P; un
conjunto semidominante interior en D, existe y € P; tal que (v,y) € F(D). Por definicién de
L(D) y de g, sabemos que ((u,v), (v,y)) € F(L(D))y (v,y) € gr(P). Por lo que g.(P») es
semidominante interior en L(D).

Por lo tanto, {g.(P1),gr(P)} es una particién semidominante interior de L(D) con dos
clases, entonces d”(L(D)) > 2. O

Teorema 5.2.2. Sea D una digrdfica y L(D) su digrdfica de lineas. Si (D) > 2, entonces
d"(L(D)) = 2.

La demostraciéon de este teorema es anédloga a la del teorema anterior usando la digréafica
dual.

Después de los teoremas anteriores, otra pregunta que surge es: jexisten digraficas con
d (D) = n > 2 tal que su digréfica de lineas cumpla que d (L(D)) = n?, y la respuesta es: Si.
Tomemos T,, el torneo obtenido por el algoritmo dado en la prueba del Teorema 3.3.1, con
di = dy = n. Sabemos que d (7') = n. Recordemos que V(7,) = U UV donde
={u; |1 <i<n}pyV ={v, |1 <1i < n}, el conjunto de flechas estd dado por:
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(wisuy) sii < g, (vi,v;) st <7, (u,vj)sii>7y (v,u;)sii>j.

Consideremos su digrafica de lineas L(T,,). Daremos una particiéon semidominante interior,
con n clases, de sus vértices y ademds probaremos que d (L(7},)) = n.
Sea x € V(D), consideremos a los conjuntos: A, = {(y,x) € F(D) | y € V(D)}. De esta
manera, definimos:

Cy= A, UA,
Cy = Ay, UA,
Cn= A, UA,,

Consideremos C; con i € {1,...,n}, y notemos que (u;,v;) € F(T,) = V(L(T},)), por lo
que (uj,v;) € A,, C Cj, es decir, C; # 0, con i € {1,...,n}. Observemos que por definicién
A, NA, =0, con z,y € V(D), lo que implica que C;NC; =0, con i,j € {1,...,n}, i # j.

Recordemos que T;, estd dado por dos tipos de vértices, u; y vj coni,j € {1,...,n}. Porlo
tanto,
U A, = U A, UA,) = JCu
zeV (D i=1 i=1

Por lo tanto, {C1,...,C,} es una particion de los vértices de L(7},).
Falta demostrar que cada C; es un conjunto semidominante interior, es decir, para todo
x € V(L(T,)) — C; existe un vértice y € C; tal que (z,y) € F(L(T},)).

Sea C; fijo y sea x € V(L(T,)) — C;. Como {C},...,C,} es una coloracién de V' (L(T},)),
entonces x € C; para alguna j # 7, con 1 < j <n. Lo que nos da cuatro casos:

= (ug,u;), con k < j, j <1, tenemos que (u;, u;) absorbe a .
» Siz = (u,uj), con k< j, i< j, tenemos que (u;,v;) absorbe a z.

uk, vj), con k > j, j <1, tenemos que (vj,v;) absorbe a .

absorbe a x.

u

9

&
I

= (ug,v;), con k > j, i < j, tenemos que (vj,u;

Uk, v;), con k < j, 4 < j, tenemos que (vj, u;) absorbe a .

absorbe a z.

)

)

)

)

= (vg,vj), con k < j, j < i, tenemos que (vj,v;) absorbe a .

)

" Siz= )
)

u
w2
—
—~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —

Uk, uj), con k > j, j < i, tenemos que (u;,u;)
s Siz= ,con k> j, i< j, tenemos que (u;,v;) absorbe a x.

Por lo tanto C; es un conjunto semidominante interior de L(7},). Con esto obtenemos que

Hay que notar que 6" (uj,v;) = mn — 1, entonces por el Lema 3.3.1 tenemos que
d (L(T,)) <n—1+41=n. Por lo tanto, d (L(T},)) = n.
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Para ilustrar el ejemplo anterior consideremos al torneo Tj.

\ U’Z

Considerando su digréfica de lineas, sabemos que V(L(D) = F(D), tomemos la particién:
Cr = {(v2,w1), (v3, 1), (va,ur) } U{(ur,v1), (uz, v1), (us, v1), (g, v1)}
Co = {(u1,u2), (v3, u2), (va, u2) } U {(uz, v2), (us, v2), (ug, v2), (v1,v2)}
Cs = {(u1, u3), (u2,us), (va,us) } U{(us, v3), (us, v3), (v1,v3), (v2,v3)}
04 = {(uh U4), (u27 U4), (US) U4)} U {<U4, 1)4), (vb 04)7 (027 1}4), (Ug, U4)}'
Podemos observar que cada clase de la coloracién es un conjunto semidominante interior de
L(Ty). Y por el teorema anterior, tenemos que d (L(T}y)) = 4.

< <
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Observando el ejemplo de la familia anterior, podemos deducir el siguiente resultado:

Teorema 5.2.3. Si D es una digrifica tal que (D) =n > 2, entonces d_ (L(D)) > n.

Demostracion. Sea P(V(D)) el conjunto potencia de los vértices de D, es decir, el conjunto
de todos los subconjuntos de V(D) y sea ¢ : P(V(D)) — P(F (D)) una funcién que a cada
Z CV(D), p(Z) ={(x,y) € F(D)| y € Z}. Observemos que estos subconjuntos de flechas de
D son subconjuntos de vértices de la gréafica de lineas.

Sea {Py, Py, ..., P,} una particién semidominante interior de los vértices de D. Sea L(D)
la digrafica de lineas de D. Como cada flecha de D es un vértice de L(D) y como toda flecha
tiene sélo un vértice final, entonces () ¢(P;) es una particién de las flechas de D y por lo

tanto de los vértices de L(D).

Hay que demostrar que cada clase es un conjunto semidominante interior de L(D). Tomemos
un conjunto ¢ (P;), coni € {1,2,...,n}, demostraremos que absorbe a todo vértice de ¢, (Py),
con k€ {1,2,...,i— 1,0+ 1,...,n}. Sea (u,v) € ¢.(Py), con v € P, y u € P; para alguna
je{l,2,...,n}.

Observemos que por la definicién de digréfica de lineas, (u,v) alcanza a todos los vértices
que son de la forma (v, w).

Como v € P, y P, es un conjunto semidominante interior de D, existe w € P;, con i # k tal
que (v,w) € F(D). Notemos que por definicién de ¢ tenemos que (v, w) € ¢(F;), ademds por
la observacién anterior tenemos que (v, w) absorbe a (u,v) en L(D). Por lo tanto ¢(P;) para

toda ¢ € {1,2,...,n} es un conjunto semidominante interior en L(D).
Por lo tanto {p(P;)...¢(P,)} es una particiéon semidominante interior de L(D), es decir,
d (D) >n. O

Recordemos que una digrafica D es semidominante coloreable interior completa si
d (D)=46"(D)+1.

Corolario 5.2.1. St D es una digrdfica semidominante coloreable interior completa, entonces

L(D) también lo es, mds ain, d (D) = d (L(D)).

Demostracion. Notemos que por definicién de L(D) tenemos que 67 (D) = §*(L(D)). Como D
es una digréafica semidominante coloreable interior completa, tenemos que d (D) = §(D) + 1.
Por el teorema anterior: 07(D)+1=d (D) < d (L(D)) <é"(L(D))+1=46"(D)+1. Por lo
tanto, d” (L(D)) = d~ (D) y L(D) es una digréfica semidominante coloreable interior completa.

[l

5.3. Numero Semidominante Coloreable de S(D), R(S),
QD) y T(D)

En esta seccién se daran algunos resultados sobre las condiciones de la digrafica raiz para
que existan coloraciones semidominantes interiores en las digréficas S(D), R(S), Q(D) y T (D).
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Teorema 5.3.1. Si una digrdfica D no tiene pozos, entonces d (S(D)) > 2.

Demostracion. Sea D una digréfica sin pozos y S(D) su digrafica subdivisién. Demostraremos
que {V (D), F(D)} forman una particién semidominante interior de los vértices de S(D).

Por definicién V(S(D)) =V(D)U F(D) y V(D) N F(D) = (), ademds V(D) # § y como D
no tiene pozos, existe al menos una flecha, es decir, F(D) # (. Falta ver que cada uno es un
conjunto semidominante interior de S(D).

Sea z € V(D), como D no tiene pozos, entonces d5(xz) > 1, por lo tanto existe
y € V(D) tal que (z,y) € F(D). Por definicién de la exvecindad de x en S(D) tenemos que
(z,(x,y)) € F(S(D)), es decir, (z,y) absorbe a x en S(D). Por lo tanto F/(D) es un conjunto
semidominante interior de S(D).

Sea * = (u,v) € F(D). Observemos que por definicion de S(D) tenemos que
F&D)((u,v)) = {v}, es decir, (z,v) € F(S(D)). Por lo tanto V(D) es un conjunto semido-
minante interior de S(D).

Con lo anterior tenemos que S(D) tiene una biparticién semidominante interior, por lo
tanto, d”(S(D)) > 2. O

Teorema 5.3.2. Si una digrdfica D no tiene fuentes, entonces d*(S(D)) > 2.

La prueba del teorema es analoga a la del teorema anterior usando la digrafica dual.

Con los teoremas anteriores y con ayuda de las propiedades vistas en la seccién anterior
podemos obtener resultados acerca de R(D), Q(D) y T(D).

Corolario 5.3.1. Si D es una digrdfica sin pozos, entonces 4 (R(D)) > 2, 4 (Q(D)) > 2 y
d (T(D)) = 2.

Demostracion. Sabemos que S(D) es una subdigréfica generadora de R(T'), Q(D) y T(D), por
el teorema anterior tenemos que {V (D), F(D)} es una biparticién semidominante interior de
S(D) y por lo tanto de R(D), Q(D) y T(D). Por lo tanto d (R(D)) > 2,
4 (Q(D) > 2y d(T(D)) > 2

[

Corolario 5.3.2. Si D es una digrdfica sin fuentes, entonces ¢ (R(D)) > 2, d"(Q(D)) > 2 y
d"(T(D)) > 2.

La prueba de este corolario es andloga a la anterior, considerando a la digrafica dual.

El Teorema 5.3.1 es equivalente al resultado de Jerzy Topp en [20], ya que él demostré que
V(D) es un nicleo de S(D) y si D no tiene pozos, entonces F(D) es nicleo de S(D). Con lo
que implicitamente dio una biparticién, donde cada clase es un nicleo de S(D) y por lo tanto
un conjunto semidominante coloreable interior de S(D).

Con lo anterior una pregunta natural es: si hay una digréfica D tal que d (D) > 2, entonces
d (S(D)) > 2. La respuesta es no, como nos dice el siguiente lema.
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Lema 5.3.1. Si D es una digrdfica tal que (D) =n > 2, entonces d_ (S(D)) = 2.

Demostracion. Observemos  que  por  definiciéon  de  subdivision  para  toda
y = (u,v) € F(D) C V(S(D)) tenemos que 6" (y) = 1, por lo que por el Lema 3.3.1 sabe-
mos que d (S(D)) < 6" (y) +1 =2, y como D no tiene pozos pues n > 2, usando el Teorema
5.3.1 tenemos que d (S(D)) = 2. O

Con el lema anterior, podemos observar que si D tiene pozos, entonces d (S(D)) = 1, pues
S(D) también tendria pozos.

Corolario 5.3.3. Si D es una digrdfica tal que (D) = n > 2, entonces d_ (R(D)) = 2.

Demostracién. Basta notar que para toda y € F(D), tenemos que, en R(D), 0% (y) = 1. Por lo
que por el Lema 3.3.1 sabemos que d (R(D)) < §"(y) + 1 = 2, como D no tiene pozos pues
n > 2, usando el Teorema 5.3.1 tenemos que d (R(D)) = 2. O

Por los resultados anteriores, nos podemos dar cuenta que no podemos encontrar colora-
ciones semidominantes interiores con mas de dos clases. Sin embargo, podemos preguntarnos
que tipo de conjuntos nos inducen las clases de las coloraciones semidominantes interiores de la
digrafica raiz. Eso dard pauta al siguiente capitulo. Sin embargo, nos preguntamos si es posible
encontrar coloraciones semidominantes interiores con més clases en las digraficas Q(D) y T(D).

Lema 5.3.2. Si {P,...,P,} es una particion de los vértices de D, entonces {P|,...,P.} es
una particion de los vértices de S(D), donde P, = P,U{(u,v) € F(D) |v € P}, con1 <i<n.

Demostracion. Como V(D) F(D) C V(S(D)), entonces se sigue que P/ C V(S(D)), con
1 < i < n, por lo que UP’ C V(S(D)). Sea z € V(S(D)), si x € V(D), entonces x € P,

para alguna i € {1,.. n} y por definiciéon x € P/. Si z = (u,v) € F(D), entonces como
{P,...,P,} esuna partlclon de V(D) tenemos que v € P; para alguna j € {1,...,n}. Asi, por

definicién tenemos que x € P;. De esta forma, V(S(D)) C U , por lo tanto V( (D))= UPF.
i=1

Por otro lado, como P; # (), se tiene que P! # (), con 1 < < n.

Ahora veamos que P/ N P} = 0, con i # j. Supongamos que no, es decir, existe z € P/ N P,
con i # j, tenemos casos:

Caso 1. Si x € V(D), entonces como = € P/ tenemos que x € P; y al estar también en P; se
sigue que = € P;, es decir, x € P;N P; lo que es una contradiccién pues P; N P; = ().

Caso 2. Si x = (u,v) € F(D), como x € P/ tenemos que v € P;, analogamente como z € P;
se sigue que v € P;, es decir, v € P, N P; lo que es una contradiccién pues P, N P; = .

Por lo tanto PZ’ ﬂ P = @.

Con lo anterior, tenemos que {P], ..., P!} es una particién de V(S(D)). O

Teorema 5.3.3. Sea D una digrdfica, si d (D) =n, entonces d_(Q(D)) > n.

Demostracion. Sea {Pi, ..., P,} una particién semidominante interior de los vértices de D. Sea
P/ =P, U{(u,v) € F(D)|v e P}, conl<i<n.
Demostraremos que {Pj, ..., P/} es una particién semidominante interior de los vértices de

Q(D).
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Sabemos por el Lema 5.3.2 que {P/,..., P/} es una particién de los vértices de S(D) y por
consecuencia de Q(D).

Falta demostrar que P/ es un conjunto semidominante interior de Q(D), para toda
i€ {l,...,n}. Sea P! fijo, y sea z € V(Q(D)) — P.

Caso 1. Si z € V(D) — P/, entonces x € P;, para alguna j # iy j € {1,...,n}. Como P,
es un conjunto semidominante interior de D, entonces existe y € P; tal que (z,y) € F(D), que
por definicién de Q(D) tenemos que (z, (x,y)) € F(Q(D)). Ademés observemos que (z,y) € P/
por lo que x es absorbido por (z,y).

Caso 2. Si z = (u,v) € F(D) — P/, como {P],..., P!} es una particién de los vértices de
Q(D), entonces = € P}, para alguna j # iy j € {1,...,n}. Por lo que por definicién v € P;.
Por el caso 1, tenemos que v es absorbido por una flecha de la forma (v, w), con w € P/, pero
por definicién (v, w) estéd en la exvecindad de z = (u,v), por lo tanto P/ absorbe a x.

Por lo tanto, P/ es un conjunto semidominante interior de Q(D), lo que implica que

{P],..., P/} es una particién semidominante interior de Q(D), por lo que d, (Q(D)) > n. O

Corolario 5.3.4. Sea D una digrdfica y T (D) su digrifica total. Si d (D) = n, entonces
d (T(D)) = n.

Demostracion. Recordemos que por el Teorema 5.1.1 Q(D) es una subdigrafica generadora de
T (D) por lo que la coloracién dada en la prueba del Teorema 5.3.3 sigue siendo una coloracién
semidominante interior de T'(D). Por lo tanto, d (T'(D)) > n. O
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Capitulo 6

Coloraciones Cuasiabsorbentes,

Coloraciones k—absorbentes y
Cuasintcleos Ajenos de L(D), S(D),
R(D), Q(D), T(D)

Como vimos en el capitulo anterior, no es posible encontrar una coloraciéon semidominante
interior con mds de dos clases en S(D) y R(D). Pero si se puede observar el comportamiento
de las coloraciones semidominantes interiores de la digrafica raiz, no sélo en estas digraficas,
también en L(D), Q(D) y T(D). De esto trataré este capitulo.

En la primera seccién del capitulo, demostramos que una coloracién semidominante interior
de una digréfica D, nos induce una coloracién de los vértices de las digraficas en conjuntos
cuasiabsorbentes. De donde, pudimos observar que si dichos conjuntos de la digrafica raiz son
independientes, los inducidos en las digréficas también lo son, es decir, nos inducen conjuntos
llamados cuasinicleos. Lo que nos llevé a relacionar estas coloraciones con el trabajo del 2001
de Gutin, Meng, Koh, Tay y Yeo [11], donde dan una caracterizacién de las digréaficas, sin pozos,
que tienen exactamente dos cuasinticleos. En dicho trabajo concluyen con la siguiente conjetura:
Toda digrdfica sin pozos, tiene dos cuasinicleos ajenos. Por lo que en la segunda seccion nos
centraremos en esta conjetura, mencionaremos algunos de los resultados que forman parte de la
historia. Por otro lado, Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincén en [10], demostraron
que el nimero de cusinicleos de D es menor o igual al nimero de cuasinicleos de L(D), lo que
nos da pauta a la segunda parte de la secciéon, donde daremos acercamientos a la conjetura, en
las digraficas: L(D), S(D), R(D), Q(D) y T(D).

En la dltima seccién, basandonos en conjuntos k—absorbentes, definiremos conceptos anélo-
gos a los dados en gréficas, con la idea de obtener resultados parecidos a éstos. También daremos
un resultado de Maria Kwasnik [15] que nos dice que toda digréfica fuertemente conexa, sin
ciclos dirigidos de longitud no congruente con 0 (mod k), tiene k—nucleo. De este resultado
podremos obtener una coloracién de sus vértices en k clases (k — 1)—absorbentes. Por otro
lado, Hortensia Galeana y Xueliang Li [8], demuestran que el nimero de (k,!)—nucleos de la
digréfica raiz es menor o igual que el nimero de (2,1)—ntcleos de su digrafica de lineas. Tam-
bién demuestran que si L(D) tiene un (k,l)—ntcleo, entonces D tiene un (k’,!")—nicleo con
k' 41 <k,l <. Después Hortensia Galeana y Laura Pastrana [9] trabajaron con las digraficas
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S*(D), R*(D), Q*(D) y T*(D), que son una generalizacién de las digraficas que hemos veni-
do trabajando, donde encontraron k—nicleos. Daremos una coloracién (k — 1)—absorbente de
Sk(D) en k clases.

6.1. Coloraciones Cuasiabsorbentes

Sea D una digréfica, recordemos que un conjunto B C V(D) es cuasiabsorbente si para todo
x € V(D) — B existen w € V(D) — Byy € B tal que (z,y) € F(D) 6 (z,w), (w,y) € F(D),
es decir, que de cualquier vértice fuera del conjunto existe una trayectoria dirigida de longitud
uno o dos que termina en B.

De esta manera diremos que una coloracion de los vértices de D es una coloracion cua-
siabsorbente de D si cada una de sus clases crométicas es un conjunto cuasiabsorbente de D.
Por lo que, al igual que las coloraciones semidominantes, estas coloraciones inducen particiones
de los vértices, donde cada clase es un conjunto cuasiabsorbente y éstas inducen coloraciones
cuasiabsorbentes. A dichas particiones las llamaremos cuasiabsorbentes. Asi podemos definir:

Definicién 6.1.1. Sea d_ (D) = {|P]| | P es una particion cuasiabsorbente de D}, al que lla-
maremos numero cuasiabsorbente coloreable de D.

Primero notemos que a diferencia de los cuasinicleos no se pide que el conjunto sea in-
dependiente. Ademds observemos que d_ (D) estd bien definido pues V(D) es un conjunto
cuasiabsorbente de D.

Otra observacién pertinente es d (D) < d_ (D), esto viene directo de la definicién puesto
que si P’ es una particién semidominante interior de D, entonces también es una particién
cuasiabsorbente de D, pues para cada vértice que no esta en la clase, existe una trayectoria
dirigida de longitud uno que termina en ella. Por lo tanto, tenemos que la cardinalidad de la
particién P’ es menor o igual a max{|P| | P es una particién cuasiabsorbente de D}.

6.1.1. Coloraciones Cuasiabsorbentes en L(D)

En esta secciéon hablaremos de la relacién que hay entre las coloraciones semidominantes
interiores de la digréfica raiz y las coloraciones cuasiabsorbentes de su digréafica de lineas.

Sea D una digrafica y P(V(D)) el conjunto potencia de los vértices de D, es decir, el
conjunto de todos los subconjuntos de V(D). Definimos f : P(V (D)) — P(F (D)) una funcién
que a cada Z C V(D), f(Z) = {(z,y) € F(D)| x € Z}. Observemos que estos subconjuntos de
flechas de D son subconjuntos de vértices de la digrafica de lineas. Para poder diferenciarlos,
cuando hablemos de ellos como vértices de la digrafica de lineas, denotaremos al conjunto como

fu(2).

Teorema 6.1.1. Si D es una digrdfica tal que d (D) = n, entonces L(D) tiene una particion
de sus vértices en n conjuntos cuastabsorbentes.

Demostracion. Notemos que si d (D) = 1, entonces el resultado es vélido. Supongamos que
n > 2, entonces por el Lema 3.3.1 tenemos que d*(D) > 1.
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Sean {Pi,...,P,} una particién semidominante interior de los vértices de D y L(D) la
digrafica de lineas de D. Como cada flecha de D es un vértice de L(D) y toda flecha tiene sélo
un inicio, entonces | J f(P;) es una particién de las flechas de D y por ende induce una

coloracion de los vértices de L(D).

Demostraremos que cada clase de color es un conjunto cuasiabsorbente de L(D). Tomemos
fr(P) fijo, con i € {1,2,...,n}. Mostraremos que cuasiabsorbe a los vértices de fr(Fy), con
ke{l,....i—1,i+1,...,n}. Sea (u,v) € fL(Py),conu € P,yv € Pj,conk,je{l,2,...,n},
k # i. Tenemos tres casos:

Caso 1. Si j =4, entonces v € P;, y como 01 (v) > 1, existe (v,w) € F(D), con w € V(D).
Por definicién de L(D), ((u,v),(v,w)) € F(L(D)), con (v,w) € frL(P;), es decir, existe la
(u,v) fr(P;)—flecha.

(CBS

Caso 2. Sij # i, entonces v € V(D) — P;, y como P; es un conjunto semidominante interior
existe y € P; tal que (v,y) € F(D). Por definicién de L(D), entonces ((u,v), (v,y)) € F(L(D)).
Como 07 (y) > 1, existe (y,w) € F(D), con w € V(D) y (y,w) € fr(P;). Por lo tanto, la
trayectoria dirigida ((u,v), (v,y), (y,w)) es una (u,v)f;(FP;)—trayectoria dirigida de longitud
dos.
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Caso 3. Si k& = j, entonces v € P,. Como P; es un conjunto semidominante interior
de D y k # i, entonces existe y € P; tal que (v,y) € F(D). Como 6" (y) > 1, entonces
existe (y,w) € F(D), con w € V(D). Por definicién de L(D), ((v,y), (y,w)) € F(L(D)), con
(y,w) € fr(F;). Por lo tanto, ((u,v), (v,y), (y,w)) es una (u,v)fr(P;)—trayectoria dirigida de
longitud dos.

En todos los casos obtenemos que f1(F;), con 1 < i < n es un conjunto cuasiabsorbente de
L(D). Es decir, d_ (L(D)) > n. O

6.1.2. Coloraciones Cuasiabsorbentes de S(D), R(S), Q(D)y T(D)

Como vimos en el capitulo anterior, no es posible encontrar una coloraciéon semidominante
interior con més de dos clases en S(D) y R(D). Entonces una pregunta que surgié es si a partir
de las clases de color de las coloraciones semidominantes interiores de la digrafica raiz podemos
obtener otro tipo de coloraciones, en particular coloraciones cuasiabsorbentes no sélo en S(D)
y R(D), sino también en Q(D) y T(D).

Con la idea anterior, podemos encontrar una coloracién cuasiabsorbente en S(D).

Teorema 6.1.2. Sea D es una digrdfica y S(D) su digrdfica subdivision. Si (D) =n > 2,
entonces S(D) tiene una coloracion cuasiabsorbente en n clases.

Demostracion. Sea {Py, ..., P,} una particién semidominante interior de los vértices de D. Sea
P! = P,U{(u,v) € F(D)|ve P}, conl<i<n.
Por el Lema 5.3.2 tenemos que {P],..., P’} es una particién de los vértices de S(D).

Falta demostrar que P/ es un conjunto cuasiabsorbente para toda i € {1,...,n}. Sea P/

fijo, y sea x € V/(S(D)) — P,.

Caso 1. Si x € V(D) — P, entonces z € Pj con j € {1,...,n} y j # i. Como P; es un
conjunto semidominante interior de D, entonces existe y € P; tal que (z,y) € F(D), que por
definicién de S(D), (z,(x,y)) € F(S(D)), ademés (x,y) € P/ por lo que z es absorbido por
(x,y) en S(D).

Caso 2. Six = (u,v) € F(D)— P, entonces v € P;con j € {1,...,n}y j# i, lo que implica
que v € P;. Por el caso 1, tenemos que v es absorbido a distancia uno por una flecha de la
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forma (v, w), con w € P/, con lo que la trayectoria (z = (u,v),v, (v,w)) es una x P/ —trayectoria
dirigida de longitud dos en S(D).

Por lo tanto, P! es un conjunto cuasiabsorbente de S(D), lo que implica que {P],..., P’}
es una particién cuasiabsorbente en n clases, es decir, d_ (S(D)) > n. O

De la misma manera podemos encontrar una coloracién cuasiabsorbente de R(D).

Lema 6.1.1. Si {Py,..., P,} es una particion de los vértices de una digrdfica D sin pozos,
entonces {Py, ..., P,, F(D)} es una particion de los vértices de S(D).

Demostracion. Veamos que cada conjunto es distinto del vacio. Notemos que como D no tie-
ne pozos, entonces F'(D) # ). Por otro lado, el Lema 5.3.1 nos dice que {V(D),F(D)} es

una particiéon semidominante interior de S(D). Por ultimo, como |J P, = V(D), tenemos que
i=1

(UP)UF(D)=V(S(D)). Ademds como P; es una clase de una particién se tiene que P; # ().
i=1

Observemos que por definicién tenemos que P, N P; = ) con i # j donde j,i € {1,...,n},
asf como P,NF(D) =0 con1<i<n.
Por lo tanto, {Pi, ..., P,} es una particién de V(S(D)). O

Teorema 6.1.3. Sea D una digrdfica, si d (D) =n > 2, entonces R(D) tiene una coloracion
cuasiabsorbente en n + 1 clases.

Demostracion. Sea {P,..., P,} una particién semidominante interior de D. Demostraremos
que {Py, P,,... P,, F(D)} es una particién cuasiabsorbente de R(D) en n + 1 clases.
Por el Lema 6.1.1 tenemos que { Py, ..., P,, F(D)} es una particién de los vértices de R(D).
Falta demostrar que cada clase es un conjunto cuasiabsorbente en R(D).

Consideremos F'(D), y seax € V(R(D))— F(D). Entonces por definiciéon z € V(D) = |J P,
i=1

es decir, x € P, para alguna i € {1,...,n}. Sea P; # P,, existe pues n > 2, como P; es
un conjunto semidominante interior en D, entonces existe y € P; tal que (z,y) € F(D).
Sabemos que por la definicién de R(D), la exvecindad de x son todas las flechas que tienen
como vértice inicial a z, unién su exvecindad en D, eso implica que (z,(z,y)) € F(R(D)),
con (z,y) € F(D) C V(R(D)), es decir, (z,y) absorbe a z, por lo tanto F'(D) es un conjunto
cuasiabsorbente de R(D).

Ahora consideremos un P, fijo, y sea z € V(R(D)) — P,. Tenemos dos casos:

Caso 1. Si x € F(D), entonces z = (u,v), con u,v € V(D). Observemos que en R(D) la
exvecindad de x sélo consta de v. Si v € P;, entonces tenemos que P; absorbe a x a distancia
uno. Si v € P}, con j # 4, entonces como F; es un conjunto semidominante interior de D, existe
y € P; tal que (v,y) € F(D), es decir, esta en la exvecindad de v, por lo tanto en R(D), la
trayectoria dirigida (z = (u,v),v,y) es una xP-trayectoria dirigida de longitud dos en R(D).

Caso 2. Si x € P;, con j # i, entonces como F; es un conjunto semidominante inte-
rior de D, existe y € P; tal que (z,y) € F(D), es decir, y estd en la exvecindad de v, asi
(x,y) € F(R(D)). Por lo tanto, P; absorbe a 2 en R(D).

En ambos casos P; es un conjunto cuasiabsorbente de R(D).

Por lo tanto {Py, P,,..., P,, F(D)} es una particién cuasiabsorbente de R(D) en n + 1
clases, es decir, d_ (R(D)) > n + 1. O
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Nos podemos preguntar si las podemos encontrar para Q(D) y T(D).

Teorema 6.1.4. Sea D una digrdfica y Q(D) su digrafica media. Si d (D) =n > 2, entonces
Q(D) tiene una coloracion cuasiabsorbente en n+ 1 clases.

Demostracion. Sea {P,..., P,} una particién semidominante interior de D. Demostraremos
que {Py, Py, ..., P,, F(D)} es una particién cuasiabsorbente de Q(D) en n + 1 clases.

Por el Lema 6.1.1 tenemos que {Py,..., P,, F(D)} es una particién de los vértices de Q(D)
en n + 1 clases.

Falta demostrar que cada clase es un conjunto cuasiabsorbente en Q(D).

Consideremos F'(D), y seax € V(Q(D))— F(D). Entonces por definicién z € V(D) = |J P,
i=1

es decir, z € P, para alguna ¢ € {1,...,n}. Sea P; # P;, que existe pues n > 2. Como P; es un
conjunto semidominante interior en D, entonces existe y € P; tal que (z,y) € F(D). Sabemos
que por la definicién de Q(D), la exvecindad de x son todas las flechas que tienen como vértice
inicial a x, eso implica que (z, (z,y)) € F(Q(D)), es decir, (z,y) absorbe a x en Q(D), por lo
tanto F'(D) es un conjunto cuasiabsorbente de Q(D).

Ahora consideremos un P, fijo, y sea z € V(Q(D)) — P, tenemos dos casos:

Caso 1. Si z € F(D), entonces z = (u,v), con u,v € V(D). Observemos que la exvecindad
de x, consta de v asi como de todas las flechas de D que tienen a v como vértice inicial. Siv € P;,
entonces tenemos que P; absorbe a = a distancia uno en Q(D). Si v € P;, con j # i, entonces
como P; es un conjunto semidominante interior de D, existe y € P; tal que (v,y) € F(D), por
lo tanto en Q(D), la trayectoria dirigida (z = (u,v), (v,y),y) es una xP;—trayectoria dirigida
de longitud dos, por lo que P; cuasiabsorbe a z en Q(D).

Caso 2. Si z € Pj, con j # 14, entonces como F; es un conjunto semidominante interior de
D, existe y € P; tal que (x,y) € F(D), por lo que la trayectoria dirigida (x, (z,y),y) es una
x P;—trayectoria dirigida de longitud dos en Q(D). Por lo tanto, P; cuasiabsorbe a x de Q(D).

En ambos casos P; es un conjunto cuasiabsorbente de Q(D).

Por lo tanto {Py, P»,..., P,, F(D)} es una coloracién cuasiabsorbente de Q(D) en n + 1
clases, es decir, d_ (Q(D)) > n + 1. O

Corolario 6.1.1. Sea D una digrdfica y T(D) su digrdfica total. Si (D) = n > 2, entonces
T(D) tiene una coloracion cuasiabsorbente en n+ 1 clases.

Demostracion. Por el Teorema 5.1.1 Q(D) es una subdigréfica generadora de T'(D) por lo que
la coloracién de la demostracién anterior sigue siendo una particién cuasiabsorbente de T'(D).
Por lo tanto d_ (T'(D)) > n + 1. O

6.2. Cuasintcleos ajenos

En las secciones anteriores, demostramos que una coloracién semidominante interior de una
digrafica D, nos induce una coloracion de los vértices de las digraficas estudiadas en conjuntos
cuasiabsorbentes. De donde, pudimos observar que si dichos conjuntos de la digrafica raiz son
independientes, los inducidos en las digrificas también lo son, es decir, nos inducen conjuntos
llamados cuasinicleos. Lo que nos llevé a relacionar estas coloraciones con el trabajo del 2001
de Gutin, Meng, Koh, Tay y Yeo [11], donde dan una caracterizaciéon de las digraficas, sin
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pozos, que tienen exactamente dos cuasinicleos. En dicho trabajo concluyen con la siguiente
conjetura:

Conjetura 6.2.1. [11] Toda digrdfica sin pozos tiene dos cuasinicleos ajenos.

Por lo que esta seccién se centra en esta conjetura. En la primera parte mencionaremos
algunos de los resultados que ya se han trabajado, y la segunda seccién tiene como objetivo
dar acercamientos a esta conjetura en las digréficas ya trabajadas: L(D), S(D), R(D), Q(D)y
T(D).

Gutin, Koh, Tay Y Yeo, demostraron que si una digrafica es nicleo-perfecta (que toda
subdigrafica inducida tiene ntcleo, incluida ella misma), tiene dos cuasinicleos ajenos.

Lema 6.2.1. [11] Si D es una digrifica y 'Y es un conjunto de vértices en D tal que D[Y] es
nicleo-perfecta, entonces existe un cuasinicleo @ en D tal que Q@ C V(D) — (I'"[Y] =Y.

Demostracion. Sean H = D — I'"[Y] y 1 un cuasinicleo en H, que existe por el Teorema
1.3.4 (si H = (), entonces Q1 = 0)). Sea Y el subconjunto de todos los vértices de Y tal que no
tienen flecha en Q1. Como D[Y] es ntcleo perfecta, entonces existe K’ nicleo de D[Y”].

Afirmamos que @) = Q1 U K’ es el cuasinicleo buscado.

Notemos que @ es independiente pues K’ y )1 son conjuntos independientes, asi como por
definicién de Y’ no existe la K'Q;—flecha y por definicién de H no existe la Q1 K'—flecha.

Por definicion de )1, todo vértice en H es cuasiabsorbido por (). Observemos que cada y € Y
manda flecha a ), o es vértice de Y’ y manda flecha a K’ o estd en K’, es decir, todo vértice en
Y’ — K’ es cuasiabsorbido por @). Con lo anterior tenemos que todo vértice en I'"(Y') es cua-
siabsorbido por Q).

Por lo tanto @ es cuasinticleo de D y por definiciéon Q C V(D) — (I [Y] = Y). O

Asi con el lema anterior obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 6.2.1. [11] Toda digrifica nicleo-perfecta sin pozos tiene dos cuasinicleos ajenos.

Demostracion. Sean D una digrafica nicleo-perfecta sin pozos y N un ntcleo de D, tomemos
Y = (I'"[N] = N). Observemos que N C (I'"[Y] — Y), entonces por el lema anterior D tiene
un cuasintcleo @, tal que Q NN = (). Por lo tanto D tiene dos cuasintcleos ajenos. n

Notemos que el resultado anterior, implicitamente da familias de digréficas que cumplen
con la Conjetura 6.2.1.
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Corolario 6.2.2. 5@ D es una digrdfica transitiva sin pozos, entonces D tiene dos cuasinicleos
ajenos.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva sin pozos. Probaremos que es nticleo perfecta.

Sea () un cuasintcleo de D, que existe por la Proposicion 1.3.4.

Afirmamos que @ es nicleo de D. Por definicién @) es independiente. Sea = € V(D) —
(@, vy supongamos que () no absorbe a x, es decir, no existe x()—flecha en D. Como @) es
cuasintcleo existen y € V(D) —Q y z € @ tal que (x,y), (y,z) € F(D), pero al ser D transitiva
(xz,z) € F(D), es decir, existe la zQ—flecha, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, @ es
absorbente.

Por lo tanto, () es nucleo de D.

Notemos que toda subdugrafica inducida de D es transitiva y por lo tanto tiene ntcleo,
en otras palabras, D es ntcleo perfecta sin pozos. Entonces por el Corolario 6.2.1 D tiene dos
cuasinicleos ajenos. O

Diremos que una digrafica es simétrica si (z,y) € F(D), entonces (y,z) € F(D), con
z,y € V(D).

Corolario 6.2.3. Si D es una digrdfica simétrica sin pozos, entonces D tiene dos cuasinicleos
ajenos.

Demostracion. Sea D una digrafica simétrica sin pozos. Demostraremos que D es nicleo per-
fecta.

Sea I C V(D) un subconjunto independiente, méximo por contencién. Probaremos que [
es absorbente.

Seax € V(D)—1I, como I es maximo por contencién /U{z} no es un conjunto independiente,
entonces existe w € I tal que (z,w) € F(D) o (w,x) € F(D), pero como D es simétrica ambas
flechas estan en D, es decir, w € I absorbe a x. Por lo tanto, I es ntucleo de D.

Observemos que cualquier subdigrafica inducida es simétrica, con lo anterior tenemos que
D es nicleo perfecta y sin pozos. Por el Corolario 6.2.1 D tiene dos cuasinicleos ajenos. [

Los corolarios anteriores son ejemplos de familias de digraficas que cumplen con ser nicleo-
perfectas, por lo que todas las familias que lo sean, daran soporte a la conjetura, como también
es el caso de las digraficas sin ciclos dirigidos de longitud impar [3].

6.2.1. Cuasintcleos Ajenos en L(D)

En 1991 Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincén [10], demostraron que el nimero
de cusinicleos de D es menor o igual al nimero de cuasinicleos de L(D), lo que nos da pauta a
trabajar la conjetura en la digrafica de lineas. Recordemos a la funcion
v :P(V(D)) = P(F(D)) que a cada Z C V (D), p(Z) ={(x,y) € F(D)| y € Z}.
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Teorema 6.2.1. Si D tiene dos cuasinicleos ajenos, entonces L(D) tiene dos cuasinicleos
ajenos.

Demostracion. Sea P un cuasinucleo de D. Demostraremos que ¢ (P) es un cuasinicleo de
L(D).

Veamos que es independiente, sean (z,y), (u,v) € ¢ (P), por definicién tenemos que y,v €
P. Supongamos que ((z,y),(u,v)) € F(D) o ((u,v),(z,y)) € F(D), entonces tenemos que
y=uov=ux 51y =u,entonces u € Py v €& P, es decir, P no es independiente, lo que es
una contradiccion. Andlogamente, si v = x. Por lo tanto, ¢ (P) es independiente en L(D).

Sea (u,v) € V(L(D)) — ¢r(P). Notemos que por definicién v ¢ P, por lo que v es cuasiab-
sorbido por P en D, obteniendo dos casos:

» Existe la vP—flecha, es decir, existe w € P tal que (v,w) € F(D), y notemos que
(v,w) € pr(P), por lo que (v, w) absorbe a (u,v) en L(D).

» Existe vP—trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, existe y € V(D) y w € P tal
que (v,y,w) es una trayectoria dirigida. Observemos que (y,w) € ¢p(P), con lo que
((u,v), (v,9), (y,w)) es una (u, v)er(P)—trayectoria dirigida en L(D).

Por lo tanto, ¢ (P) es un cuasinicleo de L(D).

Sean Py () dos cuasinicleos ajenos de D, por lo anterior tenemos que ¢ (P) v ¢r(Q) son
cuasinicleos de L(D). Falta ver que son ajenos.

Supongamos que ¢r(P) N pL(Q) # 0, entonces existe (u,v) € ¢r(P) N ¢L(Q), pero por
definicién v € Py v € Q, es decir, v € PN Q, lo que es una contradiccién, pues PN Q = (.

Por lo tanto, L(D) tiene dos cuasinticleos ajenos. O

Observemos que el resultado nos dice que los cuasintcleos ajenos en D nos inducen cua-
sinticleos ajenos en L(D). Recordemos que los vértices de L(D) son flechas en D. Por lo que
siguiendo con la idea del teorema anterior podemos preguntarnos si los vértices finales de las
flechas que conforman a un cuasinticleo en L(D) nos induce un cuasinticleo en D. Si la respues-
ta fuera afirmativa, entonces ;dos cuasintcleos ajenos en la digraficas de lineas inducen dos
cuasinicleos ajenos en la original?. Fijémonos en el siguiente ejemplo:
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Consideremos a la digréfica:

U0 Ug

a7 Q9

Observemos que {ag, a4, ag, ag, a2} v {as, ar, as,a11} son dos cuasinicleos ajenos de L(D).
Los conjuntos que inducen sus vértices finales en D son: {us,us, ur,u10} y {u4, us, us, ug},
respectivamente. Notemos que no son ajenos, por lo que dos conjuntos ajenos en L(D) no
nos inducen, usando la idea del teorema anterior, dos conjuntos ajenos en D. Por otro lado, el
conjunto {ug, us, us, ug } no es independiente pues (uy, us) € F(D) y tampoco es cuasiabsorbente
ya que u3 no es cuasiabsorbido.

Del ejemplo anterior, podemos concluir que la idea de obtener cuasinicleos ajenos para D
a partir de dos cuasinucleos ajenos de L(D), fijaindonos tinicamente en sus vértices finales no
es suficiente. Sin embargo, si nos fijamos en los conjuntos {us, ug, ug, w10} y {ug,us, ur, w11},
observemos que son dos cuasintcleos ajenos de D formados a partir de los vértices extremos de
las flechas que forman a los dos cuasinticleos ajenos de L(D).

6.2.2. Cuasintcleos Ajenos en S(D), R(D), Q(D) y T(D)

Si nos fijamos en S(D) podemos obtener el siguiente teorema.

Teorema 6.2.2. Si D es una digrdfica tal que 6% (D) > 1, entonces S(D) tiene dos cuasinicleos
ajenos.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que 67 (D) > 1, es decir, sin pozos. Demostraremos que
tanto V(D) como F(D) son cuasinicleos ajenos de S(D).

Notemos que por definicién V(D) N F(D) = (). Ademéds por el Teorema 5.3.1 tenemos que
F(D) y V(D) son conjuntos absorbentes en S(D), en consecuencia también son conjuntos cua-
siabsorbentes. Falta demostrar que son conjuntos independientes, pero por definicién tenemos
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que:
M) = { {1 2P el

{v}, six = (u,v) € F(D)
Podemos observar que los vértices de D sélo alcanzan a las flechas de D y las flechas solo
alcanzan a los vértices de D. Por lo tanto, V(D) y F(D) son independientes. O

El teorema anterior lo podemos ilustrar con la digrafica D ya antes trabajada.

D

Notemos que por definicién, a diferencia de las coloraciones semidominantes, estos cua-
sinticleos de S(D) no son cuasinticleos para R(D), Q(D) y T(D). Sin embargo, se puede en-
contrar condiciones para que dichas digraficas tengan dos cuasinicleos ajenos.

Maés atn, si usamos el teorema 1.3.4, que nos dice que toda digrafica tiene un cuasinticleo,
podemos formular los siguientes teoremas.

Teorema 6.2.3. Si D es una digrdfica tal que 67 (D) > 1, entonces R(D) tiene dos cuasinicleos
ajenos.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que 67(D) > 1. Por el Teorema 1.3.4 sabemos que existe
Q C V(D) tal que @ es cuasintcleo de D. Demostraremos que Q1 = @Q U A es cuasintcleo de
R(D), donde A = {(u,v) € F(D) | v,u ¢ Qy dp(v,Q) = 2}.

Veamos que ()1 es independiente. Observemos que:

+ _ [ Th@U({a} xTh)), sizeV(D)
Frep) (@) = { {v}, siz = (u,v) € F(D)

Es decir, los vértices de D sdlo alcanzan a las flechas de D, que los tienen como vértices iniciales
y a los vértices que alcanzan en D, y las flechas de D son adyacentes inicamente a sus vértices
extremos. Sean x,y € QU A. Si z,y € Q C V(D), entonces no son adyacentes en R(D), pues
@ es independiente en D. Si x,y € A C F(D), entonces no son adyacentes en R(D), pues las

89



flechas de D son adyacentes unicamente a sus vértices extremos. Si z = (u,v) € Ay y € Q,
entonces por definicién de A tenemos que v ¢ @, por lo que v # y, por lo que no existe la
xy—Hfecha en R(D). De la misma manera, u ¢ @, por lo que u # ¥y, lo que implica que no existe
la yr—flecha en R(D). Por lo tanto @); es independiente.

Falta ver que (1 es cuasiabsorbente. Sea z € V(R(D)) — ()1, tenemos dos casos.

Caso 1. Si z € V(D) — @, entonces como @ es cuasinticleo de D existe y € @ tal que
(x,y) € F(D), lo que por definicién de R(D) tenemos que (z,y) € F(R(D)) o existen y € Q y
w € V(D) tal que (z,w,y) es una trayectoria dirigida en D, pero por definicién de R(D), dicha
trayectoria dirigida también esta en R(D).

Caso 2. Si x = (w,2) € F(D) — A, entonces dp(z,Q) = 1 6 dp(z,Q) = 0, por lo que
tenemos dos casos.

Caso 2.1 Si d(z,Q) = 0, entonces z € @, por lo que (z = (w, z),z) € F(R(D)), es decir, 2z
absorbe a z en R(D).

Caso 2.2 Si d(z,Q) = 1, entonces existe h € @ tal que (z,h) € F(D), por lo que
(x = (w,z),2,h) es una z@Q;—trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, h cuasiabsorbe
axen R(D).

Por lo tanto, ()1 es cuasinicleo de R(D).

Ahora demostraremos que Q2 = F(D) — A es cuasinticleo de R(D). Primero veamos que
Q)2 C F (D) es independiente. Por definicién de R(D), una flecha de D tinicamente es adyacente
a sus vértices extremos en D, por lo que ()» es independiente.

Falta ver que @)y es cuasiabsorbente, sea x € V(R(D)) — @2, tenemos tres casos.

Caso 1. Si x ¢ @, este caso lo volveremos a dividir.

Caso 1.1 Sid(z, Q) = 1, entonces existe w € @ tal que (z,w) € F(D), ademés, por definiciéon
de A, (z,w) € F(D) — A, es decir, (x,w) absorbe a z en R(D).

Caso 1.2 Si d(z,Q) = 2, es decir, existen w € Q y y € I'p(w) tal que (x,y,w) es una
x@Q—trayectoria dirigida de longitud dos en D, notemos que (x,y) € F(D)— A y por definicién
de R(D) tenemos que (z, (x,y)) € F(R(D)), es decir, (z,y) absorbe a x en R(D).

Caso 2. Siz € @, entonces como () es cuasintcleo y D no tiene pozos, existe y € V(D) —Q
tal que (z,y) € F(D). Notemos que por definiciéon de R(D) y A, (z, (z,y)) € F(R(D)) — A, es
decir, (z,y) absorbe a x en R(D).

Caso 3. Si x = (u,v) € A, es decir, d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2 tenemos que existe un
y € D tal que (v,y) € F(D)— Ay absorbe a v. Ademéds como (z = (u,v),v) € F(R(D)) se
tiene que (z = (u,v),v, (v,y)) es una x@Qs—trayectoria dirigida de longitud dos en R(D), es
decir, (v,y) cuasiabsorbe a x en R(D).

Por lo tanto ()3 es cuasinicleo de R(D).

Ademéds Q1NQ2 = 0 se deduce de los hechos: A° =@, Q CV(D),Q C Q1 yV(D)NF(D) =
0.

Por lo tanto R(D) tiene dos cuasinticleos ajenos. O

Teorema 6.2.4. Si D es una digrdfica tal que 67 (D) > 1, entonces Q(D) tiene dos cuasinicleos
ajenos.

Demostracion. Sea D una digréafica tal que §1(D) > 1. Por el Teorema 1.3.4 sabemos que existe
Q C V(D) tal que @ es cuasinicleo de D. Demostraremos que @)1 = Q U B es cuasinicleo de
Q(D), donde B = {(u,v) € F(D) | d(u, Q) =2y d(v,Q) = 1}.
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Veamos que Q)7 es independiente. Por definicién de Q(D) tenemos que ) es independiente,
pues los vértices de D so6lo son adyacentes a las flechas de D que lo tienen como vértice inicial
y @ C V(D). Por otro lado, B es independiente pues ningin vértice puede estar a distancia
uno y al mismo tiempo a distancia dos de ). Por ultimo, por definicién de B no existe ninguna
() B-flecha ni BQ-flecha.

Falta ver que (1 es cuasiabsorbente. Si x € V(Q(D)), tenemos dos casos.

Caso 1. Si x € V(D) — @, existen dos casos.

Caso 1.1 Si d(z,Q) = 1, entonces existe w € @ tal que (z,w) € F(D), por lo que
(z,(x,w),w) es una x@Q—trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, w cuasiabsorbe a x
en Q(D).

Caso 1.2 Si d(z,Q) = 2, entonces existen w € Q y y € ['}(w) tal que (z,y,w) es una
x@Q1—trayectoria de longitud dos. Notemos que (z,y) € B, por lo que por definicién de Q(D)
tenemos que (z, (z,y)) € F(Q(D)), es decir, (z,y) absorbe a x en Q(D).

Caso 2. Si x = (u,v) € F(D) — B, existen seis casos.

Caso 2.1 Si d(u, Q) =2y d(v,Q) = 2. Como d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2, tenemos que
existe y € V(D) tal que (v,y) € B, por lo que (z = (u,v), (v,y)) € F(Q(D), es decir, (v,y)
absorbe a z en Q(D).

Caso 2.2 Si d(u, Q) = 1y d(v,Q) = 2. Como d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2, tenemos que
existe y € V(D) tal que (v,y) € B, por lo que (z = (u,v), (v,y)) € F(Q(D), es decir, (v,y)
absorbe a z en Q(D).

Caso 2.3 Si d(u, Q) = 0y d(v,Q) = 2. Como d(v,Q) = 2, por el Caso 1.2, tenemos que
existe y € V(D) tal que (v,y) € B, por lo que (z = (u,v), (v,y)) € F(Q(D), es decir, (v,y)
absorbe a = en Q(D).

Caso 2.4 Si d(u,Q) = 1y d(v,Q) = 0, es decir, v € @ C @, entonces por definicién de
Q(D) tenemos que (z = (u,v),v)) € F(Q(D), es decir, v absorbe a x en Q(D).

Caso 2.5 Si d(u,Q) =1y d(v,Q) = 1. Como d(v,Q) = 1 existe un w € @ C @1, tal que
(v,w) € F(D), entonces por el Caso 2.4 w absorbe a v, por lo que (z = (u,v), (v,w),w) es una
xQ1— trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, w cuasiabsorbe a x en Q(D).

Caso 2.6 Sid(u,Q) =0y d(v,Q) = 1. Notemos que como d(v, Q) = 1 existe un w € @ C Q1,
tal que (v, w) € F (D), entonces por el Caso 2.4 w absorbe a v, por lo que (z = (u,v), (v,w), w)
es una () — trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, w cuasiabsorbe a x en Q(D).

Juntando todos los casos, tenemos que () es un cuasinicleo de Q(D).

Ahora demostraremos que Q2 = (@) U M es un cuasinicleo de Q(D), donde
(@) ={(u,v) e F(D) |[ve @}y M ={veV(D)|d(v,Q) =2}

Veamos que @7 es independiente. Notemos que como en Q(D) los vértices de D sélo son
adyacentes a las flechas de D que lo tienen como vértice inicial, entonces M es independiente.
Por otro lado, ¢ (Q) es independiente por el Teorema 6.2.1. Y por definicién de M no existe
la p(Q)M —flecha ni la M¢(@Q))—flecha. Por lo tanto, Q)2 es independiente.

Falta ver que @), es cuasiabsorbente. Si Q € V(Q(D)) — @2, tenemos dos casos.

Caso 1. Si x € V(D) — M, existen mds casos.

Caso 1.1 Si d(x,Q)) = 1, entonces existe w € @ tal que (x,w) € F(D). Notemos que
(x,w) € p(Q) C Qa2 y (z,(z,w)) € F(Q(D)), es decir, (z,w) absorbe a x en Q(D).

Caso 1.2 Si d(z,Q) = 0, como 67(D) > 1, entonces existe z € V(D) — @ tal que
(x,z) € F(D). Volveremos a dividir este caso en dos.

Caso 1.2.1 Si d(z,Q) = 1, entonces por el Caso 1.1, tenemos que existe w € @ tal que
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(z,w) € p(Q) € Q2 y (z,w) absorbe a z. Por definicién de Q(D) tenemos que (z, (z, 2), (z,w))
es una x()o—trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, (z,w) cuasiabsorbe a x en Q(D).

Caso 1.2.2 Si d(z,Q) = 2, entonces tenemos que z € M C @), es decir, z absorbe a x.

Caso 2 Si z = (u,v) € F(D) — ¢(Q), notemos que por el Teorema 6.2.1 tenemos que
©(Q) € Q2 cuasiabsorbe al conjunto F(D) — ¢(Q).

Por lo tanto Q)5 es cuasintcleo de Q(D).

Observemos que Q1 N Q2 = 0 se deduce de los hechos: V(D)NF(D) =0, BNe(Q) =0y
QNM=10.

Por lo tanto Q(D) tiene dos cuasintcleos ajenos. O

Notemos que los teoremas anteriores nos dicen que si D no tiene pozos, entonces S(D),
R(D) y Q(D) tienen dos cuasinicleos ajenos. Pero en T'(D) no encontramos dichos conjuntos,
sin embargo, si pedimos que D no tenga pozos pero tenga ntcleo, entonces T'(D) tiene dos
cuasinicleos ajenos.

Teorema 6.2.5. Si D es una digrdfica tal que N es nicleo de D y 6T (D) > 1, entonces T(D)
tiene dos cuasinicleos ajenos.

Demostracion. Sea D una digrafica con 67(D) > 1y N un nicleo de D. Consideremos T'(D).
Recordemos que la idea intuitiva de esta digrafica es agregarle a la digrafica de subdivision las
adyacencias de la digréfica raiz y de su digrafica de lineas.

Con base en lo anterior, demostraremos que N y ¢(NN) son cuasintcleos ajenos de T'(D).

Primero demostraremos que N es cuasinicleo de T'(D). Notemos que como N es indepen-
diente en D también lo es en R(D) y en Q(D), por lo tanto en T'(D). Demostraremos que N
es cuasiabsorbente.

Sea x € V(R(D)) — N, tenemos dos casos.

Caso 1.z € V(D) — N.

Como N es ntcleo de D, entonces existe y € N tal que (x,y) € F(D). Por definicién de
T(D) tenemos que I';, 1) (#) = {T'5(x) U ({2} x T} (x))} por lo tanto (v,y) € F(T(D)), es decir,
y absorbe a z en T'(D).

Caso 2. z = (u,v) € F(D).

Este caso lo dividiremos en otros dos.

Caso 2.1 v € N.

Veamos que por definicién de T'(D) tenemos que (z = (u,v),v) € F(T(D)) por lo que v
absorbe a x.

Caso2.2v ¢ N.

Observemos que por el caso 1, tenemos que existe un y € N tal que y absorbe a v, por
loque T'= (z = (u,v),v,y) es una trayectoria dirigida de longitud dos en T'(D), es decir, y
cuasiabsorbe a v en T'(D).

Juntando todos los casos obtenemos que N es cuasinicleo de T'(D).

Ahora demostraremos que ¢(N) C F(D) es cuasintcleo de T'(D). Primero veamos que es un
conjunto independiente. Por definicion de T(D) tenemos que

Trpy((@y) = {y} U ({y} x Th(y)), para toda (z,y) € @(N), notemos que
FJTF(D)((:c,y)) D Fj{(D)((:c,y)) = {y} x T'}(y), pero como ¢(N) C F(D) basta con ver que
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es independiente en L(D), lo que es inmediato por el Teorema 6.2.1. Por lo tanto, (V) es
independiente en T'(D).

Demostraremos que ¢(N) es un conjunto cuasiabsorbente de 7'(D).

Sea x € V(T(D)) — ¢(N), con lo que tenemos dos casos.

Caso 1. z € V(D).

Este caso lo dividiremos en otros dos casos.

Casos 1.1 = ¢ N.

Como N es nicleo de D, existe w € N tal que (z,w) € F(D). Notemos que (z,w) € p(N),
ademds que por definicién de T'(D) se tiene que (z, (z,w)) € F(T (D)), es decir, (z,w) absorbe
axenT(D).

Caso 1.2 x € N.

Como 07 (D) > 1, entonces 7 (z) > 1, por lo que existe w ¢ N tal que (z,w) € F(D). Usan-
do el Caso 1.1 tenemos que existe v € N que absorbe a w en D, entonces (z, (z,w), (w,v)) es una
trayectoria dirigida de longitud dos, es decir, (w, v) cuasiabsorbe a z en T'(D).

Caso 2. z = (u,v) € F(D) — ¢(N)

Usando el Teorema 6.2.1 sabemos que ¢(N) es un conjunto absorbente de L(D), es decir,
e(N)N FJL“(D)(x) # (), y como FJL“(D) (x) C F;(D)(x) tenemos que p(N)N FJTF(D)(x) (). En otras
palabras existe un elemento en ¢(N) que absorbe a z.

Juntando los casos tenemos que ¢(N) es cuasinicleo de T'(D).

Ademds notemos que como N C V(D) y o(N) C F(D), junto con el hecho de que
V(D) N F(D) = 0, tenemos que N N (N) = (. Por lo tanto, T(D) tiene dos cuasinticleos
ajenos. ]

Para ilustrar el teorema anterior consideremos a la siguiente digrafica D:

Uy as Us

Qg Q12

Como se puede observar, el conjunto N = {uy,us ur,ug} es nicleo de D, y
o(N) = {ay, a3, ag, as, ag} son las flechas que tienen como vértice final un vértice en N.
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Considerando a T'(D):

Podemos observar que los conjuntos N y el conjunto ¢(N) son cuasintcleos de R(D).

6.3. Coloraciones k—absorbentes

En esta seccion definiremos conceptos, analogos a los dados en graficas, con la idea de
obtener resultados parecidos a éstos pero en digraficas. Daremos resultados sobre coloraciones
tal que cada clase de color sea un conjunto k—absorbente.

También demostraremos un resultado de Maria Kwasnik [15] que nos dice que toda digrafi-
ca fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos de longitud no congruente con 0 (mod k), tiene
k—nucleo. De este resultado podremos obtener una coloracién de sus vértices en k clases
(k — 1)—absorbentes.

Por otro lado, Hortensia Galeana y Laura Pastrana [9] trabajaron con las digraficas S*(D),
RF¥(D), Q¥(D) y T*(D), que son una generalizacién de las digraficas que hemos venido traba-
jando, donde encontraron k—nticleos. Daremos una coloracién (k — 1)—absorbente de S*(D)
en k clases.

Recordemos la Definicién 1.3.8. Un conjunto A C V(D) es k—absorbente en D si todo
vértice x € V(D) — A se tiene que existe y € A tal que d(x,y) < k, es decir, existe una
xA—trayecotria dirigida de longitud menor o igual a k.
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De esta manera podemos introducir el concepto andlogo a una coloraciéon domética. Sea
k € N y D una digrafica, diremos que una coloracién de los vértices de D es k—absorbente
si cada clase cromatica es un conjunto k—absorbente. De la misma forma, observemos que
las clases cromaticas de estas coloraciones inducen una particiéon de los vértices en conjuntos
k—absorbentes, a éstas las llamaremos particiones k—absorbentes. Con lo anterior podemos
definir la siguiente generalizacion al nimero semidominante coloreable.

Definicién 6.3.1. Sea d, (D) = max{|P| | P es una particion k — absorbente de D}, al que
llamaremos numero k—absorbente coloreable.

La primera observacion es que si k = 1, entonces d (D) = d (D) y si k = 2, entonces

d, (D) = d. (D).

A continuacién, daremos resultados analogos a los Teoremas 2.1.14, 2.1.15 y 2.1.16, donde
se trabaja con gréficas.

Teorema 6.3.1. Sean k y I, k < [, dos enteros positivos. Si D es una digrdfica, entonces

d, (D) < d; (D).

Demostracion. Sea D una digrafica. Notemos que por definicién, si A C V(D) es k—absorbente,
puesto que para todo vértice v € V(D) — A, existe z € A tal que d(v,x) < k < [, entonces A
es conjunto [—absorbente.

Por lo tanto, toda coloracién de V(D) en clases k—absorbentes, es una coloracién de V(D)
en conjuntos l-absorbentes, en particular para una particién P, tal que |P’'| = d, (D), por lo
que |P’| < max{|P| | P es una particién [ — absorbente de D}, es decir, d, (D) < d, (D). O

Observemos que el teorema anterior, es analogo al Teorema 2.1.14 ya visto en graficas.

Por otro lado, podemos preguntarnos si, respecto a esta definicién, las digraficas generadoras
guardan alguna relacién con la digrafica raiz, la respuesta es si.

Teorema 6.3.2. Si D es una digrifica y D' es una subdigrdfica generadora de D, entonces

d; (D) = 4, (1').

Demostracion. Sea D una digrafica y D’ una subdigrafica generadora de D. Sea P una particién
de V(D') en conjuntos k—absorbentes de D', tal que |P| = d, (D’). Como F(D') C F(D) y
V(D) = V(D), entonces cada clase de P sigue siendo un conjunto k—absorbente en D, es
decir, P es una particiéon de V(D) en conjuntos k—absorbentes de D. Por lo tanto,

d; (D) = |P| < max{|P| | P es una particién de V(D) en conjuntos k—absorbentes} = d, (D).
O

Sea v € V(D), definimos la ezcentricidad de v como exc(v) = max{d(v,w) | w € V(D)}.
Notemos que exc(v) puede ser infinito. A partir de la excentricidad, diremos que el didmetro de
una digrafica como diam(D) = max{exc(v) | v € V(D)}. Observemos que este nimero también
puede ser infinito. Sin embargo, si la digrafica D es fuertemente conexa, ambos nimeros son
finitos. Asi podemos obtener el siguiente resultado que es andlogo al Teorema 2.1.15.
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Teorema 6.3.3. Si D es una digrdfica fuertemente conexa de orden p y diam(D), entonces
d, (D) = p, para k > diam(D).

Demostracion. Sea D una digrafica fuertemente conexa de orden p y diam(D). Notemos que
como D es fuertemente conexa, para todo vértice v € V(D), la exc(v) es finita, por lo que
diam(D) = n, para alguna n € IN.

Demostraremos que cada vértice de D es un conjunto k—absorbente. Sea v € V(D) y
sea w € V(D) — {v}. Como D es fuertemente conexa, existe la wv—trayectoria dirigida. Si
exc(w) = m, con m € 1IN, entonces por definicion de excentricidad tenemos que
d(w,v) <m <n=diam(D) < k, es decir, {v} es un conjunto k—absorbente en D.

Por lo tanto, d; (D) > p, pero por definicién p > d; (D). De esta manera, d, (D) =p. O

—

Corolario 6.3.1. 4 (K,) =p

— — —
Demostracion. Por definicién de K,, para todo v,u € V(K,) tenemos que (v,u) € F(K,) y
— —

(u,v) € F(K,), esto nos dice que K, es fuertemente conexa, ademas que exc(w) = 1, para todo
_>
w € V(K,), es decir, diam(D) = 1 = k.
%

Por el teorema anterior, tenemos que d, (K,) = p. ]

El corolario anterior ya lo habiamos demostrado en la Proposicion 3.2.1, usando la definicion
de conjuntos semidominantes interiores.

6.3.1. Coloraciones 3—absorbentes en S(D)

En esta seccion demostraremos que si consideramos a una digrafica D y su ntimero semi-
dominante coloreable interior, podemos encontrar una coloracion 3—absorbente en mas clases
que las coloraciones semidominantes interiores y que las coloraciones cuasiabsorbentes, para su
digrafica subdivisién S(D).

Teorema 6.3.4. Sea D una digrdfica y S(D) su digrdfica subdivision. Si d (D) = n > 2,
entonces ds (D) > 2n.

Demostracion. Sea {Py, P,...,P,} una particién semidominante interior de D y sea
{e(P1),o(P),...,p(Pn)} una particién de F(D). Recordando que
o(P;) = {(u,v) € F(D) | v € P;}. Notemos que como las flechas de D tienen un tinico vértice fi-
nal, tenemos que {p(Py),...,p(P,)} es una particiéon de V(L(D)) = F(D), ademas junto con el
hecho de que {P,P,...,P,} es wuna particion de V(D), tenemos que
{P1,Ps,... Py, p(P1),p(Pa),...,o(P,)} es una  particion de V(S(D)), pues
V(S(D)) =V(D)UF(D).

Demostraremos que P; y ¢(F;) son conjuntos 3—absorbentes en S(D).

Consideremos un P, fijo. Sea x € V(S(D)) — P, tenemos dos casos:

Caso 1. x € F(D), entonces = = (u,v), con u,v € V(D). Observemos que la exvecindad de
x sblo consta de v. Si v € P, entonces tenemos que P; absorbe a z a distancia uno en S(D). Si

v € P}, con j # i, entonces como P; es un conjunto semidominante interior en D, existe y € P,
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tal que (v,y) € F(D), por lo tanto, en S(D), la trayectoria dirigida (z = (u,v),v, (v,y),y) es
una z P;—trayectoria dirigida de longitud tres.

Caso 2. x € P;, con j # i. Como F; es un conjunto semidominante interior en D, entonces
existe y € P; tal que (z,y) € F(D), por lo tanto, en S(D), la trayectoria (z, (x,y),y) es una
x P;—trayectoria dirigida de longitud dos.

Por lo tanto, P; es un conjunto 3—absorbente en S(D).

Consideremos un ¢(F;) fijo. Si z € V(S(D)) — ¢(P;), tenemos dos casos:

Caso 1. © € Pj, para alguna j € {1,...,n}. Si j # i, entonces como P, es un conjunto
semidominante interior en D, entonces existe y € P; tal que (z,y) € F(D). Observemos que
(x,y) € ¢(P;), por lo tanto, (z, (z,y)) es una xp(P;)—flecha en S(D).

Sii = j, entonces como n > 2, existe Py, con ¢ # k tal que Py es un conjunto semidominante
interior de D, entonces existe y € Py tal que (z,y) € F(D). Andlogamente como P; es un
conjunto semidominante interior de D, existe w € P; tal que (y,w) € F(D). Notemos que
(y,w) € p(F;). Por lo tanto (z, (z,y),y, (y,w)) es una zp(P;)—trayectoria dirigida de longitud
tres en S(D).

Caso 2. Si z = (u,v) € ¢(F;), con j # i, entonces por definicién v € P;. Como P; # P; y
P; es un conjunto semidominante interior de D, existe y € P; tal que (v,y) € F(D). Notemos
que (v,y) € @(P;). Por lo tanto, (z = (u,v),v, (v,y)) es una xp(P;)—trayectoria dirigida de
longitud dos en S(D).

Por lo tanto, ¢(F;) es un conjunto 3—absorbente de S(D).

Juntando todos los casos, tenemos que {Py,..., P, o(P1),...,p(P,)} es una particion de
V(S(D)) en 2n clases 3—absorbentes. O

La cota anterior es una cota justa ya que en Cjy, que ya hemos probado que 4 (Cy) = 2.
Tomamos P; = {vy,v3} y Po» = {vs,v4} y consideremos a S(Cy):

V2 (UQ 7U3)
U3
Vg

U3

(v1,v2) (vs,v4)

(o U1
V4 V4

Por definicién, o(Pr) = {(vy, v1), (v2,v3)} v 0(P2) = {(v1,v2), (vs,v4)}.

Por el teorema tenemos que {Py, Py, p(P1), p(FP2)} es una coloraciéon de V(S(Cy)) en con-
juntos 3—absorbentes.

Observemos que si hubiera una coloracién 3—absorbente en méas clases, un vértice tendria
que ser un conjunto 3—absorbente pero claramente ninguno lo es, por lo tanto, no existe una
coloracion de V(S(Cy)) en més clases 3—absorbentes.
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6.3.2. Coloraciones (k — 1)—absorbentes

En esta seccién daremos un resultado de Maria Kwasnik [15] que dice que toda digrafica fuer-
temente conexa, sin ciclos dirigidos de longitud no congruente con 0 (mod k), tiene k—ntcleo. De
este resultado podremos obtener una coloracién de sus vértices en k clases (k— 1)—absorbentes.

Recordemos la definicién 1.3.7: Para k > 2y [ > 1, un conjunto A C V(D) es k—independiente
en D si todo par de vértices z,y € A, d(x,y) > ky d(y,x) > k. Con base en la definicién anterior
y en la de conjunto [—absorbente, recordemos que un conjunto N C V(D) es un (k,[)—nicleo
de D si y s6lo si N es un conjunto k—independiente y [—absorbente. Si ] = k£ — 1 lo llamaremos
k—ntcleo.

Antes de probar el resultado de Maria Kwasnik, probaremos los siguientes resultados.

Proposicion 6.3.1. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar tiene un ciclo dirigido de
longitud tmpar.

Demostracion. La demostracion la haremos por induccion sobre la longitud del camino cerrado.
Si la longitud del camino dirigido cerrado es tres, entonces el camino dirigido cerrado es el
ciclo dirigido de longitud tres.
Supongamos que todo camino dirigido cerrado C' de longitud menor a 2n + 1, contiene un
ciclo dirigido de longitud impar.

Sea C' = (zg,1,...,%,11) un camino dirigido de longitud impar. Si C' es un ciclo dirigido,
termina la prueba.

Supongamos que existen 4,j € {0,1,...,2n + 1}, i # j tal que x; = x;. Consideremos
C' = (T, T1y .., Ty = Tj, Tjiy -, Tony1) ¥ C" = (¢4, T4y, ..., x; = x;) dos caminos dirigidos

cerrados. Observemos que ((C') + [(C") = 1(C) =2n+ 1, [(C") < 2n+ 1, I(C") < 2n+ 1y
[(C") es impar o [(C") es impar, no ambos. Supongamos sin pérdida de generalidad que [(C”)
es impar, entonces por hipétesis de induccién C’ contiene un ciclo dirigido de longitud impar.
Por lo tanto, como C’" C C', entonces C' contiene un ciclo dirigido de longitud impar. O

Lema 6.3.1. Sea k > 2 un entero. Todo camino dirigido cerrado de longitud diferente a un
maultiplo de k, tiene un ciclo dirigido de longitud diferente a un maultiplo de k.

Demostracion. La demostracion se hara por induccién sobre la longitud del camino dirigido
cerrado de longitud diferente a un multiplo de k.
Si k = 2, entonces el lema es el mismo que la Proposicion 6.3.1. Supongamos k£ > 3. Si el
camino dirigido cerrado es de longitud dos, entonces es el ciclo dirigido de longitud dos.
Supongamos valido el resultado para caminos dirigidos cerrados de longitud menor a n,
diferentes de un multiplo de k.

Sea C' = (xg, x1,...,%,) un camino dirigido cerrado de longitud diferente a un multiplo de
k. Si C es un ciclo dirigido, la prueba termina.

Supongamos que existen 4,5 € {0,1,...,n — 1}, i # j tal que x; = z;. Consideremos
C" = (o, @1y, T = Tj,Tjs1,..., %) Yy C" = (x;, %541, ...,0; = x;) dos caminos dirigidos

cerrados. Observemos que [(C") + [(C") = I(C) = n 2 0 (mod k), I(C") < n, I(C") < ny
que I(C") 2 0 (mod k) o I[(C") 22 0 (mod k). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
[(C") 2 0 (mod k), entonces por hipétesis de induccién C” contiene un ciclo dirigido de longitud
no congruente con 0 (mod k). Por lo tanto, C' contiene un ciclo dirigido de longitud diferente
a un multiplo de k. O
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Lema 6.3.2. Si D es una digrdfica fuertemente conexa, entonces existe un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D.

Demostracion. Sea D fuertemente conexa, tal que V(D) = {xy,...,x,}.

Como D es fuertemente conexa, podemos tomar C; una x;x;,;—trayectoria dirigida, para
ie{l,...,p—1} y C, una x,z;—trayectoria dirigida.

Consideremos C = (z1, Cy, 22) U (22, Ca, x3) U ... U (zp-1, Cp_1, T,) U (2, Cp, 1) un camino
dirigido que pasa por todos los vértices. O

Teorema 6.3.5. [15] Sea k > 2. Si D es una digrdfica fuertemente coneza, sin ciclos dirigidos
de longitud no congruentes con 0 (mod k), entonces D tiene k—naicleo.

Demostracion. Sean k > 2 fija y D una digrafica fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos de
longitud no congruentes con 0 (mod k).

Como D es fuertemente conexa, entonces por el Lema 6.3.2 existe un camino dirigido cerrado
C = (zg,x1,...,%y) que pasa por todos los vértices de D. Notemos que por el Lema 6.3.1 la
longitud de C' tiene que ser de la forma m = nk, para alguna n € Z", pues si no tendriamos
un ciclo dirigido de longitud no congruente con 0 (mod k).

Sea J(x) = {i € {0,1,...,m} | z; = x} para cada = € V(D). Notemos que J(z) # 0 pues
C es un camino dirigido que pasa por todos los vértices.

Observemos que si 4,7 € J(z), entonces ¢ = j (mod k). Ya que si i = mk + 71y
j = ngk 4+ rg, con r; # 19, supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < j, tomando
y = (i, Tit1,...,2;) un camino dirigido cerrado, donde su longitud es

nik + 11 — (nek +13) = (n1 — n2)k + (11 — r2) 2 0 (mod k), entonces por el Lema 6.3.1
tenemos que existe un ciclo dirigido de longitud no congruente con 0 (mod k), lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, i = j (mod k).

Consideremos los siguientes conjuntos:

So={z e V(D) | J(x) C{0,k,2k,...}}

So={zeV(D)|J(x) C{lL,k+1,2k+1,...}}

Sp1={xeV(D)|J(x) C{k—-1,2k—1,...}}.
k—1
Notemos que por la eleccién de C'y definicién de S; tenemos que V(D) = |J S;. Ademas,

=0
SiNS; =0, con i # j, pues ya probamos que si ; = x = x;, entonces ¢ = j (mod k).
Demostraremos que S; es un k—ntcleo de D, para toda i € {1,...,k — 1}.
Sean x,y € S;, con x # y, entonces r = Ty, k+i YV Y = Tnykti- SUupongamos sin pérdida de
generalidad que ny < ns.
Supongamos que existe la zy—trayectoria dirigida 77, tal que 0 < I(T") =r < k — 1y sea
T" = (y,C,x). Por lo tanto, T' = (z,T",y) U (y, T, x) es un camino dirigido cerrado, donde:

WT)=UT")+1(T")
=71+ (nk — (nok + 1 — (n1k + 7))
=r+ (nk— (ng —ny)k) =(n—ng+ny)k+r 20 (mod k).

Entonces por el Lema 6.3.1 D tiene un ciclo dirigido de longitud no congruente con
0 (mod k), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, no existe la xy—trayectoria dirigida de
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longitud menor o igual a k£ — 1. Andlogamente, no existe la yr—trayectoria dirigida de longitud
menor o igual a k — 1.

Por lo tanto, S; es k—independiente en D.

Sea x € V(D) — S;, entonces x € Sj, para alguna j # ¢, j € {1,...,k — 1}, es decir,
T = T, k+j, 10 que nos da dos casos:

» Sij < i, entonces (T = Ty ktjr Tnyktjtls-- > Tnikss) €8 un camino dirigido de longitud
nik+i— (mk+j) =i—7j < k—1, es decir, existe una zS;—trayectoria dirigida de
longitud menor o igual a k — 1.

n Sid < j, entonces (T = T ktj, Tniktjtts - - > Tnykthols L(n41)ks - - - » L(ny41)k+i)) €5 UN Ca-
mino dirigido de longitud k—1—j+i+1=k+i—75 < k—1, puesi—j < —1, es decir,
existe una x.5;—trayectoria dirigida de longitud menor o igual a k£ — 1.

Juntando los casos, S; es (k — 1)—absorbente. Por lo tanto S; es k—niicleo de D, para toda
ied{0,....,k—1}. m

La prueba del teorema anterior, implicitamente nos dio una particién, y por lo tanto una
coloracion, de los vértices de la digrafica en k clases (k — 1)—absorbentes, como lo podemos ver
en el siguiente corolario.

Corolario 6.3.2. Sea k > 2. §i D es una digrdfica fuertemente conexa, sin ciclos dirigidos de
longitud no congruentes con 0 (mod k), entonces d,_,(D) > k.

Demostracion. Sea D una digrafica fuertemente conexa sin ciclos dirigidos de longitud no con-
gruentes con 0 (mod k), con k& > 2. Por la prueba del teorema anterior, podemos obser-
var que cada S; es un k—ntcleo, en particular, es un conjunto (k — 1)—absorbente, tal que

k-1
V(D)= |JS;ySinS; =0, coni# j, en otras palabras, es una particién de V(D) en k clases
i=0

(k — 1)—absorbentes. Por lo tanto, d,_,(D) > k. O

6.3.3. Coloraciones k—absorbentes en S*(D), R¥(D), Q*(D) y T*(D).

A partir de S(D), R(D), Q(D) y T(D), se han definido otras digraficas: S*(D), R*(D),
QF(D) y T*(D), las cuales ya han sido trabajadas por Hortensia Galeana y Laura Pastrana [9]
donde demuestran que S¥(D) tiene k—ntcleo. Basdndonos en este resultado daremos una co-
loracién de los vértices de S*(D) en conjuntos (k — 1)—absorbentes.

Definimos la k—subdivisién de D denotada por S*(D) como:

SH(D) = (S(D) — {(w,a)la = (u,v) e FD)HU | |J B

a€F (D)

Donde 3, = (ag = u,a1,...,an@k+k—1 = @ = (u,v)) es una trayectoria dirigida cuya
longitud es congruente con k—1 (mod k) y n(a) € IN y que cumple con las siguientes propiedades:

100



L. V(B.NV(S(D)) = {u,a}.

2. Para cualquier a,b € F(D), con a # b se tiene que (V(8,) — {u}) NV (5,) = 0.

Notemos que S*(D) es obtenida sustituyendo las flechas de D por una trayectoria dirigida
cuya longitud es congruente con 0 (mod k).
La idea intuitiva se puede observar en el siguiente ejemplo:

Cy

3

Con lo anterior definimos a las digraficas R¥(D), Q*(D) y T*(D) de la siguiente manera:
RF(D) = S*(D)u D, Q*(D) = S*(D)u L(D) y T*(D) = S*(D) U D U L(D), continuando con
el ejemplo anterior podemos ver como son estas digréaficas.

101



Teorema 6.3.6. [9] Para cualquier digrdfica D y para cualquier entero k (k > 2), la k-
subdivision de D, S*(D), tiene k-niicleo.

De la demostracion del teorema anterior, pudimos obtener el siguiente resultado.
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Teorema 6.3.7. Sea D una digrdfica sin pozos. Para cualquier entero positivo k > 2, S*(D)
tiene una coloracion en k clases (k — 1)—absorbentes.

Demostracion. Sea D una digréfica sin pozos y S*(D) su k—subdivisién. Definimos al conjunto
R, ={a; € V(B,) | j =i (mod k), para alguna a € F'(D)}. Probaremos que {Ry, ..., Ry_1} es
una particién de V(S*(D)) en clases (k — 1)—absorbentes.
Notemos que por la definicién tenemos que R; C V(S*(D)), coni € {0,...,k—1}. Entonces
U R, CV(S*(D)). Seax € V(S*(D)), observemos que si x € V (D), entonces x € Ry. Si

x € F(D), entonces por definicién = € Ri—1. Por otro lado si
z € V(SH(D)) — (V(D) U F(D)), entonces z = a; € V(8,), con i = h (mod k), es decir,
x € R;. Por lo tanto, U R =V(S*D)).

i€{0,...,k—1}
Observemos, que por definicién, R; N R; = (), pues las trayectorias f, son de longitud
congruentes con k — 1 (mod k). Por lo tanto {Ry, ..., Rx_1} es una coloracién de V (S*(D)).
Demostraremos que cada R; es un conjunto (k — 1)—absorbente, con i € {0,...,k — 1}.

Sea R; con i € {0,....,k — 1} y sea z € V(S¥(D)) — R;. Tenemos que = € R; con
je{l,...;i—1,i+1,...,k— 1}, lo que nos da dos casos.

» Sij < i, entonces x = a; € V(f,), para alguna a € F'(D). Notemos que por definicién
de S*(D), existe a; € V(8,), tal que (aj, a;i1,...,a;) es una xR;—trayectoria dirigida de
longitud k£ — 7 + 4. Por hipdtesis 7 < i, por lo que 0 < 7 — 7, es decir, la longitud es menor
oigual a k — 1.

» Sii < j, entonces x = a; € f3,, para alguna a € F(D). Si existe ay_14; € f,, entonces
(aj,aj41, ...\ Qp_1,Qg—141, - - - , Ag—1+;) €8 una rR;—trayectoria dirigida de longitud k—i+j,
pero como ¢ < j tenemos que 0 < 7 —1, es decir, es de longitud menor o igual a k—1. Si no
existe ax_11; € B4, como a € F(D), entonces a = (u,v). Por hipdtesis, 67 (v) > 1, entonces
existe una e = (v, w) € F(D), por lo que (a;, aji1,...,05-2 = a,a5_1 =V = €g, €1,...,€)
es una rR;—trayectoria dirigida de longitud k — 1 -7+ j 4+ 1 = k + j — 7. Por hipotesis
sabemos que ¢ < j, lo que nos dice que 0 < j — 1, es decir, la longitud es menor o igual a
k — 1. Por lo tanto R; es un conjunto (k — 1)—absorbente.

Por lo que podemos concluir que {Ry, ..., Ry_1} es una particién de V(S*(D)) en k clases
(k — 1)—absorbentes, en otras palabras, d;_,(S*(D)) > k. O

Observemos que por definicién, S*¥(D) es una subdigréfica generadora de R¥(D), Q¥(D) y
T*(D). Con lo que podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 6.3.3. Si D es una digrdfica sin pozos, entonces d;,_(R*(D)) >k, d;_,(Q*(D)) >
kyde,(THD)) = k.

Demostracion. Por la observacién anterior, tenemos que S*(D) es una subdigrafica genera-
dora de R¥(D), Q¥(D) y T*(D). Por el teorema anterior y el Teorema 6.3.2 sabemos que
k S de (S*(D)) < dp(RM(D)), k< Ly (S°(D) < di(QY(D))
k< d, ,(S%D)) < d,(T%(D)). Por lo tanto, k& < d;(RF(D)), k < d;(Q*D))
k<d; (T’“(D))

< «
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo, se calculd el nimero semidominante coloreable de digraficas especificas como
las digraficas completas, bipartitas, transitivas, ciclos dirigidos, trayectorias dirigidas, etcétera.
Conceptos definidos para gréaficas fueron trasladados a digréficas, para los cuales se dieron
resultados analogos. Dada una digrafica D, se dieron cotas para en el nimero semidominante
coloreable de D, en digraficas particulares como la digrafica de lineas, el producto cartesiano
de dos digraficas y en S(D), R(D), Q(D) y T(D).

Se generalizo el concepto de nimero semidominante coloreable con la idea de buscar colo-
raciones de los vértices en conjuntos k—absorbentes. Se encontraron cotas y coloraciones para
este nuevo concepto, asi como se dieron resultados andlogos a los descritos en gréficas.

También se resolvié de manera afirmativa la Conjetura 6.2.1, para las digraficas S(D), R(D)
y Q(D). Se dieron, condiciones para que L(D) y T(D), la cumplieran.

Después de realizar este trabajo nos podemos dar cuenta que queda mucho camino por
recorrer, en lo que respecta al nimero semidominante coloreable, pues no se ha trabajado en
muchas familias de digréficas, asi como en producto de éstas; como el producto lexicografico,
la corona de digraficas, etcétera. Asi como encontrar coloraciones de los vértices en clases
k—absorbentes para otras digraficas.

En otra linea de investigacién, se podria aprovechar estructuras de graficas especificas, como
la grafica de lineas, para poder dar una orientacion y de esta manera encontrar coloraciones
semidominantes interiores o coloraciones en conjuntos absorbentes.

La realizacion de este trabajo, me deja una ensenanza muy grande y placentera de como es
la investigacién dentro de las matematicas, especificamente en teoria de graficas, donde cada
vez que se encuentra algo, lejos de acabar con las dudas, se crean mas.
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