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MATEMÁTICO
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de Matemáticas, lugares ideales para contagiarse del cariño por las Matemáticas.
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((Geometŕıa de foliaciones y ecuaciones holomorfas.)) e ((IN 102413)) ((Geometŕıa
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Introducción

El estudio cualitativo de los campos vectoriales holomorfos tuvo su origen
esencialmente con los trabajos de Henri Poincaré (1854-1912). El punto medular
en el razonamiento introducido por Poincaré fue el hacer uso de un análisis de
carácter geométrico en el estudio de las ecuaciones diferenciales y los campos
vectoriales que las definen. Este giro vino acompañado de un desarrollo sus-
tancial de la Topoloǵıa y requirió de un fuerte uso de la Teoŕıa del Análisis
Complejo.

Una de las muchas ideas introducidas y desarrolladas por Poincaré se basó en
encontrar maneras de clasificar los campos vectoriales buscando, por una parte,
invariantes de clasificación (formal, anaĺıtica y topológica), y por otra, las obs-
trucciones que pueden surgir para que un campo vectorial tenga el invariante
deseado.

Aunado al análisis cualitativo de los campos vectoriales, Poincaré desarrolló,
paralelamente, el estudio de las transformaciones de Cn en Cn y sus correspon-
dientes invariantes. Este desarrollo paralelo del estudio de las transformaciones
anaĺıticas y de los campos vectoriales fue posteriormente continuado y profundi-
zado por diversos matemáticos, entre ellos, Dulac, Siegel, Brjuno, Arnold, Chen,
Sternberg, Takens, entre otros.

Por otra parte, el estudio del problema 16 propuesto por David Hilbert
(1862-1943) en 1900, que consiste en determinar el número de ciclos ĺımite que
puede tener una ecuación diferencial polinomial en el plano real, dio lugar a un
planteamiento global (en el plano proyectivo) y a una posterior complejificación
del problema (en el plano proyectivo complejo). Este enfoque se inició con los
trabajos de Dulac, Petrovsky y Landis y fue posteriormente impulsado por los
trabajos de Ilyashenko, Gómez-Mont, Cerveau, Lins-Neto, entre otros.

El presente trabajo se enfoca, por un lado, en el estudio de los grupos de
gérmenes de funciones holomorfas en (C, 0), y por otro, en la clasificación de las
foliaciones holomorfas en (C2, 0) que son integrables.

En la primera parte analizamos los elementos y los subgrupos de Diff(C, 0):
El grupo formado por gérmenes de biholomorfismos en (C, 0). Concretamente,
estudiamos la clasificación formal y anaĺıtica de los elementos y de los subgrupos
finitamente generados de Diff(C, 0). Por mencionar un ejemplo, demostramos el
siguiente hecho:

v



vi Introducción

Teorema. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) topológica-
mente linealizable, es decir, tal que existe un homeomorfismo Ψ : (C, 0)→ (C, 0)
que conjuga a G con un subgrupo G′ de Diff(C, 0) que consta de gérmenes de
funciones lineales, entonces G es anaĺıticamente linealizable.

Continuando con el análisis de los subgrupos de Diff(C, 0), posteriormente
centramos nuestra atención en las propiedades dinámicas de éstos; para ello,
introducimos la noción de solubilidad e integrabilidad en Diff(C, 0) y damos
una clasificación de sus subgrupos finitamente generados en términos de su in-
tegrabilidad. En cuanto a la solubilidad de los subgrupos de Diff(C, 0), ésta se
resume en el siguiente resultado:

Teorema. (Alternativa de Tits para grupos de gérmenes conformes). Un sub-
grupo G de Diff(C, 0) o bien es metaabeliano, o bien es no soluble.

Lo que entenderemos por integrabilidad de un subgrupo G de Diff(C, 0)
será el hecho de que exista una función holomorfa u ∈ O(C, 0) tal que quede
invariante bajo los elementos del grupo G:

u ◦ f = u, ∀ f ∈ G.

La caracterización de los grupos integrables en Diff(C, 0) es bastante simple:

Teorema. Un grupo G ⊂ Diff(C, 0) es integrable si y sólo si es ćıclico finito.

Luego, v́ıa un estudio adecuado de la dinámica de los subgrupos de Diff(C, 0)
obtenemos una clasificación de éstos en términos de ella:

Teorema. Sea G ⊂ Diff(C, 0) un grupo finitamente generado. Entonces G cum-
ple una y sólo una de las siguientes afirmaciones:

a) Cualquier pseudogrupo Γ asociado a G posee una cantidad no numerable
de órbitas infinitas no periódicas.

b) G es integrable.

Comenzamos el segundo caṕıtulo recordando un par de hechos fundamen-
tales en la Teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; a saber, el Teorema
de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y el
Teorema de rectificación. Inspirados en ellos, introducimos la noción de foliación
holomorfa en (C2, 0), para después definir el grupo de holonomı́a asociado a una
separatriz de una foliación, y la de explosión de singularidades, éstos resultan ser
herramientas útiles para un mejor entendimiento de las foliaciones holomorfas.

La parte principal de nuestro trabajo se centra en analizar una clase particu-
lar de las foliaciones holomorfas en (C2, 0): Las foliaciones holomorfas integra-
bles. Éstas son aquéllas cuyas hojas son las componentes conexas de las curvas
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de nivel de una función holomorfa no constante f : (C2, 0) → (C, 0). Como
punto de partida, miramos sus principales propiedades anaĺıticas y topológicas;
para esto, hacemos uso de los resultados vistos en el primer caṕıtulo acerca de
subgrupos de Diff(C, 0); demostramos que la noción de integrabilidad definida
en subgrupos de Diff(C, 0) tiene todo que ver con la integrabilidad de foliaciones
holomorfas: El grupo de holonomı́a de cualquier foliación integrable es integra-
ble, acorde con la definición de integrabilidad introducida en Diff(C, 0).

Posteriormente nos restringimos al caso de integrabilidad de foliaciones reales
anaĺıticas en (R2, 0). En este contexto hablamos de foliaciones hamiltonianas:
Foliaciones definidas por las soluciones de ecuaciones de tipo hamiltoniano (o
bien, definidas por los ceros de una 1-forma exacta), éstas resultan natural-
mente ser integrables. Además, damos una demostración del Teorema de Poin-
caré-Lyapunov para foliaciones eĺıpticas, es decir, foliaciones definidas por una
ecuación diferencial (1-forma) cuya parte lineal es de tipo centro.

Teorema. (De Poincaré-Lyapunov). Una foliación real anaĺıtica eĺıptica en
(R2, 0) cuya singularidad es un centro, admite una primera integral real anaĺıti-
ca con parte cuadrática no degenerada.

Debemos mencionar que la idea empleada en la demostración expuesta de
este teorema, dada originalmente por Moussu en [13], es por śı misma interesan-
te. A diferencia de otras demostraciones conocidas, la presentada es puramente
geométrica. En ésta usamos el concepto de holonomı́a evanescente, introducido
por Moussu, que no es otra cosa que la holonomı́a de la hoja excepcional de la
explosión de una foliación holomorfa no dicŕıtica. Una vez más, la herramien-
ta principal para comprender mejor dicha holonomı́a es el conocimiento de las
propiedades dinámicas en Diff(C, 0). El problema principal en este punto es el
poder extender una integral del grupo de holonomı́a (o bien, del grupo de ho-
lonomı́a evanescente) a una integral de la foliación en (C2, 0) (o bien, en una
vecindad del divisor excepcional de la explosión de la foliación original).

Finalmente, regresamos al caso de foliaciones holomorfas en (C2, 0) para
dar una clasificación de las foliaciones integrables en términos de su forma to-
pológica. Esta clasificación fue demostrada por J. F. Mattei y R. Moussu en
1980 en [12]. Ellos contestaron afirmativamente a una pregunta planteada por
René Thom (1923-2002) en los años setenta del siglo pasado, que dice:

¿Es la simplicidad topológica de una foliación holomorfa en (C2, 0) una
condición necesaria y suficiente para su integrabilidad?

De manera similar a como se demuestra el Teorema de Poincaré-Lyapunov,
se da la respuesta a esta pregunta. Es decir, se analiza con detalle el grupo de
holonomı́a evanescente de la foliación, se demuestra que dicho grupo es integra-
ble, y se extiende la integral a una integral de la foliación; esta vez teniendo en
cuenta la cantidad de explosiones necesarias para desingularizar a la foliación
(lo cual es posible gracias al Teorema de Seidenberg).
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Debido a que el estudio de foliaciones holomorfas es un punto donde concu-
rren varias ramas de las Matemáticas, tales como la Topoloǵıa, el Álgebra y el
Análisis Complejo (en una y varias variables), entre otras, hemos reservado un
apéndice, intitulado “Primeros auxilios”, para el repertorio de teoremas perte-
necientes a dichas áreas de las Matemáticas usados a lo largo del texto que nos
serán de ayuda para dar demostraciones completas a los resultados expuestos
en este trabajo.



Caṕıtulo 1

Grupos finitamente
generados de gérmenes
conformes

1.1. Clasificación de gérmenes.

En esta primera sección estudiaremos la clasificación formal y anaĺıtica de
gérmenes de funciones holomorfas en (C, 0). Para esto, necesitamos aclarar
qué es lo que entendemos por “germen de una función holomorfa” y qué quere-
mos decir con “clasificación”, es decir, cuándo dos gérmenes son anaĺıticamente
(formalmente, topológicamente) equivalentes.

Definición 1.1.1. Sea z0 ∈ C. Un germen de función holomorfa es la clase
de equivalencia de funciones holomorfas definidas en vecindades de z0, (f, U),
donde (f1, U1) es equivalente a (f2, U2) si existe una vecindad V ⊂ U1 ∩ U2 de
z0 donde f1 y f2 coinciden como funciones holomorfas.

Denotaremos por Diff(C, 0) al grupo de gérmenes de biholomorfismos que
fijan al origen, 0 ∈ C, considerando a la composición como operación. Aśı mismo,
a lo largo de este trabajo denotaremos indistintamente por f(z) = az+O(zk), o
bien f(z) = az+ · · · , a 6= 0, a aquellos elementos de Diff(C, 0) cuya parte lineal
es distinta de cero y tales que (f − a id)z es una función k-plana en el origen,
k ∈ N, k ≥ 2.

Definición 1.1.2. Decimos que f, g ∈ Diff(C, 0) son anaĺıticamente (topológi-
camente, formalmente) equivalentes si existe un germen de función holomorfa
invertible (homeomorfismo, serie formal) h tal que

h ◦ f = g ◦ h.

En el caso de equivalencia formal la igualdad anterior se entiende como una
igualdad coeficiente a coeficiente entre las expresiones formales de h ◦ f y g ◦ h.

1



2 Caṕıtulo 1. Grupos finitamente generados de gérmenes conformes

Proposición 1.1.3. Si f, g ∈ Diff(C, 0) son anaĺıticamente (formalmente)
equivalentes, entonces los coeficientes lineales de f y g coinciden.

Demostración. Sean f(z) = µz+· · · , g(z) = νz+· · · ∈ Diff(C, 0) anaĺıticamente
(formalmente) equivalentes y sea h(z) = z+ · · · el germen de función holomorfa
(serie formal) que conjuga a f con g, entonces h ◦ f = g ◦ h.

Pero, por un lado,

(h ◦ f)(z) = h(µz + · · · ) = µz + · · · ,

y, por otro,
(g ◦ h)(z) = g(z + · · · ) = νz + · · · .

Entonces, necesariamente, µ = ν.

Definición 1.1.4 (Notación). Sea f una función, con inversa f−1, definimos
por recursión:

f0 = id.

fn+1 = f ◦ fn , n ∈ N.
f−n = (f−1)n , n ∈ N.

La siguiente proposición es simplemente un cómputo que nos será de utilidad
al momento de hacer algunas demostraciones posteriores.

Proposición 1.1.5. Si f(z) = az + bzk + · · · ∈ Diff(C, 0), entonces

fn(z) = anz + an−1b

n−1∑
j=0

aj(k−1)

 zk + · · · , n ∈ N,

donde los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor o igual a k+ 1.

Demostración. Haremos la demostración por inducción sobre n. La base de
inducción es clara.

Si n = 2, entonces:

f2(z) = f(az + bzk + · · · )
= a(az + bzk + · · · ) + b(az + bzk + · · · )k + · · ·
= a2z + abzk + bakzk + · · ·
= a2z + ab(1 + ak−1)zk + · · · .

Sea n > 2 y supongamos que el resultado es cierto para todo número natural
k ∈ N, 2 ≤ k ≤ n− 1. Tenemos que fn(z) = f(fn−1(z)), pero, por hipótesis de
inducción, sabemos que

fn−1(z) = an−1z + an−2b

n−2∑
j=0

aj(k−1)

 zk + · · · .
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Consecuentemente:

fn(z) = f

an−1z + an−2b

n−2∑
j=0

aj(k−1)

 zk + · · ·


= a

an−1z + an−2b

n−2∑
j=0

aj(k−1)

 zk + · · ·

+ b(an−1z + · · · )k + · · ·

= anz + an−1b

n−2∑
j=0

aj(k−1)

 zk + ba(n−1)kzk + · · ·

= anz + an−1b

n−2∑
j=0

aj(k−1) + a(n−1)(k−1)

 zk + · · ·

= anz + an−1b

n−1∑
j=0

aj(k−1)

 zk + · · · .

Es decir,

fn(z) = anz + an−1b

n−1∑
j=0

aj(k−1)

 zk + · · · .

Aśı, en virtud del principio de inducción, la demostración está completa.

Debido a que en adelante usaremos con frecuencia la noción de equivalencia
entre gérmenes de funciones anaĺıticas introducida en la Definición 1.1.2, es
importante saber algo más sobre la función h que realiza la equivalencia entre
dos gérmenes f, g ∈ Diff(C, 0), es decir, h ◦ f = g ◦ h. En particular, como
g = h◦f ◦h−1, será para nosotros relevante conocer los coeficientes significativos
(en términos de lo que haremos posteriormente) de h−1.

Proposición 1.1.6. Si h(z) = az + bzk + · · · ∈ Diff(C, 0), a, b 6= 0, entonces

h−1(z) = a−1z − b

ak+1
zk + · · · .

Demostración. Supongamos que h−1(z) = αz + βzm + · · · , entonces

(h ◦ h−1)(z) = h(αz + βzm + · · · )
= a(αz + βzm + · · · ) + b(αz + βzm + · · · )k + · · ·
= aαz + aβzm + bαkzk + · · · .

Análogamente,

(h−1 ◦ h)(z) = h−1(az + bzk + · · · )
= α(az + bzk + · · · ) + β(az + bzk + · · · )m + · · ·
= αaz + αbzk + βamzm + · · · .
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Pero, (h ◦ h−1)(z) = (h−1 ◦ h)(z) = z. Por lo tanto, debe cumplirse que:

α = a−1, m = k y β = − b

ak+1
.

Concluimos aśı que, h−1(z) = a−1z − b
ak+1 z

k + · · · .

En algunas ocasiones resulta de mucha utilidad conocer no sólo el primer
coeficiente distinto de cero de los términos no lineales de h−1, sino también
estimar el orden de tangencia al origen del siguiente monomio.

Lema 1.1.7. Si hk(z) = z + µkz
k, entonces h−1

k (z) = z − µkzk +O(z2k−1).

Demostración. Consideremos g(z) = z + νrz
r +O(zr+1) tal que

(hk ◦ g)(z) = (g ◦ hk)(z) = z.

Entonces

hk(g(z)) = z + νrz
r +O(zr+1) + µk(z + νrz

r +O(zr+1))k

= z + νrz
r + µkz

k + µkkνrz
r+k−1 +O(zr+1) +O(zr+k) = z.

En consecuencia, para que se satisfaga la última igualdad, necesariamente r = k
y νr = −µk. Por tanto,

−kµ2
kz

2k−1 +O(zk+1) +O(z2k) = 0.

Observamos que los términos desde r hasta 2k − 2 tienen que ser cero para
que se cumpla la igualdad. Por lo tanto, la expresión de g finalmente es

g(z) = z − µkzk +O(z2k−1).

Es decir, h−1
k (z) = z − µkzk +O(z2k−1).

Uno de los hechos sorprendentes de la clasificación formal lo constituye el
siguiente resultado que nos da condiciones para la equivalencia formal de un
germen de función holomorfa y su parte lineal.

Teorema 1.1.8. Si f(z) =
∑∞
j=1 ajz

j ∈ Diff(C, 0) y a1 6∈ exp 2πiQ ∪ {0},
entonces f es formalmente linealizable. Es decir, existe h una serie formal tal
que (h ◦ f ◦ h−1)(z) = a1z.

Demostración. Probaremos esta afirmación eliminando cada uno de los términos
no lineales de f mediante una sucesión de cambios polinomiales de la forma
hn(z) = z + µnz

n, n ≥ 2.
Sea h2(z) = z + µ2z

2, por el Lema 1.1.7, sabemos que h−1
2 (z) = z − µ2z

2 +
O(z3). Si llamamos g = f ◦ h−1

2 , tenemos que

g(z) = f(z − µ2z
2 +O(z3))

= a1(z − µ2z
2 +O(z3)) + a2(z − µ2z

2 +O(z3))2 +O(z3)

= a1z + (a2 − a1µ2)z2 +O(z3).
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De esta manera, (h2 ◦ f ◦ h−1
2 )(z) = (h2 ◦ g)(z), es decir,

(h2 ◦ g)(z) = h2(a1z + (a2 − a1µ2)z2 +O(z3))

= a1z + (a2 − a1µ2)z2 +O(z3) + µ2(a1z + (a2 − a1µ2)z2 +O(z3))2

= a1z + (a2 + µ2a1(a1 − 1))z2 +O(z3).

Entonces, para eliminar el término cuadrático de f basta definir

µ2 =
−a2

a1(a1 − 1)
.

Observamos que en nuestro caso es posible definir µ2, ya que por hipótesis
a1 6∈ exp 2πiQ ∪ {0}.

Supongamos ahora que hemos logrado eliminar cada uno de los términos no
lineales de f hasta el grado n − 1, n > 2. Encontremos qué expresión debe de
tener hn(z) = z+µnz

n para que podamos eliminar el término de grado n. Para
llevar a cabo esto, supongamos que después de haber aplicado la composición
hn−1 ◦ · · · ◦ h3 ◦ h2 hemos llegado a la expresión:

g(z) = a1z + bnz
n +O(zn+1).

Por otro lado, nuevamente por el Lema 1.1.7, tenemos que h−1
n (z) = z −

µnz
n + O(z2n−1). De modo que, haciendo un cómputo totalmente análogo al

hecho en el caso de h2, podemos observar que

(hn ◦ g ◦ h−1
n )(z) = a1z + (bn + µna1(an−1

1 − 1))zn +O(zn+1).

Por lo cual, si deseamos eliminar el término de grado n basta con que definamos

µn =
−bn

a1(an−1
1 − 1)

.

Nuevamente el coeficiente µn está bien definido ya que estamos suponiendo que
a1 6∈ exp 2πiQ ∪ {0}. Por lo tanto, para establecer la equivalencia formal entre
f y su parte lineal g(z) = a1z, definimos1 h como sigue:

h := ĺım
n→∞

hn ◦ · · · ◦ h3 ◦ h2.

Observación 1.1.9. El método de aproximaciones sucesivas que hemos emplea-
do para demostrar el Teorema 1.1.8 está dado por la construcción de polinomios
hk con parte lineal distinta de cero, aśı que, por el Teorema de la función inver-
sa, está bien definida localmente h−1

k . Por esta razón, toda composición finita
de polinomios hk es anaĺıtica.

Esta observación implica que si f(z) = az + · · · ∈ Diff(C, 0) es tal que
a 6∈ exp 2πiQ ∪ {0}, entonces f es anaĺıticamente equivalente (localmente) a
g ∈ Diff(C, 0), con g(z) = az +O(zr), con r tan grande como se desee.

1Llamemos Hn := hn ◦ · · · ◦h3 ◦h2. La transformación Hn ◦ f ◦H−1
n , como se ilustra en la

demostración, es tal que todos sus coeficientes no lineales de orden menor a n son nulos. Aśı,
el germen obtenido, h, realiza la linealización y está bien definido como serie formal.
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Veamos ahora qué sucede cuando consideramos el germen de una función
cuya parte lineal es idénticamente cero.

Teorema 1.1.10. Si f(z) = zk + αzm + O(zm+1), m > k, entonces f es
formalmente equivalente a g(z) = zk.

Demostración. La demostración que daremos sigue la misma idea que desarro-
llamos para demostrar el Teorema 1.1.8.

Consideremos una función de la forma hs(z) = z + µsz
s, donde s ∈ N y

s > k. Ya sabemos que h−1
s (z) = z−µszs+O(z2s−1), resta hacer el cómputo de

hs ◦f ◦h−1
s y verificar qué condiciones deben cumplir s y µs para lograr nuestro

propósito. Hagámoslo por partes; primero consideremos h = f ◦ h−1
s , entonces

h(z) = f(z − µszs +O(z2s−1))

= (z − µszs +O(z2s−1))k + α(z − µszs +O(z2s−1))m +O(zm+1)

= zk − kµszk+s−1 + αzm +O(zm+1).

Aśı,

(hs ◦ h)(z) = hs(z
k − kµszk+s−1 + αzm +O(zm+1))

= zk − kµszk+s−1 + αzm +O(zm+1).

Por consiguiente, si s = m− k + 1 tenemos que

(hs ◦ f ◦ h−1
s )(z) = zk + (α− kµs)zm +O(zm+1).

Y por lo tanto, basta considerar µs =
α

k
para eliminar el término de grado m.

En resumen, si definimos hs(z) = z +
α

k
zm−k+1, entonces

(hs ◦ f ◦ h−1
s )(z) = zk +O(zm+1).

De esta forma, hemos mostrado que siempre es posible eliminar cualquier término
de grado m > k en f(z) = zk + · · · con polinomios hs. Por lo tanto, por un ar-
gumento totalmente análogo al empleado en la demostración del Teorema 1.1.8,
concluimos que f es formalmente equivalente a g(z) = zk.

1.1.1. Linealización de Schröder-Kœnigs.

Previo a nuestro estudio de grupos finitamente generados de gérmenes con-
formes recordemos un teorema conocido, a saber, el Teorema de linealización de
Schröder (Ernst Schröder (1841-1902)) - Kœnigs (Gabriel Kœnigs (1858-1931)).
Éste nos dice que, si la parte lineal de un germen conforme tiene módulo distinto
de uno, es posible linealizarlo anaĺıticamente.

Para la demostración que daremos a continuación de este teorema necesita-
mos el siguiente resultado del Análisis Complejo.
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Teorema 1.1.11. 2 El producto
∏∞
n=1(1 + an) converge si la serie

∑∞
n=1 |an|

converge, y 1 + an 6= 0 para todo n ∈ N.

Teorema 1.1.12 (Linealización de Schröder (1870) - Kœnigs (1884)). El ger-
men f(z) = µz + O(z2) ∈ Diff(C, 0) es anaĺıticamente linealizable si |µ| 6= 1.
Es decir, existe h : (C, 0) → (C, 0), una función anaĺıtica en una vecindad del
origen, tal que (h ◦ f)(z) = µh(z).

Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |µ| < 1 (si |µ| > 1
bastaŕıa considerar f−1(z) = µ−1z+O(z2) y seguir la misma demostración que
daremos a continuación).

Como f ′(0) = µ y |µ| < 1, existen constantes r > 0 y ν > 0 tales que:

|f ′(z)| ≤ ν < 1 si |z| ≤ r. (1.1)

Para cada z ∈ B(0, r) = {z ∈ C : |z| ≤ r} consideremos la trayectoria
αz : [0, 1]→ C dada por αz(t) = tz. Aśı, αz(0) = 0, αz(1) = z y α′z(t) = z para
todo t ∈ [0, 1].

De esta manera, dado z ∈ B(0, r), se sigue que:

f(z)− f(0) =

∫ 1

0

f ′(αz(t)) · α′z(t) dt =

∫ 1

0

f ′(tz) · z dt.

Pero f(0) = 0, entonces,

|f(z)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f ′(tz) · z dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f ′(tz)| |z| dt.

Además tz ∈ B(0, r) para todo t ∈ [0, 1], por lo cual, usando la desigualdad
(1.1), tenemos que

|f(z)| ≤
∫ 1

0

|f ′(tz)| |z| dt ≤
∫ 1

0

ν|z| dt = ν|z|.

Es decir,
|f(z)| ≤ ν|z| ∀ z ∈ B(0, r).

E inductivamente,

|fn(z)| ≤ νn|z| ∀ z ∈ B(0, r), ∀n ∈ N. (1.2)

Ahora, para cada n ∈ N definimos las funciones hn : B(0, r)→ C dadas por

hn(z) =
fn(z)

µn
.

Afirmamos que la sucesión (hn) converge uniformemente en B(0, r) a una fun-
ción holomorfa h. En efecto, observemos que

hn+1(z) = h1(z)

n∏
k=1

hk+1(z)

hk(z)
, (1.3)

2La demostración se encuentra en el Apéndice. Ver Teorema A.1.5.
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y
hk+1(z)

hk(z)
=
fk+1(z)

µk+1
· µk

fk(z)
=
f(fk(z))

µfk(z)
.

Por lo que, si llamamos zk := fk(z), la ecuación anterior queda expresada como

hk+1(z)

hk(z)
=
f(zk)

µzk
. (1.4)

Por otro lado, recordemos que por hipótesis f(z) = µz + O(z2); es decir,
f(z) = µz(1 +O(z)). Equivalentemente,

f(z)

µz
= 1 + ξ(z), donde |ξ(z)| ≤ β|z|, β ∈ R, z ∈ B(0, r). (1.5)

Luego, por (1.4) y (1.5) llegamos a la expresión

hk+1(z)

hk(z)
= 1 + ξ(zk).

Por lo tanto, de esta última igualdad y recordando la expresión de hn+1 dada
en (1.3) tenemos que

hn+1(z) = h1(z)

n∏
k=1

(1 + ξ(zk)) =
f(z)

µ

n∏
k=1

(1 + ξ(zk))

=
µz(1 + ξ(z))

µ

n∏
k=1

(1 + ξ(zk))

= z

n∏
k=0

(1 + ξ(zk)) .

Aśı,

hn+1(z) = z

n∏
k=0

(1 + ξ(zk)), ∀ z ∈ B(0, r).

Para finalizar la demostración de esta afirmación, observemos que, por la
desigualdad (1.2) y como |ξ(z)| ≤ β|z|, entonces

∞∑
k=0

|ξ(zk)| ≤
∞∑
k=0

β|zk| =
∞∑
k=0

β|fk(z)| ≤
∞∑
k=0

βνk|z| = β|z|
∞∑
k=0

νk.

Pero
∞∑
k=0

νk <∞ ya que ν < 1.

Por lo tanto, por el Teorema 1.1.11, concluimos que (hn) converge uniforme-
mente a una función holomorfa h definida en B(0, r). Finalmente, verifiquemos
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que, en efecto, (h ◦ f)(z) = µh(z).

(h ◦ f)(z) = ĺım
n→∞

hn(f(z)) = ĺım
n→∞

fn(f(z))

µn

= ĺım
n→∞

µ
fn+1(z)

µn+1
= µ ĺım

n→∞
hn+1(z)

= µh(z).

Es decir, (h ◦ f)(z) = µh(z), como queŕıamos demostrar.

Si consideramos ahora f(z) = µz + · · · ∈ Diff(C, 0) y suponemos que existe
una vecindad del origen (contenida propiamente en C) que sea invariante bajo
f , entonces también podemos linealizar anaĺıticamente a f . Dicho resultado es
conocido como el Teorema del dominio invariante y lo demostraremos ensegui-
da. La demostración que daremos aqúı tiene la misma esencia que la prueba del
Teorema de Schröder-Kœnigs; encontraremos la función que realiza la linealiza-
ción de f como el ĺımite de una sucesión de funciones anaĺıticas. Para demostrar
la convergencia de dicha sucesión usaremos un teorema, debido a Paul Montel
(1876-1975), que nos dice cuándo una familia de funciones anaĺıticas es nor-
mal; es decir, cuándo sucede que cualquier sucesión contenida en una familia de
funciones anaĺıticas dada contiene una subsucesión convergente3.

Teorema 1.1.13 (De Montel). Una familia F de funciones anaĺıticas en un
dominio U ⊂ C es normal si las funciones f ∈ F están uniformemente acotadas
en cualquier subconjunto compacto de U .

Teorema 1.1.14 (Del dominio invariante). Si f(z) = µz + · · · ∈ Diff(C, 0) y
si U ⊂ C es una vecindad del origen, U 6= C, en la cual f está bien definida y
f (U) ⊂ U , entonces f es anaĺıticamente linealizable.

Demostración. Tenemos dos casos.
Si |µ| < 1, el resultado es inmediato por el Teorema 1.1.12.
Si |µ| = 1, consideremos la familia de funciones {hn}n∈N definida en U y

dada por

hn(z) =
fn(z)

µn
, n ∈ N.

Afirmamos que {hn}n∈N es normal. En efecto, sea K ⊂ U compacto, entonces
f(K) ⊂ f(U), y puesto que f (U) ⊂ U por hipótesis, tenemos que f(K) ⊂ U .
Inductivamente, fm(K) ⊂ U para todo m ∈ N.

Ahora, como f es anaĺıtica, fm es continua para todo m ∈ N. Luego, fm(K)
es compacto y por tanto está acotado. Aśı, para cada m ∈ N existe νm > 0 tal
que

|z| ≤ νm si z ∈ fm(K).

Pero la sucesión (νn) está acotada, ya que f(U) ⊂ U y U 6= C. En consecuencia,
existe ν > 0 tal que νk ≤ ν, para todo k ∈ N.

3Una discusión sobre familias normales, que incluye la demostración del Teorema de Montel,
se encuentra en el Apéndice. Ver sección A.2.
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Para concluir la demostración de esta afirmación observemos que {hn}n∈N es
una familia de funciones uniformemente acotadas en K. En efecto, sean z ∈ K
y n ∈ N,

|hn(z)| =
∣∣∣∣fn(z)

µk

∣∣∣∣ = |fn(z)| .

Pero, como vimos anteriormente, |fk(z)| ≤ ν, para todo k ∈ N. Por lo tanto

|hn(z)| ≤ ν.

Lo cual nos dice que {hn}n∈N es una familia de funciones uniformemente aco-
dadas en K. Finalmente, en virtud del Teorema 1.1.13, {hn}n∈N es una familia
normal.

Consecuentemente, como {hn}n∈N es normal, existe (hnr ) una subsucesión
convergente de (hn). Digamos que hnr → h. Resta observar que h es la función
buscada.

(h ◦ f)(z) = ĺım
r→∞

hnr (f(z)) = ĺım
r→∞

fnr (f(z))

µnr

= ĺım
r→∞

µ
fnr+1(z)

µnr+1

= µ ĺım
r→∞

hnr+1
(z)

= µh(z).

Es decir, (h ◦ f)(z) = µh(z), como queŕıamos demostrar.

Observación 1.1.15. Otra demostración de este teorema puede ser realizada
utilizando la normalidad de la familia de funciones anaĺıticas {ϕn}n∈N, donde

ϕn(z) =
1

n

n−1∑
k=0

1

µk
fk(z), n ∈ N.

El argumento para demostrar su normalidad es análogo al que hemos hecho
para el caso de la familia de funciones anaĺıticas {hn} usada en la demostración
anterior.

1.2. Subgrupos de Diff(C, 0).

Hasta ahora hemos visto algunas propiedades acerca de los elementos de
Diff(C, 0), es decir, de los gérmenes de biholomorfismos en el origen. Enseguida
estudiaremos a los subgrupos de Diff(C, 0); precisamente, a los subgrupos fini-
tamente generados de Diff(C, 0).

Para evitar confusión alguna, recordemos qué entendemos por un grupo fi-
nitamente generado.
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Definición 1.2.1. Decimos que un grupo G es finitamente generado si existen
elementos g1, . . . , gn ∈ G, n ∈ N, tales que cualquier elemento g ∈ G puede ser
representado como el producto finito de los elementos gj , j ∈ {1, . . . , n}.

Al conjunto {gj}nj=1 comúnmente se le llama sistema de generadores de G.
Además, se suele denotar G = 〈g1, . . . , gn〉 para indicar que G está finitamente
generado por {gj}nj=1.

La Definición 1.1.2 puede ser extendida al caso de subgrupos finitamente
generados de Diff(C, 0) de manera natural.

Definición 1.2.2. Decimos que dos subgrupos finitamente generados G,G′ de
Diff(C, 0) son anaĺıticamente (topológicamente, formalmente) equivalentes si
podemos elegir dos sistemas de generadoresG = 〈f1, . . . , fn〉 y G′ = 〈f ′1, . . . , f ′n〉
que son conjugados simultáneamente por el germen de una función holomorfa
invertible (homeomorfismo, serie formal) h tal que h ◦ fj = f ′j ◦h, j = 1, . . . , n.

Observación 1.2.3. De las Definiciones 1.1.2 y 1.2.2 claramente tenemos el
siguiente hecho: Si dos gérmenes conformes f, g ∈ Diff(C, 0) son anaĺıticamen-
te, topológicamente o formalmente equivalentes, entonces los subgrupos ćıclicos
〈f〉, 〈g〉 ⊂ Diff(C, 0) generados por estos gérmenes son equivalentes en el sentido
correspondiente. En particular, ambos deben ser finitos o infinitos.

Observación 1.2.4. Si dos grupos finitamente generados G,G′ ⊂ Diff(C, 0)
son conjugados, entonces son isomorfos en el sentido de Teoŕıa de Grupos. Para
ver esto, suponiendo que h es el germen de función holomorfa (homeomorfismo,
serie formal) que conjuga a ambos grupos, podemos considerar el morfismo
dado por h ◦ ◦ h−1. Aśı, cualquier relación entre los generadores de un grupo
será cierta automáticamente en el segundo, y viceversa.

Empero, la afirmación inversa no siempre es cierta. Para dejar claro esto,
consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. Sean G = 〈f〉 y H = 〈g〉 dos subgrupos de Diff(C, 0) tales que
f(z) = µz y g(z) = νz, con ν, µ 6∈ exp 2πiQ y µ 6= ν. Considerando el morfismo

h : G −→ H
fn(z) = µnz 7−→ gn(z) = νnz

; n ∈ Z ,

no es dif́ıcil convencerse de que h es un isomorfismo (de hecho, ambos son grupos
ćıclicos infinitos, G ∼= H ∼= Z). Pero como µ 6= ν, por la Proposición 1.1.3,
sabemos que f y g no son anaĺıticamente (formalmente) equivalentes. Luego, G
y H tampoco lo son.

Ejemplo 1.2.6. Si G ⊂ Diff(C, 0) está generado por un número finito de gérme-
nes lineales fj : z 7→ µjz, entonces G es conmutativo.

Consideremos el morfismo T : Diff(C, 0)→ C∗, dado por

Tg =
dg

dz
(0) ∈ C∗,
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donde C∗ denota al grupo multiplicativo conformado por los elementos distintos
de cero de C.

Que T resulte ser un morfismo de grupos se sigue de la regla de la cadena
para la operación de derivación,

T (g ◦ f) = Tg · Tf = Tf · Tg.

En consecuencia, tomando en cuenta la restricción de este morfismo a G, T |G,
G resulta ser isomorfo a un subgrupo del grupo multiplicativo C∗. Por lo tanto,
G es conmutativo.

Por otra parte, analicemos cuál es el núcleo de T :

KerT = {g ∈ Diff(C, 0) : Tg = 1}

= {g ∈ Diff(C, 0) :
dg

dz
(0) = 1}

= {g ∈ Diff(C, 0) : g(z) = z +O(z2)}.

Aśı, KerT = {g ∈ Diff(C, 0) : g(z) = z +O(z2)}.

Definición 1.2.7. Diff1(C, 0) =: KerT es llamado el subgrupo parabólico de
Diff(C, 0) y sus elementos son llamados gérmenes parabólicos.

Además, consideraremos los conjuntos

Ap = {g ∈ Diff1(C, 0) : g(z) = z · (1 + azp + · · · ), a 6= 0},

y diremos que p es el nivel de un germen conforme g ∈ Ap. Aśı,

Diff1(C, 0) \ {id} = A1 tA2 tA3 t · · · .

Observación 1.2.8. El nivel de un germen conforme es invariante bajo conju-
gación. En efecto, sea g ∈ Ap y sea h ∈ Diff(C, 0), tal que h(z) = z + bzk + · · · ,
entonces, por la Proposición 1.1.6, tenemos que h−1 es de la forma h−1(z) =
z − bzk + · · · . Veamos que h ◦ g ◦ h−1 ∈ Ap.

(h ◦ g ◦ h−1)(z) = (h ◦ g)(z − bzk + · · · )
= h(z − bzk + a(z − bzk + · · · )p+1 + · · · )
= h(z − bzk + azp+1 + · · · )
= z − bzk + azp+1 + b(z − bzk + azp+1 + · · · )k + · · ·
= z − bzk + azp+1 + bzk + · · ·
= z · (1 + azp) + · · · .

Por lo tanto, h ◦ g ◦ h−1 ∈ Ap.

Observación 1.2.9. Si consideramos G ⊂ Diff(C, 0) tal que no contiene ele-
mentos parabólicos no triviales, es decir, G ∩ Diff1(C, 0) = {id}, entonces T |G
es inyectivo, y por lo tanto G necesariamente es conmutativo, pues resulta ser
isomorfo a un subgrupo de C∗. Esto generaliza lo visto en el Ejemplo 1.2.6.
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1.2.1. Clasificación formal y anaĺıtica de subgrupos finita-
mente generados de Diff(C, 0).

A continuación enunciamos y demostramos el Teorema de linealización de
Bochner (Salomon Bochner (1899-1982)), el cual afirma que todo subgrupo finito
de Diff(C, 0) es linealizable. Después, usando este teorema, veremos que, de
hecho, cualquier subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) tal que todos sus
elementos tienen orden finito, es linealizable. Este último resultado nos será de
gran utilidad, ya que, como veremos posteriormente, podremos establecer una
clasificación de los subgrupos finitamente generados de Diff(C, 0), la cual a su
vez nos permitirá dar una clasificación óptima de las foliaciones holomorfas
integrables en (C2, 0), introducidas en el siguiente caṕıtulo.

Teorema 1.2.10 (De linealización de Bochner). Cualquier subgrupo finito G ⊂
Diff(C, 0) es linealizable. Es decir, podemos encontrar un biholomorfismo h ∈
Diff(C, 0) tal que h ◦ g ◦ h−1 es lineal para toda g ∈ G.

Demostración. Para cada g ∈ G consideremos µg = Tg y definamos h como
sigue:

h :=
1

|G|
∑
g∈G

µ−1
g · g.

Cabe hacer notar que la definición de h tiene sentido ya que se trata de una
suma finita de elementos de Diff(C, 0). Además Th ∈ C∗, también por la finitud
de G, pues

Th = T

 1

|G|
∑
g∈G

µ−1
g · g

 =
1

|G|
∑
g∈G

1 =
1

|G|
· |G| = 1 6= 0, |G| ∈ N ⊂ C∗.

Aśı, h es invertible.
Por último, veamos que, en efecto, h linealiza al grupo G. Sea f ∈ G tal que

µf = Tf , entonces

h ◦ f =
1

|G|
∑
g∈G

µ−1
g · (g ◦ f)

= µf
1

|G|
∑
g∈G

µ−1
f µ−1

g · (g ◦ f)

= µf
1

|G|
∑
g∈G

(µgµf )−1 · (g ◦ f)

= µf
1

|G|
∑
g̃∈G

µ−1
g̃ · g̃

= µf · h.

Donde g̃ = g ◦ f para cada g elemento de G.
Por lo tanto, tenemos que h ◦ f = µf · h. Es decir, h conjuga a f con el

germen lineal z 7→ µfz, como queŕıamos demostrar.
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Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado.

Teorema 1.2.11. Un germen f : z 7→ µz + · · · ∈ Diff(C, 0), con µ ∈ exp 2πiQ,
es formalmente linealizable si y sólo si es anaĺıticamente linealizable.

Demostración. Una dirección es claramente trivial. Sea f como en el enunciado
del teorema y supongamos que h es un germen formal que linealiza a f . Aśı, por
la Observación 1.2.3, tenemos que 〈f〉 es formalmente equivalente a 〈fµ〉, donde
fµ(z) = µz.

Ahora, dado que µ es ráız de la unidad, podemos suponer que µ = e2πi pq ,
con p

q ∈ Q, esto nos dice que

fµ(z)q = µqz = z.

De esta manera, h conjuga al germen holomorfo fq con la identidad. Sin em-
bargo, la única función holomorfa formalmente equivalente a la identidad es la
identidad misma, por lo tanto fq = id; es decir, f es periódico, equivalente-
mente, 〈f〉 es finito. Por lo tanto, por el Teorema 1.2.10, f es anaĺıticamente
linealizable.

Veamos ahora que podemos reemplazar la hipótesis de la finitud del grupo
en el Teorema 1.2.10 por la suposición de que todos los elementos de este grupo
tengan orden finito. Para hacer esto, necesitamos recordar qué es el subgru-
po conmutador de un grupo dado y traducir esta idea a nuestro lenguaje de
gérmenes conformes.

Definición 1.2.12. Sea G un grupo. El subgrupo conmutador de G es aquél
generado por todos los elementos de la forma

[a, b] := aba−1b−1, ∀ a, b ∈ G.

Al elemento [a, b] lo llamamos el conmutador de a con b. Denotamos por [G,G]
al subgrupo conmutador de G y comúnmente nos referimos a él simplemente
como el conmutador de G.

Observación 1.2.13. Un grupo G es conmutativo si y sólo si [G,G] es trivial;
es decir, si [G,G] = {e}, donde e es el elemento neutro de G. En efecto, si G es
conmutativo, entonces

aba−1b−1 = aa−1bb−1 = e, ∀ a, b ∈ G.

Aśı, [G,G] = {e}.
Inversamente, si [G,G] = {e}, entonces dados a, b ∈ G tenemos que [a, b] = e,

es decir, aba−1b−1 = e. Por lo tanto, ab = ba.

Observación 1.2.14. En nuestro caso particular, al considerar solamente sub-
grupos de Diff(C, 0), G ⊂ Diff(C, 0), los elementos de [G,G] son de la for-
ma [f, g] = f ◦ g ◦ f−1 ◦ g−1. En consecuencia, T [f, g] = 1 para cualquier
[f, g] ∈ [G,G]. Es decir, [G,G] ⊂ Diff1(C, 0).
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Teorema 1.2.15. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) tal
que todos sus elementos tienen orden finito, entonces G es conmutativo, finito,
anaĺıticamente linealizable y ćıclico.

Demostración. Supongamos, por contradicción, que G es no conmutativo. En-
tonces, por la Observación 1.2.13, existe un germen f en el conmutador de G,
f ∈ [G,G], no trivial, es decir, f 6= id. Además, por la Observación 1.2.14,
podemos suponer que

f(z) = z + bzk + · · · , con b 6= 0.

Aśı, por la Proposición 1.1.5, considerando a = 1, observamos que

fn(z) = z + nbzk + · · · 6= id, ∀n ∈ N.

Esto último contradice la hipótesis de que f tiene orden finito. Luego, G es con-
mutativo. Del hecho de que G sea un grupo finitamente generado conmutativo
tal que todos sus elementos tienen orden finito, podemos concluir que G resulta
ser un grupo finito. En efecto, si G = 〈f1, . . . , fm〉 es conmutativo, entonces para
cualquier elemento de G existen números enteros s1, s2, . . . , sm ∈ Z tales que
éste puede ser escrito como fs11 ◦ f

s2
2 ◦ · · · ◦ fsmm . De esta manera, como todos los

elementos de G tienen orden finito, la cantidad de combinaciones entre los gene-
radores de G son una cantidad finita. En consecuencia, por el Teorema 1.2.10,
G es anaĺıticamente linealizable. Tenemos aśı que G es isomorfo a un subgrupo
multiplicativo finito de C∗, pero sabemos que cualquier subgrupo finito de C∗
es ćıclico4. Por lo tanto G es ćıclico.

Proposición 1.2.16. Sea f(z) = µz + · · · ∈ Diff(C, 0) linealizable (anaĺıti-
camente, formalmente o topológicamente). En este caso, f es periódico (tiene
orden finito) si y sólo si µ ∈ exp 2πiQ.

Demostración. Si µ ∈ exp 2πiQ, como f es linealizable, es decir, es equivalente
a fµ(z) = µz, entonces, de la periodicidad del germen fµ (µ ∈ exp 2πiQ), y de
la Observación 1.2.3, concluimos que f también es periódico.

Por otro lado, si f es periódico, entonces existe k ∈ N tal que fk = id, por
lo tanto, necesariamente µ ∈ exp 2πiQ.

Lema 1.2.17. Sea f(z) = µz ∈ Diff(C, 0), µ 6∈ exp 2πiQ, una función lineal. Si
g ∈ Diff(C, 0) es un biholomorfismo que conmuta con f , es decir, g ◦ f = f ◦ g,
entonces g también es una función lineal.

Demostración. Si g(z) = az + bzk + · · · satisface que (f ◦ g)(z) = (g ◦ f)(z),
entonces

(f ◦ g)(z) = f(az + bzk + · · · ) = µaz + µbzk + · · · ,
y

(g ◦ f)(z) = g(µz) = aµz + bµkzk + · · · .
Por lo tanto, necesariamente µb = µkb, lo cual sólo ocurre si b = 0 ya que
µ 6∈ exp 2πiQ. Luego, g es una función lineal, como queŕıamos demostrar.

4Ver en el Apéndice el Teorema A.3.1.
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Hagamos un primer uso del Teorema 1.2.15 para demostrar los siguientes
resultados.

Teorema 1.2.18. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) to-
pológicamente linealizable; es decir, existe Ψ : (C, 0)→ (C, 0) un homeomorfis-
mo que conjuga a G con un subgrupo G′ de Diff(C, 0) que consta de gérmenes
de funciones lineales, entonces G es anaĺıticamente linealizable.

Demostración. La demostración la haremos por casos.
Si G contiene un germen f(z) = µz + O(z2) de orden infinito, entonces

podemos suponer, sin perder generalidad, que
∣∣f ′µ(0)

∣∣ ≤ 1 (si no fuese el caso,
reemplazamos fµ por f−1

µ ), donde fµ(z) = µz. Aśı, fµ(U) ⊂ U para todo
dominio suficientemente pequeño, 0 ∈ U . Además, dado que Ψ conjuga a G con
G′, Ψ(U) resulta ser invariante bajo f . En efecto:

f (Ψ(U)) = Ψ (fµ(U)) ⊂ Ψ(U).

Por lo tanto, por el Teorema 1.1.14, sabemos que dicho germen es anaĺıticamente
linealizable. Además, por la Proposición 1.2.16, como f tiene orden infinito, en-
tonces µ 6∈ exp 2πiQ. Consecuentemente, por el Lema 1.2.17, todos los elementos
que conmuten con fµ son lineales. Por lo cual, G es anaĺıticamente linealizable.

Por otro lado, si todos los elementos de G tienen orden finito, concluimos
inmediatamente usando el Teorema 1.2.15.

Teorema 1.2.19. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) tal
que G ∩Diff1(C, 0) = {id}, entonces G es formalmente linealizable.

Demostración. Si G contiene un germen f(z) = µz + O(z2) con µ 6∈ exp 2πiQ
entonces, por el Teorema 1.1.8, sabemos que dicho germen es formalmente li-
nealizable. Además, como G ∩ Diff1(C, 0) = {id} por hipótesis, entonces, por
la Observación 1.2.13, sabemos que G es conmutativo. Aśı, por el Lema 1.2.17,
sabemos que cualquier germen que conmute con la función lineal, fµ(z) = µz,
es lineal. Consecuentemente, G es formalmente linealizable en este caso.

Por otro lado, si TG ⊂ exp 2πiQ, entonces todos los elementos de G deben
de ser periódicos ya que G ∩ Diff1(C, 0) = {id}. Por lo tanto, por el Teorema
1.2.15, G es anaĺıticamente linealizable.

Además de los resultados de linealización de gérmenes de biholomorfismos
y subgrupos finitamente generados de Diff(C, 0) que hemos presentado hasta el
momento, existen otros aspectos que nos permiten entender parte de la dinámica
de los subgrupos de Diff(C, 0). Éstos, tales como la solubilidad o no solubilidad
y la integrabilidad o no integrabilidad (acumulación de órbitas de un germen en
el origen) de un subgrupo de Diff(C, 0), como se mencionó en la introducción,
permitirán, a su vez, rescatar parte del comportamiento de las foliaciones aso-
ciadas a gérmenes de ecuaciones diferenciales holomorfas en (C2, 0).

Enseguida estudiaremos estas nociones. En primer lugar, restringiremos el
concepto conocido de solubilidad de grupos al caso de subgrupos de Diff(C, 0), y
mostraremos que el comportamiento aqúı es bastante diferente al ocurrido para
grupos en general.
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1.3. Grupos solubles.

Definición 1.3.1. Decimos que un grupo G es soluble si la cadena decreciente
de los conmutadores iterados de G se estabiliza en el grupo trivial:

G0 ⊃ G1 ⊃ Gm−1 ⊃ Gm = {id},
G0 = G, Gk+1 = [Gk, Gk], k = 0, 1, . . . .

Como vimos en la Observación 1.2.13, si G es conmutativo, entonces m = 1.
Si m = 2 decimos que G es un grupo metaabeliano.

Mientras que para grupos solubles arbitrarios el ı́ndice m puede tomar cual-
quier valor finito, para subgrupos de Diff(C, 0) ocurre lo siguiente.

Teorema 1.3.2 (Alternativa de Tits para grupos de gérmenes conformes). Un
subgrupo G de Diff(C, 0) o bien es metaabeliano, o bien es no soluble.

Para la demostración del Teorema 1.3.2 necesitamos un par de resultados
previos.

Proposición 1.3.3. Si f(z) = z+azp+1+· · · ∈ Ap y g(z) = z+bzq+1+· · · ∈ Aq

con p 6= q, p, q > 0, entonces [f, q] ∈ Ap+q. Concretamente:

[f, q](z) = z + ab(p− q)zp+q+1 + · · · . (1.6)

Demostración. La identidad (1.6) es una afirmación acerca del término principal
del germen de función (f ◦ g ◦ f−1 ◦ g−1)(z) − z en una carta holomorfa z.
Este término principal no cambia si en lugar de z consideramos la carta t =
(f−1 ◦ g−1)(z). En esta nueva carta z = (g ◦ f)(t). Además, el término principal
de la diferencia (f ◦ g)(t) − (g ◦ f)(t) lo podemos obtener de manera sencilla
como sigue:

Por un lado,

(f ◦ g)(t) = f(t+ btq+1 + · · · )
= t+ btq+1 + a(t+ btq+1 + · · · )p+1 + · · ·
= t+ btq+1 + atp+1 + ab(p+ 1)tp+q+1 + · · · .

Análogamente,

(g ◦ f)(t) = g(t+ atp+1 + · · · )
= t+ atp+1 + b(t+ atp+1 + · · · )q+1 + · · ·
= t+ atp+1 + btq+1 + ba(q + 1)tq+p+1 + · · · .

Por lo tanto,

(f ◦ g)(t)− (g ◦ f)(t) = ab(p+ 1)tp+q+1 − ba(q + 1)tq+p+1 + · · ·
= ab(p+ 1− q − 1)tp+q+1 + · · ·
= ab(p− q)tp+q+1 + · · · .

Lo cual nos permite concluir la demostración.
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Lema 1.3.4. Si G es un subgrupo de Diff1(C, 0), entonces, o bien G es conmu-
tativo, o bien G es no soluble.

Demostración. Si G = G0 contiene dos gérmenes f, g como en la proposición
anterior, entonces también contiene a [f, g] y éste es como en (1.6). Además,
p + q 6∈ {p, q} y p + q > 0. Por tanto, podemos aplicar la proposición anterior
a las parejas ([f, g], f) y ([f, g], g). De esta manera, G1 también contiene al
menos dos gérmenes que satisfacen la hipótesis de la proposición anterior, a
saber [[f, g], f ] y [[f, g], g]. Podemos notar aśı que, cada vez que realizamos este
cómputo a cualesquiera dos gérmenes de distinto nivel, el primer término no
lineal de su conmutador va incrementándose. Por tanto, procediendo de manera
inductiva, notamos que todos los conmutadores iterados Gk = [Gk−1, Gk−1] son
no triviales. Luego, G es no soluble.

Por otro lado, si todos los elementos de G cumplen con tener el mismo nivel
p ≥ 1, entonces G es conmutativo. En efecto, si consideramos dos elementos f, g
de G y fuera el caso de que [f, g] es no trivial, entonces [f, g] ∈ Am, con m > p,
lo cual no es posible. Por lo tanto [f, g] = id. Es decir, G es conmutativo.

Demostración del Teorema 1.3.2. Sea G un subgrupo de Diff(C, 0). De
acuerdo con la Observación 1.2.14, G1 = [G,G] ⊂ Diff1(C, 0). Tenemos dos
casos: Si G1 = {id}; es decir, G1 es trivial, entonces G es conmutativo. Por otra
parte, si G1 no es trivial, entonces, por el Lema 1.3.4, G1 es conmutativo o no
soluble. Si G1 es conmutativo, G es metaabeliano. Mientras que, si G1 es no
soluble, G también es no soluble. �

1.4. Gérmenes integrables.

Las nociones que se introducen en esta sección tienen una relación estrecha
con las foliaciones holomorfas integrables. Se recomienda a quien esto lea y tenga
ya algún conocimiento sobre foliaciones integrables aśı como sobre sus transfor-
maciones de holonomı́a, que lea esta parte del trabajo teniendo estos conceptos
presentes. La relación mencionada entre estos conceptos se verá con detalle en
la sección 2.5 del siguiente caṕıtulo. Más aún, en esa misma sección, incluso
mostraremos que los resultados sobre grupos integrables que demostraremos a
continuación, aśı como el último teorema de este caṕıtulo, Teorema 1.5.10, se
pueden “extender” al caso de foliaciones holomorfas en (C2, 0).

Definición 1.4.1. Dado u ∈ O(C, 0) un germen de una función anaĺıtica, defi-
nimos el grupo simétrico de u como el grupo de biholomorfismos que preservan
u, y lo denotamos por Su. Es decir,

Su := {g ∈ Diff(C, 0) : u ◦ g = u}.

Definición 1.4.2. Decimos que un germen de función anaĺıtica u ∈ O(C, 0) es
una primera integral de un grupo G ⊂ Diff(C, 0) si G ⊂ Su. De esta manera,
decimos que G es integrable.
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Si G es ćıclico y está generado por un biholomorfismo g ∈ Diff(C, 0), G = 〈g〉,
decimos que u es una primera integral de g. El germen g es integrable si admite
una primera integral anaĺıtica no trivial.

Si sólo pedimos que u sea una serie formal, entonces decimos que G ⊂ Su es
formalmente integrable.

Ejemplo 1.4.3. Si f(z) = µz ∈ Diff(C, 0), µ ∈ exp 2πiQ, entonces f es in-
tegrable. En efecto, sea m ∈ N el menor número natural tal que µm = 1.
Consideremos u ∈ O(C, 0), dada por u(z) = zr, con r ∈ mZ. Veamos que u es
una primera integral para f :

(u ◦ f)(z) = u(µz) = (µz)r = zr = u(z).

Aśı, u ◦ f = u. Por lo tanto, u es una primera integral para f .

Proposición 1.4.4. Cualquier germen de una función anaĺıtica u ∈ O(C, 0),
u(z) = czm + · · · , c 6= 0, admite un grupo simétrico ćıclico finito (de orden m).

Demostración. Sea g(z) = z · (c+ · · · ) 1
m , entonces u ◦ g−1 = v, con v(z) = zm.

Efectivamente, observemos que

u = u ◦ id = u ◦ (g−1 ◦ g) = (u ◦ g−1) ◦ g,

pero

u(z) = czm + · · · = zm · (c+ · · · ) = [z · (c+ · · · ) 1
m ]m = g(z)m.

Aśı,
u = (u ◦ g−1) ◦ g = v ◦ g, v(z) = zm.

En consecuencia,
u ◦ g−1 = v. (1.7)

Ahora, el grupo simétrico de v(z) = zm, digamos Sv, está generado por
f(z) = µz, donde µ ∈ exp 2πiQ es la ráız primitiva m-ésima de la unidad; ya
que, tal como mostramos en el Ejemplo 1.4.3, v ◦ f = v.

Consideremos el morfismo τg : Su → Sv, dado por τg(h) = g ◦ h ◦ g−1.
Tenemos que demostrar que τg está bien definido. Para hacer esto, solamente
necesitamos comprobar que τg(h) ∈ Sv, para todo h ∈ Su. Sea h ∈ Su, entonces

v ◦ τg(h) = v ◦ (g ◦ h ◦ g−1),

pero sabemos, por la ecuación (1.7), que v = u ◦ g−1. Además, como h ∈ Su,
entonces u ◦ h = u. De esta manera,

v ◦ (g ◦ h ◦ g−1) = (u ◦ g−1) ◦ (g ◦ h ◦ g−1) = (u ◦ h) ◦ g−1 = u ◦ g−1 = v.

Luego, v ◦ τg(h) = v; es decir, τg(h) ∈ Sv. Aśı, τg es un isomorfismo de grupos.
Por lo tanto, como Sv es ćıclico finito, concluimos que Su también lo es.
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Observación 1.4.5. El único germen de función holomorfa que admite una
primera integral u ∈ O(C, 0) (o serie formal), tal que su parte lineal es no nula,
u(z) = αz+ · · · , α 6= 0, es la identidad, f(z) = z. Esto se sigue inmediatamente
de la proposición anterior.

De ahora en adelante, en virtud de la observación previa, supondremos siem-
pre que, si u es una primera integral de un grupo G ⊂ Diff(C, 0), entonces
u(z) = zm + · · · , m > 1.

Teorema 1.4.6. Si f(z) = az+bzk+· · · ∈ Diff(C, 0) es formalmente integrable,
entonces f es anaĺıticamente integrable.

Demostración. Supongamos que f es formalmente integrable, y, en virtud del
Teorema 1.1.10, supongamos además que û(z) = zm es su primera integral
formal.

Ahora, por un lado tenemos que

(û◦f)(z) = û(az+bzk+· · · ) = (az+bzk+· · · )m = amzm+mam−1bzm+k−1+· · · .

Pero, por hipótesis, û ◦ f = û. Por tanto, am = 1 y mam−1b = 0. Consecuente-
mente, b = 0. De aqúı, observamos que si f es formalmente integrable, entonces
f(z) = az, con a ∈ exp 2πiQ. Por lo tanto, por el Ejemplo 1.4.3, concluimos que
f es anaĺıticamente integrable.

Observación 1.4.7. Si analizamos la demostración previa podemos darnos
cuenta de que el mismo resultado es válido para subgrupos finitamente generados
de Diff(C, 0). Es decir, si G ⊂ Diff(C, 0) es un grupo finitamente generado y es
formalmente integrable, entonces G es anaĺıticamente integrable.

Ejemplo 1.4.8. Sea

g(z) =
µdz

c(1− µ)z + d
,

una transformación de Möbius, tal que µ ∈ exp 2πiQ \ {1}. Entonces g es inte-
grable. En efecto, puesto que µ ∈ exp 2πiQ\{1}, entonces existe m ∈ N, m > 1,
tal que µm = 1. Consideremos u(z) = zm ∈ O(C, 0).

Por otro lado, sea a ∈ C tal que ad − c 6= 0 y definamos la transformación
de Möbius

h(z) =
az

cz + d
,

en una región U ⊂ C en la cual h es un biholomorfismo. Afirmamos que v := u◦h
es una primera integral para g. Efectivamente, haciendo el cálculo de v tenemos

v(z) := (u ◦ h)(z) = u

(
az

cz + d

)
=

(
az

cz + d

)m
. (1.8)

Aśı,

(v ◦ g)(z) = v(g(z)) = v

(
µdz

c(1− µ)z + d

)
.
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Sustituyendo (1.8):

(v ◦ g)(z) =

 a
(

µdz
c(1−µ)z+d

)
c
(

µdz
c(1−µ)z+d

)
+ d

m

=

 aµdz
c(1−µ)z+d

cµdz+d(c(1−µ)z+d)
c(1−µ)z+d

m

=

(
aµdz

d(cµz + c(1− µ)z + d)

)m
=

(
aµz

cµz + cz − cµz + d

)m
=

(
aµz

cz + d

)m
.

Por lo tanto,

(v ◦ g)(z) =

(
aµz

cz + d

)m
.

De esta manera, haciendo uso nuevamente de la igualdad (1.8), concluimos que

(v ◦ g)(z) = v(z).

Es decir, que v es una primera integral para g.

Si analizamos cuidadosamente este ejemplo5, podemos vislumbrar un méto-
do que nos permite construir más gérmenes integrables. De hecho, podemos
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.4.9. Sean G,H ⊂ Diff(C, 0) dos subgrupos finitamente generados
tales que G y H son formalmente equivalentes, y G es integrable, entonces H
es integrable.

Demostración. Como G y H son formalmente equivalentes, podemos elegir dos
sistemas de generadores G = 〈f1, . . . , fn〉 y H = 〈g1, . . . , gn〉, y encontrar h una
serie formal que cumpla

h ◦ gj = fj ◦ h, j = 1, . . . , n. (1.9)

Además, como G es integrable, existe u ∈ O(C, 0) tal que

u ◦ fj = u, j = 1, . . . , n. (1.10)

Afirmamos que u ◦ h es una primera integral formal para H. En efecto, combi-
nando las ecuaciones (1.9) y (1.10) tenemos que:

(u ◦ h) ◦ gj = u ◦ (h ◦ gj) = u ◦ (fj ◦ h)
= (u ◦ fj) ◦ h = u ◦ h , j = 1, . . . , n.

5Un cálculo sencillo nos permite darnos cuenta de que (h ◦ g ◦ h−1)(z) = µz.
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Por lo tanto,
(u ◦ h) ◦ gj = u ◦ h, j = 1, . . . , n.

Esto nos dice que u ◦ h es una primera integral formal para H. Finalmente,
por la Observación 1.4.7, derivada del Teorema 1.4.6, concluimos que H es
integrable.

A manera de corolario, tenemos el siguiente caso particular de este teorema.

Corolario 1.4.10. Si f, g ∈ Diff(C, 0) son formalmente equivalentes, y f es
integrable, entonces g es integrable.

A continuación damos una caracterización de los gérmenes integrables.

Proposición 1.4.11. Sea f(z) = νz + bzr + · · · ∈ Diff(C, 0). Entonces, f es
periódico si y sólo si f es integrable. Es decir, f admite una primera integral
u(z) = czm + · · · , c 6= 0, si y sólo si fk = id, y m ∈ kZ.

Demostración. Supongamos primero que fk = id, es decir, que f es periódico,
entonces, por el Teorema 1.2.10, f es linealizable. Además, necesariamente νk =
1, aśı, por el Ejemplo 1.4.3, sabemos que fν(z) = νz es integrable. Luego, por
el Corolario 1.4.10, concluimos que f es integrable.

Supongamos ahora que f(z) = νz + bzr + · · · admite una primera integral
anaĺıtica u(z) = czm + · · · . Es decir, u ◦ f = u. Hagamos el cómputo de u ◦ f :

(u ◦ f)(z) = u(νz + bzr + · · · )
= c(νz + bzr + · · · )m + · · ·
= cνmzm +mcνm−1bzm+r−1 + · · · .

Entonces, puesto que u ◦ f = u, se sigue que

c νmzm +mcνm−1bzm+r−1 + · · · = czm + · · · .

Consecuentemente, c νm = c. Por lo tanto νm = 1. Además, si u ◦ f = u,
entonces u ◦ fn = u, ∀n ∈ Z. Por otra parte, por la Proposición 1.1.5, sabemos
que fm(z) = z + βzr + · · · . De esta manera:

(u ◦ fm)(z) = u(z + βzr + · · · )
= c(z + βzr + · · · )m + · · ·
= czm +mcβzm+r−1 + · · · .

Análogamente, para f−m(z) = z − βzr + · · · , nos queda la expresión:

(u ◦ f−m)(z) = czm −mcβzm+r−1 + · · · .

Pero
u ◦ fm = u y u ◦ f−m = u.

Por lo tanto,

czm +mcβzm+r−1 + · · · = czm −mcβzm+r−1 + · · · .

Se sigue entonces que, 2mcβ = 0. Luego, β = 0. Por lo tanto, fm(z) = id. Aśı,
f es periódico, y su orden, digamos k, divide a m.
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Observación 1.4.12. Podemos demostrar la segunda parte de la proposición
anterior de una manera más breve. En efecto, si f ∈ Diff(C, 0) es integrable,
y u(z) = czm + · · · ∈ O(C, 0) es una primera integral de f , entonces, por
definición, 〈f〉 ⊂ Su, donde Su ⊂ Diff(C, 0) es el grupo simétrico de u. Puesto
que, en virtud de la Proposición 1.4.4, sabemos que Su es finito, concluimos que
〈f〉 es finito, o equivalentemente, que f es periódico.

De la Proposición 1.4.4, el Teorema 1.2.15 y la Proposición 1.4.11 se deduce
la siguiente caracterización de grupos integrables.

Corolario 1.4.13. Un grupo G ⊂ Diff(C, 0) es integrable si y sólo si es ćıclico
finito.

Demostración. Sea G ⊂ Diff(C, 0). Como G es integrable, existe u ∈ O(C, 0)
germen de una función anaĺıtica, tal que G ⊂ Su. Pero, por la Proposición 1.4.4,
sabemos que Su es ćıclico finito, por lo tanto G también lo es.

La afirmación inversa es inmediata de la Proposición 1.4.11.

1.5. Dinámica generada por grupos de gérmenes
conformes finitamente generados.

Definición 1.5.1. Sean G un grupo con producto ∗ y elemento neutro e, y X
un conjunto no vaćıo. Decimos que una función

ϕ : G×X −→ X
(g, x) 7−→ g · x

es una acción de G sobre X si cumple

1. ∀x ∈ X, e · x = x.

2. ∀x ∈ X, ∀ g, h ∈ G, g ∗ h · x = g · (h · x).

Decimos también que G actúa sobre X si existe una acción de G sobre X.

Definición 1.5.2. Si un grupo G actúa sobre un conjunto X, X 6= ∅, entonces
definimos la órbita de un elemento x ∈ X como el subconjunto

Orb(x) = {y ∈ X : ∃g ∈ G, g · x = y}.

Introduzcamos ahora la noción de pseudogrupo, la cual difiere de la de un
grupo por el hecho de que la composición no siempre está definida. Para nues-
tro propósito es suficiente definir pseudogrupos de funciones holomorfas cuyos
dominios son subconjuntos abiertos de C que contienen a un punto fijo común
(el origen).

Definición 1.5.3. Sea U una vecindad del origen en C y sea G ⊂ Diff(C, 0)
un subgrupo arbitrario de Diff(C, 0). Un pseudogrupo Γ asociado a G es una
colección de parejas (fα, Uα) , α ∈ A, tales que Uα ⊂ U es un conjunto abierto
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que contiene al origen, y fα : Uα → U es una función holomorfa definida (al
menos) en Uα que es un representante de un germen f elemento de G.

La composición de dos elementos (fα, Uα) y (fβ , Uβ) está definida como la
pareja (fα ◦ fβ , Uαβ) si y sólo si Uαβ = Uα ∩ Uβ ⊂ Uβ y fβ(Uαβ) ⊂ Uα.

En otras palabras, cada germen f ∈ G (en particular, el elemento neutro
id ∈ G) es representado por distintas funciones fα que difieren, en general, por
sus dominios de definición (las cuales, por supuesto, coinciden en las intersec-
ciones no vaćıas de éstos).

Dado un grupo finitamente generado G =
〈
f̃1, . . . , f̃n

〉
⊂ Diff(C, 0), la ma-

nera natural de asociarle un pseudogrupo Γ es como sigue (usaremos las tildes
en cada germen del grupo G para distinguirlos de las funciones holomorfas).
Elijamos una colección arbitraria de representantes f±j : Uj → C, j = 1 . . . , n,

de los gérmenes f̃±j que generan a G. Entonces, con una palabra arbitraria

w = (w±jn w
±
jn−1

· · · w±j2 w
±
j1

) ∈ Fr (un elemento en el grupo libre sobre un con-

junto de r elementos, escrito de derecha a izquierda) podemos asociar la función
conforme fw como la composición f±jn ◦f

±
jn−1
◦· · ·◦f±j2 ◦f

±
j1

definida en el conjunto

máximo Uw (que obviamente contiene al origen y es abierto), en el cual todas
las composiciones parciales

f±j1 = f±j1 , fj2j1 = f±j2 ◦ f
±
j1
, · · · , fjn...j1 = f±jn ◦ · · · ◦ f

±
j2
◦ f±j1 ,

están bien definidas. Aśı, si asociamos Uw con la función fjn...j1 = fw, la cual

es un representante del respectivo germen f̃w, obtenemos un pseudogrupo. Si
elegimos una colección diferente de conjuntos iniciales U1, . . . , Un, entonces, for-
malmente, éstos dan lugar a un pseudogrupo distinto. Aunque no se afectaŕıan
la mayoŕıa de las propiedades.

Si existen identidades no triviales en el grupo G, entonces un mismo germen
admite varios representantes con dominios eventualmente distintos. Para distin-
guir entre tales elementos, etiquetaremos a cada elemento (fα, Uα) ∈ Γ con la
palabra correspondiente wα en el grupo libre Fr. La correspondiente colección
de tripletas

{(fw, Uw, w) : w ∈ Fr, fw ∈ O(Uw)} = ΛG,

será llamada el pseudogrupo asociado al grupo finitamente generado de gérmenes
conformes G. Un elemento perteneciente al pseudogrupo ΛG es no trivial si la
palabra correspondiente w ∈ Fr es no trivial en Fr; incluso si fw = id|Uw .
Empero, omitiremos la tercer componente de cada tripleta para simplificar la
notación.

Observación 1.5.4. Para evitar problemas técnicos, supondremos siempre que
si (fα, Uα) ∈ Γ, entonces (fα|U ′α , U

′
α) ∈ Γ, para todo U ′α ⊂ Uα, tal que 0 ∈ U ′α.

Al igual que como lo hacemos con un grupo, para un pseudogrupo Γ podemos
pensar en la noción de órbita de un punto. Una órbita “periódica” será llamada
ciclo.
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Definición 1.5.5. La órbita de un punto x ∈ U , por un pseudogrupo Γ, es el
conjunto Γ(x) que consta de todos los puntos fα(x) tales que (fα, Uα) ∈ Γ y
x ∈ Uα.

Definición 1.5.6. Sea Γ un pseudogrupo. Decimos que x 6= 0 es un ciclo si es
un punto fijo de un elemento no trivial de Γ. Es decir, si existe (fα, Uα) ∈ Γ tal
que x ∈ Uα y fα(x) = x. Decimos además que x 6= 0 Es un ciclo ĺımite (ciclo
ĺımite complejo de un pseudogrupo) si x es un punto fijo aislado de fα en Uα.

La noción de equivalencia de grupos de gérmenes conformes se traduce na-
turalmente en la equivalencia de pseudogrupos de la siguiente forma.

Definición 1.5.7. Decimos que dos pseudogrupos Γ y Γ′ son equivalentes si
existe un biholomorfismo h : (U, 0) → (U ′, 0) tal que Γ′ consiste de todas las
parejas (h ◦ fα ◦ h−1, h(Uα)), con (fα, Uα) ∈ Γ.

1.5.1. Órbitas periódicas y gérmenes periódicos.

Para dar una muestra de la utilidad de la noción de pseudogrupo, estable-
cemos propiedades dinámicas simples de gérmenes periódicos (y no periódicos).

La periodicidad de un germen g̃ ∈ Diff(C, 0) implica que todas las g-órbitas
son periódicas (ciclos) para cualquier representante g de g̃. Sin embargo, la afir-
mación inversa es menos simple.

Sea g̃ ∈ Diff(C, 0) y consideremos (g, V ) un representante de g̃. Para cada
U ⊂ V consideremos g|U y al pseudogrupo “ćıclico” ΓU generado por (g|U , U).
Aśı, para un elemento arbitrario x ∈ U denotamos por Γ(x|U) a la ΓU -órbita
de x, es decir,

Γ(x|U) = {gn(x) : n ∈ Z, y gk(x) ∈ U, para todo k entre 0 y n}.

La órbita Γ(x|U) podŕıa ser finita, en cuyo caso consistiŕıa de las iteraciones
consecutivas

g−n(x), g−n+1(x), . . . , g−1(x), x, g(x), . . . , gm−1(x), gm(x), n,m ≥ 0,

o bien, Γ(x|U) podŕıa ser infinita en alguna, o ambas direcciones. Trabajare-
mos únicamente con órbitas máximas, es decir, supondremos que g−n−1(x) y
gm+1(x) ya no pertenecen a U si n (respectivamente m) es finito. Observemos
además que, una órbita infinita podŕıa consistir de una cantidad finita de puntos
distintos (si y sólo si la órbita es periódica).

Consideremos la función ν : U → N ∪ {∞} definida como la longitud de la
órbita máxima de cada punto en U . Es decir,

ν(x) = ν(x|U) = máx{m+ n : g−n(x), . . . , x, g(x), . . . , gm(x) ∈ U}.

Si la órbita Γ(x|U) es infinita, entonces ν(x) = ∞. Además, por construcción,
ν resulta ser constante en cada órbita de g. Por otro lado, de la continuidad
de g se deriva la semicontinuidad de ν, más precisamente, tenemos la siguiente
proposición.
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Proposición 1.5.8. Si U es abierto y ν(x) ∈ N, entonces para cada y ∈ U
suficientemente cercano a x, ν(y) ≥ ν(x). Análogamente, si U es cerrado y
ν(x) ∈ N, entonces para cada y ∈ U suficientemente cercano a x, ν(y) ≤ ν(x).
En este caso, si x es un punto de discontinuidad de ν, entonces Γ(x|U)∩∂U 6= ∅.

Demostración. Supongamos que U es abierto y sean x ∈ U y r ∈ N tal que
ν(x) = r. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

Γ(x|U) = {x, g(x), . . . , gr−1(x)},

(si no fuese el caso, basta reetiquetar a cada elemento de Γ(x|U)).
Tenemos dos casos. Que gr(x) ∈ ∂U o gr(x) ∈ ExtU , donde ExtU denota

el conjunto exterior de U . Si gr(x) ∈ ExtU , entonces basta considerar ε > 0 tal
que B(x, ε) ⊂ U y se satisfaga la igualdad ν(y) = ν(x), y ∈ B(x, ε). Por otro
lado, si gr(x) ∈ ∂U entonces, para cualquier ε > 0 dado, claramente existen
y ∈ B(x, ε) tales que ν(y) > ν(x).

Para demostrar la segunda afirmación de la proposición consideremos los
siguientes casos. Que gj(x) ∈ IntU , j = 0, . . . , r − 1, donde IntU denota el
conjunto interior de U , o gj(x) ∈ ∂U , para algún j ∈ {0, . . . , r − 1}. Aśı, en el
primer caso, basta que consideremos ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ U y ν(y) = ν(x)
para toda y ∈ B(x, ε). En el segundo, claramente se cumple la desigualdad
estricta. Por lo tanto, podemos ver que si x ∈ U es un punto de discontinuidad
de ν, entonces necesariamente Γ(x|U) ∩ ∂U 6= ∅.

Lema 1.5.9. Si g ∈ Diff(C, 0) es no periódico, es decir, 〈g〉 es infinito, entonces
para cualquier dominio abierto (tan pequeño como queramos) U ⊂ C, 0 ∈ U ,
hay una cantidad no numerable de órbitas infinitas no periódicas Γ(x|U).

Demostración. Sea ρ > 0, consideremos Dρ = {|x| ≤ ρ} un disco cerrado y sea
∂D = Kρ su frontera.

Demostraremos que en Dρ hay una cantidad no numerable de puntos con
órbitas infinitas en Dρ. Para esto, veremos que en cada ćırculo Kr, r ≤ ρ, hay al
menos un punto con una órbita infinita en Dr ⊂ Dρ. Debido a que el número de
ćırculos Kr distintos que intersectan a cualquier órbita dada es a lo más nume-
rable (ya que cada órbita es a lo más numerable), esto probará que el número
de órbitas infinitas es no numerable.

Sea r ≤ ρ y supongamos, por contradicción, que dado Kr, todos los puntos
x ∈ Kr tienen órbitas finitas en Dr, es decir, ν(·) toma sólo valores finitos en
Kr (para cada x ∈ Kr, ν(x) ∈ N). Como Kr es compacto y ν es semicontinua,
existe N ∈ N tal que ν(x) ≤ N , para cada x ∈ Kr, y todas las órbitas que
intersectan a Kr son finitas y menores o iguales a N .

Por otro lado, como g(0) = 0, ν(0) = ∞. Debido a la semicontinuidad de ν
en Dr, ν debe de tener un punto de discontinuidad y ∈ Dr\Kr tal que ν(y) > N ,
pero, por la Proposición 1.5.8, Γ(y|Dr) ∩ ∂Dr 6= ∅, es decir, Γ(y|Dr) ∩ Kr 6= ∅,
lo cual es una contradicción, ya que ν toma valores constantes en la órbita de
cualquier punto. Por lo tanto, en Kr existe al menos un punto x ∈ Kr tal que
su órbita es infinita.
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Finalmente, denotemos por A al conjunto de puntos cuyas órbitas son pe-
riódicas y por B al conjunto de puntos con órbitas infinitas no periódicas. De
esta manera, el conjunto de puntos con órbitas infinitas es A ∪B.

Además, si para cada n ∈ N consideramos el conjunto

An = {x ∈ Dr : gn(x) = x},

entonces, ya que g no es periódico, aplicando el Corolario A.4.4 (demostrado en
el Apéndice) a la función hn(z) = gn(z)− z, sabemos que An tiene cardinalidad
a lo más numerable. Pero

A =
⋃
n∈N

An.

Consecuentemente, la cardinalidad de A es a lo más numerable. Por lo tanto,
la cardinalidad de B es no numerable, ya que A ∪ B tiene cardinalidad no
numerable. Esto concluye nuestra demostración.

Teorema 1.5.10. Sea G ⊂ Diff(C, 0) un grupo finitamente generado. Entonces
G cumple una y sólo una de las siguientes afirmaciones:

a) Cualquier pseudogrupo Γ asociado a G posee una cantidad no numerable
de órbitas infinitas no periódicas.

b) G es integrable.

Demostración. Si G contiene un elemento g no periódico, entonces, por el Lema
1.5.9, se satisface a).

Si, por el contrario, todos los elementos de G tienen orden finito (es decir, son
periódicos), entonces, por el Teorema 1.2.15, G es finito, ćıclico y linealizable.
Por lo tanto, por el Corolario 1.4.13, concluimos que G es integrable.





Caṕıtulo 2

Foliaciones

Comencemos por recordar los conceptos básicos sobre Ecuaciones Diferen-
ciales Holomorfas y un par de resultados fundamentales en esta teoŕıa, a saber,
el Teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias y el Teorema de rectificación, que nos servirán de motivación para
introducir la noción de foliación holomorfa en1 C2.

Una vez hecho esto, daremos la definición formal de lo que es una folia-
ción holomorfa en (C2, 0) e introduciremos las principales propiedades de éstas;
aśı como las herramientas que necesitamos para un mejor entendimiento del
comportamiento geométrico de las foliaciones. Estas herramientas serán la ho-
lonomı́a asociada a una separatriz de una foliación dada y el concepto de explo-
sión de singularidades.

Finalizamos nuestro estudio de foliaciones centrando nuestra atención en
una clase particular de ellas; aquéllas cuyas hojas son las curvas de nivel de una
función holomorfa no constante f : (C2, 0) → (C, 0); es decir, las foliaciones
integrables. Nuestro objetivo principal es dar una demostración de una caracte-
rización de las foliaciones integrables, demostrada por vez primera en [12] por
los matemáticos franceses J. F. Mattei y R. Moussu. Para esto, haremos uso
de la teoŕıa desarrollada en el caṕıtulo anterior sobre subgrupos finitamente
generados de Diff(C, 0).

2.1. Ecuaciones diferenciales holomorfas.

Definición 2.1.1. Sea U ⊂ C2 un conjunto abierto. Un campo vectorial holo-
morfo definido en U es una pareja de funciones holomorfas definidas en U :

F = (F1, F2) = F1
∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2
: U → C2,

1Si bien nosotros nos restringiremos al estudio en C2, debe ser mencionado que la misma
teoŕıa puede ser desarrollada en Cn, n ∈ N.

29
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donde z1 y z2 representan a las funciones coordenadas en U ; es decir,

zj : U −→ C
(α1, α2) 7−→ αj

, j = 1, 2.

El conjunto de campos vectoriales holomorfos definidos en U ⊂ C2 es deno-
tado por D(U).

De esta definición tenemos una interpretación geométrica. A saber, a cada
punto z ∈ U , un campo vectorial F definido en U le asocia un vector F (z) en
C2, por lo cual, a cada punto z ∈ U le asociamos el vector F (z) basado en z.

Figura 2.1: Representación geométrica de un campo vectorial.

También podemos asociar a cada punto z ∈ U la recta (compleja) cuya
dirección coincide con la dada por el vector F (z). Ésta es conocida como campo
de direcciones en U .

Definición 2.1.2. Sean U ⊂ C2 un conjunto abierto y F : U → C2 un campo
vectorial holomorfo. Una ecuación diferencial holomorfa asociada al campo F
se define como

dzj
dt

= Fj(z1, z2), j = 1, 2, t ∈ C ,

o, en notación vectorial,
ż = F (z), z ∈ C2. (2.1)

Dado V ⊂ C un conjunto abierto, diremos que ϕ = (ϕ1, ϕ2) : V → C2 es
una solución de la ecuación diferencial (2.1) si ϕ es una función holomorfa tal
que, ϕ(V ) ⊂ U y para todo t ∈ V se cumple

dϕj
dt

(t) = Fj(ϕ1(t), ϕ2(t)), j = 1, 2. (2.2)

Es decir, el “vector velocidad”

dϕ

dt
= (

dϕ1

dt
,
dϕ2

dt
) ,
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coincide en cada punto t con el vector F (ϕ(t)). La gráfica de ϕ en U es llamada
curva fase.

Si z0 ∈ U y t0 ∈ C son puntos arbitrarios en U y C respectivamente, entonces
nos podemos preguntar si existe una curva ϕ : V ⊂ C→ C2 tal que

ϕ(t0) = z0 y
dϕ

dt
(t) = F (ϕ(t)). (2.3)

Es decir, que ϕ sea solución de la ecuación diferencial (2.1) y cuyo valor ini-
cial sea z0 (a una solución tal, comúnmente la denotamos por ϕ(t, z0)). Esta
pregunta es conocida como el problema de Cauchy y resulta tener una respues-
ta afirmativa, la cual es un teorema fundamental en la teoŕıa de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Teorema 2.1.3 (De existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones dife-
renciales ordinarias). 2 Para cualquier ecuación diferencial (2.1) y cada punto
(t0, z0) ∈ C×U existe una única solución del problema de Cauchy (2.3) definida
en una vecindad de t0 en C.

Definición 2.1.4. Decimos que un punto z0 ∈ C2 es un punto singular (una
singularidad) de un campo vectorial holomorfo F si F (z0) = 0. En otro caso
decimos que z0 es un punto no singular.

Usaremos la notación D(C2, z0) para referirnos al espacio de gérmenes de
campos vectoriales holomorfos con singularidad (aislada) en z0 ∈ C2, general-
mente z0 es considerado como el origen, z0 = (0, 0) = 0 ∈ C2.

Definición 2.1.5. Sean ż = F (z), ż = G(z) las ecuaciones diferenciales aso-
ciadas a F,G ∈ D(C2, 0) respectivamente. Decimos ż = F (z) y ż = G(z)
son anaĺıticamente (topológicamente, formalmente) equivalentes si existe H :
(C2, 0)→ (C2, 0) un biholomorfismo (homeomorfismo, serie formal) tal que[

∂H

∂ z

]
(z)

· F (z) = G (H(z)) .

Proposición 2.1.6. Si ż = Az, ż = Bz, z ∈ C, A,B ∈ Mat2×2 (C), son dos
ecuaciones diferenciales anaĺıticamente equivalentes, entonces existe una matriz
invertible C ∈ Mat2×2 (C) tal que CA = BC. Es decir, las matrices A y B son
similares.

Demostración. Dado que ż = Az y ż = Bz son anaĺıticamente equivalentes,
existe un biholomorfismo H : (C2, 0)→ (C2, 0) tal que[

∂H

∂ z

]
(z)

·Az = B (H(z)) . (2.4)

De esta manera, si

H(z) = Cz + · · · , C ∈ Mat2×2 (C) ,

2La demostración de este teorema puede ser consultada en [9].
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entonces [
∂H

∂ z

]
(z)

= C + · · · .

Luego, sustituyendo ambas expresiones en (2.4), tenemos

(C + · · · ) ·Az = B (Cz + · · · ) .

Por lo tanto,
CAz + · · · = BCz + · · · .

Consecuentemente, CA = BC, como queŕıamos demostrar.

Observación 2.1.7. Notemos que si z0 ∈ C2 es un punto singular de un campo
vectorial F , entonces la ecuación diferencial (2.1) asociada tiene como solución
ϕ(t, z0) = z0, para todo t ∈ C. Por otro lado, si F (z0) 6= 0 y ϕ(t, z0) es solución
de la ecuación diferencial (2.1) con condición inicial ϕ(0, z0) = z0, entonces ϕ es
la parametrización de una curva compleja que pasa por z0 y que es tangente al
campo vectorial F .

Definición 2.1.8. Definimos la matriz asociada a la parte lineal de un campo
vectorial holomorfo F = (f1, f2) en un punto z0 ∈ C2 como:

Dz0F =

∂f1∂z1
(z0) ∂f1

∂z2
(z0)

∂f2
∂z1

(z0) ∂f2
∂z2

(z0)

 .
Definición 2.1.9. Dado un campo vectorial holomorfo F , decimos que un punto
singular de F es elemental si al menos uno de los valores propios λ1,2 de la matriz
asociada a la parte lineal del campo en z0 es distinto de cero.

Si z0 es un punto singular no elemental de un campo holomorfo F , tal que
la matriz asociada a la parte lineal de F en z0 es no cero y con ambos valores
propios iguales a cero, entonces se dice que z0 es una singularidad cúspide o
nilpotente.

Supongamos que 0 ∈ C2 es un punto singular elemental de un campo F ,
podemos suponer que la ecuación diferencial asociada a F es de la forma (la
ecuación está en su forma diagonalizada):

ẋ = λ1x+ · · ·
ẏ = λ2y + · · · , λ1 6= 0, (2.5)

y considerar el cociente

λ =
λ2

λ1
.

Al cual llamamos razón caracteŕıstica; λ nos permite clasificar los distintos tipos
de singularidades elementales:

* Si λ ∈ C \ R, entonces decimos que el punto singular es de tipo eĺıptico.
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* Si λ > 0, entonces decimos que es un nodo.

* Si λ < 0, entonces se trata de una silla.

* Si λ = 0, entonces es una silla-nodo.

Si λ ∈ Q \ {0}, entonces, decimos además que, el punto singular elemental (foco
o silla) es resonante.

Concluimos esta primera parte del caṕıtulo enunciando otro resultado fun-
damental en la Teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Éste nos dice
que, las soluciones de cualquier campo vectorial holomorfo, fuera de un pun-
to singular, lucen de una manera sencilla: Como rectas (complejas) paralelas
horizontales.

Teorema 2.1.10 (De rectificación). 3 Un campo vectorial F es anaĺıticamente
equivalente al campo vectorial constante G(z) = (1, 0) en una vecindad suficien-
temente pequeña de cualquier punto no singular.

2.2. Foliaciones holomorfas.

Por el Teorema de existencia y unicidad (Teorema 2.1.3), cualquier dominio
U ⊂ C2 en el cual está definido un campo vectorial F , puede ser representado
como la unión ajena de curvas fase conexas que pasan por cada uno de los puntos
en U . A la representación gráfica de dichas curvas se le conoce como retrato de las
fases de la ecuación diferencial asociada a F . Además, el Teorema de rectificación
(Teorema 2.1.10) provee un modelo local para el objeto geométrico llamado
espacio foliado, o simplemente foliación. Es decir, hablando informalmente, una
foliación es una partición del espacio fase en un continuo de conjuntos conexos
llamados hojas, las cuales localmente lucen como la familia de subespacios afines
paralelos.

Definición 2.2.1. La foliación holomorfa estándar de dimensión 1 de un poli-
disco B = {(x, y) ∈ C×C : |x| < 1, |y| < 1} es la representación de B como la
unión ajena de discos, llamados placas (estándar),

B =
⊔
|y|<1

Ly, Ly = {x ∈ C : |x| < 1} × {y} ⊂ B.

Definición 2.2.2. Una foliación holomorfa (no singular) F de un dominio U ⊂
C2 es la partición U = tαLα de U en la unión ajena de subconjuntos conexos
Lα, llamados hojas, los cuales son anaĺıticamente equivalentes a la foliación
holomorfa estándar por placas.

La última frase de la definición anterior significa que, cada punto z ∈ U
admite una vecindad abierta B′ y un biholomorfismo H : B′ → B que env́ıa las

3La demostración de este teorema puede ser consultada en [9].
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hojas locales, es decir, las componentes conexas de las intersecciones Lα ∩ B′,
en las placas de la foliación estándar,

∀α, ∃W = W (α) : H (Lα ∩B′) =
⊔

y∈W (α)

Ly.

Comúnmente, llamamos placas de la foliación F cercanas al punto z a las
hojas locales de ésta. Notemos que placas diferentes podŕıan pertenecer a la
misma hoja de la foliación global.

Figura 2.2: Foliación holomorfa.

Definición 2.2.3. Decimos que dos foliaciones F y F ′, definidas sobre los
dominios U, U ′ respectivamente, son anaĺıticamente (formalmente, topológica-
mente) equivalentes si existe un biholomorfismo (serie formal, homeomorfismo)
H : U → U ′ que env́ıa a las hojas de F en las hojas de F ′.

El siguiente resultado formaliza lo que hemos mencionado sobre la foliación
inducida por un campo vectorial. Más aún, éste nos dice que una foliación FF ,
definida por las soluciones de una ecuación diferencial asociada a un campo
vectorial holomorfo F , no depende tanto del campo F en cuestión como del
campo de direcciones asociado a F , es decir, hablando de foliaciones (definidas
por campos vectoriales) la parametrización de las soluciones es ignorada.

Teorema 2.2.4. 4 Si F es un campo vectorial holomorfo sin singularidades,
definido en un dominio U ⊂ C2, entonces las soluciones de la ecuación dife-
rencial (2.1) asociada a F constituyen una foliación no singular por curvas FF
de U . Además, si G es otro campo vectorial holomorfo definido en U sin sin-
gularidades, entonces las foliaciones FF y FG coinciden si y sólo si existe una
función holomorfa f nunca nula definida en U , tal que G = f · F .

Observación 2.2.5. Como se hace mención en el apéndice5, siempre que ha-
blamos de un campo vectorial holomorfo, ligado a éste existe una 1-forma ho-
lomorfa, la cual nos aporta la misma información para las foliaciones que el
campo.

Ilustremos este hecho. Sea F = (−b(x, y), a(x, y)) = (−b, a) ∈ D(C2, 0) el

4Una demostración de este resultado puede ser consultada en [8] y [9].
5Ver Apéndice, Sección A.5.
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germen de un campo vectorial holomorfo en (C2, 0); al considerar al germen de
la 1-forma holomorfa en (C2, 0), ω = adx + bdy, un punto x tal que ωx 6= 0, y
(ξ, η) ∈ TxM \ {0}, tenemos

ωx(ξ, η) = adx(ξ, η) + bdy(ξ, η) = aξ + bη.

Aśı, ωx = 0 si y sólo si aξ + bη = 0. Por lo tanto ξ = −b y η = a; tenemos
entonces que ωx(F ) = 0.

En resumen, observamos que la foliación inducida por ω = 0, conocida
comúnmente como ecuación de Pfaff (Johann Friedrich Pfaff (1765-1825)), es
equivalente a la foliación inducida por el campo F . A una foliación inducida por
la ecuación de Pfaff ω = 0 la denotaremos por F = {ω = 0}.

En adelante, dada una foliación inducida por un campo vectorial F = (−b, a)
(o bien, por la 1-forma holomorfa ω = adx+ bdy), usaremos indistintamente el
lenguaje de campos vectoriales o el de 1-formas, según nos convenga para hacer
los cálculos o para dar una mejor claridad a la exposición.

Debido al Teorema 2.2.4, tenemos que un campo vectorial F ∈ D(U) (o bien,
una 1-forma holomorfa ω), define una foliación en el complemento del conjunto
singular de F , Σ = ΣF = {x ∈ U : F (x) = 0}, el cual, en nuestro caso (n = 2),
resulta ser un conjunto de puntos aislados en U . Esto da lugar al concepto de
una foliación en un contexto más general, que será nuestro objeto de estudio de
aqúı en adelante.

Definición 2.2.6. Sea U ⊂ C2 un dominio en el plano C2. Una foliación ho-
lomorfa singular (por curvas) F en U , es una foliación holomorfa de U \ Σ por
curvas (complejas), donde Σ es un subconjunto anaĺıtico de U de codimensión
dos (puntos aislados en U), llamado el conjunto singular de F .

El Teorema 2.2.4 nos sirve como motivación para dar la siguiente definición
sobre equivalencia entre campos vectoriales holomorfos.

Definición 2.2.7. Decimos que dos campos vectoriales holomorfos F ∈ D(U)
y F ′ ∈ D(U ′), cuyos conjuntos singulares (de codimensión dos) son Σ y Σ′

respectivamente, son orbitálmente anaĺıticamente equivalentes si las foliaciones
FF y FF ′ que éstos generan son anaĺıticamente equivalentes. Es decir, existe un
biholomorfismo H : U → U ′ tal que H(Σ) = Σ′, y es un biholomorfismo de las
foliaciones fuera de Σ y Σ′.

Definición 2.2.8. Sea F una foliación singular en un dominio U ⊂ C2 con
conjunto singular Σ. Una separatriz compleja de F en un punto singular a ∈
Sing(F) es una hoja local L ⊂ (U, a) \ Σ, cuya cerradura L ∪ {a} es una curva
anaĺıtica.

Ahora que hemos dado las definiciones formales acerca de foliaciones holo-
morfas en (C2, 0), toca el turno de introducir el concepto de holonomı́a, el cual,
como dijimos anteriormente, será una herramienta útil para entender mejor el
comportamiento de las hojas de una foliación singular en (C2, 0).
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2.3. Holonomı́a.

Definición 2.3.1. Una transversal (parametrizada) a una hoja L de una folia-
ción F en U ⊂ C2 en un punto a ∈ U es una función holomorfa τ : (C, 0) →
(U, a) transversal a L. Constantemente identificamos la transversal con la ima-
gen de la función τ .

Si F es una foliación estándar y τ , τ ′ son dos transversales a la misma hoja,
digamos L0 = {y = 0}, en los puntos a y b respectivamente, entonces cualquier
hoja, Lα, suficientemente cercana a L0, intersecta cada transversal una sola vez.
Esto define, de forma única, la transformación de correspondencia holomorfa

∆τ,τ ′ : (τ, a) −→ (τ ′, b)
(a, y) 7−→ (b, y)

.

Es decir, bajo ∆τ,τ ′ puntos con la misma componente y son enviados unos en
otros. En las cartas de τ y τ ′, definidas por las parametrizaciones, la transfor-
mación de correspondencia la podemos pensar como el germen de una función
holomorfa en Diff(C, 0).

Además, dadas tres transversales τ, τ ′, τ ′′ a la misma hoja de la foliación
estándar, suficientemente cercanas, la transformación de correspondencia satis-
face la igualdad

∆τ,τ ′′ = ∆τ ′,τ ′′ ◦∆τ,τ ′ . (2.6)

Figura 2.3: Transformación de correspondencia ∆γ .

Consideremos ahora una hoja L ∈ F de una foliación holomorfa en (C2, 0),
a, b ∈ L dos puntos fijos en la hoja L, y τ , τ ′ dos transversales a la hoja L en los
puntos a y b respectivamente. Sea γ : [0, 1] → L una trayectoria orientada que
une a los puntos a y b, es decir, γ(0) = a y γ(1) = b. A continuación definiremos
la transformación de correspondencia ∆γ :

Debido a que el intervalo [0, 1] es un conjunto compacto y γ es continua,
resulta que γ([0, 1]) es un subconjunto compacto de L; de esta manera, es posible
obtener una cubierta finita del conjunto γ([0, 1]), digamos {Uj}kj=1, tal que en
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cada Uj la foliación F sea localmente trivial (anaĺıticamente equivalente a la
foliación estándar). Hecho esto, en algunos puntos intermedios de la trayectoria
γ podemos insertar transversales intermedias entre las transversales τ y τ ′, τj ,
j = 0, . . . , k, τ0 = τ y τk = τ ′, de tal manera que todas las transversales
consecutivas τj , τj+1 pertenezcan al mismo dominio Uj (para esto, podemos
elegir τj ⊂ Uj−1 ∩ Uj). Sea ∆τj ,τj+1

la transformación de correspondencia local
definida de forma análoga como lo hicimos antes. Entonces, la composición:

∆γ = ∆τk−1,τk ◦ · · · ◦∆τ0,τ1 : (τ, a)→ (τ ′, b), (2.7)

en las cartas coordenadas es (un germen de) una función holomorfa de Diff(C, 0),
también llamada la transformación de correspondencia a lo largo de la trayec-
toria γ.

Observación 2.3.2. El germen de función holomorfa ∆γ no depende de la
elección de las transversales intermedias τj . Esto se sigue de la identidad (2.6).

Observación 2.3.3. La definición de ∆γ depende de la clase de homotoṕıa de
la trayectoria γ (con extremos fijos) y no aśı de la trayectoria misma.

Efectivamente. Sean γ0 y γ1 dos curvas homotópicas y consideremos la ho-
motoṕıa H : [0, 1]× [0, 1] −→ L,

H(0, t) = a, H(1, t) = b ∀ t ∈ [0, 1].
y H(s, t) = γt(s)

Afirmación 2.3.4. Dado que lo anterior define una familia de curvas unipara-
metrizadas de a a b y ∆γt está definida para todo t ∈ [0, 1], entonces ∆γ0 = ∆γ1 .

Demostración. Sea t ∈ [0, 1]. Observemos que en la construcción de ∆γ la elec-
ción de los puntos intermedios pj , τj ∩ L = {pj} (los puntos base de las trans-
versales τj), no necesariamente están en γt, tan sólo están en las intersecciones
Uj ∩ Uj+1.

Sean 0 = s0 < s1 < · · · < sk = 1 tales que sj ∈ γ−1
t ({a = p0, . . . , pk = b}) y

γt[sj , sj+1] ⊂ Uj . Por la continuidad de γt, γt([sj , sj+1]) es compacto; además,
el complemento de cada Uj , denotémoslo por U cj , es cerrado. Por lo tanto, la
distancia entre ambos conjuntos es positiva, es decir,

dj = dist(γt([sj , sj+1]), U cj ) > 0.

De esta manera, sea
d := mı́n

j=0,...,k
{dj}.

Entonces, como H es continua y el intervalo [0, 1] es compacto, se sigue que H
es uniformemente continua. Por lo tanto, existe δ > 0 tal que si |t− u| < δ,
entonces

|H(s, t)−H(s, u)| < d ∀ s ∈ [0, 1],

es decir,
|γt(s)− γu(s)| < d ∀ s ∈ [0, 1].
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Esto muestra que los puntos de cualesquiera trayectorias γt están suficiente-
mente cercanos; aśı, podemos elegir transversales τt1 , . . . , τtk−1

suficientemen-
te cercanas a las respectivas transversales τj , para todo j = 1, . . . , k − 1 (las
transversales externas coinciden). Por tanto, haciendo uso de la identidad (2.6),
notamos que la composición

∆γ1 = ∆τ1k−1
, τ1k ◦ · · · ◦∆τ10 ,τ11

: (τ, a)→ (τ ′, b),

coincide con ∆γ0 , ya que τ10
= τ y τ1k = τ ′, como queŕıamos demostrar.

Este razonamiento cambia completamente cuando existen trayectorias con
los mismos extremos homotópicamente distintas, o bien, cuando consideramos
trayectorias cerradas (lazos).

Sean a ∈ L un punto fijo sobre una hoja L de una foliación holomorfa F ,
τ : (C, 0)→ (U, a) una transversal en a a L, y γ ∈ π1(L, a) un lazo considerado
módulo la equivalencia homotópica.

Definición 2.3.5. Definimos a la transformación de holonomı́a

∆γ : (τ, a)→ (τ, a),

como la transformación de correspondencia asociada al lazo γ ∈ π1(L, a).
El grupo de holonomı́a de la foliación F a lo largo de la hoja L ∈ F es la

imagen del grupo fundamental π1(L, a) en el grupo de gérmenes de funciones
holomorfas Diff(τ, a).

El grupo de holonomı́a está definido como un subgrupo de Diff(C, 0), módulo
una conjugación simultánea de todas las transformaciones de holonomı́a; de esta
manera, es independientemente de la elección de la transversal τ , o incluso del
punto base a ∈ L.

Este grupo es un invariante de la foliación que nos proporciona información
acerca del comportamiento de las hojas de la foliación cercanas a una hoja
dada L.

Proposición 2.3.6. Sean F y F ′ dos foliaciones holomorfas anaĺıticamente
(topológicamente) equivalentes, es decir, existe un biholomorfismo (homeomor-
fismo) H que las conjuga. Si L ∈ F es una hoja de F tal que H(L) = L′ ∈ F ′,
entonces para cualquier elección de puntos a ∈ L, a′ ∈ L′ y las correspondientes
transversales τ , τ ′, los grupos de holonomı́a correspondientes G ⊂ Diff(τ, a),
G′ ⊂ Diff(τ ′, a′) son anaĺıticamente (topológicamente) equivalentes (acorde con
la Definición 1.2.2).

Demostración. Sea τ ′ = H(τ), la afirmación es inmediata: La restricción de H
a τ , h = H|τ , realiza la conjugación entre los grupos G y G′. Además, para
cualquier otra elección de a′ y τ ′ basta reemplazar al grupo G′ por un grupo
que sea anaĺıticamente (topológicamente) equivalente a él.

La afirmación inversa no necesariamente es cierta. Antes de dar un ejem-
plo donde mostremos esto, calculemos la transformación de holonomı́a de una
foliación definida por las soluciones de una ecuación diferencial lineal.
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Ejemplo 2.3.7. Calculemos la transformación de holonomı́a de la foliación
singular generada por las soluciones de la ecuación diferencial lineal:

ẋ = λ1x
ẏ = λ2y

, 0 6∈ {λ1, λ2}. (2.8)

La foliación generada por las soluciones de (2.8) tiene una singularidad ais-
lada en el origen y los ejes coordenados son separatrices complejas.

Además, sabemos que las soluciones de la ecuación diferencial (2.8) son de
la forma

ϕ(t, p) =
(
eλ1tp1, e

λ2tp2

)
, p = (p1, p2) ∈ C2. (2.9)

Consideremos primero al eje coordenado x, S1 = {(x, y) ∈ C2 : y = 0},
y a la separatriz L1 = S1 \ {0}. Ahora, sean τ = {(x, y) ∈ C2 : x = 1} una
transversal a L1 en el punto (1, 0), y γ = {(x, y) ∈ L1 : |x| = 1} un lazo en L1

que rodea al punto singular de (2.8). Entonces, según (2.9), una solución ϕ de
la ecuación (2.8) (la hoja parametrizada de la foliación) que pase por un punto
p = (1, p2) ∈ τ luce como

ϕ(t, p) =
(
eλ1t, eλ2tp2

)
.

Nos preguntamos ¿Para qué valores de t 6= 0, ϕ(t, p) ∈ τ? Es decir, ¿Cuándo
sucede que la primer coordenada de ϕ(t, p) sea igual a 1? Veamos esto:

Si eλ1t = 1, entonces log
(
eλ1t

)
= log(1).

Aqúı debemos ser cuidadosos y recordar que estamos considerando el logaritmo
complejo. En consecuencia, obtenemos que

λ1t = log(1) = log(|1|) + i arg(1) = i2πn, n ∈ Z.

Por lo tanto,

t =
2πin

λ1
, n ∈ Z.

Consecuentemente, la transformación de holonomı́a es

∆ : τ −→ τ

(1, p2) 7−→
(

1, e
2πiλ2
λ1 p2

)
.

Procediendo de manera análoga, tenemos que, al considerar el eje coordena-
do y, S2 = {(x, y) ∈ C2 : x = 0}, a la separatriz L2 = S2 \ {0}, y la transversal
τ ′ = {(x, y) ∈ C2 : y = 1} a L2 en el punto (0, 1), obtenemos que la respectiva
transformación de holonomı́a es

∆′ : τ ′ −→ τ ′

(p1, 1) 7−→
(
e

2πiλ1
λ2 p1, 1

)
.
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Ejemplo 2.3.8. Existen foliaciones singulares F , F ′ en (C2, 0) tales que sus
grupos de holonomı́a son anaĺıticamente equivalentes (en el sentido de la Defini-
ción 1.2.2), pero F y F ′, no son anaĺıticamente equivalentes. En efecto, conside-
remos las foliaciones generadas por las soluciones de las ecuaciones diferenciales
lineales

ż = Az y ż = Bz, z ∈ C2, A,B ∈ Mat2×2 (C) , (2.10)

donde

A =

[
i 0
0 −i

]
y B =

[
3 0
0 3

]
. (2.11)

Observemos además que A y B no pueden ser matrices similares debido a
que sus valores propios son distintos. De esta manera, no existe una matriz in-
vertible C ∈ Mat2×2 (C) tal que CA = BC. En consecuencia, por la Proposición
2.1.6, las ecuaciones diferenciales ż = Az y ż = Bz no son anaĺıticamente equi-
valentes. Más aún, tampoco son orbitálmente anaĺıticamente equivalentes, ya
que no existe una constante c ∈ C, tal que c(i,−i) = (3, 3). Consecuentemente,
las foliaciones generadas por las soluciones de estas ecuaciones tampoco lo son.

Sin embargo, siguiendo la construcción de las respectivas transformaciones
de holonomı́a de cada separatriz en cada ecuación (como en el Ejemplo 2.3.7),
tenemos que éstas son idénticas (son la función identidad, id ∈ Diff(C, 0)). Aśı,
el grupo de holonomı́a es el mismo para ambas foliaciones, y por tanto se cumple
la equivalencia anaĺıtica de los grupos de holonomı́a.

2.4. Explosión de singularidades.

Al considerar foliaciones holomorfas con singularidades en (C2, 0) definidas
por una ecuación de Pfaff, ω = 0, donde ω es una 1-forma holomorfa, (o bien,
por las soluciones de una ecuación diferencial holomorfa), es de nuestro interés
realizar un análisis lo más preciso posible sobre el comportamiento de las folia-
ciones en una vecindad de sus singularidades.

Si F = {ω = 0} es una foliación en (C2, 0) tal que ω es lineal, entonces no
es dif́ıcil realizar dicho análisis. Más aún, si consideramos el caso donde ω tiene
coeficientes de orden superior y su parte lineal no es demasiado degenerada,
existen teoremas, tales como el Teorema de linealización de Poincaré, que nos
permiten linealizar (anaĺıticamente o formalmente) a ω, o bien, en general, llevar
a ω a una expresión lo más simple posible (a su forma normal anaĺıtica o formal)
y de esta manera hacer el análisis geométrico de las singularidades de F , el cual
muchas veces se reduce al primer caso.6 Empero, no siempre es posible proceder
de dicha manera. Por ejemplo, si pensamos en una foliación F = {ω = 0}, tal
que ω no tenga parte lineal, no es evidente cuál es el comportamiento de F cerca
de alguna singularidad.

En esta sección introduciremos un nuevo concepto que nos permitirá ha-
cer un análisis local detallado de foliaciones cerca de su singularidad (aislada)

6Un estudio detallado de esto puede ser revisado en [9].
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0 ∈ C2. Éste es conocido como explosión (blow-up), desingularización o reso-
lución de singularidades de una foliación. A grandes rasgos, de lo que se trata
es de considerar una transformación holomorfa π : M → (C2, 0), donde M es
una 2-variedad holomorfa7, tal que una curva compleja E ⊂ M se proyecta en
el punto singular de la foliación, y en el complemento de E, M \ E, π es un
biholomorfismo. Esta segunda condición nos permite realizar un pull back de
una foliación F definida en (C2, 0) a la variedad M y extenderla sobre E. Al
pull back es al que llamamos explosión (blow-up) de (una vecindad de) el punto
singular de F ; como es costumbre, supondremos que 0 ∈ C2 es tal punto.

Lo más importante de proceder de esta manera para estudiar una foliación
F = {ω = 0}, cuando ω no tiene parte lineal, es que, después de un número
finito de explosiones obtenemos una foliación cuyas singularidades son todas ele-
mentales (de acuerdo con la Definición 2.1.9), con lo cual podemos dar marcha
atrás (implotar o proyectar) y obtener aśı una mejor descripción geométrica de
la foliación original F cerca del punto singular 0 ∈ C2.

Definición 2.4.1. Sea 0 ∈ C2. La variedad M obtenida por la explosión está de-
finida por las cartas:

(x, t) : Vx → C2 y (T, y) : Vy → C2 ,

y por el cambio de coordenadas:

Ψ : Vx \ {t = 0} −→ Vy \ {T = 0}
(x, t) 7−→ ( 1

t , tx) .

La proyección canónica π : M→ C2 está definida sobre las cartas por:

Vx −→ C2

(x, t) 7−→ (x, tx)
y

Vy −→ C2

(T, y) 7−→ (Ty, y)
.

De esta manera, la variedad M que obtenemos con la construcción precedente
puede ser pensada como la unión ajena de:

E := Ex ∪ Ey = π−1(0), donde Ex = {x = 0} ⊂ Vx y Ey = {y = 0} ⊂ Vy,

el cual es biholomorfo a CP 1, y su complemento M \ E que es biholomorfo a
C2 \ {0} bajo π. A E comúnmente se le llama divisor excepcional de M, y a M
la banda de Möbius compleja.

Hecho esto, definamos ahora la explosión de foliaciones singulares holomorfas
en (C2, 0).

Definición 2.4.2. Sea F = {ω = 0} una foliación singular en (C2, 0). Definimos
la explosión de F como la foliación singular holomorfa F ′ = π∗F en M, donde
π∗F = {π∗ω = 0}.

7La definición de 2-variedad holomorfa se encuentra en el Apéndice. Ver Sección A.5,
Definición A.5.2.
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Se tienen dos posibilidades para la explosión F̃ : La primera de ellas es cuan-
do el divisor excepcional E es una separatriz de F̃ y la otra es cuando E es
transversal a la foliación F̃ ; es decir, cuando casi todos los puntos de E excepto
una cantidad finita (llamados puntos de tangencia) pertenecen a diferentes hojas
de F̃ .

Definición 2.4.3. Sea F una foliación singular holomorfa en (C2, 0). Decimos
que F es no dicŕıtica si el divisor excepcional E = π−1(0) es una separatriz de
la foliación π∗F .

En caso contrario decimos que F es dicŕıtica.

2.4.1. Explotando foliaciones.

Sea F = {ω = 0} una foliación singular holomorfa en (C2, 0). Por definición
sabemos que su explosión está dada por F ′ = π∗F = {π∗ω = 0}. La siguiente
proposición nos permite clarificar cómo luce π∗F , en cuanto a cálculos se refiere,

en las cartas (x, t) y (T, y), donde t =
y

x
y T = t−1 =

x

y
.

Proposición 2.4.4. Si F = {ω = 0} es una foliación holomorfa singular en
(C2, 0), tal que ω = a(x, y)dx+ b(x, y)dy, a, b ∈ O(C2, 0), entonces

(i) En la carta (x, t), con t =
y

x
, π∗ω = (a+ tb)dx+ xb dt, y

(ii) En la carta (T, y), con T =
y

x
, π∗ω = ya dT + (Ta+ b)dy.

Demostración. (i) Haciendo el cómputo respectivo tenemos que

π∗ω = a(x, t)dx+ b(x, t)d(xt)

= a(x, t)dx+ b(x, t)(tdx+ xdt)

= (a(x, t) + tb(x, t))dx+ xb(x, t)dt.

(ii) Análogamente, en la carta (T, y), se satisface que

π∗ω = a(T, y)d(Ty) + b(T, y)dy

= a(T, y)(ydT + Tdy) + b(T, y)dy

= ya(T, y)dT + (Ta(T, y) + b(T, y))dy.

En resumen,

π∗ω = (a+ tb)dx+ xb dt, en la carta (x, t) y
π∗ω = ya dT + (Ta+ b)dy, en la carta (T, y).

Consideremos ejemplos concretos de foliaciones holomorfas en (C2, 0) defi-
nidas por 1-formas holomorfas y calculemos su explosión.
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Ejemplo 2.4.5. Sea F = {ω = 0} la foliación holomorfa en (C2, 0) definida
por ω = ydx−xdy (a(x, y) = y y b(x, y) = −x). La singularidad de F es de tipo
nodo. Veamos qué sucede al explotar F . Para esto, por la Proposición 2.4.4,
podemos asegurar que:

En la carta (x, t), π∗ω satisface

π∗ω = −x2dt,

pues y = tx, a(x, y)|y=tx = tx y b(x, y)|y=tx = x.
Análogamente, en la carta (T, y), π∗ω satisface

π∗ω = y2dT,

ya que x = Ty, a(x, y)|x=Ty = y y b(x, y)|x=Ty = Ty.
Consecuentemente,

π∗ω = −x2dt, en la carta (x, t) y
π∗ω = y2dT, en la carta (T, y).

Pero la foliación definida por π∗ω es equivalente a8

π∗ω = −xdt, en la carta (x, t) y
π∗ω = ydT, en la carta (T, y).

Luego, notamos que la foliación resultante es no singular. De hecho, en este
caso, se trata de una foliación dicŕıtica.

Figura 2.4: Explosión de una singularidad tipo nodo.

8Consideramos esta equivalencia, obtenida al dividir entre 1
x

y 1
y

en las cartas (x, t) y (T, y)

respectivamente, fuera del divisor excepcional E, y extender la foliación obtenida en (M,E) a
E, para aśı dar lugar a una foliación singular (con singularidades aisladas en E) acorde con la
Definición 2.2.6. Este proceso es más ilustrativo en los siguientes dos ejemplos.
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Ejemplo 2.4.6. Sea F = {ω = 0} la foliación holomorfa en (C2, 0) definida por
ω = ydx+xdy (a(x, y) = y y b(x, y) = x). Se puede observar que la singularidad
de F es de tipo silla. Además, al considerar la explosión de F , acorde con la
Proposición 2.4.4, obtenemos que:

En la carta (x, t), π∗ω se ve como

π∗ω = (2tx)dx+ x2dt,

pues y = tx, a(x, y)|y=tx = tx y b(x, y)|y=tx = x.
Análogamente, en la carta (T, y), π∗ω toma la forma

π∗ω = y2dT + (2Ty)dy,

ya que x = Ty, a(x, y)|x=Ty = y y b(x, y)|x=Ty = Ty.
Por lo tanto,

π∗ω = (2tx)dx+ x2dt, en la carta (x, t) y
π∗ω = y2dT + (2Ty)dy, en la carta (T, y).

En consecuencia, bajo equivalencia orbital, concluimos que

π∗ω = 2txdx+ xdt, en la carta (x, t) y
π∗ω = ydT + 2Tdy, en la carta (T, y).

Entonces, podemos observar que nuevamente se obtiene una foliación cuya sin-
gularidad (en ambas cartas) es de tipo silla.

Figura 2.5: Explosión de una singularidad tipo silla.

Ejemplo 2.4.7. Sea F = {ω = 0} la foliación holomorfa en (C2, 0) definida
por ω = xdx+ ydy (a(x, y) = x y b(x, y) = y). Notemos que F es una foliación
que tiene una singularidad de tipo centro.

Explotemos F . Prosiguiendo tal como lo hemos hecho en los ejemplos ante-
riores, obtenemos que:
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En la carta (x, t), π∗ω luce como

π∗ω = (x+ t(tx))dx+ x(tx)dt

= x(1 + t2)dx+ x2t dt,

ya que y = tx, a(x, y)|y=tx = x y b(x, y)|y=tx = tx.
Análogamente, en la carta (T, y), π∗ω luce como

π∗ω = y(Ty)dT + (T (Ty) + y)dt

= Ty2 dT + y(1 + T 2)dy,

ya que x = Ty, a(x, y)|x=Ty = Ty y b(x, y)|x=Ty = y.
Por lo tanto,

π∗ω = x(1 + t2)dx+ x2t dt, en la carta (x, t) y
π∗ω = Ty2 dT + y(1 + T 2)dy, en la carta (T, y).

De esta manera, al simplificar la última expresión, bajo equivalencia orbital,
obtenemos

π∗ω = (1 + t2)dx+ xt dt, en la carta (x, t) y
π∗ω = Ty dT + (1 + T 2)dy, en la carta (T, y).

Analicemos con detalle π∗ω para darnos cuenta si define una foliación sin-
gular y, en dado caso, qué tipo de singularidades presenta.

Por un lado, en la carta (x, t), π∗ω = ãdx + b̃dt, con ã(x, t) = 1 + t2 y

b̃(x, t) = xt. Aśı, dado F = −b̃ ∂
∂x

+ ã
∂

∂t
, el campo dual de π∗ω, notamos que

p1 = (0, i) es un punto singular de F , y

Dp1F =

[
−t −x
0 2t

]∣∣∣∣
(p1)

=

[
−i 0
0 2i

]
.

Por lo tanto, λ = −1

2
. Luego, π∗F tiene una singularidad en (0, i) de tipo silla.

Si realizamos el análisis correspondiente en la carta (T, y) nos podremos dar
cuenta que aparece una singularidad en el punto p2 = (−i, 0), y que ésta tam-

bién es de tipo silla, con λ′ = λ = −1

2
.

Por otro lado, de lo desarrollado en el Ejemplo 2.3.1, notamos que la trans-
formación de holonomı́a, en ambas cartas, asociada a E es de la forma:

∆(z) = −z + · · · .
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Figura 2.6: Explosión de una singularidad tipo centro.

2.4.2. Teorema de Seidenberg.

Como dijimos anteriormente, dada F = {ω = 0}, una foliación singular ho-
lomorfa en (C2, 0), mediante la iteración del proceso de explotar la singularidad
0 ∈ C2 de F , se obtiene una foliación tal que cada una de las singularidades
que aparecen en ella son elementales. Este resultado es el famoso Teorema de
Seidenberg (Abraham Seidenberg (1916-1988)).

Teorema 2.4.8 (De Seidenberg). 9Para cualquier singularidad de una foliación
holomorfa F en (C2, 0) se puede construir una superficie holomorfa M con una
curva anaĺıtica E ⊂M y una transformación holomorfa π : M → (C2, 0), que es
un biholomorfismo entre M \E y (C2, 0)\{0} y tal que π∗F solamente contiene
singularidades elementales en E.

Concretamente, la transformación π que resuelve a la singularidad de F
puede ser construida como la composición finita de explosiones.

El divisor excepcional E = π−1(0) es la unión de una cantidad finita de
ĺıneas proyectivas, Ej, que se intersectan transversalmente; es decir, E =

⋃
Ej,

Ej ' CP 1, Ej t Ei.

Si bien la demostración de este teorema no está a nuestro alcance, es nece-
sario saber qué afirma y tenerlo presente. Decimos esto puesto que una de las
ideas principales para demostrar la caracterización de las foliaciones holomor-
fas integrables en (C2, 0) (introducidas a continuación); a saber, el Teorema de
Mattei-Moussu, Teorema 2.6.4, y un hecho que se desprende de éste, (Teorema
2.6.5) radica en el hecho de considerar la cantidad de explosiones necesarias
para desingularizar a una foliación holomorfa, y el Teorema de Seidenberg nos
garantiza que proceder de manera tal tiene sentido.

9Una demostración de este teorema puede ser consultada en [9] y [12].
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2.5. Foliaciones integrables.

En el primer caṕıtulo introducimos el concepto de integrabilidad en Diff(C, 0)
(Definición 1.4.2) y dimos una caracterización de los subgrupos finitamente ge-
nerados integrables de Diff(C, 0) (Corolario 1.4.13). Enseguida estudiaremos una
familia muy particular de las foliaciones holomorfas en (C2, 0): Aquéllas cuyas
hojas resultan ser (componentes conexas de) las curvas de nivel de una función
holomorfa no constante f : (C2, 0) → (C, 0). En el desarrollo de esta parte de
la teoŕıa de foliaciones haremos uso extenso de las propiedades vistas sobre los
gérmenes conformes, puesto que tanto el grupo de holonomı́a de una foliación
holomorfa como el grupo de holonomı́a evanescente definido para foliaciones
no dicŕıticas (definido en la presente sección) son, por construcción, subgrupos
finitamente generados de Diff(C, 0).

Definición 2.5.1. Decimos que una foliación singular F en
(
C2, 0

)
es integrable

si existe (un germen de) una función holomorfa no constante u ∈ O(C2, 0), tal
que u es constante sobre las hojas de F .

Pensando en una foliación F = {ω = 0} definida por una 1-forma holomorfa
ω, podemos interpretar esta definición de la siguiente manera: F es integrable
si satisface:

ω ∧ du = 0 .

Equivalentemente, decimos que el germen de un campo vectorial F ∈ D(C2, 0)
es integrable si

Fu = 0,

donde Fu denota, como es usual, la derivada de Lie de la función u en la dirección
del campo vectorial F .

En ambos casos la función holomorfa no constante u es llamada primera
integral, o simplemente integral de la foliación.

Si sólo pedimos que u sea una serie formal, entonces decimos que F es una
foliación formalmente integrable.

Ejemplo 2.5.2. Sea F = {ω = 0} la foliación holomorfa en (C2, 0) definida por
ω = pydx + qxdy con p, q ∈ N primos relativos. Observemos que F tiene una
singularidad de tipo silla en el origen 0 ∈ C2. Sea u(x, y) = xpyq ∈ O(C2, 0), su
derivada exterior, du, es:

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = pxp−1yqdx+ qxpyq−1dy.

Entonces,

ω ∧ du = (pydx+ qxdy) ∧ (pxp−1yqdx+ qxpyq−1dy)

= pqxpyqdx ∧ dy + qpxpyqdy ∧ dx
= (pqxpyq − qpxpyq)dx ∧ dy
= 0.

Aśı, ω ∧ du = 0. Por lo tanto, F es integrable.
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2.5.1. Principales propiedades de las foliaciones integra-
bles.

Ahora que contamos con la definición formal de lo que es una foliación in-
tegrable en (C2, 0), como primer paso hacia la caracterización de las foliaciones
integrables, estudiemos sus caracteŕısticas anaĺıticas y topológicas.

Proposición 2.5.3. Si F = {ω = 0} es una foliación holomorfa en (C2, 0)
definida por una 1-forma exacta10, entonces F es integrable.

Demostración. Esto es inmediato debido a que ω = du con u ∈ O(C2, 0) por
ser ω exacta. Por lo tanto,

ω ∧ du = du ∧ du = 0.

Es decir, u es una primera integral para F .

Ejemplo 2.5.4. Sea F = {ω = 0} la foliación holomorfa en (C2, 0) definida
por ω = xdx + ydy. Esta foliación es la misma que estudiamos en el Ejemplo
2.4.7. Claramente u(x, y) = 1

2 (x2 +y2) ∈ O(C2, 0) es una integral de la foliación
(ω = du). Por lo tanto las hojas de F = {ω = 0} son las curvas de nivel de u.

Ejemplo 2.5.5. Sea F = {ω = 0} la foliación holomorfa en (C2, 0) definida por
ω = ydx + xdy. F es la foliación vista en el Ejemplo 2.4.6. También, podemos
considerar a F como un caso particular del Ejemplo 2.5.2 (p = q = 1). Luego,
u(x, y) = xy es una primera integral para ω. La derivada exterior de u, du, es

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = ydx+ xdy.

En consecuencia, en este caso,

ω = du.

Aśı, las hojas de F son las curvas de nivel de u(x, y) = xy.

Observación 2.5.6. La foliación F = {ω = 0} considerada en el Ejemplo
2.5.2 no está definida por una 1-forma exacta cuando p 6= q. En efecto, si
ω = pydx+ qxdy fuese exacta, entonces ω seŕıa cerrada11. Es decir,

dω = 0.

Pero,

dω = d(pydx+ qxdy) = (p− q)dx ∧ dy.

Aśı, dω 6= 0, ya que p 6= q. Por lo tanto, ω no es exacta.

10La definición de una 1-forma holomorfa exacta se encuentra en el Apéndice. Ver Sección
A.5, Definición A.5.32.

11Este hecho está demostrado en el Apéndice. Ver Sección A.5, Observación A.5.33.
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Esta observación muestra que existen foliaciones integrables que no necesa-
riamente están definidas por alguna 1-forma holomorfa exacta.

En general, un cálculo sencillo nos permite ver cómo es una 1-forma que
define una foliación integrable.

Proposición 2.5.7. Si F = {ω = 0} es una foliación holomorfa en (C2, 0)
integrable, entonces

ω = gdu,

donde u, g ∈ O(C2, 0), g(0) 6= 0.

Demostración. Supongamos que u ∈ O(C2, 0) es una primera integral de F , y
que ω = adx+ bdy. Por definición de integrabilidad, ω ∧ du = 0. Es decir,

0 = (adx+ bdy) ∧
(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

)
=

(
a
∂u

∂y
− b∂u

∂x

)
dx ∧ dy.

Entonces

a
∂u

∂y
− b∂u

∂x
= 0.

De esta última igualdad se sigue el resultado, pues los coeficientes de ω deben
cumplir

a = g
∂u

∂x
y b = g

∂u

∂y
.

Proposición 2.5.8. Si F es una foliación en (C2, 0) formalmente integrable,
entonces el grupo de holonomı́a, GF , asociado a cualquier hoja, calculado en
una transversal τ fija, es integrable (acorde con la Definición 1.4.2), o equiva-
lentemente, GF es ćıclico finito12.

Demostración. Supongamos que F es formalmente integrable, entonces, por de-
finición, las hojas de F están contenidas en las curvas de nivel de la serie formal
u, donde u es una primera integral formal de F ; consecuentemente, la restric-
ción de u a la transversal τ usada para el cómputo de la holonomı́a de una hoja
L ∈ F de la foliación F , u|τ , resulta ser una integral formal para el grupo de
holonomı́a GF ⊂ Diff(C, 0). En efecto, si p ∈ L′ ∩ τ , donde L′ ∈ F es una hoja
de F cercana a L, entonces sabemos que

∆(p) ∈ L′ ∩ τ, ∀∆ ∈ GF .

Luego,
u|τ ◦∆ = u|τ .

Aśı, GF es formalmente integrable, pero, por el Teorema 1.4.6, sabemos que
cualquier subgrupo de Diff(C, 0) formalmente integrable es integrable. Conclui-
mos entonces que GF es integrable.

12Ver Corolario 1.4.13.
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Notemos que de este hecho concluimos que la holonomı́a de cualquier se-
paratriz L ∈ F de una foliación holomorfa integrable F en (C2, 0) siempre es
finita.

Para foliaciones holomorfas se cumple un resultado análogo al Corolario
1.4.10. Primero lo demostramos para foliaciones anaĺıticamente equivalentes,
pero más adelante nos daremos cuenta que también es válido si sólo pedimos
equivalencia formal entre las foliaciones.

Teorema 2.5.9. Si F y F ′ son dos foliaciones holomorfas en (C2, 0) anaĺıti-
camente equivalentes y F es integrable, entonces F ′ es integrable.

Demostración. Sean H : (C2, 0) → (C2, 0) el biholomorfismo que conjuga a
las foliaciones F y F ′, y u ∈ O(C2, 0) una primera integral de F . Afirmamos
que u ◦H : (C2, 0) → (C, 0) es una primera integral para F ′. En efecto, basta
demostrar que u ◦ H es constante a lo largo de cada hoja de F ′. Sea L′ ∈ F ′
una hoja de F ′. Entonces H(L′) = L ∈ F es una hoja de F . Por otro lado, de
la integrabilidad de F , se sigue que u(L) = c, con c ∈ C constante. Por lo tanto,
combinando ambas igualdades, observamos que:

(u ◦H)(L′) = u(H(L′)) = u(L) = c.

Es decir, (u ◦H)(L′) = c.

En cuanto a qué sucede al considerar la explosión de una foliación integrable,
tenemos que ésta también lo es.

Proposición 2.5.10. Sea F una foliación holomorfa singular en (C2, 0). F es
integrable si y sólo si su explosión, la foliación F ′ = π∗F en la banda de Möbius
compleja M, es integrable en una vecindad del divisor excepcional E.

Demostración. Supongamos primero que F es integrable y sea u ∈ O(C2, 0)
una primera integral para F . Entonces, el pull back π∗(u) = u ◦ π de u es una
primera integral para F ′ en una vecindad del divisor excepcional E ya que π es
un biholomorfismo entre M\E y (C2, 0)\{0}, y por lo tanto, π∗(u) es constante
a lo largo de las hojas de F ′ en M \ E.

Inversamente, si π∗F es integrable en una vecindad del divisor excepcional
y u ∈ O(C2, 0) es una primera integral para π∗F , entonces, usando nuevamente
el hecho de que π es un biholomorfismo entre M \E y (C2, 0) \ {0}, se sigue que
ũ = u ◦ π−1 es una primera integral para F en (C2, 0) \ {0}. Finalmente, por
el Teorema de extensión de Riemann13, ũ se extiende de manera holomorfa a
(C2, 0).

Observación 2.5.11. Otra demostración de esta proposición puede ser hecha
usando las propiedades algebraicas del pull back π∗ω y de la derivada exterior
para 1-formas holomorfas, las cuales se encuentran en el Apéndice, Sección A.5.

Respecto a la topoloǵıa de las foliaciones integrables, cualquier foliación in-
tegrable satisface las siguientes condiciones.

13Ver Apéndice, Sección A.4, Teorema A.4.6.
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Teorema 2.5.12. Si F es una foliación singular integrable en (C2, 0), entonces
son ciertas las siguientes afirmaciones:

a) Si U ⊂ C2 es una vecindad suficientemente pequeña del origen (0 ∈ U),
entonces las hojas de F son cerradas en U \ {0}.

b) A lo más un número finito de hojas de F se acumulan en 0 ∈ C2.

Demostración. a) Sean L ∈ F una hoja de F y u ∈ O(C2, 0) una primera
integral de F , entonces, por definición, existe c ∈ C constante tal que

u(L) = c .

Tenemos los siguientes casos.
Si c 6= 0, entonces L es una componente conexa de u−1(c); por lo tanto L es

cerrada.
Por otro lado, si c = 0, entonces L es una componente conexa de u−1(0)\{0}.

Con lo cual se sigue el resultado.
b) Sea L una componente conexa de u−1(0)\{0}. Consideremos p ∈ L y τ una

transversal a L en p. Entonces, la restricción de la primera integral u ∈ O(C2, 0)
a τ , u|τ , es una función holomorfa en τ . Debido a que u es no constante, se sigue
que p es un cero aislado de u|τ . Consecuentemente, en L no se acumulan otras
componentes de u−1(0) \ {0}. De este hecho se sigue que b) es cierto.

2.5.2. Integrabilidad de foliaciones reales en (R2, 0).

Pensemos ahora un momento en foliaciones reales anaĺıticas. Esto es, en
foliaciones en (R2, 0) definidas por campos vectoriales (o bien, 1-formas) reales
anaĺıticos14.

Como notaremos más adelante, la propiedad para foliaciones reales anaĺıticas
en (R2, 0) de ser integrable está estrechamente relacionada con la de tener una
singularidad tipo centro. El Teorema de Poincaré (Henri Poincaré (1854-1912))-
Lyapunov (Aleksandr Lyapunov (1857-1918)), afirma que las foliaciones reales
anaĺıticas con singularidad tipo centro y parte lineal no degenerada, siempre son
integrables. De este teorema obtendremos un corolario que afirma que cualquier
foliación real anaĺıtica con singularidad eĺıptica, formalmente integrable, resulta
ser integrable (en la última parte de nuestro trabajo demostraremos que esta
afirmación es válida en general).

Comencemos nuestro estudio considerando un caso particular de foliaciones
reales integrables.

14Todas las definiciones formales para “foliaciones reales anaĺıticas” se obtienen inmediata-
mente sustituyendo (C2, 0) por (R2, 0) y el término “holomorfa” por “real anaĺıtica” en las de-
finiciones respectivas dadas previamente para el caso holomorfo. Es decir, todos los conceptos
antes definidos, tales como campo vectorial, foliación holomorfa, explosión de singularidades,
holonomı́a e integrabilidad, serán pensados en el caso “real”.
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Definición 2.5.13. Sea H : R2 → R una función de clase Cr, r ≥ 2. La
ecuación diferencial en R2 definida por

ẋ = −∂H
∂y

ẏ =
∂H

∂x

, (2.12)

es llamada ecuación hamiltoniana y la función H es conocida como el Hamilto-
niano. De este modo, diremos además que la foliación F en (R2, 0) definida por
las soluciones de la ecuación diferencial (2.12), es hamiltoniana.

Observación 2.5.14. Cualquier foliación hamiltoniana en (R2, 0) es integrable.
Para notarlo, traduzcamos la ecuación diferencial (2.12) al lenguaje de 1-formas;
es decir, consideremos la 1-forma ω dual del campo vectorial que define a la
ecuación (2.12),

ω =
∂H

∂x
dx+

∂H

∂y
dy.

Claramente ω resulta ser una 1-forma exacta (ω = dH). Por lo tanto, por
la Proposición 2.5.3, se sigue que F es una foliación integrable, más aún, el
Hamiltoniano es una primera integral para F .

Definición 2.5.15. Decimos que una foliación F = {ω = 0} en (R2, 0) es eĺıpti-
ca si ω = xdx+ydy+ · · · . Escrito esto en el lenguaje de ecuaciones diferenciales
tenemos que, la ecuación asociada al campo dual de ω es

ẋ = −y + · · ·
ẏ = x+ · · · . (2.13)

Es decir, su parte lineal es de tipo centro.

Si F es una foliación eĺıptica y además es hamiltoniana, entonces el Hamil-
toniano relativo a F localmente luce de manera muy simple, a saber, como una
función cuadrática. Para demostrar esto usaremos un resultado bastante cono-
cido; el Lema de Morse (Marston Morse (1892-1977)). En la demostración de
éste usaremos el Lema de Hadamard (Jacques Hadamard (1865-1963)).

Teorema 2.5.16 (Lema de Hadamard). Si f : R2 → R es una función de clase
C1(R2) y f(0, 0) = 0, entonces existen funciones hj : R2 → R continuas15,
j = 1, 2, tales que

f(x, y) = xh1(x, y) + yh2(x, y).

Demostración. Sean (x, y) ∈ R2 y h : [0, 1]→ R la función definida por

h(t) = f(tx, ty), ∀ t ∈ [0, 1].

Entonces,

h′(t) =
∂f

∂x
(tx, ty) · x+

∂f

∂y
(tx, ty) · y. (2.14)

15En general, si f ∈ Cr, entonces hj ∈ Cr−1, j = 1, 2.
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Además, por la regla de Barrow,

h(1)− h(0) =

∫ 1

0

h′(t) dt. (2.15)

En consecuencia, dado que h(1) = f(x, y) y h(0) = f(0, 0) = 0 por hipótesis,
combinando las expresiones (2.14) y (2.15) tenemos que,

f(x, y) =

∫ 1

0

(
∂f

∂x
(tx, ty) · x+

∂f

∂y
(tx, ty) · y

)
dt

=

∫ 1

0

∂f

∂x
(tx, ty) · x dt+

∫ 1

0

∂f

∂y
(tx, ty) · y dt

= x

∫ 1

0

∂f

∂x
(tx, ty) dt+ y

∫ 1

0

∂f

∂y
(tx, ty) dt.

Por lo tanto, si llamamos h1(x, y) =
∫ 1

0
∂f
∂x (tx, ty) dt y h2(x, y) =

∫ 1

0
∂f
∂y (tx, ty) dt,

obtenemos que f(x, y) = xh1(x, y) + yh2(x, y), como queŕıamos demostrar.

Teorema 2.5.17 (Lema de Morse). En una vecindad de un punto cŕıtico no
degenerado 16, una función es equivalente por la derecha a una suma de formas
cuadráticas y una constante.

Demostración. Por cuestiones de claridad, a lo largo de esta demostración usa-
remos la notación x = (x1, x2) ∈ R2 para referirnos a los puntos del plano real.

Sea f : R2 → R la función definida por

f(x1, x2) = a1x
2
1 + a2x

2
2, a1, a2 6= 0.

Necesitamos demostrar que si ϕ ∈ O
(
‖x‖3

)
y ϕ ∈ C1, entonces el germen

f + ϕ es equivalente por la derecha a f . Para lograrlo vamos a unir a f con
f +ϕ mediante una trayectoria f + tϕ, con t ∈ [0, 1]. Para ello buscaremos una

familia a un parámetro de difeomorfismos g
t

0
adecuada, para la cual

(f + tϕ) ◦ g
t

V
(x) = f(x), g

0

V
(x) = x, g

t

V
(0) = 0. (2.16)

Observemos que lo que debemos de probar es la existencia de un campo
vectorial V = V (t, x) tal que las soluciones g

t

V
de la ecuación ẋ = V (t, x)

satisfagan (2.16).

Consideremos V (t, x) y g
t

0
tales que d

dtg
t

V
(x) = V

(
t,g

t

V
(x)
)

y supongamos

que se cumple (2.16). Si derivamos la expresión (2.16) con respecto a t, entonces

d

dt

(
(f + tϕ) ◦ g

t

V
(x)
)

= 0.

16Recordemos que dada una función g ∈ Cr(R2), r ≥ 2, se dice que (x0, y0) ∈ R2 es un
punto cŕıtico no degenerado de g si ∇g(x0, y0) = 0 y además la matriz hessiana de g en (x0, y0)
es no singular.
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Es decir,

0 =
d

dt
f
(
g
t

V
(x)
)

+
d

dt
tϕ
(
g
t

V
(x)
)

= ∇f · V
(
t,g

t

V
(x)
)

+ ϕ
(
g
t

V
(x)
)

+ t∇ϕ · V
(
t,g

t

V
(x)
)

= (∇f + t∇ϕ) · V
(
t,g

t

V
(x)
)

+ ϕ
(
g
t

V
(x)
)
.

Por lo tanto,

(∇f + t∇ϕ) · V
(
t,g

t

V
(x)
)

+ ϕ
(
g
t

V
(x)
)

= 0.

Equivalentemente,

(∇f + t∇ϕ) · V
(
t,g

t

V
(x)
)

= −ϕ
(
g
t

V
(x)
)
.

Aśı, como f(x1, x2) = a1x
2
1+a2x

2
2, con a1, a2 6= 0, desarrollando el lado izquierdo

de la igualdad anterior,[(
(2a1x1, 2a2x2) + t

(
∂ϕ

∂x1
,
∂ϕ

∂x2

))
· (V1, V2)

]∣∣∣∣(
t,gt

V
(x)

) = −ϕ
(
g
t

V
(x)
)
.

De esta manera,(
2a1x1 + t

∂ϕ

∂x1

)
V1 +

(
2a2x2 + t

∂ϕ

∂x2

)
V2 = −ϕ. (2.17)

Denotemos yj = 2ajxj + t ∂ϕ∂xj , j = 1, 2. Ahora, puesto que ϕ ∈ O(‖x‖3), se

cumple ∂ϕ
∂xj

(0) = 0, j = 1, 2. Luego,

det

[
∂y

∂x

]∣∣∣∣
x=0

= det

[
2a1 0
0 2a2

]
6= 0, ∀ t ∈ [0, 1].

Entonces, en una vecindad suficientemente pequeña de x = 0, se satisface que

det
[
∂y
∂x

]
6= 0, ∀ t ∈ [0, 1]. Consecuentemente, podemos cambiar de coordenadas

(x1, x2, t) a (y1, y2, t), y por lo tanto, la ecuación (2.17) en términos de (y1, y2, t)
se escribe como

y1V1 + y2V2 = −ϕ. (2.18)

Por otro lado, ya que ϕ(0) = 0 y ϕ ∈ C1, por el Lema de Hadamard, existen
funciones continuas Ψ1,Ψ2 tales que podemos escribir a ϕ como

ϕ = y1Ψ1 + y2Ψ2, Ψ1(t, 0) = Ψ2(t, 0) = 0, ∀ t ∈ [0, 1].

Por consiguiente, de (2.18) se sigue que Vj = Ψj , j = 1, 2. Esto nos permite
definir Vj(t, x) = Ψj(t, x), ∀ t ∈ [0, 1], j = 1, 2. Por lo tanto, con V = (V1, V2)

definida aśı, g
t

V
(x) satisface (2.16).
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Finalmente, la función constante cero es solución y en una vecindad de ella
toda solución existe para todo t ∈ [0, 1]. Aśı, g

1

V
es el difeomorfismo buscado y

está definido para todo x en una vecindad suficientemente pequeña del origen.
Esto concluye la demostración.

Teorema 2.5.18. Si F = {ω = 0} es una foliación eĺıptica hamiltoniana,
entonces, en una vecindad del origen 0 ∈ R2, el Hamiltoniano (H, dH = ω),
luce como una función cuadrática, es decir, H(x, y) = x2 + y2.

Demostración. Observemos que es suficiente mostrar que H satisface las condi-
ciones del Lema de Morse, es decir, que 0 ∈ R2 es un punto cŕıtico no degenerado
de H. Esto es inmediato: 0 ∈ R2 es un punto cŕıtico de H ya que es una singu-
laridad de F .

Por otro lado, el hecho de que el origen sea no degenerado es una consecuen-
cia de que ω tiene parte lineal no degenerada; calculando la matriz hessiana de
H en el origen obtenemos

D2H
∣∣
x=0

=

[
∂2H
∂x2

∂2H
∂y∂x

∂2H
∂x∂y

∂2H
∂y2

]∣∣∣∣∣
x=0

=

[
1 0
0 1

]
.

Consecuentemente, D2H
∣∣
x=0

es no singular. Por lo tanto, 0 ∈ R2 es punto
cŕıtico no degenerado de H.

No olvidemos que nuestro objetivo principal en este estudio de foliaciones
reales integrables en (R2, 0) es demostrar el Teorema de Poincaré-Lyapunov.
Para lograr esto introduciremos un nuevo concepto: El de grupo de holonomı́a
evanescente.

Definición 2.5.19. Definimos el grupo de holonomı́a evanescente de una folia-
ción singular no dicŕıtica F en (C2, 0), como el grupo de holonomı́a de la hoja
excepcional L = E \ SingF ′ ∈ F ′ = π∗F sobre la banda de Möbius compleja
M que se obtiene al hacer una explosión π : (M,E) → (C2, 0) de la singulari-
dad 0 ∈ C2.

Observación 2.5.20. Si estamos analizando foliaciones reales y deseamos con-
siderar su grupo de holonomı́a evanescente, es necesario complejificar primero.

Además, por la definición que se da, el grupo de holonomı́a evanescente es
un subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) (en el caso de singularidades
dicŕıticas este grupo no está definido).

Proposición 2.5.21. El grupo de holonomı́a evanescente de cualquier foliación
holomorfa F en (C2, 0) formalmente integrable y no dicŕıtica, es integrable.

Demostración. Si F es una foliación formalmente integrable y u es una primera
integral formal para F , al considerar la explosión π : (M,E) → (C2, 0) de la
singularidad de F , el pull back de u en M, π∗(u), resulta ser una serie formal
en (M,E) constante a lo largo de las hojas de F ′ = π∗F . Aśı, por la definición
de holonomı́a, la restricción de π∗u a la transversal τ usada para el cómputo
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de las funciones de holonomı́a, π∗u|τ , es invariante por el grupo de holonomı́a
evanescente, digamos H; es decir, π∗u|τ es una primera integral formal de H.
Por lo tanto, de la integrabilidad formal de H, en virtud de la Observación 1.4.7,
concluimos que H es integrable en Diff(C, 0), como queŕıamos demostrar.

Recordemos que la integrabilidad de un subgrupo de Diff(C, 0) es una con-
dición bastante fuerte; ésta implica que el grupo sea ćıclico finito (Corolario
1.4.13). De esta manera, tenemos claramente ya condiciones necesarias para
que una foliación sea integrable.

La idea de la demostración del Teorema de Poincaré-Lyapunov es: Compleji-
ficar el problema, considerar la primera explosión, digamos F ′, de la singularidad
de la foliación complejificada F , y analizar al grupo de holonomı́a evanescente
de F v́ıa los resultados de integrabilidad para subgrupos finitamente generados
de Diff(C, 0). Extender la integral de este grupo a una integral de la foliación
F ′ en una vecindad del divisor excepcional E en la banda de Möbius compleja
M, para luego proyectarla a una primera integral de la foliación original.

Para realizar esto de manera exitosa necesitamos saber qué es la saturación
de un conjunto por las hojas de una foliación.

Definición 2.5.22. Sean F una foliación holomorfa en U ⊂ C2 y B ⊂ U un
subconjunto arbitrario de U . Definimos la saturación de B por las hojas de F
como la unión de todas las hojas que intersectan a B; es decir,

Sat(B,F) :=
⋃

L∈F, L∩B 6=∅

L.

Observación 2.5.23. Por la manera en que se define este concepto, la satu-
ración de conjuntos abiertos es abierta. Esto puede ser pensado como una ge-
neralización (una traducción en foliaciones) del Teorema sobre la dependencia
continua de la soluciones de ecuaciones diferenciales con respecto a condiciones
iniciales, cuya demostración descansa en el Teorema de rectificación (Teorema
2.1.10)17. Aśı, la saturación de una vecindad de cualquier punto sobre una hoja
de una foliación, contiene una vecindad abierta de la hoja.

Si ampliamos la definición de integrabilidad de foliaciones holomorfas al ca-
so de foliaciones holomorfas no singulares, una consecuencia de la observación
previa es el siguiente hecho.

Teorema 2.5.24 (Lema de Saturación). Sean F una foliación holomorfa no
singular en (C2, 0) y G ⊂ Diff(τ, a) el grupo de holonomı́a respecto a la hoja
L ∈ F calculado en la transversal τ con base a ∈ L. Si G es integrable y
u ∈ O(C, 0) es una primera integral de G, entonces u se extiende de manera
holomorfa y única a una integral de F en alguna vecindad abierta V de L.

Demostración. Sean a′ ∈ L un punto arbitrario en la hoja L y τ ′ una transversal
a L en a′. Consideremos una curva γ : [0, 1]→ F , que una al punto a′ con a, es
decir, γ(0) = a′ y γ(1) = a. Entonces, v́ıa el mapeo de correspondencia asociado

17Consultar por ejemplo [4].



2.5. Foliaciones integrables. 57

a ∆γ , se sigue que ũ = u◦∆γ es constante a lo largo de las hojas vecinas a L. En
principio, la definición de ũ solamente depende de la curva γ. Afirmamos que,
de hecho, es independiente de la elección de la curva γ, es decir, para cualquier
otra curva γ′, u ◦∆γ′ = ũ := u ◦∆γ . En efecto, si γ′ : [0, 1] → L es otra curva
que va de a′ a a, entonces γ̃ = γ′ ◦γ−1 ∈ π(L, a), y por lo tanto, ∆γ̃ ∈ G. Ahora,
puesto que por hipótesis u es una primera integral de G, entonces

u ◦∆γ̃ = u. (2.19)

Por otro lado,

∆γ′ = ∆γ′◦(γ−1◦γ) = ∆(γ′◦γ−1)◦γ = ∆γ̃◦γ = ∆γ̃ ◦∆γ .

Aśı,
∆γ′ = ∆γ̃ ◦∆γ . (2.20)

Luego, combinando las ecuaciones (2.19) y (2.20), obtenemos

u ◦∆γ′ = u ◦ (∆γ̃ ◦∆γ) = (u ◦∆γ̃) ◦∆γ = u ◦∆γ = ũ.

Por lo tanto, u◦∆γ′ = ũ. Lo cual implica que u se extiende de manera holomorfa
en una vecindad de L y dicha extensión es constante a lo largo de las hojas en
tal vecindad, es decir, es una primera integral de F en esta vecindad.

Necesitamos generalizar en Lema de Saturación al contexto singular. Sean
F una foliación singular en (C2, 0), S una separatriz compleja de F en 0 ∈ C2,
a ∈ S \ {0} y u0 ∈ O(C2, a) el germen de función holomorfa en a tal que es
una integral local de F cerca de a. El problema de extensión es encontrar una
primera integral u ∈ O(C2, 0) de F de tal manera que el germen de u en a
coincida con u0. Supongamos que u0 está definida en una pequeña transversal
τ : (C, 0)→ (C2, a) a S en a.

Una obstrucción para la existencia de tal extensión es la holonomı́a de F ,
∆γ ∈ Diff(C, a), asociada con el lazo γ ∈ π(S \ {0}, a). Este problema podŕıa
ser resuelto satisfactoriamente sólo si u0 fuese invariante bajo ∆γ , es decir, ∆γ

fuese integrable. No obstante, la integrabilidad de la holonomı́a no garantiza la
integrabilidad de la foliación en (C2, 0).

Observación 2.5.25. La integrabilidad de la holonomı́a asociada a una sepa-
ratriz S de una foliación singular F en (C2, 0) no es suficiente para asegurar la
integrabilidad de F . En efecto, consideremos la foliación singular F = {ω = 0}
en (C2, 0) definida por ω = ydx − xdy. El origen 0 ∈ C2 es un punto singular
de tipo nodo para F . Por lo tanto, cada hoja de F contiene al origen en su
cerradura. Luego, por el Teorema 2.5.12, F no es integrable. Empero, al reali-
zar el cómputo de la transformación de holonomı́a ∆ asociada a la separatriz
S1 = {(x, y) ∈ C2 : y = 0} \ {0} tal como lo hicimos en el Ejemplo 2.3.1,
tenemos que ∆ = id. Por lo tanto, ∆ es integrable.

Recordemos que los tipos de singularidades elementales están determinados
por su razón caracteŕıstica λ (el cociente de los valores propios de la parte
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lineal). Los nodos, focos y sillas-nodo corresponden al caso cuando λ es positivo,
no real o cero respectivamente. Las sillas (y centros) se deben al caso de los
valores negativos de λ. Para todas las singularidades elementales el problema de
extensión puede ser resuelto de manera sencilla en el sentido negativo o positivo.

Observación 2.5.26. Apreciamos que en virtud del Teorema 2.5.12, los nodos,
focos y sillas-nodo (caso “nodal” complejo), no pueden ser integrables debido
a que las hojas no singulares se acumulan en el origen. Es decir, si la razón
caracteŕıstica λ ≥ 0, entonces la foliación no es integrable.

Para mirar qué sucede en el caso de “silla” complejo usaremos el Teorema
de Hadamard-Perron, enunciado (sin demostración) a continuación.

Teorema 2.5.27 (De Hadamard-Perron). 18 Sea F (x) = Ax+ V (x) un campo
vectorial holomorfo tal que el punto singular de la parte lineal de F , F0(x) = Ax,
es hiperbólico; sean L± los subespacios invariantes determinados por F0. Enton-
ces la ecuación diferencial ẋ = F (x) tiene dos variedades holomorfas invarian-
tes19 W± tangentes a los subespacios L±.

Lema 2.5.28. Para cualquier foliación singular hiperbólica F = {ω = 0} cuya
razón caracteŕıstica λ es tal que Reλ < 0, la saturación Sat (τ,F) de cualquier
transversal a cada separatriz llena un complemento de la otra separatriz en una
vecindad suficientemente pequeña del origen 0 ∈ C2.

Demostración. Por el Teorema de Hadamard-Perron, F tiene dos separatrices
complejas. Aśı, la ecuación diferencial que define a F en coordenadas apropiadas
luce como

dy

dx
=
y

x
(λ+ ε(x, y)) , ε(0, 0) = 0. (2.21)

Después de reescalar las variables si es necesario, podemos suponer que la ecua-
ción (2.21) está definida en el bidisco U = {(x, y) ∈ C2 : |x| < 1, |y| < 1}, la
transversal τ es un disco pequeño, τ = {(x, y) ∈ C2 : |x| = 1, |y| < δ}, y la
función ε(x, y) está acotada en U ,

|ε(x, y)| < 1

2
|Reλ|, ∀ (x, y) ∈ U.

Ahora, para cualquier (x0, y0) ∈ U , x0 6= 0, tomamos un trayectoria en
{(x, y) ∈ C2 : y = 0} que una a x0 con el punto x1 = 1 y consideramos el
levantamiento de ésta a la hoja L0 ∈ F que pasa por (x0, y0). Tan sólo resta
observar que L0 se queda contenida en U . Esto lo podemos ver realizando el
siguiente cálculo:

d|y|2

dx
=
dyy

dx
=
yy

x
(λ+ ε(x, y)) +

yy

x
(λ+ ε(x, y)) = 2

|y|2

x
Re (λ+ ε(x, y)) < 0.

Mostramos aśı que la hoja L0 que cruza τ en algún punto (1, y1), pertenece a
la saturación de τ . Esto concluye la demostración.

18Una demostración de este resultado puede ser consultada en [9].
19Recordemos que una variedad holomorfa W ⊂ (C2, 0) es invariante para un campo vecto-

rial holomorfo F si el vector F (x) es tangente a W en cualquier punto x ∈W .
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Corolario 2.5.29. Si la transformación de holonomı́a f ∈ Diff(τ, a) de una
separatriz S de una foliación singular hiperbólica F es integrable (lo cual es
posible sólo si λ < 0), entonces cualquier germen u0 ∈ O(τ, a) invariante por f
se extiende a una integral anaĺıtica de la foliación F .

Demostración. Sea F|(C2,0)\S′ la foliación no singular obtenida al restringir F
al complemento de S′ en (C2, 0), donde S′ es la otra separatriz de F . Entonces,
por el Lema de Saturación, u0 se extiende de manera holomorfa a una primera
integral de F|(C2,0)\S′ , es decir, u0 se extiende de manera holomorfa a una
primera integral de F en (C2, 0) \ S′, digamos u. Por lo tanto, puesto que S′ es
el germen de una curva anaĺıtica (por definición de separatriz), por el Teorema
de extensión de Riemann, u se extiende de manera anaĺıtica en (C2, 0).

Figura 2.7: Teorema de Poincaré-Lyapunov.

Teorema 2.5.30 (De Poincaré-Lyapunov). Una foliación real anaĺıtica eĺıpti-
ca en (R2, 0) cuya singularidad es un centro, admite una primera integral real
anaĺıtica con parte cuadrática no degenerada.

Demostración. Sea F = {ω = 0} una foliación real anaĺıtica eĺıptica tal que
0 ∈ R2 es un centro, es decir, las hojas de F en una vecindad del origen son
homeomorfas a ćırculos, y la 1-forma ω que define a F es tal como en (2.13).
Sea F̃ = {Ω = 0} la complejificación de F , y consideremos la explosión de F̃ ,
digamos F̃ ′, en la banda de Möbius compleja M cerca del divisor excepcional
E. Mediante el cálculo expĺıcito de F̃ ′ (el cual es análogo al hecho en el Ejem-
plo 2.4.7), notamos que F̃ ′ tiene dos singularidades Σ = {±i}, ambas fuera del
ecuador del divisor excepcional, RP 1 ⊂ E.

Afirmamos que el grupo de holonomı́a evanescente H de F̃ es ćıclico finito.
Efectivamente, como ω es real anaĺıtica, la explosión real resulta ser una folia-
ción real bien definida en la banda de Möbius real, MR. Esta explosión podemos
pensarla como la “parte real” de F̃ ′. Aśı, RP 1 (el alma de la banda de Möbius
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real MR) es un lazo en E que genera al grupo de homotoṕıa de E \Σ; tomando
dicho lazo y la transversal τ = {t = 0} en las coordenadas locales (x, t), la
transformación de holonomı́a ∆RP 1 luce como ∆RP 1(ξ) = −ξ + · · · .

Ahora, si ∆̃ es la restricción de ∆RP 1 a la explosión real, entonces: La parte
real de la transversal τ se proyecta en el eje x del plano (x, y) en R2. Entonces,
por su construcción, resulta que (∆̃(ξ), 0) es el primer punto de la intersec-
ción con el eje x de la hoja asociada a la solución del campo dual de ω que
inicia en (x, 0). Finalmente, puesto que 0 ∈ R2 es un centro, necesariamente
(∆̃2(ξ), 0) = (x, 0). Por lo tanto, de la analiticidad de la transformación ∆RP 1 ,
en virtud del Teorema de Unicidad20, concluimos que ∆2

RP 1 = id. Es decir,
∆RP 1 es una involución. Por lo tanto H ∼= Z2.

Una vez que hemos notado que H es ćıclico finito (H ∼= Z2), por el Corolario
1.4.13, resulta que H es integrable, de modo que existe un germen u0 ∈ O(τ, 0)
holomorfo en la transversal τ invariante bajo ∆RP 1 . Luego, por el Lema de Sa-
turación, u0 se extiende a una primera integral de F̃ ′ cerca de la hoja L = E\Σ.
Consecuentemente, por el Corolario 2.5.29, u0 se extiende de manera anaĺıtica
sobre vecindades de ambos puntos singulares, lo cual da una primera integral
de F̃ sobre M en una vecindad de E. Entonces, por la Proposición 2.5.10, F̃ es
integrable en (C2, 0). Además, como la foliación original es real anaĺıtica (los
coeficientes de la expansión en series de potencias de ω son reales), entonces la
primera integral obtenida de la foliación complejificada F̃ , es invariante bajo
conjugación compleja (z 7→ z), y por lo tanto F es integrable en (R2, 0).

La conclusión del teorema afirma algo más; nos dice cómo es la parte cuadráti-
ca de la primera integral de la foliación. Esto es una consecuencia de la demostra-
ción de la Proposición 1.4.11. Efectivamente, por la forma en que demostramos
la Proposición 1.4.11, ya que la transformación de holonomı́a evanescente es
2-periódica, podemos elegir el germen u0 definido en τ (tal como en la demos-
tración de la afirmación previa) tal que u0(ξ) = ξ2+· · · . Después de la extensión
de la proyección, tenemos que u(x, 0) = x2 + · · · . Por lo tanto, por simetŕıa (es-
to es, si hacemos toda la demostración en la otra carta en la explosión, (T, y)),
tenemos que u(x, y) = x2 + y2 + · · · .

Proposición 2.5.31. Si F es una foliación real anaĺıtica eĺıptica en (R2, 0)
formalmente integrable, entonces 0 ∈ R2 es un centro.

Demostración. Siguiendo la misma idea usada para demostrar el Teorema de
Poincaré-Lyapunov tenemos que, si F̃ ′ es la explosión de la complejificación F̃
de la foliación F , nuevamente el grupo de holonomı́a evanescente H es isomorfo
a Z2: Esto se sigue del hecho de que la restricción de H a la explosión real es
ćıclica, pues por hipótesis F es formalmente integrable, y que H no sea ćıclico
es incompatible con la integrabilidad formal de F . Por lo tanto, H ∼= Z2. Luego,
necesariamente 0 ∈ R2 es un centro, como queŕıamos demostrar.

Corolario 2.5.32. Si F es una foliación real anaĺıtica eĺıptica en (R2, 0) for-
malmente integrable, entonces admite una primera integral anaĺıtica.

20Ver en el Apéndice el Teorema A.4.3.
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Observación 2.5.33. Este resultado nos dice que, para foliaciones reales anaĺıti-
cas eĺıpticas, se cumple el resultado análogo al Teorema 1.4.6. Al final de este
caṕıtulo veremos que esto es cierto en general; es decir, que cualquier foliación
(holomorfa en (C2, 0)) formalmente integrable es anaĺıticamente integrable.

Antes de pasar a la caracterización de las foliaciones integrables en (C2, 0),
vamos a exhibir un ejemplo, dado por Moussu en [13], que muestra qué tan
importante es la hipótesis de que la foliación F = {ω = 0} en el Teorema
de Poincaré-Lyapunov sea eĺıptica, es decir, que la parte lineal de ω sea no
nula. Para esto, necesitamos el siguiente resultado, conocido como Principio de
Simetŕıa, que nos permite decir cuándo una singularidad de una foliación dada
es un centro.

Teorema 2.5.34 (Principio de Simetŕıa). 21Consideremos en (R2, 0) la ecua-
ción diferencial

ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y)

.

Supongamos que P y Q son funciones reales anaĺıticas que satisfacen

P (−x, y) = P (x, y), Q(−x, y) = −Q(x, y),

y que 0 ∈ R2 es el único punto singular en el eje y, Y = {(x, y) ∈ R2 : x = 0}.
Si γ es una trayectoria que comienza en el lado positivo de Y y regresa al
lado negativo de Y , entonces γ es una órbita periódica. Si todas las trayectorias
cercanas al origen tienen esta misma propiedad, entonces el origen es un centro.

Ejemplo 2.5.35. La foliación singular F = {ω = 0} en (R2, 0) definida por la
1-forma

ω = x3dx+ y3dy − 1

2
x2y2dy,

satisface que 0 ∈ R2 es un centro y F no admite una primera integral.
El origen 0 ∈ R2 es un centro de F ya que la ecuación diferencial asociada

al campo dual de ω satisface las hipótesis del Teorema 2.5.34.
Por otro lado, aún cuando la parte principal de ω śı admite una primera

integral, pues j3ω = 1
4d(x4 + y4), esto no es cierto para ω. Para notar esto,

supongamos, por contradicción, que ω śı define una foliación integrable. Por la
Proposición 2.5.7, debeŕıan existir f, g ∈ O(C2, 0) tales que

ω = gdf.

Entonces

dω = d(gdf) = dg ∧ df + g ∧ d(df) = dg ∧ df.

Por lo que, si

g = g0 + g1,0 + g0,1y + · · · , g0 6= 0,

21Este resultado puede ser consultado en [5].
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y

f =
1

4g0
(x4 + y4) + · · · ,

realizando el cómputo de dω = dg ∧ df por separado, tenemos

dω = x2ydx ∧ dy,

dg ∧ df = (g1,0dx+ g0,1dy + · · · ) ∧ (x3dx+ y3dy + · · · ).

Por lo tanto, puesto que el orden del coeficiente de dω es tres, necesariamente

x2ydx ∧ dy = (g1,0dx+ g0,1dy) ∧ (x3dx+ y3dy).

Pero esta última igualdad no es posible, ya que x2y no puede ser escrito como
una combinación de x3 y y3. En consecuencia, ω no es integrable.

2.6. Caracterización de las foliaciones integra-
bles.

Nuestra meta ahora es caracterizar a las foliaciones integrables en (C2, 0).
En primer lugar determinaremos la integrabilidad de una foliación v́ıa su gru-
po de holonomı́a evanescente junto con una condición adicional, lo que da una
versión parcial de la afirmación rećıproca de la Proposición 2.5.21.

Ulteriormente, demostraremos el Teorema de Mattei-Moussu (Teorema 2.6.4),
que es una generalización del Teorema de Poincaré-Lyapunov y de la primera
caracterización de foliaciones integrables mencionada antes. Éste relaciona la
propiedad anaĺıtica de ser integrable con condiciones topológicas que resultan
ser necesarias y suficientes para la integrabilidad de una foliación.

2.6.1. Primera caracterización.

Examinando con detalle la demostración del Teorema de Poincaré-Lyapunov
(Teorema 2.5.30), ésta nos da la pauta para pensar en una caracterización de
las foliaciones integrables en (C2, 0).

Teorema 2.6.1. Supongamos que todas las singularidades que aparecen al rea-
lizar una explosión de una foliación singular F son elementales. Entonces F es
integrable si y sólo si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

a) El grupo de holonomı́a evanescente de F es integrable, y

b) Todas las singularidades de F ′ = π∗F son sillas complejas con razones
caracteŕısticas racionales negativas, λj < 0.

Demostración. Supongamos primero que F es integrable. La afirmación a) es
inmediata por la Proposición 2.5.21. Además, si una transformación de holo-
nomı́a asociada con una separatriz de alguna singularidad elemental es periódi-
ca, entonces su coeficiente lineal debe ser una ráız de la unidad, por lo que la
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correspondiente razón caracteŕıstica λj es un número racional, λj ∈ Q. Por la
Observación 2.5.26, los casos λj > 0 y λj = 0 no son posibles, ya que éstos son
incompatibles con la integrabilidad de la foliación F . Por lo tanto, todas las
singularidades son sillas.

Inversamente, si cada singularidad de F ′ es una silla compleja y el grupo de
holonomı́a evanescente, digamos H, es integrable, en virtud del Corolario 2.5.29,
podemos extender localmente una primera integral de H a una integral local en
una vecindad de cada singularidad en el divisor excepcional E. Seleccionando
de manera adecuada a la integral de H, digamos u ∈ O(C, 0), estas extensiones
locales se pueden “pegar bien” unas con otras; para hacer esto, basta elegir u de
tal forma que coincida en cada vecindad de cada singularidad con la respectiva
integral local uj , uj(ξ) = ξqj + · · · , donde qj ∈ N es el orden de la respectiva
transformación de holonomı́a. De esta manera, se produce una integral “global”
de la foliación F ′ en una vecindad de E. Consecuentemente, por la Proposición
2.5.10, concluimos que F es integrable.

2.6.2. Foliaciones simples.

Definición 2.6.2. Decimos que una foliación singular F en (C2, 0) es simple si
satisface:

(1) Todas las hojas de F son relativamente cerradas en (C2, 0) \ {0}, y

(2) A lo más una cantidad finita de hojas de F contienen al punto singular
0 ∈ C2 en su cerradura.

Observación 2.6.3. Cualquier foliación integrable en (C2, 0) es simple. Esto
es exactamente lo que afirma el Teorema 2.5.12, demostrado previamente.

La pregunta a pensar es: ¿La propiedad topológica de ser simple es sufi-
ciente para garantizar la integrabilidad de una foliación holomorfa? Enseguida
mostraremos que la respuesta a esta pregunta es afirmativa. Es decir, la clase
de las foliaciones holomorfas integrables en (C2, 0) coincide con la clase de las
foliaciones simples. Esto es lo que afirma el Teorema siguiente, demostrado por
vez primera por los matemáticos J. F. Mattei y Robert Moussu en el año 1980,
en [12].

Teorema 2.6.4 (De Mattei-Moussu). Si F es una foliación holomorfa en
(C2, 0) simple, entonces F es integrable.

Demostración. Procedamos por inducción sobre el número de explosiones nece-
sarias para desingularizar la foliación. Recordemos que esto es posible gracias
al Teorema de Seidenberg (Teorema 2.4.8).

Como base de inducción supongamos que 0 ∈ C2 es una singularidad ele-
mental de F y analicemos cada caso.

a) La singularidad es de tipo silla.
Subcaso 1. Supongamos que la transformación de holonomı́a f , asociada con

una separatriz compleja, es periódica; por la Proposición 1.4.11, f es integrable
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en Diff(C, 0). Aśı, por el Corolario 2.5.29, dada una primera integral de f , ésta
se extiende como una integral de la foliación.

Subcaso 2. Si f no es periódica, entonces, por el Lema 1.5.9, existe una can-
tidad infinita de hojas de la foliación que se acumulan en el origen. Por lo cual,
la foliación no es simple. Concluimos que esta instancia no es posible.

b) Si la singularidad elemental de la foliación no es una silla, por la Obser-
vación 2.5.26, la foliación no es simple. De modo que este caso no se considera.
Esto concluye la base de inducción.

Continuemos con el paso inductivo. Sean F una foliación simple y F ′ = π∗F
su explosión. Claramente F ′ debe ser no dicŕıtica, de lo contrario F no seŕıa sim-
ple; consecuentemente, F ′ tiene una cantidad finita de singularidades aisladas
en su divisor excepcional E, digamos {a1, . . . , am} = Σ ⊂ E ⊂M. Por hipótesis
de inducción, la foliación F ′ es localmente integrable en cada una de las singu-
laridades ai ∈ Σ, es decir, F admite una primera integral “local” ui ∈ O(M, ai).
Además, el grupo de holonomı́a evanescente, H, también es integrable (en
Diff(C, 0)), es decir, H admite una integral “semiglobal” u0 ∈ O(M,E \ Σ).
Notemos que la demostración seŕıa completada si lográsemos reemplazar estas
integrales locales (junto con u0) por funciones anaĺıticas de la forma ϕi ◦ ui,
i = 0, . . . ,m, de tal manera que se “pegaran bien” y aśı poder definir una inte-
gral global u ∈ O(M,E). Podemos suponer además, sin pérdida de generalidad,
usando continuación a lo largo de las hojas sobre las trayectorias γi que unen
al punto singular ai con un punto base a ∈ E \ Σ fijo, que todas las integrales
locales están definidas sobre la misma transversal τ : (C, 0)→ (M, a).

De acuerdo a la Proposición 1.4.4, para cada germen ui, i = 0, 1 . . . ,m, po-
demos considerar al germen fi ∈ Diff(C, 0) que genera al grupo simétrico Sui .
Por su elección, fi env́ıa a cualquier conjunto de nivel de ui en śı mismo, es
decir, si x ∈ {ui = c}, con c ∈ C constante, entonces f(x) ∈ {ui = c}, pues
ui ◦ fi(c) = ui(x) = c, ya que Sui = 〈fi〉. En consecuencia, su órbita pertenece
a la misma hoja. Luego, si G = 〈f0, f1, . . . , fm〉 ⊂ Diff(C, 0) es el subgrupo
generado por f0, f1, . . . , fm, entonces G tiene la misma propiedad, es decir, sus
órbitas pertenecen a las mismas hojas de la foliación F ′.

Afirmamos que G es integrable. En efecto, si suponemos, por contradicción,
que no lo es, entonces, en virtud del Teorema 1.5.10 y de lo dicho previamente,
existiŕıa una cantidad infinita de hojas de F ′ que cruzaŕıan a τ en una infinidad
de puntos. Esto contradiŕıa la simplicidad de F ′. Por lo tanto, G es integra-
ble. Consecuentemente, según el Corolario 1.4.13, G es ćıclico finito. Aśı, G
está generado por un germen f∗ ∈ Diff(C, 0), y podemos elegir u∗ ∈ O(C, 0)
una primera integral del grupo G. Además de esto, tenemos que cada germen fi,
i = 0, . . . ,m, se puede ver como una iteración del generador f∗ de G, es decir,
para cada i = 0, 1, . . . ,m, se cumple que fi = fni∗ , para algún ni ∈ N.

Afirmamos ahora que existen funciones holomorfas ϕi de orden ni tales que
u∗ = ϕi ◦ ui. Efectivamente, dado que G es ćıclico finito y f∗ es el generador de
G, tenemos que f∗ es linealizable (por el Teorema de Bochner). Por lo tanto,
podemos suponer que f∗ está en la carta donde es lineal y u∗ es un monomio del
mismo grado que el orden de f∗. Luego, cada fi = fni∗ también es lineal. Aśı,
cada ui(z) = zni . De lo cual se sigue la demostración de nuestra afirmación.
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De esta manera, la construcción de la saturación (ver Definición 2.5.22), nos
permite extender u∗ como una función holomorfa en M cerca del divisor excep-
cional E considerado menos las singularidades.

Como las funciones ϕi ◦ ui están bien definidas y son holomorfas en vecin-
dades de cada punto singular ai ∈ Σ, estas identidades junto con el Teorema de
extensión de Riemann, nos permiten extender la integral u∗ a las vecindades de
cada punto singular. Por lo tanto, F ′ es integrable en una vecindad de E, y a
su vez, por la Proposición 2.5.10, F lo es.

El siguiente resultado es una generalización del Corolario 2.5.32, aśı como
del Teorema 1.4.6.

Teorema 2.6.5. Si F = {ω = 0} es una foliación holomorfa en (C2, 0) formal-
mente integrable, entonces F es integrable.

Demostración. En virtud del Teorema de Mattei-Moussu, es suficiente demos-
trar que cualquier foliación holomorfa en (C2, 0) formalmente integrable es sim-
ple. Análogamente a como razonamos para demostrar el Teorema de Mattei-
Moussu, procederemos por inducción sobre la cantidad de explosiones requeri-
das para completar la desingularización de la singularidad de F .

Sabemos que una singularidad elemental es simple si y sólo si su razón ca-
racteŕıstica es negativa y las transformaciones de holonomı́a asociadas a las
separatrices complejas son periódicas. Pero, si F es una foliación formalmente
integrable cuya singularidad es elemental, por la Proposición 2.5.8, sabemos que
el grupo de holonomı́a es integrable. Luego, la razón caracteŕıstica debe ser un
número racional negativo. Por lo tanto, F es simple.

Implementemos el paso inductivo. Consideremos una foliación arbitraria for-
malmente integrable después de su explosión, en la cual todas las singularidades
que aparecen son elementales. Como F es formalmente integrable, necesaria-
mente F es no dicŕıtica; las singularidades que aparecen en la explosión son
aisladas (tiene sentido pensar en el grupo de holonomı́a evanescente). Además,
por hipótesis de inducción, para cada una de las singularidades en la explosión,
a lo más una cantidad finita de hojas se acumulan en ellas (en cada una de las
singularidades, la foliación es localmente simple).

Si suponemos, por contradicción, que F ′ = π∗F no fuese simple, eventual-
mente, o bien cada hoja de la foliación se acumulaŕıa en el divisor excepcional
E, o bien, no seŕıa relativamente cerrada, por lo que, cada hoja debeŕıa de inter-
sectar una infinidad de veces a cualquier transversal a E en un punto no singular
a 6∈ Σ. Esto implicaŕıa que el grupo de holonomı́a evanescente contendŕıa una
infinidad de órbitas no periódicas. En otras palabras, dicho grupo no seŕıa in-
tegrable. Lo cual, según la Proposición 2.5.21, no es posible en nuestro caso ya
que F es formalmente integrable por hipótesis. Por lo tanto, F ′ es simple.

Consecuentemente, visto que la integrabilidad formal de una foliación impli-
ca su simplicidad topológica, por el Teorema de Mattei-Moussu, concluimos su
integrabilidad anaĺıtica, como queŕıamos demostrar.

Corolario 2.6.6. Si F y F ′ son dos foliaciones holomorfas en (C2, 0) formal-
mente equivalentes y F es integrable, entonces F ′ es integrable.





Apéndice A

Primeros auxilios

En esta última parte enunciaremos y demostraremos algunos teoremas que
hemos usado a lo largo de nuestro trabajo. Éstos, por comodidad, los veremos
de acuerdo a su aparición en el texto.

A.1. Productos infinitos.

Definición A.1.1. Sea {pj}∞j=1 ⊂ C un subconjunto numerable de C, un pro-
ducto infinito de números complejos

∞∏
n=1

pn = p1 · p2 · · · · · pn · · · · , (A.1)

es pensado como el ĺımite de los productos parciales

Pn =

n∏
k=1

pk = p1 · p2 · · · · · pn.

Decimos que converge al valor P = ĺımn→∞ Pn si este ĺımite existe y es distinto
de cero.

Observación A.1.2. Si fuese el caso de que pi = 0 para algún i ∈ N, entonces
Pn = 0 si n > i, por lo que la convergencia del producto no dependeŕıa de Pn.

Por otro lado, no permitir que algún factor de un producto infinito tome
el valor cero puede ser demasiado radical. Muchas ocasiones, como lo hicimos
en la demostración del Teorema de linealización de Schröder-Kœnigs, uno desea
expresar una función como un producto infinito, y esto debe ser posible incluso
si dicha función tiene ceros. Por esta razón hacemos el siguiente acuerdo: El
producto infinito (A.1) converge si y sólo si a lo más un número finito de factores
son cero, y si los productos parciales, formados por los factores distintos de cero,
tienden a un ĺımite finito distinto de cero.
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Observación A.1.3. En cualquier producto convergente, el factor pn tiende al
valor 1 ∈ C, ĺımn→∞ pn = 1.

Efectivamente. Este hecho es claro ya que podemos ver a pn como el cociente
de los productos parciales Pn y Pn−1, es decir,

pn =
Pn
Pn−1

,

omitiendo aquellos factores iguales a cero. De esta manera,

ĺım
n→∞

pn = ĺım
n→∞

Pn
Pn − 1

=
P

P
= 1, P 6= 0.

Por lo tanto, escribiremos a todos los productos infinitos como

∞∏
n=1

(1 + an) . (A.2)

Aśı, una condición necesaria para la convergencia del producto (A.2) es que
an → 0, si n→∞.

Si en un producto de la forma (A.2) ningún factor es cero, entonces podemos
considerar lo siguiente: Si Pn =

∏n
k=1(1 + ak), entonces

logPn = log

(
n∏
k=1

(1 + ak)

)
=

n∑
k=1

log(1 + ak).

Por lo tanto, podemos comparar (A.2) con la serie

∞∑
n=1

log(1 + an). (A.3)

Ya que an ∈ C, en principio debeŕıamos ser más espećıficos al considerar la
serie (A.3). Para esto, basta con que consideremos la rama principal de log en
cada término.

Lema A.1.4. Si
∑∞
n=1 log(1 + an) converge, entonces

∏∞
n=1(1 + an) también

converge.

Demostración. Sean

Pn =

n∏
k=1

(1 + an) y Sn =

n∑
k=1

log(1 + ak).

Entonces,
Pn = eSn .

Por lo tanto, ya que
∑∞
n=1 log(1+an) converge, Sn → S <∞. Aśı, Pn → P = eS

y P 6= 0.
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Para finalizar esta sección demostremos el siguiente teorema, el cual nos
permite asegurar la convergencia de un producto infinito si sabemos que una
serie, aún más sencilla que la del lema anterior, converge.

Teorema A.1.5. El producto
∏∞
n=1(1 + an) converge si la serie

∑∞
n=1 |an|

converge, y 1 + an 6= 0 para todo n ∈ N.

Demostración. Veamos que la serie (A.3) converge absolutamente al mismo
tiempo que la serie

∑∞
n=1 |an| converge. Esto es inmediato del hecho de que

ĺım
z→0

log(1 + z)

z
= 1, (A.4)

pues si alguna de las series,
∑∞
n=1 | log(1 + an)| o bien

∑∞
n=1 |an|, converge,

tenemos que an → 0 y por tanto, por (A.4), dado ε > 0, se cumple la siguiente
desigualdad:

(1− ε)|an| < | log(1 + an)| < (1 + ε)|an|, ∀n ≥ N � 1.

Por lo tanto, concluimos que ambas series son simultáneamente absolutamen-
te convergentes. Concluimos, por el Lema A.1.4, que el producto

∏∞
n=1(1 + an)

converge.

Observación A.1.6. Visto lo anterior, resulta claro lo que se entiende por con-
vergencia uniforme de un producto infinito cuyos factores son funciones anaĺıti-
cas. En este caso, la presencia de ceros de los factores podŕıa causar algunas
complicaciones, sin embargo, éstas pueden ser evitadas si consideramos sola-
mente conjuntos en los cuales a lo más una cantidad finita de factores se anulen.
Si estos factores son omitidos, es suficiente estudiar la convergencia del produc-
to restante. Finalmente, tanto el Lema A.1.4 como el Teorema A.1.5 tienen sus
contrapartes para convergencia uniforme. Si examinamos las demostraciones,
podemos darnos cuenta que los cálculos hechos pueden pensarse en el caso de
convergencia uniforme, y las conclusiones se referirán a convergencia uniforme,
al menos sobre conjuntos compactos.

Observación A.1.7. Si recordamos, en la demostración del Teorema de linea-
lización de Schröder-Kœnigs (Teorema 1.1.12), una vez que demostramos que
un producto de funciones anaĺıticas teńıa un ĺımite finito, concluimos que dicho
ĺımite serv́ıa para nuestro propósito. Sin embargo, lo que nos permite asegurar
esto, formalmente, es la observación previa junto con el siguiente teorema debido
a Karl Weierstrass (1815-1897).

Teorema A.1.8 (De Weierstrass). 1 Sea {fn}n∈N una sucesión de funciones,
tal que cada función fn es anaĺıtica en la región Ωn ⊂ C. Si {fn}n∈N converge
uniformemente a una función f sobre cada subconjunto compacto de una región
Ω, entonces f es una función anaĺıtica en Ω.

1La demostración de este teorema puede ser consultada en [1].
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A.2. Familias normales.

Enseguida introduciremos la noción de familias normales de funciones anaĺıti-
cas con el fin de demostrar el Teorema de Montel (Teorema 1.1.13), el cual fue
usado en la demostración del Teorema del dominio invariante (Teorema 1.1.14).

Definición A.2.1. Decimos que F es una familia de funciones si F es un con-
junto cuyos elementos son funciones y todas ellas están definidas en el mismo
dominio.

Definición A.2.2. Decimos que una familia F de funciones definidas en un
dominio U ⊂ C es localmente uniformemente acotada si para cualquier dominio
K contenido propiamente en U existe una constante M = M(K) tal que

|f(z)| ≤M, ∀ z ∈ K, ∀ f ∈ F.

Definición A.2.3. Decimos que una familia F de funciones definidas en un
dominio U es localmente equicontinua si para cualquier ε > 0 y cualquier dominio
K contenido propiamente en U , existe δ = δ(ε,K) > 0 tal que, para todo par
de puntos z, z′ ∈ K tales que |z− z′| < δ y para cada función f ∈ F, se satisface

|f(z)− f(z′)| < ε.

Definición A.2.4. Decimos que una familia F de funciones definidas en un
dominio U ⊂ C es normal si toda sucesión (fn) ⊂ F contenida en F contiene
una subsucesión (fnk) que converge uniformemente, o tiende uniformemente al
valor ∞ en todo subconjunto compacto de U .

Aún cuando en la definición anterior no hemos supuesto que los elementos
de F sean funciones anaĺıticas, éste es el único caso de interés para nosotros. Si
trabajamos con esta idea, entonces, en virtud del Teorema A.1.8, el ĺımite de
una sucesión (fnk) ⊂ F resulta ser anaĺıtica (siempre que no se reduzca al valor
constante ∞).

Para demostrar el primer teorema de esta sección haremos uso de un resul-
tado bien conocido en el Análisis Complejo, conocido como Lema de Schwarz
(Hermann Schwarz (1843-1921)), el cual enunciamos enseguida.

Teorema A.2.5 (Lema de Schwarz). 2 Si f es una función anaĺıtica en el disco
unitario y satisface las condiciones

|f(z)| ≤ 1 y f(0) = 0,

entonces
|f(z)| ≤ |z| y |f ′(0)| ≤ 1.

Además, si |f(z)| = |z| para algún z 6= 0, o bien |f ′(0)| = 1, entonces f(z) = cz,
con c ∈ C tal que |c| = 1, es decir, en este caso f es una rotación.

2Una demostración de este teorema puede ser consultada en [1].
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Teorema A.2.6. Cualquier familia de funciones holomorfas F en un dominio
D ⊂ C localmente uniformemente acotada, es localmente equicontinua.

Demostración. Sea K ⊂ U un subconjunto propio de U y denotemos por ρ a
la distancia entre la cerradura de K, K, y la frontera de U , ∂U . Claramente
ρ > 0 ya que K es compacto y ∂D es cerrado (aqúı suponemos que U está pro-
piamente contenido en C, si U = C el resultado es inmediato). Considerando al
subconjunto K(ρ) de U dado por

K(ρ) =
⋃
z0∈K

{z ∈ U : |z − z0| < ρ},

se sigue, por su construcción, que está propiamente contenido en U , de esta
manera, puesto que por hipótesis F es localmente uniformemente acotada en U ,
tenemos que existe una constante M tal que |f(z)| ≤ M para todo z ∈ K(ρ) y
para toda f ∈ F.

Sean z, z′ ∈ K tales que |z− z′| < ρ. Por la elección de K(ρ) observamos que
U(z′, ρ) = {z ∈ U : |z − z′| < ρ} está contenido en K(ρ). Por consiguiente

|f(z)− f(z′)| ≤ 2M, ∀ z ∈ U(z′, ρ). (A.5)

Por otro lado, al considerar la función ζ : U → C definida como

ζ(z) =
1

ρ
(z − z′), ∀ z ∈ U(z′, ρ),

no es dif́ıcil notar que ζ (U(z′, ρ)) ⊂ D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < ρ}. Es decir, ζ
mapea a U(z′, ρ) en el disco unitario.

Ahora, la función g : D(0, 1)→ C definida por

g(z) =
1

2M
(f(z′ + ρz)− f(z′)) ∀ z ∈ U(0, 1),

cumple con que |g(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D(0, 1) y g(0) = 0. En efecto, en
primer lugar, si z ∈ D(0, 1), entonces z′ + ρz ∈ U(z′, ρ), por la definición de ζ;
por lo tanto, por (A.5),

|g(z)| =
∣∣∣∣ 1

2M
(f(z′ + ρz)− f(z′))

∣∣∣∣ =
1

2M
|f(z′ + ρz)− f(z′)| ≤ 1

2M
· 2M = 1.

Luego, |g(z)| ≤ 1, para todo z ∈ U(0, 1). Claramente g(0) = 0. Aśı, por el Lema
de Schwarz, |g(z)| ≤ |z|, para cada z ∈ U(0, 1). En consecuencia,

|f(z)− f(z′)| ≤ 2M

ρ
|z − z′|, ∀ z ∈ U(z′, ρ). (A.6)

Finalmente, dado ε > 0, basta elegir δ = mı́n{ρ, ρε2M } para concluir, usando
(A.5) y (A.6), que

|f(z)− f(z′)| < ε, ∀ z, z′ ∈ K, |z − z′| < δ, y ∀ f ∈ F.
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Lema A.2.7. Sean F una familia de funciones anaĺıticas en un dominio U ⊂ C
localmente uniformemente acotada y E un subconjunto denso de U . Si (fn) es
una sucesión contenida en F que converge puntualmente en E, entonces (fn)
converge uniformemente en cualquier subconjunto compacto K de U .

Demostración. Sean ε > 0 arbitrario y K ⊂ U un subconjunto compacto de U .
Dado que F es uniformemente localmente acotada, por el Teorema A.2.6, sabe-
mos que F es localmente equicontinua, por lo cual, considerando una partición
de U en pequeños cuadrados cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados,
digamos {Qλ}λ∈Λ, tenemos que que para cada par de puntos z, z′ ∈ K que
pertenecen al mismo cuadrado y para cada f ∈ F se satisface

|f(z)− f(z′)| < ε

3
. (A.7)

Ahora, comoK es compacto, existe una subcubierta, {Qj}pj=1, finita de {Qλ}λ∈Λ,

tal que K ⊂
⋃p
j=1Qj . Además, puesto que E es denso en U , entonces E∩Qj 6= ∅,

j = 1, . . . , p. Por lo tanto, existe zj ∈ E ∩ Qj , j = 1, . . . , p. Pero por hipótesis
(fn) converge puntualmente en E y por lo tanto existe Nj = N(pj) ∈ N tal que

|fm(zj)− fn(zj)| <
ε

3
, ∀m,n ≥ N, j = 1, . . . , p. (A.8)

Finalmente, sea z ∈ K un punto arbitrario. Como K ⊂
⋃p
j=1Qj , entonces

z ∈ Qr para alguna r ∈ {1, . . . , p}. Aśı, si definimos N = máxj∈{1,...,p}{Nj}
y elegimos zr ∈ E ∩ Qr entonces, por la desigualdad del triángulo y por las
desigualdades (A.7) y (A.8), concluimos que, para todo m,n ≥ N se satisface

|fm(z)− fn(z)| ≤ |fm(z)− fm(zr)|+ |fm(zr)− fn(zr)|+ |fn(zr)− fn(z)| < ε.

Lema A.2.8. Si F es una familia de funciones anaĺıticas en un dominio U ⊂
C localmente uniformemente acotada, entonces cualquier sucesión (fn) ⊂ F
contenida en F contiene una subsucesión (fnr ) que converge puntualmente en
algún subconjunto denso de U .

Demostración. Sea E ⊂ U el conjunto que consta de aquellos puntos con parte
real e imaginaria racionales, es decir,

E = {z = x+ iy ∈ U : x, y ∈ Q}.

Por su construcción, E resulta ser denso en U . Además, de la numerabilidad de
Q, se sigue la numerabilidad de E, aśı, E = {zj}j∈N.

Ahora, puesto que por hipótesis F es localmente uniformemente acotada,
la sucesión (fn(z1)) resulta estar acotada. Aśı, por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe fk1 = (fnk(z1)) una subsucesión de (fn(z1)) convergente.
Luego, por un argumento análogo, al evaluar la sucesión fk1 en z2 obtenemos
una sucesión (fk1(z2)) acotada y por tanto, podemos extraer una subsucesión
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fk2 = fnk1 convergente en al menos los puntos z1 y z2. Procediendo de manera
recursiva, podemos considerar la sucesión diagonal f11, f22, f33, . . . , fnn, . . ., la
cual, por su construcción, resulta ser convergente puntualmente en E, como
queŕıamos demostrar.

Teorema A.2.9 (De Montel). Una familia F de funciones anaĺıticas en un
dominio U ⊂ C es normal si las funciones f ∈ F están uniformemente acotadas
en cualquier subconjunto compacto de U .

Demostración. Sea (fn) ⊂ F una sucesión contenida en F. Por el Lema A.2.8,
sabemos que (fn) contiene una subsucesión que converge puntualmente en algún
subconjunto denso de U . Luego, por el Lema A.2.7, dicha subsucesión converge
uniformemente en cada subconjunto compacto de U , es decir, F es normal, como
queŕıamos demostrar.

A.3. Un resultado de Teoŕıa de Grupos.

En esta sección demostraremos el teorema de Teoŕıa de Grupos que fue usado
en la demostración del Teorema 1.2.15. A saber, el siguiente resultado.

Teorema A.3.1. Sean F es un campo y G un subgrupo finito del grupo mul-
tiplicativo de los elementos distintos de cero de F , digamos F ∗, entonces G es
ćıclico.

Para dar una demostración completa de este teorema necesitamos algunos
resultados previos. Las definiciones básicas pueden ser léıdas en [14] y [15].

Lema A.3.2. Si G = 〈a〉 es un grupo ćıclico de orden n y generador a, entonces
G tiene un único subgrupo de orden d para cada d divisor de n, y dicho subgrupo
es ćıclico.

Demostración. Si n = cd, entonces ac tiene orden d ya que (ac)d = acd = an = e,
donde e es el elemento neutro de G, por lo cual 〈ac〉 es un subgrupo de G de
orden d. Afirmamos que d es el número más pequeño que satisface (ac)d = e.
En efecto, si (ac)r = e entonces n|cr, es decir, existe s ∈ N tal que cr = ns pero
ns = dcs, por lo tanto cr = dcs, aśı r = ds ≥ d.

Demostremos la unicidad. Sea 〈x〉 un subgrupo de G de orden d, sabemos que
x = am para algún m ∈ N y xd = e, por lo tanto, amd = e. Luego, md = nk para
algún k ∈ N. En consecuencia, x = am = (a

n
d )k = (ac)k, entonces 〈x〉 ⊂ 〈ac〉.

Pero ambos subgrupos tienen el mismo orden; por lo tanto 〈x〉 = 〈ac〉.

Observación A.3.3. Recordemos que si G es un grupo ćıclico con generador
h y orden n, entonces hk también es generador de G si y sólo si k y n son
primos relativos. De aqúı se sigue que, si g(G) denota al conjunto de elementos
generadores de G, entonces |g(G)| = ϕ(n), donde ϕ es la función Phi de Euler
(Leonhard Euler (1707-1783)), a saber,

ϕ(n) = |{m ∈ N : m ≤ n, mcd(m,n) = 1}| , n ∈ N.
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Es decir, para cada n ∈ N, ϕ cuenta la cantidad de números naturales menores
o iguales a n que son primos relativos con él.

Teorema A.3.4. Si n ∈ N, entonces

n =
∑
d|n

ϕ(d), 1 ≤ d ≤ n.

Demostración. Sea G un grupo ćıclico de orden n. Entonces, como cada ele-
mento de G genera un subgrupo ćıclico, tenemos que G es la unión ajena de los
conjuntos g(C), con C subgrupo ćıclico de G, es decir,

G =
⋃
g(C).

De esta manera, por la Observación A.3.3 y por el Lema A.3.2, podemos decir
que

n =
∑
|g(C)| =

∑
d|n

ϕ(d).

Teorema A.3.5. Un grupo G de orden n es ćıclico si y sólo si para cada divisor
d de n, existe a lo más un subgrupo ćıclico de G de orden d.

Demostración. Si G es ćıclico, el resultado es inmediato del Lema A.3.2.
Inversamente, tal como en la demostración del Teorema anterior, escribimos

a G como la unión ajena G =
⋃
g(C), donde C es un subgrupo ćıclico de G.

Por lo tanto
n = |G| =

∑
|g(C)|.

Además, ya que G tiene a lo más un subgrupo ćıclico de orden d, d|n, entonces,
por el Teorema A.3.4, sabemos que

n =
∑
|g(C)| ≤

∑
d|n

ϕ(d) = n.

Por lo tanto G tiene exactamente un subgrupo ćıclico de orden d para cada d
divisor de n; en particular, para d = n. Por lo tanto G es ćıclico.

Demostración del Teorema A.3.1. Supongamos que G es un subgrupo
de F ∗ de orden n, y sea d ∈ [1, n] tal que d|n. Si C es un subgrupo ćıclico de
G de orden d, entonces xd = 1 para cada x ∈ C. Si existiera otro subgrupo C ′

ćıclico de G de orden d distinto de C, entonces G contendŕıa al menos d + 1
elementos que seŕıan ráıces del polinomio xd − 1. Pero, es conocido que, xd − 1
tiene a lo más d ráıces sobre un campo. De esta manera, G contiene a lo más
un subgrupo de orden d. Por lo tanto, por el Teorema A.3.5, concluimos que G
es ćıclico.

�
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A.4. Teorema de Extensión de Riemann.

Comencemos por recordar algunos resultados del Análisis Complejo, a saber,
el Teorema de Riemann (Bernhard Riemann (1826-1866)) sobre singularidades
removibles en C y el teorema que nos dice cuándo dos funciones holomorfas
definidas sobre el mismo dominio resultan ser idénticas (Teorema de Unicidad).
Después veremos el Teorema de extensión de Riemann (en Cn).

Teorema A.4.1 (De Riemann sobre singularidades removibles). Sean U ⊂ C
un dominio en C, a ∈ U y f una función holomorfa en U \ {a}. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f se extiende de manera holomorfa en U .

b) f se extiende de manera continua en U .

c) f está acotada en alguna vecindad de a.

d) ĺımz→a(z − a)f(z) = 0.

Demostración. Las implicaciones a)⇒ b), b)⇒ c) y c)⇒ d) son inmediatas.
Veamos que d)⇒ a). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a = 0, y

consideremos a la función g : U → C dada por

g(z) =

{
zf(z) si z 6= 0

0 si z = 0
.

Observemos que g definida aśı resulta ser continua, ya que estamos suponiendo
como cierto d). Ahora, consideremos otra función, digamos h : U → C, definida
por

h(z) = zg(z), ∀ z ∈ U.

Puesto que g es holomorfa en U \ {0}, ya que f lo es, se sigue que h también lo
es. Además, h(z) = h(0) + zg(z) = h(0) +O(z), por lo cual h es diferenciable en
0 y h′(0) = 0. Luego, h es holomorfa en U . De esta manera, podemos escribir a
h como una serie de potencias en algún radio de convergencia r > 0 alrededor
del origen,

h(z) =

∞∑
n=0

cnz
n.

Además, dado que h(0) = h′(0) = 0, tenemos que, de hecho c0 = c1 = 0,
consecuentemente

h(z) = z2
∞∑
n=0

cn+2z
n.

Pero, por la definición de h, sabemos que

h(z) = z2f(z), ∀ z ∈ U \ {0}.

Por lo tanto, la serie de potencias
∑∞
n=0 cn+2z

n representa una extensión anaĺıti-
ca de f en U , como queŕıamos demostrar.
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Observación A.4.2. La misma demostración es aplicable a un caso más ge-
neral. Si en lugar de considerar un punto, digamos a ∈ U , en la cual la función
f no es holomorfa, consideramos A ⊂ U , un subconjunto discreto, entonces el
resultado análogo al Teorema A.4.1 es cierto y su demostración puede ser hecha
siguiendo las mismas ĺıneas que en la demostración del Teorema A.4.1.

Teorema A.4.3 (De Unicidad). Sean U ⊂ C un dominio en C, f , g funciones
holomorfas en U y A = {z ∈ U : f(z) = g(z)}. Entonces, f ≡ g en U si y sólo
si A′ ∩ U 6= ∅, donde A′ denota al conjunto de puntos de acumulación de A (el
conjunto derivado de A).

Demostración. Claramente sólo una dirección de la equivalencia es no trivial.
Sea h : U → C la función holomorfa definida como h = f−g. Debemos demostrar
que h ≡ 0 en U , es decir, que el conjunto B = {z ∈ U : h(z) = 0} coincide
con U .

Por hipótesis A′ ∩ U 6= ∅; además, si a ∈ A′ ∩ U , entonces a ∈ B, ya que
A′ ∩ U ⊂ B por la continuidad de h. Aśı, h ≡ 0 en una vecindad de a. Por
lo tanto, el conjunto interior de B, IntB, es no vaćıo y contiene a a. Además,
IntB siempre es un conjunto abierto (por su definición). Afirmamos que IntB es
cerrado en U . En efecto, si b ∈ U es un punto de acumulación de IntB, entonces,
nuevamente tenemos que h ≡ 0 en una vecindad de b, por lo cual b ∈ IntB. Por
lo tanto IntB es cerrado en U . Concluimos, usando el hecho de que U es un
conjunto conexo (ya que U es un dominio en C), que B = U .

Corolario A.4.4. Sean U ⊂ C un dominio en C y f una función holomorfa
en U tal que f 6≡ 0 en U . Entonces el conjunto A = {z ∈ U : f(z) = 0} tiene
cardinalidad a lo más numerable.

Demostración. Consideremos una colección de subconjuntos compactos de C,
{Kn}n∈N, tal que Kj ⊂ Kj+1, j = 1, 2 . . . y U =

⋃
n∈NKn.3 Entonces, por el

Teorema de Bolzano-Weierstrass, para cada j ∈ N, A ∩ Kj tiene cardinalidad
finita, ya que si no fuese aśı, existiŕıa un punto de acumulación de A en U y,
por el Teorema de Unicidad, tendŕıamos que f ≡ 0, lo cual no es posible.

Por lo tanto, debido a que

A = A ∩ U = A ∩

(⋃
n∈N

Kn

)
=
⋃
n∈N

(A ∩Kn) ,

concluimos que A tiene cardinalidad a lo más numerable.

Para demostrar el Teorema de extensión de Riemann en Cn usaremos el
Lema de Hartogs (Friedrich Hartogs (1874-1943)), enunciado a continuación
(sin demostración).

3Siempre es posible dar una colección de este tipo. La manera más común de hacer esto es
considerar la colección {Kn}n∈N tal que Kn = {z ∈ U : |z| ≤ n, dist(z, ∂U) ≥ 1

n
} ∀n ∈ N.



A.5. El lenguaje de Formas en C2. 77

Teorema A.4.5 (Lema de Hartogs). 4 Si f es una función holomorfa en un
dominio D ⊂ Cn con respecto a cada una de las variables zν , entonces f es
holomorfa en D.

Teorema A.4.6 (De extensión de Riemann). Sea f una función holomorfa
en D \ A, donde D es un dominio en Cn y A es un conjunto anaĺıtico de
codimensión 1. Si f es localmente acotada en los puntos de A, entonces f se
extiende de manera única a una función holomorfa en A.

Demostración. Observemos que f es localmente acotada en los puntos de A si
para todo z ∈ A existe una vecindad Uz tal que f es acotada en D \A ∩ Uz.

Sea a ∈ A, probaremos que f = f(z, w) se extiende al punto a como una
función anaĺıtica. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a = 0. Puesto
que A es un conjunto anaĺıtico, existe g = (z, w) una función anaĺıtica tal que
A = f{(z, w) : g(z, w) = 0}.
Observemos que g(0, 0) = 0 y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
g(0, w) 6≡ 0 (pues A es de codimensión 1). Entonces existe un cilindro de radio
suficientemente pequeño r, Cr = {|w| = r}, tal que en él g(0, w) 6= 0.
Sea

Φ(z, w) =
1

2πi

∫
Cr

f(z, ξ)

ξ − w
dξ.

Para z fija f(z, w) es anaĺıtica en Cr, pues como g(0, w)|Cr 6= 0 entonces f(z, ξ)
no está evaluada en A para ξ ∈ Cr. Aśı, Φ(z, w) es anaĺıtica en Dr = {|w| < r}.

Observemos ahora que, para z ∈ U , donde U es una vecindad suficientemente
pequeña de z = 0, se tiene que g(z, w) 6= 0, z ∈ U , w ∈ Cr. Por el argumento
anterior, Φ(z, w) es anaĺıtica en z ∈ U y en w ∈ Dr. Por lo tanto, por el Lema
de Hartogs, Φ es anaĺıtica en U ×Dr.

Ahora, para z ∈ Dr fija, hay un número finito de puntos donde g(z, w) se
anula. En estos puntos f es localmente acotada por hipótesis; por lo tanto, f
(vista como función de w) se extiende a esos puntos y por lo tanto

f(z, w) =
1

2πi

∫
Cr

f(z, ξ)

ξ − w
dξ .

A.5. El lenguaje de Formas en C2.

La presente sección está dedicada al estudio conciso de las formas holomor-
fas en C2.5 Nuestra meta es demostrar las propiedades de éstas, usadas en el
Caṕıtulo 2 (tales como la derivación y el “pull-back”).

En primer lugar daremos a conocer las nociones de 2-variedad holomorfa y

4Una demostración de este resultado puede ser consultada en [16].
5Al igual que en el caso de foliaciones, hacemos la observación de que esta teoŕıa puede ser

desarrollada en Cn, n ∈ N.
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de haz tangente de una 2-variedad holomorfa. Una vez hecho lo anterior, dire-
mos qué entendemos por una 1-forma en C2 y demostraremos sus principales
propiedades. Finalmente, introduciremos el concepto de 1-forma holomorfa en
una 2-variedad.6

A.5.1. 2-variedades holomorfas y haz tangente.

Definición A.5.1. Un espacio topológico M de Hausdorff, 2-numerable, es
una variedad de dimensión dos (una 2-variedad) si cada punto x ∈M tiene una
vecindad V homeomorfa a un subconjunto abierto U ⊂ C2.

Sea M una 2-variedad. De la definición de 2-variedad, es claro que M se
puede cubrir con una colección de abiertos {Vλ}λ∈Λ, tal que existe un homeo-
morfismo ϕλ : Vλ → Uλ, donde Uλ ⊂ C2 es un subconjunto abierto en C2.
A cada pareja (Vλ, ϕλ) se le llama carta de la variedad M . A una colección
{(Vλ, ϕλ)}λ∈Λ, tal que {Vλ}λ∈Λ es una cubierta de M , se le llama atlas de la
variedad M .

Figura A.1: Cambio de coordenadas.

Sea A un altas de la variedad M y sean (Vλ, ϕλ), (Vµ, ϕµ) ∈ A, tales que
Vλ ∩ Vµ 6= ∅; al homeomorfismo

ϕλµ = ϕµ ◦ ϕ−1
λ : ϕλ(Vλ ∩ Vµ) −→ ϕµ(Vλ ∩ Vµ),

se le conoce como cambio de coordenadas.

Definición A.5.2. Sea M una 2-variedad y A un altas de M . Decimos que M
es una 2-variedad holomorfa si los cambios de coordenadas son biholomorfismos.

6Debido a que solamente nos interesa justificar formalmente las propiedades de las 1-formas
holomorfas usadas en el Caṕıtulo 2, se recomienda consultar [3] y [7] para revisar los detalles
de esta parte.
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Ejemplo A.5.3. C2 es una 2-variedad holomorfa. Un atlas para C2 puede ser
aquél conformado por la colección de todos los subconjuntos abiertos de C2

junto con la función identidad de cada uno de ellos.
Más generalmente, cualquier subconjunto abierto de C2 es una 2-variedad

holomorfa.

A cada 2-variedad holomorfa M le podemos asociar otra variedad llamada
el haz tangente de M . Lo cual puede ser hecho de la siguiente manera.

Definición A.5.4. Sean M una 2-variedad holomorfa, A = {(Vλ, ϕλ)}λ∈Λ un
altas de M y x ∈ Vλ un punto en M ,tal que ϕλ(x) = y ∈ C2. Entonces, dada
una curva α : R → ϕλ(Vλ), tal que α(0) = q, definimos una curva α̃ : R → M
en M como sigue:

α̃(t) = (ϕ−1
λ ◦ α)(t), ∀ t ∈ R.

Definición A.5.5. Sean M una 2-variedad holomorfa y α̃, β̃ : R → M dos
curvas en M . Decimos que α̃ y β̃ son equivalentes si α̃(0) = β̃(0) = x ∈ M y
además, en alguna carta, se satisface

ĺım
t→0

α(t)− β(t)

t
= 0.

Definición A.5.6. Un vector tangente a una 2-variedad M en el punto x ∈M
es la clase de equivalencia de curvas α̃ en M tales que α̃(0) = x.

El conjunto de vectores tangentes a M en x forma un espacio vectorial
llamado espacio tangente a M en x, y es denotado por TxM .

Definición A.5.7. Sea M una 2-variedad holomorfa. Definimos el haz tangente
de M como la unión ajena de los espacios tangentes en cada punto de M y lo
denotamos por TM .

TM :=
⋃
x∈M

TxM.

A.5.2. Formas en C2.

Definición A.5.8. Consideremos C2
C, al plano complejo (de dimensión compleja

dos) dotado de la estructura de espacio vectorial sobre C. Una forma de grado
uno (o bien, una 1-forma) es una función lineal ω : C2 → C (ω es un elemento
del espacio dual de C2

C, ω ∈ C2 ∗):

ω(λ1ξ + λ2η) = λ1ω(ξ) + λ2ω(η), λ1, λ2 ∈ C, ξ, η ∈ C2.

Del álgebra lineal sabemos que el espacio de 1-formas, C2 ∗, es un espacio
vectorial de dimensión dos.

Dado un sistema de coordenadas x, y en C2, podemos pensar a cada una de
estas coordenadas como una 1-forma (como funciones coordenada), es decir, si
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ C2, tenemos que

x(ξ) = ξ1, y(ξ) = ξ2.
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Además, éstas resultan ser linealmente independientes claramente; por tanto,
podemos escribir a cualquier 1-forma como combinación lineal de x y de y:

Si ω ∈ C2 ∗, entonces ω = ax+ by, a, b ∈ C.

De esta manera, el valor de ω en un vector ξ = (ξ1, ξ2) ∈ C2 está dado por

ω(ξ) = (ax+ by)(ξ) = ax(ξ) + by(ξ) = aξ1 + bξ2.

Una vez definidas las 1-formas, nos interesa saber qué propiedades cumplen,
por ejemplo, sus propiedades algebraicas. Debido a que el conjunto de 1-formas
resulta ser un espacio vectorial conocido, sabemos cómo se comportan respecto
a la suma y al producto por escalares. Resta preguntarnos si es posible definir
un producto entre 1-formas de tal manera que éste se comporte suficientemente
bien, a saber, que sea lineal (bilineal). Antes de hacer esto, definamos lo que es
una 2-forma.

Definición A.5.9. Una forma exterior de grado dos (una 2-forma) es una fun-
ción ω2 : C2×C2 → C, que es bilineal y antisimétrica. Es decir, para cualesquiera
λ1, λ2 ∈ C, y ξ, µ, η ∈ C2, se satisface

ω2(λ1ξ + λ2µ, η) = λ1ω
2(ξ, η) + λ2ω

2(µ, η),

y
ω2(ξ, η) = −ω2(η, ξ).

Observación A.5.10. Para cualquier 2-forma en C2, ω2, ω2(ξ, ξ) = 0, ξ ∈ C2.
En efecto, sea ω2 una 2-forma en C2, por la antisimetŕıa de ω2, tenemos que,

ω2(ξ, ξ) = −ω2(ξ, ξ), ∀ ξ ∈ C2.

Por lo tanto,
ω2(ξ, ξ) = 0, ∀ ξ ∈ C2.

Análogo al caso de 1-formas, resulta ser que el conjunto de las 2-formas es
un espacio vectorial. Esto es inmediato si definimos la suma de 2-formas y el
producto por escalares como usualmente se hace para dotar de la estructura
de espacio vectorial al conjunto de funciones de un conjunto no vaćıo sobre el
campo en cuestión. En nuestro caso:

(ω2
1 + ω2

2)(ξ) := ω2
1(ξ) + ω2

2(ξ)

(λω2)(ξ, η) := λω2(ξ, η).

Introduzcamos ahora el producto entre dos 1-formas, conocido como pro-
ducto exterior de 1-formas.

Definición A.5.11. Sean ω1, ω2 ∈ C2 ∗ dos 1-formas, definimos el producto
exterior de ω1 y ω2, ω1 ∧ ω2 : C2 × C2 → C, como

(ω1 ∧ ω2)(ξ, η) = det

[
ω1(ξ) ω2(ξ)
ω1(η) ω2(η)

]
, ξ, η ∈ C2.
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Observación A.5.12. De las propiedades del determinante de matrices, obte-
nemos que el producto exterior definido entre 1-formas es bilineal y antisimétri-
co, por consiguiente, ω1 ∧ ω2 es una 2-forma en C2.

Más aún, no es dif́ıcil convencerse de que el producto exterior definido es aso-
ciativo y distributivo, es decir, para cualesquiera ω1, ω2, ω3 ∈ C2 ∗ y λ1, λ2 ∈ C,

ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) = (ω1 ∧ ω2) ∧ ω3,

(λ1ω1 + λ2ω2) ∧ ω3 = λ1ω1 ∧ ω3 + λ2ω2 ∧ ω3.

De hecho, en nuestro caso (C2), la propiedad de asociatividad es inmediata
puesto que ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) = 0 = (ω1 ∧ ω2) ∧ ω3.

Observación A.5.13. Si x, y es un sistema de coordenadas en C2, entonces
x ∧ x = y ∧ y = 0. Esto es una consecuencia de la antisimetŕıa del producto
exterior.

Otra forma de verlo es la siguiente. Sean ξ = (ξ1, ξ2), η = (η1, η2) ∈ C2,
calculemos (x ∧ x)(ξ, η):

(x ∧ x)(ξ, η) = det

[
x(ξ) x(ξ)
x(η) x(η)

]
= det

[
ξ1 ξ1
η1 η1

]
= 0.

Análogamente, (y ∧ y)(ξ, η) = 0.

Observación A.5.14. Para cualquier 1-forma ω ∈ C2 ∗ se satisface ω ∧ ω = 0.
En efecto, sea ω ∈ C2 ∗; sabemos que podemos ver a ω como ω = ax + by, con
a, b ∈ C. De esta manera,

ω ∧ ω = (ax+ by) ∧ (ax+ by)

= ax ∧ ax+ ax ∧ by + by ∧ ax+ by ∧ by
= a2x ∧ x+ abx ∧ y + bay ∧ x+ b2y ∧ y.

Pero, por la observación anterior, tenemos que a2x ∧ x = b2y ∧ y = 0, y por
la antisimetŕıa del producto exterior de 1-formas, bay ∧ x = −bax ∧ y. En
consecuencia,

ω ∧ ω = abx ∧ y − bax ∧ y = (ab− ba)x ∧ y = 0.

Proposición A.5.15. El conjunto {x∧ y} es una base del espacio vectorial de
2-formas en C2.

Demostración. Sean ω2 una 2-forma, ξ = (ξ1, ξ2), η = (η1, η2) ∈ C2 y β =
{e1, e2} ⊂ C2 la base canónica de C2. Aśı, podemos escribir a ξ y η como
ξ = ξ1e1 + ξ2e2 y η = η1e1 + η2e2 respectivamente. Calculemos ω2(ξ, η) usando
las expresiones anteriores, las propiedades de bilinealidad y antisimetŕıa de ω2
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y el hecho visto en la Observación A.5.10:

ω2(ξ, η) = ω2(ξ1e1 + ξ2e2, η1e1 + η2e2)

= ω2(ξ1e1, η1e1 + η2e2) + ω2(ξ2e2, η1e1 + η2e2)

= ξ1ω
2(e1, η1e1 + η2e2) + ξ2ω

2(e2, η1e1 + η2e2)

= ξ1η1ω
2(e1, e1) + ξ1η2ω

2(e1, e2) + ξ2η1ω
2(e2, e1) + ξ2η2ω

2(e2, e2)

= ξ1η2ω
2(e1, e2)− ξ2η1ω

2(e1, e2)

= ω2(e1, e2)(ξ1η2 − ξ2η1).

Observemos que
(ξ1η2 − ξ2η1) = x ∧ y(ξ, η).

Por lo tanto, si llamamos α = ω2(e1, e2), tenemos finalmente que

ω2(ξ, η) = αx ∧ y(ξ, η),

En consecuencia,
ω2 = αx ∧ y.

Podemos considerar ahora operadores lineales en C2 y definir nuevas 1-
formas (o 2-formas). La manera natural de hacer esto es como sigue.

Definición A.5.16. Sean f : C2 → C2 un operador lineal y ωk una k-forma,
k = 1, 2. Definimos la k-forma f∗ωk en C2 como

(f∗ω)(ξ) = ω(f(ξ)), ∀ ξ ∈ C2,

o bien,
(f∗ω2)(ξ, η) = ω2(f(ξ), f(η)), ∀ ξ, η ∈ C2.

Proposición A.5.17. Sean f, g operadores lineales en C2 y ω1, ω2 ∈ C2 ∗ dos
1-formas. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

a) (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗.

b) f∗(ω1 ∧ ω2) = (f∗ω1) ∧ (f∗ω2).

Demostración. a) Sea ω ∈ C2 ∗ una 1-forma. Veamos que (f ◦ g)∗ω = f∗ ◦ g∗ω.
Para esto, consideremos ξ ∈ C2 un vector arbitrario, evaluando (f ◦ g)∗ω en ξ,
tenemos que

(g ◦ f)∗ω(ξ) = ω(g ◦ f(ξ)) = ω(g(f(ξ))) = g∗ω(f(ξ)) = f∗ ◦ g∗ω(ξ).

Es decir,
(g ◦ f)∗ω(ξ) = f∗ ◦ g∗ω(ξ) ∀ ξ ∈ C2

Luego,
(g ◦ f)∗ω = f∗ ◦ g∗ω ∀ω ∈ C2 ∗.
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Por lo tanto, (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗.

b) Sean ξ, η ∈ C2. Procedamos de manera similar a lo hecho en a).

f∗(ω1 ∧ ω2)(ξ, η) = (ω1 ∧ ω2)(f(ξ), f(η))

= det

[
ω1(f(ξ)) ω2(f(ξ))
ω1(f(η)) ω2(f(η))

]
= det

[
f∗ω1(ξ) f∗ω2(ξ)
f∗ω1(η) f∗ω2(η)

]
= (f∗ω1) ∧ (f∗ω2)(ξ, η).

Por lo tanto,

f∗(ω1 ∧ ω2)(ξ, η) = (f∗ω1) ∧ (f∗ω2)(ξ, η), ∀ ξ, η ∈ C2.

De esta manera,
f∗(ω1 ∧ ω2) = (f∗ω1) ∧ (f∗ω2).

A.5.3. Formas holomorfas.

El lenguaje de formas holomorfas, como veremos enseguida, resulta ser útil
al momento de hacer cálculos en el Análisis Complejo. Por ejemplo, como vi-
mos en el Caṕıtulo 2, en la sección de explosión de singularidades, Sección 2.4,
al considerar la explosión de una foliación singular en (C2, 0) generada por un
campo vectorial holomorfo (o bien, una 1-forma holomorfa), los cómputos son
más simples si usamos el lenguaje de 1-formas holomorfas, en lugar de, como
comúnmente se hace, el lenguaje de campos vectoriales. Este hecho está teórica-
mente justificado; siempre que consideramos un campo vectorial holomorfo en
(C2, 0), paralelamente existe una 1-forma holomorfa (dual del campo) que nos
aporta la misma información, salvo parametrizaciones, y viceversa.

Definición A.5.18. Decimos que f es una 0-forma holomorfa si f es una
función holomorfa en M .

Definición A.5.19. Sea M una 2-variedad holomorfa. Una forma holomorfa
de grado uno (o bien, una 1-forma holomorfa) sobre una 2-variedad M es una
función holomorfa, ω : TM → C, tal que es lineal en cada espacio tangente de
M , TxM .

Ejemplo A.5.20. Sea M una 2-variedad holomorfa. Consideremos una función
f : M → C holomorfa sobre M . La diferencial df |x de f en el punto x es la
función lineal

df |x : TxM −→ C,
tal que, si ξ ∈ TxM es el vector velocidad de la curva α̃ : R → M , α̃(0) = x y
α̃′(0) = ξ, entonces

df |x(ξ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(α̃(t)).
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Aśı, la diferencial df de f es una función holomorfa con dominio TM y codo-
minio C:

df : TM −→ C.

Esta función es holomorfa y lineal en cada espacio tangente TxM ⊂ TM . Por
lo tanto, es una 1-forma holomorfa en M .

Observación A.5.21. Claramente la diferencial de una función f en un punto
x ∈M es una 1-forma en el espacio tangente TxM , denotada por dfx.

Observación A.5.22. Consideremos el caso en que M = C2 y supongamos que
está dado el sistema de coordenadas x, y en C2. En este caso, las componentes
ξ1, ξ2 de un vector tangente ξ ∈ TxC2 son los valores de las diferenciales dx, dy
en el vector ξ. Estas 1-formas sobre TxC2 son linealmente independientes; en
consecuencia, forman una base para el espacio 2-dimensional de 1-formas en
TxC2 (esto es totalmente análogo a lo que hicimos cuando hablamos de 1-formas
en C2). Por lo tanto, cualquier 1-forma en TxC2 puede ser escrita como adx+bdy,
donde a, b ∈ C, de manera única. Ahora, si ω es una 1-forma holomorfa arbitraria
en C2, entonces, en cada punto x, ω puede ser escrita de manera única en la
base dx, dy.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de esta observación.

Teorema A.5.23. Cualquier 1-forma holomorfa en C2, con un sistema de coor-
denadas dado, x, y, puede ser escrita de manera única como

ω = a(x, y)dx+ b(x, y)dy,

donde los coeficientes a(x, y) y b(x, y) son funciones holomorfas.

Definición A.5.24. Sea M una 2-variedad holomorfa. Una 2-forma holomorfa
ω2
x en un punto x ∈ M es una 2-forma en el espacio tangente TxM a M en el

punto x, es decir, es una función bilineal y antisimétrica evaluada en parejas de
vectores tangentes a M en x.

Si ω2
x esta definida para cualquier punto x de la variedad M y es holomorfa,

entonces decimos que ω2 es una 2-forma sobre la variedad M .

Mediante un razonamiento similar al hecho en el caso de 1-formas, tenemos
que se satisface el siguiente resultado.

Teorema A.5.25. Cualquier 2-forma holomorfa en C2, con un sistema de coor-
denadas dado x, y puede ser escrita de manera única como

ω2 = a(x, y)dx ∧ dy,

donde a(x, y) es una función holomorfa.

Una de las caracteŕısticas más importantes de las formas holomorfas es su
comportamiento bajo funciones holomorfas.



A.5. El lenguaje de Formas en C2. 85

Definición A.5.26. Sean f : M → N una función holomorfa entre dos 2-
variedades holomorfas M y N , y ω una k-forma en N , k = 1, 2. Definimos el
pull-back de ω bajo f , como la k-forma en M , k = 1, 2, dada por:

(f∗ω)x(ξ) = ωf(x)(f∗ξ), ∀ ξ ∈ TxM, si ω es una 1-forma,

o bien,

(f∗ω2)x(ξ, η) = ω2
f(x)(f∗(ξ), f∗(η)), ∀ ξ, η ∈ TxM, si ω2 es una 2-forma,

donde f∗ denota a la diferencial de f .
Si g es una 0-forma en N , entonces f∗g queda definida como

f∗(g) = g ◦ f.

Dado que f∗ es lineal en cada punto de M , en virtud de la Proposición
A.5.17, concluimos que los siguientes hechos acerca del pull-back de 1-formas
son ciertos.

Proposición A.5.27. Sean g : L → M f : M → N , funciones holomorfas,
h : N → C una función escalar y ω, ϕ ∈ C2 ∗ dos 1-formas en N . Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

a) (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

b) f∗(ω ∧ ϕ) = (f∗ω) ∧ (f∗ϕ).

c) f∗(ω + ϕ) = f∗ω + f∗ϕ.

d) f∗(hω) = f∗(h)f∗(ω).

Demostración. Las incisos a) y b) son inmediatos por la Proposición A.5.17.
c) Sean x ∈ N y ξ ∈ TxN arbitrarios, entonces

f∗(ω + ϕ)x(ξ) = ωf(x)(f∗(ξ)) + ϕf(x)(f∗(ξ)) = (f∗ω + f∗ϕ)x(ξ).

En consecuencia, f∗(ω + ϕ) = f∗ω + f∗ϕ.
d) Procedamos de manera similar a lo hecho en c).

f∗(hω)x(ξ) = (hω)f(x)(f∗(ξ))

= (h ◦ f)(x) · ωf(x)(f∗(ξ))

= f∗(h)f∗(ω)x(ξ).

Por lo tanto, f∗(hω) = f∗(h)f∗(ω).

Observación A.5.28. Las afirmaciones de la proposición anterior establecidas
en los incisos c) y d) también son válidas si consideramos 2-formas. Las demos-
traciones respectivas pueden ser realizadas siguiendo las mismas ĺıneas que en
la demostración anterior.

Una demostración de b) para 2-formas careceŕıa de sentido puesto que noso-
tros nos restringimos al estudio de formas en 2-variedades (o bien, en el plano
complejo C2).
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Para concluir con nuestro estudio sobre formas holomorfas definiremos la
derivación exterior de k-formas holomorfas, k = 0, 1, en C2.

Definición A.5.29. Sea f una 0-forma holomorfa en C2. Definimos la derivada
exterior de g como la 1-forma df dada por:

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

Teniendo en cuenta esta definición, vamos a generalizar este proceso de de-
rivar 0-formas (funciones holomorfas), al caso de 1-formas.

Definición A.5.30. Sea ω = adx+bdy una 1-forma holomorfa en C2. Definimos
a la derivada exterior, dω, de ω como la 2-forma holomorfa en C2 dada por:

dω = da ∧ dx+ db ∧ dy.

Haciendo los cálculos obtenemos,

dω =

(
∂a

∂x
dx+

∂a

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂b

∂x
dx+

∂b

∂y
dy

)
∧ dy

=
∂a

∂y
dy ∧ dx+

∂b

∂x
dx ∧ dy.

Es decir,

dω =

(
∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
dx ∧ dy, si ω = adx+ bdy.

A continuación presentamos algunas propiedades de la derivación exterior.

Teorema A.5.31. Sean g, h dos 0-formas holomorfas en C2, ω = adx+bdy una
1-forma holomorfa en C2 y f : C2 → C2 una función holomorfa. Se satisfacen
las siguientes propiedades:

a) d(g + h) = dg + dh.

b) d(gh) = g dh+ h dg.

c) d(dg) = 0.

d) d(f∗g) = f∗dg.

e) d(f∗ω) = f∗(dω).

Demostración. Los incisos a) y b) son inmediatos de la Definición A.5.29.
c) Por la Definición A.5.29, se satisface

dg =
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy.

Luego, por la Definición A.5.30, podemos concluir,

d(dg) = d

(
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy

)
=

(
∂2g

∂x∂y
− ∂2g

∂y∂x

)
dx ∧ dy = 0.
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Por lo tanto d(dg) = 0.
d) Para la demostración de esta afirmación usaremos las propiedades del

operador f∗ demostradas en la Proposición A.5.27 y las propiedades de la de-
rivada exterior demostradas en los incisos anteriores de este teorema. Hagamos
los cómputos:

f∗(dg) = f∗
(
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy

)
= f∗

(
∂g

∂x

)
f∗(dx) + f∗

(
∂g

∂y

)
f∗(dy)

=
∂(g ◦ f)

∂x
dx+

∂(g ◦ f)

∂y
dy

= d(g ◦ f)

= d(f∗g).

Por lo tanto f∗(dg) = d(f∗g).
e) Haciendo uso del inciso anterior, aśı como de las propiedades de f∗ y la

derivada exterior, un cálculo similar nos muestra que d(f∗ω) = f∗(dω).

Definición A.5.32. Sea ω una 1-forma holomorfa en C2. Decimos que ω es
una 1-forma exacta si existe una 0-forma f en C2 tal que ω = df .

Por otra parte, decimos que ω es una 1-forma cerrada si dω = 0.

Observación A.5.33. Cualquier 1-forma exacta es cerrada. Esto es una con-
secuencia inmediata del teorema anterior. En efecto, si ω es una 1-forma exacta,
entonces, por definición, existe f una 0-forma holomorfa tal que ω = df . Por lo
tanto, de la Proposición A.5.31, concluimos que

dω = d(df) = 0.

Es decir, ω es cerrada.
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Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro, 1987.

[7] M. P. Do Carmo, Differential forms and applications, Universitext,
Springer-Verlag, Berlin, 1994.
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Norm. Sup. (4) 13, no. 4, 1980 469-523.
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no dicŕıtica, 42
no singular, 33
real anaĺıtica, 51
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parabólico, 12

91
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tipo cúspide, 32
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