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Introduccion

El estudio cualitativo de los campos vectoriales holomorfos tuvo su origen
esencialmente con los trabajos de Henri Poincaré (1854-1912). El punto medular
en el razonamiento introducido por Poincaré fue el hacer uso de un andlisis de
caracter geométrico en el estudio de las ecuaciones diferenciales y los campos
vectoriales que las definen. Este giro vino acompanado de un desarrollo sus-
tancial de la Topologia y requirié de un fuerte uso de la Teoria del Analisis
Complejo.

Una de las muchas ideas introducidas y desarrolladas por Poincaré se basé en
encontrar maneras de clasificar los campos vectoriales buscando, por una parte,
invariantes de clasificacién (formal, analitica y topoldgica), y por otra, las obs-
trucciones que pueden surgir para que un campo vectorial tenga el invariante
deseado.

Aunado al andlisis cualitativo de los campos vectoriales, Poincaré desarrolld,
paralelamente, el estudio de las transformaciones de C™ en C™ y sus correspon-
dientes invariantes. Este desarrollo paralelo del estudio de las transformaciones
analiticas y de los campos vectoriales fue posteriormente continuado y profundi-
zado por diversos matematicos, entre ellos, Dulac, Siegel, Brjuno, Arnold, Chen,
Sternberg, Takens, entre otros.

Por otra parte, el estudio del problema 16 propuesto por David Hilbert
(1862-1943) en 1900, que consiste en determinar el nimero de ciclos limite que
puede tener una ecuacion diferencial polinomial en el plano real, dio lugar a un
planteamiento global (en el plano proyectivo) y a una posterior complejificacién
del problema (en el plano proyectivo complejo). Este enfoque se inicié con los
trabajos de Dulac, Petrovsky y Landis y fue posteriormente impulsado por los
trabajos de Ilyashenko, Gémez-Mont, Cerveau, Lins-Neto, entre otros.

El presente trabajo se enfoca, por un lado, en el estudio de los grupos de
gérmenes de funciones holomorfas en (C, 0), y por otro, en la clasificacién de las
foliaciones holomorfas en (C2,0) que son integrables.

En la primera parte analizamos los elementos y los subgrupos de Diff(C, 0):
El grupo formado por gérmenes de biholomorfismos en (C,0). Concretamente,
estudiamos la clasificacion formal y analitica de los elementos y de los subgrupos
finitamente generados de Diff(C, 0). Por mencionar un ejemplo, demostramos el
siguiente hecho:
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Teorema. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff (C, 0) topolégica-
mente linealizable, es decir, tal que existe un homeomorfismo ¥ : (C,0) — (C,0)
que conjuga a G con un subgrupo G’ de Diff (C,0) que consta de gérmenes de
funciones lineales, entonces G es analiticamente linealizable.

Continuando con el andlisis de los subgrupos de Diff(C,0), posteriormente
centramos nuestra atencién en las propiedades dindmicas de éstos; para ello,
introducimos la nocién de solubilidad e integrabilidad en Diff (C,0) y damos
una clasificacién de sus subgrupos finitamente generados en términos de su in-
tegrabilidad. En cuanto a la solubilidad de los subgrupos de Diff(C, 0), ésta se
resume en el siguiente resultado:

Teorema. (Alternativa de Tits para grupos de gérmenes conformes). Un sub-
grupo G de Diff (C,0) o bien es metaabeliano, o bien es no soluble.

Lo que entenderemos por integrabilidad de un subgrupo G de Diff(C,0)
serd el hecho de que exista una funcién holomorfa v € O(C,0) tal que quede
invariante bajo los elementos del grupo G:

uof=u,vVfedq.
La caracterizacién de los grupos integrables en Diff (C,0) es bastante simple:
Teorema. Un grupo G C Diff(C, 0) es integrable si y sdlo si es ciclico finito.

Luego, via un estudio adecuado de la dindmica de los subgrupos de Diff (C, 0)
obtenemos una clasificaciéon de éstos en términos de ella:

Teorema. Sea G C Diff(C, 0) un grupo finitamente generado. Entonces G cum-
ple una y s6lo una de las siguientes afirmaciones:

a) Cualquier pseudogrupo I' asociado a G posee una cantidad no numerable
de 6rbitas infinitas no periédicas.

b) G es integrable.

Comenzamos el segundo capitulo recordando un par de hechos fundamen-
tales en la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; a saber, el Teorema
de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y el
Teorema de rectificacién. Inspirados en ellos, introducimos la nocién de foliaciéon
holomorfa en (C2,0), para después definir el grupo de holonom{a asociado a una
separatriz de una foliacién, y la de explosién de singularidades, éstos resultan ser
herramientas utiles para un mejor entendimiento de las foliaciones holomorfas.

La parte principal de nuestro trabajo se centra en analizar una clase particu-
lar de las foliaciones holomorfas en (C2,0): Las foliaciones holomorfas integra-
bles. Estas son aquéllas cuyas hojas son las componentes conexas de las curvas
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de nivel de una funcién holomorfa no constante f : (C%,0) — (C,0). Como
punto de partida, miramos sus principales propiedades analiticas y topoldgicas;
para esto, hacemos uso de los resultados vistos en el primer capitulo acerca de
subgrupos de Diff(C, 0); demostramos que la nocién de integrabilidad definida
en subgrupos de Diff (C, 0) tiene todo que ver con la integrabilidad de foliaciones
holomorfas: El grupo de holonomia de cualquier foliacién integrable es integra-
ble, acorde con la definicién de integrabilidad introducida en Diff(C, 0).

Posteriormente nos restringimos al caso de integrabilidad de foliaciones reales
analiticas en (R2,0). En este contexto hablamos de foliaciones hamiltonianas:
Foliaciones definidas por las soluciones de ecuaciones de tipo hamiltoniano (o
bien, definidas por los ceros de una 1-forma exacta), éstas resultan natural-
mente ser integrables. Ademads, damos una demostracion del Teorema de Poin-
caré-Lyapunov para foliaciones elipticas, es decir, foliaciones definidas por una
ecuacién diferencial (1-forma) cuya parte lineal es de tipo centro.

Teorema. (De Poincaré-Lyapunov). Una foliacién real analitica eliptica en
(R2,0) cuya singularidad es un centro, admite una primera integral real analiti-
ca con parte cuadratica no degenerada.

Debemos mencionar que la idea empleada en la demostracién expuesta de
este teorema, dada originalmente por Moussu en [13], es por si misma interesan-
te. A diferencia de otras demostraciones conocidas, la presentada es puramente
geométrica. En ésta usamos el concepto de holonomia evanescente, introducido
por Moussu, que no es otra cosa que la holonomia de la hoja excepcional de la
explosién de una foliacién holomorfa no dicritica. Una vez mds, la herramien-
ta principal para comprender mejor dicha holonomia es el conocimiento de las
propiedades dindmicas en Diff (C,0). El problema principal en este punto es el
poder extender una integral del grupo de holonomia (o bien, del grupo de ho-
lonomf{a evanescente) a una integral de la foliacién en (C2,0) (o bien, en una
vecindad del divisor excepcional de la explosién de la foliacién original).

Finalmente, regresamos al caso de foliaciones holomorfas en (C2 0) para
dar una clasificacién de las foliaciones integrables en términos de su forma to-
polégica. Esta clasificacién fue demostrada por J. F. Mattei y R. Moussu en
1980 en [12]. Ellos contestaron afirmativamente a una pregunta planteada por
René Thom (1923-2002) en los afios setenta del siglo pasado, que dice:

4 Es la simplicidad topoldgica de una foliacién holomorfa en (C2,0) una
condicion necesaria y suficiente para su integrabilidad?

De manera similar a como se demuestra el Teorema de Poincaré-Lyapunov,
se da la respuesta a esta pregunta. Es decir, se analiza con detalle el grupo de
holonomia evanescente de la foliacién, se demuestra que dicho grupo es integra-
ble, y se extiende la integral a una integral de la foliacién; esta vez teniendo en
cuenta la cantidad de explosiones necesarias para desingularizar a la foliacién
(lo cual es posible gracias al Teorema de Seidenberg).
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Debido a que el estudio de foliaciones holomorfas es un punto donde concu-
rren varias ramas de las Matematicas, tales como la Topologia, el Algebra y el
Analisis Complejo (en una y varias variables), entre otras, hemos reservado un
apéndice, intitulado “Primeros auxilios”, para el repertorio de teoremas perte-
necientes a dichas areas de las Matematicas usados a lo largo del texto que nos
seran de ayuda para dar demostraciones completas a los resultados expuestos
en este trabajo.



Capitulo 1

Grupos finitamente
generados de gérmenes
conformes

1.1. Clasificacién de gérmenes.

En esta primera seccidn estudiaremos la clasificacién formal y analitica de
gérmenes de funciones holomorfas en (C,0). Para esto, necesitamos aclarar
qué es lo que entendemos por “germen de una funcién holomorfa” y qué quere-
mos decir con “clasificacion”, es decir, cudndo dos gérmenes son analiticamente
(formalmente, topoldgicamente) equivalentes.

Definicién 1.1.1. Sea zy € C. Un germen de funcion holomorfa es la clase
de equivalencia de funciones holomorfas definidas en vecindades de zg, (f,U),
donde (f1,U;) es equivalente a (f2,Us) si existe una vecindad V' .C Uy NU; de
zo donde f1 y fo coinciden como funciones holomorfas.

Denotaremos por Diff(C,0) al grupo de gérmenes de biholomorfismos que
fijan al origen, 0 € C, considerando a la composicién como operacion. Asi mismo,
a lo largo de este trabajo denotaremos indistintamente por f(z) = az+0O(z%), o
bien f(z) =az+---, a # 0, a aquellos elementos de Diff (C,0) cuya parte lineal
es distinta de cero y tales que (f — aid)z es una funcién k-plana en el origen,
keN, k>2.

Definicién 1.1.2. Decimos que f, g € Diff(C,0) son analiticamente (topoldgi-
camente, formalmente) equivalentes si existe un germen de funcién holomorfa
invertible (homeomorfismo, serie formal) h tal que

hof=goh.

En el caso de equivalencia formal la igualdad anterior se entiende como una
igualdad coeficiente a coeficiente entre las expresiones formales de ho f y goh.

1
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Proposicién 1.1.3. Si f, g € Diff(C,0) son analiticamente (formalmente)
equivalentes, entonces los coeficientes lineales de f y g coinciden.

Demostracion. Sean f(z) = pz+- -+, g(z) = vz+--- € Diff(C, 0) analiticamente
(formalmente) equivalentes y sea h(z) = z+--- el germen de funcién holomorfa
(serie formal) que conjuga a f con g, entonces ho f =go h.

Pero, por un lado,

(hof)(z)=h(pz+--)=pz+---,
y, por otro,
(goh)(z)=g(z+---)=vz+---.

Entonces, necesariamente, y = v. O

Definicién 1.1.4 (Notacién). Sea f una funcién, con inversa f~!, definimos
por recursion:

10 =id.
fr=fof", neN
fr=("H", neN.

La siguiente proposicion es simplemente un cémputo que nos sera de utilidad
al momento de hacer algunas demostraciones posteriores.

Proposicién 1.1.5. i f(z) = az + bz* + --- € Diff(C,0), entonces

n—1
f(z)=a"z+a"'b Zaj(kfl) 4. neN,
§=0

donde los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor o igual a k+ 1.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n. La base de
induccién es clara.
Si n = 2, entonces:
F(2) = flaz+bz" + )
:a(az+bzk—|—'~)+b(az+bzk+~~)k+~~
=a’z + abz¥ + baF2F + -
=a’z+ab(1+a" "N+
Sea n > 2 y supongamos que el resultado es cierto para todo nimero natural

keN,2<k<n-—1. Tenemos que f*(z) = f(f*1(2)), pero, por hipétesis de
induccién, sabemos que

n—2
2 =a" 2+ a" 2 Z al®=D ) 2k g
j=0
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Consecuentemente:
n—2
fn(z) =f an—lz_|_ a”2b Za](k—l) P 4.
j=0
n—2
=ala" tz+a" 2 Zaj(k—l) Sk N —i—b(an_lz—i— )k 4+
j=0
n—2
= a"z +an—1b Zaj(k—l) Zk: +ba(n—1)kzk 4.
j=0
n—2
N Zaj(k—l) Lg=Dk=) | kg
=0
n—1
=a"z+ad""'b Z e IR
j=0
Es decir,
n—1
ff(z)=a"z+a"" b Z AGN [P
j=0

Asi, en virtud del principio de induccién, la demostracién estd completa. [

Debido a que en adelante usaremos con frecuencia la nocién de equivalencia
entre gérmenes de funciones analiticas introducida en la Definicién 1.1.2; es
importante saber algo mas sobre la funcién h que realiza la equivalencia entre
dos gérmenes f,g € Diff(C,0), es decir, ho f = g o h. En particular, como
g = ho foh™!, serd para nosotros relevante conocer los coeficientes significativos
(en términos de lo que haremos posteriormente) de h~*.

Proposicién 1.1.6. Si h(z) = az + bz* + --- € Diff(C,0), a,b # 0, entonces

b
—1 -1 k
Demostracién. Supongamos que h=1(z) = az + 2™ + - - -, entonces

(hoh_l)(z) =h(az+ 2™ +--)
=alaz+B2" + )+ blaz+ Bz" 4 )+
= aoz + afz™ +bak 2k + ... .
Analogamente,
(Rt oh)(z) =h Y az + b2k +---)
za(az+bzk+--~)+5(az+bzk+...)m+...
= aaz + abz 4+ Bamz™ 4 -
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Pero, (ho h™1)(2) = (h~! o h)(2) = 2. Por lo tanto, debe cumplirse que:

a=al,m=ky =

aFL”
; . —1(,) — 4—1 bk
Concluimos asi que, h™(2) =a™ 'z — 52" +--- . O
En algunas ocasiones resulta de mucha utilidad conocer no sélo el primer

coeficiente distinto de cero de los términos no lineales de h~!, sino también
estimar el orden de tangencia al origen del siguiente monomio.

Lema 1.1.7. Si hy(2) = 2 + uxz*, entonces by ' (2) = 2 — u2" + O(z%1).

r+l)

Demostracion. Counsideremos g(z) = z + v,.2" + O(z tal que

(hi 0 9)(2) = (g0 hy)(2) = 2.
Entonces

hi(9(2)) = 2+ vp2" + O + (2 + vz + 0" )"

=z4+v.2" + ukzk + ukkz/rz“rk_l + O(z““l) + O(z“r’f) = 5.

En consecuencia, para que se satisfaga la 1ltima igualdad, necesariamente r = k
y v = —pug. Por tanto,

—kp2z? 7 4 O(2F ) 4 0(22%) = 0.

Observamos que los términos desde r hasta 2k — 2 tienen que ser cero para
que se cumpla la igualdad. Por lo tanto, la expresiéon de g finalmente es

9(2) =z — ,ukzk + O(z%*l).
Bs decir, h ' (2) = 2 — ez + O, O

Uno de los hechos sorprendentes de la clasificacién formal lo constituye el
siguiente resultado que nos da condiciones para la equivalencia formal de un
germen de funcién holomorfa y su parte lineal.

Teorema 1.1.8. Si f(z) = Z;’;l ajzd € Diff(C,0) y a1 ¢ exp2miQ U {0},
entonces f es formalmente linealizable. Es decir, existe h una serie formal tal

que (ho foh™1)(2) = ay2.

Demostracion. Probaremos esta afirmacién eliminando cada uno de los términos
no lineales de f mediante una sucesién de cambios polinomiales de la forma
hn(2) = z 4 ppz™, n > 2.

Sea ha(2) = z + 222, por el Lema 1.1.7, sabemos que hy ' (2) = 2 — pg2? +
O(z%). Si llamamos g = f o hy !, tenemos que

9(2) = f(z — 22> + O(2%))
= a1(z — p22” + 0(2%)) + az(z — 2z + 0(2%))? + O(2%)
= a1z + (a2 — a1po)2* + O(2%).
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De esta manera, (hg o f o hy')(2) = (hg 0 g)(2), es decir,
(hg 0 g)(2) = ha(arz + (ag — a1p2)2® + O(2%))
= a1z 4 (a2 — a1po)2® + O(23) + pa(arz + (ag — aypg)2? + O(2%))?
= a1z + (ag + poay(a; —1))22 + O(2?).
Entonces, para eliminar el término cuadratico de f basta definir
—ay
ai(a; — 1)

Observamos que en nuestro caso es posible definir ps, ya que por hipdtesis
ay & exp2miQ U {0}.

Supongamos ahora que hemos logrado eliminar cada uno de los términos no
lineales de f hasta el grado n — 1, n > 2. Encontremos qué expresién debe de
tener h,(z) = z+ un 2™ para que podamos eliminar el término de grado n. Para
llevar a cabo esto, supongamos que después de haber aplicado la composicién
hp—1 00 hgohs hemos llegado a la expresién:

H2 =

g(2) = a1z + b, 2" + O(z"h).

Por otro lado, nuevamente por el Lema 1.1.7, tenemos que h;'(z) = z —
pnz™ + O(2*"~1). De modo que, haciendo un cémputo totalmente andlogo al
hecho en el caso de hy, podemos observar que

(hnogoh, ) (2) = arz + (by + pnar(a} ™! —1))2" + O(z" ).
Por lo cual, si deseamos eliminar el término de grado n basta con que definamos

—b,

I @ Ty

Nuevamente el coeficiente p,, estd bien definido ya que estamos suponiendo que
a1 ¢ exp2miQ U {0}. Por lo tanto, para establecer la equivalencia formal entre
f v su parte lineal g(z) = a1z, definimos! h como sigue:

h:= lim h,o---0hszohs.

n—oo

O

Observacion 1.1.9. El método de aproximaciones sucesivas que hemos emplea-
do para demostrar el Teorema 1.1.8 estd dado por la construccion de polinomios
hi con parte lineal distinta de cero, asi que, por el Teorema de la funcién inver-
sa, esta bien definida localmente h;l. Por esta razén, toda composicién finita
de polinomios hj, es analitica.

Esta observacién implica que si f(z) = az + --- € Diff(C,0) es tal que
a ¢ exp2miQ U {0}, entonces f es analiticamente equivalente (localmente) a
g € Diff(C,0), con g(z) = az + O(z"), con r tan grande como se desee.

L. -1 .

11Llamemos Hy, := hy 0---0h3oha. La transformacién H, o f o H,, ', como se ilustra en la
demostracion, es tal que todos sus coeficientes no lineales de orden menor a n son nulos. Asi,
el germen obtenido, h, realiza la linealizacién y estd bien definido como serie formal.
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Veamos ahora qué sucede cuando consideramos el germen de una funcién
cuya parte lineal es idénticamente cero.

Teorema 1.1.10. Si f(z) = 2% + az™ + O(z™*Y), m > k, entonces f es
k

formalmente equivalente a g(z) = 2.
Demostracion. La demostracién que daremos sigue la misma idea que desarro-
llamos para demostrar el Teorema 1.1.8.

Consideremos una funcién de la forma hs(z) = z + psz°, donde s € N y
s > k. Ya sabemos que h;1(2) = 2 — pus2* + O(2%°71), resta hacer el cémputo de
hso fohy !y verificar qué condiciones deben cumplir s y 15 para lograr nuestro
propésito. Hagamoslo por partes; primero consideremos h = f o h; !, entonces

h(z) = f(z = ps2* + O(2*71))
_ (Z o /JSZS + O(Z2s—1))k 4 Oé(Z _ Mszs 4 0(228_1))m + O(Zm+1)

= 2" — kp M 2™ 4 Oz,
Asi,

(hs o h)(2) = hy(2F — kpg 2" 571 + az™ + O(z™))

=27 — kp M 2™ 4 O™,
Por consiguiente, si s = m — k + 1 tenemos que
(hso fohi')(z) = 2" + (@ = kps)2™ + O(z"F1).

@
Y por lo tanto, basta considerar s = % para eliminar el término de grado m.

m—k+1

. . «
En resumen, si definimos hs(z) = z + 77 , entonces

(hs o fohi)(z) = 2"+ O(z"*).

De esta forma, hemos mostrado que siempre es posible eliminar cualquier término
de grado m > k en f(z) = zF + --- con polinomios hs. Por lo tanto, por un ar-
gumento totalmente andlogo al empleado en la demostraciéon del Teorema 1.1.8,

concluimos que f es formalmente equivalente a g(z) = z*. O

1.1.1. Linealizacion de Schroder-Kcenigs.

Previo a nuestro estudio de grupos finitamente generados de gérmenes con-
formes recordemos un teorema conocido, a saber, el Teorema de linealizacién de
Schréder (Ernst Schroder (1841-1902)) - Keenigs (Gabriel Koenigs (1858-1931)).
Este nos dice que, si la parte lineal de un germen conforme tiene médulo distinto
de uno, es posible linealizarlo analiticamente.

Para la demostracion que daremos a continuacién de este teorema necesita-
mos el siguiente resultado del Analisis Complejo.
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Teorema 1.1.11. 2 El producto [[,—,(1+ ay) converge si la serie Y oo |ay]
converge, y 1 4+ a, # 0 para todo n € N.

Teorema 1.1.12 (Linealizacién de Schroder (1870) - Koenigs (1884)). El ger-
men f(z) = pz + O(2%) € Diff(C,0) es analiticamente linealizable si || # 1.
Es decir, existe h : (C,0) — (C,0), una funcion analitica en una vecindad del
origen, tal que (ho f)(z) = ph(z).

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |p] <1 (si |u| > 1
bastarfa considerar f=1(z) = p~'2 + O(2?) y seguir la misma demostracién que
daremos a continuacién).

Como f'(0) = py |p| < 1, existen constantes r > 0 y v > 0 tales que:

If'(z)|<v<lsilz|<r (1.1)

Para cada z € B(0,7) = {# € C : |z| < r} consideremos la trayectoria
a, : [0,1] = C dada por «a,(t) = tz. Asi, a,(0) =0, a,(1) = z y o/, (t) = z para
todo ¢ € [0,1].

De esta manera, dado z € B(0,r), se sigue que:

16) =10 = [ Fano)- = [ )
Pero f(0) = 0, entonces,

1 1
/f/(tz).zdt’g/ £ (£2)] || dt.
0 0

If () =

Ademsés tz € B(0,r) para todo t € [0,1], por lo cual, usando la desigualdad
(1.1), tenemos que

1 1
() < / F(t2)] 2] dt < / vlzldt = vl

Es decir,

|f(2)] <vlz| Vze B(,r).

E inductivamente,

[f"(z)| <v"™|z| Vze B(0,r),¥neN. (1.2)

Ahora, para cada n € N definimos las funciones h,, : B(0,r) — C dadas por
fm(2)
hn(z) = o

Afirmamos que la sucesién (h,) converge uniformemente en B(0,r) a una fun-
ciéon holomorfa h. En efecto, observemos que

- h’““()z), (1.3)

tale) = m) [T 5

=1

2La demostracién se encuentra en el Apéndice. Ver Teorema A.1.5.



8 Capitulo 1. Grupos finitamente generados de gérmenes conformes

hen(z) _ ) 6 FRR)
hi(2) prrt fRz) ufR(z)
Por lo que, si llamamos 2 := f¥(2), la ecuacién anterior queda expresada como
hi1(2) — f(zn)

RO (1.4)

Por otro lado, recordemos que por hipétesis f(z) = uz + O(z?); es decir,
f(z) = pz(1 4+ O(z)). Equivalentemente,

Jiiz)lJré(z), donde |£(2)| < Blz|, B € R, z € B(0,r). (1.5)

Luego, por (1.4) y (1.5) llegamos a la expresién

hii1(2)

Por lo tanto, de esta ultima igualdad y recordando la expresién de h, 41 dada
en (1.3) tenemos que

=1+ 5(2;@)

hpy1(2) = hi(z HlJerk :f(z H1+§Zk

k=1
_ (1 +§(Z)) ﬁ(1+€(2k))
2 k=1
H (1+&(zk))
k=0

hni1(2) =z [[(1 +&(z)), ¥z € B(O,r).

k=0

Para finalizar la demostracién de esta afirmacién, observemos que, por la
desigualdad (1.2) y como |£(z)| < B|z|, entonces

D IeGE) <> Blal =D Bl () <D BrFlel = Blz| D vh
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0
Pero

Zuk<oo ya que v < 1.
k=0

Por lo tanto, por el Teorema 1.1.11, concluimos que (h,) converge uniforme-
mente a una funcién holomorfa h definida en B(0,r). Finalmente, verifiquemos
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que, en efecto, (ho f)(z) = ph(z).

_ % o M(f(2)
(ho f)(z) = nh_)néo hi(f(2)) = nh_)rr;o T
n+1 P
= Jim p un+(1) = p M hnga(2)
= puh(z).
Es decir, (ho f)(z) = ph(z), como querfamos demostrar. ]

Si consideramos ahora f(z) = pz + --- € Diff(C,0) y suponemos que existe
una vecindad del origen (contenida propiamente en C) que sea invariante bajo
f, entonces también podemos linealizar analiticamente a f. Dicho resultado es
conocido como el Teorema del dominio invariante y lo demostraremos ensegui-
da. La demostraciéon que daremos aqui tiene la misma esencia que la prueba del
Teorema de Schroder-Keenigs; encontraremos la funcion que realiza la linealiza-
cién de f como el limite de una sucesiéon de funciones analiticas. Para demostrar
la convergencia de dicha sucesiéon usaremos un teorema, debido a Paul Montel
(1876-1975), que nos dice cudndo una familia de funciones analiticas es nor-
mal; es decir, cuando sucede que cualquier sucesion contenida en una familia de
funciones analiticas dada contiene una subsucesién convergente?.

Teorema 1.1.13 (De Montel). Una familia § de funciones analiticas en un
dominio U C C es normal si las funciones f € § estdn uniformemente acotadas
en cualquier subconjunto compacto de U.

Teorema 1.1.14 (Del dominio invariante). Si f(z) = pz + --- € Diff(C,0) y
si U C C es una vecindad del origen, U # C, en la cual f estd bien definida y
f(U) CU, entonces f es analiticamente linealizable.

Demostracion. Tenemos dos casos.
Si |u| < 1, el resultado es inmediato por el Teorema 1.1.12.

Si |u| = 1, consideremos la familia de funciones {h, },en definida en U y
dada por
hn(z) = fi(nZ)’ n € N.
7]

Afirmamos que {h; }nen es normal. En efecto, sea K C U compacto, entonces
f(K) C f(U), y puesto que f (U) C U por hipétesis, tenemos que f(K) C U.
Inductivamente, f™(K) C U para todo m € N.

Ahora, como f es analitica, f™ es continua para todo m € N. Luego, f™(K)
es compacto y por tanto estd acotado. Asi, para cada m € N existe v,,, > 0 tal
que

|z] < v sioze fM(K).

Pero la sucesion (vy,) estd acotada, ya que f(U) C U y U # C. En consecuencia,
existe v > 0 tal que v, < v, para todo k € N.

3Una discusién sobre familias normales, que incluye la demostracién del Teorema de Montel,
se encuentra en el Apéndice. Ver seccién A.2.
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Para concluir la demostracién de esta afirmacién observemos que {h, }nen €s
una familia de funciones uniformemente acotadas en K. En efecto, sean z € K
yneN,

()

k

I

[hn(2)] =

=)

Pero, como vimos anteriormente, |f*(z)| < v, para todo k € N. Por lo tanto
[hn(2)] < v.

Lo cual nos dice que {h, }nen es una familia de funciones uniformemente aco-
dadas en K. Finalmente, en virtud del Teorema 1.1.13, {h, }nen es una familia
normal.

Consecuentemente, como {h, }nen es normal, existe (hy,,) una subsucesién
convergente de (h,). Digamos que h,, — h. Resta observar que h es la funcién
buscada.

— 5 o ()

(ho f)(z) = lim hy, (f(2)) = lim T

Mgl
P A O]
r—00 un'r'+1
= ol ho, , (2)
= ph(z).
Es decir, (ho f)(z) = ph(z), como querfamos demostrar. ]

Observacién 1.1.15. Otra demostracién de este teorema puede ser realizada
utilizando la normalidad de la familia de funciones analiticas {¢p nen, donde

|
A

1 e 1
n

f*(z), neN.
%
o M

@n(z) =

=
Il

El argumento para demostrar su normalidad es andlogo al que hemos hecho
para el caso de la familia de funciones analiticas {h, } usada en la demostracién
anterior.

1.2. Subgrupos de Diff(C,0).

Hasta ahora hemos visto algunas propiedades acerca de los elementos de
Diff(C,0), es decir, de los gérmenes de biholomorfismos en el origen. Enseguida
estudiaremos a los subgrupos de Diff (C, 0); precisamente, a los subgrupos fini-
tamente generados de Diff(C, 0).

Para evitar confusiéon alguna, recordemos qué entendemos por un grupo fi-
nitamente generado.
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Definicién 1.2.1. Decimos que un grupo G es finitamente generado si existen
elementos ¢g1,...,9, € G, n € N, tales que cualquier elemento g € G puede ser
representado como el producto finito de los elementos g;, j € {1,...,n}.

Al conjunto {g;}}_; cominmente se le llama sistema de generadores de G.
Ademsds, se suele denotar G = (g1, ..., g,) para indicar que G estd finitamente
generado por {g;}"_;.

La Definicién 1.1.2 puede ser extendida al caso de subgrupos finitamente
generados de Diff(C,0) de manera natural.

Definicién 1.2.2. Decimos que dos subgrupos finitamente generados G, G’ de
Diff (C,0) son analiticamente (topoldgicamente, formalmente) equivalentes si
podemos elegir dos sistemas de generadores G = (f1,..., fn) v G' = {(f1,..., fL)
que son conjugados simultdneamente por el germen de una funcién holomorfa

invertible (homeomorfismo, serie formal) h tal que ho f; = f]' oh, j=1,...,n.

Observacion 1.2.3. De las Definiciones 1.1.2 y 1.2.2 claramente tenemos el
siguiente hecho: Si dos gérmenes conformes f, g € Diff(C,0) son analiticamen-
te, topoldgicamente o formalmente equivalentes, entonces los subgrupos ciclicos
(f), {(g) C Diff(C,0) generados por estos gérmenes son equivalentes en el sentido
correspondiente. En particular, ambos deben ser finitos o infinitos.

Observacién 1.2.4. Si dos grupos finitamente generados G, G’ C Diff(C, 0)
son conjugados, entonces son isomorfos en el sentido de Teoria de Grupos. Para
ver esto, suponiendo que h es el germen de funcién holomorfa (homeomorfismo,
serie formal) que conjuga a ambos grupos, podemos considerar el morfismo
dado por ho _o h~!. Asi, cualquier relacién entre los generadores de un grupo
serd cierta automadticamente en el segundo, y viceversa.

Empero, la afirmacién inversa no siempre es cierta. Para dejar claro esto,
consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. Sean G = (f) y H = (g) dos subgrupos de Diff(C, 0) tales que
f(z)=pzyg(z) =vz, conv,u ¢ exp2miQ y pu # v. Considerando el morfismo

h : G — H ) 7
) =pte g =wmet TS

no es dificil convencerse de que h es un isomorfismo (de hecho, ambos son grupos

ciclicos infinitos, G = H = Z). Pero como p # v, por la Proposicién 1.1.3,

sabemos que f y g no son analiticamente (formalmente) equivalentes. Luego, G

y H tampoco lo son.

Ejemplo 1.2.6. Si G C Diff(C, 0) estd generado por un ndmero finito de gérme-
nes lineales f; : z — p;z, entonces G es conmutativo.
Consideremos el morfismo T : Diff(C,0) — C*, dado por
_dg
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donde C* denota al grupo multiplicativo conformado por los elementos distintos
de cero de C.

Que T resulte ser un morfismo de grupos se sigue de la regla de la cadena
para la operacién de derivacién,

T(gof)=Tg-Tf=Tf -Tg.

En consecuencia, tomando en cuenta la restriccién de este morfismo a G, Tg,
G resulta ser isomorfo a un subgrupo del grupo multiplicativo C*. Por lo tanto,
G es conmutativo.

Por otra parte, analicemos cudl es el nticleo de T"

KerT = {g € Diff(C,0) : Tg =1}

= {g € Diff(C,0) : %(0) =1}

= {g € Diff(C,0) : g(2) = 2+ O(zH)}.
Asf, Ker T = {g € Diff(C,0) : g(z) = z + O(2%)}.

Definicién 1.2.7. Diff;(C,0) =: KerT es llamado el subgrupo parabdlico de
Diff(C,0) y sus elementos son llamados gérmenes parabdlicos.
Ademis, consideraremos los conjuntos

p ={g € Diff1(C,0) : g(z) =z (1 +az”+---), a # 0},
y diremos que p es el nivel de un germen conforme g € .o7,. Asi,
Diff1(C,0) \ {id} = A Uao U etz Ll--- .

Observacion 1.2.8. El nivel de un germen conforme es invariante bajo conju-
gacién. En efecto, sea g € o7, y sea h € Diff(C,0), tal que h(z) = 2 +bz* + .-+,
entonces, por la Proposicién 1.1.6, tenemos que h~! es de la forma h=1(z) =
z—bz* + ... Veamos que hogoh™! € @,

(hogoh™)(2) = (hog)(z — bzt +---)
=h(z—b2F+alz—b" +-. )P 4.
=h(z —b2" +azPtt ...)
=2 —b2" FazPT 4 b(z—b2F faPt R4
=z—b2F taPt bk 4
=z-(14+a2?)+---.

Por lo tanto, hogoh™' € &,

Observacién 1.2.9. Si consideramos G C Diff(C,0) tal que no contiene ele-
mentos parabdlicos no triviales, es decir, G N Diff; (C,0) = {id}, entonces T|g
es inyectivo, y por lo tanto G necesariamente es conmutativo, pues resulta ser
isomorfo a un subgrupo de C*. Esto generaliza lo visto en el Ejemplo 1.2.6.
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1.2.1. Clasificacion formal y analitica de subgrupos finita-
mente generados de Diff(C, 0).

A continuacién enunciamos y demostramos el Teorema de linealizacién de
Bochner (Salomon Bochner (1899-1982)), el cual afirma que todo subgrupo finito
de Diff(C,0) es linealizable. Después, usando este teorema, veremos que, de
hecho, cualquier subgrupo finitamente generado de Diff(C, 0) tal que todos sus
elementos tienen orden finito, es linealizable. Este ltimo resultado nos sera de
gran utilidad, ya que, como veremos posteriormente, podremos establecer una
clasificacién de los subgrupos finitamente generados de Diff(C,0), la cual a su
vez nos permitird dar una clasificacion 6ptima de las foliaciones holomorfas
integrables en (C2,0), introducidas en el siguiente capitulo.

Teorema 1.2.10 (De linealizacién de Bochner). Cualquier subgrupo finito G C
Diff (C,0) es linealizable. Es decir, podemos encontrar un biholomorfismo h €
Diff(C, 0) tal que hogoh™! es lineal para toda g € G.

Demostracion. Para cada g € G consideremos p, = Tg y definamos h como

sigue:
|G| > Hy

geqG

Cabe hacer notar que la definicién de h tiene sentido ya que se trata de una
suma finita de elementos de Diff (C, 0). Ademdas Th € C*, también por la finitud
de G, pues

\G|Z |G|Z1 |G)=1#0,|GleNcC".

geG geG

Asi, h es invertible.
Por 1ltimo, veamos que, en efecto, h linealiza al grupo G. Sea f € G tal que
wy =T f, entonces

|G| Z“g

geqG

szﬂf “g °f)

geG

1
:MfGZ/ing (gof)
| ‘.‘JEG

geG
= Hf- h.
Donde g = g o f para cada g elemento de G.

Por lo tanto, tenemos que ho f = uy - h. Es decir, h conjuga a f con el
germen lineal z — prz, como queriamos demostrar. O
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Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado.

Teorema 1.2.11. Un germen f : z — uz+--- € Diff (C,0), con u € exp 2miQ,
es formalmente linealizable si y sdlo si es analiticamente linealizable.

Demostracion. Una direccion es claramente trivial. Sea f como en el enunciado
del teorema y supongamos que h es un germen formal que linealiza a f. Asi, por
la Observacién 1.2.3, tenemos que (f) es formalmente equivalente a (f,), donde
f M(z) = Hz.

Ahora, dado que p es raiz de la unidad, podemos suponer que p = 627”%,
con g € Q, esto nos dice que

fule)? = s = 2.

De esta manera, h conjuga al germen holomorfo f? con la identidad. Sin em-
bargo, la tnica funcién holomorfa formalmente equivalente a la identidad es la
identidad misma, por lo tanto f¢ = id; es decir, f es periddico, equivalente-
mente, (f) es finito. Por lo tanto, por el Teorema 1.2.10, f es analiticamente
linealizable. O

Veamos ahora que podemos reemplazar la hipotesis de la finitud del grupo
en el Teorema 1.2.10 por la suposiciéon de que todos los elementos de este grupo
tengan orden finito. Para hacer esto, necesitamos recordar qué es el subgru-
po conmutador de un grupo dado y traducir esta idea a nuestro lenguaje de
gérmenes conformes.

Definicién 1.2.12. Sea G un grupo. El subgrupo conmutador de G es aquél
generado por todos los elementos de la forma

[a,b] := aba" b7, Va,beG.

Al elemento [a, b] 1o llamamos el conmutador de a con b. Denotamos por [G, G]
al subgrupo conmutador de G y cominmente nos referimos a él simplemente
como el conmutador de G.

Observacién 1.2.13. Un grupo G es conmutativo si y sélo si [G, G| es trivial;
es decir, si [G, G] = {e}, donde e es el elemento neutro de G. En efecto, si G es
conmutativo, entonces

aba bt =aa bt =€, Va,bed.

Asi, [G, G] = {e}.
Inversamente, si [G, G] = {e}, entonces dados a, b € G tenemos que [a,b] = ¢,
es decir, aba~'b~! = e. Por lo tanto, ab = ba.

Observacion 1.2.14. En nuestro caso particular, al considerar solamente sub-
grupos de Diff(C,0), G C Diff(C,0), los elementos de [G,G] son de la for-
ma [f,g] = fogo f~'og™t En consecuencia, T[f,g] = 1 para cualquier
[f, 9] € [G,G]. Es decir, |G, G| C Diff{(C,0).
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Teorema 1.2.15. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff (C,0) tal
que todos sus elementos tienen orden finito, entonces G es conmutativo, finito,
analiticamente linealizable y ciclico.

Demostracion. Supongamos, por contradiccion, que G es no conmutativo. En-
tonces, por la Observacion 1.2.13, existe un germen f en el conmutador de G,
f € [G,G], no trivial, es decir, f # id. Ademds, por la Observacién 1.2.14,
podemos suponer que

f(z)=z4+bzF+-- con b#0.
Asi, por la Proposicién 1.1.5, considerando a = 1, observamos que
f(2) =z +nbzF +--- #id, Vn € N.

Esto tltimo contradice la hipdtesis de que f tiene orden finito. Luego, G es con-
mutativo. Del hecho de que G sea un grupo finitamente generado conmutativo
tal que todos sus elementos tienen orden finito, podemos concluir que G resulta
ser un grupo finito. En efecto, si G = (f1, ..., fm) es conmutativo, entonces para
cualquier elemento de G existen ndmeros enteros si, So,...,Sn, € Z tales que
éste puede ser escrito como f;' o f32o---0 f3m. De esta manera, como todos los
elementos de G tienen orden finito, la cantidad de combinaciones entre los gene-
radores de G son una cantidad finita. En consecuencia, por el Teorema 1.2.10,
G es analiticamente linealizable. Tenemos asi que G es isomorfo a un subgrupo
multiplicativo finito de C*, pero sabemos que cualquier subgrupo finito de C*
es ciclico®. Por lo tanto G es ciclico. O

Proposicién 1.2.16. Sea f(z) = pz + --- € Diff(C,0) linealizable (analiti-
camente, formalmente o topoldgicamente). En este caso, f es periddico (tiene
orden finito) si y sdlo si p € exp 2miQ.

Demostracion. Si p € exp 2miQ, como f es linealizable, es decir, es equivalente
a fu(z) = pz, entonces, de la periodicidad del germen f,, (u € exp2miQ), y de
la Observacion 1.2.3, concluimos que f también es periddico.

Por otro lado, si f es periédico, entonces existe k € N tal que f* = id, por
lo tanto, necesariamente p € exp 2miQ. O

Lema 1.2.17. Sea f(z) = uz € Diff(C,0), u & exp 2miQ, una funcion lineal. Si
g € Diff (C,0) es un biholomorfismo que conmuta con f, es decir, go f = fog,
entonces g también es una funcion lineal.

Demostracion. Si g(z) = az + bz* + -+ satisface que (f o g)(2) = (g o f)(2),
entonces
(£ 0)(2) = flam + b2 o) = uaz + b 4+
y
(g0 f)(2) = g(pz) = apz + bk 2" + - --
Por lo tanto, necesariamente ub = p*b, lo cual sélo ocurre si b = 0 ya que
u & exp 2miQ. Luego, g es una funcién lineal, como queriamos demostrar. [

4Ver en el Apéndice el Teorema A.3.1.
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Hagamos un primer uso del Teorema 1.2.15 para demostrar los siguientes
resultados.

Teorema 1.2.18. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff(C,0) to-
poldgicamente linealizable; es decir, existe ¥ : (C,0) — (C,0) un homeomorfis-
mo que conjuga a G con un subgrupo G' de Diff (C,0) que consta de gérmenes
de funciones lineales, entonces G es analiticamente linealizable.

Demostracion. La demostracién la haremos por casos.

Si G contiene un germen f(z) = pz + O(2%) de orden infinito, entonces
podemos suponer, sin perder generalidad, que | fL(O)’ < 1 (si no fuese el caso,
reemplazamos f,, por fgl), donde f,(2) = pz. Asi, f,(U) C U para todo
dominio suficientemente pequetio, 0 € U. Ademas, dado que ¥ conjuga a G con
G', U(U) resulta ser invariante bajo f. En efecto:

FEU) =¥ (fu(U)) C¥(U).

Por lo tanto, por el Teorema 1.1.14, sabemos que dicho germen es analiticamente
linealizable. Ademads, por la Proposicién 1.2.16, como f tiene orden infinito, en-
tonces i € exp 2miQ. Consecuentemente, por el Lema 1.2.17, todos los elementos
que conmuten con f, son lineales. Por lo cual, G es analiticamente linealizable.

Por otro lado, si todos los elementos de GG tienen orden finito, concluimos
inmediatamente usando el Teorema 1.2.15. O

Teorema 1.2.19. Si G es un subgrupo finitamente generado de Diff(C,0) tal
que G N Diff1(C,0) = {id}, entonces G es formalmente linealizable.

Demostracion. Si G contiene un germen f(z) = pz + O(2?%) con p & exp 2miQ
entonces, por el Teorema 1.1.8, sabemos que dicho germen es formalmente li-
nealizable. Ademés, como G N Diff;(C,0) = {id} por hipdtesis, entonces, por
la Observacion 1.2.13, sabemos que G es conmutativo. Asi, por el Lema 1.2.17,
sabemos que cualquier germen que conmute con la funcién lineal, f,(z) = pz,
es lineal. Consecuentemente, GG es formalmente linealizable en este caso.

Por otro lado, si TG C exp 2miQ, entonces todos los elementos de G deben
de ser periddicos ya que G N Diff1(C,0) = {id}. Por lo tanto, por el Teorema
1.2.15, G es analiticamente linealizable. O

Ademis de los resultados de linealizacién de gérmenes de biholomorfismos
y subgrupos finitamente generados de Diff (C, 0) que hemos presentado hasta el
momento, existen otros aspectos que nos permiten entender parte de la dinamica
de los subgrupos de Diff(C, 0). Estos, tales como la solubilidad o no solubilidad
y la integrabilidad o no integrabilidad (acumulacién de érbitas de un germen en
el origen) de un subgrupo de Diff(C, 0), como se mencioné en la introduccién,
permitiran, a su vez, rescatar parte del comportamiento de las foliaciones aso-
ciadas a gérmenes de ecuaciones diferenciales holomorfas en (C2,0).

Enseguida estudiaremos estas nociones. En primer lugar, restringiremos el
concepto conocido de solubilidad de grupos al caso de subgrupos de Diff(C, 0), y
mostraremos que el comportamiento aqui es bastante diferente al ocurrido para
grupos en general.
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1.3. Grupos solubles.

Definicién 1.3.1. Decimos que un grupo G es soluble si la cadena decreciente
de los conmutadores iterados de G se estabiliza en el grupo trivial:

G'>G'o>G™ o G™ = {id},
G'=aG, GM'=[GF G, k=0,1,....

Como vimos en la Observacion 1.2.13, si G es conmutativo, entonces m = 1.
Si m = 2 decimos que G es un grupo metaabeliano.

Mientras que para grupos solubles arbitrarios el indice m puede tomar cual-
quier valor finito, para subgrupos de Diff(C, 0) ocurre lo siguiente.

Teorema 1.3.2 (Alternativa de Tits para grupos de gérmenes conformes). Un
subgrupo G de Diff(C,0) o bien es metaabeliano, o bien es no soluble.

Para la demostracién del Teorema 1.3.2 necesitamos un par de resultados
previos.

Proposicién 1.3.3. Si f(z) = z4azPT 4 € o, y g(z) = 2+b27 1+ € o,
conp#q, p,q >0, entonces [f,q| € @y, q. Concretamente:
[f,d)(2) = 2z + ab(p — q) 2P 1T - (1.6)

Demostracion. La identidad (1.6) es una afirmacion acerca del término principal
del germen de funcién (f o go f~! o g7!)(2) — z en una carta holomorfa z.
Este término principal no cambia si en lugar de z consideramos la carta t =
(f~og71)(2). En esta nueva carta z = (go f)(t). Ademas, el término principal
de la diferencia (f o g)(t) — (g o f)(t) lo podemos obtener de manera sencilla
como sigue:

Por un lado,

(fog)t) = ft+bt""" +--)
=t 0t pa(t 4ot P
=t + bt 4 atPTt fab(p + )P 4
Anélogamente,
(go f)(t) = g(t +at?™ +---)
=t+atPT™t £ b(t 4 atPTt 4o )T
=t +atPT + bt 4 ba(q + )P 4

Por lo tanto,

(fog)(t) —(go )(t)

ab(p 4+ 1)tPTIH —pa(q + 1)tatPH 4.
=ab(p+1—q—1)tPTaett 4 ...
— ab(p— P

Lo cual nos permite concluir la demostracién. O
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Lema 1.3.4. Si G es un subgrupo de Diff1(C,0), entonces, o bien G es conmu-
tativo, o bien G es no soluble.

Demostracion. Si G = G° contiene dos gérmenes f,g como en la proposicién
anterior, entonces también contiene a [f, g] y éste es como en (1.6). Ademds,
p+q ¢ {p,q} yp—+q>0.Por tanto, podemos aplicar la proposicién anterior
a las parejas ([f,g],f) v ([f,g],9).- De esta manera, G' también contiene al
menos dos gérmenes que satisfacen la hipétesis de la proposicién anterior, a
saber [[f, g], f] v [[f, ¢, g]. Podemos notar asi que, cada vez que realizamos este
computo a cualesquiera dos gérmenes de distinto nivel, el primer término no
lineal de su conmutador va incrementandose. Por tanto, procediendo de manera
inductiva, notamos que todos los conmutadores iterados G* = [GF~1, G*~1] son
no triviales. Luego, G es no soluble.

Por otro lado, si todos los elementos de G cumplen con tener el mismo nivel
p > 1, entonces G es conmutativo. En efecto, si consideramos dos elementos f, g
de G y fuera el caso de que [f, g] es no trivial, entonces [f, g] € %, con m > p,
lo cual no es posible. Por lo tanto [f, g] = id. Es decir, G es conmutativo. O

Demostracién del Teorema 1.3.2. Sea G un subgrupo de Diff(C,0). De
acuerdo con la Observacién 1.2.14, G' = [G,G] C Diff;(C,0). Tenemos dos
casos: Si G = {id}; es decir, G! es trivial, entonces G es conmutativo. Por otra
parte, si G no es trivial, entonces, por el Lema 1.3.4, G' es conmutativo o no
soluble. Si G es conmutativo, G es metaabeliano. Mientras que, si G es no
soluble, G también es no soluble. O

1.4. Gérmenes integrables.

Las nociones que se introducen en esta seccién tienen una relacién estrecha
con las foliaciones holomorfas integrables. Se recomienda a quien esto lea y tenga
ya algtin conocimiento sobre foliaciones integrables asi como sobre sus transfor-
maciones de holonomia, que lea esta parte del trabajo teniendo estos conceptos
presentes. La relacién mencionada entre estos conceptos se vera con detalle en
la seccion 2.5 del siguiente capitulo. M&ds ain, en esa misma seccion, incluso
mostraremos que los resultados sobre grupos integrables que demostraremos a
continuacién, asi como el ultimo teorema de este capitulo, Teorema 1.5.10, se
pueden “extender” al caso de foliaciones holomorfas en (C2,0).

Definicién 1.4.1. Dado u € O(C,0) un germen de una funcién analitica, defi-
nimos el grupo simétrico de u como el grupo de biholomorfismos que preservan
u, y lo denotamos por S,. Es decir,

Sy = {g € Diff(C,0) : uwog=u}.

Definicién 1.4.2. Decimos que un germen de funcién analitica v € O(C, 0) es
una primera integral de un grupo G C Diff(C,0) si G C Sy. De esta manera,
decimos que G es integrable.
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Si G es ciclico y estd generado por un biholomorfismo g € Diff(C, 0), G = (g),
decimos que u es una primera integral de g. El germen g es integrable si admite
una primera integral analitica no trivial.

Si sélo pedimos que u sea una serie formal, entonces decimos que G C S, es
formalmente integrable.

Ejemplo 1.4.3. Si f(z) = pz € Diff(C,0), u € exp27miQ, entonces f es in-
tegrable. En efecto, sea m € N el menor nimero natural tal que p™ = 1.
Consideremos u € O(C,0), dada por u(z) = 2", con r € mZ. Veamos que u es
una primera integral para f:

(o £)(2) = ulpz) = (u2)" = =" = ul2).
Asi, uo f = u. Por lo tanto, u es una primera integral para f.

Proposicién 1.4.4. Cualquier germen de una funcién analitica v € O(C,0),
w(z) =cz™+ -+, ¢ # 0, admite un grupo simétrico ciclico finito (de orden m).

g 1 .
Demostracion. Sea g(z) =z (c+---)m, entonces uo g~! m.

Efectivamente, observemos que

=wv, con v(z) =z

u=wuoid=uo(g log)=(uog oy,

pero

u=(uog)og=vog, uv(z)==

En consecuencia,
wog t=w. (1.7)

Ahora, el grupo simétrico de v(z) = 2™, digamos S, estd generado por
f(z) = pz, donde pu € exp27miQ es la rafz primitiva m-ésima de la unidad; ya
que, tal como mostramos en el Ejemplo 1.4.3, vo f = v.

Consideremos el morfismo 7, : S, — S,, dado por 74(h) = gohog '
Tenemos que demostrar que 7, estd bien definido. Para hacer esto, solamente
necesitamos comprobar que 74(h) € S,, para todo h € S,,. Sea h € S,,, entonces

’UOTg(h)Zvo(gohog_l)7

pero sabemos, por la ecuacién (1.7), que v = u o g~'. Ademds, como h € S,
entonces u o h = u. De esta manera,

-1 1

vo(gohogil):(uogil)o(gohogfl):(uoh)og =uog = =wu.
Luego, v o 74(h) = v; es decir, 74(h) € S,. Asi, 7, es un isomorfismo de grupos.
Por lo tanto, como S, es ciclico finito, concluimos que S,, también lo es. O
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Observacion 1.4.5. El unico germen de funcién holomorfa que admite una
primera integral u € O(C, 0) (o serie formal), tal que su parte lineal es no nula,
u(z) =az+---, a #0,es laidentidad, f(z) = z. Esto se sigue inmediatamente
de la proposicién anterior.

De ahora en adelante, en virtud de la observacién previa, supondremos siem-
pre que, si u es una primera integral de un grupo G C Diff(C,0), entonces
u(z) =2"+--,m>1.

Teorema 1.4.6. Si f(2) = az+bzF+- .- € Diff(C,0) es formalmente integrable,
entonces f es analiticamente integrable.

Demostracion. Supongamos que f es formalmente integrable, y, en virtud del
Teorema 1.1.10, supongamos ademds que @(z) = 2™ es su primera integral
formal.

Ahora, por un lado tenemos que

(tof)(z) = w(az+bz"+- ) = (az4bzF+-- )™ = ™2™ +ma™ 1bzmTF 14

Pero, por hipétesis, @ o f = 4. Por tanto, a™ = 1 y ma™ 'b = 0. Consecuente-
mente, b = 0. De aqui, observamos que si f es formalmente integrable, entonces
f(2) = az, con a € exp 27iQ. Por lo tanto, por el Ejemplo 1.4.3, concluimos que
f es analiticamente integrable. O

Observacion 1.4.7. Si analizamos la demostracién previa podemos darnos
cuenta de que el mismo resultado es valido para subgrupos finitamente generados
de Diff(C,0). Es decir, si G C Diff(C,0) es un grupo finitamente generado y es
formalmente integrable, entonces G es analiticamente integrable.

Ejemplo 1.4.8. Sea

()= L=
91 (1l —-pz+d

una transformaciéon de Mébius, tal que p € exp2miQ \ {1}. Entonces g es inte-
grable. En efecto, puesto que p € exp 2miQ\ {1}, entonces existe m € N, m > 1,
tal que p™ = 1. Consideremos u(z) = 2™ € O(C,0).
Por otro lado, sea a € C tal que ad — ¢ # 0 y definamos la transformacion
az

de Mobius
h(z) = ——
(2) = — vl

en una regién U C C en la cual h es un biholomorfismo. Afirmamos que v := uoh
es una primera integral para g. Efectivamente, haciendo el cdlculo de v tenemos

v(2) == (uoh)(z) = u (Cz“j d) - <Czajd>m. (1.8)
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Sustituyendo (1.8):
dz m
a (c(lfu)z+d>

(C(ﬁiwz) +d

(vog)(z) =

apdz m

c(l—p)z+d
cpdz+d(c(1—p)z+d)
c(l—p)z+d

apdz )m
dlepz+ (1 — p)z+d)

B apz "
 \epz+ez—cuz+d

Por lo tanto,

woae) = (22)"

De esta manera, haciendo uso nuevamente de la igualdad (1.8), concluimos que

(vog)(z) =v(z).
Es decir, que v es una primera integral para g.

Si analizamos cuidadosamente este ejemplo®, podemos vislumbrar un méto-
do que nos permite construir mas gérmenes integrables. De hecho, podemos
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.4.9. Sean G, H C Diff(C,0) dos subgrupos finitamente generados
tales que G y H son formalmente equivalentes, y G es integrable, entonces H
es integrable.

Demostracion. Como G y H son formalmente equivalentes, podemos elegir dos
sistemas de generadores G = (f1,..., fn) y H = {g1,...,gn), y encontrar h una
serie formal que cumpla

hogj=fjoh, j=1,...,n (1.9)
Ademsds, como G es integrable, existe u € O(C, 0) tal que
uofj=u, j=1,...,n. (1.10)

Afirmamos que u o h es una primera integral formal para H. En efecto, combi-
nando las ecuaciones (1.9) y (1.10) tenemos que:

(uoh)og;=wuo(hog;)=uo(fjoh)

= (uofj)oh=uoh Il

N

5Un célculo sencillo nos permite darnos cuenta de que (hogoh™1)(2) = pz.
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Por lo tanto,
(uoh)ogj=wuoh,j=1,...,n.

Esto nos dice que u o h es una primera integral formal para H. Finalmente,
por la Observaciéon 1.4.7, derivada del Teorema 1.4.6, concluimos que H es
integrable. O

A manera de corolario, tenemos el siguiente caso particular de este teorema.

Corolario 1.4.10. Si f, g € Diff(C,0) son formalmente equivalentes, y f es
integrable, entonces g es integrable.

A continuaciéon damos una caracterizacion de los gérmenes integrables.

Proposicién 1.4.11. Sea f(z) = vz + bz" + --- € Diff(C,0). Entonces, [ es
periddico si y solo si f es integrable. Es decir, f admite una primera integral
w(z) =cz™+---,c#0, siysélo si f¥=id, ym € kZ.
Demostracion. Supongamos primero que f* = id, es decir, que f es periédico,
entonces, por el Teorema 1.2.10, f es linealizable. Ademas, necesariamente v* =
1, asi, por el Ejemplo 1.4.3, sabemos que f,(z) = vz es integrable. Luego, por
el Corolario 1.4.10, concluimos que f es integrable.

Supongamos ahora que f(z) = vz + bz" 4+ --- admite una primera integral
analitica u(z) = ¢z™ 4 - --. Es decir, u o f = u. Hagamos el cémputo de u o f:

(wo f)(z) =ulvz+bz"+--+)
:C(VZ+bZT+)m+
=™ + mery™ Lo 4

Entonces, puesto que v o f = u, se sigue que

™2™+ mer™ T =
Consecuentemente, cv™ = c¢. Por lo tanto v™ = 1. Ademas, si uo f = u,
entonces uo f* = u, Vn € Z. Por otra parte, por la Proposicién 1.1.5, sabemos
que f™(z) = z+ Bz" 4+ ---. De esta manera:

(wo f™)(z) =ul(z+pBz"+--+)
=clz+p62z"+- )"+
=c2™ +meBmT 4
Andlogamente, para f~™(z) = z — 82" 4+ - - -, nos queda la expresion:
(wo f7™)(2) = c2™ — mefz™T 4.
Pero
uo fM=wu y wuof ™=u.
Por lo tanto,

2™+ meBzmTTT 4 =™ —meBm T

Se sigue entonces que, 2mcfS = 0. Luego, 8 = 0. Por lo tanto, f™(z) = id. Asi,
f es periddico, y su orden, digamos k, divide a m.
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Observacion 1.4.12. Podemos demostrar la segunda parte de la proposicién
anterior de una manera mds breve. En efecto, si f € Diff(C,0) es integrable,
y u(z) = ez™ + -+ € O(C,0) es una primera integral de f, entonces, por
definicién, (f) C S,, donde S, C Diff(C,0) es el grupo simétrico de u. Puesto
que, en virtud de la Proposicién 1.4.4, sabemos que S, es finito, concluimos que
(f) es finito, o equivalentemente, que f es periédico.

De la Proposicion 1.4.4, el Teorema 1.2.15 y la Proposicién 1.4.11 se deduce
la siguiente caracterizacién de grupos integrables.

Corolario 1.4.13. Un grupo G C Diff(C,0) es integrable si y sélo si es ciclico
finito.

Demostracion. Sea G C Diff(C,0). Como G es integrable, existe u € O(C,0)
germen de una funcién analitica, tal que G C S,,. Pero, por la Proposicion 1.4.4,
sabemos que S, es ciclico finito, por lo tanto G también lo es.

La afirmacion inversa es inmediata de la Proposicion 1.4.11. O

1.5. Dinamica generada por grupos de gérmenes
conformes finitamente generados.

Definicién 1.5.1. Sean G un grupo con producto * y elemento neutro e, y X
un conjunto no vacio. Decimos que una funcién

v : GxX — X
(g,2) = g-z

es una accion de G sobre X si cumple
l.VzeX,e-x=ux.
2. Vee X, Vg,heG,gxh-x=g-(h-x).
Decimos también que G actia sobre X si existe una accién de G sobre X.

Definicién 1.5.2. Si un grupo G actia sobre un conjunto X, X # (), entonces
definimos la drbita de un elemento € X como el subconjunto

Orb(z)={ye X : g€ G, g-z=y}.

Introduzcamos ahora la nocién de pseudogrupo, la cual difiere de la de un
grupo por el hecho de que la composicién no siempre estd definida. Para nues-
tro propésito es suficiente definir pseudogrupos de funciones holomorfas cuyos
dominios son subconjuntos abiertos de C que contienen a un punto fijo comun
(el origen).

Definicién 1.5.3. Sea U una vecindad del origen en C y sea G C Diff(C,0)
un subgrupo arbitrario de Diff(C,0). Un pseudogrupo T' asociado a G es una
coleccién de parejas (fo,Uy), a € A, tales que U, C U es un conjunto abierto
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que contiene al origen, y f, : U, — U es una funcién holomorfa definida (al
menos) en U, que es un representante de un germen f elemento de G.

La composicién de dos elementos (fo,Us) v (f5,Up) estd definida como la
pareja (fo o f3,Uap) siy s6losi Uyg = Ua NUz CUg y f3(Uap) C Us.

En otras palabras, cada germen f € G (en particular, el elemento neutro
id € G) es representado por distintas funciones f, que difieren, en general, por
sus dominios de definicién (las cuales, por supuesto, coinciden en las intersec-
ciones no vacfas de éstos).

Dado un grupo finitamente generado G = <f1, e fn> C Diff(C, 0), la ma-

nera natural de asociarle un pseudogrupo I' es como sigue (usaremos las tildes
en cada germen del grupo G para distinguirlos de las funciones holomorfas).
Elijamos una coleccion arbitraria de representantes fji U; = Cj=1...n,

de los gérmenes fji que generan a (. Entonces, con una palabra arbitraria
w = (w]t wjin_1 e wi w]il) € §, (un elemento en el grupo libre sobre un con-
junto de r elementos, escrito de derecha a izquierda) podemos asociar la funcién
conforme f,, como la composicién f Ji of nyil o---of ]f of ]f definida en el conjunto
méximo U, (que obviamente contiene al origen y es abierto), en el cual todas

las composiciones parciales
+ _ et e et Y = O = = &
f_jl = fjla Jizgn = sz ©Jj R f‘n o ©Jj,0J5

estan bien definidas. Asi, si asociamos U,, con la funcién f;,. j, = fw, la cual
es un representante del respectivo germen fm obtenemos un pseudogrupo. Si
elegimos una coleccion diferente de conjuntos iniciales Uy, ..., Uy, entonces, for-
malmente, éstos dan lugar a un pseudogrupo distinto. Aunque no se afectarian
la mayoria de las propiedades.

Si existen identidades no triviales en el grupo G, entonces un mismo germen
admite varios representantes con dominios eventualmente distintos. Para distin-
guir entre tales elementos, etiquetaremos a cada elemento (f,,U,) € T’ con la
palabra correspondiente w, en el grupo libre §,. La correspondiente coleccién
de tripletas

{(fwan,w) W E §r, fw S O(Uw)} = AG,

serd llamada el pseudogrupo asociado al grupo finitamente generado de gérmenes
conformes G. Un elemento perteneciente al pseudogrupo Ag es no trivial si la
palabra correspondiente w € §, es no trivial en §,; incluso si f, = id|y,.
Empero, omitiremos la tercer componente de cada tripleta para simplificar la
notacién.

Observacion 1.5.4. Para evitar problemas técnicos, supondremos siempre que
si (fa;Ua) € T, entonces (folvz,Up,) € T', para todo U, C U,, tal que 0 € UY,.

Aligual que como lo hacemos con un grupo, para un pseudogrupo I podemos
pensar en la nocién de 6rbita de un punto. Una érbita “periédica” sera llamada
ciclo.
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Definicién 1.5.5. La orbita de un punto x € U, por un pseudogrupo T, es el
conjunto I'(z) que consta de todos los puntos f,(z) tales que (fo,U,) € T'y
x € U,.

Definicién 1.5.6. Sea I' un pseudogrupo. Decimos que x # 0 es un ciclo si es
un punto fijo de un elemento no trivial de T'. Es decir, si existe (fq,Us) € T tal
que € Uy v fo(x) = 2. Decimos ademds que « # 0 Es un ciclo limite (ciclo
limite complejo de un pseudogrupo) si x es un punto fijo aislado de f, en U,.

La nocién de equivalencia de grupos de gérmenes conformes se traduce na-
turalmente en la equivalencia de pseudogrupos de la siguiente forma.

Definicién 1.5.7. Decimos que dos pseudogrupos I' y IV son equivalentes si
existe un biholomorfismo A : (U,0) — (U’,0) tal que IV consiste de todas las
parejas (ho fo o h™1, h(Uy,)), con (fa,Us,) € T.

1.5.1. Orbitas periddicas y gérmenes periddicos.

Para dar una muestra de la utilidad de la nocién de pseudogrupo, estable-
cemos propiedades dindmicas simples de gérmenes periédicos (y no periédicos).

La periodicidad de un germen g € Diff (C,0) implica que todas las g-érbitas
son periddicas (ciclos) para cualquier representante g de §. Sin embargo, la afir-
macion inversa es menos simple.

Sea g € Diff(C,0) y consideremos (g, V) un representante de g. Para cada
U C V consideremos g|y y al pseudogrupo “ciclico” T'y generado por (g|y, U).
Asi, para un elemento arbitrario z € U denotamos por I'(z|U) a la T'y-6rbita
de z, es decir,

D(z|U) = {¢"(z) : n€Z, y g"(z) € U, paratodo k entre 0y n}.

La ¢6rbita I'(z|U) podria ser finita, en cuyo caso consistiria de las iteraciones
consecutivas

g (), g " (@), ... g (@), @ og(a), .., g7 (@), g (=), n,m >0,

o bien, T'(z|U) podria ser infinita en alguna, o ambas direcciones. Trabajare-
mos tnicamente con érbitas maximas, es decir, supondremos que g~ " (z) y
g™ (x) ya no pertenecen a U si n (respectivamente m) es finito. Observemos
ademas que, una orbita infinita podria consistir de una cantidad finita de puntos
distintos (si y sélo si la érbita es periédica).

Consideremos la funcién v : U — NU {oo} definida como la longitud de la
orbita méaxima de cada punto en U. Es decir,

v(z) =v(z|U) =méx{m+n : g "(z), ..., z, g(x), ..., g™ (x) e U}.

Si la 6rbita I'(x|U) es infinita, entonces v(z) = co. Ademds, por construccién,
v resulta ser constante en cada orbita de g. Por otro lado, de la continuidad
de g se deriva la semicontinuidad de v, mas precisamente, tenemos la siguiente
proposicién.
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Proposicién 1.5.8. Si U es abierto y v(z) € N, entonces para cada y € U
suficientemente cercano a x, v(y) > v(z). Andlogamente, si U es cerrado y
v(z) € N, entonces para cada y € U suficientemente cercano a x, v(y) < v(zx).
En este caso, six es un punto de discontinuidad de v, entonces T'(z|U)NOU # (.

Demostracion. Supongamos que U es abierto y sean x € U y r € N tal que
v(z) = r. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

L(z|U) = {z,9(x),...,¢" ' (2)},

(si no fuese el caso, basta reetiquetar a cada elemento de I'(z|U)).

Tenemos dos casos. Que ¢"(z) € OU o ¢g"(z) € ExtU, donde ExtU denota
el conjunto exterior de U. Si g"(x) € Ext U, entonces basta considerar € > 0 tal
que B(x,e) C U y se satisfaga la igualdad v(y) = v(z), y € B(z,e). Por otro
lado, si ¢"(z) € OU entonces, para cualquier e > 0 dado, claramente existen
y € B(x,¢) tales que v(y) > v(x).

Para demostrar la segunda afirmacién de la proposicién consideremos los
siguientes casos. Que ¢/(x) € IntU, j = 0,...,7 — 1, donde IntU denota el
conjunto interior de U, o ¢g’(x) € AU, para algtin j € {0,...,7 — 1}. Asf, en el
primer caso, basta que consideremos £ > 0 tal que B(z,e) C U y v(y) = v(x)
para toda y € B(x,e). En el segundo, claramente se cumple la desigualdad
estricta. Por lo tanto, podemos ver que si x € U es un punto de discontinuidad
de v, entonces necesariamente I'(z|U) N U # §. O

Lema 1.5.9. Si g € Diff(C,0) es no periddico, es decir, {g) es infinito, entonces
para cualquier dominio abierto (tan pequerio como queramos) U C C, 0 € U,
hay una cantidad no numerable de drbitas infinitas no periddicas I'(z|U).

Demostracion. Sea p > 0, consideremos D, = {|z| < p} un disco cerrado y sea
0D = K, su frontera.

Demostraremos que en D, hay una cantidad no numerable de puntos con
érbitas infinitas en D,,. Para esto, veremos que en cada circulo K,, r < p, hay al
menos un punto con una érbita infinita en D, C D,. Debido a que el nimero de
circulos K, distintos que intersectan a cualquier érbita dada es a lo mas nume-
rable (ya que cada érbita es a lo méds numerable), esto probard que el nimero
de ¢6rbitas infinitas es no numerable.

Sea r < p y supongamos, por contradiccion, que dado K., todos los puntos
x € K, tienen drbitas finitas en D, es decir, v(-) toma sélo valores finitos en
K, (para cada z € K, v(z) € N). Como K, es compacto y v es semicontinua,
existe N € N tal que v(z) < N, para cada = € K,, y todas las 6rbitas que
intersectan a K, son finitas y menores o iguales a N.

Por otro lado, como ¢(0) = 0, v(0) = co. Debido a la semicontinuidad de v
en D,., v debe de tener un punto de discontinuidad y € D,.\ K. tal que v(y) > N,
pero, por la Proposicién 1.5.8, T'(y|D,.) N 9D, # 0, es decir, T'(y|D,) N K, # 0,
lo cual es una contradiccién, ya que v toma valores constantes en la 6rbita de
cualquier punto. Por lo tanto, en K, existe al menos un punto x € K, tal que
su Orbita es infinita.
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Finalmente, denotemos por A al conjunto de puntos cuyas érbitas son pe-
riddicas y por B al conjunto de puntos con drbitas infinitas no periédicas. De
esta manera, el conjunto de puntos con érbitas infinitas es A U B.

Adems3s, si para cada n € N consideramos el conjunto

A, ={z €D, : g"(z) ==z},

entonces, ya que g no es periddico, aplicando el Corolario A.4.4 (demostrado en
el Apéndice) a la funcién h,(z) = g"(z) — 2z, sabemos que A,, tiene cardinalidad
a lo mas numerable. Pero

A=J A

neN

Consecuentemente, la cardinalidad de A es a lo mds numerable. Por lo tanto,
la cardinalidad de B es no numerable, ya que A U B tiene cardinalidad no
numerable. Esto concluye nuestra demostracién. O

Teorema 1.5.10. Sea G C Diff (C,0) un grupo finitamente generado. Entonces
G cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

a) Cualquier pseudogrupo I' asociado a G posee una cantidad no numerable
de orbitas infinitas no periddicas.

b) G es integrable.

Demostracion. Si G contiene un elemento g no periédico, entonces, por el Lema
1.5.9, se satisface a).

Si, por el contrario, todos los elementos de G tienen orden finito (es decir, son
periddicos), entonces, por el Teorema 1.2.15, G es finito, ciclico y linealizable.
Por lo tanto, por el Corolario 1.4.13, concluimos que G es integrable. O






Capitulo 2

Foliaciones

Comencemos por recordar los conceptos basicos sobre Ecuaciones Diferen-
ciales Holomorfas y un par de resultados fundamentales en esta teoria, a saber,
el Teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias y el Teorema de rectificacién, que nos servirdn de motivacién para
introducir la nocién de foliacién holomorfa en! C2.

Una vez hecho esto, daremos la definiciéon formal de lo que es una folia-
cién holomorfa en (C2,0) e introduciremos las principales propiedades de éstas;
asi como las herramientas que necesitamos para un mejor entendimiento del
comportamiento geométrico de las foliaciones. Estas herramientas seran la ho-
lonomia asociada a una separatriz de una foliacién dada y el concepto de explo-
sién de singularidades.

Finalizamos nuestro estudio de foliaciones centrando nuestra atencién en
una clase particular de ellas; aquéllas cuyas hojas son las curvas de nivel de una
funcién holomorfa no constante f : (C%,0) — (C,0); es decir, las foliaciones
integrables. Nuestro objetivo principal es dar una demostracién de una caracte-
rizacién de las foliaciones integrables, demostrada por vez primera en [12] por
los matematicos franceses J. F. Mattei y R. Moussu. Para esto, haremos uso
de la teoria desarrollada en el capitulo anterior sobre subgrupos finitamente
generados de Diff(C, 0).

2.1. Ecuaciones diferenciales holomorfas.

Definicién 2.1.1. Sea U C C? un conjunto abierto. Un campo vectorial holo-
morfo definido en U es una pareja de funciones holomorfas definidas en U:

9 d
F=(F,F)=F—+F,— : C?
(Fy, Fy) 18z1+ 29m U— C7,

1Si bien nosotros nos restringiremos al estudio en C2, debe ser mencionado que la misma
teoria puede ser desarrollada en C", n € N.

29
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donde z; y 29 representan a las funciones coordenadas en U; es decir,

Zj U — C

o i=1,2.
(a1,0) +— «y J

El conjunto de campos vectoriales holomorfos definidos en U C C? es deno-
tado por D(U).

De esta definicién tenemos una interpretaciéon geométrica. A saber, a cada
punto z € U, un campo vectorial F' definido en U le asocia un vector F'(z) en
C?, por lo cual, a cada punto z € U le asociamos el vector F(z) basado en z.

1 F(z)

Figura 2.1: Representacién geométrica de un campo vectorial.

También podemos asociar a cada punto z € U la recta (compleja) cuya
direccién coincide con la dada por el vector F'(z). Esta es conocida como campo
de direcciones en U.

Definicién 2.1.2. Sean U C C? un conjunto abierto y F' : U — C? un campo
vectorial holomorfo. Una ecuacion diferencial holomorfa asociada al campo F'
se define como
de
dt

0, en notacién vectorial,

sz(zl,zg), j:1,2, tE(C,

i=F(2), ze€C?% (2.1)

Dado V' C C un conjunto abierto, diremos que ¢ = (p1,02) : V — C? es
una solucidn de la ecuacion diferencial (2.1) si ¢ es una funcién holomorfa tal
que, (V) C U y para todo t € V se cumple

Y5 1) = B0, att)), G=1,2. (2.2)

Es decir, el “vector velocidad”

de (d<P1 d@z)

dt — Sdtdt
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coincide en cada punto ¢ con el vector F(p(t)). La gréfica de ¢ en U es llamada
curva fase.

Sizg € Uy ty € Cson puntos arbitrarios en U y C respectivamente, entonces
nos podemos preguntar si existe una curva ¢ : V C C — C2 tal que

)= v (1) = Flp(n) (2.3)
Es decir, que ¢ sea solucién de la ecuacién diferencial (2.1) y cuyo valor ini-
cial sea zp (a una solucién tal, cominmente la denotamos por ¢(t,zp)). Esta
pregunta es conocida como el problema de Cauchy y resulta tener una respues-
ta afirmativa, la cual es un teorema fundamental en la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Teorema 2.1.3 (De existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones dife-
renciales ordinarias). 2 Para cualquier ecuacion diferencial (2.1) y cada punto
(to,z0) € Cx U existe una inica solucidn del problema de Cauchy (2.3) definida
en una vecindad de to en C.

Definicién 2.1.4. Decimos que un punto zy € C? es un punto singular (una
singularidad) de un campo vectorial holomorfo F' si F(zp) = 0. En otro caso
decimos que zy es un punto no singular.

Usaremos la notacién D(C2, zy) para referirnos al espacio de gérmenes de
campos vectoriales holomorfos con singularidad (aislada) en zg € C2, general-
mente zq es considerado como el origen, zyp = (0,0) = 0 € C2.

Definicién 2.1.5. Sean 2 = F(z), £ = G(z) las ecuaciones diferenciales aso-
ciadas a F,G € D(C?,0) respectivamente. Decimos 2 = F(z) y 2 = G(2)
son analiticamente (topoldgicamente, formalmente) equivalentes si existe H :
(C2%,0) — (C2,0) un biholomorfismo (homeomorfismo, serie formal) tal que

oOH

| e -cume.

z
(=)

Proposicién 2.1.6. Si 2 = Az, 2 = Bz, z € C, A, B € Mataxs (C), son dos
ecuaciones diferenciales analiticamente equivalentes, entonces existe una matriz

invertible C € Matayso (C) tal que CA = BC. Es decir, las matrices A y B son
similares.

Demostracion. Dado que 2 = Az y 2 = Bz son analiticamente equivalentes,
existe un biholomorfismo H : (C2,0) — (C2,0) tal que

oOH
[az} ¢ A B .
De esta manera, si
H(Z):CZ+7 CGMat2><2((C)7

2La demostracién de este teorema puede ser consultada en [9].
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|:8H} =C+---.
dz )

Luego, sustituyendo ambas expresiones en (2.4), tenemos

entonces

(C+-)-Az=B(Cz+---).

Por lo tanto,
CAz+---=BCz+---.

Consecuentemente, C A = BC, como queriamos demostrar. O

Observacién 2.1.7. Notemos que si zg € C? es un punto singular de un campo
vectorial F', entonces la ecuacién diferencial (2.1) asociada tiene como solucién
o(t, z0) = 2o, para todo t € C. Por otro lado, si F'(z9) # 0y ¢(t, 29) es solucién
de la ecuacién diferencial (2.1) con condicién inicial ¢(0, z9) = zp, entonces ¢ es
la parametrizacion de una curva compleja que pasa por zy y que es tangente al
campo vectorial F'.

Definicién 2.1.8. Definimos la matriz asociada a la parte lineal de un campo
vectorial holomorfo F = (f1, f2) en un punto zo € C? como:
0, 9
5L (20) 5L(20)
D, F=
9 9
52(20) §2(0)
Definicion 2.1.9. Dado un campo vectorial holomorfo F', decimos que un punto
singular de F' es elemental si al menos uno de los valores propios A; » de la matriz
asociada a la parte lineal del campo en zy es distinto de cero.

Si zg es un punto singular no elemental de un campo holomorfo F', tal que
la matriz asociada a la parte lineal de F' en z; es no cero y con ambos valores
propios iguales a cero, entonces se dice que 2y es una singularidad cuspide o
nilpotente.

Supongamos que 0 € C2? es un punto singular elemental de un campo F,
podemos suponer que la ecuacién diferencial asociada a F' es de la forma (la
ecuacion estd en su forma diagonalizada):

i=Mz+-

y considerar el cociente

=3

Al cual llamamos razon caracteristica; A nos permite clasificar los distintos tipos
de singularidades elementales:

A

* Si A € C\ R, entonces decimos que el punto singular es de tipo eliptico.
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* Si A > 0, entonces decimos que es un nodo.
* Si A < 0, entonces se trata de una silla.
* Si A = 0, entonces es una silla-nodo.

Si A € Q\ {0}, entonces, decimos ademds que, el punto singular elemental (foco
o silla) es resonante.

Concluimos esta primera parte del capitulo enunciando otro resultado fun-
damental en la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Este nos dice
que, las soluciones de cualquier campo vectorial holomorfo, fuera de un pun-
to singular, lucen de una manera sencilla: Como rectas (complejas) paralelas
horizontales.

Teorema 2.1.10 (De rectificacién). 2 Un campo vectorial F es analiticamente
equivalente al campo vectorial constante G(z) = (1,0) en una vecindad suficien-
temente pequena de cualquier punto no singular.

2.2. Foliaciones holomorfas.

Por el Teorema de existencia y unicidad (Teorema 2.1.3), cualquier dominio
U C C? en el cual estd definido un campo vectorial F', puede ser representado
como la unién ajena de curvas fase conexas que pasan por cada uno de los puntos
en U. A la representacion grafica de dichas curvas se le conoce como retrato de las
fases de la ecuacion diferencial asociada a F'. Ademds, el Teorema de rectificaciéon
(Teorema 2.1.10) provee un modelo local para el objeto geométrico llamado
espacio foliado, o simplemente foliacién. Es decir, hablando informalmente, una
foliacién es una particién del espacio fase en un continuo de conjuntos conexos
llamados hojas, las cuales localmente lucen como la familia de subespacios afines
paralelos.

Definicion 2.2.1. La foliacion holomorfa estindar de dimension 1 de un poli-
disco B = {(z,y) e Cx C : |z| <1, |y| < 1} es la representacién de B como la
unién ajena de discos, llamados placas (estdndar),

B=||L, L,={zeC:z|<1}x{y}CB,
ly[<1

Definicién 2.2.2. Una foliacion holomorfa (no singular) F de un dominio U C
C? es la particiéon U = UyLy de U en la unién ajena de subconjuntos conexos
L., llamados hojas, los cuales son analiticamente equivalentes a la foliacion
holomorfa estandar por placas.

La tultima frase de la definicion anterior significa que, cada punto z € U
admite una vecindad abierta B’ y un biholomorfismo H : B’ — B que envia las

3La demostracién de este teorema puede ser consultada en [9].
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hojas locales, es decir, las componentes conexas de las intersecciones L, N B,
en las placas de la foliacién estandar,

Va, 3IW = W(a) : H(LonB)= || L,
yeEW (a)

Comunmente, llamamos placas de la foliacién F cercanas al punto z a las
hojas locales de ésta. Notemos que placas diferentes podrian pertenecer a la
misma hoja de la foliacién global.

H

77N

Figura 2.2: Foliacién holomorfa.

Definicién 2.2.3. Decimos que dos foliaciones F y F’, definidas sobre los
dominios U, U’ respectivamente, son analiticamente (formalmente, topoldgica-
mente) equivalentes si existe un biholomorfismo (serie formal, homeomorfismo)
H : U — U’ que envia a las hojas de F en las hojas de F'.

El siguiente resultado formaliza lo que hemos mencionado sobre la foliacion
inducida por un campo vectorial. Mas aun, éste nos dice que una foliacién Fr,
definida por las soluciones de una ecuacién diferencial asociada a un campo
vectorial holomorfo F', no depende tanto del campo F en cuestion como del
campo de direcciones asociado a F', es decir, hablando de foliaciones (definidas
por campos vectoriales) la parametrizacién de las soluciones es ignorada.

Teorema 2.2.4. * Si F es un campo vectorial holomorfo sin singularidades,
definido en un dominio U C C2, entonces las soluciones de la ecuacion dife-
rencial (2.1) asociada a F constituyen una foliacion no singular por curvas Fg
de U. Ademds, si G es otro campo vectorial holomorfo definido en U sin sin-
gularidades, entonces las foliaciones Fr y Fg coinciden si y solo si existe una
funcion holomorfa f nunca nula definida en U, tal que G = f - F.

Observacién 2.2.5. Como se hace mencién en el apéndice®, siempre que ha-
blamos de un campo vectorial holomorfo, ligado a éste existe una 1-forma ho-
lomorfa, la cual nos aporta la misma informacion para las foliaciones que el
campo.

Tlustremos este hecho. Sea F = (—=b(x,y),a(x,y)) = (=b,a) € D(CZ%,0) el

4Una demostracién de este resultado puede ser consultada en [8] y [9].
5Ver Apéndice, Seccién A.5.
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germen de un campo vectorial holomorfo en (C2,0); al considerar al germen de
la 1-forma holomorfa en (C?,0), w = adz + bdy, un punto z tal que w, # 0, y
(&,m) € T, M \ {0}, tenemos

wz(§,m) = adx(§,n) + bdy(§,n) = a& + bn.

Asi, w, = 0 si y sblo si a& + bn = 0. Por lo tanto &€ = —b y n = a; tenemos
entonces que wy(F) = 0.

En resumen, observamos que la foliacién inducida por w = 0, conocida
comunmente como ecuacidn de Pfaff (Johann Friedrich Pfaff (1765-1825)), es
equivalente a la foliacién inducida por el campo F'. A una foliacién inducida por
la ecuacién de Pfaff w = 0 la denotaremos por F = {w = 0}.

En adelante, dada una foliacién inducida por un campo vectorial F' = (—b, a)
(o bien, por la 1-forma holomorfa w = adx + bdy), usaremos indistintamente el
lenguaje de campos vectoriales o el de 1-formas, segtin nos convenga para hacer
los calculos o para dar una mejor claridad a la exposicién.

Debido al Teorema 2.2.4, tenemos que un campo vectorial F' € D(U) (o bien,
una 1-forma holomorfa w), define una foliacién en el complemento del conjunto
singular de F, ¥ =Xp = {x € U : F(x) = 0}, el cual, en nuestro caso (n = 2),
resulta ser un conjunto de puntos aislados en U. Esto da lugar al concepto de
una foliacién en un contexto mas general, que serd nuestro objeto de estudio de
aqui en adelante.

Definicién 2.2.6. Sea U C C? un dominio en el plano C2. Una foliacion ho-
lomorfa singular (por curvas) F en U, es una foliacién holomorfa de U \ ¥ por
curvas (complejas), donde 3 es un subconjunto analitico de U de codimensién
dos (puntos aislados en U), llamado el conjunto singular de F.

El Teorema 2.2.4 nos sirve como motivacién para dar la siguiente definicién
sobre equivalencia entre campos vectoriales holomorfos.

Definicién 2.2.7. Decimos que dos campos vectoriales holomorfos F' € D(U)
y F' € D(U’), cuyos conjuntos singulares (de codimensién dos) son ¥ y ¥
respectivamente, son orbitdlmente analiticamente equivalentes si las foliaciones
Fr y Frr que éstos generan son analiticamente equivalentes. Es decir, existe un
biholomorfismo H : U — U’ tal que H(X) = ¥/, y es un biholomorfismo de las
foliaciones fuera de X y X'.

Definicién 2.2.8. Sea F una foliacién singular en un dominio U C C2 con
conjunto singular . Una separatriz compleja de F en un punto singular a €
Sing(F) es una hoja local L C (U,a) \ ¥, cuya cerradura L U {a} es una curva
analitica.

Ahora que hemos dado las definiciones formales acerca de foliaciones holo-
morfas en (C2,0), toca el turno de introducir el concepto de holonomfa, el cual,
como dijimos anteriormente, serd una herramienta 1util para entender mejor el
comportamiento de las hojas de una foliacién singular en (C2,0).
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2.3. Holonomia.

Definicién 2.3.1. Una transversal (parametrizada) a una hoja L de una folia-
cién F en U C C? en un punto a € U es una funcién holomorfa 7 : (C,0) —
(U, a) transversal a L. Constantemente identificamos la transversal con la ima-
gen de la funcién 7.

Si F es una foliacién estdndar y 7, 7/ son dos transversales a la misma hoja,
digamos Ly = {y = 0}, en los puntos a y b respectivamente, entonces cualquier
hoja, L, suficientemente cercana a Lg, intersecta cada transversal una sola vez.
Esto define, de forma tnica, la transformacién de correspondencia holomorfa

A‘r;r’ : (Taa) — (Tlvb)
(a,y) — (by)’

Es decir, bajo A, ; puntos con la misma componente y son enviados unos en
otros. En las cartas de 7 y 7/, definidas por las parametrizaciones, la transfor-
macién de correspondencia la podemos pensar como el germen de una funcién
holomorfa en Diff(C, 0).

Ademds, dadas tres transversales 7,7’,7” a la misma hoja de la foliacién
estandar, suficientemente cercanas, la transformacién de correspondencia satis-
face la igualdad

AT,T” - AT',T” o AT,T’ . (26)

Figura 2.3: Transformacién de correspondencia A,.

Consideremos ahora una hoja L € F de una foliacién holomorfa en (C2,0),
a,b € L dos puntos fijos en la hoja L, y 7, 7/ dos transversales a la hoja L en los
puntos a y b respectivamente. Sea 7 : [0,1] — L una trayectoria orientada que
une a los puntos a y b, es decir, y(0) = a y y(1) = b. A continuacién definiremos
la transformacién de correspondencia Ax:

Debido a que el intervalo [0,1] es un conjunto compacto y « es continua,
resulta que v([0, 1]) es un subconjunto compacto de L; de esta manera, es posible

obtener una cubierta finita del conjunto ~([0,1]), digamos {U;}%_,, tal que en
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cada Uj la foliacién F sea localmente trivial (analiticamente equivalente a la
foliacién estdndar). Hecho esto, en algunos puntos intermedios de la trayectoria
~ podemos insertar transversales intermedias entre las transversales 7y 7/, 75,
j=0,....k, 7o = Ty 17 = 7, de tal manera que todas las transversales
consecutivas 7;,7T;4+1 pertenezcan al mismo dominio U; (para esto, podemos
elegir 7; C U;j—1 NUj). Sea A, .., la transformacién de correspondencia local
definida de forma analoga como lo hicimos antes. Entonces, la composicion:

Ay=A 000 - i (1,a) = (T)D), (2.7)

en las cartas coordenadas es (un germen de) una funcién holomorfa de Diff(C, 0),
también llamada la transformacion de correspondencia a lo largo de la trayec-
toria 7.

Observacién 2.3.2. El germen de funcién holomorfa A, no depende de la
eleccién de las transversales intermedias 7;. Esto se sigue de la identidad (2.6).

Observacién 2.3.3. La definicién de A, depende de la clase de homotopia de
la trayectoria v (con extremos fijos) y no asi de la trayectoria misma.

Efectivamente. Sean 7o y 1 dos curvas homotdpicas y consideremos la ho-
motopfa H : [0,1] x [0,1] — L,

HO,t)=a, H1,t)=b  VYtelo,1].
y H(s,t) =7(s)

Afirmacioén 2.3.4. Dado que lo anterior define una familia de curvas unipara-
metrizadas de a a b y A, estd definida para todo t € [0,1], entonces Ay, = A, .

Demostracion. Sea t € [0, 1]. Observemos que en la construccién de A, la elec-
cién de los puntos intermedios p;, 7, N L = {p;} (los puntos base de las trans-
versales 7;), no necesariamente estan en 7, tan sélo estdn en las intersecciones
U;NUjta.

Sean 0 = sg < 81 < --- < s = 1 tales que s; ey, *{a=npo,...,pr =0}y
Y¢85, 8541] C Uj. Por la continuidad de 74, v4([s;, sj4+1]) es compacto; ademas,
el complemento de cada Uj;, denotémoslo por Uy, es cerrado. Por lo tanto, la
distancia entre ambos conjuntos es positiva, es decir,

d; = dist(%([sj,sjﬂ])»ch) > 0.

De esta manera, sea
d:= min {d;}.
j:O,H.,k{ i

Entonces, como H es continua y el intervalo [0, 1] es compacto, se sigue que H
es uniformemente continua. Por lo tanto, existe 6 > 0 tal que si [t —u| < 6,
entonces

|H(s,t) — H(s,u)| <d Vse€]0,1],

es decir,
[7e(s) = yu(s)l <d  Vse0,1].
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Esto muestra que los puntos de cualesquiera trayectorias 7; estdn suficiente-
mente cercanos; asi, podemos elegir transversales 7;,,...,7,_, suficientemen-
te cercanas a las respectivas transversales 7;, para todo j = 1,...,k — 1 (las
transversales externas coinciden). Por tanto, haciendo uso de la identidad (2.6),
notamos que la composicién

Ay = Ale_17T1k 00 ATloﬂ'll 2(1,a) = (Tlvb)a

o . o .
coincide con A, ya que 71, =T y 71, = 7', como querfamos demostrar. O

Este razonamiento cambia completamente cuando existen trayectorias con
los mismos extremos homotépicamente distintas, o bien, cuando consideramos
trayectorias cerradas (lazos).

Sean a € L un punto fijo sobre una hoja L de una foliacién holomorfa F,
7:(C,0) — (U,a) una transversal en a a L, y v € m1 (L, a) un lazo considerado
modulo la equivalencia homotodpica.

Definicién 2.3.5. Definimos a la transformacion de holonomia
Ay i (7,a) = (1,a),

como la transformacién de correspondencia asociada al lazo v € 71 (L, a).

El grupo de holonomia de la foliacién F a lo largo de la hoja L € F es la
imagen del grupo fundamental 71 (L, a) en el grupo de gérmenes de funciones
holomorfas Diff (7, a).

El grupo de holonomia estd definido como un subgrupo de Diff(C, 0), médulo
una conjugacion simultanea de todas las transformaciones de holonomia; de esta
manera, es independientemente de la eleccién de la transversal 7, o incluso del
punto base a € L.

Este grupo es un invariante de la foliaciéon que nos proporciona informacién
acerca del comportamiento de las hojas de la foliacién cercanas a una hoja
dada L.

Proposicion 2.3.6. Sean F y F' dos foliaciones holomorfas analiticamente
(topoldgicamente) equivalentes, es decir, existe un biholomorfismo (homeomor-
fismo) H que las conjuga. Si L € F es una hoja de F tal que H(L) = L' € F/,
entonces para cualquier eleccion de puntos a € L, a’ € L’ y las correspondientes
transversales T, 7', los grupos de holonomia correspondientes G C Diff (1, a),
G' C Diff(7’,a’) son analiticamente (topoldgicamente) equivalentes (acorde con

la Definicion 1.2.2).

Demostracion. Sea 7/ = H (1), la afirmacién es inmediata: La restriccién de H
a 7, h = H|,, realiza la conjugacién entre los grupos G y G’'. Ademds, para
cualquier otra eleccién de ¢’ y 7/ basta reemplazar al grupo G’ por un grupo
que sea analiticamente (topolégicamente) equivalente a él. O

La afirmacién inversa no necesariamente es cierta. Antes de dar un ejem-
plo donde mostremos esto, calculemos la transformaciéon de holonomia de una
foliacién definida por las soluciones de una ecuacion diferencial lineal.
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Ejemplo 2.3.7. Calculemos la transformacién de holonomia de la foliacién
singular generada por las soluciones de la ecuacién diferencial lineal:

T = /\1.13
. ;o 0 {1, A} 2.8
J = Aoy Z {A1, A2} (2.8)
La foliacién generada por las soluciones de (2.8) tiene una singularidad ais-
lada en el origen y los ejes coordenados son separatrices complejas.
Ademas, sabemos que las soluciones de la ecuacién diferencial (2.8) son de
la forma

o(t,p) = (eM'pr,e™'ps), p=(p1,p2) € C. (2.9)

Consideremos primero al eje coordenado z, S; = {(z,y) € C? : y = 0},
y a la separatriz L1 = S; \ {0}. Ahora, sean 7 = {(z,y) € C*> : z = 1} una
transversal a Ly en el punto (1,0), y v = {(z,y) € L1 : |z| = 1} un lazo en L,
que rodea al punto singular de (2.8). Entonces, segin (2.9), una solucién ¢ de
la ecuacién (2.8) (la hoja parametrizada de la foliacién) que pase por un punto
p = (1,p2) € 7 luce como

@(tap) = (eAltaeAztp2) .

Nos preguntamos jPara qué valores de t # 0, ¢(t,p) € 77 Es decir, ; Cudndo
sucede que la primer coordenada de (¢, p) sea igual a 17 Veamos esto:

Si eM! =1, entonces log (e’\lt) = log(1).

Aqui debemos ser cuidadosos y recordar que estamos considerando el logaritmo
complejo. En consecuencia, obtenemos que

Mt =log(1) =log(|1]) + iarg(l) = i2nn, n € Z.

Por lo tanto,
. 2min c7
= n .
AL

Consecuentemente, la transformacién de holonomia es

A T — T
27idg
(Lp2) — (Le ™ pa).

Procediendo de manera andloga, tenemos que, al considerar el eje coordena-
do y, So = {(x,y) € C? : x =0}, a la separatriz Ly = S5 \ {0}, y la transversal
" ={(z,y) € C? : y =1} a Ly en el punto (0, 1), obtenemos que la respectiva
transformacién de holonomia es

Al T — T

27miNg
(plal) — (e A2 plal) .
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Ejemplo 2.3.8. Existen foliaciones singulares F, ' en (C2,0) tales que sus
grupos de holonomia son analiticamente equivalentes (en el sentido de la Defini-
ci6én 1.2.2), pero F y F’, no son analiticamente equivalentes. En efecto, conside-
remos las foliaciones generadas por las soluciones de las ecuaciones diferenciales
lineales

3=Azy 2=Bz, z€cC? A, B¢cMatyys(C), (2.10)

A= {5 _OJ v B= B g} . (2.11)

Observemos ademds que A y B no pueden ser matrices similares debido a
que sus valores propios son distintos. De esta manera, no existe una matriz in-
vertible C' € Mataxo (C) tal que CA = BC'. En consecuencia, por la Proposicién
2.1.6, las ecuaciones diferenciales 2 = Az y Z = Bz no son analiticamente equi-
valentes. Més aun, tampoco son orbitdlmente analiticamente equivalentes, ya
que no existe una constante ¢ € C, tal que ¢(i, —i) = (3, 3). Consecuentemente,
las foliaciones generadas por las soluciones de estas ecuaciones tampoco lo son.

Sin embargo, siguiendo la construccién de las respectivas transformaciones
de holonomia de cada separatriz en cada ecuacién (como en el Ejemplo 2.3.7),
tenemos que éstas son idénticas (son la funcién identidad, id € Diff(C, 0)). Asi,
el grupo de holonomia es el mismo para ambas foliaciones, y por tanto se cumple
la equivalencia analitica de los grupos de holonomia.

donde

2.4. Explosién de singularidades.

Al considerar foliaciones holomorfas con singularidades en (C2,0) definidas
por una ecuacién de Pfaff, w = 0, donde w es una 1-forma holomorfa, (o bien,
por las soluciones de una ecuacién diferencial holomorfa), es de nuestro interés
realizar un anédlisis lo méas preciso posible sobre el comportamiento de las folia-
ciones en una vecindad de sus singularidades.

Si F = {w = 0} es una foliacién en (C?,0) tal que w es lineal, entonces no
es dificil realizar dicho andlisis. Mas aun, si consideramos el caso donde w tiene
coeficientes de orden superior y su parte lineal no es demasiado degenerada,
existen teoremas, tales como el Teorema de linealizacién de Poincaré, que nos
permiten linealizar (analiticamente o formalmente) a w, o bien, en general, llevar
a w a una expresion lo més simple posible (a su forma normal analitica o formal)
y de esta manera hacer el anélisis geométrico de las singularidades de F, el cual
muchas veces se reduce al primer caso.® Empero, no siempre es posible proceder
de dicha manera. Por ejemplo, si pensamos en una foliacién F = {w = 0}, tal
que w no tenga parte lineal, no es evidente cuél es el comportamiento de F cerca
de alguna singularidad.

En esta seccion introduciremos un nuevo concepto que nos permitird ha-
cer un andlisis local detallado de foliaciones cerca de su singularidad (aislada)

6Un estudio detallado de esto puede ser revisado en [9].
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0 € C2. Este es conocido como explosion (blow-up), desingularizacién o reso-
lucién de singularidades de una foliaciéon. A grandes rasgos, de lo que se trata
es de considerar una transformacién holomorfa 7 : M — (C2,0), donde M es
una 2-variedad holomorfa”, tal que una curva compleja E C M se proyecta en
el punto singular de la foliacién, y en el complemento de E, M \ E, 7 es un
biholomorfismo. Esta segunda condicién nos permite realizar un pull back de
una foliacién F definida en (C2,0) a la variedad M y extenderla sobre E. Al
pull back es al que llamamos explosién (blow-up) de (una vecindad de) el punto
singular de F; como es costumbre, supondremos que 0 € C2 es tal punto.

Lo maés importante de proceder de esta manera para estudiar una foliacién
F = {w = 0}, cuando w no tiene parte lineal, es que, después de un nimero
finito de explosiones obtenemos una foliacién cuyas singularidades son todas ele-
mentales (de acuerdo con la Definicién 2.1.9), con lo cual podemos dar marcha
atras (implotar o proyectar) y obtener asi una mejor descripcién geométrica de
la foliacién original F cerca del punto singular 0 € C2.

Definicién 2.4.1. Sea 0 € C2. La variedad M obtenida por la explosion esté de-
finida por las cartas:

(z,t) : V, = C* y (T,y):V,—C?,
y por el cambio de coordenadas:

v o Vp\{t=0} — V,\{T =0}
(z,t) — (%,tm).

La proyeccion candnica m : M — C? estd definida sobre las cartas por:

Vv, — C? V, — C?
(z,t) +— (x,tz) ¥ (T,y) — (Tyy)

De esta manera, la variedad M que obtenemos con la construccién precedente
puede ser pensada como la unién ajena de:

E:=E,UE, =7"(0), donde E, ={z =0} CV, y E, ={y=0}CV,

el cual es biholomorfo a CP!, y su complemento M \ E que es biholomorfo a
C?%\ {0} bajo 7. A E comtnmente se le llama divisor excepcional de M, y a M
la banda de Mébius compleja.

Hecho esto, definamos ahora la explosion de foliaciones singulares holomorfas
en (C2,0).

Definicién 2.4.2. Sea F = {w = 0} una foliacién singular en (C?,0). Definimos
la ezplosion de F como la foliacién singular holomorfa F' = 7*F en M, donde
T F = {r*w = 0}.

"La definicién de 2-variedad holomorfa se encuentra en el Apéndice. Ver Seccién A.5,
Definicién A.5.2.
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Se tienen dos posibilidades para la explosion F: La primera de ellas es cuan-
do el divisor excepcional E es una separatriz de F y la otra es cuando E es
transversal a la foliacién F; es decir, cuando casi todos los puntos de E excepto

una cantidad finita (llamados puntos de tangencia) pertenecen a diferentes hojas
de F.

Definicién 2.4.3. Sea F una foliacién singular holomorfa en (C2,0). Decimos
que F es no dicritica si el divisor excepcional E = 771(0) es una separatriz de
la foliacion 7* F.

En caso contrario decimos que F es dicritica.

2.4.1. Explotando foliaciones.

Sea F = {w = 0} una foliacién singular holomorfa en (C?,0). Por definicién
sabemos que su explosién estd dada por F' = n*F = {m*w = 0}. La siguiente

proposicién nos permite clarificar como luce 7*F, en cuanto a calculos se refiere,

x
en las cartas (z,t) y (T,y), donde ¢t = Yy yT=t1==.
T

Y

Proposicién 2.4.4. Si F = {w = 0} es una foliacion holomorfa singular en
(C2,0), tal que w = a(z,y)dx + b(x,y)dy, a,b € O(C%0), entonces

—

(i) En la carta (z,t), cont ==, m*°w = (a + tb)dx + xzbdt, y

SRS

(i) En la carta (T,y), con T = g, m*w =yadl + (Ta+ b)dy.
x
Demostracion. (i) Haciendo el cémputo respectivo tenemos que

,t)dx + bz, t)d(xt)
,t)dx + b(z, t) (tdx + xdt)
= (a(z,t) + th(x, t))dx + xb(x,t)dt.

m™w = a(z
= a(x

(i4) Andlogamente, en la carta (T, y), se satisface que

7w = a(T,y)d(Ty) + b(T,y)dy
= a(T,y)(ydT + T'dy) + b(T,y)dy
=ya(T,y)dT + (Ta(T,y) + b(T,y))dy.

En resumen,

m*w = (a + tb)dx + zbdt, en la carta (z,t) y
m™*w = yadl 4+ (Ta + b)dy, en la carta (T,y).

O

Consideremos ejemplos concretos de foliaciones holomorfas en (C2,0) defi-
nidas por 1-formas holomorfas y calculemos su explosion.



2.4. Explosién de singularidades. 43

Ejemplo 2.4.5. Sea F = {w = 0} la foliacién holomorfa en (C2,0) definida
por w = ydx —ady (a(x,y) =y y b(x,y) = —x). La singularidad de F es de tipo
nodo. Veamos qué sucede al explotar F. Para esto, por la Proposicion 2.4.4,
podemos asegurar que:

En la carta (z,t), 7*w satisface

Trw = —z2dt,

pues y = tx, a(x,y)|y=ta = tx y b(x,y)|y=ta = .
Andlogamente, en la carta (T, y), 7*w satisface

m*w = y?dT,
va que z =Ty, a(@,y)|o=ry =y ¥ b(2, Y)|a=1y = Ty.
Consecuentemente,
m*w = —22dt, en la carta (z,t) y

*w = y2dT, en la carta (T,y).

Pero la foliacién definida por m*w es equivalente a®

*

m*w = —xdt, en la carta (z,t) y
m*w = ydT, en la carta (T,y).

Luego, notamos que la foliacién resultante es no singular. De hecho, en este
caso, se trata de una foliacién dicritica.

Yy
(M, E) (C2,0)
T
F ={r*w =0} F ={w =0}, w = ydz — zdy.

Figura 2.4: Explosion de una singularidad tipo nodo.

8Consideramos esta equivalencia, obtenida al dividir entre i y L en las cartas (z,t) y (T, )
respectivamente, fuera del divisor excepcional E, y extender la foliacién obtenida en (M, E) a
E, para asi dar lugar a una foliacién singular (con singularidades aisladas en E) acorde con la
Definicién 2.2.6. Este proceso es mas ilustrativo en los siguientes dos ejemplos.
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Ejemplo 2.4.6. Sea F = {w = 0} la foliacién holomorfa en (C2, 0) definida por
w=ydr+ady (a(z,y) =y y b(z,y) = x). Se puede observar que la singularidad
de F es de tipo silla. Ademads, al considerar la explosiéon de F, acorde con la
Proposicién 2.4.4, obtenemos que:

En la carta (z,t), 7*w se ve como

mrw = (2tz)dx + x2dt,

pues y = t, a(z,y)ly=tx = tx y b(z,y)ly=tz = .
Anélogamente, en la carta (T,y), 7*w toma la forma

*w = y2dT + (2Ty)dy,

va que x =Ty, a(z,y)|e=1y =y ¥ b(x,y)|lo=1y = Ty.
Por lo tanto,

7w = (2tz)dz + 2%dt, en la carta (z,t) y
m*w = y2dT + (2Ty)dy, en la carta (T,y).

En consecuencia, bajo equivalencia orbital, concluimos que

m*w = 2txdx + xdt, en la carta (z,t) y
m*w = ydT + 2Tdy, en la carta (T,y).

Entonces, podemos observar que nuevamente se obtiene una foliacién cuya sin-
gularidad (en ambas cartas) es de tipo silla.

(M, E)

F ={n*w =0} F ={w =0}, w=ydzr + xdy.

Figura 2.5: Explosién de una singularidad tipo silla.

Ejemplo 2.4.7. Sea F = {w = 0} la foliacién holomorfa en (C?,0) definida
por w = zdzx + ydy (a(z,y) = x y b(z,y) = y). Notemos que F es una foliacién
que tiene una singularidad de tipo centro.

Explotemos F. Prosiguiendo tal como lo hemos hecho en los ejemplos ante-
riores, obtenemos que:
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En la carta (x,t), 7*w luce como

m'w = (z + t(tx))dx + z(tz)dt
= 2(1 4 t})dx + 2t dt,

ya que y = tx, a(x,y)|y=ta = y b(2,y)|y=t> = tx.
Andlogamente, en la carta (T, y), 7*w luce como

m*w = y(Ty)dT + (T (Ty) + y)dt
=Ty?dT + y(1 + T?)dy,

ya que z =Ty, a(z,y)le=ry =Ty y b(x,y)|o=1y = ¥.
Por lo tanto,

m*w = x(1 4+ t?)dx + 2t dt, en la carta (x,t) y
m*w = Ty*dT + y(1 + T?)dy, en la carta (T,y).

De esta manera, al simplificar la Ultima expresién, bajo equivalencia orbital,
obtenemos

7*w = (1 +t?)dx + xtdt, en la carta (z,t) y
7*w = TydT + (1 + T?)dy, en la carta (T,y).

Analicemos con detalle 7*w para darnos cuenta si define una foliacion sin-
gular y, en dado caso, qué tipo de singularidades presenta.
Por un lado, en la carta (x,t), 7*w = adx + bdt, con a(xz,t) = 1+ %y
~ -0 0
b(x,t) = xt. Asi, dado F = —b— + a—
(x,t) = xt. Asi, dado . +a pr
p1 = (0,4) es un punto singular de F, y

, el campo dual de 7*w, notamos que

_[—i 0]
(p1) 0

1
Por lo tanto, A = 5 Luego, 7*F tiene una singularidad en (0,%) de tipo silla.

-t —x
Dur =3 5]

Si realizamos el andlisis correspondiente en la carta (T, y) nos podremos dar
cuenta que aparece una singularidad en el punto py = (—i,0), y que ésta tam-

bién es de tipo silla, con N =\ = ——.

Por otro lado, de lo desarrollado en el Ejemplo 2.3.1, notamos que la trans-
formacién de holonomia, en ambas cartas, asociada a [E es de la forma:

Alz)=—z4---



46 Capitulo 2. Foliaciones

(M, E) (C2%,0)

F ={n*w =0} F ={w =0}, w = zdz + ydy.

Figura 2.6: Explosion de una singularidad tipo centro.

2.4.2. Teorema de Seidenberg.

Como dijimos anteriormente, dada F = {w = 0}, una foliacién singular ho-
lomorfa en (C2,0), mediante la iteracién del proceso de explotar la singularidad
0 € C? de F, se obtiene una foliacién tal que cada una de las singularidades
que aparecen en ella son elementales. Este resultado es el famoso Teorema de
Seidenberg (Abraham Seidenberg (1916-1988)).

Teorema 2.4.8 (De Seidenberg). ° Para cualquier singularidad de una foliacion
holomorfa F en (C2,0) se puede construir una superficie holomorfa M con una
curva analitica E C M y una transformacion holomorfa = : M — (C?,0), que es
un biholomorfismo entre M\ E y (C2,0)\ {0} y tal que 7*F solamente contiene
singularidades elementales en E.

Concretamente, la transformacion m que resuelve a la singularidad de F
puede ser construida como la composicion finita de explosiones.

El divisor excepcional E = 7=1(0) es la unidn de una cantidad finita de
lineas proyectivas, E;, que se intersectan transversalmente; es decir, E = JE;,
E]’ ':(CPl, E]‘ mEZ

Si bien la demostracién de este teorema no estd a nuestro alcance, es nece-
sario saber qué afirma y tenerlo presente. Decimos esto puesto que una de las
ideas principales para demostrar la caracterizacion de las foliaciones holomor-
fas integrables en (C2,0) (introducidas a continuacién); a saber, el Teorema de
Mattei-Moussu, Teorema 2.6.4, y un hecho que se desprende de éste, (Teorema
2.6.5) radica en el hecho de considerar la cantidad de explosiones necesarias
para desingularizar a una foliacién holomorfa, y el Teorema de Seidenberg nos
garantiza que proceder de manera tal tiene sentido.

9Una demostracién de este teorema puede ser consultada en [9] y [12].
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2.5. Foliaciones integrables.

En el primer capitulo introducimos el concepto de integrabilidad en Diff (C, 0)
(Definicién 1.4.2) y dimos una caracterizaciéon de los subgrupos finitamente ge-
nerados integrables de Diff (C, 0) (Corolario 1.4.13). Enseguida estudiaremos una
familia muy particular de las foliaciones holomorfas en (C2,0): Aquéllas cuyas
hojas resultan ser (componentes conexas de) las curvas de nivel de una funcién
holomorfa no constante f : (C?,0) — (C,0). En el desarrollo de esta parte de
la teoria de foliaciones haremos uso extenso de las propiedades vistas sobre los
gérmenes conformes, puesto que tanto el grupo de holonomia de una foliacién
holomorfa como el grupo de holonomia evanescente definido para foliaciones
no dicriticas (definido en la presente seccién) son, por construccién, subgrupos
finitamente generados de Diff(C, 0).

Definicién 2.5.1. Decimos que una foliacién singular F en ((CQ, O) es integrable
si existe (un germen de) una funcién holomorfa no constante u € O(C?,0), tal
que u es constante sobre las hojas de F.

Pensando en una foliacién F = {w = 0} definida por una 1-forma holomorfa
w, podemos interpretar esta definicion de la siguiente manera: F es integrable
si satisface:
wAdu=0.

Equivalentemente, decimos que el germen de un campo vectorial F' € D(C?,0)

es integrable si
Fu=0,

donde F'u denota, como es usual, la derivada de Lie de la funcién u en la direccién
del campo vectorial F'.

En ambos casos la funcién holomorfa no constante u es llamada primera
integral, o simplemente integral de la foliacion.

Si sélo pedimos que u sea una serie formal, entonces decimos que F es una
foliacién formalmente integrable.

Ejemplo 2.5.2. Sea F = {w = 0} la foliacién holomorfa en (C2,0) definida por
w = pydx + qrdy con p,q € N primos relativos. Observemos que F tiene una
singularidad de tipo silla en el origen 0 € C2. Sea u(z,y) = 2Py? € O(C?,0), su
derivada exterior, du, es:

0 0
du = 2 dz + —udy = paP~lyldr + qaPy T dy.
Oz 8y
Entonces,
w A du = (pyda + grdy) A (prP~ylde + qzPy? " dy)

= pgaPyidx N dy + qprPyidy N dx

= (pgaPy? — qpaPy?)dz A dy

=0.

Asi, w A du = 0. Por lo tanto, F es integrable.
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2.5.1. Principales propiedades de las foliaciones integra-
bles.

Ahora que contamos con la definicién formal de lo que es una foliacién in-
tegrable en (C2,0), como primer paso hacia la caracterizacién de las foliaciones
integrables, estudiemos sus caracteristicas analiticas y topoldgicas.

Proposicién 2.5.3. Si F = {w = 0} es una foliacién holomorfa en (C2,0)
definida por una 1-forma exacta'®, entonces F es integrable.

Demostracion. Esto es inmediato debido a que w = du con u € O(C?,0) por
ser w exacta. Por lo tanto,

wAdu=duNdu=0.
Es decir, v es una primera integral para F. O

Ejemplo 2.5.4. Sea F = {w = 0} la foliacién holomorfa en (C2,0) definida
por w = xdx + ydy. Esta foliacién es la misma que estudiamos en el Ejemplo
2.4.7. Claramente u(z,y) = £ (z? +y?) € O(C?,0) es una integral de la foliacién
(w = du). Por lo tanto las hojas de F = {w = 0} son las curvas de nivel de u.

Ejemplo 2.5.5. Sea F = {w = 0} la foliacién holomorfa en (C?, 0) definida por
w = ydx + xdy. F es la foliacion vista en el Ejemplo 2.4.6. También, podemos
considerar a F como un caso particular del Ejemplo 2.5.2 (p = ¢ = 1). Luego,
u(z,y) = xy es una primera integral para w. La derivada exterior de u, du, es

du = @dx + @dy = ydzr + xdy.
Or oy

En consecuencia, en este caso,
w = du.

Asi, las hojas de F son las curvas de nivel de u(z,y) = zy.

Observacién 2.5.6. La foliacion F = {w = 0} considerada en el Ejemplo
2.5.2 no estd definida por una 1-forma exacta cuando p # ¢. En efecto, si
w = pydz + gxdy fuese exacta, entonces w serfa cerradal''. Es decir,

dw = 0.

Pero,
dw = d(pydzx + qzdy) = (p — q)dz A dy.

Asi, dw # 0, ya que p # ¢. Por lo tanto, w no es exacta.

10La definicién de una 1-forma holomorfa exacta se encuentra en el Apéndice. Ver Seccién
A.5, Definicién A.5.32.
HEste hecho estd demostrado en el Apéndice. Ver Seccién A.5, Observacién A.5.33.
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Esta observacion muestra que existen foliaciones integrables que no necesa-
riamente estan definidas por alguna 1-forma holomorfa exacta.

En general, un cédlculo sencillo nos permite ver cémo es una 1-forma que
define una foliacién integrable.

Proposicién 2.5.7. Si F = {w = 0} es una foliacién holomorfa en (C2,0)
integrable, entonces
w = gdu,

donde u, g € O(C2,0), g(0) # 0.

Demostracion. Supongamos que u € O(C2,0) es una primera integral de F, y
que w = adx + bdy. Por definicién de integrabilidad, w A du = 0. Es decir,

ou ou
0 = (adz + bdy) A (%d:c + 8ydy>

Ju  Ou
= <aay — b333> dx A dy.

Entonces

De esta ultima igualdad se sigue el resultado, pues los coeficientes de w deben
cumplir

TR
95z Y _gay'

O

Proposicién 2.5.8. Si F es una foliacion en (C%,0) formalmente integrable,
entonces el grupo de holonomia, Gx, asociado a cualquier hoja, calculado en
una transversal T fija, es integrable (acorde con la Definicion 1.4.2), o equiva-
lentemente, Gx es ciclico finito'?.

Demostracion. Supongamos que F es formalmente integrable, entonces, por de-
finicién, las hojas de F estdan contenidas en las curvas de nivel de la serie formal
u, donde u es una primera integral formal de F; consecuentemente, la restric-
cién de u a la transversal 7 usada para el cémputo de la holonomia de una hoja
L € F de la foliacién F, u|,, resulta ser una integral formal para el grupo de
holonomia Gz C Diff(C,0). En efecto, si p € L'’ N7, donde L’ € F es una hoja
de F cercana a L, entonces sabemos que

A(p)e L'nT, VAEe€Gr.
Luego,
ulr o A = ul,.

Asi, Gz es formalmente integrable, pero, por el Teorema 1.4.6, sabemos que
cualquier subgrupo de Diff (C, 0) formalmente integrable es integrable. Conclui-
mos entonces que G es integrable. O

12Ver Corolario 1.4.13.
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Notemos que de este hecho concluimos que la holonomia de cualquier se-
paratriz L € F de una foliacién holomorfa integrable F en (C2,0) siempre es
finita.

Para foliaciones holomorfas se cumple un resultado analogo al Corolario
1.4.10. Primero lo demostramos para foliaciones analiticamente equivalentes,
pero méas adelante nos daremos cuenta que también es valido si sélo pedimos
equivalencia formal entre las foliaciones.

Teorema 2.5.9. Si F y F' son dos foliaciones holomorfas en (C2,0) analiti-
camente equivalentes y F es integrable, entonces F' es integrable.

Demostracion. Sean H : (C%,0) — (C2%,0) el biholomorfismo que conjuga a
las foliaciones F y F’, y u € O(C?,0) una primera integral de F. Afirmamos
que uo H : (C?,0) — (C,0) es una primera integral para F'. En efecto, basta
demostrar que u o H es constante a lo largo de cada hoja de F’. Sea L' € F'
una hoja de F’. Entonces H(L') = L € F es una hoja de F. Por otro lado, de
la integrabilidad de F, se sigue que u(L) = ¢, con ¢ € C constante. Por lo tanto,
combinando ambas igualdades, observamos que:

(wo H)(L) = w(H(L')) = u(L) = c.
Es decir, (uo H)(L') = c. O

En cuanto a qué sucede al considerar la explosién de una foliacién integrable,
tenemos que ésta también lo es.

Proposicién 2.5.10. Sea F una foliacion holomorfa singular en (C2,0). F es
integrable si y sdlo si su explosidn, la foliacién F' = w*F en la banda de Mdbius
compleja M, es integrable en una vecindad del divisor excepcional E.

Demostracién. Supongamos primero que F es integrable y sea u € O(C2,0)
una primera integral para F. Entonces, el pull back 7*(u) = uom de u es una
primera integral para F’ en una vecindad del divisor excepcional E ya que 7 es
un biholomorfismo entre M\ E y (C2,0)\ {0}, y por lo tanto, 7*(u) es constante
a lo largo de las hojas de F/ en M\ E.

Inversamente, si 7*F es integrable en una vecindad del divisor excepcional
y u € O(C?,0) es una primera integral para 7*F, entonces, usando nuevamente

el hecho de que 7 es un biholomorfismo entre M\ E y (C2,0) \ {0}, se sigue que
1

@ = uom ! es una primera integral para F en (C2,0)\ {0}. Finalmente, por
el Teorema de extensién de Riemann'®, 7 se extiende de manera holomorfa a
(C2%,0). O

Observacién 2.5.11. Otra demostracion de esta proposicién puede ser hecha
usando las propiedades algebraicas del pull back m*w y de la derivada exterior
para 1-formas holomorfas, las cuales se encuentran en el Apéndice, Seccién A.5.

Respecto a la topologia de las foliaciones integrables, cualquier foliacién in-
tegrable satisface las siguientes condiciones.

13Ver Apéndice, Seccién A.4, Teorema A.4.6.
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Teorema 2.5.12. Si F es una foliacién singular integrable en (C2,0), entonces
son ciertas las siguientes afirmaciones:

a) Si U C C? es una vecindad suficientemente pequenia del origen (0 € U),
entonces las hojas de F son cerradas en U \ {0}.

b) A lo mds un nimero finito de hojas de F se acumulan en 0 € C2.

Demostracion. a) Sean L € F una hoja de F y u € O(C?,0) una primera
integral de F, entonces, por definicion, existe ¢ € C constante tal que

u(L) =c.

Tenemos los siguientes casos.

Si ¢ # 0, entonces L es una componente conexa de u_l(c); por lo tanto L es
cerrada.

Por otro lado, si ¢ = 0, entonces L es una componente conexa de u~1(0)\ {0}.
Con lo cual se sigue el resultado.

b) Sea L una componente conexa de u~1(0)\{0}. Consideremos p € Ly 7 una
transversal a L en p. Entonces, la restriccién de la primera integral u € O(C2,0)
a7, u|r, es una funcién holomorfa en 7. Debido a que u es no constante, se sigue
que p es un cero aislado de u|,. Consecuentemente, en L no se acumulan otras
componentes de u~1(0) \ {0}. De este hecho se sigue que b) es cierto. O

2.5.2. Integrabilidad de foliaciones reales en (R?,0).

Pensemos ahora un momento en foliaciones reales analiticas. Esto es, en
foliaciones en (R?,0) definidas por campos vectoriales (o bien, 1-formas) reales
analiticos'®.

Como notaremos mas adelante, la propiedad para foliaciones reales analiticas
en (R2,0) de ser integrable estd estrechamente relacionada con la de tener una
singularidad tipo centro. El Teorema de Poincaré (Henri Poincaré (1854-1912))-
Lyapunov (Aleksandr Lyapunov (1857-1918)), afirma que las foliaciones reales
analiticas con singularidad tipo centro y parte lineal no degenerada, siempre son
integrables. De este teorema obtendremos un corolario que afirma que cualquier
foliacion real analitica con singularidad eliptica, formalmente integrable, resulta
ser integrable (en la tltima parte de nuestro trabajo demostraremos que esta
afirmacién es vélida en general).

Comencemos nuestro estudio considerando un caso particular de foliaciones
reales integrables.

14Todas las definiciones formales para “foliaciones reales analiticas” se obtienen inmediata-
mente sustituyendo (C2,0) por (R2,0) y el término “holomorfa” por “real analitica” en las de-
finiciones respectivas dadas previamente para el caso holomorfo. Es decir, todos los conceptos
antes definidos, tales como campo vectorial, foliacién holomorfa, explosién de singularidades,
holonomia e integrabilidad, serdn pensados en el caso “real”.
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Definicién 2.5.13. Sea H : R? — R una funcién de clase C”, r > 2. La
ecuacion diferencial en R? definida por

. OH
xr = —87
| o (2.12)
=

es llamada ecuacion hamiltoniana y la funcion H es conocida como el Hamilto-
niano. De este modo, diremos ademds que la foliacién F en (R?,0) definida por
las soluciones de la ecuacién diferencial (2.12), es hamiltoniana.

Observacién 2.5.14. Cualquier foliacién hamiltoniana en (R?,0) es integrable.
Para notarlo, traduzcamos la ecuacién diferencial (2.12) al lenguaje de 1-formas;
es decir, consideremos la 1-forma w dual del campo vectorial que define a la
ecuacion (2.12),

0H oOH
= —dr+ —d
w 3 x + oy Y
Claramente w resulta ser una 1l-forma exacta (w = dH). Por lo tanto, por

la Proposiciéon 2.5.3, se sigue que F es una foliacién integrable, méas aun, el
Hamiltoniano es una primera integral para F.

Definicién 2.5.15. Decimos que una foliacién F = {w = 0} en (R2,0) es elipti-
casiw = xdxr+ydy+---. Escrito esto en el lenguaje de ecuaciones diferenciales
tenemos que, la ecuacién asociada al campo dual de w es

j; :_y+.

J —oi (2.13)

Es decir, su parte lineal es de tipo centro.

Si F es una foliacion eliptica y ademas es hamiltoniana, entonces el Hamil-
toniano relativo a F localmente luce de manera muy simple, a saber, como una
funcién cuadratica. Para demostrar esto usaremos un resultado bastante cono-
cido; el Lema de Morse (Marston Morse (1892-1977)). En la demostracién de
éste usaremos el Lema de Hadamard (Jacques Hadamard (1865-1963)).

Teorema 2.5.16 (Lema de Hadamard). Si f : R?2 — R es una funcidn de clase
CY(R?) y f(0,0) = 0, entonces existen funciones h; : R* — R continuas'®,
j=1,2, tales que

f(@,y) = xhi(2,y) + yha(z, y).
Demostracion. Sean (x,y) € R? y h:[0,1] — R la funcién definida por

h(t) = f(tx,ty), Vte[0,1].
Entonces,

of of

B (t) = %(t@ty) x4+ a—y(tm,ty) -y (2.14)

15En general, si f € C", entonces h; € C"71, j =1,2.
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Ademas, por la regla de Barrow,
h(1) — h(0) = R (t)dt. (2.15)

y h(0) = f(0,0) = 0 por hipétesis,

enemos que,

En consecuencia, dado que h(1) = ,
combinando las expresiones (2.14) y (2.1

~— —
+

1
flz,y) = /0 (gi:(tx,ty) -+ g—z(tx,ty) -y) dt

1af 1 8f
—/0 a(tx,ty)-xdt—&—/o a—y(tw,ty)-ydt
1 af 1af
7z/0 %(tz,ty) dt+y/0 a—y(tl’,ty) dt.

Por lo tanto, si llamamos h1(x,y) = 01 g£ (tz,ty)dty ho(x fo (tz,ty) dt,
obtenemos que f(z,y) = zhi(x,y) + yha(z,y), como querlamOb demostrar O

Teorema 2.5.17 (Lema de Morse). En una vecindad de un punto critico no
degenerado '8, una funcion es equivalente por la derecha a una suma de formas
cuadrdticas y una constante.

Demostracion. Por cuestiones de claridad, a lo largo de esta demostracion usa-
remos la notaciéon x = (1, x2) € R? para referirnos a los puntos del plano real.
Sea f :R? — R la funcién definida por

flz1,20) = almf + agxg, a1, as # 0.

Necesitamos demostrar que si ¢ € O (||z]|*) y ¢ € C?, entonces el germen
f + ¢ es equivalente por la derecha a f. Para lograrlo vamos a unir a f con
f + ¢ mediante una trayectoria f + te, con t € [0, 1]. Para ello buscaremos una
familia a un parametro de difeomorfismos g; adecuada, para la cual

t 0 t
(f+tp)og, (x) = flz), g, (z)==z g, (0)=0. (2.16)
Observemos que lo que debemos de probarfes la existencia de un campo
vectorial V' = V/(¢,z) tal que las soluciones g de la ecuacion & = V(t,z)

satisfagan (2.16).
Consideremos V (¢, z) y g; tales que %g; (x)=V (t, gtf (m)) y supongamos
que se cumple (2.16). Si derivamos la expresion (2.16) con respecto a ¢, entonces

2 ((f+tp)08, @) =0

16Recordemos que dada una funcién g € C™(R?), r > 2, se dice que (z0,%0) € R? es un
punto critico no degenerado de g si Vg(zo,yo0) = 0 y ademds la matriz hessiana de g en (zo, yo)
es no singular.
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Es decir,
0= 07 (g @)+ Sro (s @)
—Vf-V (t, g (9:)) to (g"v (x)) V-V (t,g”v (x))
= (V/+199) -V (L., (@) + (8, () -
Por lo tanto,
(Vi+Vg) -V (te, @) +¢ (g, @) =o0.
Equivalentemente,
(Vf+tVp)-V (t,gtv (w)) =—p (gtv (w)) :

Asi, como f(x1,22) = ayz?+azx3, con ay, as # 0, desarrollando el lado izquierdo
de la igualdad anterior,

dp 0 ¢
[((2(11%1, 2a272) + 1 (8;,07 85)) (W1, Vz)} ) =—p (gv (@)
! 2 (t’gv (I))

De esta manera,

0 0

20121 + ti Vi + | 2asx9 + ti Vo = —o. (2.17)

o1 O0x2
Denotemos y; = 2a;z; + thwj’ j = 1,2. Ahora, puesto que ¢ € O(||z]]®), se
cumple 37“‘;(0) =0, j =1,2. Luego,

6y _ 2&1 0
det [ax} o det [ 0 2@} #0, Vtelo,1].

Entonces, en una vecindad suficientemente pequena de x = 0, se satisface que
det [%} # 0, ¥Vt € [0,1]. Consecuentemente, podemos cambiar de coordenadas

(21, 22,t) a (y1,y2,1t), y por lo tanto, la ecuacién (2.17) en términos de (y1,y2,t)
se escribe como

yiVi +y2Va = —o. (2.18)
Por otro lado, ya que ¢(0) =0y ¢ € C*, por el Lema de Hadamard, existen
funciones continuas ¥y, W5 tales que podemos escribir a ¢ como

Qazqujl +y2\1l27 \Ill(t,O):\IIQ(t,O):O, Vit e [071]

Por consiguiente, de (2.18) se sigue que V; = ¥, j = 1,2. Esto nos permite
definir Vj(t,z) = ¥;(¢t,z), Vt € [0,1], j = 1,2. Por lo tanto, con V = (V1,V3)
definida asf, g; (x) satisface (2.16).
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Finalmente, la funcién constante cero es solucién y en una vecindad de ella
toda solucién existe para todo t € [0,1]. Asf, g; es el difeomorfismo buscado y
estd definido para todo x en una vecindad suficientemente pequena del origen.
Esto concluye la demostracién. O

Teorema 2.5.18. Si F = {w = 0} es una foliacion eliptica hamiltoniana,
entonces, en una vecindad del origen 0 € R?, el Hamiltoniano (H, dH = w),
luce como una funcién cuadrdtica, es decir, H(z,y) = 2% + y>.

Demostracion. Observemos que es suficiente mostrar que H satisface las condi-
ciones del Lema de Morse, es decir, que 0 € R? es un punto critico no degenerado
de H. Esto es inmediato: 0 € R? es un punto critico de H ya que es una singu-
laridad de F.

Por otro lado, el hecho de que el origen sea no degenerado es una consecuen-
cia de que w tiene parte lineal no degenerada; calculando la matriz hessiana de
H en el origen obtenemos

o ZH 10

2 _ ox oyox _

D H‘x:O_ PH  o°H - [0 1] :
O0z0y  0y* | lz=0

Consecuentemente, D2H|x:0 es no singular. Por lo tanto, 0 € R? es punto
critico no degenerado de H. O

No olvidemos que nuestro objetivo principal en este estudio de foliaciones
reales integrables en (R? 0) es demostrar el Teorema de Poincaré-Lyapunov.
Para lograr esto introduciremos un nuevo concepto: El de grupo de holonomia
evanescente.

Definicién 2.5.19. Definimos el grupo de holonomia evanescente de una folia-
cién singular no dicritica F en (C2,0), como el grupo de holonomia de la hoja
excepcional L = E \ Sing F' € F' = 7*F sobre la banda de Mobius compleja
M que se obtiene al hacer una explosién 7 : (M,E) — (C2,0) de la singulari-
dad 0 € C2.

Observacion 2.5.20. Si estamos analizando foliaciones reales y deseamos con-
siderar su grupo de holonomia evanescente, es necesario complejificar primero.

Ademis, por la definicién que se da, el grupo de holonomia evanescente es
un subgrupo finitamente generado de Diff(C,0) (en el caso de singularidades
dicriticas este grupo no estd definido).

Proposicion 2.5.21. FEl grupo de holonomia evanescente de cualquier foliacion
holomorfa F en (C2,0) formalmente integrable y no dicritica, es integrable.

Demostracion. Si F es una foliacién formalmente integrable y u es una primera
integral formal para F, al considerar la explosién 7 : (M,E) — (C2,0) de la
singularidad de F, el pull back de u en M, 7*(u), resulta ser una serie formal
en (M, E) constante a lo largo de las hojas de F' = 7*F. Asf, por la definicién
de holonomia, la restriccién de n*u a la transversal 7 usada para el computo
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de las funciones de holonomia, 7*u|,, es invariante por el grupo de holonomia
evanescente, digamos H; es decir, 7*u|, es una primera integral formal de H.
Por lo tanto, de la integrabilidad formal de H, en virtud de la Observacion 1.4.7,
concluimos que H es integrable en Diff(C,0), como querfamos demostrar. [

Recordemos que la integrabilidad de un subgrupo de Diff (C, 0) es una con-
dicién bastante fuerte; ésta implica que el grupo sea ciclico finito (Corolario
1.4.13). De esta manera, tenemos claramente ya condiciones necesarias para
que una foliacién sea integrable.

La idea de la demostracion del Teorema de Poincaré-Lyapunov es: Compleji-
ficar el problema, considerar la primera explosion, digamos F’, de la singularidad
de la foliaciéon complejificada F, y analizar al grupo de holonomia evanescente
de F via los resultados de integrabilidad para subgrupos finitamente generados
de Diff(C,0). Extender la integral de este grupo a una integral de la foliacién
F' en una vecindad del divisor excepcional E en la banda de Mobius compleja
M, para luego proyectarla a una primera integral de la foliacién original.

Para realizar esto de manera exitosa necesitamos saber qué es la saturacién
de un conjunto por las hojas de una foliacion.

Definicién 2.5.22. Sean F una foliacién holomorfa en U ¢ C2y B C U un
subconjunto arbitrario de U. Definimos la saturacion de B por las hojas de F
como la unién de todas las hojas que intersectan a B; es decir,

Sat(B,F):= |J L
LEF, LNB#D

Observacion 2.5.23. Por la manera en que se define este concepto, la satu-
raciéon de conjuntos abiertos es abierta. Esto puede ser pensado como una ge-
neralizacién (una traduccién en foliaciones) del Teorema sobre la dependencia
continua de la soluciones de ecuaciones diferenciales con respecto a condiciones
iniciales, cuya demostracién descansa en el Teorema de rectificacién (Teorema
2.1.10)'7. Asi, la saturacién de una vecindad de cualquier punto sobre una hoja
de una foliacién, contiene una vecindad abierta de la hoja.

Si ampliamos la definicién de integrabilidad de foliaciones holomorfas al ca-
so de foliaciones holomorfas no singulares, una consecuencia de la observacion
previa es el siguiente hecho.

Teorema 2.5.24 (Lema de Saturacién). Sean F una foliacién holomorfa no
singular en (C2,0) y G C Diff(r,a) el grupo de holonomia respecto a la hoja
L € F calculado en la transversal T con base a € L. Si G es integrable y
u € O(C,0) es una primera integral de G, entonces u se extiende de manera
holomorfa y dnica a una integral de F en alguna vecindad abierta V de L.

Demostracion. Sean a’ € L un punto arbitrario en la hoja L y 7/ una transversal
a L en a’. Consideremos una curva v : [0, 1] — F', que una al punto a’ con a, es
decir, v(0) = @’ y v(1) = a. Entonces, via el mapeo de correspondencia asociado

17Consultar por ejemplo [4].
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a A, se sigue que & = uo A, es constante a lo largo de las hojas vecinas a L. En
principio, la definicién de 4 solamente depende de la curva 7. Afirmamos que,
de hecho, es independiente de la eleccién de la curva «y, es decir, para cualquier
otra curva v/, uo Ay =4 := uo A,. En efecto, si 4 : [0,1] — L es otra curva
que va de a’ a a, entonces ¥ = 7' oy~ ! € w(L,a), y por lo tanto, A5 € G. Ahora,
puesto que por hipétesis u es una primera integral de G, entonces

woAs =u. (2.19)
Por otro lado,
Ayr = Dyro(y=10y) = B(yroy-1)0y = Bjoy = A5 0 A,

Asi,
Ay =A50A,. (2.20)

Luego, combinando las ecuaciones (2.19) y (2.20), obtenemos
uoAy =uo(Az0A,))=(uoAy)o Ay =uoA, =1a.

Por lo tanto, uo A, = @. Lo cual implica que u se extiende de manera holomorfa
en una vecindad de L y dicha extension es constante a lo largo de las hojas en
tal vecindad, es decir, es una primera integral de F en esta vecindad. O

Necesitamos generalizar en Lema de Saturacién al contexto singular. Sean
F una foliacién singular en (C2,0), S una separatriz compleja de F en 0 € C2,
a € S\ {0} y up € O(C? a) el germen de funcién holomorfa en a tal que es
una integral local de F cerca de a. El problema de extension es encontrar una
primera integral v € O(C?,0) de F de tal manera que el germen de u en a
coincida con ug. Supongamos que ug estd definida en una pequena transversal
7:(C,0) — (C%a) a S en a.

Una obstruccién para la existencia de tal extensién es la holonomia de F,
A, € Diff(C, a), asociada con el lazo v € (S \ {0}, a). Este problema podria
ser resuelto satisfactoriamente sélo si ug fuese invariante bajo A, es decir, A,
fuese integrable. No obstante, la integrabilidad de la holonomia no garantiza la
integrabilidad de la foliacién en (C2,0).

Observacion 2.5.25. La integrabilidad de la holonomia asociada a una sepa-
ratriz S de una foliacién singular F en (C2,0) no es suficiente para asegurar la
integrabilidad de F. En efecto, consideremos la foliacién singular F = {w = 0}
en (C2,0) definida por w = ydx — zdy. El origen 0 € C? es un punto singular
de tipo nodo para F. Por lo tanto, cada hoja de F contiene al origen en su
cerradura. Luego, por el Teorema 2.5.12, F no es integrable. Empero, al reali-
zar el computo de la transformacién de holonomia A asociada a la separatriz
S; = {(x,y) € C* : y = 0} \ {0} tal como lo hicimos en el Ejemplo 2.3.1,
tenemos que A = id. Por lo tanto, A es integrable.

Recordemos que los tipos de singularidades elementales estdn determinados
por su razén caracterfstica A (el cociente de los valores propios de la parte
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lineal). Los nodos, focos y sillas-nodo corresponden al caso cuando A es positivo,
no real o cero respectivamente. Las sillas (y centros) se deben al caso de los
valores negativos de A. Para todas las singularidades elementales el problema de
extension puede ser resuelto de manera sencilla en el sentido negativo o positivo.

Observacién 2.5.26. Apreciamos que en virtud del Teorema 2.5.12, los nodos,
focos y sillas-nodo (caso “nodal” complejo), no pueden ser integrables debido
a que las hojas no singulares se acumulan en el origen. Es decir, si la razén
caracteristica A > 0, entonces la foliacién no es integrable.

Para mirar qué sucede en el caso de “silla” complejo usaremos el Teorema
de Hadamard-Perron, enunciado (sin demostracién) a continuacién.

Teorema 2.5.27 (De Hadamard-Perron). '8 Sea F(z) = Az + V(x) un campo
vectorial holomorfo tal que el punto singular de la parte lineal de F', Fy(z) = Az,
es hiperbdlico; sean L* los subespacios invariantes determinados por Fy. Enton-
ces la ecuacion diferencial & = F(z) tiene dos variedades holomorfas invarian-
tes' W* tangentes a los subespacios L™ .

Lema 2.5.28. Para cualquier foliacidn singular hiperbdlica F = {w = 0} cuya
razdn caracteristica \ es tal que Re X < 0, la saturacion Sat (7, F) de cualquier
transversal a cada separatriz llena un complemento de la otra separatriz en una
vecindad suficientemente pequena del origen 0 € C2.

Demostracion. Por el Teorema de Hadamard-Perron, F tiene dos separatrices
complejas. Asi, la ecuacién diferencial que define a F en coordenadas apropiadas
luce como

dy _y

dr «x
Después de reescalar las variables si es necesario, podemos suponer que la ecua-
cién (2.21) estd definida en el bidisco U = {(z,y) € C? : |z| < 1,|y| < 1}, la
transversal 7 es un disco pequefio, 7 = {(z,y) € C? : |z| = 1,|y| < 6}, y la
funcién e(z,y) estd acotada en U,

(A +e(z,y)), €(0,0)=0. (2.21)

1
‘E(l’,y)|<§|Re>\|, V(l’7y)€U

Ahora, para cualquier (zg,y0) € U, o # 0, tomamos un trayectoria en
{(x,y) € C? : y = 0} que una a 7o con el punto ¥; = 1 y consideramos el
levantamiento de ésta a la hoja Ly € F que pasa por (zg,¥o). Tan sélo resta
observar que Ly se queda contenida en U. Esto lo podemos ver realizando el
siguiente calculo:

d 2 duy a7 77 2

WE_ BT (5 4 cloy)) + 5 2m) = 220 Re (14 efar) <0
Mostramos asi que la hoja Ly que cruza 7 en algin punto (1,y1), pertenece a
la saturacién de 7. Esto concluye la demostracién. O

18Una demostracién de este resultado puede ser consultada en [9].
19Recordemos que una variedad holomorfa W C ((CZ, 0) es invariante para un campo vecto-
rial holomorfo F' si el vector F(z) es tangente a W en cualquier punto z € W.
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Corolario 2.5.29. Si la transformacion de holonomia f € Diff(7,a) de una
separatriz S de una foliacion singular hiperbdlica F es integrable (lo cual es
posible sdlo si A < 0), entonces cualquier germen ug € O(7,a) invariante por f
se extiende a una integral analitica de la foliacion F.

Demostracion. Sea F|(c2,0y\ s/ la foliacién no singular obtenida al restringir 7
al complemento de S’ en (C?,0), donde S es la otra separatriz de F. Entonces,
por el Lema de Saturacion, ug se extiende de manera holomorfa a una primera
integral de F|(c2,0)\s/, es decir, up se extiende de manera holomorfa a una
primera integral de F en (C2,0) \ S’, digamos u. Por lo tanto, puesto que S’ es
el germen de una curva analitica (por definicién de separatriz), por el Teorema
de extensién de Riemann, u se extiende de manera analftica en (C2,0). O

Figura 2.7: Teorema de Poincaré-Lyapunov.

Teorema 2.5.30 (De Poincaré-Lyapunov). Una foliacion real analitica elipti-
ca en (R?,0) cuya singularidad es un centro, admite una primera integral real
analitica con parte cuadrdtica no degenerada.

Demostracion. Sea F = {w = 0} una foliacién real analitica eliptica tal que
0 € R? es un centro, es decir, las hojas de F en una vecindad del origen son
homeomorfas a circulos, y la 1-forma w que define a F es tal como en (2.13).
Sea F = {Q = 0} la complejificacién de F, y consideremos la explosién de F,
digamos F ’"en la banda de Mobius compleja M cerca del divisor excepcional
E. Mediante el cdlculo explicito de F’ (el cual es andlogo al hecho en el Ejem-
plo 2.4.7), notamos que F’ tiene dos singularidades ¥ = {4}, ambas fuera del
ecuador del divisor excepcional, RP! C E.

Afirmamos que el grupo de holonomia evanescente H de F es ciclico finito.
Efectivamente, como w es real analitica, la explosion real resulta ser una folia-
cién real bien definida en la banda de Mobius real, Mig. Esta explosién podemos
pensarla como la “parte real” de F’. Asi, RP! (el alma de la banda de Mdbius
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real Mg) es un lazo en E que genera al grupo de homotopia de E \ ¥; tomando
dicho lazo y la transversal 7 = {t = 0} en las coordenadas locales (x,t), la
transformacién de holonomia Agp: luce como Agpi(§) = =&+ ---.

Ahora, si A es la restriccién de Agp: a la explosién real, entonces: La parte
real de la transversal T se proyecta en el eje z del plano (x,y) en R2. Entonces,
por su construccién, resulta que (A({),O) es el primer punto de la intersec-
cién con el eje x de la hoja asociada a la solucién del campo dual de w que
inicia en (z,0). Finalmente, puesto que 0 € R2 es un centro, necesariamente
(A2(£),0) = (x,0). Por lo tanto, de la analiticidad de la transformacién Agp1,
en virtud del Teorema de Unicidad®”, concluimos que A%, = id. Es decir,
App1 es una involucién. Por lo tanto H = Zs.

Una vez que hemos notado que H es ciclico finito (H = Z5), por el Corolario
1.4.13, resulta que H es integrable, de modo que existe un germen ug € O(t,0)
holomorfo en la transversal 7 invariante bajo Agpi. Luego, por el Lema de Sa-
turacion, ug se extiende a una primera integral de F’ cerca de la hoja L = E\ X.
Consecuentemente, por el Corolario 2.5.29, uy se extiende de manera analitica
sobre vecindades de ambos puntos singulares, lo cual da una primera integral
de F sobre M en una vecindad de E. Entonces, por la Proposicién 2.5.10, F es
integrable en (C2,0). Ademéds, como la foliacién original es real analftica (los
coeficientes de la expansion en series de potencias de w son reales), entonces la
primera integral obtenida de la foliacién complejificada F, es invariante bajo
conjugacién compleja (z + %), y por lo tanto F es integrable en (R?,0).

La conclusion del teorema afirma algo maés; nos dice cémo es la parte cuadrati-
ca de la primera integral de la foliacion. Esto es una consecuencia de la demostra-
cion de la Proposicion 1.4.11. Efectivamente, por la forma en que demostramos
la Proposicién 1.4.11, ya que la transformaciéon de holonomia evanescente es
2-periédica, podemos elegir el germen ug definido en 7 (tal como en la demos-

tracién de la afirmacién previa) tal que ug(¢) = €2+ - -. Después de la extensién
de la proyeccién, tenemos que u(z,0) = x? +- - -. Por lo tanto, por simetria (es-
to es, si hacemos toda la demostracién en la otra carta en la explosién, (T,vy)),
tenemos que u(x,y) = 22 +y% +---. O

Proposicién 2.5.31. Si F es una foliacion real analitica eliptica en (R?,0)
formalmente integrable, entonces 0 € R? es un centro.

Demostracion. Siguiendo la misma idea usada para demostrar el Teorema de
Poincaré-Lyapunov tenemos que, si F' es la explosién de la complejificacién F
de la foliacién F, nuevamente el grupo de holonomia evanescente H es isomorfo
a Zs: Esto se sigue del hecho de que la restricciéon de H a la explosién real es
ciclica, pues por hipdtesis F es formalmente integrable, y que H no sea ciclico
es incompatible con la integrabilidad formal de F. Por lo tanto, H = Zs. Luego,
necesariamente 0 € R? es un centro, como queriamos demostrar. O

Corolario 2.5.32. Si F es una foliacion real analitica eliptica en (R?,0) for-
malmente integrable, entonces admite una primera integral analitica.

20Ver en el Apéndice el Teorema A.4.3.
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Observacion 2.5.33. Este resultado nos dice que, para foliaciones reales analiti-
cas elipticas, se cumple el resultado analogo al Teorema 1.4.6. Al final de este
capitulo veremos que esto es cierto en general; es decir, que cualquier foliacién
(holomorfa en (C?,0)) formalmente integrable es analiticamente integrable.

Antes de pasar a la caracterizacién de las foliaciones integrables en (C2,0),
vamos a exhibir un ejemplo, dado por Moussu en [13], que muestra qué tan
importante es la hipé6tesis de que la foliacién F = {w = 0} en el Teorema
de Poincaré-Lyapunov sea eliptica, es decir, que la parte lineal de w sea no
nula. Para esto, necesitamos el siguiente resultado, conocido como Principio de
Simetria, que nos permite decir cuando una singularidad de una foliacién dada
es un centro.

Teorema 2.5.34 (Principio de Simetria). 2! Consideremos en (R?,0) la ecua-
cion diferencial
&= P(z,y)

Supongamos que P y Q son funciones reales analiticas que satisfacen

P(—z,y) = P(z,y), Q(—=,y)=-Q(z,y),

y que 0 € R? es el tinico punto singular en el eje y, Y = {(z,y) € R? : 2 = 0}.
Si v es una trayectoria que comienza en el lado positivo de Y y regresa al
lado negativo de Y, entonces v es una orbita periddica. Si todas las trayectorias
cercanas al origen tienen esta misma propiedad, entonces el origen es un centro.

Ejemplo 2.5.35. La foliacién singular F = {w = 0} en (R?,0) definida por la
1-forma

1
w=z3dx + y3dy — §x2y2dy,

satisface que 0 € R? es un centro y F no admite una primera integral.

El origen 0 € R? es un centro de F ya que la ecuacién diferencial asociada
al campo dual de w satisface las hipdtesis del Teorema 2.5.34.

Por otro lado, atin cuando la parte principal de w si admite una primera
integral, pues j3w = id(az4 + y4), esto no es cierto para w. Para notar esto,
supongamos, por contradiccién, que w si define una foliacion integrable. Por la
Proposicién 2.5.7, deberfan existir f,g € O(C?,0) tales que

w = gdf.

Entonces
dw = d(gdf) =dg Ndf + g Ad(df) = dg A df.

Por lo que, si
9g=9o+ 910+ goay+--, go#0,

21Este resultado puede ser consultado en [5].
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1
f:7x4+y4 _|_’
490( )

realizando el cémputo de dw = dg A df por separado, tenemos
dw = xydzx A dy,

dg N df = (g1,0dx + goady + -+ ) A (2Pdx + y>dy + - -).

Por lo tanto, puesto que el orden del coeficiente de dw es tres, necesariamente
#*yde Ady = (g10dz + gody) A (z°da + y*dy).

Pero esta 1ltima igualdad no es posible, ya que 22y no puede ser escrito como
una combinacién de 2% y y3. En consecuencia, w no es integrable.

2.6. Caracterizacion de las foliaciones integra-
bles.

Nuestra meta ahora es caracterizar a las foliaciones integrables en (C2,0).
En primer lugar determinaremos la integrabilidad de una foliacién via su gru-
po de holonomia evanescente junto con una condicién adicional, lo que da una
version parcial de la afirmacién reciproca de la Proposicion 2.5.21.

Ulteriormente, demostraremos el Teorema de Mattei-Moussu (Teorema 2.6.4),
que es una generalizacion del Teorema de Poincaré-Lyapunov y de la primera
caracterizacion de foliaciones integrables mencionada antes. Este relaciona la
propiedad analitica de ser integrable con condiciones topoldgicas que resultan
ser necesarias y suficientes para la integrabilidad de una foliacién.

2.6.1. Primera caracterizacion.

Examinando con detalle la demostracion del Teorema de Poincaré-Lyapunov
(Teorema 2.5.30), ésta nos da la pauta para pensar en una caracterizacién de
las foliaciones integrables en (C2,0).

Teorema 2.6.1. Supongamos que todas las singularidades que aparecen al rea-
lizar una explosion de una foliacion singular F son elementales. Entonces F es
integrable si y solo si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

a) El grupo de holonomia evanescente de F es integrable, y

b) Todas las singularidades de F' = 7*F son sillas complejas con razones
caracteristicas racionales negativas, A\; < 0.

Demostracion. Supongamos primero que F es integrable. La afirmacién a) es
inmediata por la Proposicion 2.5.21. Ademads, si una transformacién de holo-
nomia asociada con una separatriz de alguna singularidad elemental es periédi-
ca, entonces su coeficiente lineal debe ser una raiz de la unidad, por lo que la
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correspondiente razén caracteristica A; es un nimero racional, A; € Q. Por la
Observacién 2.5.26, los casos A; > 0 y A; = 0 no son posibles, ya que éstos son
incompatibles con la integrabilidad de la foliacién F. Por lo tanto, todas las
singularidades son sillas.

Inversamente, si cada singularidad de F’ es una silla compleja y el grupo de
holonomia evanescente, digamos H, es integrable, en virtud del Corolario 2.5.29,
podemos extender localmente una primera integral de H a una integral local en
una vecindad de cada singularidad en el divisor excepcional E. Seleccionando
de manera adecuada a la integral de H, digamos u € O(C,0), estas extensiones
locales se pueden “pegar bien” unas con otras; para hacer esto, basta elegir u de
tal forma que coincida en cada vecindad de cada singularidad con la respectiva
integral local u;, u;(§) = {% 4 ---, donde ¢; € N es el orden de la respectiva
transformacion de holonomia. De esta manera, se produce una integral “global”
de la foliacién F’ en una vecindad de E. Consecuentemente, por la Proposicién
2.5.10, concluimos que F es integrable. O

2.6.2. Foliaciones simples.

Definicién 2.6.2. Decimos que una foliacién singular F en (C2,0) es simple si
satisface:

(1) Todas las hojas de F son relativamente cerradas en (C2,0) \ {0}, y

(2) A lo més una cantidad finita de hojas de F contienen al punto singular
0 € C? en su cerradura.

Observacién 2.6.3. Cualquier foliacién integrable en (C2,0) es simple. Esto
es exactamente lo que afirma el Teorema 2.5.12, demostrado previamente.

La pregunta a pensar es: ;La propiedad topoldgica de ser simple es sufi-
ciente para garantizar la integrabilidad de una foliacién holomorfa? Enseguida
mostraremos que la respuesta a esta pregunta es afirmativa. Es decir, la clase
de las foliaciones holomorfas integrables en (C2,0) coincide con la clase de las
foliaciones simples. Esto es lo que afirma el Teorema siguiente, demostrado por
vez primera por los matemaéticos J. F. Mattei y Robert Moussu en el ano 1980,
en [12].

Teorema 2.6.4 (De Mattei-Moussu). Si F es una foliacion holomorfa en
(C2%,0) simple, entonces F es integrable.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el niimero de explosiones nece-
sarias para desingularizar la foliaciéon. Recordemos que esto es posible gracias
al Teorema de Seidenberg (Teorema 2.4.8).

Como base de induccién supongamos que 0 € C? es una singularidad ele-
mental de F y analicemos cada caso.

a) La singularidad es de tipo silla.

Subcaso 1. Supongamos que la transformacion de holonomia f, asociada con
una separatriz compleja, es periddica; por la Proposicién 1.4.11, f es integrable
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en Diff(C, 0). Asi, por el Corolario 2.5.29, dada una primera integral de f, ésta
se extiende como una integral de la foliacién.

Subcaso 2. Si f no es periddica, entonces, por el Lema 1.5.9, existe una can-
tidad infinita de hojas de la foliaciéon que se acumulan en el origen. Por lo cual,
la foliacién no es simple. Concluimos que esta instancia no es posible.

b) Si la singularidad elemental de la foliacién no es una silla, por la Obser-
vacién 2.5.26, la foliacién no es simple. De modo que este caso no se considera.
Esto concluye la base de induccion.

Continuemos con el paso inductivo. Sean F una foliacién simple y F' = 7*F
su explosion. Claramente F' debe ser no dicritica, de lo contrario F no serfa sim-
ple; consecuentemente, F' tiene una cantidad finita de singularidades aisladas
en su divisor excepcional E, digamos {ay,...,a,} =X C E C M. Por hipdtesis
de induccién, la foliacién F’ es localmente integrable en cada una de las singu-
laridades a; € ¥, es decir, F admite una primera integral “local” u; € O(M, a;).
Ademss, el grupo de holonomia evanescente, H, también es integrable (en
Diff (C,0)), es decir, H admite una integral “semiglobal” ug € O(M,E \ X).
Notemos que la demostracion seria completada si lograsemos reemplazar estas
integrales locales (junto con ug) por funciones analiticas de la forma ¢; o u;,
1=0,...,m, de tal manera que se “pegaran bien” y asi poder definir una inte-
gral global u € O(M, E). Podemos suponer ademés, sin pérdida de generalidad,
usando continuacién a lo largo de las hojas sobre las trayectorias ; que unen
al punto singular a; con un punto base a € E \ ¥ fijo, que todas las integrales
locales estén definidas sobre la misma transversal 7 : (C,0) — (M, a).

De acuerdo a la Proposicion 1.4.4, para cada germen u;, i = 0,1...,m, po-
demos considerar al germen f; € Diff(C,0) que genera al grupo simétrico S,,,.
Por su eleccion, f; envia a cualquier conjunto de nivel de u; en si mismo, es
decir, si € {u; = ¢}, con ¢ € C constante, entonces f(z) € {u; = ¢}, pues
u; o fi(c) = u;i(x) = ¢, ya que Sy, = (fi). En consecuencia, su 6rbita pertenece
a la misma hoja. Luego, si G = (fo, f1,..., fm) C Diff(C,0) es el subgrupo
generado por fy, f1,---, fm, entonces G tiene la misma propiedad, es decir, sus
6rbitas pertenecen a las mismas hojas de la foliacién F'.

Afirmamos que G es integrable. En efecto, si suponemos, por contradiccién,
que no lo es, entonces, en virtud del Teorema 1.5.10 y de lo dicho previamente,
existirfa una cantidad infinita de hojas de 7' que cruzarfan a 7 en una infinidad
de puntos. Esto contradiria la simplicidad de F’. Por lo tanto, G es integra-
ble. Consecuentemente, segin el Corolario 1.4.13, G es ciclico finito. Asi, G
estd generado por un germen f, € Diff(C,0), y podemos elegir u, € O(C,0)
una primera integral del grupo G. Ademsds de esto, tenemos que cada germen f;,
1 =0,...,m, se puede ver como una iteracion del generador f, de G, es decir,
para cada i =0,1,...,m, se cumple que f; = f'*, para algin n; € N.

Afirmamos ahora que existen funciones holomorfas ¢; de orden n; tales que
us = ; o u;. Efectivamente, dado que G es ciclico finito y f, es el generador de
G, tenemos que f, es linealizable (por el Teorema de Bochner). Por lo tanto,
podemos suponer que f, esta en la carta donde es lineal y u, es un monomio del
mismo grado que el orden de f,. Luego, cada f; = f** también es lineal. Asi,
cada u;(z) = 2™. De lo cual se sigue la demostracién de nuestra afirmacién.
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De esta manera, la construccién de la saturacién (ver Definicién 2.5.22), nos
permite extender u, como una funcién holomorfa en M cerca del divisor excep-
cional E considerado menos las singularidades.

Como las funciones ¢; o u; estan bien definidas y son holomorfas en vecin-
dades de cada punto singular a; € ¥, estas identidades junto con el Teorema de
extension de Riemann, nos permiten extender la integral u, a las vecindades de
cada punto singular. Por lo tanto, 7’ es integrable en una vecindad de E, y a
su vez, por la Proposicién 2.5.10, F lo es. O

El siguiente resultado es una generalizacién del Corolario 2.5.32, asi como
del Teorema 1.4.6.

Teorema 2.6.5. Si F = {w = 0} es una foliacién holomorfa en (C2,0) formal-
mente integrable, entonces F es integrable.

Demostracion. En virtud del Teorema de Mattei-Moussu, es suficiente demos-
trar que cualquier foliacién holomorfa en (C2,0) formalmente integrable es sim-
ple. Analogamente a como razonamos para demostrar el Teorema de Mattei-
Moussu, procederemos por induccién sobre la cantidad de explosiones requeri-
das para completar la desingularizacién de la singularidad de F.

Sabemos que una singularidad elemental es simple si y sélo si su razén ca-
racteristica es negativa y las transformaciones de holonomia asociadas a las
separatrices complejas son peridédicas. Pero, si F es una foliaciéon formalmente
integrable cuya singularidad es elemental, por la Proposicién 2.5.8, sabemos que
el grupo de holonomia es integrable. Luego, la razén caracteristica debe ser un
numero racional negativo. Por lo tanto, F es simple.

Implementemos el paso inductivo. Consideremos una foliacion arbitraria for-
malmente integrable después de su explosién, en la cual todas las singularidades
que aparecen son elementales. Como F es formalmente integrable, necesaria-
mente F es no dicritica; las singularidades que aparecen en la explosién son
aisladas (tiene sentido pensar en el grupo de holonomia evanescente). Ademas,
por hipétesis de induccion, para cada una de las singularidades en la explosion,
a lo més una cantidad finita de hojas se acumulan en ellas (en cada una de las
singularidades, la foliacién es localmente simple).

Si suponemos, por contradiccién, que F' = 7*F no fuese simple, eventual-
mente, o bien cada hoja de la foliacién se acumularia en el divisor excepcional
[, o bien, no seria relativamente cerrada, por lo que, cada hoja deberia de inter-
sectar una infinidad de veces a cualquier transversal a [E en un punto no singular
a ¢ %. Esto implicaria que el grupo de holonomia evanescente contendria una
infinidad de érbitas no periddicas. En otras palabras, dicho grupo no seria in-
tegrable. Lo cual, segin la Proposicién 2.5.21, no es posible en nuestro caso ya
que F es formalmente integrable por hipétesis. Por lo tanto, F’ es simple.

Consecuentemente, visto que la integrabilidad formal de una foliacién impli-
ca su simplicidad topoldgica, por el Teorema de Mattei-Moussu, concluimos su
integrabilidad analitica, como queriamos demostrar. O

Corolario 2.6.6. Si F y F' son dos foliaciones holomorfas en (C2,0) formal-
mente equivalentes y F es integrable, entonces F' es integrable.






Apéndice A
Primeros auxilios

En esta ultima parte enunciaremos y demostraremos algunos teoremas que
hemos usado a lo largo de nuestro trabajo. Estos, por comodidad, los veremos
de acuerdo a su aparicion en el texto.

A.1. Productos infinitos.

Definicién A.1.1. Sea {p;}?2; C C un subconjunto numerable de C, un pro-
ducto infinito de numeros complejos

[Ten=pip2-opn---v, (A1)
n=1

es pensado como el limite de los productos parciales

n

Po=1lp=pi-p2 - pu
k=1

Decimos que converge al valor P = lim,,_, o, P, si este limite existe y es distinto
de cero.

Observacion A.1.2. Si fuese el caso de que p; = 0 para algtin ¢ € N, entonces
P, =05sin >, por lo que la convergencia del producto no dependeria de P,.

Por otro lado, no permitir que algin factor de un producto infinito tome
el valor cero puede ser demasiado radical. Muchas ocasiones, como lo hicimos
en la demostracion del Teorema de linealizacién de Schroder-Koenigs, uno desea
expresar una funciéon como un producto infinito, y esto debe ser posible incluso
si dicha funcién tiene ceros. Por esta razén hacemos el siguiente acuerdo: El
producto infinito (A.1) converge siy sélo si a lo mas un nimero finito de factores
son cero, y si los productos parciales, formados por los factores distintos de cero,
tienden a un limite finito distinto de cero.
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Observacion A.1.3. En cualquier producto convergente, el factor p, tiende al
valor 1 € C, limy, oo pr, = 1.

Efectivamente. Este hecho es claro ya que podemos ver a p,, como el cociente
de los productos parciales P, y P,_1, es decir,

Py
Pnfl ’

Pn =

omitiendo aquellos factores iguales a cero. De esta manera,

lim p, = lim P :5:1, P #£0.

n—oo n—oo P, — 1 P

Por lo tanto, escribiremos a todos los productos infinitos como

o0

H (1+ay). (A.2)
Asi, una condicién necesaria para la convergencia del producto (A.2) es que

an — 0, si n — oo.

Si en un producto de la forma (A.2) ningun factor es cero, entonces podemos
considerar lo siguiente: Si P, = [],_, (1 + ay), entonces

loan:10g<H 1+ak> Zlogl—i—ak
k=1

Por lo tanto, podemos comparar (A.2) con la serie

i log(1+ ay). (A.3)
n=1

Ya que a, € C, en principio deberfamos ser mas especificos al considerar la
serie (A.3). Para esto, basta con que consideremos la rama principal de log en
cada término.

Lema A.1.4. Si ) 7 log(l+ a,) converge, entonces [[,- (1 + a,) también
converge.

Demostracion. Sean

H +ay) n:Zlog(1+ak).
k=1 k=1

Entonces,
P, = eSn

Por lo tanto, ya que Y -, log(1+a,) converge, S,, — S < co. Asi, P, — P = ¢°
y P #0.
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Para finalizar esta secciéon demostremos el siguiente teorema, el cual nos
permite asegurar la convergencia de un producto infinito si sabemos que una
serie, ain mas sencilla que la del lema anterior, converge.

Teorema A.1.5. El producto [ (1 + a,) converge si la serie Y~ |ay]

n=

converge, y 1 4+ a, # 0 para todo n € N.

Demostracion. Veamos que la serie (A.3) converge absolutamente al mismo
tiempo que la serie > | |a,| converge. Esto es inmediato del hecho de que

log(1
Jim 1080+ 2)

z—0 z

=1, (A.4)
pues si alguna de las series, Y.~ [log(1 + a,)| o bien Y7, |a,|, converge,
tenemos que a, — 0y por tanto, por (A.4), dado € > 0, se cumple la siguiente
desigualdad:

(I =e)|an| < |log(l+an)| < (1+¢€)|an], ¥Yn>N>1.

Por lo tanto, concluimos que ambas series son simultdneamente absolutamen-
te convergentes. Concluimos, por el Lema A.1.4, que el producto [[>7, (1 +ay)
converge. O

Observacion A.1.6. Visto lo anterior, resulta claro lo que se entiende por con-
vergencia uniforme de un producto infinito cuyos factores son funciones analiti-
cas. En este caso, la presencia de ceros de los factores podria causar algunas
complicaciones, sin embargo, éstas pueden ser evitadas si consideramos sola-
mente conjuntos en los cuales a lo mas una cantidad finita de factores se anulen.
Si estos factores son omitidos, es suficiente estudiar la convergencia del produc-
to restante. Finalmente, tanto el Lema A.1.4 como el Teorema A.1.5 tienen sus
contrapartes para convergencia uniforme. Si examinamos las demostraciones,
podemos darnos cuenta que los cdlculos hechos pueden pensarse en el caso de
convergencia uniforme, y las conclusiones se referiran a convergencia uniforme,
al menos sobre conjuntos compactos.

Observacion A.1.7. Si recordamos, en la demostraciéon del Teorema de linea-
lizacién de Schroder-Keenigs (Teorema 1.1.12), una vez que demostramos que
un producto de funciones analiticas tenfa un limite finito, concluimos que dicho
limite servia para nuestro proposito. Sin embargo, lo que nos permite asegurar
esto, formalmente, es la observacion previa junto con el siguiente teorema debido
a Karl Weierstrass (1815-1897).

Teorema A.1.8 (De Weierstrass). ! Sea {f,}nen una sucesion de funciones,
tal que cada funcion f, es analitica en la region Q, C C. Si {f,}nen converge
uniformemente a una funcion f sobre cada subconjunto compacto de una region
Q, entonces [ es una funcion analitica en €.

!La demostracién de este teorema puede ser consultada en [1].
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A.2. Familias normales.

Enseguida introduciremos la nocién de familias normales de funciones analiti-
cas con el fin de demostrar el Teorema de Montel (Teorema 1.1.13), el cual fue
usado en la demostracién del Teorema del dominio invariante (Teorema 1.1.14).

Definicién A.2.1. Decimos que § es una familia de funciones si § es un con-
junto cuyos elementos son funciones y todas ellas estdan definidas en el mismo
dominio.

Definicion A.2.2. Decimos que una familia § de funciones definidas en un
dominio U C C es localmente uniformemente acotada si para cualquier dominio
K contenido propiamente en U existe una constante M = M (K) tal que

If(z)| <M, VzeKVfeF.

Definicién A.2.3. Decimos que una familia § de funciones definidas en un
dominio U es localmente equicontinua si para cualquier € > 0y cualquier dominio
K contenido propiamente en U, existe 6 = d(g, K) > 0 tal que, para todo par
de puntos z, 2’ € K tales que |z — 2/| < § y para cada funcién f € F, se satisface

If(z) = f()] <e.

Definicién A.2.4. Decimos que una familia § de funciones definidas en un
dominio U C C es normal si toda sucesién (f,) C § contenida en § contiene
una subsucesion (f,,) que converge uniformemente, o tiende uniformemente al
valor oo en todo subconjunto compacto de U.

Atn cuando en la definicién anterior no hemos supuesto que los elementos
de § sean funciones analiticas, éste es el Uinico caso de interés para nosotros. Si
trabajamos con esta idea, entonces, en virtud del Teorema A.1.8, el limite de
una sucesion (fy, ) C § resulta ser analitica (siempre que no se reduzca al valor
constante 00).

Para demostrar el primer teorema de esta seccién haremos uso de un resul-
tado bien conocido en el Andlisis Complejo, conocido como Lema de Schwarz
(Hermann Schwarz (1843-1921)), el cual enunciamos enseguida.

Teorema A.2.5 (Lema de Schwarz). 2 Si f es una funcién analitica en el disco
unitario y satisface las condiciones

|f(2) <1y f(0)=0,
entonces
f() <12l w |£(0)] < 1.

Ademds, si |f(z)] = |z| para algin z # 0, o bien | f'(0)| = 1, entonces f(z) = ¢z,
con ¢ € C tal que |c| =1, es decir, en este caso f es una rotacion.

2Una demostracién de este teorema puede ser consultada en [1].
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Teorema A.2.6. Cualquier familia de funciones holomorfas § en un dominio
D C C localmente uniformemente acotada, es localmente equicontinua.

Demostracion. Sea K C U un subconjunto propio de U y denotemos por p a
la distancia entre la cerradura de K, K, y la frontera de U, OU. Claramente
p > 0 ya que K es compacto y 0D es cerrado (aqui suponemos que U esté pro-
piamente contenido en C, si U = C el resultado es inmediato). Considerando al
subconjunto K de U dado por

K = U {z €U : |z— 2| <p},
zo€EK

se sigue, por su construccién, que estd propiamente contenido en U, de esta
manera, puesto que por hipdtesis § es localmente uniformemente acotada en U,
tenemos que existe una constante M tal que |f(z)| < M para todo z € K y
para toda f € 3.

Sean z, 2’ € K tales que |z —2/| < p. Por la eleccién de K(?) observamos que
U(Z,p)={2€U : |z— 2| < p} esté contenido en K(?). Por consiguiente

lf(z) = f(")| <2M, VzeU(,p). (A.5)
Por otro lado, al considerar la funcién ¢ : U — C definida como
1
C(Z) = ;(Z - Z/)a Vze€ U(Zlap)a

no es dificil notar que ¢ (U(%',p)) C D(0,1) = {z € C : |z| < p}. Es decir, ¢
mapea a U(z', p) en el disco unitario.
Ahora, la funcién g : D(0,1) — C definida por

9() = 537 (F( 4 p2) = f(2)) V2 € UQ,),

cumple con que |g(z)| < 1 para todo z € D(0,1) y g(0) = 0. En efecto, en
primer lugar, si z € D(0, 1), entonces 2’ + pz € U(2', p), por la definicién de (;
por lo tanto, por (A.5),

1 1

9:)] = |57 G +92) = FE)| = 537 G/ p2) = S < 5 2M = 1,

Luego, |g(z)| < 1, para todo z € U(0, 1). Claramente ¢g(0) = 0. Asi, por el Lema
de Schwarz, |g(2)| < |z|, para cada z € U(0,1). En consecuencia,

F(2) - f()] < %z ), VzeU(.p) (A.6)

Finalmente, dado € > 0, basta elegir 6 = min{p, £3;} para concluir, usando
(A.5) y (A.6), que

[f(z) = f(Z) <&, Ve €K |z—2|<d, yVfeEF.
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Lema A.2.7. Sean § una familia de funciones analiticas en un dominio U C C
localmente uniformemente acotada y E un subconjunto denso de U. Si (f,) es
una sucesion contenida en § que converge puntualmente en E, entonces (fyn)
converge uniformemente en cualquier subconjunto compacto K de U.

Demostracion. Sean € > 0 arbitrario y K C U un subconjunto compacto de U.
Dado que § es uniformemente localmente acotada, por el Teorema A.2.6, sabe-
mos que § es localmente equicontinua, por lo cual, considerando una particion
de U en pequenos cuadrados cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados,
digamos {Qx}rea, tenemos que que para cada par de puntos z,z’ € K que
pertenecen al mismo cuadrado y para cada f € § se satisface

HOEFICIES (A7)

Ahora, como K es compacto, existe una subcubierta, {Q; ?:1» finita de {Qx}ren,
tal que K C U§:1 Q. Ademés, puesto que F es denso en U, entonces ENQ; # 0,
j=1,...,p. Por lo tanto, existe z; € ENQ;, j = 1,...,p. Pero por hipétesis
(fn) converge puntualmente en E y por lo tanto existe N; = N(p;) € N tal que

IS .

Finalmente, sea z € K un punto arbitrario. Como K C U§:1 Q;, entonces
z € Q, para alguna r € {1,...,p}. Asi, si definimos N = maéx;cq1,... p3{N;}
y elegimos z, € E N @, entonces, por la desigualdad del tridngulo y por las
desigualdades (A.7) y (A.8), concluimos que, para todo m,n > N se satisface

[fm(2) = fu(2)] < |fim(2) = fn(20)| + | fin(2r) = Fu(2e) [+ [ fnlzr) = fu(2)] <e.
O

Lema A.2.8. S5i § es una familia de funciones analiticas en un dominio U C
C localmente uniformemente acotada, entonces cualquier sucesion (fn) C §
contenida en § contiene una subsucesion (f,,) que converge puntualmente en
algin subconjunto denso de U.

Demostracion. Sea E C U el conjunto que consta de aquellos puntos con parte
real e imaginaria racionales, es decir,

E={z=z+4+iyeU : z,y € Q}.

Por su construccién, F resulta ser denso en U. Ademas, de la numerabilidad de
Q, se sigue la numerabilidad de E, asi, £ = {z;}en.

Ahora, puesto que por hipdtesis § es localmente uniformemente acotada,
la sucesién (f,(z1)) resulta estar acotada. Asi, por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe fr1 = (fn,(#1)) una subsucesién de (f,(z1)) convergente.
Luego, por un argumento analogo, al evaluar la sucesion fx1 en zs obtenemos
una sucesién (fx1(22)) acotada y por tanto, podemos extraer una subsucesién
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fre = fn,1 convergente en al menos los puntos z; y z2. Procediendo de manera

recursiva, podemos considerar la sucesién diagonal fi11, fo2, f33,- .- fun,--- 1a
cual, por su construccion, resulta ser convergente puntualmente en F, como
queriamos demostrar. O

Teorema A.2.9 (De Montel). Una familia § de funciones analiticas en un
dominio U C C es normal si las funciones f € § estdn uniformemente acotadas
en cualquier subconjunto compacto de U.

Demostracion. Sea (fn,) C §F una sucesién contenida en §. Por el Lema A.2.8,
sabemos que (f,,) contiene una subsucesién que converge puntualmente en algin
subconjunto denso de U. Luego, por el Lema A.2.7, dicha subsucesién converge
uniformemente en cada subconjunto compacto de U, es decir, § es normal, como
queriamos demostrar. O

A.3. Un resultado de Teoria de Grupos.

En esta seccién demostraremos el teorema de Teoria de Grupos que fue usado
en la demostracién del Teorema 1.2.15. A saber, el siguiente resultado.

Teorema A.3.1. Sean F es un campo y G un subgrupo finito del grupo mul-
tiplicativo de los elementos distintos de cero de F', digamos F*, entonces G es
ciclico.

Para dar una demostraciéon completa de este teorema necesitamos algunos
resultados previos. Las definiciones bésicas pueden ser leidas en [14] y [15].

Lema A.3.2. Si G = (a) es un grupo ciclico de orden n y generador a, entonces
G tiene un unico subgrupo de orden d para cada d divisor de n, y dicho subgrupo
es ciclico.

d d

Demostracion. Sin = cd, entonces a€ tiene orden d ya que (a¢)® = a** = a™ = ¢,
donde e es el elemento neutro de G, por lo cual (a¢) es un subgrupo de G de
orden d. Afirmamos que d es el niimero més pequefio que satisface (a®)? = e.
En efecto, si (a®)” = e entonces n|cr, es decir, existe s € N tal que er = ns pero
ns = dcs, por lo tanto c¢r = dcs, asi r = ds > d.

Demostremos la unicidad. Sea () un subgrupo de G de orden d, sabemos que
x = a™ para algiin m € Ny z¢ = e, por lo tanto, a™? = e. Luego, md = nk para
algin k € N. En consecuencia, z = a™ = (a)* = (a®)¥, entonces (x) C (a®).
Pero ambos subgrupos tienen el mismo orden; por lo tanto (x) = (a®). O

Observacion A.3.3. Recordemos que si G es un grupo ciclico con generador
h y orden n, entonces h* también es generador de G si y sélo si k y n son
primos relativos. De aqui se sigue que, si g(G) denota al conjunto de elementos
generadores de G, entonces |g(G)| = ¢(n), donde ¢ es la funcién Phi de Euler
(Leonhard Euler (1707-1783)), a saber,

on)={meN:m<n, medim,n) =1}, neN.
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Es decir, para cada n € N, ¢ cuenta la cantidad de niimeros naturales menores
o iguales a m que son primos relativos con él.

Teorema A.3.4. Sin € N, entonces

nzzw(d), 1<d<n.

d|n

Demostracion. Sea G un grupo ciclico de orden n. Entonces, como cada ele-
mento de G genera un subgrupo ciclico, tenemos que G es la unién ajena de los
conjuntos g(C), con C subgrupo ciclico de G, es decir,

¢ =Jg(0).

De esta manera, por la Observacién A.3.3 y por el Lema A.3.2, podemos decir

que
n=>Y 19(C) = ¢(d).

d|n
U

Teorema A.3.5. Un grupo G de orden n es ciclico si y solo si para cada divisor
d de n, existe a lo mds un subgrupo ciclico de G de orden d.

Demostracion. Si G es ciclico, el resultado es inmediato del Lema A.3.2.
Inversamente, tal como en la demostracién del Teorema anterior, escribimos
a G como la unién ajena G = |Jg(C), donde C es un subgrupo ciclico de G.

Por lo tanto
n=|Gl=>lg(C)I.

Ademsds, ya que G tiene a lo mas un subgrupo ciclico de orden d, d|n, entonces,
por el Teorema A.3.4, sabemos que

n=Y"19(0) < 3 p(d) = n.

d|n

Por lo tanto G tiene exactamente un subgrupo ciclico de orden d para cada d
divisor de m; en particular, para d = n. Por lo tanto G es ciclico. O

Demostracion del Teorema A.3.1. Supongamos que G es un subgrupo
de F* de orden n, y sea d € [1,n] tal que d|n. Si C es un subgrupo ciclico de
G de orden d, entonces 2% = 1 para cada = € C. Si existiera otro subgrupo ¢’
ciclico de G de orden d distinto de C, entonces G contendria al menos d + 1
elementos que serfan raices del polinomio z% — 1. Pero, es conocido que, z¢ — 1
tiene a lo mas d raices sobre un campo. De esta manera, G contiene a lo mas
un subgrupo de orden d. Por lo tanto, por el Teorema A.3.5, concluimos que G
es ciclico.

0
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A.4. Teorema de Extension de Riemann.

Comencemos por recordar algunos resultados del Anélisis Complejo, a saber,
el Teorema de Riemann (Bernhard Riemann (1826-1866)) sobre singularidades
removibles en C y el teorema que nos dice cuando dos funciones holomorfas
definidas sobre el mismo dominio resultan ser idénticas (Teorema de Unicidad).
Después veremos el Teorema de extensiéon de Riemann (en C™).

Teorema A.4.1 (De Riemann sobre singularidades removibles). Sean U C C
un dominio en C, a € U y f una funcion holomorfa en U \ {a}. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f se extiende de manera holomorfa en U.
b) f se extiende de manera continua en U.
¢) f estd acotada en alguna vecindad de a.
d) lim, ,,(z —a)f(z) =0.

Demostracion. Las implicaciones a) = b), b) = ¢) y ¢) = d) son inmediatas.
Veamos que d) = a). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a =0, y
consideremos a la funcién g : U — C dada por

wo-{7 1

Observemos que g definida asi resulta ser continua, ya que estamos suponiendo
como cierto d). Ahora, consideremos otra funcién, digamos h : U — C, definida
por
h(z) = zg9(z), VzeU.

Puesto que g es holomorfa en U \ {0}, ya que f lo es, se sigue que h también lo
es. Ademas, h(z) = h(0)+zg(z) = h(0) + O(z), por lo cual h es diferenciable en
0y '(0) = 0. Luego, h es holomorfa en U. De esta manera, podemos escribir a
h como una serie de potencias en algun radio de convergencia r > 0 alrededor

del origen,
h(z) = Z A
n=0

Ademéds, dado que h(0) = h’(0) = 0, tenemos que, de hecho ¢y = ¢; = 0,
consecuentemente

h(z) = 2* Z Cny22".

n=0

Pero, por la definicién de h, sabemos que
h(z) = 22f(z), VzeU\{0}.

Por lo tanto, la serie de potencias Y~ ¢, 422" representa una extensién analfti-
ca de f en U, como queriamos demostrar. O
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Observacion A.4.2. La misma demostracién es aplicable a un caso mas ge-
neral. Si en lugar de considerar un punto, digamos a € U, en la cual la funcién
f no es holomorfa, consideramos A C U, un subconjunto discreto, entonces el
resultado andlogo al Teorema A.4.1 es cierto y su demostracién puede ser hecha
siguiendo las mismas lineas que en la demostracién del Teorema A.4.1.

Teorema A.4.3 (De Unicidad). Sean U C C un dominio en C, f, g funciones
holomorfas en U y A={z€ U : f(z) =g(2)}. Entonces, f =g en U si y sélo
si AANU #£ 0, donde A’ denota al conjunto de puntos de acumulacidn de A (el
conjunto derivado de A).

Demostracion. Claramente sélo una direccion de la equivalencia es no trivial.
Sea h : U — Cla funcién holomorfa definida como h = f—g. Debemos demostrar
que h = 0 en U, es decir, que el conjunto B = {z € U : h(z) = 0} coincide
con U.

Por hipétesis A’ NU # (); ademds, si a € A’ NU, entonces a € B, ya que
A’'NU C B por la continuidad de h. Asi, h = 0 en una vecindad de a. Por
lo tanto, el conjunto interior de B, Int B, es no vacio y contiene a a. Adems4s,
Int B siempre es un conjunto abierto (por su definicién). Afirmamos que Int B es
cerrado en U. En efecto, si b € U es un punto de acumulacién de Int B, entonces,
nuevamente tenemos que A = 0 en una vecindad de b, por lo cual b € Int B. Por
lo tanto Int B es cerrado en U. Concluimos, usando el hecho de que U es un
conjunto conexo (ya que U es un dominio en C), que B =U. O

Corolario A.4.4. Sean U C C un dominio en C y f una funcion holomorfa
en U tal que f #£ 0 en U. Entonces el conjunto A= {z € U : f(z) = 0} tiene
cardinalidad o lo mds numerable.

Demostracion. Consideremos una coleccién de subconjuntos compactos de C,
{Kp}tnen, tal que K; C K11, 5 =1,2... y U = J,,ep Kn-® Entonces, por el
Teorema de Bolzano-Weierstrass, para cada j € N, AN K tiene cardinalidad
finita, ya que si no fuese asi, existiria un punto de acumulacién de A en U vy,
por el Teorema de Unicidad, tendriamos que f = 0, lo cual no es posible.

Por lo tanto, debido a que

A=ANU=An <U Kn> =|JAnK,),
neN neN

concluimos que A tiene cardinalidad a lo més numerable. O

Para demostrar el Teorema de extensién de Riemann en C™ usaremos el
Lema de Hartogs (Friedrich Hartogs (1874-1943)), enunciado a continuacién
(sin demostracion).

3Siempre es posible dar una coleccién de este tipo. La manera mas comiin de hacer esto es
considerar la coleccién {Ky, }nen tal que K, = {z € U : |z| < n, dist(z,0U) > %} VneN.
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Teorema A.4.5 (Lema de Hartogs). * Si f es una funcién holomorfa en un
dominio D C C™ con respecto a cada una de las variables z,, entonces f es
holomorfa en D.

Teorema A.4.6 (De extensiéon de Riemann). Sea f una funcidn holomorfa
en D\ A, donde D es un dominio en C* y A es un conjunto analitico de
codimension 1. Si f es localmente acotada en los puntos de A, entonces f se
extiende de manera unica a una funcion holomorfa en A.

Demostracion. Observemos que f es localmente acotada en los puntos de A si
para todo z € A existe una vecindad U, tal que f es acotada en D\ ANU.,.
Sea a € A, probaremos que f = f(z,w) se extiende al punto a como una
funcién analitica. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a = 0. Puesto
que A es un conjunto analitico, existe g = (z,w) una funcién analitica tal que
A= f{(z,w) : g(z,w) =0}
Observemos que ¢(0,0) = 0 y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
9(0,w) £ 0 (pues A es de codimensién 1). Entonces existe un cilindro de radio
suficientemente pequeno r, C, = {|w| = r}, tal que en él g(0,w) # 0.

Sea
D(z,w) = L =9 de.
2mi Jo, E—w

Para z fija f(z,w) es analitica en C,., pues como g(0,w)|c, # 0 entonces f(z,§)
no esté evaluada en A para £ € C,.. Asi, ®(z,w) es analitica en D, = {|Jw| < r}.

Observemos ahora que, para z € U, donde U es una vecindad suficientemente
pequena de z = 0, se tiene que g(z,w) # 0, z € U, w € C,. Por el argumento
anterior, ®(z,w) es analitica en z € U y en w € D,.. Por lo tanto, por el Lema
de Hartogs, ® es analitica en U x D,..

Ahora, para z € D, fija, hay un niimero finito de puntos donde g(z,w) se
anula. En estos puntos f es localmente acotada por hipdtesis; por lo tanto, f
(vista como funcién de w) se extiende a esos puntos y por lo tanto

oy~ L[ 10

T omi ¢, §—w

de .

A.5. Ellenguaje de Formas en C2.

La presente seccion estd dedicada al estudio conciso de las formas holomor-
fas en C2.5 Nuestra meta es demostrar las propiedades de éstas, usadas en el
Capitulo 2 (tales como la derivacién y el “pull-back”).

En primer lugar daremos a conocer las nociones de 2-variedad holomorfa y

4Una demostracién de este resultado puede ser consultada en [16].
5Al igual que en el caso de foliaciones, hacemos la observacién de que esta teoria puede ser
desarrollada en C™, n € N.
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de haz tangente de una 2-variedad holomorfa. Una vez hecho lo anterior, dire-
mos qué entendemos por una l-forma en C? y demostraremos sus principales
propiedades. Finalmente, introduciremos el concepto de 1-forma holomorfa en
una, 2-variedad.®

A.5.1. 2-variedades holomorfas y haz tangente.

Definicién A.5.1. Un espacio topoldgico M de Hausdorff, 2-numerable, es
una variedad de dimension dos (una 2-variedad) si cada punto x € M tiene una
vecindad V' homeomorfa a un subconjunto abierto U C C2.

Sea M una 2-variedad. De la definicién de 2-variedad, es claro que M se
puede cubrir con una coleccién de abiertos {Vi}xea, tal que existe un homeo-
morfismo ¢y : Vy — Uy, donde Uy C C? es un subconjunto abierto en C2.
A cada pareja (Vy,py) se le llama carta de la variedad M. A una coleccién
{(Vx,0x) Faea, tal que {Vy}aca es una cubierta de M, se le llama atlas de la
variedad M.

90)\;14

Figura A.1: Cambio de coordenadas.

Sea A un altas de la variedad M y sean (Vi,¢a), (Vu, @) € A, tales que
Vi NV, # 0; al homeomorfismo

Prap = Pu o <p;1 toa(M NV — eu(VanVy),
se le conoce como cambio de coordenadas.

Definiciéon A.5.2. Sea M una 2-variedad y A un altas de M. Decimos que M
es una 2-variedad holomorfa si los cambios de coordenadas son biholomorfismos.

SDebido a que solamente nos interesa justificar formalmente las propiedades de las 1-formas
holomorfas usadas en el Capitulo 2, se recomienda consultar [3] y [7] para revisar los detalles
de esta parte.
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Ejemplo A.5.3. C? es una 2-variedad holomorfa. Un atlas para C? puede ser
aquél conformado por la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de C2
junto con la funcién identidad de cada uno de ellos.

Mi4s generalmente, cualquier subconjunto abierto de C? es una 2-variedad
holomorfa.

A cada 2-variedad holomorfa M le podemos asociar otra variedad llamada
el haz tangente de M. Lo cual puede ser hecho de la siguiente manera.

Definicién A.5.4. Sean M una 2-variedad holomorfa, A = {(Vi, pa)}rea un
altas de M y x € V), un punto en M, tal que ¢)(z) = y € C2. Entonces, dada
una curva o : R — ¢, (V3), tal que «(0) = ¢, definimos una curva & : R — M
en M como sigue:

alt) = (py'oa)(t), VteR.

Definicién A.5.5. Sean M una 2-variedad holomorfa y &, 5: : R — M dos
curvas en M. Decimos que & y ( son equivalentes si &(0) = f(0) =z € M y
ademsds, en alguna carta, se satisface

o 00 = B(1)

t—0 t

=0.

Definicién A.5.6. Un vector tangente a una 2-variedad M en el punto x € M
es la clase de equivalencia de curvas & en M tales que &(0) = z.

El conjunto de vectores tangentes a M en x forma un espacio vectorial
llamado espacio tangente a M en x, y es denotado por T, M.

Definicién A.5.7. Sea M una 2-variedad holomorfa. Definimos el haz tangente
de M como la unién ajena de los espacios tangentes en cada punto de M y lo
denotamos por TM.
TM = U T, M.
zeM

A.5.2. Formas en C2.

Definicién A.5.8. Consideremos (C(zc, al plano complejo (de dimensién compleja
dos) dotado de la estructura de espacio vectorial sobre C. Una forma de grado
uno (o bien, una 1-forma) es una funcién lineal w : C*> — C (w es un elemento
del espacio dual de C2, w € C?*):

w(A€ + Aan) = Mw(€) + Aow(n), A1, A2 € C,&,m e C

Del &lgebra lineal sabemos que el espacio de 1-formas, C2*, es un espacio
vectorial de dimensién dos.

Dado un sistema de coordenadas x,y en C?, podemos pensar a cada una de
estas coordenadas como una 1-forma (como funciones coordenada), es decir, si
€ = (£&1,&) € C2, tenemos que

z(§) =&, y(§) = &
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Ademads, éstas resultan ser linealmente independientes claramente; por tanto,
podemos escribir a cualquier 1-forma como combinacién lineal de z y de y:

Si w e C%**, entonces w =azx +by, a,beC.
De esta manera, el valor de w en un vector £ = (£1, &) € C? estd dado por

w(&) = (az + by)(§) = ax(§) + by(§) = a&y + bS.

Una vez definidas las 1-formas, nos interesa saber qué propiedades cumplen,
por ejemplo, sus propiedades algebraicas. Debido a que el conjunto de 1-formas
resulta ser un espacio vectorial conocido, sabemos como se comportan respecto
a la suma y al producto por escalares. Resta preguntarnos si es posible definir
un producto entre 1-formas de tal manera que éste se comporte suficientemente
bien, a saber, que sea lineal (bilineal). Antes de hacer esto, definamos lo que es
una 2-forma.

Definicién A.5.9. Una forma exterior de grado dos (una 2-forma) es una fun-
cién w? : C2xC? — C, que es bilineal y antisimétrica. Es decir, para cualesquiera
M, X2 €C,y & u,n € C?, se satisface

w? (ME + Aapt,n) = Mw?(€,m) + Aaw? (1, 1),
y
UJ2(£, 77) = _w2(na 5)

Observacién A.5.10. Para cualquier 2-forma en C2, w?, w?(£,£) =0, &€ € C2.
En efecto, sea w? una 2-forma en C2, por la antisimetria de w?, tenemos que,

W(€,6) = —W?(£,€), VeEeC?

Por lo tanto,

w2(€,€) =0, V&eC2

Andlogo al caso de 1-formas, resulta ser que el conjunto de las 2-formas es
un espacio vectorial. Esto es inmediato si definimos la suma de 2-formas y el
producto por escalares como usualmente se hace para dotar de la estructura
de espacio vectorial al conjunto de funciones de un conjunto no vacio sobre el
campo en cuestiéon. En nuestro caso:

(Wi + w3) (&) == wi(§) + w3 (€)
(Aw?) (& n) == Aw?(&,n).

Introduzcamos ahora el producto entre dos 1-formas, conocido como pro-
ducto exterior de 1-formas.

Definicién A.5.11. Sean wi,ws € C2* dos 1-formas, definimos el producto
exterior de wy y wa, w1 Aws : C? x C2 = C, como

w1(§)  w2(§)

(w1 Awa)(§,m) = det |:0J1 (n)  wa(n)

} , &necCi
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Observacion A.5.12. De las propiedades del determinante de matrices, obte-
nemos que el producto exterior definido entre 1-formas es bilineal y antisimétri-
co, por consiguiente, wy A wsy es una 2-forma en C2.

Mas aun, no es dificil convencerse de que el producto exterior definido es aso-
ciativo y distributivo, es decir, para cualesquiera w1, wa,ws € C2* y A1, A € C,

w1 A (w2 Aws) = (w1 Awsa) Aws,
()\1{.«]1 + )\2&]2) AN W3 = )\1&)1 A w3 + )\2&]2 AN ws.

De hecho, en nuestro caso (C?), la propiedad de asociatividad es inmediata
puesto que wy A (wa Aws) =0 = (w1 Awa) Aws.

Observacién A.5.13. Si z, y es un sistema de coordenadas en C2, entonces
zANx =y Ay = 0. Esto es una consecuencia de la antisimetria del producto
exterior.

Otra forma de verlo es la siguiente. Sean & = (£1,&2),n = (n1,m2) € C2,
calculemos (z A x)(§,n):

(2 A 2)(€,m) = det B@ f(@}:det [f’ gjzo.

Anélogamente, (y Ay)(&,n) =0.

Observacién A.5.14. Para cualquier 1-forma w € C?* se satisface w A w = 0.
En efecto, sea w € C?*; sabemos que podemos ver a w como w = ax + by, con
a,b € C. De esta manera,

wAw = (ax + by) A (ax + by)
ax N ax + ax N\ by + by A\ ax + by A by
=a?x Ax+abx Ay +bay A x+ b2y Ay.

Pero, por la observacién anterior, tenemos que a?x A x = b>y Ay = 0, y por
la antisimetria del producto exterior de 1-formas, bay A x = —baz A y. En
consecuencia,

wAw=abx Ay —bax Ny = (ab—ba)x ANy = 0.

Proposicién A.5.15. El conjunto {x Ay} es una base del espacio vectorial de
2-formas en C2.

Demostracion. Sean w? una 2-forma, ¢ = (£1,&),n = (n1,m2) € C?2 y B =
{e1,ea} C C? la base canénica de C2. Asf, podemos escribir a £ y 7 como
€ =&rer +&ea y 1 = n1e1 + 1mae respectivamente. Calculemos w?(€,7) usando
las expresiones anteriores, las propiedades de bilinealidad y antisimetria de w?
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y el hecho visto en la Observacién A.5.10:

w(&,n) = W (Ere1 + Eaea,meEr + 262)
= w?(&er, mer + maea) + w?(Eae2,mer + n2e2)
= &iw?(er, mer +1pes) + Eow?(ez, mer + 12e2)
= &mw?(er, e1) + E1mpw?(er, e2) 4+ Eamw®(e2, e1) + Lonow? (€2, €2)
= &ipw?(e1, €2) — Lammw?(er, e2)
= w’(er,e2) (€2 — Lom).-
Observemos que
(Eam2 — &m) =z Ay(§,n).

Por lo tanto, si llamamos a = w?(ey, €2), tenemos finalmente que

w?(&n) = az Ay(&n),

En consecuencia,

w2:a:r/\y.

O

Podemos considerar ahora operadores lineales en C2? y definir nuevas 1-
formas (o 2-formas). La manera natural de hacer esto es como sigue.

Definicién A.5.16. Sean f : C?> — C? un operador lineal y w* una k-forma,
k = 1,2. Definimos la k-forma f*w® en C? como

(frw)(&) =w(f(€), VEeC?,

o bien,

(frw?)(&mn) = w*(f(€), f(n), VE&neC

Proposicién A.5.17. Sean f,g operadores lineales en C2 y wy,ws € C2* dos
1-formas. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

a) (gof) = frog*.
b) fr(wir Awz) = (ffwi) A (fwa).

Demostracion. a) Sea w € C?* una 1-forma. Veamos que (f o g)*w = f* o g*w.
Para esto, consideremos ¢ € C? un vector arbitrario, evaluando (f o g)*w en &,
tenemos que

(go f)w(§) =wlgo f(§)) =wl(g(f(§))) = g"w(f(§)) = f"og w(§).
Es decir,
(go f)w(é) = frog w(€) VeEeC?

Luego,
(gof)fw=frog'w VYweC?*.
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Por lo tanto, (go f)* = f* o g*.

b) Sean &,n € C2. Procedamos de manera similar a lo hecho en a).

fr(wr Awa)(&m) = (w1 Aw2)(f(§), fF(n))

L(F©) ws(f
““[ \(Fm) wlf

)
)
)

/\/\

f))]
— det [f w1E7€7

= (fTwr) A (fw2) (& n)-

=

*

Por lo tanto,

Frlwi Aw2)(€n) = (frwi) A (frw2)(€m), VEneC?

De esta manera,

[rwr Awz) = (ffwi) A (ffw2).

A.5.3. Formas holomorfas.

El lenguaje de formas holomorfas, como veremos enseguida, resulta ser 1til
al momento de hacer célculos en el Anélisis Complejo. Por ejemplo, como vi-
mos en el Capitulo 2, en la seccién de explosion de singularidades, Seccién 2.4,
al considerar la explosién de una foliacién singular en (C?,0) generada por un
campo vectorial holomorfo (o bien, una 1-forma holomorfa), los cémputos son
mas simples si usamos el lenguaje de 1-formas holomorfas, en lugar de, como
comunmente se hace, el lenguaje de campos vectoriales. Este hecho estd tedrica-
mente justificado; siempre que consideramos un campo vectorial holomorfo en
(C?,0), paralelamente existe una 1-forma holomorfa (dual del campo) que nos
aporta la misma informacion, salvo parametrizaciones, y viceversa.

Definicién A.5.18. Decimos que f es una 0-forma holomorfa si f es una
funcién holomorfa en M.

Definicién A.5.19. Sea M una 2-variedad holomorfa. Una forma holomorfa
de grado uno (o bien, una 1-forma holomorfa) sobre una 2-variedad M es una

funcién holomorfa, w : TM — C, tal que es lineal en cada espacio tangente de
M, T, M.

Ejemplo A.5.20. Sea M una 2-variedad holomorfa. Consideremos una funcién
f + M — C holomorfa sobre M. La diferencial df|, de f en el punto z es la
funcién lineal

dfl; : ToM — C,

tal que, si & € T, M es el vector velocidad de la curva @ : R - M, &(0) =z y
&' (0) = &, entonces

dfl=(&) = f(a(t).

dt |-
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Asi, la diferencial df de f es una funcién holomorfa con dominio TM y codo-
minio C:

df : TM — C.

Esta funcién es holomorfa y lineal en cada espacio tangente T, M C T M. Por
lo tanto, es una 1-forma holomorfa en M.

Observacién A.5.21. Claramente la diferencial de una funcién f en un punto
x € M es una 1-forma en el espacio tangente T, M, denotada por df,.

Observacién A.5.22. Consideremos el caso en que M = C? y supongamos que
estd dado el sistema de coordenadas z,y en C2. En este caso, las componentes
&1, & de un vector tangente & € T,,C? son los valores de las diferenciales dx, dy
en el vector £. Estas 1-formas sobre T,,C? son linealmente independientes; en
consecuencia, forman una base para el espacio 2-dimensional de 1-formas en
T,C? (esto es totalmente anlogo a lo que hicimos cuando hablamos de 1-formas
en C?). Por lo tanto, cualquier 1-forma en 7, C? puede ser escrita como adz+bdy,
donde a, b € C, de manera tinica. Ahora, si w es una 1-forma holomorfa arbitraria
en C?, entonces, en cada punto z, w puede ser escrita de manera tnica en la
base dx, dy.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de esta observacién.

Teorema A.5.23. Cualquier 1-forma holomorfa en C2, con un sistema de coor-
denadas dado, x,y, puede ser escrita de manera unica como

w = a(z,y)dz + b(x, y)dy,
donde los coeficientes a(x,y) y b(x,y) son funciones holomorfas.

Definicién A.5.24. Sea M una 2-variedad holomorfa. Una 2-forma holomorfa
w2 en un punto x € M es una 2-forma en el espacio tangente T, M a M en el
punto x, es decir, es una funcién bilineal y antisimétrica evaluada en parejas de
vectores tangentes a M en x.

Si w? esta definida para cualquier punto z de la variedad M y es holomorfa,

entonces decimos que w? es una 2-forma sobre la variedad M.

Mediante un razonamiento similar al hecho en el caso de 1-formas, tenemos
que se satisface el siguiente resultado.

Teorema A.5.25. Cualquier 2-forma holomorfa en C2, con un sistema de coor-
denadas dado x,y puede ser escrita de manera Unica como

w? = a(z,y)dz A dy,
donde a(x,y) es una funcion holomorfa.

Una de las caracteristicas mds importantes de las formas holomorfas es su
comportamiento bajo funciones holomorfas.
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Definiciéon A.5.26. Sean f : M — N una funcién holomorfa entre dos 2-
variedades holomorfas M y N, y w una k-forma en N, k = 1,2. Definimos el
pull-back de w bajo f, como la k-forma en M, k = 1,2, dada por:

(f*w)z(§) = wp@)(f«§), VEE€T,M, si w esuna l-forma,
o bien,

(fw?)a(&n) = w?(z) (f(6), fe(n), Y&mneT,M, si w? es una 2-forma,

donde f, denota a la diferencial de f.
Si g es una O-forma en N, entonces f*g queda definida como

frg)=gof.

Dado que f, es lineal en cada punto de M, en virtud de la Proposicién
A.5.17, concluimos que los siguientes hechos acerca del pull-back de 1-formas
son ciertos.

Proposicion A.5.27. Sean g : L — M f : M — N, funciones holomorfas,
h: N — C una funcion escalar y w,p € C** dos 1-formas en N. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

a) (fog)" =g of"

b) fr(wA @)= (f"w)A(f"p)
¢) [flwte)=fwtfe
d) f*(hw) = f*(h)f*(w).

Demostracion. Las incisos a) y b) son inmediatos por la Proposicién A.5.17.
c) Sean x € N y £ € T, N arbitrarios, entonces

Frw+9)2(§) = wi@) (fe () + 1) (fu () = (fTw + [70)2(£)-

En consecuencia, f*(w+ ¢) = f*w + f*p.
d) Procedamos de manera similar a lo hecho en c).

[T (hw)z(§) = (hw) g(2) (f<(£))
= (ho f)(@) - wp@)(f+(§))
= ()" (W) (&)
Por lo tanto, f*(hw) = f*(h)f*(w). O

Observacion A.5.28. Las afirmaciones de la proposicién anterior establecidas
en los incisos ¢) y d) también son validas si consideramos 2-formas. Las demos-
traciones respectivas pueden ser realizadas siguiendo las mismas lineas que en
la demostracion anterior.

Una demostracién de b) para 2-formas careceria de sentido puesto que noso-
tros nos restringimos al estudio de formas en 2-variedades (o bien, en el plano
complejo C?).
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Para concluir con nuestro estudio sobre formas holomorfas definiremos la
derivacién exterior de k-formas holomorfas, k = 0,1, en C2.

Definicién A.5.29. Sea f una 0-forma holomorfa en C2. Definimos la derivada
exterior de g como la 1-forma df dada por:

_of, ., of
df = axdx—i— 8ydy.

Teniendo en cuenta esta definicién, vamos a generalizar este proceso de de-
rivar O-formas (funciones holomorfas), al caso de 1-formas.

Definicién A.5.30. Sea w = adx+bdy una 1-forma holomorfa en C2. Definimos
a la derivada exterior, dw, de w como la 2-forma holomorfa en C? dada por:

dw = da A dz 4+ db A dy.

Haciendo los calculos obtenemos,

da Oa ob ob
dw = (amdx + 8ydy> Adx + ((%dx + 8ydy) A dy
Oa ob

Es decir,

dw = %—% dr ANdy, siw=adr+ bdy.
dr Oy

A continuacion presentamos algunas propiedades de la derivacién exterior.

Teorema A.5.31. Sean g, h dos 0-formas holomorfas en C?, w = adx+bdy una
1-forma holomorfa en C? y f : C?> — C? una funcién holomorfa. Se satisfacen
las siguientes propiedades:

a) d(g+h) =dg+ dh.
b) d(gh) = gdh + hdg.
¢) d(dg) = 0.

d) d(f*g) = f*dg.

e) d(f*w) = [ (dw).

Demostracion. Los incisos a) y b) son inmediatos de la Definicién A.5.29.
¢) Por la Definicién A.5.29, se satisface

dg dg
Ox do + oy

Luego, por la Definicién A.5.30, podemos concluir,

(g o9 .\ [ 0%g  d% _
d<dg)_d(6xdx+3ydy> = <8x6y 350z dz Ndy = 0.

dg = dy.
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Por lo tanto d(dg) = 0.

d) Para la demostracién de esta afirmacién usaremos las propiedades del
operador f* demostradas en la Proposicién A.5.27 y las propiedades de la de-
rivada exterior demostradas en los incisos anteriores de este teorema. Hagamos
los cémputos:

0 0
/*(dg) = f* <aidx + agdy)

- <§~Z> FH(dz) + f* (gj) f*(dy)

_0d(gof) d(go f)

= dx + ay dy
=d(gof)

=d(f*9).

Por lo tanto f*(dg) = d(f*g).
e) Haciendo uso del inciso anterior, asi como de las propiedades de f* y la
derivada exterior, un célculo similar nos muestra que d(f*w) = f*(dw). O

Definicién A.5.32. Sea w una l-forma holomorfa en C2. Decimos que w es
una 1-forma ezacta si existe una O-forma f en C2 tal que w = df.
Por otra parte, decimos que w es una 1-forma cerrada si dw = 0.

Observacion A.5.33. Cualquier 1-forma exacta es cerrada. Esto es una con-
secuencia inmediata del teorema anterior. En efecto, si w es una 1-forma exacta,
entonces, por definicion, existe f una O-forma holomorfa tal que w = df. Por lo
tanto, de la Proposicién A.5.31, concluimos que

dw = d(df) = 0.

Es decir, w es cerrada.
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