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RESUMEN.

En el presente trabajo de tesis, se realizo el estudio de un mecanismo paralelo, que consta de
tres cadenas cinematicas que unen la tierra con el efector final. La arquitectura del mecanismo
permite que su efector final genere un espacio de trabajo con 6 grados de libertad, permitiendo
mayor flexibilidad al mecanismo sin sacrificar una mayor transmisién de trabajo en comparacién
con un mecanismo en serie. Pudiendo ser utilizado como el elemento de sujecién de trocares,
en manipuladores disefiados para realizar cirugias laparoscépicas, en donde es necesario que la
herramienta guia tenga la suficiente versatilidad y fuerza para sostener las herramientas.

El estudio se basé en conocer el comportamiento cinematico y estatico del mecanismo.

Se generaron ecuaciones de posicion, velocidad y aceleracién, para conocer el comportamiento
del mecanismo en cualquier posicién y orientacién deseada en su espacio de trabajo.

También, se model6 la estatica del mecanismo, para observar los requerimientos o especifi-
caciones que deben de cumplir los actuadores para alcanzar todas las posiciones y orientaciones
deseadas, ademas de poder conocer todas las fuerzas aplicadas y de reaccién que intervienen
en los cuerpos, y en base a el comportamiento de las mismas, se use como herramienta para
modificar la geometria del disefio en caso de ser necesario.

v



ABSTRAC.

In the presented thesis, the study was conducted on a parallel mechanism, which consists
of three kinematic chains connecting the ground with the end effector. The architecture of the
mechanism allows the end effector to generate a workspace with 6 degrees of freedom, allowing
increased flexibility without sacrificing the mechanisms ability to transmit more work as com-
pared to a mechanism in series. And may be used as the fastener trocars manipulators designed
to perform laparoscopic procedures, where it is necessary that the tool guide has sufficient ver-
satility and strength to hold the tools.

The study was based on knowing the kinematic and static behavior of the mechanism

Equations of position velocity and acceleration were generated to understand the behavior of
the mechanism in any desired position and orientation in its workspace.

Also modeled is the static of the mechanism to observe the requirements or specifications that
must meet the actuators to achieve all the desired positions and orientations, in addition to be
able to know all applied forces and reaction involved in the body, and based on the behavior of
the same is used as a tool to modify the geometry of the design if necessary.



NOMENCLATURA.

hij Distancia de i medida desde ;.
0i; Angulo variable i, de la cadena cinematica j.
Bij Angulo constante i, de la cadena cinematica j.
T, Matriz de transformacion homogénea 4x4.
D.; Operador diferencial matricial.
R.; Matriz de rotacién 3x3.
(i0,jo.ko) Marco de referencia inercial ,
(sj,115.ki5) Base local i de la cadena cinemaética j
s Seno.

c Coseno.

t Tangente.
R; Matriz de transformacion de la base j a la base 1.
r’éij Vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 7 de la
cadena cinematica j respecto a la base k.

wfj Velocidad angular de la base i de la cadena cinematica j
respecto a la base k.

afj Aceleracion angular de la base ¢ de la cadena cinematica j
respecto a la base k.

Ti’j»n Vector de fuerzas aplicadas del cuerpo ¢ sobre j de la cadena
cinematica n, respecto a la base k.

Fj;n Vector de fuerzas de reaccién del cuerpo ¢ sobre j de la cadena
cinematica n, respecto a la base k.

Wi’j- Vector peso del cuerpo ¢ de la cadena cinematica j, respecto a
la base k.

Q] Matriz de transformacion de torsores de la base i a la base ;.

VI




Capitulo 1

Generalidades.

En este capitulo se expone las motivaciones que condujeron a desarrollar el presente trabajo,
a forma de justificacion y objetivo general; también se muestra a grandes rasgos la metodologia
empleada para el modelado y solucién de la cinematica y estatica de mecanismos paralelos, termi-
nando con una introduccién y breve resefia histérica sobre los mecanismos empleados en cirugias
médicas; sus ventajas, desventajas y estado actual.

1.1. JUSTIFICACION.

Los aportes de la ingenieria en sus diferentes ramas a la medicina, a la fecha, son innumer-
ables, de hecho, no se podria imaginar la medicina moderna y su continuo desarrollo sin apoyarse
en dispositivos electromecanicos, tales como: ultrasonido, herramientas manuales de corte, sutu-
rado, tomégrafo, refrigeracion, etc.

La implementacion de mecanismos para extender las habilidades del cirujano, es otra de
las aportaciones de la ingenieria a la medicina, en particular, la aplicacién de robots como auxil-
iares en los procesos quirurgicos; desde los utilizados para seleccionar y clasificar el instrumental
quirdrgicos hasta los que intervienen en los cortes y suturas propias de la cirugia.

En la cirugia laparoscépica es donde la robética ha tenido un verdadero impulso, este es un
tipo de cirugia donde se busca la minima invasién del organismo, para lo cual, las precisién y
repetibilidad de los robots, acoplan a la perfeccién a estas necesidades.

Aun con estas visibles ventajas, al parecer, el desarrollo de robots cirujanos se ha estanca-
do. Por un lado los altos costos de los equipos y los relativamente pocos padecimientos donde se
puede justificar la implementacion de estas tecnologias, hacen que muchos hospitales lo consid-
eren un lujo sobre la cirugia convencional y muchos seguros médicos no estén dispuestos a pagar
dichos costos. Como muestra se encuentra el robot llamado Da Vinci desarrollado por Intuitive
Surgical que su costo ronda el millén de dolares y aunque su abanico de aplicaciones es amplio,
su uso real se centra en padecimientos abdominales y de la pelvis seleccionados, ya que en mu-
chos casos los limites geométricos del robot podrian ser comprometidos, volviendo la intervencién
innecesariamente lenta y complicada.

En esta tesis se describe la geometria y cinematica de un mecanismo paralelo, que le pudiera
dar mayor versatilidad a robots utilizados o disefiados para realizar cirugias laparoscépicas. Es-
pecificamente se busca que las cadenas cinematicas de este tipo de robots alcancen posiciones
mas complejas, reduciendo algunas de las limitantes actuales.

1.2. OBJETIVO GENERAL.

Realizar el modelado cinematico de un manipulador paralelo de 6GDL, para comprobar si es
versatil en posicion y orientaciéon para manipular trocares propios de la cirugia laparoscépica (de
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la cuédl se hablara posteriormente). Asi como también realizar el anédlisis estatico del mecanismo,
para conocer los torques y las reacciones necesarios entre cada posicion final, por ciertos instantes
de tiempo, que es el objetivo de cada trocar.

1.3. METODOLOGIA.

1. Analisis Cinematico.

a) Analisis de Posicién.
b) Analisis de Velocidad.

¢) Analisis de Aceleracién.
2. Analisis Estatico.

a) Formulacién de Newton-Euler.

b) Resolucién Estatica.

1.4. INTRODUCCION.

La cirugia laparoscépica es un tipo de técnica quirdrgica mediante la cual se insertan tubos
(trécares o trocares) en el abdomen, utilizando pequenias incisiones. A través de estos tréocares se
insertan instrumentos largos y angostos, que el cirujano utiliza para manipular, cortar y coser
tejidos [5]. También en uno de los trocares, se inserta una camara de video, con la que se tiene
imagen en tiempo real de lo que el cirujano esta haciendo.

Las zonas en donde se localizan los trocares, son estratégicas segun el tipo de padecimiento,
y en general, son tres incisiones (a veces cuatro segin la complejidad de la operacién). En dos de
ellas se introducen los instrumentos del cirujano, que no son mas que los tipicos instrumentos
de cirugia pero minimizados, y con extensiones en forma de varilla, para alcanzar los 6rganos
internos a trabajar; en el tercer trocar se inserta una camara de iguales caracteristicas que los
instrumentos. Con esto se busca invadir minimamente (cirugia de minima invasién) el organismo
del paciente. Las ventajas principales son: menor perdida de sangre, disminucién de los cortes y
suturas, mucho menor tiempo de recuperacion, reducciéon de infecciones y de complicaciones in y
post operatoria. Para realizar estas cirugias con todas las ventajas esperadas, es necesario que el
cirujano se halla entrenado para tales tareas, con una lenta curva de aprendizaje y siempre con
el riesgo al error humano que supone una actividad manual; como las incisiones, cortes y manip-
ulacién de los tejidos se realiza a escalas menores que en una cirugia convencional, se necesita
que el cirujano se encuentre en condiciones 6ptimas fisicas y mentales, y estas condiciones se van
perdiendo con la edad, desperdiciando la experiencia acumulada de los médicos.

En este tipo de cirugias es donde la robética ha incursionado fuertemente. Se han imple-
mentado robots que orientan y posicionan los trocares, permitiendo, el facil intercambio de las
herramientas que de igual forma estan automatizadas; su construccién se basa en cadenas cin-
ematicas seriales y como efector final se coloca un soporte para el trocar. Como ejemplo tomare-
mos el tinico robot comercial para propésitos de laparoscopia, es el ya nombrado Da Vinci !, que
consta de cuatro brazos seriales, cada uno de cinco grados de libertad que son los encargados
de posicionar y orientar los trocares en las incisiones del organismo, ya en posicion durante el
desarrollo de la operacién se podria necesitar re-orientar los trocares, para lo cual, la geometria
del mecanismo debe permitir esos movimientos.

La cirugia laparoscépica robética podria ser introducida a mayor nimero de hospitales o ser
mas accesible, a medida que halla mas opciones de equipos, esto se lograra experimentando con

1Sistema Quiriurgico Da Vinci desarrollado por Intuitive Surgical http:/ | www.intuitivesurgical.com /.
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Figura 1.4.1: Robot Cirujano Da Vinci(izq.) y un trocar tipico(der.)[1].

otro tipos de mecanismos que superen la barreras de los actuales en cuestion de versatilidad de
movimiento, y claro, eventualmente los costos de produccion.

El mecanismo que se trata en esta tesis es una propuesta para funcionar como el soporte de
un trocar, permitiendo mayor versatilidad en sus movimientos, logrando dngulos caprichosos con
lo que posiblemente se alcancen lugares restringidos hasta el momento, o al menos, alcanzarlos
de mejor manera.

1.5. PERSPECTIVA HISTORICA Y ESTADO ACTUAL.

El desarrollo de los actuales robots cirujanos, se podria decir que comenzé, desde la invenciéon
del primer brazo robético o manipulador, que fue el momento en que de manera mas precisa se
empez6 a estudiar el movimiento de dispositivos que imitaban a brazos humano. Aunque el ser
humano durante siglos a intentando imitar mediante dispositivos mecdnicos, partes o el total del
cuerpo humano, se tiene por ejemplo que los egipcios unian brazos articulados en sus estatuas
o los griegos que hacian mover partes de las estatuas de sus dioses con dispositivos hidraulicos.
Ya mas entrada la era moderna se puede mencionar a la industria textil del siglo XVIII, donde
en 1801, Joseph Jacquard inventa una maquina textil programable mediante tarjeta perforadas,
también la construccién de varios musicos de tamafio humano que realizo Jacques de Vauncansos
y la muifieca que hacia dibujos de Henri Maillardert en 1805.

Pero si empezamos a contar desde que aparecié el primer brazo robético en la era moderna,
seria a partir de la patente del inventor George Devol 2 que en 1954 patento un brazo mecanico
que podria ser programado para repetir tareas precisas, como agarrar y levantar, después, en
1956 junto a Joseph Engelberger ® funda lo que se conoceria como UNIMATION, la primera
empresa de robética de la historia y junto con su creacién el primer robot industrial, que se
conocia con el mismo nombre. En 1968, UNIMATION introduce sus robot en Japén, de alguna
manera globalizando esta industria, y fue en este pais donde tomo un auge gigante que llevé
a la creacion de la primera asociacion robética del mundo: la Asociacion Robética Industrial de
Japon (JIRA) en 1972. y a partir de esta década empez6 la ciencia de la robética a aparecer por
todo el mundo. Por esa misma época en 1972 (algunas fuentes citan 1969), mientras estaba en
la Universidad Stanford, Victor Scheinman inventé el Stanford arm, un brazo robot articulado

2George Charles Devol (Louisville Kentucky, E.U., 20 de febrero de 1912 - 11 de agosto de 2011), inventor y empresario
estadounidense.

3Joseph F. Engelberger (Nueva York, E.U, 26 Julio 1925- ) fisico, ingeniero y emprendedor conocido como el "Padre de
la Robética Industrial”.
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Fecha Investigador/Lugar de Hito
desarrollo
1954 George Devol Patente de brazo mecénico programable.
1956 George Devol y Joseph Fundacién de UNIMATION y primer robot
Engelberger industrial.
1968 Llega a Japén la Robética.
19792 Japon Se funda la Asociacién Robética Industrial
de Japon (JIRA).
1972 (1969) Victor Scheinman Desarrollo del Stanford Arm.
1977 UNIMAI\T/IIngI‘\I é(;ENERAL Desarrollo del Robot PUMA.
1983 CANADA Primer robot cirujano.
1985 EEUU Robot PUMA 560 u'tiliz‘ado como auxiliar
en cirugia.
1988 Imperial College London. Desarrollo de PROBOT.
1992 Integral Surgical Desarrollo de ROBODOC.
1998 Computer Motion Desarrollo de ZEUS.
2000 Integral Surgical Desarrollo del Si\i’?flg;a Quirudrgico Da

Tabla 1.5.1: Hitos en el desarrollo de robots cirujanos.

de 6-ejes totalmente eléctrico, que era capaz de alcanzar cualquier posicién en el espacio bajo
el control de una computadora, ampliando el uso de los robots a aplicaciones mas complejas, en
1977, Scheinman vendié su disefio a Unimation, donde se revisé y se convirtié en el robot PUMA
(Programmable Universal Machine for Assembly, o Programmable Universal Manipulation Arm)
que vendria a ser el precursor del brazo industrial moderno.

Y hasta 1983 se conoce del primer robot cirujano desarrollado y usado en Vancouver, Canada,
en 1985, el robot PUMA 560 se habilité como apoyo en una biopsia cerebral. Y de esta época en
adelante de produjeron en 1988, el PROBOT, desarrollado en el Imperial College London, RO-
BODOC de Integral Surgical Systems en 1992, ZEUS de Computer Motion en 1998 y el Sistema
Quirdrgico Da Vinci por Intuitive Surgical en 2000; estos dos ultimos son los disenos mas espe-
cializados en la cirugia robética, en 2003 Intuitive Surgical compré a Computer Motion y ZEUS
ya no se produce maés.

En la Tabla 1.5.1 se resume la historia del desarrollo de los robots cirujanos. El estado actual
de estas tecnologias aparentan estar un poco estancada, siendo el Da Vinci de Integral Surgical,
la referencia cuando de robots quirurgicos se refiere.



CAPITULO 1. GENERALIDADES. 5

1.6. ARQUITECTURA DEL MECANISMO PARALELO PROP-
UESTO.

En la Figura 1.6.1 se muestra la geometria del mecanismo paralelo propuesto para analizar.
Consta de tres cadenas cinematicas dispuestos en paralelo, orientadas alrededor de un eje comtn
y repartidas a cada 120°. Las tres cadenas tienen la misma configuracién, que es: rotacional-
rotacional-rotacional-universal-rotacional, la tierra del mecanismo esta conectada al eslabén 14
por una extension fija en direccién del eje z, los eslabones 1i y 2 estan unidos por una junta
rotacional dispuesta a 90°con respecto a la junta anterior, los eslabones 2i y 3i estan unidos por
otra junta rotacional cuyo eje es paralelo a la junta anterior, los eslabones 3i y 4i estdn unidos
por una junta universal que les confiere dos grados de libertad entre ellos y finalmente se une
al efecto final triangular con una junta rotacional orientadas hacia su centro repartidas a cada
120°.

La configuracion de mecanismo se seleccioné a partir de la experimentacién con software
CAD, tomando como base una plataforma paralela con tres cadenas cinematicas de configuracién
rotacional-rotacional-rotacional, a partir de esta se fueron agregando, eliminando y cambiando
la disposicion de los cuerpos y juntas, con el objetivo que el efector final consiguiera seis grados
de libertad, tratando de mantener la geometria de las cadenas lo mas simple posible.

Eslabon 3i

D Eslabon 4i Eslabon 5
(Efector Final).

Eslabon 2i

Cruceta

"
-i
Tierra/w

Figura 1.6.1: Mecanismo Paralelo.

Eslabon 1i



Capitulo 2
Analisis Cinematico.

2.1. INTRODUCCION.

La cinematica analiza los cambios de posicién de los cuerpos sin tomar en cuenta las causas
que lo producen (fuerzas). Esencialmente estudia las trayectoria de los cuerpos en funcién del
tiempo, siendo las variables de interés; la posicién, velocidad y aceleracién. En los robots manipu-
ladores se busca relacionar la posicién y orientacion de los eslabones con la posicién y orientacién
del efector final, tomando en cuenta las restricciones impuestas por la misma geometria. En otras
palabras, cuando se realiza el analisis cinematico de un mecanismo se busca la localizacién en el
espacio de cada uno de los cuerpos de la cadena cinematica en cada instante de su movimiento.

Para llevar a cabo este tipo de andlisis se emplean sistemas de referencia para identificar
la localizacién de cada cuerpo mévil (base local) en el espacio y relacionarlos con un elemento
de referencia fijo (tierra) y entre ellos mismos. En el presente capitulo se emplean dos bases de
referencia cartesianas; el sistemas de referencia fijo o marco inercial y los sistemas de referencia
relativos o marcos locales, con lo que se obtendra la posicion, velocidad y aceleracion de las juntas,
para alguna posicién deseada del eslabédn 5.

2.2. ANALISIS DE LA POSICION.

Antes de comenzar el modelado se selecciona el lugar y orientacion de la base inercial(ig, jo, ko)
y la base local asociada al efector final (ip,jp, kp), como se muestra en la figura 2.2.1, ademas,
se identifican los eslabones, el tipo y nimero de juntas, ya teniendo estos datos se procede con el
modelado.

Para alcanzar este primer objetivo se emplea el andlisis de la cinemdtica inversa, que es la
obtencién de la posicién, velocidad y aceleracion de los eslabones de las cadenas, teniendo como
dato las variables del efector final. Esto se logra pegando bases en las juntas de los eslabones
donde exista movimiento relativo. Para modelar estos cambios de base que llevan de una junta a
otra por toda la cadena cinematica, se usaran matrices de transformacién homogéneas.

Las matrices homogéneas proporcionan el modelado del desplazamiento y rotacién en los tres
ejes cartesianos, con lo que se puede posicionar y orientar totalmente cualquier cuerpo del mecan-
ismo. Dichas matrices tiene la siguiente definicién:

R d
T = [ 0 1 ] (2.2.1)

donde:

R = Matriz derotacion.
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Eslabon 3i.

2 Semi-esférica Eslabon 5.

{cruceta)

Eslabén 4i. /
/\Eslabc’m 2i.

Eslabodn 1i.

Rotacional.

~

_ .
Rotacional. — 5
Rotacional 4

Figura 2.2.1: Partes del mecanismo (se ha eliminado una de las cadenas para mejor visual-
izacion).

d = vector de desplazamiento.

Las matrices de transformacion de traslacién basicas en los ejes x, y, z respectivamente
son [4]:

T.i(z) = T.2(y) = T.3(z) =

SO = OO
=l

o= O O
—ow O
O = O O
— an OO

o O O
oo = O
SO O
oo = O
o O O
oo = O

Y las matrices de transformacién de rotacién basicas en los ejes z, y, z respectivamente son [4]:

1 0 0 0 b, 0 s0, 0
0 cb, —s6, O 0o 1 0 o0
Tea(l) = 0 s, cb, O T=5(0y) = —s8, 0 cf, O
0 0 0 1 0 0O 0 1
cld, —s6, 0 O
sf, b, 0 0
T=(0:) = 7 0 0 0
0 0 0 1

Teniendo todos los elementos necesarios se procede a realizar el analisis. En la figura 2.2.1
se puede apreciar que las tres cadenas tienen la misma configuracion , se trabajara con una sola
cadena para el modelado y a cada variable y constante se le agregara el indicador ¢, asi en las
ecuaciones resultantes solo hara falta cambiar su valor por 1,203, segin la cadena con que se
quiera trabajar.

Procediendo a aplicar las transformaciones 2.2.1, se tiene:

En la figura 2.2.2, se aprecia las transformaciones homegeneas necesarias que llevan desde
la base inercial (ig, jo, ko) a la base local del eslabon 1i (is, js, ks), y consta de un giro 810; en ko,
traslacion hsoy; en ji, giro 830; en i3, traslacion hys; en j3 y una rotacion 6s4; en k.
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kA

43i

Jr

Jo

Figura 2.2.2: Transformaciones de base desde (i, jo, ko) a (is, js, ks)-

Quedando el lazo:

Tosi = T26(510i) T22(h21i) T24(832i) T22(haszi ) To6(054i) (2.2.2)

Ahora, como se muestra en la figura 2.2.3, se construye el lazo que va de la base (i5, j5,ks) a
la base (is, js, ks), ¥y consta de traslacion hgs; en js, rotacion 6-6; en ig y una traslacion hgz; en jr.
Quedando el lazo:

Tssi = Too(hesi) T24(076:) T22(hsri) (2.2.3)

Continuando con la misma metodologia, se obtiene el lazo que va de la base (is, js,ks) a la
(i10,Jj10, k10),en donde interviene, rotacion fys; de ig y traslacion higg; sobre jo como se observa
en la figura 2.2.4. Quedando:

Tg10i = T24(698:) T 22 (h109:) (2.2.4)

EnlaFigura 2.2.5, se muestran las transformaciones necesaria para ir de de la base (i10, j10, k10)
ala base (i12,j12, k12), consta de un giro 6;110; €n iyo y giro 61211; en ki1, y queda:

T1012i = T24(01110i) T26(61211:) (2.2.5)
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Figura 2.2.3: Transformaciones de base desde (is, j5, ks) a (is, js, ks)-

Figura 2.2.4: Transformaciones de base desde (is, js, ks) a (i10,j10, K10)-
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Figura 2.2.5: Transformaciones de base desde (i10,j10, k10) 2 (i12,j12, k12)-

Continuando de la base (i12,j12,k12) ala (i1s, j1s, k1s) que se muestra en la figura 2.2.6, donde
interviene; traslacion hi310; en jio, rotacion 61413; en ki3 y una traslacion hi514; en j14, quedando:

Ti215: = T2(h1312:) T26(01413:) T 22 (his14i) (2.2.6)

Con esta ultima transformacién se llega al centro del efector final, coincidiendo con la posicién
de la base (ip, jp, kp) como se muestra en la figura 2.2.1, ahora es necesario orientar la base y asi
cerrar el lazo.

En la figura 2.2.7, se muestran las transformaciones necesarias para orientar con (ip, jp, kp),
son dos giI‘OS, 616151' en j15 y ﬁlnﬁi en k16, quedando:

Ti517: = T26(B1615:) T25(Bi716i) (2.2.7)

Hasta aqui, se tiene modeladas las cadenas cinematicas del mecanismo tomando en cuenta
todos los cuerpos de las mismas. Ahora en necesario definir las transformaciones que posicionan
y orientan la base asociada al efector final desde la base inercial. Como se muestra en la figu-
ra 2.2.8, la posicién del efector final esta definida totalmente con tres distancias (x,y, z) y para
definir completamente la orientacién se usard una combinacién de Angulos de Euler [6], el orden
sera; giro ¢, en k, giro 6 en j y giro ¢ en k. Y queda:

[ Top = Tt () oo () T () T T (0) T (1) 228)

En forma matricial:

tp11 tpi2 tp1z tpia
Top = tpo1 tpao tpaz tpos (2.2.9)
tps1 tp32 tp3z tpssa
0 0 0 1
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Figura 2.2.6: Transformaciones de base desde (i12,j12,k12) a (i15,]j15, k15)-

ﬂl?lﬁi

Figura 2.2.7: Transformaciones de base desde (i15,j15, k15) a (i17,j17, k17)-

11
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Donde:
tp11 = cos(f)cos(y) cos(¢p) — sen(t)) sen(o)
tpia = —cos(f)sen(y)cos(¢) — cos(y) sen(¢)
tpiz = sen(f)cos(¢)
lpia = =

trar = cos(0) cos(t) sen(9) + sen(1) cos(0)

tpea = cos(1))cos(¢) — cos(f) sen(1)) sen (o)
tpas = sen(f)sen(o)

lpaa = ¥y

tps1 = sen()(—cos(y))

tps2 = sen(d)sen(v)

tpsz = cos(f)

tpsa = =z

Se concluye el modelo del mecanismo con matrices homogéneas resumiendo:

Tos: =T.6(510i) T22(ho1i) T24(B32:) T22(hasi) T 26 (054:)

Tssi =T.2(hesi)T24(076:) T22(hsri)

Tg10i =T.4(098:) T22(h109i) (2.2.10)
T1o12i =T24(011106) T26(012114)
Tis17: =T26(B1615:) Tos(Bir16:)

Top =T.1(2)T22(y)T23(2)T26(4)T25(0) Ta6(¥)

Por conveniencia se reordenan:

To2i =T.6(510i) T22(h214)
Tos; =T ,4(B32i Tz2(h43i)
Ty6; =T ;)

L) h1091) (2.2.11)

T1215: =T22

Bi615i) T25(Bi7161)
) (y) ( ) z6(¢)Tz5 (9)T26 (1/’)
Para este caso; (10, 832i, B1615i> B17166, P, 0,0 Y hoti, haszi, hesi, heri, P1ogis hi312i, hisi4i, T, y, 2 son

datos conocidos, quedando: 054;, 076;, O9si, O110i, 01211i, 01413; como las variables incégnitas de in-
terés. Teniendo finalmente la ecuacién de lazo de la base 0 a la base 17 de las:

Ti517: =T26
Top Tzl

[ To17i = To2iT24:T46i Tesi Ts10i T1012i T1215: T1517 (2-2-12)]

En forma matricial:

t11:  ti2q t1zs Tias
to1;  tooi  tozi  Tou
(2.2.13)
t31; 32 T33i t344
0 0 0 1

To17; =
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.
iy

(a) Angulos y distancias para localizar la base P.

X X

Original configuration After ¢ rotation After &' rotation After ¥ rotation

(b) Configuracién seleccionada de los dngulos de Euler.

Figura 2.2.8: Transformaciones de base desde (ig, jo, ko) a (ip,jp, kp).

13
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Donde los valores de cada término de Ty;7; se muestran en el apéndice A.1
Las bases 17 y P coinciden en posicién y orientacion, entonces se puede escribir:

To17; = Top (2.2.14)
En forma matricial:
t115  ti2q  t1zs t1aq tp11 tpi2 tpiz tpia
to1;  tooi  tozi  toag _ tpo1 tpo2 tpa2s Tpos
t31;  t32; 1335 t344 tps1 tp32 tp3z Tpsa
0 0 0 1 0 0 0 1

Con la relacion 2.2.14 se procedera a solucionar la posicién inversa del mecanismo como se
mostrara en la seccién 2.6.1.
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2.3. ANALISIS DE VELOCIDAD.

En el analisis de velocidad, se asume que la posicién y la orientacion de los cuerpos son cono-
cidas y que son resultado del andlisis de posicién. La velocidad de un punto o un cuerpo rigido
que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al tiempo. Con base
en las ecuaciones obtenida en el analisis de posicion, se obtendra la velocidad al derivar la dicha
ecuacion con respecto al tiempo.

Antes de derivar la ecuacion de posicién, se introduciran algunas definiciones:

T.;(q) = T;(¢)D-;(q)
paraj = 1...6 (2.3.1)

Donde:
00 0 & 00 0 g 00 0 2
. 0o o0 o0 oo o0 o0 . _|lo o0 o0 o0
D@ =19 g 0 o D2 =19 ¢ 0 o Ds(2) =19 0 0 o0
000 0 000 0 00 0 0
00 0 0 0 0 6, 0 0 -0, 0 0
, 0 0 -6, 0 : 0 0 0 0 : 6. 0 0 0
Dzem: q Dz9: . Dzez_z
4(0:) 0 6, 0 0 5(0) 6, 0 0 0 6(0z) 0 0 00
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Vor = T.u(2)T.(y)T.3(2)T26(¢)Te5(0) T (1)
+T.1 () T22(y) T23(2) Ta6(6) Tas (0) T (1)
+ T2 (2) T (y) Tos(2) Ta6(¢) T (0) Tag (¥)
+T21 (x)Tz2 (y)ng (Z)T26 (¢)Tz5 (9)T26 (w)
+T1 (2) T2 (y) Tas (2) Ta6(9) Tos (0) T (1)
+T.1 () T22(y) T23(2) Ta6(0) Tas (0) a6 (1)

Y utilizando la definicién 2.3.1:

4 N

VOP = Tzl(x)Dzl(i')TZQ (y)Tz?) (Z)TZG (¢)Tz5 (9)T26 (w

T.6(1)) (2.3.2)
T

K +Tz1

De forma matricial:

Up11 Vp12 VP13 UpPl14
v v v v
Vop = P21 P22 P23 P24 (2.3.3)
Up31 VUp32 VUp33 VUp34
0 0 0 0
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Donde:
vpn = cos(ih) sen(d)(— (i + dcos(8))) — cos(6)( sen(8) cos() + sen(eb) (¢ cos(6) + )
vpiz = sen(yh)sen(¢)(¢) + ¢ cos(B)) — cos(p)(cos(v) (4 cos(6) + ¢) — O sen(6) sen(1)))
vpis = 6 cos(f)cos(¢) — psen(d) sen(ep)
vpla = &
vpar = cos(1p) cos(¢) (¥ + dcos(f)) — sen(¢) (@ sen() cos(v)) + sen(1h) (1 cos(6) + ¢))
vpzz = cos(u)sen(d)(— (i cos(0) + &) — sen(w)(cos(d) (¥ + é cos(6)) — & sen(8) sen(9))
vpes = Bcos(f)sen(¢) + ¢psen(d) cos(¢p)
vpy = Y
vpz1 = tsen(d)sen(yh) — 6 cos(h) cos(v))
vpsy = Bcos(6)sen(y)) + v sen(d) cos(1))
vpss = —Osen(h)
VP34 z

Ahora se toma la ecuacion 2.2.12, y de la misma manera se deriva respecto al tiempo:

Voi7i =T02:T24:T46i Tosi Ts10i T1012: T1215: T15174
+T02T24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02:T24:T46i T8 Ts10i T1012: T1215: T15174
+To2:T24i T46i To8i Ts10i T1012i T1215: T1517 (2.3.4)

+T02T24i T46i To8i Ts10/T1012i T1215: T1517:
+T02:T24:Ta6i Tosi Ts10i T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:

Como se aprecia en las ecuaciones 2.2.11 los elementos Ty2;, T24; ¥ T1517:, solo tiene elementos
constantes, por lo tanto es igual a 0444, quedando:

Vo17: =T02:T24;T46: Tesi Ts10: T1012: T1215: T 15175
+To2:T24; T46: Tesi Tg10i T1012: T1215: T1517:

+T02i T24;T16i Tosi Ts10: T1012: T1215: T1517i (2.3.5)
+T02i T24;T46i Tosi Ts10: T1012: T1215: T1517i
+T02i T24;T16i Tosi Ts10: T1012: T1215: T1517
Donde de las definiciones 2.2.11:
Tu6i =T26(051) D26 (054:) T2 (hesi)
Tosi =T24(076)D21(076:) T2 (hsri)
Ts10i =T24(098i) D4 (098:) T2 (h109;) (2.3.6)
T1012i =T24(01110)D24(011101) T6(612115)
Ti215: =T.2(h1312:) T26(01413:) D26 (01413:) T2 (h1514s)
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Sustituyendo las ecuaciones 2.2.11 y 2.3.6 en 2.3.5, tenemos una matriz homogénea cuyas
incégnitas son la velocidades lineales y angulares que intervienen en el sistema, como se muestra:

V11 Vi2 V13 V14

Vg1 U2z V23 Vs
Voir = (2.3.7)
Uzl U3z U3z U3

0 0 0 0

Donde los valores de cada termino de Vj;7; se muestran en el apéndice A.2.
También se tiene que:

Voiri = Vop (2.3.8)
De forma matricial:
V11 V12 V13 Vi4 Up11 VP12 VP13 UpPl14
V21 V22 V23 V24 _ Up21 Up22 Up23 Up24
V31 V32 V33 V34 Up31 Up32 Up33 Up34
0 0 0 0 0 0 0 0

Aligual que la posicion, la velocidad inversa del mecanismo se resolvera a partir de la relacién 2.3.8
en la seccién 2.6.2.
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2.4. ANALISIS DE LA ACELERACION.

La aceleracion se define como la segunda derivada respecto al tiempo de la posicién o primera
derivada respecto al tiempo de la velocidad. En el andlisis de la aceleracién, se asume que la
posicion, orientacién y velocidad de los cuerpos son conocidas y que son resultado del analisis
de posicion y velocidad. Con base en las ecuaciones obtenidas en el analisis de velocidad, se
obtendran las de aceleracién al derivarlas con respecto al tiempo.

Antes de derivar la ecuacién de velocidad, se introduciran algunas definiciones:

T.;(q) = T.(9)(D=;(§) +D2(q))
paraj = 1....6 (2.4.1)
Donde:
0 0 0 =% 0 0 0 g 0 0 0 Z
. 0 0 0 O 00 0 O . 0 0 0 O
Dal@ =14 ¢ 0 o D@ =14 ¢ o 0 DsD =10 0 0 o0
0O 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
00 0 0 0 0 6, 0 0 -6, 00
. 0 0 -6, 0 . 0 0 0 O . ] 0 0 0
Dz 9m - o Dz 0 = . Dz 92 — z
4(0:) 0 6, 0 0 5(0) 6, 0 0 0 6(02) 0 0 00
0 O 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0
Primero se toma la ecuacion 2.3.2 y se deriva respecto al tiempo utilizando la definicién 2.4.1

y se tiene:

VOP = Tzl(x)TZQ (y)Tz3 (Z Tzﬁ (¢)Tz5 (9 Tzﬁ (1/1
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En forma matricial:

(2.4.2)

1
2R3
LA A
SEES S
2R3
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SIS TS
388
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SIS TS
o8B
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S — |
I
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(=}

<

donde:
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apii

api2

ap13
api4

ap21

ap22

ap23

ap24

ap3i1
ap32
ap33

ap34

cos(1) cos(¢)(—0 sen(d) — 0% cos()) + cos() cos(p)(—1) sen(1)) — 1) cos(1)))
—sen(¢)() cos(y) — 1% sen(1h)) + cos(0) cos(v) (—¢sen(¢)

— 2 cos(9)) + sen(1h) (¢ sen(6) —  cos(6)) + 264) sen(9) sen (1) cos()
+20¢ sen(6) cos(v)) sen () + 2106 cos(0) sen(1p) sen(p) — 24 cos(1) cos()

= —sen(v) cos(¢)(—Osen(h) — 62 cos(h)) 4 cos(#) cos(4) ()% sen(v)) — 1) cos(1h))

—sen(@)(—tsen(¥) — §* cos()) — cos(6) sen(v) (— sen(9) — ¢* cos(¢))
o) (67 sen(6) — & cos(6)) + 200 sen(0) cos(u) cos(s)
—20¢ sen(6) sen(v) sen(@) + 21¢ cos(6) cos(v)) sen(d) + 2¢pp sen(v)) cos(¢)

cos(¢) (6 cos(6) — 62 sen(0)) + sen(8)(—¢ sen(p) — 2 cos(¢)) — 20¢ cos() sen(e)
cos(1)) sen.@)(—é sen(.G) — 62 cos(0)) + cos(6) sen"(qﬁ)(—iﬁ sen.(w) — % cos(1)))
+cos(6) (3 cos(1h) — 2 sen (1)) + cos(8) cos(1) (¢ cos(6) — ¢ sen(6))
+sen(1h)(—d sen(¢) — ¢ cos(¢)) + 20 sen() sen (1)) sen(e)

—20¢ sen(0) cos(1)) cos(¢) — 2tp¢ cos(0) sen(1)) cos(p) — 24p¢ cos(v)) sen()
—sen(v) seI}(qS)(—é" sen(f) — 62 cos(0)) + cos(0) sen(¢) (1) sen(v)) — 9 cos(1)))
+ cos(¢) (—rsen(1h) — % cos(t))) — cos(6) sen () (§ cos(¢) — ¢” sen(g)))

+ cos(1h) (—dsen(¢p) — ¢ cos(p)) + 204 sen(6) cos(1) sen(¢)

+20¢ sen(6) sen (1)) cos(¢) — 20 cos() cos(v)) cos(p) + 2th¢ sen(1)) sen(e)
sen(¢) (6 cos(#) — 6% sen(h)) + sen(0)(¢ cos(¢) — ¢? sen(d)) + 20¢ cos(h) cos(¢)
Y

cos(v) (6 s.en(G) - 90?5(6‘)) - sen(ﬁ)(—iﬁ'sen(@[}) - 1#2“cos(w)) + 29}@005(6‘) sen(v))
—sen(1) (0% sen(0) — 6 cos(#)) — sen () (¢? sen(vp) — 1) cos(vp)) + 261 cos(8) cos(v))
—fsen(f) — 62 cos(6)

3

21
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Ahora derivando respecto al tiempo la ecuacién 2.3.5:

Aoz

= T02:T24;T46: T6si Ts10i T1012: T1215: T15174

+T02iT24iT46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02T24i Ta6i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i Tosi Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T15171
+T02T24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+To2:T24i Ta6i To8i Ts10i T1012i T1215: T1517i
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T15171
+T02T24i Ta6i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i Tosi Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i Tosi Ts10: T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i Tosi Ts10: T1012: T1215: T1517:
+T02T24i Ta6i Tosi Ts10: T1012i T1215: T1517:

+T02T24i T46i Tosi Ts10/T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i Tosi Ts10/T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i Tosi Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10/T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i Ta6i Tosi Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i Tosi Ts10/T1012: T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10/ T1012: T1215: T1517:
+T02:T24:Ta6i Tosi Ts10i T1012i T1215: T1517:
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i Tosi Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i Ta6i To8i Ts10/ T1012i T1215: T15171
+T02iT24i T46i Tosi Ts10/ T1012i T1215: T 15171
+T02iT24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:
+T02T24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T15171
+T02T24i T46i To8i Ts10/ T1012i T1215: T1517:

22
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Identificando los elemento que solo contiene constantes (0**) y agrupando términos, se re-

duce a:

-

N

Aoz

= To02:T24;T46: T68i Ts10i T1012: T1215: T15174

+2.T02:T24:T16: To8: Ts10i T1012: T1215: 15174
+2.T02:T24:T16: Tosi Ts10i T1012: T1215: 15174
+2.T02:T24:T16: Tosi Ts10i T1012: T1215: 15174
+2.T02:T24:T16: Tos: Ts10i T1012: T1215: 15174
+To2:T24i Ta6i To8i Ts10i T1012i T1215: T1517i

+2.T02:T24:T16: Tosi Ts10i T1012: T1215: T15174
+2.T02:T24:T16: Tos: Ts10i T1012: T1215: 15174
+2.T02:T24:T16: Tos: Ts10i T1012: T1215: 15174
+T02T24i T46i Tosi Ts10: T1012i T1215: T1517:

+2.T02:T24:T16: Tosi Ts10i T1012: T1215: 15174
+2.T02:T24:T16: Tosi Ts10i T1012: T1215: 15174
+T02T24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:

+2.T 02 T24; T16: Tesi Ts10i T1012: T1215: T1517i
+T02iT24i T46i To8i Ts10: T1012i T1215: T1517:

\

(2.4.3)

Donde desarrollando la definicién de 2.4.1:

T
Tes:
Ts10:

T1012:

T1215:

T
T
T

z4

(
(
(

054

2

26(054i) (D6 (A545) + D26 (054:)) T2 (hesi )

D
(D4 (0545) + D% (054)) T (hosi)
D

24(098:) (D24 (fos;) + D2, (0os;)) T22(hiogi)

T.4(01110:)(D24(011105) + D%, (01110)) Ta6(F12114)
+2.7.4(01110i) Dz4(61110i) T=4(012115) D24 (61211:)
+T,4(011104) T24(01211:) (D24 (01211;) + D24 (012114))

T.2(hi1312:) T26(01413:) (D26 (51413i) + D2, (91413i))Tz2 (his14i)

(2.4.4)

Sustituyendo las definiciones de 2.2.11, 2.3.6 y 2.4.4 en 2.4.3, se tiene en forma matricial:

a1 ai2 @13 a4

@21 G2 G23 Qa4
Agir =

a3z1 @32 a33 a3q
0 0 0 0

Donde los valores de cada término de Ay 7; se muestran en el apéndice A.3.

Se tiene también:

De forma matricial:

ailr ai2 aiz a4

G21 @G22 Q23 G224

aszy agz2 asz as4
0 0 0 0

Aopi7i = Aop
api1 G@p12 Aapi3 api4
_ ap21 Gap22 Aap23 ap24
ap31 ap32 ap33 ap34
0 0 0 0

(2.4.5)

(2.4.6)

Al igual que la posicién y la velocidad, la aceleracién inversa del mecanismo se resolvera a
partir de la relacion 2.4.6 en la seccién 2.6.3.
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2.5. GENERACION DE LA TRAYECTORIA.

Hasta el momento se tiene el modelo matematico que describe el comportamiento del mecan-
ismo segun una posicién dada, ahora es necesario especificar el movimiento de la base local
asociada al efector final. Basicamente, existen dos formas para especificar este movimiento:

1. Suministrando puntos consecutivos, ignorando la trayectoria que describe en el espacio el
mecanismo entre los dos puntos.

2. O suministrando los puntos iniciales y finales donde se posicionara el efector final, especif-
icando el camino que debe describir en el espacio .

La primera opcién se denomina tradicionalmente control punto a punto, y solo tiene interés prac-
tico cuando los puntos iniciales y finales estan razonablemente cercanos y no existe interés en
controlar las velocidades o aceleraciones iniciales y finales.

La segunda opcién se denomina control de la trayectoria continua, y en este caso, se busca que
el efector final dibuje cierta trayectoria entre los puntos iniciales y finales deseados, ademas de
ser posible definir perfiles de velocidad, aceleracién y restricciones temporales.

Como el interés es posicionar y orientar el efector final en diferentes puntos del espacio de
trabajo, con la finalidad de mostrar la versatilidad del mecanismo, se emplear4 la segunda opcién
para generar un conjunto de puntos que tracen una trayectoria recta en funcién del tiempo entre
los puntos iniciales y finales deseados.

Las siguientes ecuaciones permitiran generar los puntos que seguira el efector final para la
posicion, velocidad y aceleracion. El desarrollo de estas ecuaciones se muestran en el Apéndice B:

£\ t\* £\°
R(t) = pi+ |10 (—) —15 (—) +6(—) ] (ps — pi)
ty ly ty
12 t3 t4
by ty ty
A(t) = 60i—180ﬁ+120ﬁ (ps — pi) (2.5.1)

Y para la orientacion:

t\? £\* £\°
Bt) = Bi+ |10 (—) —15 (—) +6 (—) ] By = Bi)
ty ly ty
2 3 4
Bty = l3o§—3 _ 60§—4 + 30115—5 (B85 — Bi)
i f /
. t 12 t3
Blt) = [605 - 180g + 12051 By — B:) (2.5.2)

Con estas relaciones se tendran conjuntos de puntos y orientaciones que serviran como dato
en la solucion de la cinematica inversa del mecanismos. Con esto se tiene totalmente definido el
modelo de cinemaética inversa y se puede continuar con su solucién.
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2.6. SOLUCION DE LA CINEMATICA INVERSA.

Como se mencioné en la seccién anterior, se cuenta con lo necesario para solucionar el modelo
de la cinemaitica inversa del mecanismo. Antes de proceder a su solucién, en la tabla 2.6.1, se
muestra las dimensiones de la geometria del mecanismo, que son datos en el proceso de solucion:

Cadena 1 Cadena 2 Cadena 3 | Cuerpo5 |

Bio1 = 0° Bio2 = 120° Bio3 = 240° ms = 0.0402 kg
ho11 = 195 mm ho12 = 195 mm ho13 = 195 mm zgs = 0mm

B321 = 90° B322 = 90° B323 = 90° YyGs = 28mm

h431 =37.5mm

h432 =37.5mm

h433 =37.5mm

zas = 9.1mm

h,651 =50mm

h652 =50mm

h653 = 50mm

h871 = 150mm

h872 = 150mm

h873 = 150mm

h1091 = 150mm

h1092 = 150mm

hlogg = 150mm

h13121 =100mm

h13122=100 mm

h13123=100 mm

h15141 =57.735mm

h15142 =57.735mm

h15143 =57.735mm

Bie151 = 180°

Bis152 = 300°

Bis153 = 60°

Biri61 = 180°

Biri62 = 180°

Bir163 = 180°

mi1 = 0.0402 kg

mio = 0.0402 kg

mis = 0.0402 kg

msa1 = 0.0943 kg

mso = 0.0943 kg

mss = 0.0943 kg

my; = 0.0622 kg

I571 = 0mm

572 = 0mm

573 = 0mm

Ys71 = 50mm

Ysr2 = 50mm

Ys73 = 50mm

2571 — 10mm

z572 = 10mm

2573 = 10mm

ra11 = 0mm

g1 = 0mm

ra13 = 0mm

Yyg11 = 28mm

Yyg12 = 28mm

Yya1s = 28 mm

za11 = 9.1mm

za12 = 9.1mm

za13 = 9.1mm

Tao1 = 0mm

Taoo = 0mm

Tz = 0mm

Yygo1 = 83.2mm

Yaoo = 83.2mm

Yaoz = 83.2mm

zao1 = 0mm

zaoo = 0mm

zgoz = 0mm

Tra31 = 0mm

Taze = 0mm

a3z = 0mm

Yas1 = 96.2mm

Yyas2 = 96.2 mm

Yas3z = 96.2mm

za31 = 0mm

zaz2 = 0mm

za33 = 0mm

Taa1 = 0mm

Taaa = 0mm

Taa3 = 0mm

Ygqa1 = O7.6 mm

Yga2 = D7.6 mm

Ygaz = H7.6 mm

zaa1 = 0mm

zaa2 = 0mm

zgaz = 0mm

Tabla 2.6.1: Caracteristicas geométricas del mecanismo.

Los datos de la tabla 2.6.1 y los resultados de las ecuaciones 2.5.1 y ??, se sustituyen en las
igualdades 2.2.14, 2.3.8 y 2.4.6, con lo que todos los términos de las matrices quedan en funciéon
de 0545, 0764, Oosi, 01104, 0121105 0141355 Wsai, Wr6i, Woss, W110i, W12117, W1413i Y 54, 0767, 984, (11045 (12117, (141345
segun sea matriz de posicién, velocidad 6 aceleracion. Teniendo esto, se seleccionan elementos de
la matriz del lado izquierdo que contengan las variable buscadas y se iguala con la misma posi-
cién del elemento de la matriz del lado derecho. Esto con la finalidad de formar un sistema de
ecuaciones compatible determinado.
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2.6.1. Solucion de la Posicion.

Se tiene la ecuacion 2.2.14 en su forma matricial:

t11: ti12e tiszi t14d tp11 tpiz trpiz tpia
t21; tazi t23i t2ai | _ | tr21 tpaz tpaz tpos 2.6.1)
t31; 32 l33i  t344 tps1 tps2 tpss Tpsa e

0 0 0 1 0 0 0 1

Y seis incégnitas (654;, 076i, O9si, 0110, 012114, 01413:), para las cuales se seleccionaran seis ecua-
ciones de 2.6.1. Quedando:

t1ei = tpua
loa; = tpog
l3ai = tpsa
t13i = tpis
to1i = tpa
t32i = tpus (2.6.2)

Para esta solucién, los datos para las ecuaciones 2.5.1 y 2.5.2 son: pi = (70,70,140) (mm),
pf = (=70,-70,250) (mm), orientaciones angulol = (15,25,0) (grados) y anguloF = (25,—15,0)
(grados) y tiempo tf = 5 s. Se observa que el sistema de ecuaciones es no lineal y para resolverlo
se utiliza el método numérico de Newton(Newton-Raphson) con ayuda del software Mathematica.
La solucién de las incégnitas se hara para cada instante del conjunto de posiciones y orientaciones
que se obtienen de las ecuaciones 2.5.1 y 2.5.2. Programando todos estos datos en Mathematica
se obtienen graficas que muestran el comportamiento de los dngulos productos de la solucién de
la cinematica inversa.

A continuacién se muestran las curvas que generan cada junta en funcién del tiempo, orde-
nando las tres variables similares de cada cadena en una gréafica, con la finalidad de comparar
sus comportamientos.

10 ~
~ 0 T~
-10 /
-20
/
__/
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 2.6.1: Angulos 054;.
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360] T
N\
T

N
/
/

O76i (°)

260 —
0 1 2 3 4 5
t(s)
Figura 2.6.2: Angulos 076:.
150
140
130 \

bogi (°)
N
o

I)z — \\\
90 \

t(s)

Figura 2.6.3: Angulos fog;.
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\

380 \\\‘

61110 (*)

320 ””’,r

t(s)

Figura 2.6.4: Angulos 011104-

=

T\
\

:F 20 \ 7
< 10 //>(/
0 N\
...---”'——’j;””,f”' ‘\\
-10 \
p----"'—“"V ‘-..-----"""'7

t(s)

Figura 2.6.5: Angulos 6211;.
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— N
O\

o AN

-50

014137 (°)

-60

t(s)
Figura 2.6.6: Angulos 014134-

Se puede observar que las curvas tiene una transicion suave durante el periodo del movimien-
to, que fue el motivo por lo que se gener6 la trayectoria en la seccion 2.5. A continuacion se
muestra la posicion inicial y final del mecanismo para este caso.

2.6.2. Solucion de la Velocidad.

Ahora que se tienen los valores de los angulos de las juntas para cada instante de tiempo, se
puede calcular la velocidad angular de cada junta siguiendo una dinamica similar a la que se
utilizo para resolver la posicion.

Teniendo la ecuacion 2.3.8 en su forma matricial:

V11 V12 Vi3 V4 Up11 Vp12 VP13 VP14
V21 V22 V23 V24 _ Up21 Up22 Up23 Up24 (2.6.3)
V31 V32 U3z V34 Up31 VUp32 Up33 Up34

0 0 0 0 0 0 0 0

Las seis incégnitas a resolver son; wsy;, wrei, Wosi, W110i, W1211i ¥ Wi413; Por lo tanto se forma el
siguiente sistema de ecuaciones a partir de 2.6.3:

V14; = UpP14
V24, = VUp24
VU34; = VP34
V13: = UpP13
V215 = Up21
Us2; = Up14 (2.6.4)

Programando el problema en Mathematica, y generando las curvas de los valores de solucién
para cada instante de tiempo, se tiene:

En las figuras se muestran las velocidades angulares de las juntas similares en las tres cade-
nas cinematicas. Ademas se observan cambios de velocidad suaves y moderados.
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Figura 2.6.7: Posicién Inicial (izquierda) y final (derecha) del mecanismo.

) TN

wsg j (rad/s)

~10 =

t(s)

Figura 2.6.8: Velocidades ws4;.
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wrg j (rad/s)

wog j (rad/s)

20

40r

-20

e
/ /
—

2 3
t(s)

Figura 2.6.9: Velocidades wrg;.

-30

N

2 3
t(s)

Figura 2.6.10: Velocidades wos;.
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w1211 (rad/s)

w1110/ (rad/s)

30

20

10

-10

-20

_30,

t(s)

Figura 2.6.11: Velocidades w1110;.

. N

: \\ //

t(s)

Figura 2.6.12: Velocidades wi211;.
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20

10

w1413 (rad/s)

-10

-20

t(s)

Figura 2.6.13: Velocidades w1413;.

2.6.3. Solucion de la Aceleracion.

Tomando la ecuacién 2.4.6 en su forma matricial se tiene:

a1 a2 a1z a4 ap11 ap12 Aapi3 api4
G21 @G22 Q23 0G24 _ ap21 Gp22 Aap23 ap24 (2.6.5)
aszr as2 asz a4 ap31 Gp32 ap33 ap34

0 0 0 0 0 0 0 0

Teniendo las incégnitas Q544 765, OL98;, AV1104, 12114 Y (14137 , Para resolver se arma el siguiente
sistemas de ecuaciones a partir de 2.6.5, quedando:

a14; = QP14
a24; = Qp24
a34; = QAp34
aiz; = ap13
azi; = ap21
a32; = Qpi14 (2.6.6)

Como se puede apreciar en las definiciones de los términos de la ecuacion 2.4.6, se necesita
sustituir los resultados de los sistemas de ecuaciones 2.6.2 y 2.6.4, para proceder a resolver el
sistema 2.6.6. Programando en el software Mathematica, se resuelve el sistema de ecuaciones de
aceleraciones y se generan las graficas de resultados.

Las coordenadas pi = (70,70,140) y pf = (—70,—70,250) que se usaron para la solucién de la
cinemaética en este capitulo, son de las més dificiles de alcanzar por el mecanismo, ya que son dos
puntos entremos de su espacio de trabajo.

Aun siendo estos puntos de dificil acceso, el mecanismo mostré un comportamiento estable,
como se puede apreciar en las graficas de la posicion, velocidad y aceleracion,
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g /
5N _//
0 1 2 3
t(s)
Figura 2.6.14: Aceleraciones «sy;.
405

iAW
w / \X/

o/
VARA
o\ /)

"

t(s)

aze; (rad/s?)

Figura 2.6.15: Aceleraciones ayg;.
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20

/TN

\
N0\

-20

agg; (rad/s’)
o»

t(s)

Figura 2.6.16: Aceleraciones agg;.

40 /[ \

o/

1110/ (rad/s?)

-20

e
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o
-
N

t(s)

Figura 2.6.17: Aceleraciones a1110;.
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@111 (rad/s?)

@1413; (rad/s?)

10

S

A
%

-10

\
(
\

-20

N
w
SN

t(s)

Figura 2.6.18: Aceleraciones «1211;.
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Figura 2.6.19: Aceleraciones «1413;.

36



Capitulo 3

Analisis Estatico Mediante La
Formulacion de Newton-Euler.

3.1. INTRODUCCION.

En este capitulo se presenta la formulacién Newton-Euler para el analisis estatico del mecan-
ismo presentado. La formulacién de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas que actian sobre
los eslabones. Por lo tanto las ecuaciones estaticas resultantes incluyen todas las fuerzas de
restriccion entre dos eslabones adyacentes. Estas fuerzas de restriccion son utiles para el dimen-
sionamiento de eslabones y rodamientos durante la etapa de disefio.

E1 método consiste en el calculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada eslabén,
seguido por el calculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para el desarrollo de
este andlisis se emplean matrices de rotacién basicas que permiten representar la rotacién de
un cuerpo en el espacio. Ya que la rotacion es el giro de un cuerpo en el espacio de tres gra-
dos de libertad, un conjunto de tres parametros independientes son suficientes para describir la
orientacién de un cuerpo en el espacio [7].

Las siguientes matrices representan las rotaciones alrededor de los ejes z,y, z respectiva-
mente:

1 0 0 ctd, 0 sb, ch, —sB, 0
R.4(0,)=1| 0 cb, —sb, R.5(0,) = 0 1 0 R.(0.)=| s8. «cb, O
0 sty «cb, —s6, 0 cb, 0 0 O

Y las siguientes matrices representan las traslaciones en de los ejes z, y, 2z respectivamente:

1 0 0 0 0 vy 0 —2z 0
S:a(x)={0 0 -z S.2(y) = 0 0 0 S:;3(z)=12 0 0
0O =z O —y 0 0 0O 0 O

El problema general en el analisis dindmico, es determinar los efectos de las fuerzas externas,
que aseguran el movimiento requerido para ciertos cuerpos, la determinacién del movimiento de
los cuerpos restantes y finalmente el calculo de las reacciones en todos los pares cinematicos.

Una fuerza actuando sobre un cuerpo rigido tiene la misma caracteristica que un vector sujeto
a una linea. Este es un vector de linea cuyos efectos pueden ser expresados en cualquier punto,
sustituyéndolo por un vector fuerza F, y un vector acoplado M = r x F, donde r es el vector
radio y determina la posicion del punto actual A de la fuerza sobre la linea de accién con respecto

37
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F

Figura 3.1.1: Momento de una Fuerza.

al punto escogido O (fig. 3.1.1). Se expresaran los efectos de esta sustitucion de acuerdo a la
siguiente definicion [4]:

Fo= [FvM] = [FIaFvavazaMyaMz] (3.1.1)

Existen fuerzas de tres tipos actuando en el cuerpo libre j: fuerzas activas (aplicadas), reaccion
e inercia. Se denotaran estas fuerzas con el simbolo F con un superindice A, R, I respectivamente.
Los efectos de todas estas fuerzas deben estar en balance, de acuerdo al principio de d’Alambert.
Para poder comparar estas fuerzas, deben estar expresadas en el mismo sistema de referencia de
coordenadas. Esto puede ser en un marco de referencia fijo. Sin embargo las ecuaciones también
pueden ser definidas en un sistema de referencia local. Tomemos el siguiente sistema de cuerpos
para ejemplificar estas definiciones, fig. (3.1.2).

3.1.1. FORMULACION MATRICIAL.

Tomemos los siguientes cuerpos:

Figura 3.1.2: Sistemas de un par cinematico.
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Figura 3.1.3: Fuerzas y momentos ejercidos en los eslabones.
Es posible separar los cuerpos y hacer el diagrama de cuerpo libre, montando sistemas de
referencia en los ejes de revolucién como se muestra en la figura 3.1.3.

Las ecuaciones de equilibrio dinamico se definen como:

ZF = mag

ZM = Mg +r X mag (3.1.2)

Donde mag y Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente definidos en la base
inercial (xo,yo, 2z0). Aplicando las ecuaciones de equilibrio dindmico 3.1.2 al cuerpo 1 y definién-
dolas en la base local (z1, y1, 21), se tiene (fig. 3.1.4):

fa + f1 + R%(—fQ) + R(l)Wl = R(l)(mlacl)
te +my + Ry(—my) +ry x Ri(—f) + rgr x Rgwi = R{Mg1 +re1 x Ri(miac)
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Donde:

fa; ta
1

Wi

mjp, ms

agi
Mg

£, = [0, 0, fu]"

fi = [ fie, fiy O]T

f2 = [ forr four for ||

wy = [O, 0, —mlg}

agr = [aGlx; aG1y; aGlz}
te = [0, 0, t,]"

m; = [ M., My, 0]
my, = [ My, My, 0]
Ma1 = [ Mg, Mgy, Maer: |

Fuerzas ytorques externos aplicados.

Fuerzas dereaccion de las juntas 1 y2.
Pesodel cuerpo 1.

Momentos de reaccion de las juntas 1y 2.
Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1.

Momentoinercial del cuerpo 1.

Los vectores f,, f1, t,, m; estan definidos en la base (x4, y1, z1). Los vectores f>, m, estan definidos
en la base (z2,y2, 22). Los vectores wi,ag1, M estan definidos en la base (xo, yo, 20). Por otro la-
dos tenemos que R} y R} son matrices de transformacién, que convierten vectores de la base
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(0, Y0, 20) a la base (z1,y1,21) y de la base (z2,y2, 22) a la base (z1,y1, 21) respectivamente. Los
vectores que no son transformados, ya estan definidos en la base (z1, 1, 21). Empleando matri-
ces antisimétricas para definir el producto cruz, esto es S = rx, las ecuaciones anteriores se

reescriben como:

f, +1f + R%(—fz) + R(l)Wl R(l)(mlac,q)

te +m; + R%(—mz) + SQR%(_fQ) + SGlR(l)Wl = RéMGq + SGlRé(mlacn)

Para tener una representacion mas compacta de estas operaciones se reacomodan de la sigu-

iente manera:

el ]

Renombrado:

Donde:

R; 0 f2+R(1)Ow17R(1)0
SR} R)} my SciR{ R} 0 | SciRy R}

F,+F; - QiF: + Q)W; = Q)F 1

to ]"=[0, 0, Fu, 0, 0, t,]"

my |"=[ P, By, 0, My, My, 0]"
my |7 =[ Fou, Fay, Fooy My, My, 01"
0]"=[0, 0, —mag, 0, 0, 0]"

W
T
miagt, Me1 |° = magi, magiy, magi, Mg, Meay, Mei:

Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales, se tiene:

FA+FE4+F =0

F' = Fo+ QW
Ff' = F, +QlF,
F' = Q{F&

Estas ecuaciones se definen como:

FA
FR
FI
Q;

= Torsorde fuerzasymomentos aplicados al cuerpo.
= Torsorde fuerzasymomentos de reaccion del cuerpo.
= Torsorde fuerzasymomentosinerciales.

= Matriz detransformacion de los torsores delabase jalai.

] { meagi
Mcy

(3.1.3)

|
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Para el analisis estatico se tiene que:
F'=0

La ec. 3.1.3 representa las ecuaciones de equilibrio dindmico mediante el uso de torsores
de fuerzas. Un torsor de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres componentes
son fuerzas asociadas a la traslacion del cuerpo y los segundos tres componentes son torques o
momentos asociados al giro del cuerpo. Una expresiéon similar puede ser obtenida para el cuerpo
2.

3.2. Analisis Estatico del Mecanismo.

Para para el modelo estatico, se toman los cuerpos méviles como que se muestran en la figura:

Eslabén 3i.

2 Semi-esférica Eslabon 5.

{cruceta) Eslabon 4i.

g

'

/\Eslab(}n 2i.

Eslabon 1i

kp

Rotacional.

~

5
Rotacional. — =

iv

Rotacional.

Figura 3.2.1: Cuerpos que conforman el mecanismo (figura 1.6.1, repetida).

La posiciéon de los seis actuadores que le daran movimiento al mecanismo, se selecciono de
manera indistinta en las juntas que unen los eslabones 1i y 2i e 2i y 3i.

3.2.1. ANALISIS DEL CUERPO 1i.

En la figura (3.2.2) se muestra el diagrama de cuerpo libre, con las fuerzas que actian en el
cuerpo 1i.

Haciendo la sumatoria de fuerzas y sustituyéndolas en las ecuaciones de equilibrio dindmico,
se tienen las siguientes expresiones definidas en la base local (i5, js5, k5):

F{,+Fi+F, = 0 (3.2.1)
Ffi = Q?(—sz) + QoWY,
Fii = Fj,+Q3(-Fly)

Fl, = 0
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Figura 3.2.2: Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i.

Donde:
Ty = [0,0,0,T12;,0,0]"
W9 = [0,0,—mg,0,0,0]"
Fo,, = [FOImiaFOlyiaFOlziaMOIwiuMOlyiao]T
Fl,, = [F12zi7F12yi7F12zi7O;M12yi;M122i]T
Ademas:

@ - | R 05}
’ | S7R7 Ry
[0 —2570  Ys7i
S5 = 2574 0 — 57
—Ys7i  Ts7i 0
Q = | X 05}
0 SoRo Ry
0 —zoli  Yaii
Sy = zZGi 0 —TGi
| —Yaoii TG 0

Definiendo las matrices de rotacién que definen las base j en i, se tiene:

R? = R.u(fr)
R; = R.e(—051)R.a(—B32:)Re6(—Bioi)

De esta manera las ecuaciones 3.2.1 definen el comportamiento estatico del cuerpo 1i.
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Figura 3.2.3: Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i.

3.2.2. ANALISIS DEL CUERPO 2i.

En la figura (3.2.3) se muestra el diagrama de cuerpo libre, con las fuerzas que actian en el
cuerpo 2i.

Haciendo la sumatoria de fuerzas y sustituyéndolas en las ecuaciones de equilibrio dinamico,
se tienen las siguientes expresiones definidas en la base local (i7, j7, k7):

F2. +FE + Fl, 0 (3.2.2)
F, T, + QJ(T3;) + QEWY,
F = Fiy+Qj(-Fs)
Fl. = 0

Donde:
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Ademas:

quQi
qngi
W3
I?IQi

9
I?QSi

[0,0,0, Th2;,0,0]"

[0,0,0, Taz;, 0,0]"

0,0, —maig,0,0,0]"

[Fr24i, Fi2yis F1224, 0, Magyi, M12zi]T
[Fa3ais Fasyis F3zi, 0, Magyi, M23zi]T

_ Rj 0
~ | SiR§ Ry
[0 0 hgr
= 0 0 0
—hgr; 0 0
_ [ R§g 0O
| SiR; Rg
[0 —2G2i  YG2i
= 2G2i 0 —Ig2i
| —YG2i TG2i 0

Definiendo las matrices de rotacién que definen las base j en i, se tiene:

R..4(09s;)
R.4(—076:)R26(—054i ) Roa(—F32:)Ra6(—Sroi)

De esta manera las ecuaciones 3.2.2 definen el comportamiento estatico del cuerpo 2i.

3.2.3. ANALISIS DEL CUERPO 3i.

En la figura (3.2.4) se muestra el diagrama de cuerpo libre, con las fuerzas que actian en el

cuerpo 3i.

Haciendo la sumatoria de fuerzas y sustituyéndolas en las ecuaciones de equilibrio dinamico,
se tienen las siguientes expresiones definidas en la base local (ig, jo, k9):

Donde:

Fi+Fi+F;, = 0 (3.2.3)
Fi = —T9, + QWS
F§ = Fi+ Q) (-Fily)

9
qj23i
‘NTO

31

9

IPQSi

11
IF34i

Fl, = 0

[0,0,0, Ths;,0,0]"

[0,0, —m3,9,0,0,0]"

[Fa3ais Fosyis F3zi, 0, Magyi, M23zi]T
[F542i, F3ayis F34zi, 0, M3ayi, O]T
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Figura 3.2.4: Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i.

Ademas:

i 9
?1 = Ss}:{flég R% }

| D11y 11
[0 0 hioos

Sy = 0 0 0 ]
| —hie: 0 0

@ - [ 8]

| SiRy Rj

[0 —2G3i  YGsi

Sy = 2G3i 0 —$G3i]
L —YG3i  TGsi 0

Definiendo las matrices de rotacién que definen las base j en 4, se tiene:

R}, = R.(br110)
R) = R.u(—09s:)R.a(—076i)Ru6(—054i ) Roa(—Ba2:)Reae(—Br0s)

De esta manera las ecuaciones 3.2.3 definen el comportamiento estatico del cuerpo 3i.

3.2.4. ANALISIS DEL CUERPO 4i.

En la figura (3.2.5) se muestra el diagrama de cuerpo libre, con las fuerzas que actian en el
cuerpo 4i:
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Figura 3.2.5: Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i.

Haciendo la sumatoria de fuerzas y sustituyéndolas en las ecuaciones de equilibrio dindmico,
se tienen las siguientes expresiones definidas en la base local (i11, j11, k11):

Fi+Fi+F, = 0 (3.2.4)
Fi, = QWY
Fi = QiIFi, +Qii(-Fi3)
Fii = 0
Donde:
Wgz = [anv_m4iga070aO]T
Fil, = [Fsawi, Faayi, F32i, 0, Mgy, O]T
Fis, = [Fisuei, Fasyir Faszi, Maszi, Masyi, O]T
Ademas:
2 | Ri 0 ]
I
[0 0 0
Si?2 = 000
0 0 0
2 | Ri? 0 ]
SR
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0 0 hioei
Si2 = 0 0 0
| —hio: O O
12 _ [ Rj O
v e wg
[0 —2G3i  YG3i
Si2 = 2G3i 0 —TG3i
| —Yasi TG 0

Definiendo las matrices de rotacién que definen las base j en i, se tiene:

Ri7 = R.s(—012111)
Ri7 = R.o(—01a13)
R) = R.s(—01211))Ru6(—01110i)Roa(—098: ) Roa(—076i)Roo6 (—054: ) Rosa(—Ba2i ) Ras (— Br0i)

De esta manera las ecuaciones 3.2.4 definen el comportamiento estatico del cuerpo 4i.

3.2.5. ANALISIS DEL CUERPO 5.

En la figura (3.2.5) se muestra el diagrama de cuerpo libre, con las fuerzas que actian en el
cuerpo 5 :

Figura 3.2.6: Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5.

Haciendo la sumatoria de fuerzas y sustituyéndolas en las ecuaciones de equilibrio dindmico,
se tienen las siguientes expresiones definidas en la base local (i17, j17, k17):
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F+FE4+FL = o0 (3.2.5)
Pl - Qwy
3
Fl = > QILFi +F)
i=1
F. = o
Donde:
W2 = [0,0,—msg,0,0,0]"
Fis, = [Fisei, Fasyis Faszi, Masgi, Masyi, O]T
Fé7 = [FevaevaevaexaMeyv ez]T
Ademas:
L — [ R%Zi 0
i | SiLRiL Ril;
0 0 hisia
si?, = 0 0 0
| —hisiar O 0
i 0 50 —50(sen30) ]
Sit, = 0 0 0
| 50(sen30) —50 0 |
[0 ~50 —50(sen30) ]
Sit, = 0 0 0
50(sen30) 50 0 |
7 | Ry 0
0 _S(1)7R(1J7 R(1)7
[0 0 0
Sy = 000
000

Definiendo las matrices de rotacién que definen las base j en i, se tiene:

Ry} R.5(—Bi716:)Ra6(—O16151)
R = R.s(—Birei)Ras(—01615: ) Ra6(—012110)Ras(—01110i ) Roa(—0osi)
R.4(—076:)R26(—054i) Roa(—F32i)Ra6(—S10i)

De esta manera las ecuaciones 3.2.5 definen el comportamiento estatico del cuerpo 5.
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3.2.6. SOLUCION DE LA ESTATICA.

Las ecuaciones 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5, son vectores de 6 x 1, que al sustituir la solucién
de la posicion (subsec. 2.6.1), deja los vectores en funcion de las incégnitas de las fuerzas y torques
del mecanismo; a continuacién se forma un sistema de ecuaciones algebraico con los elementos

de estos vectores.

En total se tienen seis ecuaciones algebraicas por cada cuerpo por lo tanto son 72 ecuaciones
por las tres cadenas cinematica mas 6 ecuaciones del cuerpo 5, con lo que se tiene un total de 78

ecuaciones.

Las incégnitas del sistema son:

T121,T122,T123, 531, 1232, 1233

Fore1, Fory1, Fo121, Mo1z1, Mo1y1
Fiop1, Fioy1, Fi2.1, Mi2y1, Mi221,
o321, Fozyt, Fo3z1, Moasy1, Mas:1,

F3401, F3ay1, F3a21, M3ay1,
Fyse1, Fusyr, Fasz1, Masy1, Mysz1,

s Fo1z2, Fo1y2, Fo1z2, Moiz2, Mo1ye2,

Froz2, Flay2, F12.2, M12y2, M1222,

F309, Fazyo, Fo329, Mogya, Mo3.a,
F3409, F34y0, F3429, M34y2,

Fyszo, Fasy2, Faszo, Masy2, Mys:2,

Fo123, Fo1ys, Fo123, Mo123, Mo1ys
F1243, F12y3, F12.3, M12y3, M12.3
F3.3, Fa3y3, Fo3.3, Moagys, Mo3.3
F3403, F34y3, F3423, M34y3

Fys543, Fusys, Fas.3, Musys, Mas.3

Un total de 78 incégnitas y con las 78 ecuaciones ya contadas, se tiene un sistema de ecua-

ciones lineal determinado:

FL+FRLFL = o0
F +FE +FL, = 0
FL+FE +FL = o0
Fi +FE 4+ FL = 0
FL+FE+FL = 0
FL+FR+FL = o0
F{+FE4+FL = o

(3.2.6)

Como parte del sistema aparece el torsor F'7, que son las fuerzas y momentos de reaccién a los
que va a estar sometida la herramienta o, en este caso, el trocar que se colocaré en el mecanismo,
y que es de valor conocido en la soluciéon del problema; en este caso se seleccioné el valor de

F17 =10,0,2,0,0,0.5]" (N, N.m).

Con la ayuda del software Mathematica, se programa y resuelve el sistema de ecuaciones 3.2.6.
Se muestran las graficas de los torques de las juntas actuadas del mecanismo.
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N
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Torque Ti2¢ (N.m)
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Figura 3.2.7: Torque T12;.
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Figura 3.2.8: Torque T125.
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Figura 3.2.9: Torque T23.
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Figura 3.2.10: Torque T53;.
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Figura 3.2.11: Torque T535.
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Figura 3.2.12: Torque T533.



Conclusiones.

Analisis Cinematico.

Cuando se realiza un analisis cinematico, se estudian las leyes del movimiento de los cuerpos
sin considerar las causas que lo originan; al realizar este estudio a un mecanismo, se encuentran
las limitantes o restricciones geométricas de su movimiento. En el mecanismo que se presento en
esta tesis, se construy6 el modelo cinematico, para contar con una herramienta con la que se pue-
da verificar que en su espacio de trabajo, se logran orientaciones de 20 grados o mas con respecto
a cada eje, que son orientaciones suficientes para mejorar la versatilidad de posicionamiento de
los soportes de trocares de los robots cirujanos actuales.

Para lograr construir este modelo matematico, se parti6 desde observar variadas posiciones
del mecanismo en el modelo creado en un software CAD y tomando como referencia dos de es-
tas posiciones extremas de dificil acceso para el mecanismo a simple vista. Con la intencién
de conocer el comportamiento cinematico en el paso de estas dos posiciones y saber si satis-
face las condiciones de operacién de un trocar que se plantean en los capitulos iniciales de esta
tesis, se desarrollaron sistemas de ecuaciones de posicion, velocidad y aceleracion, en funcion del
seguimiento de una trayectoria del efector final (cuerpo 5 ) del mecanismo entre estos puntos
extremos.

Teniendo el modelo completo, se solucioné mediante métodos numéricos y se pudo compro-
bar que para los puntos seleccionados, los sistemas de ecuaciones resultantes son determinados.
Ademas, las curvas de velocidades y aceleraciones presentan evoluciones continuas y suaves, que
es una muestra de que el movimiento del mecanismo es estable.

Con lo mencionado anteriormente se logra tener las herramientas basicas necesarias para, en
un trabajo posterior, realizar un analisis exhaustivo de todas las posiciones del mecanismos en
su espacio de trabajo y localizar posibles singularidades. También sera motivo de un trabajo pos-
terior conocer el dimensionamiento adecuado de la geometria de este mecanismo, que optimiza
el espacio de trabajo en funcién de las dimensiones del robot donde sera acoplado.

Analisis Estatico.

Con el analisis estatico se buscé conocer las fuerzas de reaccién que intervienen en las juntas
no actuadas y los torques en las juntas actuadas; esto se logré formando un sistema de ecuaciones
lineales de 78 ecuaciones con 78 incégnitas y resolviéndolo por métodos numéricos con ayuda del
software Mathematica.

Las curvas de los torques necesarios para mantener la posicién del mecanismo en cada in-
stante, se muestran en la seccién 3.2.6, donde se puede observar que las diferencias de torque
necesarios entre cada posicion son pequenias, y se deduce que los actuadores no tendran que
cumplir requerimientos exigentes, manteniendo la arquitectura del mecanismo simple.

Las fuerzas de reaccién en las juntas que también son motivos de este andlisis, permitira
en un trabajo posterior de mecanica de materiales, el conocimiento de las secciones transversales
minimas de los eslabones, para soportar las fuerzas méaximas a las que se sometera el mecanismo.

54
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En general el comportamiento estatico del mecanismo fue el deseado y esperado después de
analizar la cinematica del mismo. Aunque en los resultados aqui mostrados solo se describe una
trayectoria entre dos puntos, tiene la certeza de que estos dos puntos y orientaciones escogidas,
estan en las fronteras de su espacio de trabajo y dan buena cuenta del comportamiento general
del mecanismo.

El presente trabajo es una base para un disefio final del mecanismo, dejando para un tra-
bajo consecutivo el analisis dinamico y posiblemente segin los resultados arrojados, realizar un
balanceo dindmico.



Apéndice A

Términos de l1a matrices
cinematicas.

A.l.

ti14

t1o;

ti3;

t14s

TERMINOS DE LA MATRIZ T, ;.

= cos(Bi716i)(—0.25 cos(Bi615i — O1110i + 012110 + 014130 — O54i — O760 — Oosi)
+0.25 cos(Bi615i — O1110i + O12115 + O1413i + 0545 — O76i — boss)
—0.25 cos(Bi615: + O1110i + 012115 + O1413; — 0545 + O76i + Oog;)
+0.25 cos(Bi615i + O1110i + O12115 + O1413i + 0545 + O76 + bos;)
+0.5 cos(Bi615: + 012116 + 01413i — 54:) + 0.5 cos(Bis15i + 012115 + 14135 + O54i))
+sen(B1716i) (0.5 cos(B1110i + 545 + O76; + 9si) — 0.5 cos(B1110i — 0545 + O76i + Oosi))
= 0.25sen(fi615: — B11106 + 012115 + 61413; — 0545 — 0765 — Oosi)
—0.25sen(B1615: — O1110i + G12117 + 01413i + 0545 — O760 — Oosi)
+0.25 sen(Bi615: + 01110 + O12115 + G1413i — 0545 + 765 + Oosi)
—0.25sen(SBi615i + 011106 + O12110 + O1413i + 0545 + O76i + Oogi)
—0.5sen(B1615i + 012110 + O1413i — O54:) — 0.5sen(Bi615: + O12115 + G413 + O544)
= sen(Bi716:)(—0.25 cos(Bie15: — Or1106 + 012110 + O14135 — O545 — O765 — O34)
+0.25 cos(Bi615i — O1110i + O12115 + O1413i + 0545 — O76i — boss)
—0.25 cos(Bi615: + O1110i + 012115 + O1413; — 0545 + O76i + Oogi)
+0.25 cos(Bi615: + O1110i + 012115 + O1413; + Os54i + O76i + Oosi)
+0.5 cos(Bi615i + O12115 + 01413i — O545) + 0.5 cos(Bi615i + O12115 + O1413i + O545))
+cos(B1716i) (0.5 cos(01110i — Osai + O76i + Oogi) — 0.5 cos(01110i + O54i + O76i + Oogi))
= sen(fs4;)((—57.75 cos(f1211; + O1413:) — 100. cos(B1211i)) cos(B1110i + O76i + osi)
—150 cos(b76; + O9s;) — 150 cos(br6;) — 50) + cos(b54;)(—57.75 sen(b1211; + G1413:)
—100sen(#1211:))

56
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to1;

too;

tos;

tos;

t31;

t32;

t33;

t34

—0.25 cos(B1615i — Prr16i — O1110i + 012115 + O1413i — O760 — Oosi)

—0.25 cos(B1615i + Brr16i — O1110i + 012115 + O1413i — O76: — Oosi)

+0.25 cos(Bie15: — Bi71ei + O1110i + 012115 + O1413; + O76i + Oosi)

+0.25 cos(Bie15: + Bi71ei + O1110i + 012115 + O1413; + O76i + Oosi)

+0.5sen(B1716i — 011106 — O76i — O9si) + 0.5sen(Bi716i + O1110i + O76i + Oosi)
0.5sen(B1615i — O1110i + 012115 + O1413; — O765 — Oosi)

—0.5sen(B1615: + O1110i + O12115 + O1413: + O76i + Oosi)

0.25sen(B1615: — Bi716i — 011106 + 012116 + 01413i — O76: — Oosi)

—0.25sen(B1615: + Biriei — 011106 + 012115 + 014135 — Or60 — Oogi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012115 + 014135 + Or6i + Oogi)
+0.25sen(B1615: + Bi716i + O11106 + 012116 + 014130 + O76i + Oosi)

—0.5cos(Br716: — O1110i — 0760 — O9si) — 0.5 cos(Bi716i + O1110i + O76i + Oosi)
—28.875sen(01110i — 012115 — O1413: + 0765 + Bosi)

—28.875sen(01110i + 012117 + 01413 + 0765 + Oosi)

—50sen(f1110i — 012115 + Or6i + Oosi) — 50sen (1110 + O12115 + O76i + Oosi)

150 sen(frg; + fos;) — 150 sen(Brg;) + 195

cos(B1716i)(0.25 sen(Bie15: — O11106 + O12116 + O1413i — O545 — O760 — Bosi)

+0.25 sen(B1615: — 01110 + O12116 + O1413: + 0545 — Or6: — Osi)

+0.25 sen(B1615i + 011100 + 012110 + 014130 — O545 + O76i + Oosi)

+0.25 sen(B1615: 4+ 01110 + 012115 + O1413: + O545 + O76i + Oosi)

—0.5sen(B1615i + 012115 + 014138 — O545) + 0.5sen(Bre15: + 12115 + O1413: + O544))
+sen(fBi716:) (0.5 sen (61110 — Os4i + O76i + Oogi) + 0.5sen(01110; + Os54: + O76: + Oosi))
0.25 cos(Bi615: — 011106 + 012115 + O1413: — Os45 — O765 — Oosi)

+0.25 cos(Bie15: — 011105 + 012115 + 014135 + 0540 — O765 — O9si)

+0.25 cos(Bie15: + 011105 + 012115 + 01413 — O545 + O765 + O9si)

+0.25 cos(Bie15: + O1110i + 012115 + 01413i + 0505 + O765 + Oosi)

—0.5 cos(Bie15i + 012115 + 01413 — O54i) + 0.5 cos(Bie1s: + 012115 + 014135 + O544)
sen(B1716:)(0.25 sen(Bie15: — 11105 + 12115 + 01413 — 0540 — O765 — Oosi)

+0.25 sen(B1615: — 01110 + O12116 + O1413: + 0540 — Or6: — Ogi)

+0.25 sen(B1615: + 01110 + O12115 + O1413i — O545 + 765 + Oogi)

+0.25 sen(B1615: 4+ 01110 + 012110 + O1413: + O545 + O76i + Oosi)

—0.5sen(B1615i + 012115 + 014130 — O545) + 0.5sen(Bre15: + 12115 + O1413: + O544))
+ cos(B1716i) (—0.5sen(01110i — O54i + O76i + Oosi) — 0.5sen(01110i + O54i + O76i 4 Oosi))
c0s(054:)(28.875 cos(f1110: — 012116 — 01413 + O76: + Oosi)

+28.875 cos(61110i + 012115 + O1413: + O76: + Oosi)

+50. cos(61110i — 012116 + 76 + Oogi)

+50. cos(61110i + 12115 + O76i + O9gi) + 150. cos(76; + Ogsi)

+150. cos(f76;) + 50.) — 57.75 sen(B54;) sen(61211; + 61413:)

—100. sen(#1211;) sen(fs4;) + 37.5
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A.2. TERMINOS DE LA MATRIZ V.

Vi1

Vi2

Vi3

sen(B1716:)((0.5w1110i — 0.5ws4; 4 0.5w76; + 0.5wog;) sen(f1110i — Os4; + Oz6i + Oosi)
+(=0.5w1110i — 0.5ws4; — 0.5w76; — 0.5woes; ) sen(B1110i + Os54; + Or6i + Oosi))
+ cos(Bir16:) ((—wi211i — Wi4134) €08(O54i) sen(Bie1si + 12115 + O14134)

—ws4i sen(0s4i) cos(Br615i + 012115 + O1413:) + (—0.25w1110i + 0.25w12114
+0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wgs;)

sen(Bi615: — 011106 + 012116 + 014136 — 0540 — O760 — Bosi)

+(0.25w1110i — 0.25w1211; — 0.25w1413; — 0.25ws54; + 0.25w76; + 0.25wos; )
sen(Bi615i — G1110i + O12110 + 01413 + 054 — O76i — Oos;)

+(0.25w1110i + 0.25w12115 + 0.25w1413; — 0.25ws4; + 0.25w76; + O.25w981-)
sen(Bi615: + 011106 + 012116 + 01413: — 0540 + O765 + Oos:)

+(—0.25w1110; — 0.25w1211; — 0.25w1413; — 0.25w54; — 0.25w76; — 0.25wos;)
sen(Bi615i + 011100 + 012116 + 01413; + O54i + 0765 + Oosi))

(—wi211i — w14134) c08(Br615:i + —Wi211i + —wW1413i) c0S(O54;)
+(—0.25w1110i + 0.25w1211; + 0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wgs;)
cos(Br615i — 011108 + 012115 + 01413; — O546 — O760 — O9i)

+(0.25w1110i — 0.25w1211; — 0.25w1413; — 0.25ws54; + 0.25w76; + 0.25wos; )
cos(Bie15i — O1110i + 012110 + 01413i + O54i — O76: — Oos:)

+(0.25w1110i + 0.25w1211; + 0.25w1413; — 0.25ws54; + 0.25w76; + 0.25wos; )
cos(Br615i + 011100 + 012115 + 01413i — O545 + O76: + O9:)

+(—0.25w1110; — 0.25w1211; — 0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wgs;)
cos(Bi615i + 011100 + 012110 + O1413i + O54i + O76i + Oos:)

+wsai sen(0s4;) sen(Bigis: + 012115 + G1413:)

cos(B1716i) ((—0.5w1110i + 0.5ws4; — 0.5w76; — 0.5wos; )

sen(61110i — O54i + Or6i + osi)

+(0.5w1110i + 0.5ws4i + 0.5wr6; + 0.5wos;i) sen (01110 — Os4i + O76i + Oosi)
+sen(Bi716:) ((—wi211i — wi413:) €08(Os4:) sen(Bie1si + O12116 + O1413)
—0545 cos(Bi615: + 012115 + 01413:) sen(Os4;)

+(—0.25w1110i + 0.25w1211; + 0.2501413; — 0.25ws54; — 0.25w76; — 0.25wo9s;)
sen(B1615: — 011100 + 012115 + 014135 — 0545 — 0765 — bosi)

(0.25611101 — 025012115 — 0.25014135 — 0.25ws; + 0.25w
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Vig

c08(054:) (—100w12115 cos(b12114) + (—57.75wi2115 — 57.75w1413:) cos(O12115 + O1413:)
+ws4i(—50 — 150 cos(f76;) — 150 cos(fre; + Oogi) — 50 cos(f1110: — O1211: + Or6i + Bosi)
—50cos(01110i + 012117 + O76; + Oogi) — 28.875 cos(01110i — O12116 — O1413: + O76i + Bosi)
—28.875 cos(01110i + 012115 + O1413; + O76i + Oosi))) — 28.875wre; sen(61211;) sen(f1413;)
cos(01110i — Os4i + O76i + O9si)

—28.875wos; cos(01110i — Os4i + O76: + Oggi) sen(f1211:) sen(b1413:)

+28.875wre; sen(f1211:) sen(01413:) cos(P1110i + Os4; + Or6i + Oosi)

+28.875wog; sen (012117 ) sen(f1413:) cos(f1110i + Os4i + Or6i + Oosi)

+100ws4; sen(61211;) sen(054¢) + 57.75ws4; sen(01211:) cos(B1413:)

sen(fs4:) + 100w12114 sen(f12114) sen(bs4;) cos(f1110i + Orei + Oosi)

+57.75wi2114 sen(f1211:) cos(01413:) sen(Os4;) cos(Br110: + Orei + Oosi)

+57.75w1413: sen(612114) cos(61413:) sen(Os4:) cos(01110: + Orei + Oogi)

+28.875w1110i sen(01413:) sen(Bs4;) cos(P1110s — 012115 + Or6i + Oogi)

+28.875w12115 sen(01413:) sen(Bs4i) cos(O1110i — O12115 + Ores + Oosi)

+28.875w1110i sen(01413:) sen(Bs4;) cos(P1110i + 12115 + Or6i + Oosi)

+28.875w1211i sen(01413:) sen(Bs4;) cos(O1110s + 012115 + Or6i + Oogi)

+ c08(012114 ) ((cos(01413:) (28.875w1110; + 28.875w76; + 28.875wos;)

+50wi110i + 50wre; 4 50wosgs) cos(O1110i — Osai + Or6i + Oos;)

+sen(01413:) sen(0s4: ) (57.75w1413; cos(01110i + O76i + Oosi) + 57.7T5ws4:))

+150w76; sen(054; ) sen(07¢;) + 150wrg; sen(Bs4;) sen(fz6;) cos(bos;)

+150wgs; sen(fs4; ) sen(br6;) cos(fos; )

+150wre; sen(Bs4; ) cos(B76;) sen(fos; ) + 150wgs; sen(fs4;) cos(b7¢;) sen(fos;)

(—0.5w1110; — 0.5w76; — 0.5wos;i) cos(Bir16i — O1110i — O76i — bosi)
+(—0.5w1110i + 0.5wr76; + 0.5woes;) cos(Bir1e: + 01

= (—150wrg; — 150wos;) cos(b7¢; + Bgsi) — 150wre; cos(B76;)
+cos(612114) (—100w1110; — 100wre; — 100wys;) cos(B1110i + Orei + Oogi)
+(—28.875w1110; + 28.875w1211; + 28.875w1413; — 28.875wrg; — 28.875wos;)
cos(01110i — 012115 — 01413 + O76i + Oosi)
+(—28.875w1110i — 28.875w1211; — 28.875w1413; — 28.875wre; — 28.875wos;)
cos(f1110i + 012117 + O1413: + O76i + Oosi)
+100w12115 sen(f12114) sen (01110 + O76: + Oosi)
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V31

(0.5w1110i — 0.5ws4; + 0.5w76; + 0.5wes;) cos(O1110i — Os4i + O76: + O9gi) sen(Bi716i)
+0.5w1110i c08(01110i + O54: + O76i + Bosi) sen(Bir16:)

+0.5ws4; cos(01110i + Os4i + O76i + Oosi) sen(Bi716:)

+0.5w76; cos(01110i + Os4i + O76i + Oosi) sen(Bi716:)

+0.5wos; cos(01110i + Os4i + O76: + Oosi) sen(Bi716:)

+wi110i €08(B1716:) COS(0547) COS(O76: 4 Bosi) sen(Bie1s:) sen(f1110:) sen(f12114) sen(O1413:)
+wi211i €0s(Bi716:) C0S(54:) sen(Br615:) (— cos(01413:) cos(O1110i + O76i + Oosi) sen(12114)
+0.5w1413i cos(Bi716i) sen(Bi615i) sen(Br211s + O1413i — O544)

—0.5ws4i cos(Brr16i) sen(Bie1si) sen(Or211i + O1413i — Os44)

—w12114 €08(B17164) c08(P12114) c08(P1413:) sen(Bie1s:) sen(fs4;)

+wi211i €os(Bir16:) sen(Bie1si) sen(f12114) sen(B1413:) sen(fs4;)

—0.5w1413: cos(Bi716:) sen(Bie1si) sen (012115 + 01413: + O54i)

—0.5ws4i cos(Brr16i) sen(Bie1si) sen(Or211i + Or413: + O544)

+wi211i €0s(Bi716:) C0S(012114) c0S(O54:) sen(Bie15:) sen(O1110:) sen(f1413:) sen(Ore; + Oogi)
+wi110i €08(Bi716:) c0S(01110:) COS(O54:) sen(Bie15:) sen(B12114) sen(f1413:) sen(Ore; + Oogi)
—0.5w1110i c08(B17164) cO8(P12114) c08(014134) sen(Bie15:) sen(f1110i — Os4i + O76i + Oosi)
+0.25w14134 cos(B17164) sen(Bie1si) sen(O1110i — 012115 — O1413: — O545 + O76: + Oosi)
+0.25ws4; cos(Bi716:) sen(Bie1si) sen(Or110s — 012110 — O14135 — Os45 + O76s + Ogs)
—0.25wr6; cos(Bi716i) sen(Bi615:) sen (1110 — 01211 — 01413i — O545 + O76: + Oosi)
—0.25wgg; cos(Bi716:) sen(Bi615:) sen(f1110i — 012116 — 014136 — 0541 + O765 + Oosi)
—0.25w1413; c0s(B1716:) sen(Bie1s:) sen(O1110i + O12115 + O1413i — O54i + O76: + Osi)
+0.25ws4; cos(Bi716:) sen(Bie1si) sen(Or110: + 012117 + 014135 — Os45 + O76s + Ogs)
—0.25wr6; cos(Bi716i) sen(Bi615:) sen(f1110i + 012116 + 01413i — O545 + O76i + Oosi)
—0.25wgg; cos(Bi716:) sen(Bi615:) sen(f1110i + 012116 + 014136 — 0541 + O765 + Oosi)
—0.5w1110i c08(B17164) cO8(P12114) cO8(014134) sen(Bie15:) sen(O1110i + Os4i + O76i + Oosi)
+ cos(B1615i) cos(B1716:) ((0.5wsai — 0.5w1413:) cos(B12115 + O1413i — O544)

+(0.5w1413; + 0.5ws4:)

cos(01211; + 01413; + O54i) + (0.25w1413; + 0.25ws45 — 0.25w76; — 0.25w09s;)

cos(f1110i — 012115 — 01413; — O54; + O76i + Oosi)

+(0.25w1413; — 0.25ws4; + 0.25w76; + 0.25wos;)

cos(01110i + 012115 + O1413; — O54i + O76: + O9si)

+(0.25w1413; — 0.25ws54; — 0.25w76; — 0.25wo9s;)

+(0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wgs; )

cos(01110i — O12115 — O1413i + 0545 + 765 + Oosi)

+(0.25w1413; + 0.25ws4; + 0.25w76; + 0.25wos;

cos(01110i + 012115 + O1413: + O545 + O76: + O9si)

+cos(f1110i) cos(01413i) cos(054i ) (wi211s cos(P12114) cos(Br6i + Bosi)

—w1110i Sen(612117) sen(Oze; + Oogi)) + cos(01413:) (cos(Os4i)

Sen(91110i)(—w1110i COS(9761' + 998i) Sen(91211i)

—Wwi12114 008(912111') Sen(976i + 9981’)) — W12114 Sen(91211z‘) Sen(954i))

+ sen(01413:)(cos(f1211:) (—wi2114 sen(bs4:) — 0.5w1110; sen(61110; — O54i + O76; + Oosi)
—0.5w1110i sen(O1110i + Os4i + O76i + O9gi)) — wiz11s co8(0544) cos(O1110i + Orei + Oosi) sen(b12114)))
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+0.25w14134 cos(B17164) sen(Bie1si) sen(f1110s — 012115 — 01413i + O54i + O765 + Oosi)
—0.25ws4; cos(Bi716i) sen(Bi615:) sen (1110 — 01211 — 01413 + O54: + O76i + Oosi)
—0.25wrg; cos(Bi716i) sen(Bi615:) sen (1110 — 01211 — 01413 + O545 + O76i + Oosi)
—0.25wgg; cos(Bi716:) sen(Bi615:) sen(f1110i — 012116 — O1413: + 0541 + O765 + Oosi)
+(—0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wos;) cos(B1716:) sen(Bie15:)

sen(61110i + 012110 + 1413 + 0545 + O76i + osi)

vsz = (0.25w1110; — 0.25w12115 — 0.25w1413; + 0.25ws4; + 0.25w76; + 0.25wos;)
sen(Bi615: — 01110 + 012116 + 014130 — 0545 — Or6i — Oosi)

(0.25w1110; — 0.25w1211; — 0.25w1413; — 0.25ws4; + 0.25w76; + 0.25wgs;)
sen(Bi615: — 011100 + 012116 + O1413i + 0545 — Or6i — Oosi)

(—=0.25w1110; — 0.25w12115 — 0.25w1413; + 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wos;)
sen(Bi615: + 01110 + 012116 + 014130 — O54; + O76i + Oosi)

+(—0.25w1110; — 0.25w1211; — 0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wos; )
sen(Bi615: + 01110 + 012116 + O1413i + O545 + Or6i + Oosi)

(—wi211i — wi413i) sen(Bs4:) cos(Bie1s: + Or2116 + O1413:)

—ws4; €08(054;) sen(Bie15: + O12114 + O14134)

v33 = sen(B1716:) ((—0.25w1110; + 0.25w12115 + 0.25w1413; — 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25w9s;)
cos(B1615i — 01110 + 012115 + 014130 — O54; — O761 — Oos;)

+(—0.25w1110; + 0.25w1211; + 0.25w1413; + 0.25ws4; — 0.25w76; — 0.25wos; )

cos(B1615i — O1110i + 01211 + O1413; + 0526 — O760 — O98i) + (0.25w1110s + 0.25w12115 + 0.25wW14134
—0.25ws4; + 0.25wr6; + 0.25w0s;) cos(Bie1s: + O11106 + 012117 + 014135 — Os45 + O765 + O34)
+(0.25w1110; + 0.25w1211; + 0.25w1413; + 0.25ws4; + 0.25w76; + 0.25wos; )

cos(B1615i + 011108 + 01211 + 014130 + O545 + Or6i + Oogi) + (—L.wio11i — 1.wiaisi)

sen(0s4:) sen(Bie1si + 012116 + 01413:) + 1.wsa; co8(O54:) cos(Bie15i + 012116 + 01413:))

+ cos(Br716i) ((—0.5w1110i + 0.5ws4i — 0.5wr6i — 0.5wos;i) cos(B1110i — O54i + Or6i + Bosi)
+(=0.5w1110i — 0.5ws4; — 0.5w76; — 0.5wog;) cos(A1110i + O54i + O76: + Oosi))
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V34

cos(054;)((—14.4375w1110; — 28.875w1211i — 28.875w1413;)

sen(01110; + 012115 + O1413; + O76i + os;)

Fwi110i(—14.4375 sen(01110i — 012115 — O14135 + O76s + Oos:)

+14.4375 sen (01110 + 012115 — 01413 + O76: + Oosi)

+14.4375 sen(01110; — 012115 + 01413 + O76: + Oosi))

+(28.875w12114 + 28.875w1413:) sen(O1110i — O1211i — 01413 + O76i + Oosi)

+50.w12115 sen(O1110; — 012117 + O76i + Oosi) — 50.wi2115 sen(B1110s + O12115 + Or6i + osi)
—57.75ws4; sen(B1211; + 01413;) — 100.ws4; sen(b1211:) + (—150.w76; — 150.wos;)

sen(076; + Ogsi) — 150.wr6; sen(076;)) + cos(0s4:) sen(1110i + O76i + O9si)
((—28.875w1110; — 57.7Bwre; — 57.75wes;) cos(f1211; + O1413:)

+ cos(012114)(—100.w1110; — 100.w76; — 100.woes;) — 28.875w1110; co8(f1211; — B1413:))
+sen(0s4:) ((—57.75wi211i — 57.75w1413:) cos(P1211i + O1413:) — 100.w1211; cos(B1211:)
+ws4i(—28.875 cos(f1110: — 01211 — 01413 + O76i + Oosi)

—28.875 cos(61110i + 012115 + O1413; + O76i + bosi) — 50. cos(61110i — 012115 + O76i + Oosi)
—50. cos(61110i + 61211i + O76: + O9si) — 150. cos(076; + gs;) — 150. cos(b7¢;) — 50.))
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A.3. TERMINOS DE LA MATRIZ A7

all

sen(B1716:) sen(0sa;) sen(01110; + Org; + Oosi )wiy10:

—2.ws4i €08(0544) cos(B1110i + Or6i + O9si) sen(Bir16i)wi110i

+2.wr6; sen(Brr1ei) sen(fs4i) sen(f1110: + Orei + Bosi)wii10i

+2.wog; sen(f1716:) sen(fs4i) sen(1110s + Or6i + Oogi)wii10i

+(—0.25w1413iw76i + 0.25ws45wr6; + 0.25wosiwre; — 0.25wW1413iwosi
+0.25ws44wosi ) cos(Br615i — Brriei — O1110i + 012116 + 014130 — O545 — O76i — Bosi)
—0.25w1413iw76i COS(B1615: + Pr716i — 011100 + O12116 + 01413i — U540 — O76i — osi)
+0.25ws4iwr6i c0s(Bi615i + Br716i — O1110i + 012113 + 014130 — O545 — O760 — Oosi)
—0.25w1413iw98: c0s(Bi615i + Biriei — 011106 + 012115 + 01413 — O540 — O765 — Osi)
+0.25ws4iwosi c0s(B1e15: + Brr16i — O1110i + 012115 + O1413i — O545 — O760 — Oogs)
+0.25wr6iwosi cos(Bi615i + Brr1ei — O1110i + O12115 + 01413i — U540 — O760 — Bosi)
+0.25w1413iw76i c08(B1615i — Bi716i — O11106 + 012115 + 014135 + O545 — O765 — Ooss)
+0.25ws4iwre6i c08(Bie15: — Brr1ei — O1110i + 012115 + 014130 + O545 — O760 — Oog:)
+0.25w1413iwosi cOS(B1615i — Pr716i — 011100 + O12116 + O1413: + 0545 — O76i — Oosi)
+0.25ws4iwosi c0s(Bi615i — Br716i — O1110i + 012113 + 014130 + 0545 — O760 — Oosi)
—0.25wrgiwosi cos(Bie15i — Biriei — 01110 + 012115 + O1413: + 054 — O765 — Oos;)
+0.25w1413iw76i COS(B1615: + Prr16i — 011100 + O12116 + O1413: + 0545 — O76i — Oosi)
+0.25ws4iwre6i c08(Bie15: + Brr16i — O1110i + 012115 + O1413i + O545 — O76i — Oogs)
+0.25w1413iw0si c08(B1615i + Bi716i — O11106 + 012115 + 014135 + O545 — O765 — Ooss)
+0.25ws4iwosi c0s(Bi615i + Br716i — O1110i + 012113 + 014130 + 0545 — G760 — Oosi)
—0.25w76iwosi cos(B1615i + Prriei — O1110i + 012115 + 014130 + O545 — Or6i — Oogs)
+0.25w1413iw76i €08(B1615i — Bi716i + O1110i + 012115 + 01413 — O545 + O765 + Ooss)
—0.25ws4iwrei cos(Bie15i — Piriei + 01110 + 012110 + O1413: — O545 + O765 + Oos;)
+0.25w1413iwosi cOS(B1615i — Pi716i + 011100 + O12116 + 014138 — O545 + O76i + osi)
—0.25ws4iwosi cos(B1615i — Prriei + 011100 + 012115 + O1413i — O545 + Or6i + Oogs)
+0.25wrgiwosi cos(Bi615i — Br716i + 011108 + 012113 + 014130 — O545 + G760 + Oos;)
+0.25w1413iw76i €08(B1615i + Bi716i + O11106 + 12115 + 01413 — O545 + O765 + Ooss)
—0.25ws4iwr6i cos(B1615i + Prriei + 011100 + 012115 + O1413i — O545 + O76i + Oogs)
+0.25w1413iwosi cOS(Bi615i + Prr16i + 011100 + O12116 + O1413i — O545 + O76i + osi)
—0.25ws4iwosi cos(Bie1si + Piriei + 011100 + 012110 + O1413: — O545 + O765 + Oos;)
+0.25wrgiwosi cos(Bi615i + Br716i + O1110i + 012113 + 014130 — O545 + G760 + Oosi)
—0.25w1413iw76: c08(Bi615: — Biriei + 011106 + 012115 + 014135 + O540 + O765 + Oosi)
—0.25ws4iwr6i 0s(B1615i — Prriei + 011100 + 012115 + 014130 + O545 + Or6i + Oogs)
—0.25w1413iwo8i €0S(B1615: — Pr716i + 011100 + O12116 + 01413: + 540 + O76i + osi)
—0.25ws4iwosi cos(Bie15i — Biriei + 01110 + 012115 + O1413: + O545 + O765 + Oos;)
—0.25w76iwosi cos(B1615i — Prriei + 011100 + 012115 + 014130 + O545 + O76i + Oogs)
—0.25w1413iw76i COS(B1615: + Prr16i + 011100 + O12116 + 01413: + 541 + O76i + Oosi)
—0.25ws4iw76i 0s(B1615i + Brr16i + 011100 + 012115 + 014130 + O545 + G760 + Oosi)
—0.25w1413iw9s: c08(Bi615i + Biriei + 011106 + 012115 + O1413i + O545 + O765 + Oosi)
—0.25ws4iwosi cos(B1615i + Prriei + 011100 + 012115 + 014130 + O545 + Or6i + Oogs)
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—0.25wrgiwosi cos(Bi615: + Brriei + O1110i + 012115 + O1413i + 0540 + Or6i + Oosi)
+0.5w3y; cos(B1110i — O5ai + O76; + Ooss) sen(Brriei
+0.5w75; cos(01110i — O54i + O76i + Oosi) sen(Bi716:
(011100 — O54i + O76i + Oosi) sen(Bi716
( )
( )

(
+0.5w3g; cos (
011106 + 0545 + O76i + Oog;) sen(Bi716i

(
(

—0.5w3; cos
—0.5w3g; cos(O1110; + O54; + O76i + Oosi) sen(Birig;
—0.5w3g; cos(01110i + O54i + O76: + Oosi) sen(Br716i
—a1110i €08(01110i + O76: + Ogsi) sen(Bi716:) sen(bsaq
—0.5ws4iwres sen(Bir16i — O1110i — Os4i — O76i — Ogsi
—0.5ws4iwosi sen(Bi716i — O1110i — O54i — O76i — Bosi

(

(

—0.5ws4iwosi sen(Bir1ei — O1110i + O54i — O76i — Oosi

+0.5wreiwos; sen(Bi716: — O1110i + 0540 — O76i — Oosi

—0.5a54i sen(Bi716:) sen(O1110i — Osai + Or6i + Oogi)

+0.5a76; sen(B1716i) sen (01110 — Os4i + O76i + Oosi)

+0.598; sen(Si716:) sen(f1110i — Os4: + O76i + Oosi)

—0.5ws4iw76i sen(B1716: + 011100 — 0545 + O76i + bos;)

—0.5ws4iwosq sen(Brr16i + 011100 — Os4i + Or6i + Oosi)

+0.5wreiwoss sen(Bi7i6: + 011100 — O54i + O76: + Osi)

—0.50r54; sen(B1716:) sen(O1110i + Os4i + O76i + Oos;)

—0.5076; sen(B1716:) sen(O1110i + Os4i + O76i + Oos;)

—0.5a9s; sen(Bi716:) sen(O1110i + Osai + Or6i + Oogi)

—0.5ws4iwrei sen(Brr16i + 01110 + Os45 + Or6i + Oosi)

—0.5ws4iwosi sen(Bi716: + 01110i + O54i + O76i + Oosi)

—0.5wrgiwosi sen(Brr16i + 01110 + Os4i + Or6i + Oogi)

+ cos(Bi716i)(0.25 cos(Bi615: — Or110i + O12115 + 014135 — O54i — 0761 — O98:)wi110;)
—0.25 cos(Bie15i — O1110i + 012115 + O1413i + O54i — 765 — Oosi)wiings

+0.25 cos(Bi615i + O1110i + 012115 + 01413 — O545 + Or6i + Oosi)wii10i

—0.25 cos(Bi615i + 01110i + 012117 + O1a13i + O54i + 0761 + Oosi)wii10;

—0.5w12114 c08(B1615: — 011106 + 012115 + 01413 — 540 — O765 — O9si) w1110
—0.5w1413i €08(B1615: — 01110 + O12115 + 014130 — 0540 — O760 — Oogi)win10i
+0.5ws4i cos(Bie15i — 11105 + 12115 + 01413 — O540 — 0765 — Oosi)wit10

+0.5wr6i cos(Bie15: — 11105 + 012115 + 01413 — 540 — O765 — Oosi)wit10

+0.5wos; cos(Bie15: — O1110i + 12115 + 01413 — 540 — O765 — Oogi)wit10

~— — ~— ~— ~— ~—

—0.560761'60981' sen

Bir16i — O1110i + 0545 — O76i — Ogss

)

)

)

Brriei — 011100 — Os545 — Or6i — Oosi)
—0.5ws4wr76; sen )
)

)
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= 40.5w1211 cos(Bie1si — 011106 + 012115 + 014136 + 0540 — 0765 — Oosi)wi1104
+0.5w1413i cos(Bie15i — O11106 + 012115 + 014135 + O545 — O765 — Oogi)wit10i
+0.5ws4i cos(Bre15i — O1110i + 012115 + 014130 + 0540 — O765 — O9gi)wit104
—0.5wrei cos(Br615i — O1110i + 012115 + O1413: + O545 — Or6i — Oogi)wi110i
—0.5wog;i cos(Br615i — O1110i + 012115 + O1413: + O545 — Or6i — Oogi)wi110i
+0.5w12115 cos(Bie1si + 011106 + 012115 + 01413 — O545 + O76: + Oogi)wir104
+0.5w1413i cos(Bie15i + 011106 + 012115 + 01413 — O545 + O76: + Oogi)wir104
—0.5ws4i cos(Br615i + 011100 + 012115 + 014138 — Os545 + O76i + Oogi)wi110i
+0.5wr6i cos(Bie15: + 011100 + 012115 + O1413i — O545 + O76: + O9gi)wi1104
+0.5wosi cos(Bie615i + O1110i + 012115 + O1413i — O54i + 765 + O9gi)wi1104
—0.5w12114 cos(Bie15i + 011106 + 012115 + 014135 + 540 + O765 + Oo8i) w1110
—0.5w14134 c08(Bie15i + 011106 + 012115 + 014135 + 540 + O765 + Oo8i) w1110
—0.5ws4i cos(Br615i + O1110i + 012110 + O1413i + 0545 + O76i + Oosi)wi110i
—0.5wr6; cos(Br615i + O1110i + 012110 + 01413 + O545 + O76i + Oosi)wi110i
—0.5wog;i cos(Br615i + 01110 + 012115 + O1413i + O545 + O76i + Oogi)wi110i
+(—0.5wT511; — Lwiaiziwionni + Lwsaiwiorni — 0.5wi, 5, — 0.5w2,; + 1.wi413iws4i)
cos(Bi615: + 012116 + 01413; — O54i)
+(=0.5w3911; — Lwiarziwionn — Lwsaiwiznti — 0.5wig s — 0.5w2y; — Lwia13iwsai)
cos(Bie15: + O12115 + O1a13i + O545) + 0-2560%2111'
cos(B1615i — 011100 + 012115 + O1413; — O520 — O765 — O98:)
+0.25w3 415 cos(Bie15i — 011101 + 012117 + O1413; — 0545 — O — Oosi)
+0.25w2,; cos(Bie1si — O1110i + 012115 + O1413i — O54i — O76; — Oog;)
+0.25w2; cos(Bie1si — 011100 + 012115 + O1413i — O54i — O76; — O93;)
+0.25w3g; cos(Bie1si — 011100 + 012115 + O1413i — O54i — O76; — O93:)
+0.5w1211iw1413i €08(Bi615i — O1110i + 012115 + 01413; — O54i — O76i — Oos;)
—0.5w1211iWs4i c0s(Br615i — O1110i + 012115 + 014138 — O545 — Or6i — Oosi)
—0.5w1413iWs4i c08(B1615i — O11100 + 012115 + 014138 — O545 — Or6i — Oosi)
—0.5wi2115w76i €08(B1615: — 1110 + 012115 + O1413; — 0545 — O760 — Oosi)
—0.5wi211iwesi os(B1615: — 1110 + 012115 + G1413; — 0545 — O760 — Oosi)
—0.25w3911; cos(Bi615: — 011108 + 012115 + 014131 + 0545 — Org; — Oos;)
—0.25w3 15, cos(Bie15i — 011100 + 012110 + O1413i + O54; — O76; — O93;)
—0.25w24; cos(Bi615: — 011105 + 012115 + O1413i + O54i — O76; — Oos;)
—0.25w2; cos(Bie15i — O1110i + 012115 + 01413: + O540 — O76i — Oosi)
—0.25w3g; cos(Bi615: — 011106 + 012115 + O1413i + O54i — O76; — O93;)
—0.5w1211iW1413: €08(Bi615: — 011106 + 012115 + 014135 + 0540 — O765 — O98i)
—0.5w1211iws4i €08(Br615: — 11108 + 012115 + O1413: + 0545 — O765 — Oosi)
—0.5w1413iws4i €08(Br615: — 1110 + 012115 + O1413: + 0545 — O765 — Oosi)
+0.5w1211Wr6i €08(B1615i — O1110i + 012115 + O1413: + O340 — O765 — O98:)
+0.5w12114Wosi €0s(B1615i — O1110i + 012115 + O1413: + O340 — O765 — O98:)
+0.25w7511; cos(Bi615i + 01110 + 012117 + O1413i — O545 + O760 + Oos:)
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+0.25w% 15, c0s(Bis1si + 011100 + 012115 + O1413i — O54i + 076 + Oos:)
+0.25w2,; cos(Bie15i + 011101 + 012117 + O1413i — 0545 + Or6; + Oosi)
+0.25w32g; cos(Bie1si + 011106 + 012115 + O1413i — O54i + 076 + Oosi)
+0.25w3g; cos(Bie1si + 011100 + 012115 + O1413i — O54i + 076 + Oos:)
+0.5w1211W1413: €08(B1615: + 011106 + 012115 + 014135 — 540 + O765 + Oogi)
—0.5w1211iws4i €08(Bi615: + 011105 + O12115 + 01413i — 0545 + O76i + Oosi)
—0.5w1413iws4i €08(B1615: + 011105 + O1211 + 01413i — O545 + O76i + Oosi)
+0.5w1211iW76i 0S(B1615: + 011100 + 012113 + 014130 — O545 + O76i + Oogs)
+0.5w12114Wosi €os(B1615i + O1110i + 012113 + O1413i — O545 + O76i + Oogs)
—0.25wT511; c08(Bi615: + 011105 + 012115 + O1413: + 545 + O76; + Oos;)
—0.25w3413; c08(Bre15i + 011105 + 012117 + O1a13i + 0545 + O76i + Oosi)
—0.25w3,; cos(B1615: + O1110i + 012115 + O1413i + O54i + 076 + Oosi)
—0.25w3g; cos(Big15i + 011105 + 012115 + O1413; + O54i + O76; + Oos;)
—0.25w3g; cos(Bi615: + 011106 + 012115 + O1413i + O54i + 076 + Oosi)
—0.5w1211iw1413i €08(B1e15: + 11105 + 12115 + 014135 + O540 + O765 + Oosi)
—0.5w1211iWs4i cOS(B1615: + O11106 + 012116 + O1413: + O545 + O760 + Oosi)
—0.5w1413iws4i €08(Bi615: + 011105 + O12117 + 01413: + 0545 + O76i + Oosi)
—0.5w1211iw76i €08(B1615: + 011105 + O12117 + 01413: + 0545 + O76i + Oosi)
—0.5w1211iWogi cOS(B1615: 4 O1110i + O12116 + O1413i + O545 + O760 + Bos4)
—0.5a12115 sen(Br615i + 012110 + 014131 — O545) — 0.501413: sen(Bigiss + 012116 + 01413 — O540)
+0.50545 sen(Bi615: + 012116 + 01413i — O54i) — 0.5012115 sen(Bis1si + 012115 + O1413: + O54i)
—0.501413: sen(Bi615: + 012115 + 01413; + O545) — 0.5054; sen(Big1s: + 012116 + O1413: + O54i)
—0.25a11104 sen(Bie15: — 011106 + O12116 + 014130 — O545 — O760 — osi)
+0.25a12115 sen(Br615i — O1110i + 012110 + 014130 — O546 — Or6i — Oogi)
+0.25a 1413 sen(Bi615i — O1110i + 012113 + 014130 — O545 — G760 — Oosi)
—0.25a54i sen(B1e15: — 011105 + 012115 + 01413 — 0540 — O765 — Osi)
—0.25076; sen(B1e15: — 011106 + 012115 + 01413 — O540 — O765 — Oosi)
—0.250r98; sen(B1615: — O1110i + 012115 + 014135 — 0540 — O765 — O9si)
+0.25a1110i sen(Bi615i — O1110i + 012113 + 014130 + O545 — G760 — Oosi)
—0.25012115 sen(Bie15: — 011106 + O12116 + O1413i + 0545 — O760 — osi)
—0.250r1413: sen(Bie15: — 011106 + O12116 + O1413i + 0545 — O76i — Bosi)
—0.25a54i sen(Bre15: — O1110i + 12115 + 014135 + 0540 — 0765 — O9si)
+0.25a76; sen(Bie15: — 011106 + 12115 + 014135 + 0540 — O765 — Oosi)
+0.25a9g; sen(Bie15: — 011106 + 12115 + 014135 + 0540 — O765 — Oosi)
+0.25a1110i sen(Bi615i + 011100 + 012110 + 014138 — O545 + Or6i + Oogi)
+0.25a12115 sen(Bi615i + 011100 + 012113 + 014130 — O545 + G760 + Oosi)
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+0.25a1413: sen(B1e15: + 011100 + 012115 + O1413i — O340 + O76: + O9s:)
—0.250u545 sen(Bi615: + 011100 + 012110 + O1413i — O54i + O765 + Oosi)
+0.25a76; sen(Bi615: + 011106 + 12116 + 014138 — 540 + O765 + Oo8i)
+0.25a9g; sen(Bi615: + 011106 + 012116 + 014136 — 0541 + O765 + Oosi)
—0.251110i sen(Bi615i + 01110 + 012115 + O1413: + O545 + O76i + Oosi)
—0.25012113 sen(Bie15i + 011106 + 12116 + 014135 + 540 + O765 + Oo8i)
—0.25001413i sen(Bie15: + 011106 + 12116 + 014135 + 540 + O765 + Oosi)
—0.25a54i sen(Bie1si + 011106 + 012115 + 014135 + 540 + O765 + O9si)
—0.25a76; sen(Bie1si + 011106 + 012115 + 014135 + 0540 + O765 + O98i)
—0.25098; sen(B1615: + 011100 + 012110 + 014130 + O54i + O765 + Oosi)
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ais = —0.25sen(Bi615: — 11100 + 012115 + O1413; — 0545 — O765 — 9981’)“%1101'
+0.25 sen(Big15: — 011100 + O12115 + O1413i + O54i — O76; — 98 )Wir10s
—0.25sen(B1615i + 011105 + 012117 + 014130 — O54; + O76 + O98:)wi110
+0.25 sen(Bie15i + O1110i + 012115 + O1413i + O54i + O76: + Oos:) Wi 10
+0.5wi2115 sen(Bie15: — O1110i + 012110 + 01413: — O546 — O76i — O9gi)wi1104
+0.5w1413: sen(Bie15: — O1110i + 012115 + 01413: — O546 — O76: — O9gi)wi1104
—0.5ws4i sen(B1615: — O1110i + 012116 + 01413i — O54i — O760 — Oosi)wit10s
—0.5wr6i sen(Bie15i — O1110i + 012116 + 01413; — O54i — O760 — Oosi)wit10s
—0.5wos;i sen(Bie15: — 011106 + 012115 + 014136 — 0540 — O765 — Oo8i) w1110
—0.5w12115 sen(Br615i — O1110i + 012110 + O1413i + O546 — Or6i — Oggi)wi1104
—0.5w1413: sen(Bie15: — O1110i + O12116 + O1413: + O545 — O760 — Oosi)wi110i
—0.5ws4i sen(Bie15: — 011106 + 012115 + 014135 + 0540 — O765 — Oo8i) w1110
+0.5wreq sen(Bie15i — 01110 + O12116 + O1413: + 0545 — O76i — Oogi)wi110i
+0.5wog; sen(Bi615: — O1110i + 012113 + 014135 + O545 — O765 — O9gi) w1110
—0.5w12115 sen(Bie15i + O1110i + O12110 + 014130 — O545 + O76i + Oosi )wi110i
—0.5w1413i sen(Br615: + 011108 + 012110 + 01413; — O545 + O76i + Oggi)wi1104
+0.5ws4; sen(Bie15i + 01110 + 012116 + 014130 — O545 + O76i + Oogi)wi110i
—0.5wr6i sen(Bie15: + O1110i + 012116 + 01413i — O541 + O76; + Oosi)wit10s
—0.5wosi sen(Bi615: + O1110i + 012116 + 01413i — 0541 + O76: + Oosi)wit1o0s
+0.5wi2115 sen(Bie15: + O1110i + 012115 + 014130 + O545 + O76: + Oggi)wit104
+0.5w1413: sen(Bie15: + O1110i + 012115 + 014130 + O545 + O76i + Oggi)wi1104
+0.5ws4; sen(Bie15: + 01110 + 012113 + 014135 + Os45 + O765 + O9gi) w1110
+0.5wr6; sen(Bi615: + 01110 + 012113 + 014135 + Os45 + O765 + Oogi) w1110
+0.5wos; sen(Bi615i + 01110 + 012116 + O1413i + O545 + O76i + Oogi)wi110i
+(=0.501211 — 0.51413; + 0.50r54;) cos(Bie15: + 012115 + O1413: — O544)
+(=0.501211 — 0.5011413; — 0.5544) c0s(Br615: + 012117 + O14135 + O544)
—0.251110 c08(B1615: — 011105 + 012115 + 01413 — 0540 — O765 — O98i)
+0.25a12115 cos(Bi615: — 011106 + 012116 + 01413 — 540 — O765 — O983i)
+0.250014134 cos(B1615: — 01110 + 12116 + 014130 — 0545 — 0765 — Oos4)
—0.250a54; cos(Br615i — 11100 + 012115 + O1413: — 0545 — 0765 — Oos4)
—0.25a76; cos(Br615i — 011100 + 012116 + 014130 — O545 — Or6i — Oogi)
—0.250r98; cos(B1615i — O1110i + 012116 + 014138 — O545 — O76i — Oogi)
+0.25011104 cos(Br615: — 01110 + 12116 + 014130 + 0545 — O765 — Oos4)
—0.250a12115 €08(B1615i — O11106 + 012115 + O1413i + O540 — O760 — Oosi)
—0.2514134 c0s(Bie15: — 011106 + 012115 + 014135 + 0540 — O765 — O9si)
—0.25a545 cos(Br615i — 011100 + 012116 + O1413i + 0545 — Or6i — Oosi)
+0.25076; cos(B1e15: — O1110i + 012116 + 014135 + O545 — O760 — Oog:)
+0.250198; cos(B1615: — O1110i + 012116 + 014135 + O545 — O760 — Oog:)
+0.25a1110i cos(Bi615: + 011106 + 012116 + 01413 — 0540 + O765 + O98i)
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+0.25a12114 cos(Bi615i + 011106 + 012115 + 014135 — 0540 + O765 + Oosi)
+0.25a14134 cos(Bi615i + 011106 + 012115 + 01413 — 0540 + O765 + O9si)
—0.25054; cos(Br615i + 011100 + 012110 + O1413i — O545 + O76i + osi)
+0.25a76; cos(B1615i + 011100 + 012110 + O1413i — O545 + Or6i + Oogs)
+0.2598; cos(B1615i + 011100 + 012113 + O1413i — O545 + O76i + Oogs)
—0.2501110i c0s(Bi615i + 011105 + 012115 + 14135 + O540 + 0765 + O9si)
—0.2512115 cos(Bie15i + O1110i + 012115 + 014135 + O540 + O765 + Osi)
—0.250r1413: c0s(Bie15i + 011105 + 12115 + 014135 + 0540 + O765 + Oosi)
—0.250r54; cos(Br615i + 011106 + 012116 + O1413i + O545 + O76i + Oosi)
—0.25076; cos(Br615i + O1110i + 012110 + O1413i + 0545 + O76i + osi)
—0.250198; cos(B1615i 4 O11106 + 012116 + O1413: + O545 + O76i + Oosi)
+0.5wT511; sen(Bie1si + 012117 + O1413; — O54:)

+0.5w3 415, sen(Bigisi + 012115 + 01413 — O541)

+0.5w2,; sen(Bigisi + 012115 + 014130 — O54i)

+wi211iwi413i sen(Bie1si + 012115 + O1413i — O544)

—w1211iWs4i Sen(Bie1si + 012115 + 01413 — O540)

—w1413iWs4; SeN(Br615: + 012115 + O1413; — O545)

+0.5w311; sen(Bigisi + O1211i + O1413i + O541)

+0-5W%413i sen(Bie1si + 012115 + O1413i + O545)

+0.5w§4i sen(Bieisi + 012115 + O1413; + O545)

+wi211iwi413i sen(Bie1si + 012110 + 014130 + O544)

+wi211iws4i sen(Bie15: + 012115 + 01413 + O545)

+wi413iWsai sen(Bie1si + 012116 + 01413: + O540)

—0.25wT511; sen(Bie15i — O1110i + 012114 + 01413 — 0525 — 0760 — Oosi)
—0.25w3,15; sen(Bre15i — O1110i + 012114 + O1413: — 0525 — O765 — Oosi)
—0.25w2,; sen(Bre15i — 011100 + 012110 + O1413; — O54i — O76i — Oosi)
—0.25w3; sen(Bie15i — O1110i + 012117 + O1413; — 0525 — 076 — Oosi)
—0.25wgs; sen(Bi615: — O1110i + O12115 + O1413; — 054 — 760 — O9s:)
—0.5w1211iw1413; sen(Bie1si — 01110 + 012115 + 14130 — 540 — 760 — Oosi)
+0.5w12115Ws4i sen(Bie15: — 011106 + 012116 + 014130 — 0540 — O768 — Bos4)
+0.5w1413iWs4i sen(Bie15: — 011106 + 012116 + 014130 — 0540 — O768 — Bo81)
+0.5w1211iw76i sen(Bie15: — O1110i + 012115 + 01413; — 0545 — O76i — Oosi)
+0.5w1413iw76i sen(Bie15: — O1110i + 012115 + 01413; — 0545 — O76i — Oosi)
—0.5ws4iwreq sen(Bre15i — O1110i + 012115 + 014130 — O545 — Or6i — Oosi)
+0.5w12114Wosi sen(Bi615: — O11106 + 012116 + 01413: — 0540 — O765 — Bos:)
+0.5w1413iwosi sen(Bie15: — O1110i + 012115 + 01413; — 0545 — O76i — Oos;)
—0.5ws45wosi sen(Big15i — O1110i + 012115 + 01413; — 0545 — O76i — Oos;)

—0.5w76iwos; sen(Big1s: — 01110 + 012115 + G1413; — 545 — O76i — Bogi)
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+0.25w%511; sen(Bie15i — O1110i + 012115 + 014131 + O54i — O76i — Oosi)
+0.25w3 415; sen(Bi615: — O1110i + O12115 + O1413; + 0545 — 0760 — O9s:)
+0.25w2,; sen(Bie1si — O1110i + 012116 + O1413i + O545 — Oz6i — Oosi)
+0.25w2g; sen(Bie15i — O1110i + 012115 + O1413i + O54i — O76i — Oosi)
+0.25w3g; sen(Bie15i — O1110i + 012115 + O1413i + O500 — O76i — Oosi)
+0.5w1211iwW1413i sen(Bi615i — 01110 + 012115 + G1413i + 0545 — O76i — Oosi)
+0.5w1211iws4i sen(Bie15: — O1110i + 012115 + 01413 + 0545 — O76i — Oosi)
+0.5w1413iWs4i sen(Bie15: — 011106 + 012116 + 014130 + 0540 — O768 — Bos1)
—0.5w12115W76i sen(Bie15: — 011106 + 012115 + 014136 + 0540 — O765 — Oos1)
—0.5w1413iw76i sen(Bi615: — O1110i + 012115 + O1413; + 0545 — 0765 — bos;)
—0.5ws4iwres sen(Bre1si — O11100 + 012115 + O1413: + O545 — Or6i — Oosi)
—0.5w1211iWosi sen(Bie1si — 011106 + 012115 + 01413: + 0540 — O765 — Oosi)
—0.5w1413iwosi sen (L1615 — O1110i + 12115 + O1413; + 0545 — 0765 — bosi)
—0.5ws45wosi sen(Big15i — O1110i + 012115 + 01413 + 0545 — O76i — Oos;)
+0.5wreiwogs sen(Bie15: — O1110i + 012110 + O1413: + 0540 — O765 — O98:)
—0.25wT511; sen(Bie1si + O1110i + 012117 + 01413 — 0545 + O76i + Oosi)
—0.25w7413; sen(Bie15i + 011100 + 012117 + O1413: — O545 + Or65 + Oosi)
—0.25w32,; sen(Bie1si + O1110i + 012117 + 01413; — 0545 + O76i + Oos;)
—0.25w3; sen(Bie15i + O1110i + 012117 + 01413; — 0545 + O76i + Oos;)
—0.25w3g; sen(Bie15i + O1110i + 012117 + O1413; — 0545 + O76i + Oosi)
—0.5w1211iw1413; sen(Bi61si + 011100 + 012115 + 14130 — 0545 + 0765 + Oosi)
+0.5w1211iws4i sen(Bie1s: + O1110i + 012115 + 01413; — 0545 + O76i + Oosi)
+0.5w1413iWs4i sen(Bie15: + 011106 + 012116 + 01413: — 0540 + O765 + Oos:)
—0.5w12115W76i sen(Bie1si + 011106 + 012115 + 014136 — 0540 + O765 + Oos:)
—0.5w1413iw76i sen(Bi615: + 011100 + 012115 + 014135 — 0545 + 0765 + bosi)
+0.5ws4iw7es sen(Bie15: + O1110i + 12115 + O1413; — O545 + O76: + O9si)
—0.5w1211iWosi sen(Bie1si + 011106 + 012115 + 01413i — 0540 + O765 + Oos:)
—0.5w1413iwosi sen(Bi615: + 011108 + 12115 + 014135 — 0545 + 0765 + bosi)
+0.5ws4;wes; sen(B1615: + 011100 + 012115 + O1413: — 0545 + O76i + Oos;)
—0.5wrgiwos: sen(Bie15i + 011100 + 012115 + 014130 — Os545 + O76i + Oogi)
+0.25w%511; sen(Bie1si + O1110i + 012115 + 014131 + O54i + Or6i + Oosi)
+0.25w3 415, sen(Bi615: + O1110i + O12115 + O1a13; + 0545 + 767 + O9s;)
+0.25w2,; sen(Bie1si + O1110i + 012115 + O1413: + O545 + Or6i + Oosi)
+0.25w2g; sen(Bie15i + O1110i + 012115 + O1413i + O500 + Or6i + Oosi)
+0.25w3g; sen(Bie15i + O1110i + 012115 + O1413i + O50i + O76i + Oosi)
+0.5w1211iw1413i sen(Bi615i + 011100 + 012115 + G1413i + 545 + 076 + Oosi)
+0.5w1211iwWs4i sen(Bie1s: + O1110i + 012115 + 01413 + 0545 + O76i + Oosi)
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+0.5w1413iWs4i sen(Bie1si + 011106 + 012115 + 014135 + 0540 + O765 + Oosi)
+0.5w1211iw76i sen(Bie15i + O1110i + 012115 + 01413 + 0545 + O765 + Oos;)
+0.5w1413iw76i sen(Bie15: + O1110i + 012115 + 01413; + 0545 + O765 + Oos;)
+0.5ws4iwres sen(Bi615:i + 011100 + 012110 + 014130 + O545 + Or6i + Oogs)
+0.5w1211iWosi sen(Bie15: + 011106 + 012115 + 014135 + 0540 + O765 + Oosi)
+0.5w1413iwosi sen(Bie15i + O1110i + 012115 + 01413; + 0545 + 765 + Oos;)
+0.5ws4;w9s; sen(B1615i + 011100 + G12115 + O1413i + 0545 + O761 + Oos;)
+0.5wreiwoss sen(Bi615i + O1110i + 01211 + 014131 + O545 + Or6i + Oogi)
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a3 = 2wi1413:Ws4i(0.5 cos(Bie1si + O12116 + O1413i — O544)
—0.5 cos(Bie15: + 012115 + O1413; + O54)
—0.25 cos(B1615i — O1110i + 012116 + 01413i — O54i — O76i — Oosi)
—0.25 cos(B1615i — O1110i + 012116 + 01413: + 0540 — O76i — Oosi)
—0.25 cos(B1615i + 011100 + 012113 + O1413i — O545 + O76i + Oogs)
—0.25 cos(B1615i + O1110i + 012115 + 014130 + O545 + O76: + O9s4))
sen(B1716i) + 2w1413i(—0.5w12115 cos(Bie1si + Or2116 + 01413i — O54i)
—0.5w12113 c0s(B1615: + 12117 + b1413; + O54)
—0.25w1110i €0s(Br615i — O1110i + 012113 + O1413i — O540 — O760 — Oog4)
+0.25w12114 €08(B1615: — 11105 + 12115 + 01413 — 540 — O765 — Osi)
+0.25w1110i €08(B1615: — 11105 + 012115 + 014135 + 0540 — O765 — Osi)
—0.25w12115 cos(Br615i — O1110i + 01211 + 014130 + O526 — O760 — Oog:)
+0.25w1110i €08(B1615: + 11105 + 12115 + 01413 — O540 + O765 + Oosi)
+0.25w12115 c0s(Bi615i + 11105 + 12115 + 014135 — O540 + O765 + Oosi)
—0.25w1110i €0s(Br615i + O1110i + 012110 + 014130 + O545 + G760 + Oos;)
—0.25w12115 cos(Br615i + 011108 + 012115 + 014130 + O545 + O76i + O98:))
sen(Bi716:) + sen(Biersi) ((cos(B1a13: ) w413
+a1413i sen(01413:)) (1. cos(0s4:) sen(012114)
+ cos(612114) cos(1110i + O76i + Oogi) sen(s4;))
+(w%4131- Sen(91413i) — (14134 COS(91413i))(COS(91211i) 008(954i)
— cos(01110i + Or6i + Oogi) sen(O12115) sen(0s4:))) sen(Bi71i6:)
+ cos(Bi615i) (1413 co8(01a13;) — Wigps, sen(Ora13;))(— cos(B54;) sen(fr211:)
— cos(612117) cos(01110; + O76i + Oosi) sen(Bs4;)) — (cos(1413:)wiy13;
+a1413i sen(01413:) ) (cos(012114) cos(0s4;) — cos(O1110s + Orei + Oosi)
sen(f12114) sen(fs4:))) sen(Bi716:) + cos(B1615:)(cos(01413:)
(— cos(0547) (cos(B1211i )wiayy; + r211: sen(B12117))
+(COS(911101')(26011101'6012111' COS(91211i) + 11104 Sen(91211i))
+sen(011104) (12117 cos(Br2111) — (Wih10; + Wiai1i) sen(fr2114)))
sen(Bs4; ) (cos(fos; ) sen(br6:) + cos(7¢;) sen(fgs;))
+(sen(f1110:)(2.wit10iw12114 €08(01211:) + 11106 sen(f12114))
+c08(011100) (Wi110; + Wiai1i) sen(B12115) — arz11i c0s(012114)))
sen(654; ) (cos(076;) cos(fos;) — sen(Oze;) sen(Gggl)))
+ sen(01413;) (— cos(054:) (12117 €08(012115) — Wigy 1, sen(fra11:))
+(COS(911101)(0¢11101 cos(f1211:) — 2wit10iw1211; sen(612114))
—sen(f1110:) (W10 + @iz115) €08(012114) + 12115 sen(f12114)))
sen(654;)(cos(0gs; ) sen(b7¢;) + cos(076;) sen(bys;))
+(cos(01110i) (w1107 + Wia117) 0s(Br211) + Q12115 sen(B1211,))
+sen(f1110) (@1110i €08(012114) — 2.wir10iw12115 Sen(P12114)))

(

sen(954i)(cos 9761’) COS(eggi) — sen(976i) sen(998i)))) sen(ﬂlnﬁi)



APENDICE A. TERMINOS DE LA MATRICES CINEMATICAS. 73

+sen(B1615: ) (cos(01413: ) (— cos(O54) (12115 cos(P12114)
—wia11;sen(012117)) + (cos(01110i) (@1110i cos(fr2117)

—2wi110iwi211: sen(f12114)) — sen(B1110:) (Wi10; + Wia11;) c08(P12117)
+ai2114 sen(012114))) sen(fs4:) (cos(os; ) sen(b7e;)

+ cos(B76:) sen(Gosi)) + (cos(B1110) (WT110; + Wiarr) cos(Bi211)
+aio11isen(f12114)) + sen(f1110i) (1110i c0s(G12114)

—2.w1110iwW12117 sen(f12114))) sen(fs4) (cos(fr6:) cos(Pogs)

—sen(f76;) sen(fgg;))) — sen(A1413:) (— cos(Bs4;) (cos(O1211: )wiag1;
+ai211i Sen(91211z‘)) + (COS(91110i)(2w1110iw1211i COS(912111')

+ai110i sen(f12114)) + sen(f1110:) (12117 c08(012117) — (Wih10; + Wia11s)
sen(012114))) sen(fs4; ) (cos(Bgs; ) sen(b76;) + cos(Oz6; ) sen(fos; )
+(sen(91110i)(2-W1110iw1211i COS(912111') + a11106 Sen(91211z‘))

+ c08(61110i) (Wi110; + Wia11:) sen(B12115) — 1211 cos(F12114)))
sen(0s4;)(cos(b76:) cos(fos; ) — sen(B76;) sen(fos;)))) sen(Bi716:)

+ cos(Bi615i) (sen(B1211;) (sen(f1413;) (cos(O54: )wiy; + ausas sen(Bsa;))

+ cos(61413:) (0.5 sen(61110i + 545 + Or6i + Bosi)

—0.5sen(01110i — O54i + O76; + Oos; ) )wiy;

—0.5a54i cos(01110i — Os54i + Or6i + Oog;)

—0.5a54i cos(01110i + O54i + O76: + Oosi)))

+ cos(612111) (cos(A1413: ) (— cos(Bsa: )wd,; — asai sen(Bs4;))
+sen(61413:)((0.5sen (01110 + O54i + O76i + Oosi)
—0.55en(61110; — Osai + Or6i + Oosi) )Wy

—0.5a54i cos(01110i — O54i + O76: + Osi)

—0.5a54i cos(01110i + O54i + O76: + Osi)))) sen(B1i716i)

+ sen(Bie15:) (0.5 sen(G1211; + O1413; — O54)wiy;
+0.5sen(f1211; + Ora13i + O54i )iy

—0.25sen(01110; — 012115 — 014130 — Os4i + Or6i + Oosi)wiy;
—0.25 sen(61110; + 012117 + 1413: — O545 + O76i + Oosi )wiy;
+0.25sen(61110; — 012111 — O1413i + 0545 + 761 + Oosi)way;
+0.25sen(61110; + 012117 + 014131 + 0545 + O76i + Oosi)way;
+0.50545 co8(012115 + 01413 — O54i) — 0.5545 cos(O12115 + O1413: + O544)

—0.250a54; cos(01110i — 012116 — 01413i — U545 + O76i + Oosi)

—0.250u545 cos(61110i + 012116 + O1413i — 54 + O76i + Hosi)

—0.25a545 cos(01110i — 012118 — 01413 + Os545 + Or6i + Oogs)

—0.25a545 cos(01110i + 012116 + O1413i + O545 + O76i + Oosi))

sen(Bi716:) + sen(Big1s:) (—0.25 sen(B1110; — 012115 — Ora13i — 541 + 0761 + Oosi)wie;
—0.25sen(01110i + 01211 + 01413 — O54i + Or6i + Oosi)wae;

+0.25 sen(01110; — 012115 — O1413i + 054 + O76; + 98w,
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+0.25 sen(01110; + O1211; + O1413i + O54i + O76; + 098 )W,

+0.25076; cos(01110s — 012110 — O14135 — Os45 + O76s + O34)

+0.25a76; cos(O1110i + 012115 + O1413i — O54i + 765 + Oosi)

—0.25076; cos(01110i — 012110 — O1413i + Os45 + Or6i + Oogi)

—0.25076; cos(01110i + 012116 + O1413i + O545 + O76i 4 Oos:)) sen(Bi716:)
+sen(Big15:) (—0.25 sen(B1110; — 012115 — Or1413; — 541 + 0761 + Oosi)wis;
—0.25sen(01110; + 01211; + 01413 — 541 + Ori + Oosi)wis,

+0.25 sen(01110; — 01211 — O1413i + O4i + O76; + 098 )wis;

+0.25 sen(01110; + O1211; + O1413i + O4i + O76; + 098 )wis;

+0.250198; cos(01110s — 01211 — O14135 — Os45 + O76s + O934)

+0.2598; cos(O1110i + 01211 + O1413; — O54i + O76: + O9si)

—0.250r98; cos(01110i — 012118 — O1413i + O545 + O76i + Oogi)

—0.25098; cos(B1110i + 012115 + 01413: + O54; + O76: + Oos:)) sen(Bir16:)
+ cos(Bi615:) (—0.25 cos(B1110i — 012115 — O1413; — Osai + O76i + O9si)w3e;
+0.25 cos(01110i + O1211; + O1413; — Os4i + Or6i + Oosi )W,

+0.25 cos(f1110i — O1211: — O1413; + O54i + O76; + Oosi )wag;

—0.25 cos(01110i + 01211i + 014131 + O54; + O76; + Oosi)wire;

—0.250a76; sen(01110i — 012115 — O1413: — Os45 + O76i + Oos;)

+0.25a76; sen(61110; + 012116 + 01413: — 054 + O76i + Bosi)

+0.25a76; sen(61110i — 012116 — O1413i + 0540 + O76i + osi)

—0.250a76; sen(01110i + 012115 + O1413: + 0545 + O76i + Oos;)) sen(Bi716:)
+ cos(B1615i) (—0.25 cos(B1110; — Or1211i — O1413; — 54 + O76; + Oogi)wis;
+0.25 cos(01110i + 012117 + O1413; — O54i + O76i + Oosi )wis;
+0.25 cos(f1110i — O1211: — O1413; + O54i + O76; + Oosi )wis;
—0.25cos(61110i + O12117 + O1413; + 0545 + O76; + Oos; )wig;
—0.25098; sen (01110 — 012115 — 01413i — O54i + O76i + Oosi)
+0.25a9g; sen(61110; + 012116 + 01413: — 0541 + O76i + Bosi)
+0.25098; sen(01110; — O12115 — 01413i + 545 + O76: + osi)
—0.25098; sen(01110i + 012117 + O1413: + 0545 + O76i + Oos;)) sen(Bi716:)
+2(w1110iws4i c08(B1716:) €08(054i) cos(B1110i + O76: + Oosi)
+ws4i(0.5w12114 cos(Bie15i + O12116 + O1413: — O540)

—0.5w12115 €os(Bie15i + O12115 + G1413i + O545)

+0.25w1110i c08(B1615: — 11105 + 012115 + 014135 — O540 — O765 — Osi)
—0.25w12115 €os(B1615i — O1110i + 01211 + O1413i — O540 — O760 — Oogs)
+0.25w1110i €08(B1e15: — O1110i + 12115 + 014135 + 540 — O765 — Osi)
—0.25w12115 cos(B1615i — O1110i + 012110 + 014130 + O54i — O760 — Oosi)
—0.25w1110i €0s(B1615i + O1110i + 012110 + 014130 — O545 + G760 + Oosi)
—0.25w12115 €os(B1615i + O1110i + 01211 + O1413i — O545 + O76i + Oogs)
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—0.25w1110i €08(B1615: + O1110i + 012115 + 014130 + O545 + O765 + O9s:)

—0.25w12115 cos(Bi615: + 011105 + 012115 + O1413; + 0545 + 0765 + os:)) sen(Bir1e:))
+ cos(B1716i) sen(Bs4: ) (1110i €08(O11105 + O76s + O934)

—wii10; sen(01110i + O76; + Oosi)) + 2wre; sen(Bs4;) (((0.5w1110; — 0.5wi2117)
cos(01110i — 012115 — 01413 + O76i + O9si) + (0.5w1110i + 0.5wW12114)

cos(B1110i + 012115 + 01413; + O76: + Oosi)) sen(Bie1s:) sen(Bi716:)

+cos(B1615:) ((0.5wi211i — 0.5w11104) sen(b1110: — O12116 — O1413: + O76i + Oosi)
+(0.5w1110i + 0.5w12114) sen(O1110i + O12115 + O1413: + 0765 + O9si)) sen(Bi716i)
—w1110i €08(B17164) sen(O1110i + O76i + Ogsi)) + 2wosi sen(bs4;)

(((0.5w1110i — 0.5w12114) cos(O1110s — 012118 — B14135 + O76s + Oo3s)

+(0.5w1110i + 0.5w12114) cos(011106 + 12116 + O1413: + O76: + Oosi))

sen(B1615:) sen(Bi716i) + cos(Bie15:) ((0-5wi2115 — 0.5w11104)

sen(01110i — 012110 — 01413i + O76i + Ogi) + (0.5w1110i + 0.5w12114)

sen(61110i + 012115 + 1413 + O76i + Osi)) sen(Bi716i)

—w1110: €08(B17164) sen(O1110i + O76: + Oosi))

+ cos(Bi716i)(—0.5 cos(01110; — 54 + O76; + Oosi)wiy;

+0.5 cos(01110i + O54; + 076 + Oosi)was; + 0.5as4i sen(B1110; — O54; + 76 + Oosi)
+0.5a54i sen(01110; + 545 + O76; + bosi))

+ cos(Bi716i)(—0.5 cos(01110; — 54 + O76; + Oosi)we;

+0.5 cos(B1110i + Os4i + O76; + Oosi )wie; — 0.5avrg; sen(01110; — O54; + O76; + Oos;)
+0.5a76i sen(01110; + 0545 + O76; + bosi))

+ cos(B1716:) (—0.5cos(01110; — O5ai + Or6i + Oosi)wis;

+0.5 cos(01110i + Os4i + O76; + Oosi )wis; — 0.-5ags; sen(01110; — O54; + O76; + Oos;)
+0.5098; sen(01110i + Os4i + O76i + osi))

+wsaiwrei (0.5 cos(Br716: — 011100 — O54i — O76i — Oosi)

+0.5 cos(Bi716i — B1110i + O54i — O76i — Bosi)

+0.5 cos(Br716i + 011100 — O54i + Or6i + Oogi)

+0.5 cos(Bi716i + 011100 + O54i + O76i + Oosi)

—0.25sen(B1615: — Bi716i — O1110i + 012118 + 01413 — 0500 — 0765 — Oosi
+0.25sen(B1615: + Br7i6i — 011100 + 012116 + 014130 — O545 — Or6i — Oosi
—0.25sen(B1615i — Bir16i — O1110i + 012116 + O1413i + 0545 — Or6i — Oosi
+0.25sen(B1615: + Br7r16i — O1110i + O12115 + O1413i + 0545 — O76i — Oosi
+0.25sen(B1615: — Br716i + O1110i + O12110 + 014130 — O545 + O76i + Oosi
—0.25sen(B1615: + Bir16i + O1110i + 012116 + O1413i — O545 + Or6i + Oosi
+0.25sen(B1615: — 716 + 011100 + O12116 + O1413: + 0545 + Or6i + Oosi
—0.25sen(B1615: + Bi7i6i + 011106 + 012115 + 01413i + 0505 + O765 + Osi
+wsaiwosi (0.5 cos(Br716: — O1110i — U540 — O76i — Bosi)

+0.5 cos(Bi716i — B1110i + O54i — O76i — Bosi)

—_— — — — — — — —

)
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+0.5 cos(Bir16i + 011100 — U545 + Or6i + Oosi)

+0.5 cos(B1716: + 01110 + O54i + O76i + Oosi)

—0.25sen(B1615: — P1716i — O1110i + 012116 + 01413i — O54i — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: + Br7i6i — O1110i + 012116 + O1413i — O545 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — Biriei — 011106 + 012116 + O1413: + 0545 — O76i — Bosi)
+0.25 sen(B1615: + Bi716i — O1110i + 012116 + 01413i + O54i — O76i — Bosi)
+0.25 sen(B1615: — Bi716i + 011100 + 012116 + 01413i — O54i + O76i + osi)
—0.25sen(B1615: + Biriei + 011106 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + osi)
+0.25 sen(B1615i — Br716i + 01110 + 012116 + O14130 + O545 + O76i + osi)
—0.25sen(B1615: + Brr16i + 011100 + O12115 + O1413i + O545 + O76: + Oosi))
+wreiwosi (0.5 cos(Bi716: — 011106 — 540 — O765 — Oosi)

—0.5 cos(Bi716i — 011105 + 0540 — O76: — Oosi)

—0.5 cos(Bir16: + 011100 — 545 + O76i + Oogi)

+0.5 cos(B1716: + 01110 + U541 + O76i + Oosi)

—0.25sen(B1615: — Biriei — 011106 + 012116 + O1413i — 0545 — O76i — Bosi)
+0.25 sen(B1615: + Brri6i — O1110i + 012116 + 014130 — O545 — O760 — osi)
+0.25 sen(B1615: — Bi716i — O1110i + 012116 + 01413: + 0540 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: + Br716i — O1110i + 012116 + 01413i + 0540 — O76i — Bosi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012116 + 014130 — O545 + O76i + Bosi)
+0.25 sen(B1615: + Br7i6i + 01110 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + Bosi)
+0.25 sen(B1615: — Bi716i + 011106 + 012116 + 01413: + O54i + O76: + osi)
—0.25sen(B1615: + Brr16i + 011100 + O12115 + O1413i + O545 + 765 + Oosi))
+wi413iwr6i(0.25 sen(B1615: — Brriei — O1110i + 012115 + O1413i — O545 — Or6i — Oogs)
—0.25sen(B1615: + Bir16i — 011106 + 012116 + 014130 — 0545 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — B1716i — O1110i + 012116 + O1413: + 0540 — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: + Brriei — O1110i + 012116 + O14130 + O545 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + osi)
+0.25 sen(B1615: + Bi716i + 011106 + 012116 + 014130 — O54i + O76i + osi)
+0.25 sen(B1615: — Bi716i + 011100 + 012116 + 01413: + 0541 + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Bir16i + 011106 + 012116 + 014135 + 540 + O765 + O9si))
+wi413iwosi(0.25 sen(B1615: — Prriei — O1110i + 012115 + O1413i — O545 — Or6i — Oogs)
—0.25sen(B1615: + Br716i — O1110i + 012116 + 01413i — 0540 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — Br716i — O1110i + 012116 + O1413: + 0540 — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: + Br716i — O1110i + 012110 + O1413: + 0545 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012116 + 01413i — O545 + O76i + osi)
+0.25 sen(Bi615:i + Biri6i + 011105 + G1211 + 01413i — 0545 + O76i + Oosi)
+0.25 sen(B1615: — Bi716i + 011100 + 012116 + 01413: + 0547 + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Bir16i + 011106 + 012116 + 014135 + 540 + O765 + O9si))
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a4

sen(fs4;) (cos(b76:)(150. cos(fos; ) + 150)

—150. sen(f76;) sen(fos; ) + 50)w§4i + 2(cos(b54i) (w1211:(57.75 cos(01413;)
+100.) cos(f1110i + O76; + Oosi) sen(f1211:) + ((28.875w1211; — 28.875w1110:)
cos(01110i — O1211 + O76i + bosi) + (28.875w1110i + 28.875w12114)
cos(01110i + 012117 + Or6i + osi)) sen(01413:))

—57.75wi2115 sen(f12115) sen(f1413;) sen(bs4;)

+ cos(612114)(57.75 cos(61413:) + 100.) (w1211; sen(bp4;)

+wi110i €08(054;) sen(01110i + O76i + Oosi)))wsai

+2wys; (cos(054;) (150 cos(fos; ) sen(br6:)

+150 cos(f76; ) sen(fgs;)) + cos(b1211:)(57.75 cos(f1413:) + 100)
c0s(054i) sen(01110i + O76i + Oogi)

+ sen(61211;) sen(f1413;)(—28.875 sen(61110; — O54i + O76i + Oosi)
—28.875sen(01110i + Os4i + O76i + Oosi)))wsai + 2wrei(cos(Fs44)

((150. cos(fgs;) + 150.) sen(fzq;) + 150 cos(f76;) sen(fos;))

+ cos(012114 ) (57.75 cos(01413;) + 100.) cos(054;) sen(01110; + O76; + Oosi)
+ sen(61211;) sen(f1413;)(—28.875 sen(61110; — O54i + O76; + Oosi)
—28.875sen(01110i + Os4i + O76i + Oosi)))wsai

+w1413i(—=57.75 sen(01211; + 01413; — O54:)

+57.75 sen(61211i + O1413i + O54:)

—28.875sen(01110i — 012115 — O1413: — O54i + O76: + Oosi)
+28.875sen(01110i + 012116 + 01413i — 0540 + O765 + Oosi)
—28.875sen(01110; — 012110 — 01413i + O54i + O76i + Ogs;

+28.875 sen(01110i + 012115 + 01413i + 0540 + O765 + O9si) )wsai
+57.75(cos(01413i )wisrs; + @1413i sen(B1413:))(cos(054:) sen(f12114)
+cos(f12114) cos(B1110i + O76i + Oggi) sen(fs4i)) — 57.75(v1413: cos(01413:)
—w} 15 5en(01413:)) (1. cos (012114 ) cos(Fs4:)

— cos(01110i + 76 + Oggi) sen(f1211:) sen(fs4:))

+2(w1413i €08(01413: ) (57.75w1211; c08(fs544) sen(P12114)

+((28.875w1211; — 28.875w1110:) c08(f1110i — 12115 + O76i + Oos:)
+(28.875w1110i + 28.875w12114) cos(O1110i + 012117 + O76: + Oosi))
sen(f54:)) + wia13i sen(f1413:)(cos(012114)(57.75w12115 cos(F54:)
—28.875w1110i cos(01110i — Os54i + O76i + Oosi)

+28.875w1110i c08(01110i + Os54i + O76i + Oosi))

—57.75w1211i cos(61110i + O76i + Oosi) sen(P12115) sen(bs4:)))

+aq; c08(054; ) (cos(076; ) (—150. cos(fgs; ) — 150)

+150 sen(Br6;) sen(fog;) — 50.) + sen(fs4:) (cos(Bz76; ) (150. cos(fogi )w2g;
+150.w3g; + 150.c76; sen(fos; ) + sen(B76;)(—150. sen(Bgsi Jw?e;
+150.a76; + 150.a76; cos(fos;))) — 57.75 sen(f1413;) (— cos(bs4;)
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(608(912111')60%2111- + 12114 Sen(91211i))

+(cos(P1110i) (2wi110iwi211i €08(612115) + a1110i sen(Pi2114))

+ sen(1110:) (12117 co8(01211:) — (Wi110; + Wiary;) sen(fr2114)))
sen(0s4;)(cos(bos; ) sen(bzq;) + cos(O7e;) sen(fys;))
+(Sen(91110i)(2-6011101'6012111' 608(91211i) + a1110i Sen(91211i))

+ cos(61110:) (WT110; + Wha11s) sen(f12114)

—a1211; €08(612114))) sen(Bs4; ) (cos(b76;) cos(bos;)

— sen(f7¢;) sen(fosi))) + (57.75 cos(01413:) + 100)(— cos(fs4,)
(0412111' COS(912111') - 1-60%2111- Sen(91211i))

+(cos(f1110i) (1110i cO8(12114:) — 2wit10iwi211i sen(P1211))
—sen(01110) (W10 + @ia11s) c08(012114) + @211 sen(012114)))
sen(0s4;)(cos(bos; ) sen(bz¢;) + cos(O7e;) sen(fys;))

+(cos(01110i) (wii1o; + wia11s) cos(Br211:)

+ai2114 sen(f12114)) + sen(B1110:) (@1110: c08(012114)
—2.w1110iW12114 Sen(91211z‘))) Sen(954z')(COS(976i) 003(99&')
—sen(f76;) sen(fos;))) + (57.75 cos(f1413:) + 100)(sen(f1211;)
(cos(Bs4)w2y; + asai sen(Bs4:)) + cos(B12114) sen(B11104 ) (wiy; sen(fsq;)
—au54; €08(0547) ) (— cos(bgs; ) sen(f76;) — cos(b7e;) sen(fos;))
+cos(f11104) COS(912111')(W§41- sen(fs4;)

—a54; €08(054;))(cos(b76:) cos(Bgg;) — sen(brg;) sen(bos;)))
+sen(fs54;) (150. cos(Br6; + Oogi )was; + 150args; sen(fzg; + Oos; )
+2wr6; sen (054 ) ((57.75 cos(614134)

+100) ((w1110s cos(f11104) cos(B12114) — wiz11s sen(f1110:) sen(f1211:))
(cos(B76;) cos(fos;) — sen(B7; ) sen(fos; ))

—(w1110i cos(O12117) sen(f1110s) + wi211i cos(B1110i) sen(f12114))
(cos(Bgs;) sen(B7¢;) + cos(076; ) sen(fgs; ))) — 57.75 sen(01413:)
((0.5w1211i — 0.5w11104) sen(O1110i — O12115 + O76i + Oosi)
+(0.5w1110i + 0.5w12115) sen(B1110s + 012115 + Or6i + bosi)))
+2wgs; sen(Bs4; ) ((57.75 cos(f1413:) + 100) ((w1110i c08(O1110:)
COS(91211i) — W12114 Sen(91110i) Sen(91211i))(608(976i) COS(9981')
- Sen(976i) Sen(998i)) - (Wllloi COS(91211i) SGH(91110i)

+wi211i c0s(f11104) sen(f12115)) (1. cos(fosi) sen(O76;)

+ cos(076;) sen(fos;))) — 57.75 sen(61413:)((0.5w1211; — 0.5w11104)
sen(01110i — 012116 + Or6i + Oogi) + (0.5w1110s + 0.5w12115)
sen(61110; + 012115 + O76i + O9si)))

—57.75 sen(01413;) (cos(B1211: ) (— cos(Osai )w2y; — asas sen(fs4;))
+sen(f12114)((0.5sen(f1110i + O54i + O76i + Bosi)
—0.5sen(f1110i — Os4i + Orgi + Ooss) ) wiy;

—0.5a54; cos(01110i — Os4i + O76i + Oosi)

—0.5a54; cos(01110i + 0545 + O76i + Gosi)))
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+ cos(01211:) (57.75 cos(61413:) + 100)

((0.5sen(61110; + Os4i + Orz6i + Oogi) — 0.5sen(01110; — O54i + Or6i + Ooss ) )wie;
+0.5076; c08(01110i — O54i + O76i + Oosi)

—0.50a76; cos(01110i + Os4i + O76i + Oggi)) — 57.75 sen(612114) sen(014134)
((0.5sen(61110; + Os4i + Orz6i + Oogi) — 0.5sen(01110; — O54i + Or6i + Oos; ) )wie;
+0.5076; c08(01110i — O54i + 0765 + Oosi)

—0.50a76; cos(01110i + Os4i + O76i + Ogsi)) + cos(012114)(57.75 cos(f14134)
+100)((0.5sen(01110i + Os4i + O76; + O9s:)

—0.5sen(61110; — Osai + Or6i + Oosi))wis;

+0.5098; c08(01110i — O54i + O76i + Oosi)

—0.5a98; cos(01110i + Os4i + O76: + O9si))

—57.75sen(f1211:) sen(01413:) ((0.5 sen(b1110s + Osas + O76s + Oos:)
—0.5sen(01110i — O54; + O76; + Oosi))was; + 0.5c9s; cos(01110i — O54; + O76; + Oos; )
—0.5a98; cos(01110i + Os4i + O76: + O9si))

+2wrgiwosi(sen(Bs4;) (150. cos(O76; ) cos(bgs;) — 150. sen(fz6;) sen(fos;))
+c08(01211:) (57.75 cos(61413:) + 100) (0.5 sen(b1110i + O54; + O76; + Oosi)
—0.5sen(01110i — O54i + O76i + Oosi)) + 28.875 sen(f1211:) sen(01413;)
(sen(61110i — O54i + O76i + Oosi) — sen(B1110i + O54i + O76i + bosi)))
+wi413iWr6i(28.875 sen(01110i — 012115 — 01413 — 0545 + O76i + Oosi)
—28.875sen(01110; + 01211 + 01413i — O54i + O76i + Oosi)

—28.875sen(01110i — 012115 — O1413: + O545 + O76: + Oosi)

+28.875sen(01110i + 012116 + 01413i + 545 + O76: + Oosi))

+w1413iwosi (28.875 sen(f1110; — O1211 — 01413i — O54i + O76i + osi)
—28.875sen(01110; + 012115 + 01413i — Os54i + O76i + Oosi)

—28.875sen(01110i — 012115 — O1413: + O54i + O76: + Osi)

+28.875sen(01110i + 012116 + 01413i + 545 + O76i + Oosi))
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as = 0.25cos(Bie1si + Biriei — O1110i + 012115 + O1413: — O76i — Oosi)wWiri0s
—0.25 cos(Bie15i — Br716i + O1110i + 012114 + O1413i + 0765 + O08i)w3110;
—0.25 cos(Bi615; + Bi716i + 011100 + O12117 + 01413 + Orgi + Oosi )wiiios
—0.5sen(Bi716i — 01110 — 0761 — Oosi)wii10;
—0.5sen(B1716i + O1110i + 0761 + O9s: )wi110s
—0.5w12114 008(516151' + Biriei — 011106 + 012115 + 01413 — O760 — 9981‘)(«011101‘
—0.5w1413i cos(B1615: + Bi716i — O11106 + 012115 + 01413 — O765 — Oosi)wit104
+0.5wre; cos(B1615i + Bir16i — O1110i + 012117 + O1413; — O76 — Oosi)wi110i
+0.5wos; cos(B1615i + Brr16i — O1110i + 012113 + O1413i — O760 — O98i) w1110
—0.5w12114 c08(Bi615: — Br7i6i + 011106 + 012115 + 014135 + Or6i + Oogi)wi110i
—0.5w1413i cos(B1615: — Bi716i + O11106 + 012115 + O1413: + O76: + Oosi)wit104
—0.5wrgi cos(Br615i — Brriei + 01110 + 012116 + O1413: + O76: + O9gi)wi1104
—0.5wosg; cos(Bi615i — Brriei + 01110 + O12116 + O1413: + O76: + Oggi)wit104
—0.5w12115 cos(B1615: + Bi716i + 011106 + 012115 4 O1413: + O76: + Oosi)wir104
—0.5w1413s cos(B1615i + Bi716i + 011106 + 012115 + O1413: + O76: + Oosi)wit104
—0.5wrgi cos(Br615i + Brriei + 01110 + O12116 + O1413: + O76: + Oggi)wit104
—0.5wos; cos(Bi615i + Brriei + 01110 + 012116 + O1413: + O76: + Oggi)wit104
—wrei sen(Biri6i — O1110i — 076 — Oogi)wi110i
—wog; sen(Bi716: — O1110i — Or6i — Oogi)wi110i
—wrei sen(Bi716i + 011106 + Or6i + Oosi)wii10i
—wogi sen(Bi716: + 011105 + Or6i + Bosi)wii10i
+(=0.501110i — 0.5ar76; — 0.50198;) cos(Bi716: — 011108 — 0760 — osi)
+(0.25w7119; + (—0.5w1211; — 0.5wi413; + 0.5w76; + 0.5w9s; )wi110s
+0.25w%011; + 0.25wi4;3; + 0.25w3; + 0.25wag; + 0.5w1211,W1413:
—0.5w1211iw76; — 0.5W1413iw761 — 0.5w12115Wo8i — 0.5w1413;Wo8:
+0.5w76iwosi ) cos(Bi615: — Brr16i — 011100 + O12115 + O1413: — Or6i — Oogi)
+0.25w3511; €08(Brg1si + Biriei — Or110i + 012115 + O1a13: — O760 — Oosi)
+0.25w3,15; cos(Bre1si + Biriei — 011106 + 012115 + O1413i — Or6i — Oosi)
+0.25w5g; cos(Bie15i + Bi716i — 011105 + O12117 + O1413; — Orgi — Oos;)
+0.25w3g; cos(Bie1si + Biriei — O1110i + O1211i + O1413i — O76i — Oogi)
+0.5w1211iW1413i €08(B1615: + Biriei — 011106 + 012115 + 01413 — Or6i — Oosi)
—0.5w1211iW76i COS(B1615i + Br716i — O1110i + O12116 + O1413i — O765 — Oosi)
—0.5w1413iw76i cO8(B1615i + Bi716i — O1110i + O12116 + O1413i — O76: — Oosi)
—0.5w1211iWosi cos(Bi615i + Bir1ei — O1110i + O12116 + O1413i — O76: — Oosi)
—0.5w1413iWosi cos(B1615i + Prriei — O1110i + O12116 + O1413i — O765 — Oosi)
+0.5wr6iwoss cos(Bie1si + Piri6i — 011106 + O12116 + 014130 — O760 — Oo8i)
+0.5001110i cos(Br716i + O1110i + O76i + Ogsi)
+0.5a76; cos(Bi716i + O1110i + 076 + Gosi)
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+0.50a98; cos(B1716: + 011105 + O76i + Bosi)

—0.25w7511; cos(B1615i — Biriei + O1110i + 012115 + O1413: + 767 + Oosi)
—0.25w3 413, cos(Bis15i — Biriei + O1110i + 012115 + 01413 + Or6i + Oos;)
—0.25w3g; cos(Bis1si — Biriei + 011100 + O1211i + O1413: + 076 + Oosi)
—0.25w3g; cos(Bis1si — Biriei + 011100 + 012115 + O1413i + 076 + Oosi)
—0.5w1211iW1413i €08(Bie15: — Brriei + 011100 + O12116 + O1413: + Or6i + Oos;)
—0.5wi211iW76i c08(B1615i — Bi716i + O11106 + 12115 + O1413: + O765 + Ooss)
—0.5w1413iW76i €0S(Br615i — Brriei + 011100 + 012115 + O1413: + O765 + Oosi)
—0.5w1211iWosi cos(Br615i — Brriei + O1110i + O12115 + O1413: + O765 + Oosi)
—0.5w1413iwosi co8(B1615i — Bir16i + O11106 + 12115 + O1413: + O765 + Ooss)
—0.5wrgiwos; cos(Bie15: — Biriei + 011106 + 012116 + 014135 + Or6i + Oogs)
—0.25wi5;1; cos(Biersi + Biriei + O1110i + O1211: + O1413i + O76i + Oosi)
—0.25w7413; cos(B1615: + Biriei + O1110i + 012115 + O1413: + 761 + Oosi)
—0.25w3,; cos(Bie1si + Biriei + O1110i + 012116 + O1413: + O76i + Oosi)
—0.25w3g; cos(Bie1si + Brriei + O1110i + Or211i + O1413: + O76i + Oosi)
—0.5w1211iW1413: €08(B1615: + Biri6i + 011106 + 12115 + 14135 + O76i + Oosi)
—0.5w1211iW76i c08(B1615: + Bir16i + O11106 + 12115 + O1413: + O765 + Oos4)
—0.5w1413iw76i c08(B1615: + Bir16i + O11106 + 012115 + O1413: + O765 + Ooss)
—0.5w1211iWosi cos(Br615i + Brriei + O1110i + 012115 + O1413: + O765 + Oosi)
—0.5w1413iWosi cos(Br615i + Brriei + 011100 + 012115 + O1413: + O765 + Oosi)
—0.5wr6iwosi cos(Sr615: + Prr16i + 011100 + O12116 + 01413: + O76i + osi)
—0.5w2g; sen(Biri6i — 011101 — 0761 — O9si) — 0.5wgs; sen(Bi716: — O1110i — O76i — Oosi)
—wreiwos: sen(Bir16i — O1110i — O76i — Oosi)

—0.251110i sen(Br615i — Brriei — O1110i + 012110 + 014130 — O765 — Oosi)
+0.25012114 sen(Bi615: — Brriei — O1110i + O12116 + 01413: — O76i — Bosi)
+0.25a1413i sen(Bi615i — Brr16i — O1110i + 012115 + O1413i — O765 — Oosi)
—0.25a76; sen(Bie15: — Biri6i — 11106 + 12115 + 01413 — O76i — Bosi)
—0.25a98; sen(B1615: — Bi716i — 011100 + 012116 + O1413i — O760 — osi)
—0.25a1110i sen(Bie15i + Prriei — O11106 + 012110 + O1413: — O765 — Oosi)
+0.25a12115 sen(Bi615:i + Brr1ei — O1110i + 012110 + O1413i — O765 — Oosi)
+0.25a1413: sen(Bi615:i + Brr16i — O1110i + 012110 + O1413: — O765 — Oosi)
—0.25a76; sen(B1615: + Bi716i — 011100 + 012116 + O1413i — O76i — Bosi)
—0.25a98; sen(B1615: + Bi716i — 011100 + 012116 + 01413i — O760 — osi)
—0.5w3g; sen(Bir16i + 01110 + O76; + Oosi)

—0.5wgg; sen(Biri6i + 01110 + O76; + Oosi)

—wreiwos: sen(Bi7iei + O1110i + O76i + bosi)

—0.25a1110i sen(Bie1si — Piriei + 011106 + 012110 + O1413: + O765 + Oosi)
—0.25a12115 8en(B1615i — Brriei + 011100 + O12110 + O1413: + 0765 + Oosi)
—0.251413 sen(B615i — Brriei + 011100 + O12110 + O1413: + O765 + Oosi)
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—0.25076; sen(B1615: — Biriei + 11106 + 12115 + 014135 + O76i + Bosi)
—0.25a98; sen(B1615: — Bi716i + O1110i + 012116 + O1413: + O76i + Bosi)
—0.25a1110i sen(Bie1si + Piriei + 011100 + 012110 + O14135 + O76i + Oosi)
—0.250r12115 sen(Bie15: + Biriei + 011100 + 012116 + O1413: + Or6i + Oogi)
—0.250r1413: sen(Bie15: + Biri6i + 011100 + 012116 + O1413: + Or6i + Oosi)
—0.250a76; sen(Br615: + Bi716i + O1110i + 012116 + O1413: + O76i + Bosi)
—0.25a98; sen(B1615: + Bi716i + O1110i + 012116 + O1413: + O76i + Bosi)

ap = (—0.501110i + 0.5a12115 + 0.51413; — 0.5076; — 0.50198;)
cos(B1615i — O1110i + 012115 + O1413: — O76i — Bos4)
+(=0.501110i — 0.50112115 — 0.5a1413; — 0.5076; — 0.50x98;)
cos(Bi615i + 011100 4 012115 + 014136 + O76i + Oos;)
—0.5w3110; sen(Bie1si — 011100 + O12115 + O1413; — O76i — O9s:)
+0.5w3110; sen(Big1si + 011101 + 012115 + 01413 + Or6i + Oosi)
+witioiwiziii sen(Bie1si — O1110i + 12115 + 01413 — Or6i — osi)
+witioiwizini sen(Bieisi + O1110i + 12115 + O1413: + Or6i + Bosi)
+wir10iwi413i sen(Bie1si — O1110i + 12115 + 01413 — Or6i — Bosi)
+wi110iw1413i sen(Bie15i + 1110 + 012115 + O1413: + 765 + Oos;)
—w1110iw76i sen(B1e15: — 011100 + 12115 + 14130 — O76i — osi)
+wit10iwrei sen(Bie1si + 011106 + O12116 + 014136 + O760 + Oogi)
—W1110iW98i¢ Sen(ﬂ1615i — 01110 + 012115 + 01413 — Or6i — 99&')
+wit10iwesi sen(Bie15i + 01110 + O12116 + 14135 + G760 + Oosi)
—0.5w7911; sen(Bigisi — O1110i + 012115 + O1413; — 760 — O9s:)
+0.5wTa11; sen(Bis1si + O1110i + 012117 + O1413; + O76i + Oosi)
—w1211iwW1413: Sen(B615i — O1110i + 012115 + O1413i — O765 — Oosi)
+wi211iw1413s sen(Bie15i + 011100 + O12116 + O1413: + 765 + Oos;)
+wiz11iwrei sen(Bie1si — G110 + 12116 + 014135 — O760 — Oosi)
+wiz11iwrei sen(Bie1si + 011106 + O12116 + 014136 + O76i + Oogi)
+wiz11iwosi sen(Bie15i — G110 + O12116 + 14135 — O760 — Oosi)
+wiz11iwWosi sen(Bie1s5i + G110 + O12116 + 14135 + G760 + Oosi)
—0.5w%,15; sen(Bie15i — O1110i + 012115 + O1413; — O76i — Oosi)
+0.5w 415, sen(Bie1si + O1110i + 012111 + O1413: + O76i + Oosi)
+wia13iwrei sen(Bie1si — G110 + 12116 + 014135 — O760 — Oosi)
+wia13iwrei sen(Bie1si + 011100 + O12116 + 14135 + G760 + Oosi)
+wi413iWosi sen(Bie15i — 011106 + O12116 + 014136 — O760 — Oogi)
+wi413iWosi sen(Bie1s5i + 011106 + O12116 + 014136 + O760 + Oogi)
—0.5w3; sen(Bie15i — O1110i + 012117 + O1a13i — O76i — Oosi)
+0.5w3; sen(Big1si + O1110i + O12115 + O1413: + 076 + Oosi)
—wreiwosi sen(Bie15i — O1110i + 012110 + O1413i — O765 — Oosi)
+wreiwos sen(Bie15: + O1110i + 012115 + O1413: + O76i + Oosi)
—0.5wis; sen(Bie1si — O1110i + 012117 + O1a13i — O76; — Oosi)
+0.5w3s; sen(Big1si + O1110i + O1211i + O1413; + 076 + Oosi)
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a3 = 0.5co8(Bi716i + 01110 + 761 + Oosi)wiinos
—0.25 sen(Bi615i — Br716i — B1110i + 012115 + G1413; — 0760 — Bo8i )wit10s

)
+0.25 sen(Bi615: + Bi716i — 011100 + 012115 + O1413: — 765 — Bogi)w
)
)

110i
+0.25 sen(B1615: — Br716: + 11100 + 012115 + O1413: + O76i + Gosi )wit10s
—0.25 sen(Bi615i + Bi716i + 011100 + 012115 + G1413: + 0761 + Gosi )witi0s
+wrei os(Brr16i + O1110i + O76i + Oo8i)wi110i

+wosi cos(B1716i + O1110i + O76i + Oosi)wii10i

+0.5w12115 sen(Bi615: — Brr16i — 011100 + O12116 + O1413i — O760 — Bosi)wini0i
+0.5w1413i sen(B1e15: — Prriei — O1110i + 012110 + O1413i — O76: — O98i) w1110
—0.5wrgi sen(Bie15: — Brriei — 011106 + 012115 + 01413 — Or6i — Oogi)wi110i
—0.5wog; sen(Bie15: — Bi716: — 011106 + 012115 + 01413 — O76i — Oogi)wi110i
—0.5w12114 Sen(ﬁlﬁlm + Biri6i — 011106 + 012115 + O1413; — O760 — 9981‘)(«011101‘
—0.5w14134 Sen(ﬁlﬁlm + Biri6i — 011106 + O12115 + 01413 — O760 — 9981‘)(«011101‘
+0.5wrei sen(Bie1si + Biriei — 011106 + 012115 + 01413i — Or6i — Oogi)wi110i
+0.5wos; sen(Bie15: + Bi716i — 011106 + 012115 + 01413i — Or6i — Oosi )wi110i
+0.5w12115 sen(B1615: — Prriei + 011100 + 012110 + O1413: + O765 + Oo8i) w1110
+0.5w1413i sen(B1e15: — Prriei + O1110i + 012110 + O1413: + O765 + Oo8i) w1110
+0.5wrei sen(Bie15: — Biriei + 011106 + 012115 + 01413: + O76i + Oogi )wi110i
+0.5wos; sen(Bie15: — Biriei + 011106 + 012115 + 01413: + Or6i + Oogi )wi110i
—0.5w12114 sen(Bi615i + Piriei + O1110i + 012116 + O1413i + O76: + Oggi)wi104
—0.5w1413 sen(Bie15i + Prriei + 01110 + 012116 + O1413: + O76: + Oggi)wi104
—0.5wrgi sen(Bie15: + Bi7iei + 011106 + 012115 + O1413i + O76i + Oogi )wi110i
—0.5wosg; sen(Bie15: + Bi716i + 011106 + 012115 + O1413i + O76i + Oosi )wi110i
+(0.5w1 19; + Wrsiw1110i + Wosiwi110i + 0.5w3g; + 0.5was; + Wreiwos:)
cos(Brr16i — O1110i — 0765 — Oosi) + (—0.251110 + 0.2512115 + 0.250114134
—0.25a76; — 0.250987) cos(B1615i — Bi716i — O11106 + 012115 + 01413 — O765 — Oos:)
+0.25a1110i c08(Bie15: + Biriei — 11106 + 12115 + 01413 — O76i — Bosi)
—0.250r12115 €0s(B1615: + Brri6i — O1110i + 012115 + O1413: — O76i — Bosi)
—0.250114134 c08(B1615: + Prr16i — 011100 + O12116 + O1413; — O760 — osi)
+0.250r76; cos(Bi615i + Brriei — 011100 + O12116 + 014130 — Or6i — Oosi)
+0.25a98; cos(B1615i + Br7iei — O1110i + O12116 + O14130 — O765 — Oosi)
+0.5w3g; cos(Brr16i + 01110 + O76i + Bosi)

+0.5w3s; cos(Bir16i + 011105 + 076 + Oosi)

+wreiwosi cos(Bi716i + 1110 + O76i + Oosi)

—0.250r1110i €08(B1615: — Brriei + O1110i + 12115 + O1413: + O76i + Oosi)
—0.250r12115 €08(B1615: — Brriei + O1110i + 12115 + O1413: + O76i + Oosi)

2
1
2
1
2
Wi
2
1
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—0.2514134 c08(Bie15: — Brriei + 011106 + 12115 + 014135 + Or6i + Oosi)
—0.25a76; cos(Bie15: — Bir16i + 011100 + 012116 + O1413: + O76: + Oosi)
—0.25098; cos(Bi615: — Bir1ei + O1110i + 012116 + O1413: + O76: + Oosi)
+0.25a1110i cos(Bi615: + Biriei + 011106 + 012115 + 014135 + Or6i + Oosi)
+0.25a12115 cos(Bi615: + Biriei + 011106 + 012115 + 014135 + Or6i + Oosi)
+0.25011413; cos(Bie1si + Piriei + 01110 + 012110 + O14135 + O76s + Oogs)
+0.25a76; cos(B1615: + Bi716i + O1110i + 012117 + 01413 + 0765 + Oosi)
+0.25a98; cos(B1615: + Brr16i + O1110i + 012115 + O1413; + O765 + Oo8i)
—0.5a1110i sen(B1716: — O1110i — O76 — Oosi)

—0.5a76; sen(Bi716: — 011106 — Or6i — Oosi)

—0.5a9s; sen(Bi716i — 011100 — O76: — Osi)

—0.25w35;1; sen(Bis1si — Prriei — O1110i + 012115 + 01413 — O76i — Oosi)
—0.25w7413; sen(Bie15i — Bi716i — 011105 + 012110 + O1413; — O76; — Oos;)
—0.25w2g; sen(Bie1s: — Birisi — 011106 + 012111 + O1a13i — O76i — Oosi)
—0.25w3g; sen(Bie15i — Biriei — O1110i + 012115 + O1413i — O — Oogi)
—0.5w1211iw1413 Sen(ﬂ1615i — Bir1ei — 011105 + 012115 + O01413; — 0760 — 9981’)
+0.5w12115w76i sen(Bie1si — Piriei — O11106 + 12115 + O1413 — O765 — Ooss)
+0.5w1413iw76i sen(Bie1si — Piriei — O11106 + 12115 + O1413 — O765 — Oogs)
+0.5w12114Wesi sen(Bi615i — Piriei — O1110i + 012116 + O1413i — Or6i — Oosi)
+0.5w1413iwsi sen(Bi615i — Piriei — O1110i + 012116 + 014130 — Or6i — Oosi)
—0.5wr6iwosi sen(Bie1si — Piriei — O1110i + 012110 + O1413: — O765 — Oosi)
+0.25w 51 1; sen(Bie1si + Biriei — O1110i + 012115 + O1413i — O76 — Oos;)
+0.25w3,15,; sen(Bie1si + Biriei — O1110i + 012115 + 014130 — O76i — Oosi)
+0.25w2g; sen(Bie15: + Bir16i — O1110i + 012115 + O1413: — O76i — Oosi)
+0.25wiag; sen(Bie1si + Biriei — O1110i + 012116 + O1413: — O76i — Oosi)
+0.5w12116w1413: sen(Bie15: + Brriei — 011106 + 012115 + 014135 — Or6i — Oosi)
—0.5w1211iWr6i sen(Bie1si + Biriei — 011106 + 12115 + 01413 — O76i — Oosi)
—0.5w1413iw76s sen(Bi615: + Br716i — 011100 + O12116 + O1413i — Or6i — Oogi)
—0.5w1211iWoss sen(Bi615: + Br716i — 011108 + O12115 + O1413i — Or65 — Oogi)
—0.5w1413iwosi sen(Bie15: + Bi716i — 011106 + 12115 + 01413 — O760i — Oosi)
+0.5wr6iwoszi sen(Bie1s: + Biri6i — O1110i + 12115 + 01413 — Or6i — Bosi)
+0.51110i sen(Bi716i + 11106 + 0760 + Oosi)

+0.5a76; sen(Bi716i + 61110i + O76i + Gosi)

+0.5a9g; sen(B1716i + 011108 + O76i + Oosi)

+0.25w151 1, sen(Bie1si — Biriei + O1110i + 012115 + O1413: + O76i + Oosi)
+0.25w 413 sen(Bie15i — Biriei + 011100 + 012115 + 01413 + O76i + Oos;)
+0.25w3g; sen(Bis15i — Biriei + 011101 + 012115 + 01413 + Or6i + Oos;)
+0.25w3g; sen(Bie15: — Biriei + 011106 + 012115 + O1413i + O76i + Oosi)

+0.5w1211iwW1413i sen(Br615: — Pi7iei + 01110 + O12115 + 14130
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+076; + Ogsi) + 0.5w12115Wr6i sen(Bie1s: — Bi7iei + 011106 + 12114

+014135 + O765 + O9gi) + 0.5w1413iw761 sen(Bie1si — Piriei + O11106

+012113 + 014130 + 0765 + Oosi) + 0.5w1211iW0s sen(Bis15: — Pi716i

+01110i + 012115 + 01413 + 0765 + O9si) + 0.5w1413:W08: sen(SBie15:

—PBr716i + 011100 + 012115 + O1413: + O765 + Oosi)

+0.5wr6swosi sen(Bi615: — Pi716i + 011108 + O12116 + O1413: + O76i + Bosi)
—0.25w7511; sen(Bi61si + Bir16i + 011105 + 012110 + 014135 + O76i + Oos:)
—0.25w34;5; 5en(Bis1si + Brriei + 01110 + 012115 + O1413i + O76i + Oos;)
—0.25w2g; sen(Bie1si + Bi716i + 011100 + 012114 + O1413: + O76i + Oo8;)
—0.25w3g; sen(Bie15i + Br716i + O1110i + 012117 + O1413; + O76i + Oos;)
—0.5w1211iW14134 sen(Br615:i + Prriei + O1110i + 012110 + 014130 + O765 + Oosi)
—0.5w1211iWr6i sen(Bie1si + Biriei + 011106 + 012115 + 014135 + O76i + Oosi)
—0.5w1413iw76s sen(Bi615: + Br716i + 011100 + O12115 + O1413: + 765 + Oogi)
—0.5w1211iWoss sen(Bi615: + Brr16i + 011100 + O12116 + O1413: + 765 + Oogi)
—0.5w1413iwosi sen(Bie15: + Biri6i + 011106 + 12115 + 014135 + O76i + Oosi)
—0.5wrgiwoss sen(Br615i + Brriei + 011100 + O12115 + 014130 + 0765 + Oosi)

85
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ass = 50sen(f1110; — 012117 + O76i + Oosi)wiiio;
+50sen(01110; + 12117 + O76; + Oosi)wiiio;
+28.875 sen(61110i — B1211: — O1413i + O76i + Oosi)wiiioi
+28.875 sen(01110; + 012115 + O1413i + O76i + Oosi ) Wit
—100w1211s sen(f1110i — O12114 + Or6i + Bogi)wii10i
+100w76; sen(f1110i — O12116 + O76s + Oogi)witios
+100.wog; sen(f1110i — O12115 + O76i + Oogi)wi110i
+100.w12114 sen (1110 + O12113 + O76i + Gosi)wii10i
+100.wrei sen(01110s + 012116 + Or6i + Oggi)wiiios
+100.wogi sen(01110s + 012116 + Or6i + Oggi)wiiios
—57.75w121158en(01110i — 012115 — O1413: + O76i + Oosi)wit104
—57.75w1413i sen (01110 — 012115 — 014135 + Or6i + Oogi)wi110i
+57.75wrei sen (01110 — 012115 — 014135 + O76i + Oogi)wi110i
+57.75wosgi sen(01110; — 012110 — O1413: + 0765 + Oogi)wi110
+57.75wi211:8en (01110 + O12115 + O1413: + O76i + Bosi)win10i
+57.75w1413: sen (61110 + O12115 + O1413: + O76: + Oggi)wit104
+57.75wrgi sen(01110: + 012115 + 014135 + O76i + Oogi)wi110i
+57.75wogi sen (01110 + 012115 + 014135 + 0765 + Oogi) w1110
—150a76; cos(076;) + (—150.c76; — 150.cv98;) cos(B76; + Bos;)
—500r1110i €08(01110i — O12115 + O765 + Oo8i)
+50cr12115 €08(011106 — O121145 + O76i + Oosi)
—50ax76; cos(f1110i — O12114 + O76s + Oogs)
—50cx9g; cos(f1110i — 12114 + Or6i + Oogs)
—500r1110i €08(01110i + 012115 + O765 + Oo8i)
—500r12115 €0s(01110i + 012115 + O76: + Oosi)
—500v76; cos(01110i + O12115 + O76i + osi)
—500ar9g; cos(01110i + 12116 + O76: + Oosi)
—28.875ar1110i co8(01110i — 01211 — O1413: + O76: + Oosi)
+28.87512115 cos(01110; — O12116 — O1413: + O76i + Oosi)
+28.8751413: cos(01110; — O12116 — O1413: + O76i + Oosi)
—28.8750ar76; cos(f1110i — 012115 — 014135 + Or6i + Oosi)
—28.8750198; c0s(A1110i — 012115 — 014135 + Or6i + Oosi)
—28.875ar1110i cos(01110i + 012115 + O1413i + 760 + Oosi)
—28.875a12115 cos(01110i + 012115 + O1413i + 760 + Oosi)
—28.875011413i cos(01110i + 012115 + O1413: + O76: + Oosi)
—28.8750ar76; cos(f1110i + 012115 + 014135 + Or6i + Oosi)
—28.875a9g; cos(O1110i + 012117 + 014130 + O76i + Oosi)
+150w2s, sen(f76;) + 150w, sen(f76; + os;) + 150wis; sen(fzq; + Oos; )
+300wr6iwos; sen(f76; + Oog: ) + 50wis;1; sen(B1110; — O1211: + O76i + Oosi)
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+50w2; sen(01110; — 012115 + O76i + Oosi)

+50wig; sen(01110; — 012115 + O7i + osi)

—100w1211:w76i sen(B1110; — 012117 + O76i + Bosi)
—100w1211iwosi sen(f1110s — O12116 + Or6i + Oosi)
+100.wrgiwosi sen(f1110i — O12115 + O7r6i + Osi)

+50wTa11; sen(f1110; + 012117 + O76i + Oosi)

+50w2g; sen(01110; + 012115 + Ori + osi)

"’50“3&' sen(61110; + 012115 + 076 + Gos;)

+100w12115Wr6i sen(f1110: + O12115 + Or6i + Oosi)
+100.w1211iwos; sen(B1110s + O12115 + O76i + Bosi)
+100wr6iwog; sen(f1110: + 012115 + O76i + Bosi)
+28.875wi511; sen(01110; — b1211: — O1413: + Or6i + Oosi)
+28.875w7 13; sen (01110 — O12110 — O1413; + O76i + Oos:)
+28.875w3g, sen(61110; — 012115 — O1413; + O76i + Ooss)
"’28-875“381' sen(61110; — G121 — O1413: + O76; + Oosi)
+57.75w1211iw1413i sen(01110i — 012116 — 014135 + O76i + Oogs)
—57.75w12115wr6i sen(O1110i — O12116 — Or413: + Or6i + Oosi)
—57.75w1413iwr6i sen(O1110i — O12116 — Or413: + Or6i + Oosi)
—57.75w1211iwesi sen(O1110i — O1211i — O1413: + O76i + Oosi)
—57.75w1413iwesi sen(O1110i — O1211i — O1413: + O76i + Oosi)
+57.75w76iwosi sen(f1110; — 01211 — O1413i + O76: + Oosi)
+28.875wis11; 5en(01110i + 012117 + O1413; + O76; + Oosi)
+28.875w%415; sen(01110; + 012115 + O1413: + O76i + Oosi)
+28.875w2g; sen(f1110; + 01211 + O1413: + O76i + Oosi)
+28.875wig; sen(f1110; + 01211 + O1413: + O76i + Oosi)
+57.75w1211iw1413i sen (011106 + 012116 + 014135 + O76i + Oogs)
+57.75w1211iw76s sen(O1110; + 012115 + O1413: + O76i + Oosi)
+57.75w1413iw76i sen(1110i + 012115 + O1413; + O76i + Oos;)
+57.75w1211iwos; sen(b1110i + 012115 + O1413; + 765 + Oos;)
+57.75w1413iw9s: sen(O1110; + 012115 + O1413: + O76i + Oosi)
+57.75w76iwosi sen(f1110; + 012116 + O1413: + O76: + Oosi)
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azg1 = cos(Sir16:) Sen(ﬂwwi)((—w%ugi cos(01413:)
—(14134 Sen(91413i))(_ Sen(91211z‘) Sen(954z')
+ cos(f12114) cos(054;) sen(B1110; ) (— cos(fos; ) sen(br6;)
— c0s(b7¢;) sen(fgs;)) + cos(f1110:) cos(01211:) cos(bs4;)
(1. cos(B76i) cos(fos;) — 1.sen(b76;) sen(bos;)))
+(wf413i Sen(91413i) — (14134 COS(914131‘))(1- 608(912111') Sen(954i)
+ cos(054;) sen(61110:) sen(f1211:) (—1. cos(bgs; ) sen(B76;)
—1. cos(b76:) sen(fys;)) + cos(B1110:) cos(Bs4:) sen(f1211;)
(1. cos(fr6i) cos(Bgg;) — 1. sen(f76;) sen(fos;))))
+ cos(B16151) cos(Bir16i ) ((a1413i c08(01413i) — wigqzi sen(D1413;))
(—1.sen(01211;) sen(fs4;) + cos(b12114) cos(Bs4;) sen(f1110:)
(—1.cos(fgs;) sen(f76;) — 1. cos(b76;) sen(fys;)) + cos(f1110:)
cos(01211:) o8(054; ) (1. cos(b76:) cos(fgs;) — 1. sen(f76;) sen(fos;)))
+(—wiy1s; €08(01a13;) — a1a13i sen(O1a13;)) (1. cos(B1211:) sen(B4;)
+ cos(054;) sen(61110:) sen(f1211:) (—1. cos(bgs; ) sen(B76;)
—1. cos(b76:) sen(fgs;)) + cos(01110:) cos(bs4;) sen(b1211:) (1. cos(076;) cos(fos;)
—1.sen(f7¢:) sen(fog;)))) + cos(Bie1s:) cos(Biriei) (cos(14134)
(—1.(cos(B1211i)wis11; + 1211i sen(B12117)) sen(sa;)
+cos(054:) (cos(011104) (2wi110iw1211s cos(P12117)
+ai1110i Sen(91211¢)) + sen(91110i)(041211i C08(1912111') - (w%uoz- + w%211i)
sen(f1211:)))(—1. cos(fos;) sen(frq;) — 1. cos(076; ) sen(fgs;))
—1. cos(Bs4;) (sen(f1110:) (2.wi110iwi211s c08(P1211:) + 110i sen(B12114))
+cos(011104) (Wi110; + Wiang) sen(fr2114) — Larair; cos(B12114)))
(1. cos(B76;) cos(fos;) — 1.sen(br6;) sen(bgs;))) + sen(f1413;)
(—1.(a12115 cos(f12117) — L.wisyq; sen(f1211:)) sen(fs4:)
+ cos(054:)(cos(011104) (1110s cO8(f1211:) — 2wir10iw1211i sen(f12114))
—sen(011101) (WF110; + @ia117) c08(012114)
+aq211; sen(612114))) (—1. cos(Bgs; ) sen(O76;) — 1. cos(07¢;) sen(bos;))
—1. cos(B54:) (cos(01110:) ((Wi110; + Wia11s) cO8(B12114)
+aio11isen(f12114)) + sen(f1110i) (11106 c0s(f12114)
—2.wi110iwi211s Sen(f12114))) (1. cos(bre:) cos(Bog;)
—1.sen(f7¢:) sen(fg;)))) + cos(Biriei) sen(Bie15i)(cos(01413:)
(—1.(a1211; cos(f1211:) — 1.wisgq; sen(f1211:)) sen(0s4:)
+ c08(054i ) (cos(61110i) (a1110i cOs(012117) — 2wit10iwi211i sen(f1211:))
—sen(f1110) (Wi110; + wWia11) cos(B1211,)
+aq211; sen(612114))) (—1. cos(Bgs; ) sen(O76;) — 1. cos(7¢;) sen(bos;))
—1. cos(f545) (cos(01110:) ((WT110; + Wia11) cO8(B12114)
+aio11isen(f12114)) + sen(f1110i) (11106 c0s(G12114)
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—2.wi110iwi2114 Sen(f12114))) (1. cos(fre:) cos(Bog;)

—1.sen(fr6;) sen(fog;))) — sen(B1413:)(—1.(cos(01211i)wing1; + a1211i sen(H12114))
sen(fs4:) + cos(Bs4:) (cos(B1110:) (2wit10iwi211i €08(P12114) + r110i sen(B12114))
+sen(01110:) (12115 08(012115) — (Wi110; + Wia11;) sen(f12114)))

(—1. cos(fos;) sen(fr6;) — 1.cos(076;) sen(fos;)) — 1. cos(054; ) (sen(61110i)
(2.wit10iwi211i €0s(012113) + 1110 sen(f12114))

+c08(01110i) (Wi110; + Wian1) sen(fr2114) — L.araii; cos(B12114)))

(1. cos(f76i) cos(Bgg;) — 1. sen(f76;) sen(fos;))))

+1. cos(B54;) sen(Br716i) (1.a1110i €08(O1110i + O765 + Oo8i)

—1.wi110; sen(B1110; + O76i + Oosi)) + 2wrei cos(654:) (cos(Brrie:)

((0.5w12115 — 0.5w11106) sen(Bre15i — O1110i + O12115 + O14130 — O765 — Oosi)
+(=0.5w1110i — 0.5w12115) sen(Bie15: + 011106 + 012115 + 014135 + O76i + Oogi))
—L.wit10i sen(Bi716:) sen(f1110: + O76i + Oosi))

+2wog; €08 (B54:) (cos(Bi716:)((0.5w1211 — 0.5w1i1104)

sen(Bi615: — 011106 + 012116 + 01413: — O760 — O98i) + (—0.5w1110i — 0.5W12114)
sen(Bi615: + 011106 + 012116 + 014136 + O76i + O9gi)) — 1.wii10i sen(Biriei)

sen (01110 + O76i + Bosi)) — sen(Bi716:)((0.5sen(O1110; — 545 + O76i + Oos;)
+0.5sen(01110i + O54; + O76; + Oog; ) )w2y; + 0.554; cos(B1110i — 054 + O76: + Oog;)
—0.5a54i cos(01110i + O54i + O76: + O9si))

—sen(B1716:)((0.5sen(01110i — Os4i + Ori + Oosi)

+0.5sen(01110; + O54; + 761 + Oosi))we;

—0.50r76; cos(01110i — Os4i + O76i + Oos;)

—0.5a76; cos(01110i + Os4i + O76: + O9si))

—sen(B1716:)((0.5sen(01110i — Os4i + Ori + Oosi)

+0.5sen(01110i + Os4; + O76; + Oos;) )wis;

—0.5a98; os(01110i — O54i + O76i + Oogi) — 0.50x98; cos(01110i + O54i + O76i + Oosi))
+ cos(Biri6i) sen(Bie1s:) (0.5 cos(Br211; + O1413i — 54wy

—0.5co8(01211; + O1413i + O54i) w3y

—0.25co8(01110; — 012117 — O1413i — 054 + O76; + g8 ) w2y,

—0.25cos(01110i + 012115 + O1413i — Os4i + O76i + Oogi)wiy;

—0.25 cos(01110i — 012111 — O1413; + 0545 + O76i + Oosi)wiy;

—0.25 cos(f1110i + O1211i + O1413i + O5a; + O76i + Oosi)wiy,

—0.50r54; sen (012117 + 01413 — O545) — 0.5a545 sen (012115 + O1413: + O541)
+0.25a545 sen(61110i — 012116 — O1413i — O545 + Or6i + Oosi)

+0.25a54i sen (61110 + 012116 + O1413i — O545 + Ori + Oosi)

—0.25a54i sen(01110i — 012110 — 014135 + Os45 + O76s + Oss)
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—0.250545 sen(01110s + 012115 + 01413i + O54i + O765 + O9si))

+ cos(Bi716:) sen(Bie15i) (—0.25 cos(Br110; — O1211; — 014135 — Os4i + O76; + Oosi )wig;
—0.25 cos(01110i + 12117 + 01413i — 0545 + O76i + Oosi)

w3; — 0.25 cos(O1110i — 012111 — O1413i + O54i + O76i + Oosi)w2g;

—0.25cos(61110i + 012111 + O1413; + O54; + O76; + Oosi )w3g;

—0.25a76; sen(01110i — 012115 — O1413: — 0545 + O76i + Oos;)

—0.25076; sen(f1110i + 012115 + 01413 — Os4i + O76i + Oosi)

—0.25076; sen (01110 — 012115 — 01413i + O54i + O765 + Oosi)

—0.25076; sen(01110i + 012115 + 01413i + O54i + O765 + Oosi))

+ cos(Bi716:) sen(Bie15i) (—0.25 cos(01110; — Or1211; — O1413i — Osai + Or6i + Oosi)was;
—0.25cos(01110i + 012115 + 01413i — O5ai + O76; + Oosi)wis;

—0.25cos(61110i — 012111 — O1413; + O54i + O76i + o8 )wis;

—0.25 cos(01110i + 01211i + O1413i + O54; + O76; + Oosi)wis;

—0.25a98; sen(01110i — 012115 — O1413: — O545 + O76i + Oos;)

—0.250r98; sen(01110; + 012115 + 01413 — O54i + O765 + Oosi)

—0.250r98; sen (01110 — 012115 — 01413i + O54i + O76i + Oosi)

—0.250r98; sen(f1110i + 012115 + 01413i + O54i + 0765 + Oosi))

+ cos(Bi615:) cos(Bi716:) (0.5 sen (01211, + O1413: — Osai)wiy;

—0.5sen(fr1211; + O1413; + O5ai)wiy;

+0.25 sen(01110; — 01211 — O1413i — Oai + O76i + 098 )Wy,
—0.25sen(01110; + 01211 + 01413 — O54i + Ori + Oosi)wiy,
+0.25sen(61110; — 012117 — Ora13i + O54; + 76 + Oosi)way;
—0.25sen(01110; + 012115 + O1413i + O50i + Orei + Oosi)wiy;
+0.50a54; c08(012115 + 01413 — O54i) + 0.5545 cos(012115 + 01413 + O544)
+0.250r54; cos(01110s — 012110 — 014135 — Os45 + O765 + O34)

—0.250r545 cos(01110i + 012115 + 014130 — O545 + Or6i + Oosi)

—0.250r545 cos(01110i — 012118 — O1413i + O545 + Or6i + Oosi)

+0.25a545 cos(01110i + 012113 + 014130 + O545 + O76i + Oosi))

+ cos(Bi615:) cos(Bi716:)(0.25 sen(B1110; — 012117 — O1413i — O54; + O76i + Oosi ),
—0.25sen(01110; + 012117 + 01413i — Os4i + Oz6i + Oosi )W,

+0.25 sen(01110; — 012115 — O1413i + O4i + O76; + 098 )W,

—0.25 sen(01110; + 012117 + O1413; + O54i + O76i + Oosi )wag;

—0.250a76; cos(1110 — 012116 — 01413i — O545 + O76 + Oosi)

+0.25a76; cos(O1110i + 012117 + O1413; — O54i + O76: + O9si)

—0.25076; cos(01110i — 012118 — O1413i + O545 + Or6i + Oogi)

+0.25a76; cos(O1110i + 012113 + 014130 + O545 + Or6i + Oosi))

+ cos(Bi615:) cos(Bi716i)(0.25 sen(B1110; — 012117 — O1a13i — O54; + O76i + Oosi)wis;
—0.25sen(01110; + 012115 + 014130 — O50i + Or6i + Oosi)wis;

+0.25 sen(01110; — 01211 — O1413i + O4i + O76; + 098 )wis;
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—0.25sen(01110; + O1211; + 014131 + O4i + O76: + Oosi )wis;
—0.25098; cos(01110i — O12116 — 01413i — O54i + O76i + osi)
+0.25a98; cos(O1110i + 012115 + 014130 — O54i + O76i + Oos;)
—0.25cr98; cos(01110i — O12118 — O1413: + O545 + Or6i + Oogi)
+0.25a98; cos(01110i + 012117 + O1413: + O545 + O76: + O9s:))
+2w1413iWs4i cos(Bi716:) (—0.5 sen(Big1s: + Or2116 + 01413i — O54i)
—0.5sen(B1615: + 012113 + 014135 + O544)

+0.25sen(B1615i — O1110i + 012113 + 01413i — O546 — Or6i — O9si)
—0.25sen(B1615i — O1110i + 012116 + O1413: + O545 — O76i — Oosi)
+0.25sen(B1615: + 011100 + 012116 + 01413i — O54i + O76i + Oosi)
—0.25sen(B1615: + 011100 + 012116 + O1413i + O545 + O76i + Oogi))
+2w14134 €08(B17164) (0-5w12114 sen(Bie1si + 12115 + 01413 — O54)
—0.5wi2115 sen(Bi615i + G1211 + 01413i + O544)

+0.25w1110i sen(Br615i — O1110i + 012113 + 014130 — O545 — G760 — Oosi)
—0.25w12115 sen(Bi615: — O1110i + O12116 + 014130 — O545 — O76i — Bosi)
+0.25w1110i sen(Br615i — O1110i + 012110 + 014130 + O546 — Or6i — Oogi)
—0.25w12115 sen(Bie15: — 011106 + 12115 + 014135 + 540 — O765 — Osi)
—0.25w1110i sen(Bie15i + 011106 + 012115 + 01413 — 0540 + O765 + Oosi)
—0.25w12115 sen(Bi615: + O11106 + O12110 + 014130 — O545 + O76i + Oosi)
—0.25w1110i sen(Bi615i + 011106 + O12116 + O1413i + O545 + O76i + Oosi)
—0.25w12115 sen(Bis15i + 011106 + 012115 + 014135 + 0540 + O765 + O98i))
+2(wsai cos(Bi716:) (—0.5wi211i sen(Bie1si + O12116 + O1413i — O544)
—0.5w12115 sen(Br615i + 01211 + 014130 + O544)

—0.25w1110i sen(Bi615i — O1110i + O12116 + O1413i — O545 — O760 — osi)
+0.25w12114 sen(Br615i — O1110i + 012113 + 014130 — O545 — G760 — Oosi)
+0.25w1110i sen(Br615i — O1110i + 012110 + 014130 + O526 — Or6i — Oogs)
—0.25w12115 sen(Bi615: — O1110i + O12116 + O1413i + 0545 — O760 — osi)
+0.25w1110i sen(Br615i + 011100 + 012113 + 014130 — O545 + G760 + Oosi)
+0.25w12114 sen(Br615:i + 011100 + 012113 + 014138 — O545 + G760 + Oosi)
—0.25w11104 sen(Bi615i + 011100 + O12116 + O1413i + O545 + O76i + Oosi)
—0.25w12115 sen(Bi615: + 011106 + O12116 + O1413i + O545 + O76i + Oosi))
—L.wit10iwsai cos(B1110i + O76i + Oogi) sen(Bi716:) sen(Bsa:))

+wreiwosi (—0.5 cos(Bir16i — 011108 — U540 — O765 — Oosi)

—0.5 cos(Bir16i — 011106 + 540 — O765 — Oosi)

+0.5 cos(Br716i + 011100 — O54i + Or6i + Oogi)

+0.5 cos(Bi716i + O1110i + O54i + O76i + Oog;)

—0.25sen(B1615: — Bir1ei — 011106 + 012115 + 01413i — 0500 — O765 — Oosi)
—0.25sen(B1615: + Brri6i — O1110i + 012116 + 014130 — 0545 — Or6i — Oosi)
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—0.25sen(B1615: — Biriei — 011106 + 012116 + O1413: + 0545 — O76i — Bosi)
—0.25sen(B1615: + Br716i — O1110i + 012116 + 01413: + 0540 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — B17r16i + 011100 + 012116 + 01413i — O54i + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Biri6i + 011100 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + Oosi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012116 + O1413: + O545 + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Brr16i + 011100 + O12115 + O1413i + O545 + 765 + Oosi))
Fwi413iw76i(0.25 sen(Bie15i — Bi7i6i — O11106 + 012110 + 01413 — O545 — O765 — Oosi)
+0.25 sen(B1615: + Br716i — O1110i + 012116 + 014130 — O545 — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615i — Brriei — O1110i + 012116 + O1413i + 0545 — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: + Bi716i — O1110i + 012116 + 01413i + 0540 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Biriei + 011106 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + osi)
—0.25sen(B1615: — Br716i + 011100 + 012116 + 01413: + O54i + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Brr16i + 011100 + O12115 + O1413i + O545 + 765 + Oosi))
+wi413iwosi(0.25 sen(B1615: — Brriei — O1110i + 012115 + O1413i — O545 — Or6i — Oogs)
+0.25 sen(B1615: + Br716i — O1110i + 012116 + 014130 — O545 — O760 — osi)
+0.25sen(B1615: — Bi716i — O1110i + 012116 + 01413: + O54i — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: + Bi716i — O1110i + 012116 + 01413i + 0540 — O76i — osi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: + Biriei + 011106 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + Bosi)
—0.25sen(B1615: — Br716i + 011100 + 012116 + 01413: + O54i + O76i + Oosi)
—0.25sen(B1615: + Br716i + 011100 + O12115 + O1413i + O545 + 765 + Oosi))
+wsaiwrei (—0.5 cos(Biriei — 011106 — O54i — O765 — Oosi)

+0.5 cos(Bi716i — B1110i + O54i — O76i — Bosi)

—0.5 cos(Bir16i + 011108 — O54i + O76i + Oogi)

+0.5 cos(Bi716i + B1110i + O54i + O76i + Oogi)

—0.25sen(B1615: — Biriei — 011106 + 012116 + 014130 — O545 — O76i — Oosi)
—0.25sen(B1615: + Brr16i — O1110i + 012116 + 014131 — 0540 — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: — Bi716i — 011106 + 012116 + 01413i + O54i — O76i — osi)
+0.25 sen(B1615: + Brri6i — 011100 + 012116 + O1413i + 0545 — O76 — Bosi)
+0.25 sen(B1615i — Br7iei + 01110 + 012116 + O1413i — O545 + O76i + Bosi)
+0.25 sen(B1615: + Bi716i + 011100 + 012116 + 014130 — O54i + O76i + osi)
—0.25sen(B1615: — B1r16i + O1110i + 012116 + 01413i + 0541 + O76i + osi)
—0.25sen(B1615: + Bir16i + 011106 + 012116 + 014135 + 540 + O765 + O9si))
+wsaiwosi (—0.5 cos(Bir16i — 011106 — O54i — O765 — Oosi)

+0.5 cos(Bi716i — 011100 + 0545 — 760 — Oosi)

—0.5cos(Bir16: + 011100 — 545 + O76i + Oogi)

+0.5 cos(Bi716i + B1110i + O54i + O76i + Oosi)
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—0.25sen(B1615i — Br7iei — O1110i + 012116 + 014130 — 0545 — Or6i — Oosi)
—0.25sen(B1615: + Bir1ei — 011106 + 012115 + 01413i — 0500 — 0765 — Oosi)
+0.25sen(B1615: — Brr1ei — O1110i + O12110 + O1413: + O545 — Or6i — Oosi)
+0.25sen(B1615: + Brriei — O1110i + O12116 + O1413i + O545 — Or6i — Oosi)
+0.25sen(B1615: — Prriei + 011100 + 012116 + 014130 — O545 + Or6i + Oosi)
+0.25sen(B1615: + Brr1ei + O1110i + O12110 + 014130 — O545 + O76i + Oosi)
—0.25sen(B1615: — Biriei + 011106 + 012115 + 01413i + 0505 + 0765 + Oosi)
—0.25sen(B1615: + Piriei + 011106 + 012116 + 014136 + 0540 + O76i + Oosi))
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—0.25 cos(Bie15i — O1110i + 012117 + 014130 — 0545 — 760 — Oosi)wi10;
—0.25 cos(Br615i — O1110i + 012117 + O1413; + 0545 — O76i — 098i) w3110
—0.25 cos(B1615i + O1110i + 012115 + O1413: — 541 + O761 + Oosi)wii1os
—0.25cos(Bie15i + 011101 + O12117 + O1413; + O54i + O76i + O08i)w? 110,
+0.5w12114 cos(B1615i — O11106 + O12116 + 014130 — O545 — O760 — Bogi)wi110i
+0.5w1413: cos(Bi615i — O11106 + O12116 + 014130 — O545 — O76i — Bogi) w1110
—0.5ws4i cos(Bi615: — 011100 + 012117 + 014135 — O545 — O765 — Oogi ) w1110
—0.5w76i cos(Bi615: — O1110i + 012117 + 014135 — O545 — O765 — Oogi ) w1110
—0.5wos;i cos(B1615i — O1110i + 01211 + O1413i — O54i — O76i — Oogi)wi1104
+0.5w12114 cos(Br615i — O11106 + O12116 + O1413i + 0545 — O760 — Bosi) w1110
+0.5w1413i cos(Bi615: — O11106 + 012117 + O14135 + O545 — O765 — Oogi)wi110
+0.5ws4; cos(Bie15: — 011105 + 12115 + 014135 + 540 — O765 — Oogi)wit10
—0.5wrei cos(B1615i — O1110i + 012113 + 014131 + O546 — O76i — Oogi)wi1104
—0.5wos;i cos(Bi615: — O1110i + 012117 + 014135 + O545 — O765 — Oogi ) w1110
—0.5w1211 c08(B1615: + 011100 + O12115 + 014130 — O545 + 760 + Oogi)win10i
—0.5w14134 cos(Bi615: + 011106 + 012115 + 01413 — 0540 + O765 + O9si) w1110
+0.5ws4; cos(Bie15: + 11105 + 12115 + 01413 — O545 + O765 + Oogi) w1110
—0.5wr6i cos(Bi615: + 01110 + 012117 + 01413 — Os45 + O765 + Oogi ) w1110
—0.5wos;i cos(Bi615: + 01110 + 012117 + 01413 — Os45 + 0765 + Oogi ) w1110
—0.5w12114 cos(Bi615: + 011106 + 012115 + 014135 + 540 + O765 + O9si) w1110
—0.5w14134 cos(Bi615: + 011106 + 012115 + 014135 + 540 + O765 + O9si) w1110
—0.5ws4i cos(Bi615: + 01110 + 012117 + 014135 + Os45 + O765 + Oogi ) w1110
—0.5wr6i cos(Bi615: + 01110 + 012117 + 014135 + Os45 + O765 + Oogi ) w1110
—0.5wog;i cos(B1615i + O1110i + 012113 + 014130 + O545 + O76i + Oogi)wii104
+(0.5w7911; + Lwraisiwizni — Lwsaiwianns + 0.5wiy 3, 4+ 0.5w3y,
—1.wi413iWs4i) cos(Bie15i + O12115 + O1413i — O541)

+(=0.5w7511; — Lwigigiwiaiti — Lwsgiwizin; — 0.5wi 3

—0.5w2y; — L.wia13iwsai) cos(Bieisi + O1211i + O1a13i + O54i)

—0.25wi511; c08(Bi615: — O1110i + 012115 + 01413i — O54i — O76; — Oos;)
—0.25w3,15; c08(Bi615i — 011106 + 012115 + 014130 — O54i — O76i — Oosi)
—0.25w2,; cos(Bie1si — O1110i + 012117 + O1413i — O54i — O76i — Oosi)
—0.25w32g; cos(Bie1si — 011100 + 012115 + 014130 — O54i — O76i — Oosi)
—0.25w3g; cos(Big15; — 011105 + 012115 + 014130 — 0540 — O76; — Oos;)
—0.5w1211iw1413 €08(B1615: — O1110i + 012115 + 014135 — 0545 — O765 — bos;)
+0.5w12115Ws4i €08(B1e15: — 11105 + 12115 + 01413 — O340 — O765 — Osi)
+0.5w1413iwWs4i €08(B1e15: — 11105 + 12115 + 01413 — O540 — O765 — Osi)
+0.5wi211iW76i coS(Br615i — 011100 + O12115 + O1413i — 0545 — 0765 — Oosi)
+0.5w1413iw76i coS(Br615i — 011100 + O12115 + G1413i — 0545 — 0765 — Oosi)
—0.5ws4iwr6i cos(Bie15: — 011106 + 012116 + 014130 — 0545 — O760 — Oos4)
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+0.5w12114Wosi 0s(B1e15: — O1110i + 012115 + O1413i — O340 — O765 — O98i)
+0.5w1413iwosi cos(Bi615i — 011106 + 012115 + 014138 — O540 — O760 — Oosi)
—0.5ws4iwosi cos(Bi615i — 11106 + 012115 + 01413i — O540 — O760 — Oosi)
—0.5wrgiwos: cos(Bie1si — 011106 + 012116 + 01413i — 0540 — O765 — Oosi)
—0.25w3511; c0s(Bie1si — 011100 + O1211i + 014130 + O54; — O76; — O9s;)
—0.25w1413; cos(Bi615: — O1110i + 012115 + O1a13i + 0545 — 760 — O9s:)
—0.25w2,; cos(Bie15i — O1110i + 012116 + 01413: + O54i — O76i — Oosi)
—0.25w2g; cos(Bie15i — 011106 + 012115 + 01413 + O54; — O76; — O93;)
—0.25w3g; cos(Bi615: — 011106 + 012115 + O1413i + O54; — O76; — O93;)
—0.5w1211iw1413: €08(B1615: — 011108 + 12115 + O1413i + 0545 — 0765 — Oosi)
—0.5w1211iWs4i c0s(Br615i — O1110i + 012115 + O1413: + O545 — Or6i — Oosi)
—0.5w1413iWs4i c08(B1615i — O11100 + 012115 + O1413: + O545 — Or6i — Oosi)
+0.5w1211iw76i €0S(Bi615i — 011106 + 012115 + 01413 + 0540 — O760 — Oosi)
+0.5w1413iw76i €0S(Bi615i — 011105 + 012115 + 01413 + 0540 — O760 — Oosi)
+0.5ws4iw76i co8(B1615: — O11100 + 012116 + O1413i + O545 — Or60 — Oosi)
+0.5w12114Wosi €0s(B1e15: — O1110i + 012115 + O1413: + 0540 — O765 — O98:)
+0.5w1413iwosi cos(Bi615i — 011106 + 012115 + 01413 + 0540 — O760 — Oosi)
+0.5ws4iwosi cos(Bi615: — B1110i + 012115 + O1413; + 0545 — O76i — Oosi)
—0.5wreiwos: cos(Bie15i — 011106 + 012116 + 01413i + 0540 — O765 — Oo8i)
—0.25w3511; c08(Bie1si + 011106 + 012110 + O1413i — 054 + O76; + O93;)
—0.25w1 4135 c08(B1615i + 011106 + 012115 + O1413i — O545 + O765 + Oosi)
—0.25w2,; cos(Bie15i + O1110i + 012115 + 01413 — O54i + O76i + Oosi)
—0.25w2g; cos(Bi615: + 011106 + 012115 + O1413i — 054 + 076 + O93;)
—0.25w3g; cos(Bi615i + 011106 + 012115 + 014130 — O54; + 76 + O93;)
—0.5w1211iw1413: €08(B1615: + 011100 + 12115 + O1413; — 0545 + 765 + Oosi)
+0.5w12114Ws4i €08(B1615: + O1110i + 012115 + O1413: — O340 + O76: + O9s:)
+0.5w1413iWs4i €08(B1e15: + 011100 + 012115 + O1413: — O340 + O76: + O9s:)
—0.5wi211iw76i €0S(B1615: + O1110i + 012115 + 01413; — O54i + O76i + Oos;)
—0.5w1413iw76i €0S(B1615: + O1110i + 012115 + 01413; — O54i + O76i + Oos;)
+0.5ws4iw76i co8(B1615: + 011100 + 012116 + 014130 — O545 + Or6i + Oosi)
—0.5w1211iWosi cos(B1615i + O1110i + 012115 + 014130 — Os545 + Or6i + Oosi)
—0.5w1413iwos; c0s(B1615: + O1110i + 012115 + O1413; — O54i + O76i + Oos;)
+0.5ws45w9s; c0s(Bi615i + O1110i + 012115 + 01413 — 545 + 0765 + Oosi)
—0.5wreiwos: cos(Bie1si + 011106 + 012116 + 01413 — 540 + O765 + Oosi)
—0.25w75,1; cos(Bre15i + O1110i + O12110 + 014130 + O545 + 761 + Oosi)
—0.25w1413; cos(B1615: + 011105 + 012115 + O1a13i + 0545 + 761 + O9s:)
—0.25w2,; cos(Bie15i + O1110i + 012116 + O1413: + Os4i + O76i + Oosi)
—0.25w3g; cos(Bi615: + 011106 + 012115 + O1413i + 054 + 76 + O93;)
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—0.25w3g; cos(Bi615: + 011106 + 012115 + O1413i + 054 + O76; + O93;)
—0.5w1211iw1413: €0S(B1615: + 011108 + 12115 + O1413i + 0545 + 0765 + Oosi)
—0.5w1211iWs4i €08(Bi615: + O1110i + 012115 + O1413; + O54i + O76i + Oos;)
—0.5w1413iWs4i c08(B1615i + 011100 + 012115 + O1413i + O545 + O76i + Oosi)
—0.5w1211iW76i cOS(B1615i + O1110 + 012115 + O1413: + Os545 + O76i + Oogi)
—0.5w1413iw76i €0S(B1615: + O1110i + 012115 + O1413; + 0545 + O76i + Oos;)
—0.5ws4iwrei c08(Bi615i + 11106 + 012115 + O1413: + O545 + O76i + Ogi)
—0.5w1211iWosi cos(B1615i + O1110i + 012115 + O1413: + O545 + Or6i + Oosi)
—0.5w1413iWosi cos(B1615i + O1110i + 012115 + O1413i + O545 + Or6i + Oosi)
—0.5ws4iwosi cos(Bi615i + 11106 + 012115 + O1413i + O545 + O76i + Ogi)
—0.5wreiwos: cos(Bie1si + 011106 + 012116 + 01413i + 0540 + O765 + Oosi)
+0.5a12115 sen(Bie1si + 012115 + 01413 — O540)

+0.51413; sen(Bieisi + 012115 + O1413: — O544)

—0.5a54; sen(Bie15: + 012110 + 01413; — O544)

—0.5a12115 sen(B1615: + 012115 + O1413: + O544)

—0.5a1413i sen(B1e15: + 012115 + O1413: + O544)

—0.5a54; sen(Bie15: + 012110 + 01413: + O544)

+0.25a1110i sen(Bi615i — O1110i + 012110 + 014130 — 0540 — O765 — Oosi)
—0.25a12115 8en(B1615i — O1110i + 012115 + 014138 — O545 — Or6i — Oosi)
—0.251413 sen(Br615i — O1110i + 012115 + 014138 — O545 — Or60 — Oosi)
+0.25054i sen(Bi615i — 01110 + 12116 + O1413; — 0545 — 0765 — Oosi)
+0.25076; sen(Bi615i — 01110 + 12116 + O1413i — 0545 — 0765 — Oos4)
+0.25a9g; sen(Bi615: — 011106 + 012116 + 014136 — 0540 — O765 — O98i)
+0.25a1110i sen(B1615: — 011108 + 01211 + 014130 + 0520 — O765 — O98:)
—0.25012115 sen(Bi615: — 011106 + 12115 + 014135 + 0540 — O765 — Oo8i)
—0.251413 sen(Br615i — 011100 + 012115 + O1413: + O545 — Or6i — Oosi)
—0.25a54i sen(Bie15: — 011106 + 012115 + 014135 + 0540 — O765 — O98i)
+0.25076; sen(Bi615i — 01110 + 12116 + O1413i + 0545 — 0765 — Oos4)
+0.25098; sen(Bi615: — 011100 + 12116 + O1413i + 0545 — O765 — Oos4)
—0.251110i sen(Br615i + 01110 + 012115 + 014138 — O545 + O76i + Oosi)
—0.25a12115 sen(B1615i + 01110 + 012115 + 014138 — O545 + O76i + Oosi)
—0.25001413i sen(Bie15: + 011106 + 12115 + 014138 — G540 + O765 + Oosi)
+0.250545 sen(Bi615i + 011100 + 12116 + O1413i — 0545 + O76i + Oos4)
—0.25a76; sen(Bie15: + 011106 + 012115 + 01413 — 0540 + O765 + O9si)
—0.25a9g; sen(Bie15: + 011106 + 012115 + 01413 — 0540 + O765 + O9si)
—0.2501110i sen(Bis15s + 011106 + O12116 + 014135 + 540 + O765 + Oo8i)
—0.25012115 sen(Bi615: + 011106 + 12116 + 014135 + 540 + O765 + Oo8i)
—0.2514134 sen(Bi615i + 01110 + 012115 + O1413: + O545 + O76i + Oosi)
—0.25a54i sen(Bie15: + 011106 + 012115 + 014135 + 0540 + O765 + O9si)
—0.25ar76; sen(Bie15: + 011100 + 012110 + 014135 + O545 + 0765 + Oog:)
—0.25a9g; sen(Bie15: + 011105 + 012115 + 014135 + 540 + O765 + O9si)
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azz = wi413iwrei(0.25 cos(Bie1si — Prriei — 01110 + O12110 + O1413i — 0545 — Or6i — Bosi)
—0.25 cos(B1615: + P1716i — O1110i + 01211 + O1413i — 0540 — O765 — O98:)
+0.25 cos(B1615: — Bi716i — O1110i + 01211 + 01413; + 0520 — O76: — Oosi
—0.25 cos(B1615i + B1716i — O1110i + 012117 + 01413 + 0545 — O76: — Oosi
—0.25 cos(B1615i — PBr716i + O1110i + 01211 + O1413i — O545 + O76: + Osi
+0.25 cos(Bie15: + Biriei + O1110i + 012110 + O1413: — O54i + O76: + Osi
—0.25 cos(B1615i — B1716i + O1110i + 012117 + 01413 + 0545 + O76; + Oosi
+0.25 cos(Bie15: + Bi716i + O1110i + 012115 + 01413; + O340 + O76i + Osi))
+w1413iwosi (0.25 cos(Bie15: — Biri6i — 011106 + 012115 + 014135 — 0540 — O765 — Oosi)
—0.25 cos(B1615i + Prr16i — O1110i + 012117 + O1413i — 0540 — O765 — O98:)
+0.25 cos(Bie15: — Bi716i — O1110i + 01211 + 01413; + 0500 — O76: — Oosi
—0.25 cos(B1615: + Brr16i — O1110i + 012110 + O1413i + O540 — O760 — Oosi
—0.25 cos(B1615i — Pr716i + O1110i + 012117 + O1413i — O545 + O76: + Osi
(
(

—_ — — — — ~—

+0.25 cos(B1615: + Bi716i + 011100 + 012115 + O1413; — 545 + O76; + Oosi
—0.25 cos(B1615: — Bi716i + 011106 + 012110 + O1413i + O54i + O76i + Oosi
+0.25 cos(Bie15: + Biriei + O1110i + 12115 + 014130 + O545 + O76: + Oosi))
+2(w1110iws4ai cos(Bi716:) co8(P1110i + Or6i 4 Oosi) sen(bs4q)

+wsai sen(Bie15:) sen(Bir16:) (cos(P1211:) cos(B1413:) (—1.wi2115 cos(Os44)

+0.5w1110i cos(01110i — O54: + O76: + Oosi)

—0.5w1110i €08(01110i + 0541 + O765 + O9si))

+wi211i COS(954i) Sen(91211z‘) Sen(91413i)

+(w1211i €08(P1413:) cos(B1110i + Or6i + Bosi) sen(b12114)

+((0.5w12115 — 0.5w11104) €0s(O11106 — O12115 + O76i + Bosi)

+(0.5w1110i + 0.5w12114) cos(O1110i + 12115 + Or6i + O984))

sen(61413:)) sen(fs4:)) + cos(Bie1si) sen(Biri6:) (Wsai cos(P14134)

(((0.5w1110i — 0.5w12114) cos(B1110i — O12115 + O76i + Oosi)

+(=0.5w1110 — 0.5w12115) cos(B1110i + O12115 + O76i + Osi)) sen(bs4;)

—Wi12114 COS(954i) Sen(91211z‘)) + Wsai Sen(91413i)(cos(91211i)(_W1211i COS(954i)

+0.5w1110i c08(01110i — O54i + O76i + Oogi) — 0.5w1110s co8(P1110i + O547 + O76: + Oosi))
+wi211i c0s(61110i + O76i + Oogi) sen(f1211:) sen(bs4:))))

+ sen(B1615:) Sen(ﬂwwi)((—wﬁwi cos(01413i) — 1413 sen(01413:) ) (— sen(f12114) sen(bs4;)
+ cos(012114) cos(B54;) sen(61110i ) (— cos(Bgs; ) sen(O76;) — cos(O76; ) sen(fos;))

+ cos(f1110:) cos(01211:) cos(B54; ) (cos(b76;:) cos(Bgs;) — sen(Br7q;) sen(fos;)))

+(wiy13; sen(fra13:) — av1a13; c08(01413:)) (cos(B1211;) sen (54, )

+ cos(054;) sen(01110; ) sen(B1211; ) (— cos(fos;i ) sen(br76;) — cos(76;) sen(bos;))

+ cos(01110:) cos(b54:) sen(61211:) (cos(f76:) cos(Bgs;) — sen(b7¢;) sen(bos;))))

+ cos(Bie15i) sen(Biriei ) ((v1413; cos(Or1a13:) — wiggs; sen(B1a13:))(— sen(fr211;) sen(fsq;)
+ cos(f12114) cos(054;) sen(f1110:)(— cos(bos; ) sen(b7¢;) — cos(O7¢;) sen(fos;))

)
)
)
)
)
)
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+ cos(01110:) cos(61211:) cos(054; ) (cos(076;) cos(Bos;) — sen(bz;) sen(bys;)))
+(—w? 415 c08(01413i) — 1413 sen(B1413;)) (1. cos(B1211:) sen(fs4;)

+ cos(054;) sen(61110:) sen(01211:) (— cos(gs; ) sen(fzg;) — cos(f76;) sen(bos;))

+ cos(01110:) cos(b54:) sen(b1211:) (cos(b76:) cos(Bgs;) — sen(br7¢;) sen(bos;))))

+ cos(B1615i) Sen(ﬁlnﬁi)(008(914131')(—(COS(912111')W%2111- + 2115 sen(012114) ) sen(fs4q)
+ c08(054;) (cos(01110i ) (2wi110iw12117 €08(01211:) + 1110i sen(f12114))
+sen(01110i) (12117 €08(012115) — (Wi10; + Wing1;) sen(f1211;)))(— cos(Bos; ) sen(Bz6:)
— cos(f76i) sen(fgsi)) — cos(Bs4: ) (sen(f1110:)(2.wi110iw12115 COS(012114)
+arossen(f12114)) + cos(B1110i) (Wir10; + Wiarn;) sen(fiz11i)

—a12114 €08(012114)) ) (cos(O76:) cos(Bog;) — sen(bz6;) sen(fog;)))

+ Sen(91413i)(_(a1211i 608(91211i) - wfzui Sen(91211z‘)) Sen(954i)

+ COS(9541')(COS(911101‘)(0411101' COS(91211i) — 2w1110iW12114 Sen(91211z‘))
—sen(61110:) ((Wii10; + Wian1s) cos(Bi211:)

+ai211isen(f12114))) (— cos(fos; ) sen(fz6:) — cos(fr76;) sen(fos;))

— c08(054:) (co8(011104) (w1105 + Wia114) c0s(0r211) + Q12115 sen(01211,))

+ Sen(91110i)(041110i COS(912111') — 2.w1110iW12114 Sen(91211i)))(005(976i) COS(998i)
—sen(f7¢:) sen(fosi)))) + sen(Bis1s:) sen(Bi716i) (cos(P1413:) (— (2115 cos(f12114)
—wia11: sen(01211:)) sen(0s4:) + cos(0s4:) (cos(B1110:) (1110 c08(B12114)
—2w1110iw1211i sen(f12117)) — sen(f1110:) ((Wi10; + Wing1;) cOs(B12117)

+aq211; sen(612114))) (— cos(gs; ) sen(b76;) — cos(O76; ) sen(fos; ))

— co8(054i) (cos(B1110:) (Wi110; + Wiar1i) co8(B12115) + 12115 sen(fr2114))
+sen(f1110¢) (@1110i €08(012114) — 2.wir10iwW12115 sen(f12115))) (cos(Brei) cos(fos;)
—sen(f7¢;) sen(fog;))) — sen(A1413:)(—(cos(f12114 )wiagy;

+ai12114 Sen(91211i)) Sen(954i) + COS(954i)(005(911101')(2w1110¢w1211i COS(912111')
+ai110i sen(f12114)) + sen(f1110i) (12115 cos(G12114)

—(Wi110; + wWia11:) sen(B1211:)))(— cos(Bos; ) sen(fzg;) — cos(Bre;) sen(Bos; )

- COS(954i)(Sen(91110i)(2-w1110iw1211i COS(912111') + 11106 Sen(91211z‘))

+ cos(61110:) (WT110; + Wia11s) sen(f12114)

—a1211; €08(612111))) (1. cos(b76:) cos(Bgs;) — sen(B7¢;) sen(fos;))))

+ cos(Bi7161) co8(054; ) (Wi110; sen(Br110; + O76: + Oosi)

—a1110i €08(01110i + O76: + O98i)) + 2wrei 08(O54:) (((0.5w12115 — 0.5w11104)
cos(01110i — O12110 — O1413i + O76i + Oosi) + (—0.5w1110i — 0.5w12114)

cos(01110i + 012116 + 01413 + 076 + Oosi)) sen(Bis1s:) sen(Bi716:)

+ cos(B1615:) ((0.5wi110i — 0.5w12117) sen(f1110i — O12116 — 014135 + Or6i + Oogs)
+(=0.5w11106 — 0.5w12115) sen(f1110i + 12115 + 14135 + Or6i + Bos:)) sen(Bi716:)
+wi110i €os(Bi716:) sen(f1110i + Or6i + Oosi))

+2wgg; €08(054:) (((0.5w12115 — 0.5w1110s) cOS(O11106 — 12110 — O14135 + O765 + Oos:)
+(=0.5w11106 — 0.5w12115) cos(01110i + O12116 + O1413: + O76s + Oosi))
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sen(B1615:) sen(Bir16:) + cos(Bi615:) ((0.5w1110; — 0.5w12114)

sen(f1110i — 01211 — G1413i + O76i + Oogi) + (—0.5w1110i — 0.5w12114)

sen(61110; + 012115 + 1413 + O76i + Oos:)) sen(Bi716:)

+wi110i cos(Bi716:) sen(B1110i + Orei + osi))

+cos(Bi716:) ((0.5sen (01110 — O54i + O76i + Oosi)

+0.5sen(01110; + O54; + 761 + Oosi) )way;

+0.5a54; cos(01110i — O54i + O76i + Oosi)

—0.5a54i cos(01110i + O54i + O76i + O9si))

+ cos(Bi716:) ((0.5sen (01110 — O54i + O76i + Oosi)

+0.5sen(01110i + O54; + O76; + Oos; ) )w3e;

—0.5a76; cos(01110i — O54i + O76: + O9gi) — 0.5076; cos(01110i + Os54i + O76i + Oogi))
+cos(Bi716:) ((0.5sen (01110 — O54i + O76i + Oosi)

+0.5sen(01110; + 054 + 761 + Oosi) )wgs; — 05008 cos(B1110; — O54; + O76i + Oosi)
—0.5a98; cos(B1110i + 0545 + O76i + Oosi))

+wsaiwrei (—0.25 cos(Bie1s: — Brriei — O1110i + 012115 + 01413 — O540 — O765 — Oosi)
+0.25 cos(Bie15i + Brri6i — 011106 + 12115 + 01413 — O540 — O765 — Osi)

+0.25 cos(Bie15: — P16 — 011100 + 012110 + 014136 + 0545 — O765 — Oos;)

—0.25 cos(B1615i + Bi716i — O1110i + 012115 + 014135 + O545 — O765 — Ooss)

+0.25 cos(Bie15: — Brriei + 011106 + 12115 + 01413 — O545 + O765 + Oosi)

—0.25 cos(B1615: + Prr16i + O1110i + 012110 + O1413i — O545 + O76i + Oogs)

—0.25 cos(B1615i — Bi716i + O1110i + 012115 + 014135 + O545 + O765 + Ooss)

+0.25 cos(Bie15: + Piriei + 01110 + 012110 + O1413: + O545 + O765 + Oos;)
—0.5sen(B1716i — O1110i — O54i — O76: — Oogi) + 0.5sen(Bi716i — O1110i + 0545 — O76i — Oss)
—0.5sen(B1716i + 011100 — Os545 + Or6i + Oogi)

+0.5sen(B1716: + O1110i + 0540 + O76; + Oosi))

+wsaiwogi (—0.25 cos(Bie1s: — Biriei — O1110i + 012115 + 01413 — 0540 — O765 — Oosi)
+0.25 cos(Bie15i + Prri6i — 011106 + 12115 + 01413 — O540 — O765 — Osi)

+0.25 cos(Bie15: — Biriei — 011100 + 012110 + 014136 + 0545 — O765 — Oos;)

—0.25 cos(B1615i + Bi716i — O1110i + 012115 + 014135 + O545 — O765 — Ooss)

+0.25 cos(Bie15: — Brriei + 011106 + 12115 + 01413 — O540 + O765 + Oosi)

—0.25 cos(B1615: + Brr16i + O1110i + 012110 + O1413i — O545 + Or6i + Oogs)

—0.25 cos(B1615i — Bi716i + O1110i + 012115 + 014135 + O545 + O765 + Oos:)

+0.25 cos(Bie15: + Biriei + 01110 + 012110 + O1413: + O545 + O765 + Oos;)
—0.5sen(B1716i — O1110i — O54i — O76i — Oogi) + 0.5sen(Bi716i — O1110i + 0545 — O76i — O9s:)
—0.5sen(B1716i + 011100 — Os545 + Or6i + Oogi)

+0.5sen(B1716: + O1110i + 0540 + O76i + Oosi))

+wreiwogi(—0.25 cos(Bie15: — Biriei — 1110 4+ 012110 + O1413: — 0540 — O760 — Oos;)
+0.25 cos(Bie15i + Brri6i — 011106 + 12115 + 01413 — O540 — O765 — Oosi)
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—0.25 cos(B1615: — Prr16i — O1110i + 012110 + 014130 + O545 — Or6i — Oogs)
+0.25 cos(Bie15: + 16 — 011100 + 012110 + 014136 + 0545 — O765 — Oos;)
—0.25 cos(B1615i — Bi716i + O1110i + 012115 + O1413: — O545 + O765 + Ooss)
+0.25 cos(Bie15i + Brriei + 011106 + 012115 + 01413 — O540 + O765 + Oosi)
—0.25 cos(B1615: — Prr16i + O1110i + 012110 + 014130 + O545 + Or6i + Oogs)
+0.25 cos(Bie15: + Biriei + 01110 + 012110 + 014136 + O545 + O765 + Oos;)

—0.5sen(B1716i — G110 — 0545 — 0765 — Oosi) — 0.5sen(B1716i — 11108 + 0545 — O76i — Hogi)

+0.5sen(B1716: + 011100 — O54i + O76: + Osi)
+0.5sen(B1716: + 011106 + 0545 + O76: + Osi))
+sen(Bi615:) sen(Biriei) (0.5 cos(1211; + O1413: — O54i )wiy;
—0.5cos(01211; + 01413 + O54i)wiy;

—0.25 cos(01110i — 012111 — O1413; — O54i + O76i + Oosi)wiy;
—0.25 cos(01110; + 012115 + 01413: — Os4i + O76; + Oosi )wiy;
—0.25 cos(f1110i — O1211i — O1413i + O541 + O76i + Oosi)wiy
—0.25cos(01110i + 012115 + 01413 + O5ai + O76i + Oogi)wiy;
—0.5a54i sen(612115 + O1413i — O54:) — 0.5a545 sen (012115 + O1413: + O544)
+0.25054; sen(01110i — 012116 — 01413i — O54i + O76i + Oosi)
+0.25a545 sen(61110 + 012115 + O1413i — G545 + O76i + Oosi)
—0.25a545 sen (01110 — 012115 — 01413i + 540 + O765 + Oosi)
—0.25a545 sen(01110s + 012115 + 01413i + 540 + O765 + Oosi))

+sen(Bi615:) sen(Biriei ) (—0.25 cos(B1110i — O1211: — O1413: — O545 + O76i + Oosi)wg;

—0.25cos(01110; + 012115 + O1413i — O54i + O76; + 098 )W,
—0.25 cos(01110i — 012111 — O1413; + O54; + O76; + Oosi )w2g;
—0.25 cos(01110i + 012117 + O1413; + O54; + O76i + Oosi )w2e;
—0.25a7¢; sen(01110; — 012110 — 014135 — Os4i + O76i + O3s)
—0.25a76i sen(01110i + 012115 + 01413 — O540 + O765 + Oosi)
—0.25a76; sen (01110 — 012115 — 01413i + 0545 + O76i + Oosi)
—0.25076; sen(O1110i + 012115 + O1413i + 0545 + O76i + Oosi))

+ sen(Bi615:) sen(Bir16:) (—0.25 cos(O1110i — G12115 — O1413i — O544

+076; + 098 )wag; — 0.25 cos(01110i + 012115 + 014130 — 545 + Or6; + Oosi )wis;

—0.25 cos(01110i — 012111 — O1413; + O54; + O76i + Oosi)wis;
—0.25 cos(01110; + 012115 + O1413; + O54i + O76; + Oosi )wis;
—0.25a98; sen(01110; — 012110 — 014135 — Os4i + O765 + Oss)
—0.25cr9g; sen(01110i + 012115 + 01413 — O545 + O765 + Oosi)
—0.25ar9g; sen (01110 — 012115 — 01413i + 545 + O765 + Oosi)
—0.250098; sen(O1110i + 012115 + O1413: + 0545 + O76i + Oosi))
+ cos(Bie15:) sen(Bir16i) (0.5 sen(B1211; + O1413; — O54i )wiy;
—0.5sen(01211; + O1413; + O54:)way;
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sigue

+0.25 sen(01110; — 012115 — O1413i — Os4i + 076 + Oosi )Wy,

—0.25 sen (01110 + 01211 + O1413; — O54i + Or6; + Oosi ) w3y,
+0.25sen(01110; — 012115 — 014131 + O54i + O76; + Oosi)wis;
—0.25sen(01110; + O1211i + O1413i + O54i + 076 + Oosi )Wy

+0.5054; co8(012115 + 01413 — O54i) + 0.5545 cos(O12115 + O1413: + O544)
+0.250r54; c0s(01110i — 12110 — O14135 — Os4i + O765 + O934)

—0.250545 cos(61110i + 012115 + 014130 — O545 + O76i + Oosi)

—0.25a545 cos(01110i — 012118 — O1413: + O545 + Or6i + O9si)

+0.25a545 cos(01110i + 01211 + O1413: + O545 + O76: + Oosi))

+ cos(B1615i) sen(Bir16:)(0.25 sen(f1110i — O12116 — 014130 — 544

+076; + Oosi)w3s; — 0.25sen(01110; + 012117 + 014130 — O54i + O
+098i)w3g; + 0.25sen(01110; — O12110 — O1413; + O54i + O76i + Oosi)wag;
—0.25 sen(61110; + 012117 + O1413; + O545 + O76i + Oosi)wg;

—0.250a76; cos(f1110i — O1211 — 01413i — O54i + O76i + Oosi)

+0.25a76; cos(01110i + 01211 + 01413: — O545 + O76i + Oosi)

—0.25a76; cos(01110i — 012110 — O1413i + O545 + Or6i + O9s:)

+0.25a76; cos(O1110i + 01211 + 014135 + 0545 + O76i + Oosi))

+ cos(Bi615i) sen(Bir16:)(0.25 sen(f1110i — O12116 — 014130 — 544

+076; + 098 )wag; — 0.25sen(O1110i + O1211i + O1413; — O54; + O76
+09si)was; + 0.25sen(1110; — 012115 — O1413; + O54i + O76i + Oosi)wis;
—0.25 sen(f1110; + 01211 + O1413; + 541 + Or6i + Oosi )wis;

—0.250098; cos(f1110i — 01211 — 01413i — O54i + O76i + Oosi)

+0.25a98; cos(01110i + 012115 + O1413: — O54i + O76i + O9si)

—0.25ar98; cos(01110i — O12115 — 01413 + O545 + O76i + Oosi)

+0.25a9g; cos(01110i + 01211 + O1413i + 0545 + O76i + Oosi))
+2w1413:Ws4i sen(Br716:) (—0.5sen(Br615: + 012117 + O1413i — O544)
—0.5sen(B1615: + 012117 + O1413: + O544)

+0.25sen(B1615: — O1110i + 012117 + 01413; — O54 — O76: — O8:)
—0.25sen(B1615: — 11106 + 12115 + 01413i + 0500 — O765 — Oosi)
+0.25sen(B1615: + 011108 + 012110 + O1413i — O545 + O76: + O9s:)
—0.25sen(B1615: + 011100 + 012116 + O1413: + O545 + O76i + Oogi))
+2w1413i sen(B1716:) (0.5wi211i sen(Bie1si + G211 + O1413i — O544)
—0.5wi2115 sen(Bie15i + G1211 + 01413i + O54i)

+0.25w1110i sen(Br615i — O1110i + 012110 + O1413i — O546 — Or6i — O9si)
—0.25w12115 sen(Bi615: — O1110i + O12116 + 014138 — O545 — O760 — Oosi)
+0.25w1110i sen(Br615i — O1110i + 012113 + 014130 + O545 — G760 — Oosi)
—0.25w12115 sen(Bie15i — O11106 + 012115 + 014135 + 540 — O765 — Oosi)
—0.25w1110i sen(Bi615i + 01110 + O12116 + 014138 — O545 + O76i + Oogi)
—0.25w12115 sen(Bi615i + 01110 + O12116 + 014130 — O545 + O76i + Oogi)
—0.25w1110i sen(Bie15i + 011106 + 012115 + 014135 + 540 + 0765 + Oosi)
—0.25w12115 sen(Bi615i + 01110 + O12116 + O1413i + O545 + O76i + Oogi))
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asq

wi1413iWs4i (—D7.75 cos(01211i + O1413i — O544)

—57.75 cos(01211i + 01413i + O54:)

—28.875 cos(01110i — 012116 — 014131 — O54i + O76i + Bosi)

+28.875 cos(01110i + 012115 + O1413i — O545 + Or6i + Oogi)

+28.875 cos(01110i — 012110 — 01413 + O545 + Or6i + Oogs)

—28.875 cos(01110i + 012115 + G1413i + 0545 + O76: + Oosi))

+w1413iWr6i(28.875 cos(O1110i — 012118 — O1413i — Os45 + Or6i + Oogs)

—28.875 cos(01110i + 12110 + O1413i — O545 + O76i + osi)

+28.875 cos(01110s — 012115 — O1413: + Os4i + O76i + Oosi)

—28.875 cos(01110i + 012115 + G1413i + 0545 + O76; + Oosi))

+w1413iWosi(28.875 cos(O1110i — 012118 — O1413i — O545 + Or6i + Oogi)

—28.875 cos(01110i + 12116 + O1413i — O545 + O76i + Oosi)

+28.875 cos(01110s — 012115 — O1413¢ + Os4i + O76i + Oosi)

—28.875 cos(01110i + 012115 + O1413i + 545 + O76: + Oosi))

+2(ws4i(57.75 cos(01413:) + 100)(cos(b1211: ) (—w1211i cos(O54;)

+0.5w1110i co8(01110i — U545 + O76i + Bosi)

—0.5w1110i €08(A1110i + O54i + O76i + O98i))

+wi2117 €0s(61110i + O76i + Oosi) sen(Bi2115) sen(fs4:))

—57.75ws4; sen(61413: ) (((0.5w11106 — 0.5w12117) cos(O1110i — O12115 + O76i + Oosi)
+(=0.5w1110i — 0.5w12117) cos(O1110i + O12115 + O76s + Oosi)) sen(Os4;)

—wi211; €08(0354; ) sen(01211;))) + cos(O54: ) w2y, + vsai sen(Bsa;)

(cos(076:)(—150. cos(fgs;) — 150.) 4+ 150. sen(f76;) sen(bos;) — 50.)

+ cos(054) sen (076 ) (150. sen(Bog; )wg; — 150.c076; — 150.ac76; cos(Bogi))

+ cos(076: ) (—150. cos(fosi )wag; — 150.w3s; — 150.c76; sen(fgs; )

+2ws4iwos; (cos(01211: ) (57.75 cos(b1413:)

+100)(0.5 cos(01110; — O54; + 76 + Oosi) — 0.5 cos(01110; + O54; + O76i + Oosi))
—28.875(1. cos(01110; — O54i + O76i + Bosi)

—c08(01110i + O54i + O76; + Oosi)) sen(f1211;) sen(61413:)

+ sen(654;)(150. cos(fys; ) sen(bre;) + 150. cos(O76;) sen(fos;)))
+2ws4iwr6i(cos(012114 ) (57.75 cos(01413:) + 100)(0.5 cos(01110; — O54:; + O76i + Oosi)
—0.5cos(01110i + O54i + O76i + Oosi)) — 28.875(1. cos(f1110i — Os4i + O76: + Osi)
— c08(01110i + O54; + O76; + Oos;)) sen(f12114) sen(b1413:) + sen(fs4;)((150. cos(fos;)
+150.) sen(f76;) + 150. cos(f76; ) sen(fos;)))

+57.75 (cos(f1413: )wi413; + 1a13i sen(f1413;)) (1. sen(f1211;) sen(fs4:)

+ cos(012114 ) cos(B54;) sen(61110:) (1. cos(Bgs;) sen(b76;) + cos(O76; ) sen(fos;))

+ cos(f1110:) c08(01211:) cos(B54; ) (1. sen(br6;) sen(bgs;) — cos(b7;) cos(bos;)))
+2wrgiwosi (cos(012114 ) (—57.75 cos(61413:) — 100.) cos(bs4i) cos(01110: + O76; + Oosi)
+(28.875 cos(01110; — O54: + O76; + Bosi)
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+28.875 cos(01110; + O54; + O76i + Oos;)) sen(612114) sen(1413:)

+ cos(054; ) (150. sen(B76;) sen(fos;) — 150. cos(f76;) cos(bos;)))

+57.75 (wiy13; sen(01413;) — a1a13i cos(01413:)) (cos(01211;) sen(fs4;)

+ co8(054; ) sen(B1110; ) sen(B1211:) (— cos(bgs; ) sen(br76;) — cos(076;) sen(bys;))

+ c08(01110: ) cos(054;) sen(61211:) (cos(b76i) cos(Bgs;) — sen(b7¢;) sen(bos;)))
—57.75sen(01413;) (—(cos (012114 )winy1; + 1211i sen(B111;)) sen(fsa;)

+ c08(054; ) (cos(01110i) (2wi110iw1211i c08(f1211:) + @1110i sen(b12114))
+sen(611104) (r211i cos(Br2111) — (Wii10; + Wian1s) sen(f1211:)) (= cos(bgs;) sen(Bre;)
— cos(f76i) sen(fgs;)) — cos(Bs4: ) (sen(f1110i)(2.wi110iw12115 COS(012114)
+an10isen(f12114)) + cos(01110i) (Wi110; + Wian;) sen(fr2114)

—a1211i €08(012114))) (cos(b76:) cos(Bgs; ) — 1. sen(br¢;) sen(fos;)))

+(57.75 cos(01413:) + 100)(— (1211 co8(01211:) — Wigyy; sen (12114 )) sen(Ps4;)
+cos(0544)(cos(011104) (1110i cOs(f1211:) — 2wir10iw12114 sen(f12114))
—sen(01110i) (Wi110; + Wia11) c08(012115) + @rz1i sen(f12114))) (— cos(bgs;) sen(676:)
— cos(076;) sen(fosi)) — cos(B54;) (cos(B11104) (wWit10; + Wiani) cos(0r2114)
+aq211; sen(f1211:)) + sen(f1110:) (@1110i cos(012114)

—2.w1110iwi2117 sen(f1211:)) ) (cos(B76:) cos(Bosi) — sen(Bz6;) sen(fos;)))

+(57.75 cos(f1413:) + 100)(— sen(f1211:) (avsai cos(fs4i) — wiy; sen(Bs4;))

+ cos(01211:) sen(01110:) (cos(B5ai)wis; + sai sen(Bsa:)) (cos(Bos; ) sen(Breq )

+ cos(676;) sen(fgs;)) — 1. cos(01110:) cos(@lglli)(cos(954i)w§4i

+asg; sen(Bs4:) ) (1. cos(b76:) cos(fos;) — 1. sen(b76;) sen(bos;)))

+ c08(054: ) (—150. cos(B76; + Oogi )wias; — 150.cros; sen(Bze; + Oog;))

+2wrg; c08(054; ) ((57.75 cos(01413:) + 100)(1.(w1110: cos(f1211:) sen(b1110:)
+wi211i co8(01110:) sen(B12114) ) (1. cos(fos; ) sen(fr6;) + 1. cos(O76; ) sen(fos;))
+(w1110i cos(P1110i) cos(f1211:) — wiz11i sen(B11104) sen(B12114)) (1. sen(b76;) sen(Oog;)
— co8(076;) cos(fos;))) — 57.75 sen(01413:)((0.5w1110; — 0.5w12114)

sen(61110i — 012116 + O76: + Oogi) + (—0.5w1110i — 0.5wW12114)

sen(601110i + 01211i + O76; + 09s:))) + 2wos; cos(054;) ((57.75 cos(f1413:) + 100)
((wi110i cos(P12114) sen(b1110i) + wi211i cos(61110:) sen(B12115))(cos(bos; ) sen(Bze:)
+ COS(9761') Sen(998i)) + (wllloi 605(911101') COS(912111')

—wi2114 sen(01110:) sen(012114)) (sen(bre;) sen(fog;) — cos(B76:) cos(fosi)))

—57.75 sen(01413:) ((0.5w1110i — 0.5w12114) sen(B1110i — O1211i + O76i + Bosi)
+(=0.5w1110i — 0.5w12117) sen(B1110; + 12117 + O76i + osi)))

+28.875 sen(61211;) sen(H1413:) (cos(01110; — O54; + O76i + Oosi )wg;

+ c08(01110i + 054 + Orpi + Oosi)wre; + zes sen(1110; — Osai + Orgi + Oos;)
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+arei sen(01110i + Osai + Or6i + Oogi)) + 28.875 sen(f12114) sen(61413:)

(cos(B1110i — Osai + Or6i + 098 )was; + cos(B1110i + O54i + 76 + Oosi)was;

+vg; sen(61110i — O54i + O76; + Oosi) + g sen(01110; + O54; + O76i + Oosi))
+cos(612111) (57.75 cos(01413:) + 100)(—0.5 cos(f1110; — O5ai + O76i + Oosi)wi;
—0.5cos(01110; + O54i + 076 + Oosi )wrg; — 0.5avre; sen(B1110; — O54; + O76; + Oos;)
—0.5a76i sen(611105 + 54 + O76i + bosi)) + cos(612114) (57.75 cos(61413:)
+100)(—0.5cos(B1110; — Osa; + Or6i + Ooss Jws;

—0.5cos(01110; + Os54i + 076 + Oosi )wis; — 0.5awgs; sen(B1110; — O54; + O76; + Oos;)
—0.5a9g; sen(61110i + O54; + O76i 4 Oosi)) — 57.75 sen(01413:) (cos(P12114) (v54: cOS(0541)
—w2,;sen(0s4:)) + sen(B1211;)(—0.5 cos(01110; — O54i + O76i + Oosi w2y,

—0.5¢c08(01110i + 0545 + Or6; + Oosi )way; + 0.5054; sen(B1110; — O54i + O76: + Oos;)
—0.5a54i sen(01110i + 0545 + Or6i + Oogi)))

+2(—=57.75w1413; €08(61413i) (—w12115 sen(f1211;) sen(bs4;)

+ c08(054i ) (w1215 cos(b12117) sen(B1110:)

+wi110i COS(91110i) Sen(91211i))(_ COS(HQSi) Sen(976i) - COS(9761') Sen(998i))

+ 008(954i)(w1211i 608(91110i) COS(912111') — W11104 Sen(91110i) Sen(91211i))(COS(976i) COS(998i)
— sen(076;) sen(fogi))) — 57.75w1413: sen(B1413;) (cos(Pi211:) (—1.wi211; sen(fs4;)
—0.5w1110: sen(1110i — Os54i + Or6i + Oogi) — 0.5w1110i sen(f1110i + O54i + O76i + Oosi))

—w12115 €08(054;) cos(61110: + O76i + Oosi) sen(12114)))



Apéndice B
Generacion de la trayectoria.

El movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos partes. Una trayectoria lineal o
curva en el espacio que sigue un punto del cuerpo (el centro de gravedad o el érgano terminal de
un manipulador) y la orientacién angular del cuerpo. Ambas partes deben satisfacer condiciones
de posicion, velocidad y aceleracién tanto lineal como angular y ser realizadas en un tiempo
determinado. A continuacion se desarrollan la trayectoria lineal y angular del cuerpo en funcién
del tiempo.

Trayectoria Lineal.

El propésito de generar una trayectoria es establecer los puntos de referencia, al sistema de
control de movimiento del mecanismo [6]. Lo cual asegura que el mecanismo recorrera el camino
planeado.

Se define la curva en el espacio como una recta para el movimiento a seguir por un punto del
cuerpo.

La ecuacién vectorial de posicién se define a partir de la figura B.0.1:

R = Q+S
= Q+su

Donde s es la magnitud del vector S y u es el vector unitario que define la orientacion de S

. Para definir R en funcion del tiempo, se requiere que la magnitud s , cambie con respecto al
mismo, es decir:

R(t) = Q+ s(t)u (B.0.1)

Figura B.0.1: Trayectoria Recta.
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A partir de la ec. B.0.1, las ecs. vectoriales de velocidad y aceleracién se definen como la
primera y segunda derivada respecto al tiempo:

V(i) = 3()u
A) = 3()u (B.0.2)
Donde Q y u no varian respecto al tiempo, ya que estan definidos por puntos fijos en el es-

pacio. La magnitud s(¢) debe satisfacer condiciones iniciales y finales de posicién, velocidad y
aceleracion, es decir debe satisfacer seis condiciones, segin se muestra en la siguiente figura:

h

Vimax o

T 101 s

@max =

~8max S

fo t[s] g

Figura B.0.2: Graficas del perfil quintico.

La primera grafica indica el cambio de magnitud del vector S , que ira variando de 0 para un
tiempo inicial ¢, a h para un tiempo final ¢; , ¢, y t; son definidos de manera arbitraria, donde
h=[S|.

La segunda grafica es la rapidez con que la magnitud del vector S cambia respecto al tiempo.
Es decir, es la rapidez con que realiza el traslado del punto p; a ps , para un tiempo inicial ¢y y un
tiempo final ¢;.

La tercera grafica es el cambio de la rapidez (aceleracién) con que la magnitud del vector S
cambia respecto al tiempo, para un tiempo inicial ¢y y un tiempo final ¢;.

Para satisfacer las seis condiciones, se empleara un polinomio de quinto grado, ya que este
cuenta con 6 coeficientes a determinar. De esta manera, se tiene:

s(t) = ag+ait+ ast® + azt® + ast* + ast®
$(t) = a1+ 2ast’ + 3ast® + dast® + Sast?
5(t) = 2ag+ 6ast + 12a4t* 4 20ast? (B.0.3)

Debido a que existen condiciones iniciales y finales de velocidad y aceleracién, se obtienen las
derivadas respecto al tiempo del polinomio de s(t). Para ¢, = ¢t = 0 (el valor de 0, es asignado
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arbitrariamente) se tienen las 3 condiciones iniciales:

i) =
i) = 0 (B.0.4)

al sustituirlos en las ecuaciones B.0.3 se tiene:

O=ay — ag=0
O0=a1 — a1 =0

0= 2@2 — a9 = 0 (BO5)
parat = ts se tienen los valores:
s(t) lps = pil
5t) = 0
5t) = 0 (B.0.6)

Donde p; = (zi,¥:, 2:) y ps = (x5, yy, z¢) significan coordenadas de los puntos inicial y final de
la trayectoria respectivamente, la magnitud de la diferencia entre ellos, representa la distancia
h que necesitamos recorrer en la linea recta. Al sustituir ecs. B.0.5 y B.0.6 en B.0.3 se obtiene:

lpr —pill = ast® + ast* + ast®
0 = 3ast? + 4dast® + Sast*
0 = 6ast+ 12a4t* + 20ast®

el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:

3 4 5
ty ts 3 as lpy — pill
3t7 4t} 5t ay | = 0 (B.0.7)
6ty 12t3 20t} as 0

al resolver el sistema de la ec. B.0.7 se obtienen los coeficientes restantes:

5 3

az =
4
t
(47} = —15 <E>
¢ 5
as = 6(—) (B.0.8)
ty

Sustituyendo B.0.5 y B.0.8 en B.0.3 y factorizando:

i 3 4 5
t t t
t) = lps—pill |10(=) —15(—= 6(—
o o7 =il <tf> (ff) " (W)]
42 43 4
8(t) = llps —pill 3075 — 607 +30-
LUy i i
i} [ ¢ £ 3
() = lps = pill {6055 — 18077 + 120 (B.0.9)
LYy i 7

Donde la trayectoria planeada consta de un punto inicial py y un punto final p;, un tiempo ¢
para realizar el movimiento y ¢; tiempo final para terminar el movimiento.
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Reescribiendo las ecs. B.0.1 y B.0.2 en funcién de los puntos de la recta:

R(t)= Q+s(t)lu =(p;—0)+ S(ﬂ%
V(t) = 5(t)u = S(t)%
A= Ho g(t)% (B.0.10)

Sustituyendo ecs. B.0.9 en ecs. B.0.10, se obtienen finalmente las ecuaciones vectoriales de
posicion, velocidad y aceleracién que debe seguir la plataforma mévil:

£\? t\* £\°
R(t) = pi+ |10 (—) -15 (—) +6<—> (pr —pi)
ty ty ty
12 t3 t
V() = |30 — 605 +305| (s — pi)
f f f
t t2 t3
A(t) = |60 — 180 + 120 | (py — pi) (B.0.11)
£ t 5
Orientacion Angular.

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, aclarando que para este caso, solo se
desea pasar de valores iniciales a finales, para la posicion, velocidad y aceleracion angular de
la plataforma mdvil, ya que no se requiere cumplir con una trayectoria particular en el espacio.
Esto conducir4 a las siguientes ecuaciones:

3 4 5
B(t) = Bi+ |10 (%) - 15 (%) +6 <ti> ] (B — Bi)
s i s

. 2 3 4
Bt) = [30%3 - GOE—4 + 30;;—5 (B — Bi)

7 i i
. t t2 3
B(t) = [605 - 1805 + 120;—;,] (By — Bi) (B.0.12)

Donde el vector 5 = (¢, 6, ¢). De la misma manera 3 = (¢;,0;,¢:) y 8 = (¢5,0, ¢5) se refieren
a los valores iniciales y finales.
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