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Capitulo 1

Introduccion

Algunos problemas quimicos recurrentes surgen del entendi-
miento de la estructura molecular, es decir, de cdmo se relacionan
en el espacio los dtomos y las moléculas, y como éstas interac-
cionan en un cristal. Para abordar estos problemas se puede acu-
dir a una gran cantidad de técnicas analiticas. Algunas de éstas
requieren de la comprensién de la naturaleza cuantica y de las
propiedades de simetria de los sistemas [1]. Vistos desde la me-
canica cuantica, los sistemas atdmicos y moleculares (cuando no
hay dependencia temporal) estan descritos por su espectro de ni-
veles de energia y por los vectores de estado \¢§“> Los niveles de
energia corresponden a los valores propios del operador hamilto-
niano, #, del sistema, Un analisis detallado del espectro permite
abordar la interaccidon entre la materia y la radiaciéon electromag-
nética, de modo que es posible caracterizar a los sistemas, asi
como describir la reactividad a nivel molecular. Para distinguir los
niveles, y vectores de estado que los acompafan, se les asigna
un conjunto de etiquetas, numeros cuanticos. Esta asignacion se
realiza a través de lo que se conoce como un conjunto completo
de operadores que conmutan (CCOCQC) [2].
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Si una operacion sobre las coordenadas de un sistema deja la
distancia entre todo par de puntos sin alterar, se conoce como
transformacién ortogonal, y es de simetria cuando deja el Hamil-
toniano del sistema invariante; como ejemplo de operaciones de
simetria estan las rotaciones, las reflexiones y las traslaciones.
El conjunto maximal, es decir el de mayor numero de transfor-
maciones de simetria que dejan invariante determinado sistema
forma un grupo algebraico y define la simetria de dicho sistema.
Es posible asociarle a cada transformacidén un operador que actla
sobre funciones, lo cual, a su vez, constituye un homomorfismo
del grupo antes mencionado [3].

En mecdnica cuantica se dice que dos estados de un sistema
estan degenerados si pertenecen al mismo nivel de energia, es
decir que, dado un Hamiltoniano, cuando dos o mas funciones
de onda linealmente independientes comparten el mismo valor
propio [2]. El grado de degeneracién es una cantidad adimensio-
nal que cuenta el niumero de estados propios que presentan el
mismo valor propio [4]. La degeneracion que presenta un espec-
tro es reflejo de la simetria del sistema. Cada sistema muestra
degeneraciones caracteristicas cuya dimension corresponde con
la de las representaciones irreducibles del grupo de simetria que
describe al sistema [5]. El estudio de la degenaracion se puede
utilizar para hacer anélisis espectroscépicos, abordar problemas
de magnetostatica y comprender aspectos sobre la reactividad y
mecanismos de reaccion [6].

Perturbaciones internas o externas en el sistema pueden pro-
ducir reducciones de simetria. En fisica, usualmente el rompi-
miento de simetria se debe a un campo magnético o eléctrico
uniforme. En quimica, un ejemplo de reducciéon de simetria se
tiene al reemplazar o intercambiar atomos o grupos funciona-
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les en una molécula con determinada simetria para terminar con
una especie de menor simetria [7]. Una perturbacién interna es,
por ejemplo, lo que se observa en el efecto Jahn-Teller que esta
basado en la observacién del comportamiento de sistemas poli-
atdmicos usando Teoria de Grupos y trata la inestabilidad de las
configuraciones moleculares en estados electrénicos degenera-
dos. Es decir, la presencia de una perturbaciéon vibracional sobre
la conformacién de mayor simetria de una molécula, en la que se
tenga estados electrénicos degenerados, puede causar una dis-
torsion geométrica espontanea, disminuyendo la simetria y re-
moviendo la degeneracién [8]. Otro ejemplo de rompimiento de
degeneracidon en espectroscopia son las resonancias magnéticas
(nuclear y paramagnética electronica), en donde la aplicacacién
de un campo magnético externo produce una separacion de los
estados de espin que en su ausencia tenian la misma energia [2].

Cuando se ha asignado un grupo de simetria a un sistema,
para todos los niveles en los que se satisface que la dimensién
de las representaciones irreducibles es consistente con la dege-
neracién, se dice que se presenta degeneracién normal. Ademas
de la degeneracidén normal existe la degeneracion accidental, la
cual se define como aquella que no se deriva de un analisis de la
simetria geométrica evidente del sistema en el espacio de confi-
guraciones. Si la degeneracion accidental aparece en forma sis-
tematica, entonces se espera que el grupo de simetria supuesto
sea un subgrupo y por lo tanto debe existir un grupo de sime-
tria mayor [5]. Cuando se presenta degeneracién accidental se
tienen dos o mas funciones propias que tienen representaciones
irreducibles distintas asociadas a una misma energia. Al tomar
la verdadera simetria del sistema, es decir al tomar la simetria
completa del hamiltoniano, las representaciones irreducibles del
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grupo de simetria deberan tener las dimensiones que las dege-
neraciones presentan, transformando la degeneracién accidental
en normal [9].

Muchos sistemas cudanticos que presentan degeneracién ac-
cidental han sido estudiados y, en la mayoria de los casos, se
ha logrado identificar el grupo de simetria completo. Entre los
mas conocidos que presentan degeneracion accidental son: osci-
lador armonico tridimensional isotrépico y particula en un poten-
cial central coulombiano (dtomo de hidrégeno) [10].

Un caso que llama la atencién es el espectro de una particula
atrapada en una caja cubica con paredes infinitas, el cual presen-
ta degeneracion accidental al considerar O, como grupo de sime-
tria [11]; aunque la solucién mecanico cuantica de este sistema
puede ser considerada como simple, su analisis de la degenercion
esta lejos de ser trivial.En este trabajo se analizara la degenera-
cion normal y accidental de la caja cubica, para encontrar una
descripcidn unificada de la simetria del sistema. A partir del gru-
po encontrado se efectuarda un analisis de las representaciones
irreducibles mediante el rompimiento de simetria.

Para lo que sigue en este trabajo: En el capitulo 2 se encuen-
tran los antecedentes, donde se trata la solucién de una particula
en una caja con paredes impenetrables, la degeneracion acciden-
tal y algunos conceptos de la teoria de representaciones de gru-
pos necesarios para el desarrollo del trabajo. La metodologia se
presenta en el capitulo 3, donde se explica el método de funcio-
nes propias y la induccién. La proyeccién de los estados propios,
utilizando el método de funciones propias; la identificacidén de las
transformaciones que conectan los estados accidentalmente de-
generados, el establecimiento de un nuevo grupo de simetria y
la subsecuente construccidon de las representaciones irreducibles
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por medio de induccién, asi como el analisis del rompimiento de
simetria de la caja cubica hacia el paralelepipedo de lados distin-
tos, se encuentran en el capitulo 4. Finalmente las conclusiones
se exponen en el capitulo 5.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Particula en una caja

Uno de los sistemas mas simples que presentan degeneracién
accidental es la particula en una caja con paredes impenetrables,
ya sea en dos o tres dimensiones . En 1996 en Leyvraz et al [12]
se encontrd un nuevo grupo de simetria que explica la degenera-
cion accidental de la particula en una caja cuadrada. La simetria
geométrica del sistema corresponde al grupo puntual C,, y los
elementos adicionales necesarios para definir el grupo comple-
to de simetria corresponden a un conjunto de transformaciones
continuas [12]. La forma del generador de las transformaciones
que forman el grupo continuo fue anticipada por Shaw [13]. Dado
que el nuevo grupo de simetria contiene transformaciones tanto
continuas como discretas, la construccion de las representaciones
irreducibles resulta no trivial. El nuevo grupo para la particula en
una caja cuadrada tiene una analogia con los grupos espaciales
que aparacen en el estudio de cristales. El subgrupo de trans-
formaciones continuas es analogo al grupo traslacional, mientras
que el subgrupo de transformaciones discretas corresponde al

6
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grupo puntual cristalografico [12], esta analogia marca la pau-
ta para la construccidon de las representaciones irreducibles del
nuevo grupo.

Una particula en una caja impenetrable tridimensional de la-
dos a, b 'y ¢, como la mostrada en la Figura 2.1, cumple con las
siguientes condiciones a la frontera:

{V(x,y,z)ZO;OSxSG;OSySb;OSzSC (2.1)

V(z,y,2) =00; a<x <oo;b<y<oo;c<z<o0;
lo cual implica que las funciones de onda ¥, ,,., (z,y,2) = 0 se
anulan en la frontera. El hamiltoniano es:

h2
—— YV, ons +V (2,,2) = BV s (2.2)

2m

Dentro de la caja los estados propios estan dados por:

(FIVoimans) = Uny (2)Un, (1) Vs (2), (2.3)

\/gsen (mrz);

con

Un, ()

770712(9) = \/gsen (”%;Ty) : (24)
Una(2) = /2 sen (222)

donde Vn; € Z*. Los correspondientes valores propios son:

h2 2 2 2 2
By = <ﬁ+@+@>, (2.5)

2m \a?2 b? 2

donde m es la masa [2].

Al hacer un andlisis de la degeneracidn es posible percatarse
gue el sistema puede exhibir los siguientes tipos de degeneracion:
a) Cuando dos o mas lados son iguales.
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00 )] 4% A

T w

Calx)
// (0,2,0) >
(a,0,0) J

Figura 2.1: se muestran los generadores del grupo O;, que estan dados por dos ejes de
rotaciéon Cy y la inversién (I).

b) Cuando los lados de la caja son conmensurables: Cuando se
satisface que la longitud un lado es multiplo entero de la longitud
de otro. Siendo L, y L, lados de la caja, en virtud de la expresidén
(2.5) el estado (n,,n,) tiene la misma energia que el estado (n},n!)
Sin;:Li—ZyYn;:Lz—:z.
c) Degeneracidn pitagorica: Cuando los numeros cuanticos cum-
plen con relaciones pitagoricas, (n? 4+ n3 + n3 = nf + n¥ + n¥).
En esta tesis se considera Unicamente la degeneracion de tipo
(a), que es la que se debe al incremento de simetria de la caja.
Suponiendo a # b # ¢ se tiene un prisma rectangular, cuyo
grupo puntual es D,,, donde para cada nivel de energia hay un
estado Unico |¥,,,,,.,), por lo tanto no se presenta degeneracion.
Al incrementar la simetria se tiene un prisma de base cuadrada
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con la condicion a = b # ¢ y corresponde al grupo puntual D,,; este
sistema presenta degeneracion cuando E,,,,n, = Ennns, €Ntonces
se tiene el subespacio bidimensional de estados propios degene-
rados dado por L = {|Vynons)s | Wnoning); 71 # not. Cuando se tiene
un cubo, es decir a = b = ¢, el grupo puntual es O, y se tienen
tres tipos de subespacios, de entre los cuales se puede recono-
cer un subespacio tridimensional, £3 = {|Vum), [Yomn)s [Ymnn) tr Y
un subespacio hexadimensional, £ = {|V,,,nyn5); 71 # N2 # n3}, que
presentan degeneracién [3]. Un observacion interesante es que
es posible interconvertir funciones de estados degenerados me-
diante la aplicacién de las operaciones de simetria en el grupo
asignado. Cuando lo anterior ocurre se dice que se tiene degene-
racion natural; pero si es imposible relacionar un par de funciones
degeneradas con las operaciones de simetria disponibles, enton-
ces se dice que se tiene degeneracidon accidental, y su presencia
suele apuntar a que el grupo supuesto no refleja la simetria to-
tal del sistema. Entonces, surge el problema de identificar los
elementos de simetria no contemplados en el grupo supuesto,
y subsecuentemente encontrar el grupo en donde se incorporan
estas nuevas operaciones. Para tratar este problema, es nece-
sario recurrir al lenguaje en el que las propiedades de simetria
se enuncian matematicamente, es decir, la teoria de representa-
ciones de grupos. Dentro del marco de esta teoria se puede dar
una definicién formal a ambos tipos de degeneracion; de manera
gue, ademas de contar con criterios confiables para reconocer-
las, se tenga una caracterizacion lo suficientemente desarrollada
que permita proponer estrategias para conectar los estados ac-
cidentalmente degenerados. La teoria de grupos también provee
de las metodologias necesarias para construir el nuevo grupo a
partir de un grupo de menor orden, asi como para analizar las
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consecuencias de las rupturas de simetria.

2.2. Conceptos de Teoria de Grupos

2.2.1. Grupo

Los elementos A, B y C forman un grupo G = {A,B,C,...}, si
dada una ley de composicidon designada por o que relaciona los
elementos, cumple con las siguientes condiciones [14]:

a) Condicidon de cierre: La composicién de cualquier par de ele-
mentos, a y b en G también es un elemento de G, Va,b € G; aob €
G, boa € G.

b) Asociatividad: Va,b € G; ao(boc) = (aob)oc.

c) Elemento identidad: Usualmente designado por E, I o0 ¢; tiene
la propiedad de que eoa =aoe=a, Va € G.

d) Inverso: Para todo elemento a« de G hay otro elemento que
también forma parte del grupo tal que aob = boa = ¢, donde b
recibe el nombre de inverso y se simboliza como b = a~!.

El nimero de elementos de un grupo |G| se denomina orden
del grupo [3]. Un grupo finito es aquel que contiene un ndmero
finito de elementos y necesariamente es discreto; en cambio un
grupo infinto es aquel que tiene un numero infinito de elementos,
y puede ser discreto o continuo. Un ejemplo de grupo continuo
es el conjunto de rotaciones en el plano.

Si se puede seleccionar un conjunto de elementos H que per-
tenecen a G y forman un grupo bajo la misma ley de composicién
de G, entonces H es un subgrupo de G (G D H). Por la propiedad
de transitividad si H es un subgrupo de G y K es un subgrupo de
H, entonces K es un subgrupo de G, G > H D K [3].

Los generadores de un grupo forman el minimo conjunto de



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 11

elementos a partir de cuyos productos y potencias se pueden ob-
tener todos los elementos del grupo. Cuando todos los elementos
de un grupo conmutan entre si, se dice que el grupo es conmu-
tativo o abeliano [7].

2.2.1.1. Grupo de simetria

A las transformaciones que dejan un sistema invariante se les
conoce como transformaciones de simetria. Estas pueden ser ex-
presadas en términos de operaciones fundamentales tales como,
por ejemplo: rotacién de un angulo alrededor de un eje, refle-
xion a través de un plano y desplazamiento paralelo o traslacion
-tanto en el espacio como en el tiempo-, y sus combinaciones.
El conjunto de trasformaciones de simetria de un sistema dado
forman un grupo que se le conoce como grupo de simetria [14].

Los grupos de simetria pueden clasificarse en continuos y dis-
cretos. Entre los primeros se puede mencionar a las rotaciones
en un espacio euclidiano de n dimensiones, designados por SO(n),
ya que los angulos que las definen son variables continuas. Por
otra parte las reflexiones, las rotaciones sobre multiplos enteros
de un angulo fundamental y las traslaciones por un niumero ente-
ro de unidades espaciales forman grupos discretos. Si un grupo
de simetria se caracteriza porque sus transformaciones dejan in-
variante al menos un punto del espacio, entonces se le conoce
como grupo puntual. Como ejemplos de éstos se tienen los gru-
pos puntuales moleculares y los cristalograficos de amplio uso en
teoria molecular y estado sélido [3].
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2.2.1.2. Grupo Intrinseco

Para cada elemento R € G es posible definir un operador R,
en el espacio L que forma el espacio de representaciones, bajo la
definicién

RS = SR (2.6)
para todo vector S € L [15]. El grupo formado por operadores R
se le conoce como grupo intrinseco de G, G. De acuerdo a (2.6)
la accidn del operador R sobre el vector S da un nuevo vector SR,
por lo tanto siendo S y T son vectores de L,

RST = R(ST) = STR. (2.7)

Si suponemos que la regla de multiplicacién para el grupo G es
RS = U entonces,

SRT = STR=TRS =TU = UT, (2.8)

por lo tanto SR = U. De lo anterior se observa que hay una corres-
pondencia entre los elementos de R y R, formando un grupo G
anti-isomorfo a . Dado que RS = SR, G conmuta con G [15,16].
Se tiene entonces el espacio de representaciones del grupo
intrinseco ¢ ,
RyRe =) Dae(Ry) Ry = ReR, (2.9)
a=1

donde D,.(R;) es la represnetacion del grupo intrinseco G [15].
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2.2.2. Clases
2.2.2.1. Clase Lateral

Es posible expresar al grupo G como la unién de conjuntos de
s.H, s, € G,s, ¢ H, de la siguiente manera:

lo

CL=>Y s.H; |o] == (2.10)
o=1

A esta expresion se le conoce como desarrollo en clases laterales,
y los elementos s, reciben el nombre de elementos representa-
tivos de la clase lateral, mientras que |s| es el indice del sub-
grupo H en (. Este desarrollo se puede llevar a cabo en clases
laterales tanto izquierdas (aH = {ahy, ahs,...,ah,}) como derechas
(Ha = {hia, hsa, ..., hya}) [3].

2.2.2.2. Clase de Conjugacion

Sia, by uson elementos de G, se dice que b es conjugado a
a Si: b = uau~'; por lo tanto « también es conjugado a b, ya que
a = vbv~!, donde v = v~ '. En el caso de que u = ¢ entonces b es
conjugado a si mismo. También se sabe que si b es conjugado a a
y ¢ es conjugado a b, entonces ¢ es conjugado a a. Al conjunto de
elementos conjugados entre si se le conoce como clase conjugada
[3].

Cuando se trata de grupos puntuales y resulta que dos ele-
mentos « y b del grupo G son conjugados entre si, cuando sus
elementos de simetria son equivalente [17].

Para las clases de conjugacién es importante introducir el con-
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cepto de algebra de clases. Se define la cantidad algebraica,

Ki= ) ga (2.11)

para la i-ésima clase K;. El producto de clases cierra bajo la mul-
tiplicacién del grupo,

KiK; =Y CrKy, (2.12)

donde los coeficientes Cj} son las constantes de estructura del al-
gebra de clases. Como consecuencia de esta propiedad las clases
constituyen un subespacio invariante bajo la accidn de las clases
mismas. Otra propiedad importante es que las clases conmutan
entre si [K;, K;] =0, y con todos los elementos del grupo [3].

Si H es una unidn de clases de conjugacién de G se dice que H
es un subgrupo normal de G. Si G es abeliano entonces todos sus
subgrupos son normales. Cuando los unicos subgrupos normales
de G son la identidad {e} y G, se dice que G es un grupo simple.

2.2.3. Representaciones

Si D(G) es un grupo de operadores definidos en un espacio vec-
torial £, éstos forman una representacion del grupo G, si existe
un mapeo homomorfo de G a D(G). Si la dimensidn de £ es n, en-
tonces la representaciéon es de grado n 6 n-dimensional. Cuando
se puede establecer un mapeo homomorfo entre el grupo G y un
conjunto de matrices D(G) se tiene una representacion matricial
del grupo G [3].

Un grupo puede tener una infinidad de representaciones, sin
embargo cuando dos representaciones estan conectadas median-
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te una transformacidon de semejanza se dice que estas repre-
sentaciones son equivalentes. Puesto que existen cantidades in-
variantes ante transformaciones de equivalencia entonces estas
representaciones tienen caracteristicas en comun. Una cantidad
gue permite caracterizar una representacion dada es la traza,
la cual recibe el nombre de caracter de la representacién. Dado
que las matrices conjugadas tienen el mismo caracter, entonces
los elementos de la misma calse también tienen el mismo carac-
ter [3].

Una representacién reducible es aquella que contiene subes-
pacios invariantes. Es posible reducir una representacion redu-
cible mediante cambios de base a través de transformaciones
de semejanza. Cuando se tiene una representacion que ya no
es posible transformar a bloques mediante transformaciones de
semejanza, se dice que se tiene una representacién irreducible.
Identificar cuando se tiene una representacion irreducible no es
trivial; aunque basandose en algunos criterios, conocidos como
los lemas de Schur, se puede precisar si cierta representacion es
irreducible [7].

Cuando la accion de los elementos del grupo sobre un conjun-
to de funciones genera las representaciones irreducibles, se dice
gue las funciones en dicho conjunto portan la reprersentacion
generada. El teorema de descomposicion establece que toda fun-
cidn puede ser expresada en términos de una combinacién lineal
de funciones que portan representaciones irreducibles. Entonces
toda funcion puede ser proyectada al espacio de funciones que
generan las representaciones irreducibles del grupo [17]. Para
estas funciones se puede establecer el producto escalar, el cual
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cumple con el teorema de ortogonalidad,
14 1 14
(69, 6%) = 5,85 > (4.0, (2.13)
nu -

tanto con respecto a las representaciones irreducibles como a sus
componentes [4].

2.2.3.1. Representacion subducida

Si H es un subgrupo de G y D (@) una representacion irreduci-
ble de G, entonces el subconjunto de matrices {D" (h;), D" (hy),

, DW(h,)} constituye una representacién de H. Dado que la
representacion D (H), que recibe el nombre de representacion
subducida, no es en general irreducible entonces ésta puede re-
ducirse a una suma directa de representaciones irreducible de
H [3]. Al proceso de seleccionar entre las matrices D (G) sélo
aquellas con elementos de H se le conoce como subduccién [7],

DW(G) | H="G | H={D"W(R)Rc H}. (2.14)

La subduccién trata la reduccidon de simetria de un grupo G a
un subgrupo H. Esta reduccidon de simetria es util para etiquetar
estados y tratar perturbaciones internas o externas del sistema

[7].

2.2.3.2. Representacion basal

El conjunto de clases laterales constituye un espacio de repre-
sentaciones de G, como a continuacion se hace notar,

g(s1H,s9H, ...,s,H) = (s1H, soH, ..., s, H) Ag) (9) (2.15)
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es decir

|o|

g{scH} = {sxH}AY (9)s. (2.16)

donde A'%Y(9) es una matriz de permutacién, A% (g) = 6\, y recibe
el nombre de representacion basal izquierda de G. También se
puede construir la representacién basal derecha [18].

Cada elemento representativo s,, establece un mapeo de G
sobre el subgrupo H, donde el elemento que en el mapeo es la
imagen de G recibe el nombre de subelemento de G en H por
s, [18]. Dado que Aﬁ?(g) selecciona el elemento correspondiente
al=r,

950 = Y sxha (9) AR (9),, (2.17)
A

el subelemento h,(g) puede expresarse como,

he (9) = Z SflgsaAff}) (9) - (2.18)
A

2.2.3.3. Representacion inducida

Dada la p-ésima representacion reducible del subgrupo H de
G,

On, o™ (X) = Z A (hy) o4 (x), (2.19)
B=1

el conjunto de funciones {gbﬁ{‘) (X), a0 =1,2, ...,nu} constituye la ba-
se de la representacidon. Se considera el conjunto de funciones
{ﬁagb&“) (x)} asociado con el desarrollo en clases laterales del gru-

po G . El espacio de funciones {éagb&“) (x)} es un espacio invariante
de G y por lo tanto es base de una representaciéon de G [18].
Al analizar la accién del operador § sobre la base {%d)&“) (x)}
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se llega a:

7 (3,0 (%) =Y & ( (%) AR (9), (2.20)
A

donde se utilizd (2.17). La expresién (2.20) puede expresarse
como:

SU¢(M Z A “HTG Aﬂ;aa <§)‘¢E3H) (X))’ (221)

donde A"H1%)(g), , ., esta definida como:

AV (g) o =aer AR (), AL (ho (9) (2.22)

y se le conoce como representaciéon inducida de H sobre G. Al
proceso de induccién se designa en general como *H 1 G, donde
u corresponde a la representcién de H que se induce. El producto
en (2.22) se obtiene multiplicando cada elemento A(Ig(g) por la
matriz A% (h,(g)), es decir:

ACHIO (g) = AR (9),, A (he (9)) . (2.23)

donde [)\o] indica que para obtener los elementos de matriz hay
que multiplicar cada uno de los elementos A% (¢), por la matriz
AW (h, (9)). Tomando en cuenta lo anterior es posible probar que
la matriz A"#1¢) () es una representacién de G [18].

El caracter de la representacion inducida involucra una suma
sobre lo elementos representativos s,, como se observa al calcu-
lar la traza de la representcidn

(HHTG ZA aaXH 930 ZXH 930 (2-24)
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donde Aft?(g)o_a es igual a la unidad cuando s,'gs, esta en H. En-
tonces diferentes elecciones de {s,} generan representaciones in-
ducidas equivalentes pero no necesariamente iguales [18]. La di-
mensién de la representacion inducida esta dada por:

|G|

"H 1 G| = W"" (2.25)

2.2.3.4. Representaciones conjugadas

Un subgrupo invariante, H <« G, es aquel que para cada ele-
mento h € H y cada g € G el elemento ghg~! € H, es decir que las
clases derechas e izquierdas coinciden. Si DWW (h) es la p-esima
representacién de H entonces DW(ghg~!) =, DY (h) también es
una representacion de H. La representacién D (h) depende del
elemento g bajo el cual se conjuga H. Esta nueva representacién
se conoce como representacion conjugada de D™ (H) y define co-
mo [17]:

D™ (h;) =4, DW (n~'hin) = D (h;) (2.26)

Si dos representaciones , D™ (H)y ,D®(H) que son conjugadas
a ,DW(H), son conjugadas entre si, entonces todas las represen-
taciones son conjugadas entre si, esto se conoce como teorema
de transitividad de la conjugacion.

Al mayor subgrupo H de G para el cual la accidon de conjugacion
deja invariante a H se le conoce como normalizador

N(H|G)={geG:gHg " = H}. (2.27)

Al conjunto de representaciones D (H) se le conoce como su-
peroérbita [18],

S(*H) = {,D" (H)|vn € N (H|G)}. (2.28)
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Cada elemento de la superdrbita recibe el nombre de punta. Sin
embargo, no todas las representaciones de la superdrbita son
diferentes entre si, algunas de ellas pueden ser equivalentes [17].

2.2.4. Grupo Pequeno

Si dada una superorbita (2.28), se seleccionan los elemen-
tos de N(H|G) que dan origen a las representaciones conjugadas
equivalentes, se tiene el conjunto,

K(*H)={n € N(H|G)|,D™ (H) ~ D" (H)} (2.29)

donde el simbolo ~ indica equivalencia entre representaciones. El
conjunto K(*H) forma un grupo que recibe el nombre de grupo
pequefio de DW(H). La definicion de grupo pequefio es aplicable
a cualquier punta de la superorbita, entonces se tienen tantos
grupos pequefos como elementos del normalizador y todos es-
tos grupos son isomorfos. Se sabe que todos los grupos pequefios
asociados a las diferentes puntas de la superorbita son conjuga-
dos y por lo tanto isomorfos. Entonces se puede asociar un unico
grupo pequeifo abstracto a la superdrbita [18]. Cuando se re-
presenta una superorbita por una estrella, entonces las puntas
corresponden a los rayos y cada punta tiene asociado un grupo
pequeno.

Una dérbita S(,H) es el conjunto de representaciones que no
son equivalentes entre si. Para generar la 6rbita primero se toma
una punta ,D™(H) que tiene asociado el grupo pequefio K(,H"),
luego es necesario seleccionar otra punta que esté asociada a
un grupo pequefio distinto, K(,H?); dado que ambos grupos son
isomorfos tienen el mismo orden. Sin embargo no pueden tener
elementos en comun debido a la propiedad de transitividad de
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la equivalencia, que dice que si las puntas son equivalentes en-
tonces las representaciones son necesariamente equivalentes. Se
sigue este procedimiento hasta agotarse las puntas de la super-
orbita. Es posible notar que el procedimiento para la obtencion
de érbitas es similar al desarrollo de un grupo en clases laterales.
La matriz de la drbita S(*H) esta definida como

|v]
W () _ IN(H|G)]

S( H){ZV:@D (H)} v = L) (2.30)
donde el término entre paréntesis corresponde con la suma di-
recta de las puntas de la orbita. Siendo |K (,H)| es el orden del
grupo pequeino y |N (H|G)| es el orden del normalizador.

Si se considera que H es un subgrupo invariante de G, se pue-
de demostrar que la subduccién sobre H de la representacion in-
ducida D* (H) 1 G es equivalente a |¢| veces la matriz de la orbita
S(H), donde

K (,H
€] _ KA |(f1| ) (2.31)

Entonces "
AVTGHD (H) ~ )y " oS ("H) (2.32)

13

Lo anterior se le conoce como teorema de la frecuencia de la
orbita [18].

2.2.5. Producto Directo

Si los elementos de diferentes subgrupos H; conmutan y todo
elemento g € G se puede expresar en una Unica forma en términos
de productos de H;, se dice que G es producto directo de sus
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subgrupos [3],

G=H®H®.. oH, |G =]]Hl (2.33)
k

Si el conjunto de funciones {%(“) (X1),i=1, ...,n#} es base de la

J
junto de funciones que generan la v-ésima representacion de H,,

entones la matriz de representacion de producto directo p®v tiene
la forma

u-ésima representacion de H, y {gb(.”) (X1),j = 1,...,ny} es el con-

DY) (RS) = DWW (R) DY) () (2.34)

aBij ai Bj
donde R ¢ H,, S € H, y RS € (. La representacion D“®) (G) se
reduce a una suma directa de representaciones irreducibles y su
base es el conjunto de funciones {@’” (X1) @ ¢ (xz)}. Para ob-
tener los caracteres de la representacion ¢ ® v de G se toman
simplemente los productos entre los caracteres de las represen-
taciones de H, y H,, x"®)(RS) = x" (R) x¥) (S) [3].
Es posible definir el producto directo entre dos grupos Gy &/,
G ® @', donde la ley de composicién de cada uno de los grupos no
necesariamente es la misma [4].

Gl |G|

G®G’:ZZ(gi,g;). (2.35)

Los elementos de dicho producto tienen la forma (a,«’) donde
a € Gy ad e G'. En este caso las representaciones obtenidas del
producto directo son irreducibles.

Si G es un grupo con elemento identidad {e} y K; es un sub-
grupo normal de G y K, es un subgrupo de G y se cumple que
K, N K, = {e} y todo elemento de G se puede escribir de manera
Unica como el producto k,k,, donde k, € K, y k, € K,, entonces se
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dice que G es producto semidirecto de K, y K,. El producto semi-
diercto se designa como G = K, AK, [19]. Es posible encontrar un
isomorfismo entre K, y el grupo cociente G/K;, K, ~ G/K; [19].
Dado que se construye un grupo a partir de dos subgrupos se
puede decir que el producto semidirecto es una generalizacién
del producto directo.

2.3. Degeneracion accidental

En mecanica cuantica los estados estacionarios de una molé-
cula estan descritos por estados propios |¢*) del Hamiltoniano H,
correspondientes a una conjunto de valores propios E;. [2],

H|vy) = B |vf). (2.36)

El conjunto de funciones propias, |¢), forma un espacio vectorial,
propio, Ek, se dice que esta n-veces degenerado [7].

La degeneracién en mecanica cuantica esta relacionada con
la simetria del sistema [5]. Esto puede notarse a partir de que
el Hamiltoniano al ser invariante ante las operaciones del grupo
simetria, R del sistema, [R H] = 0. Por lo tanto si |¢¥) sufre una
transformacion, R, entonces R |*) también es una funcién propia
con el mismo valor propio. Dado el resultado anterior hay dos
posibilidades dependiendo de la degeneracién [7]:

1) El estado propio no tiene degeneracién (n = 1), entonces la
funcién propia transformada debe ser proporcional a la original.

2) El estado propio esta degenerado (n > 1). La funcidn propia
transformada se debe poder mapear a una combinacion lineal
de componentes del espacio propio. Por consiguiente el espacio
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propio debe formar un espacio de estados que sea invariante ante
el grupo de simetria G:

Rluy) = Dy (R)[uf). (2.37)

Cuando la representacion matricial corresponde con una repre-
sentacion irreducible el grado de degeneracién corresponde a la
dimensidn de las representaciones irreducibles del grupo de sime-
tria [3]. Asi entonces hay una correspondencia entre las funciones
propias del hamiltoniano y las representaciones irreducibles del
grupo de simetria asociado al hamiltoniano y la degeneracién se
le puede atribuir a la simetria del sistema. Cuando esto sucede,
la degeneracion se identifica como normal [7]. Si la representa-
cidon matricial es reducible el espacio propio puede ser separado
en bloques irreducibles utilizando proyeccion de operadores y la
representacién recibe el nombre de accidental. Una degeneracion
accidental sistematica indica la presencia de una simetria oculta,
que se asocia con la existencia de un grupo de mayor simetria
con respecto al cual la degeneraciéon es normal. Sistemas que
presentan degeneracion accidental son abundantes en mecanica
cuantica, aunque en todos los casos, de acuerdo a la experien-
cia, se debe a que el grupo de simetria del sistema es de mas alta
simetria [5].

El ejemplo mas conocido de degeneracion accidental se pre-
senta en el atomo de hidrogeno no relativista [20]. La simetria
esférica del potencial lleva a la propuesta de que el grupo de
rotaciones SO(3) es el grupo de simetria, sin embargo esta pro-
puesta lleva a la identificacion de degeneracién accidental. La de-
generacién se torna normal si se incorpora el vector de Laplace
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Runge-Lenz [21],
A=(1xF)—pukr; V(r)=—- (2.38)

el cual surge como una cantidad conservada en el problema de
orbirtas de Kepler, que junto con el momento angular genera
rotaciones en cuatro dimensiones, lo que permite identificar el
grupo de simetria SO(4) como el grupo real de simetria [22]. La
degeneraciéon accidental de este sistema aparece en el conjun-
to de niveles asociados al mismo numero cuantico principal, por
consiguiente los estados con igual numero cuantico principal y
diferente momento angular se conectan mediante transformacio-
nes en cuatro dimensiones pertenecientes al grupo de rotaciones
SO(4) [23].

Por otra parte, uno de los sistemas mas estudiados en meca-
nica cuantica introductoria es la particula libre en una caja cua-
drada con paredes impenetrables [2]. Este sistema también exhi-
be degeneracién accidental. En dos dimensiones el problema de
una particula confinada tiene un alto grado de degeneracion, tan-
to sistematica como accidental [11]. La degeneracion en la caja
cuadrada es menos mencionada en la literatura, esto se puede
deber a que a diferencia de otros sistemas cuanticos, el grupo
de simetria de una caja involucra transformaciones discretas y
continuas [12].

El grupo puntual que le corresponde a la simetria geométrica
de la caja cuadrada impenetrable es el C,, [24], cuyos elementos
constan de las rotaciones y reflexiones mostradas en la Figura
2.2. El grupo puntual previamente mencionado no es el grupo
de simetria ya que para los estados doblemente degenerados no
siempre se transforman de igual manera que la representacién
irreducible bidimensional, E, del grupo C4,. Recordemos que se



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 26

o, O

a
Oy

Figura 2.2 Rotaciones y reflexiones del grupo puntual Cy,.

espera que la degeneracion de los niveles de energia del espectro
resultante concuerde con la degeneracién de la representacion
irreducible correspondiente. Por lo tanto es necesario establecer
el grupo completo de simetria, donde la degeneracion accidental
sea normal. Este nuevo grupo tiene a C,, como subgrupo, y esta
dado por G = D(1) A Cy, donde D(1) es un grupo continuo que
tiene asociadas las transformaciones que se obtienen a partir de
la exponenciacidn del operador,

0* 02

Ahora bien, al tomar G como grupo de simetria las representacio-
nes irreducibles presentan una etiqueta doble, una etiqueta aso-
ciada con el grupo continuo y la otra con el grupo discreto [12].

De manera similar, la caja cubica con paredes infinitas presen-
ta degeneracion accidental sistematica. La simetria obvia para la
caja cubica corresponde al grupo puntual O,, sin embargo, como
se observa en la Figura 2.3, la degeneracion que presenta puede
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ser de dimensidn seis y las transformaciones del grupo asociado
con la simetria geométrica no pueden explicarla [5]. Entonces se
sabe que este sistema presenta degeneracion accidental debida
a la presencia de transformaciones adicionales.

Figura 2.3: Degeneracion accidental de la caja cubica con paredes impenetrables, conside-
rando la simetria geometrica asociada con el grupo de simetria Oy,.
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2.4. Reglas de Seleccion

La espectroscopia es el estudio de la absorcién y emision de la
radiacidon electromagnética por la materia. A las condiciones que
deben satisfacerse para que mediante su interaccién con la radia-
cion electromagnética un sistema pase de un estado a otro se les
conoce como reglas de seleccidn. Estas reglas se han desarrollado
para niveles electronicos, rotacionales, vibracionales y nucleares.
En mecanica cuantica las reglas de seleccién estan determinadas
por una integral de la siguiente forma:

I = /wl*mm, (2.40)

donde ; Yy 1, son las funciones de onda de los estados invo-
lucrados en la transicidn y J es un operador tensorial asociado
a un momento (dipolar,eléctrico, cuadrupolar eléctrico, dipolar
magnético, etc.). Si la integral (2.40) es cero, la transicion esta
prohibida.

Utilizando la simetria de las funciones de onda involucradas en
transicidon no es necesario hacer el calculo explicito para saber si
la integral se anula.

1= ZAW/W)*@)@%T, (2.41)
po

siendo A,, las componentes de la proyeccion de j, YU, Y p
son representaciones irreducibles de las funciones y del operador
respectivamente.

La integral (2.41) es diferente de cero si se satisface la si-
guiente condicién

u€p®u:2@apf (2.42)
r
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Tabla 2.1: Tabla de caracteres del grupo puntual Cs,,.
C3v E 203 30'1,
A |1 1 1 z
Ay | 1 1 -1
E |2 -1 0| (z,y)

para al menos una de las componentes involucradas en la integral
[3].

Para poder utilizar las reglas de seleccion como herramientas,
es necesario conocer el grupo completo de simetria ya que en
caso de no ser asi es posible llegar a conclusiones equivocadas, es
decir, predecir que hay transiciones permitidas que en realidad no
lo estan. Por ejemplo, si consideramos una molécula cuyo grupo
puntual es C3, podemos observar en la tabla de caracteres,Tabla
2.1, que el dipolo proviene de las representaciones A, y E. Al
hacer los productos directos se obtiene:

EFE®RA =F
AT® A=A
(2.43)

Por lo tanto se puede concluir que la transicion A, — A, esta
prohibida.

Si asumiéramos el grupo puntual Cs, que es un subgrupo de
Cs, ,como grupo puntual tenemos que el dipolo proviene de las
representaciones Ay B, esto se observa en la Tabla 2.2 y al hacer
los productos directos se llega a la conclusion que la transicién
A — B esta permitida.
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Tabla 2.2: Tabla de caracteres del grupo puntual Cs.

Cs | E o,
All 1 z
Bl1 -1 |z

Al hacer la subduccién del grupo Cs, a C; se tiene lo siguiente:

C3v Cs
A A
! (2.44)
Ao B
EF | A+ B

Como se observa la representacion A, de Cs, esta asociada con
la B de Cs y la representacién A, con la A respectivamente, por lo
tanto si se asumiera Cs como grupo de simetria se podria concluir
gue la transicién entre niveles que portan la representacion A, y

aquellos que portan la representacidon A, esta permitida, siendo
esta una conclusién incorrecta.



Capitulo 3

Metodologia

3.1. Método de Funciones Propias

Un método para llevar acabo la proyeccién de funciones es el
método de funciones propias. Es decir, es un método para proyec-
tar a través de la diagonalizacién de la matriz de representacién
de ciertos operadores [3]. Se puede demostrar que este método
se deriva en forma natural del concepto de nimero cuantico para
el caso de grupos discretos [25].

Es posible generar una representacién mediante la accion de
la i-ésima clase K; sobre el espacio de clases L.,

KiK; =Y A (K) Ky, (3.1)

donde por comparacion con (2.12), se hace la siguiente identifi-
cacion [15]:

Debido a que las clases conmutan entre si, entonces es posible
diagonalizar las matrices asociadas a las clases A(K;) simultanea-

31
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mente. Ya que el conjunto de clases resulta ser linealmente in-
dependiente, entonces el conjunto de clases forman un conjunto
completo de operadores que conmutan (C;) [3]. La diagonaliza-
cion de este conjunto es equivalente a diagonalizar una combi-

nacion lineal
|K|

)

donde los coeficientes a;, son enteros y arbitrarios y deben con-
ducir a funciones propias [¢*)no degenerados que conmutan con
las clases K;, es decir

K[y =\ [y . (3.4)

Por lo tanto el valor propio /\E”) esta dado por la siguiente expre-
sion .
A0 = Bl o, (3.5)

(3 K3
ny

donde XEV) son los caracteres de una representacion irreducible es
decir los caracteres primitivos.

Las funciones propias del operador asociado al conjunto com-
pleto de operadores que conmutan, C;, provee una etiqueta v
asociada a las representaciones irreducibles, sin embargo cuan-
do mas de una funcidén porta la misma representacion irreducible
es necesario afadir nuevas etiquetas que distinga componentes.
Para proponer dicho operador es necesario establecer una cade-
na candnica de grupos G D G(s), de tal forma que cada grupo tie-
ne asociado su propio operador ;. Estos operadores conmutan,
[(5[, Cr (s)} =0, y pueden ser diagonalizados simultaneamente. De

esta forma se construye un nuevo operador C;; definido por,

Cr=0Cr+ Bél (s), (3.6)
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donde 8 es un entero. El conjunto {C’], o (s)} = (y; recibe el nom-
bre de conjunto completo de tipo II. Este nuevo conjunto le afade
una nueva etiqueta a las funciones propias [26, 27].

En algunos casos en los que el conjunto {C‘I,C‘I (s)} = Cy; no
pueda distinguir a las funciones propias es necesario involucrar
grupos intrinsecos, cuyo distintivo recae en la forma en la que
los operadores del grupo son aplicados [15]. Dada la cadena de
grupos G D G(s) la cadena de grupos intrinsecos seria: G O G(s),
(C;C(s)). Se sabe que C = C, sin embargo C(s) # C(s). Se tiene un
nuevo conjunto de operadores dado por {C},C‘[ (s),é’l(s)} = Ciy1
y este conjunto le aflade una tercera etiqueta a las funciones
propias [28].

3.2. Induccion

El proceso opuesto a la subduccién es la induccidon. Aqui se
comienza con las representaciones irreducibles de un subgrupo
H y mediante desarrollo en clases laterales se obtienen las re-
presentaciones de un grupo de mayor simetria. La induccion se
obtiene a partir de una representacién particular de H [7].

El resultado de la induccion esta determinado por el teorema
de reciprocidad de Frobenius que dice que el nimero de veces que
una representacion I' del grupo G ocurre en la induccion, H 1 G,
de la representacién irreducible v de un subgrupo H es igual al
numero de veces que v estd presente en la subduccién, G | H, de
la representacién irreducible I' [18].

Cuando se lleva a cabo la induccidén de la u-ésima representa-
cién de H en G, la representacion que se obtiene es una repre-
sentacion reducible de G. Sin embargo, es posible generar todas
las representaciones irreducibles de G, si se utiliza el teorema de
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transitividad de la induccidn es decir si ésta se lleva a cabo a tra-
vés del grupo pequefio K que satisface G > K > H. Entonces se
induce primero la representacion “H al grupo K y las represen-
taciones obtenidas se reducen para obtener las representaciones
irreducibles de K. Se inducen las representaciones irreducibles de
K y se obtienen las representaciones irreducibles de G. El grupo
K es lo que se conoce como el grupo pequefo y permite gene-
rar las representaciones del grupo asegurando irreducibilidad y
completitud [18].



Capitulo 4

Resultados y Discusion

4.1. Proyeccion

El primer paso para identificar el grupo de simetria consiste
en considerar la simetria geométrica. Se espera que los estados
propios porten representaciones irreducibles del grupo de sime-
tria. Los estados propios estan dados con respecto al origen O,
mientras que las trasformaciones de simetria estan dadas con
respecto al origen O’. Sin embargo ambos origenes se pueden
relacionar mediante la traslaciéon O, con T definida por,

T =@ ) = (o= G- 5). (@D)
donde (z,y,2) y («/,y/,2") son componenetes de los vectores ry y
ro respectivamente.

Entonces si @ con R € O, son operadores dados con respec-
to al origen O, la accion de los elementos del grupo sobre los
estados se puede determinar a partir de la accién de los gene-
radores sobre los vectores ortonormales,(e;, e,, e;), a lo largo del

35
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eje cartesiano, (z,y,z) [4], por ejemplo:

10 0

Ci(z)(er1,€,€35) = (e, er,€3) | 0 0 —1 |, (4.2)
0
0 0 1

Cy(y) (e1,€5,€3) = (e,e,e3)| 0 1 0 |, (4.3)
~100
-1 0 0

I(e,ee; =(e,e,e)| 0 -1 0 |. (4.4)
0 0 -1

Los operadores asociados al origen O, O, se obtienen mediante
la transformacion:
OrOrO: = O'. (4.5)

Los @', para los generadores se obtuvieron de la siguiente ma-
nera:

~

0/04 ([L’)\Ijnanng (QT, Y, Z) = @T@C4 ($)@;1\Ijn1n2n3 (33, Y, Z)
C

n a b
= OTOC4 (ﬁ)\pnlngng (Q? + 573/ + 57 z+ 5)
R a c b
- OT\Ijmnzns (l’ + 57 —Z+ 579 + 5)

= \I[nﬂzgng (ZL‘, —z+c, y)
= (_1)n2+1lpn1,n3,n2 (ZIZ’, Y, Z) )
(4.6)
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~

OIC4 (y)anlngng (‘1.7 y? Z) = @T@C4 (y)@;l\pnlngng (3:7 y? Z)
= (_1)"34_1\1/”37”27”1 (l’, Y, Z) )
(4.7)

@/1\11711712713 (ZE, Y, Z) = @T@I@;lqlnlwns (ZE, Y, Z)

(_1>n1+n2+n3+1q]m7n27n3 (I’ v, Z) )

(4.8)

Para etiquetar los estados apropiadamente se utilizd el mé-
todo de funciones propias [15,25--27]. Por lo que fue necesario
establecer una cadena de grupos. Dado que se pretende analizar
el rompimiento de simetria del sistema, resulta conveniente pro-
poner una cadena que tome en cuenta los grupos asociados con
la simetria geométrica de los paralelepidedos de base cuadrada
y base rectangular. Se propone entonces

Oy, D Dy, D Doy, (49)

Los estados tendran la etiqueta |I',v,,7,), donde T, 7, y v, son re-
presentaciones irreducibles de los respectivos grupos. Siguiendo
el método de funciones propias es necesario estableces combina-
ciones lineales de las clases que distingan las representaciones
irreducibles de cada grupo [15].

Para el grupo O, el operador C; estd dado por:

Cr = K, + 5K (4.10)

donde las clases, K;, estan indicadas en Tabla 4.1 [29]. Para el
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Tabla 4.1: Tabla de caracteres del grupo puntual Oy,. Las clases estan indicadas en el segundo

renglén
O}L E 805 302 6 C4 605 [ 850 30'h 654 60’d
K K K3 Ky, K; K¢ K; Kg Ky Ky
Ag | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 22 + 9y + 2?
Ay | 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
E, 2 -1 2 0 o 2 -1 2 0 0| (222 — a2 —y? 22 —y?)
Ty, | 3 0o -1 1 -1 3 0o -1 1 -1
Ty, | 3 0o -1 -1 1 3 o -1 -1 1 (xz,yz, 2Y)
A | 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
As | 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
E, 2 -1 2 0 0o -2 1 -2 0 0
T, | 3 0 -1 1 -1 -3 0 1 -1 1
Tou | 3 0o -1 -1 1 -3 0 1 1 -1

grupo Dy, el operador C;(s;) es:

~

Ci(s1) = (ko + 3ky) + kg (4.11)

donde las clases, k; estan indicadas en Tabla 4.2 [29]. Para el
grupo Dy, el operador 01(52) es:

~

Ci(sq) = Cy(z) + 3C,(z) + 51 (4.12)

Por lo tanto el conjunto completo de operadores de tipo II esta
dado por, {C‘I,é, (s1),Cr (32)}. La diagonalizaciéon simultanea de
sus representaciones puede ser substituida por la diagonalizacién
de un Unico operador,

Cir=C+3Cr(s1) +7C (s2) . (4.13)

Este operador distingue las representaciones irreducibles del
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Tabla 4.2: Tabla de caracteres del grupo puntual Dy,. Las clases estan indicadas en el
segundo renglon.

D4h E 2 04(2) CQ 205 20&’ I 2 54 ap 2 Oy 2 Oq

kl k?g k3 k4 ]{55 k?(; ]{57 ]{78 k’g ]{710
Ay | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1|22 +y2+ 22
Ay | 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
By, | 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 2 — 2
By | 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 xy
E, | 2 0 -2 0 0 2 0 -2 0 0 (xz,yz)
A | 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
Agy | 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
By, | 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
By, | 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
E, | 2 0 -2 0 0 -2 0o 2 0 0

grupo 0, de acuerdo con el sistema de valores propios:

C v
c, (s1) | |vsmi,me) =1 my v, my, ma) , (4.14)
C[ (52 mo

mientras que en términos de (4.13),
OH|V7m1,m2> = p|v,my,ma) (4.15)

donde 1 = v + 3m, + 7m,, cuyos valores especificos se muestran
en la ultima columna de la Tabla 4.3.

Para el subespacio unidimensional i = 55(—1)""! +46 es el valor
propio . Para el subespacio tridimensional la diagonalizacion del
operador C;; da los valores y vectores propios que se muestran
en la Tabla 4.4.

Para el subespacio hexadimensional se tienen los vectores y
valores propios mostrados en la Tabla 4.5, donde las funciones
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Tabla 4.3: valores propios del sistema propio (4.14).

Oy, Ci | Day, C'1(51) Dy, 01(82) Crr

v my me | b=V ~+ 3my + Tme
Ay, | 11714, 9 4, 9 101
Ay | -1 By, 5] A, 9 77
E, | 5] Ay 9| 4, 9 95
E, | 5| B, 5| A, 9 83
Tlg 7 Agg ‘3 Blg 3 19
T, | 7| E, 1| By, 1 17
T, | 7| E, 1| Bs, 7 59
ng 3 ng ‘7 Blg 3 3
T, | 3| E, 1| By, 1 13
To, | 3| E, 1| Bs, 7 55
A, 1| A, 7| A, -1 15
Ay, | 11 | By, 3| A, -1 -9
E, -5 A, 7 A, -1 9
E, -5 | By, 3| A, -1 -3
T -3 | Ay, -5 | B, -7 -67
Tlu '3 Eu ‘1 Bgu - 9 '69
Tw | -3| E, -1 | Bs, -3 -27
Ty | -7 | Bay -9 | B, -7 -83
TQu '7 Eu = 1 Bgu '9 '73
T, | -7 E, -1 | Bs, -3 -31

40



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION 41

Tabla 4.4: sistema propio (4.15) para el subespacio tridimensional.

nim IT',v1,72) | valor propio p | vector propio

e| e [Aw, B, Au) 75 Wnm) + [Wnmn) + W)

€ € |Eu> Ay, A > \%( |\Ijnmn> + |\Ijmnn>)

€ € |Eu> Blua > \/Lg( 2|\I’nnm> + ‘\Ilnmn> + ’\I]mnn»
o o |A197 Algv > \/Lg(|\1jnnm> + |\I]nmn> + ’\Ilmnn»

0| o |E, Ay A,) (20T ) + P + [ Crn)
o o ‘ Blg> > \%( ’\I]nmn> + |\Ijmnn>)

el o yng,E Bsg) (W)

e | 0| [Ty, E,, Byy) 1 )

€ 0 |T2g7 ng, Blg> |\Ij7mm>

o| e| |Th, By, Bay) R —

o| e| |Th, By, Bsy) R

0| e ||Tw, Az, Biu) R/

de este subespacio estan dadas por,

-

<

<

S ©

<

(4.16)

Se observa que cuando todos los numeros cuanticos presentan
la misma paridad, la representacién bidimensional aparece dos
veces. En el caso en el que todos los nimeros son pares aparece
dos veces la representacién E, y cuando todos los nUmeros son

impares es la representacion E,

la que aparece dos veces. La

multiplicidad que se presenta indica que el operador C;; no logra
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distinguir adecuadamente todas las funciones propias por lo que
es necesario generar un conjunto completo de operadores de tipo
IIT y para ello es necesario agregar un nuevo operador [15].

Cuando aparece multiplicidad en las representaciones irredu-
cibles es necesario tomar en cuenta la cadena de grupos intrin-
secos [15,26], O, D D4, D Ds,. La diferencia entre estos grupos y
los originales es la forma en la que se aplican los operadores. Es
necesario expresar el subespacio hexadimensional en términos
del estado intrinseco que tomaremos como |¢;). Primero hace-
mos notar que el estado intrinseco es invariante bajo la accion
del subgrupo D,, cuyos elementos de simetria se muestran en la
Figura 4.1,

= ‘¢1>7
-1 n2+n3‘¢1>’
1 -1 n1+n3|¢1>7

El¢r)

Co(a)lor) = (=1)

o) = (=1)

(1) = (=1)™™(dn),
61 = (=1)

61 = (=1)

o) = (=1)

Caly
Ca(z

1

1 -1 n1+n2+n3+1|¢1>’

—1 NQ+1|¢1>7
—1)mHgy). (4.17)

(
(y

Q>

1

)
)¢
)¢
I
2)
2)

Q>

Entonces los subespacios hexadimensionales pueden ser gene-
rados a partir |¢,). Para ello empezaremos por establecer el si-
guiente desarrollo en clases

Al

@)
On =" S\ Doy A = 194
A

— 6. 4.18
Dy (4.18)

Un posible conjunto de elementos representativos esta dado
por {E, Cy(z), Cu(y), Cu(z), CL, CI*}, por lo que el subespacio ge-
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Tabla 4.5: sistema propio (4.15) para el subespacio hexadimensional.

ny | ng | ng T, 71, Y2) u | vector propio

e | el e [Aw, B, Au) | -9 | &(d1) +[02) + [@3) +[ba) + [¢5) + [d6))
e | e| e| [A, Aw,Au) | 15| Z(=l61) = |¢2) — |d3) + [da) + |d5) + [ 6))
e | e| e| [EyAw Ay 9 | 5(|¢1) — |ds) — |da) + | ¢6))

e | e| e| [EyAw Ay 9 | 3(|¢1) — |d2) — |ba) +1¢5))

e| e| e| |E,Bu,A) | -3 35(=l¢1) + |ds) — [¢a) + |96))

e | el e| |EB,Biu, Ay | -3|3(=lo1) +[¢2) — 64) + |95))

o | of of [Ayy, A, Ay) [ 101 | ([d1) + [¢2) + [¢3) + [ba) + [¢5) + [d6))
0 | 0| 0| [Ay,Big,Ay) | 77 | Jo(=[d1) — |d2) — |¢3) + |a) + [d5) + |¢6))
0| 0| 0| [E;Bi,Ay) | 83| 35(o1) —[ds) —[64) +[6))

0| 0| 0| |B;,DBi,Ay) | 83| 5(l¢1) — |¢2) —da) + |s))

0| 0| 0| [E,AAg) | 95| 5(=[61) +1[63) —[¢a) +[6))

0| 0| 0| |E,AAy) | 95| 3(=[61) +|¢2) — |da) +[05))

€ € 0 |T19’A297B19> 19 \/Li( |¢1> + |¢4>>

e | e| o [Ty, By, By) | 17 | J5(=[d2) + |¢6))

e | e| o [Ty EyBs) | 59| J5(—[ds) + |¢s))

€ € 0 |T297B2g»Blg> 3 \/Li(|¢1> + |¢4>)

e | e| o [Ty, By By) | 13| J5(¢2) + |96))

e | e| o| [Ty, By Bs) | 55| 55(|¢s) +¢5))

o o S |T2U7B2uaBlu> -83 \/Lg(_kbl) + |¢4>)

0| o €| |Tou, By, Bay) | -73 \/%(—|¢2> + [¢6))

0| 0| €| |Toy, By Bau) | =31 | J5(—¢3) +[5))

o o S |T1wA2uvBlu> -67 \/Li(|¢1> + |¢4>)

0| 0| €| [T, Ey,Ba) | -69 | Z5(|2) + |¢6))

0| 0| €| [T, Eu Bs) | -27 | J5(|¢3) + |65))
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A

z

C4(Z)
G, Cs
004 & A°

:ul C:(Y)
e

C, (x)A/

Ca(x) / (0,2,0) >

Figura 4.1 Elementos del subgrupo Dyy,.
nerado es:

) = E\¢1>7
) = é§2|¢1>;
3> = 03]|¢1>7
)
)
)

S © S
N =

= (—1)""'Cy(2)|¢n),
= (=1 Cu(y)|1),
= (—1)"Cy(x)|¢n).

-

4

S ©
=) Ut

A continuacion se obtiene que el grupo cuyas clases conmu-
tan con los elementos R del grupo D,, de la funcién intrinseca
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([K;, R] = 0; VR € Dy,) es Dy,. Entonces el grupo intrinseco resulta
ser Dy, con el operador asociado [15]:

6(81) = EQ + 3%4 + 7, (419)
donde

ky = [Ca(2)+C4(2)),

ks = [Caz) + Caly))],

ke = 1. (4.20)

Por lo tanto el CCOC para el subespacio hexadimensional, cuan-
do todos los niumeros cuanticos presentan la misma paridad, esta
dado por:

Crrr = {O, é(sl)a 6(52)76(31)} (4.21)

y la ecuacion de funciones propias toma la forma

C v
C
A(Sl) lv, my,mo; k) = m lv, my, ma; k). (4.22)
Q(Sz) ma
6(82) /{

El operador asociado con el conjunto de operadores de tipo III
resulté estar dado por,

Crir = Crr +9 C(sy), (4.23)
con la ecuacion de valores propios,

éIII|Fa71772;7> = plT v, 725 79), (4.24)
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Tabla 4.6: valores y Vectores propios asociados al sistema (4.24).

T, 71,72 7) /| vector propio

=
S
[N}
3
w

’Eu, A, Ay; A1u>
|Eu7BIU7Au;A1u> 60
)
)

DR | — o
w

(—[¢2) + P3) — |#5) + |d6))
| By, Avy, Ay Biy 18 | 3(|#2) — |@s) — [@s) + [96))

’Ew Blu7 Au; Blu

[\

| Ay, Biu, Au; Br) | 18 \/Lg(|¢1> + [¢2) + [@3) + |Pa) + |d5) + |D6))
[Avus vy Aui Ava) | 78 | Zo(=11) = |¢2) — |3) + [da) + |5) + |¢6))
76 | 55 (2l61) = 62) = [ds) — 2|da) + |95) + )

24 75(—2|¢1> + |@2) + |P3) — 2[¢s) + [05) + [06))

’AlgyAlgaAg;Alg 182

’A2ga Blg7 Ag; Bl

S-S+

O O o0oOO0OoOo mm®mM® ®D® M M
O O o0OO0O OO mm®M® ®D® M M
O O o0OO0O oo mm®M® ®D® M M

g
|Ey, Arg, Ag; Big) | 140 | 5(—|d2) + |¢3) — |ds) + [¢6))
|Eg, Big: Agi Big) | 128 | 53=(2(¢1) — 62) — [ds) — 2]¢a) + |¢5) + %))
By, Arg, Ag; Arg) | 176 %(—2|¢1> + [¢2) + [@3) — 2[@4) + [95) + |96))
)

O [—=100

<

|Egy Big, Ag; Ay 164 2) = |93) = |P5) + |P6))

) (I¢1) + 1¢2) + |¢s) + |¢a) + |¢5) + |06))
) | 122 | Ze(=l¢1) = |d2) — |¢3) + |da) + [d5) + |¢6))

donde se utilizaron I',v,,v,,7 para indicar las representaciones
irreducibles de los grupos, O, D, Da, Y Da, respectivamente,
con valores propios v, mi, ms Y k, respectivamente. La relacion
entre los valores propios esta dada por u = v + 3m; + Tms + 9k,
Tabla 4.6.

4.2. Obtencion del grupo de simetria y
sus representaciones irreducibles

Aprovechando la proyeccidon previamente detallada se puede
obtener la clasificacion correspondiente a las representaciones
irreducibles que se muestra en la Tabla 4.7. Por inspeccion es
claro que el sistema presenta degeneracidén accidental. Cuando
se trata el caso de dimensidn seis, se presenta una multiplicidad
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Tabla 4.7: Descomposicion de los estados degenerados asociados con la particula en una
caja cubica con paredes impenetrables. Las representaciones irreducibles de O;, contenidas en los
subespacios degenerados se muestran explicitamente.

Dimension Paridad Condicidn | Representacion Producto Directo
1 (nnn) n=2p Ny =Ny =N, Asy,
n=2p+1 Ay
3 (nnm) n=2p Ny = Ny # Ny Ao, ® E, Ay @ E, =B,
m=2p Ng = Ny 7 Ny
Ny =Ny 7é Ny
n=2p+1 Ay @ E, Ay ® By = E,
m=2p+1
n=2p Thg
m=2p+1
n=2p+1 Ty
m=2p
6 (nml) n=m=1=2p |nyg#ny#n,| A ® Ay ®2E, | E,QE, = A1, ® A ®E,
n:m:l:2p—|—1 Alg@Agg@QEg Eg®Eg:Alg@A2g@Eg
n=m=2p Ty @ Toy E,@Tig="T4® 1T
l=2p+1
n:m:2p+1 Tlu@Tgu Eg®T1u:Tlu@T2u
l=2p

de 2 para las representaciones £, y E,,.

4.2.1. Obtencion de los operadores que conec-
tan estados accidentalmente degenera-
dos

Siguiendo la metodologia usada para la caja cuadrada [12],
hay que identificar los operadores, a2 que conectan los esta-
dos accidentalmente degenerados, |¢) y [®!,) donde I' y I" son

representaciones irreducibles, y v y 4/ son las componentes. Los
elementos de matriz del operador estan dados por:

@5;,1%;/))@5), (4.25)
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Entonces se buscan operadores que porten la representacion p y
satisfagan la siguiente condicion:

I"epal=> opn (4.26)

In

En la reduccion de los productos directos que se muestran en la
Tabla 4.7 se observa que p = E, [29].

De la tabla de caracteres del grupo O,, Tabla 4.1, se obser-
va que los armodnicos cartesianos que portan la representacion
irreducible E, son:

1 15 (:L,/2 _ y/2)

2
Yiosos(@', 9 2) = N (4.27)
1 5 (22/2 _ x/Q _ y/2)
Y2y, ) = 4/ 4.28
0 (ZE Y 72) 4 T r2 ) ( )

donde (4.27) es el armonico cartesiano asociado al orbital d,2_,2 y
(4.28) esta asociado con el orbital d... Estas funciones estan refe-
ridas al origen O’ [4,13]. Sin embargo en el espacio de momentos
los correspondientes operadores portan la representacion E,:

sy _ L[5 00 0t o
FAlg’Ag - 4\/; (2822 ox? 83/2)’
2 2
E) 1 g(a__a_)’ (4.29)

Bigdg 4\ 1 ‘922 oy?

Estos operadores conmutan con el Hamiltoniano, [H, Fij)Ag] =
[H,Fy”), ] = 0, y conectan estados con diferente representacion
irreducible, por lo que explican la degeneracion accidental. Estos
operadores actuan de manera analoga al vector de Runge-Lenz
en el atomo de hidrdgeno, el cual conecta representaciones irre-

ducibles del grupo O(3) [22].
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Si se trabaja en el subespacio £3 = {|U#2), [¥ ) W7 )}, con
n y m par, se tiene que los estados estan accidentalmente dege-
nerados, por lo que los elementos de matriz de los operadores
(4.29) son,

<\I}A2H|FC(ME9)|(D/§U> 7£ O o = Alga Blg; 6 = Ahu Blu‘ (430)
Para este caso se tiene el siguiente producto directo:
Eg®Eu:A1u@A2u@Euy (431)

Es necesario obtener los elementos de matriz del operador C;;
en la base (") |<I>§”) con el objeto de obtener las combinacio-
nes lineales que portan representaciones irreducibles. Entonces
se tiene:

@7 |ES Crr B |05 = ZOD‘W )Ds (R,)

= ZCA/faEB R,), (4.32)

donde R, € CSCO-11y Al"3°")(R,) es la matriz del producto directo
y esta dada por

Alias (Re) = DU (R)DYY (R), (4.33)
y el CCOC-II se ha supuesto de la forma,

Cri=> C,R, (4.34)
q

Es necesario construir D¥)(R,) y D¥v(R,) con R, € CCOC-II pa-
ra obtener (4.32). La matriz D'®)(R,) se genera a partir de los
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operadores %7,
Y

OrFM O =Y " DY) (R) F(T),. (4.35)
,\//

De esta forma se obtienen la matrices DQF)V(R) asociadas con los
generadores

L
DE(C4(y) = ( 2 )
D) (1) = ( (1) (1) > | (4.36)

Aunque la representaciéon D*<)(R,) se puede generar de ma-
nera similar, resulta mas simple obtenerla a partir de un cambio
de base. Para este caso se puede ver en la Tabla 4.7 que:

<|\IJA2u>a |\Ij§?u>a \Dg?u» = (|\Dnnm>> |\pnmn>v |\I]mnn>)sa (4-37)
donde,
L 0 —=2
V3 V6
_ 1 1 1
s=| L -4 X (4.38)
1 1 1
V3 V2 Ve

La accidn de los operadores sobre la base original esta dada por:

R(|\Pnnm>7 |\Ijnmn>7 |qjmnn>) = (|\Ijnnm>7 |\Ijnmn>7 |qjmnn>)A(R)v (439)
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entonces,

R(1W4=), [ ), [0 ) = (104=), U ), [WE: ) STTA(R)S,

(4.40)
donde se tiene que,

S !A(R)S = D“2)(R) @ D)(R). (4.41)

A partir de la ecuacién anterior se puede obtener la representa-
cion D¥)(R). Para los generadores asociados se tiene:

1 3
D<Eg><c4<x>>=( R )
T2 T2
V3
2

DU (Culy)) = ( \
0
1 ) . (4.42)

Usando la representacion (4.33) se obtiene la matriz de producto
directo:

1
2
V3

o

o]

N

—

~

SN—

Il

[\

VR
o =

1949 0 0 9
AEer) _ | 0 240 9 0 (4.43)
0 9 240 0 |- '

9 0 0 194
A partir de (4.43) se puede obtener la matriz de elementos (4.32),
que al diagonalizarla dan lugar a las siguientes funciones adap-
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tadas por simetria

1 E,)
) = Sl O + Fil, 125, )]
1 n Eg U n EQ u
) = E[—F;g,zgr@;g+F;19149|<1>§M>1,
1 E,
G = BEFAT 05 + P, 125:,))
1 5 (Eq
|CBlu> = E[ Alg |® >+Fé1gv)Ag Q)gﬂ;u,H? (4'44)
donde
(o) & @A), (4.45)

como se esperaba. Se pueden obtener resultados similares pa-
ra otros estados que presentes degeneracidon accidental, es decir
gue para todo conjunto de funciones degeneradas la accién de
los operadores (4.29) sobre un conjunto de estados que portan
una determinada representacion irreducible, genera estados pro-
porcionales a sus estados degenerados.

Una vez comprobado que los operadores (4.29) efectivamente
conectan estados accidentalmente degenerados, se puede hacer
la propuesta de que estos operadores sean los generadores de
un grupo bidimensional continuo 7. Puesto que dichos operado-
res conmutan, las transformaciones asociadas con los operadores
también conmutan,

[ES Fy) =0, (4.46)

Los elementos del grupo 7 se obtienen a partir de la exponencia-
cién,

. ~(Eg) A ia(Eg)
iaF z,BFBl

Ui(a) =e Mo Uy(B) =e

donde el operador de Casimir del grupo 7 es el hamiltoniano de-
bido a que conmuta con los generadores del grupo y por lo tanto

(4.47)
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tiene asociada una etiqueta. Los elementos del grupo 7 estan
generados en términos del producto directo

. ~(Eg) | . ap(Eg)
U(a’ 6) = U1(a) ® U2(5> _ ezaFAlg +iBFpy . (448)

4.2.2. Nuevo grupo de simetria §

El nuevo grupo de simetria estd dado por el producto semidi-
recto entre el grupo continuo 7 y el grupo discreto O,

G=TANOy. (4.49)

Lo anterior es valido pues el subgrupo 7 es invariante bajo la

accion de los elementos de O,

Big

@RU(Oé, 5)@1_%1 =

U, g, (4.50)
donde

o/ = aDi{"(R)+BD,",
B = aD{")(R)+ BD5".

El grupo G se puede expresar en términos de clases laterales
del grupo 7 de la siguiente forma:

1Al

G=) ST; (4.51)
A=1
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donde
18]

7]
entonces S, € O,. Por lo tanto los elementos ¢ € G estan dados
por:

Al = 7 = [Onl; (4.52)

g=0rUla,B); R€O, g€g, (4.53)

con el producto entre elementos dado por, g¢ = ¢".

4.2.3. Representaciones Irreducibles

Las representaciones irreducibles se obtienen por induccién
[17]. Para poder llevar acabo este procedimiento es necesario
construir las representaciones irreducibles del subgrupo invarian-
te 7. Considerando el subespacio hexadimensional, Ls = {|V,,n,ns) }

S

1

=

2

=

4

=

5

=

6

) Wninans)
) W nongm )
3) = |V n3n1n2>7
) Wnnins )
) -
) [Woimns )

se evalla la accion de los elementos de 7 sobre los estados. Por
ejemplo sobre el estado |V,,,,,n,),

. ~(Egq) (Eg)
F F (D :31.(2)
fa, +iB Big |\I/n1n2n3> — 6zakn1n2n3+zﬁkn1n2n37 (454)

U(Oé, B)|\Ijn1n2n3> =€
entonces
<‘11n1n2n3| E(Eg) |\I/n1n2n3> - k @ (455)

ninang’
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y por lo tanto

donde

= Go(2n5 —ni —ny),

- CON/G§(713 - 71%)7

7T21\/g
O=EiV e

55

(4.56)

La representacidén generada esta asociada con el estado |¥,,,,.,n,),
entonces se le agrega al estado en cuestion la etiqueta k,, y se

obtiene |kn

ninan3s

):

| Px,
| Pk,
| Pk,
| Pk,
| Pk
| Pxe

ok

ninans

wk

nanzni

)

)
WX, )
)

)

)

Y

Y

Wy
naning/’

N
nanoni/?

)
)
)
)
)
)

ke

ninsna/?

(4.57)

Al aplicar los elementos de T a los otros estados del espacio L se
obtienen las cinco representaciones adicionales del subespacio.

ki
k,
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Para establecer la analogia de las representaciones irreducibles
con los grupos espaciales, se definen los siguientes vectores:

ko = (Y B2 ),

ninang’ "nminang

t = (o,p), (4.58)

lo cual ayudara a establecer una representaciéon grafica. Los vec-
tores (4.58) estan escritos en una base ortonormal. En esta base
la representacion

D*) (U (o, ) = eiokinara+i5Kitana, (4.59)
se puede escribir de la siguiente forma:
D& (1)) = eknt, (4.60)

Las representaciones irreducibles del subgrupo 7 se pueden
representar como puntos en un plano, Figura 4.2. Estos puntos
son equidistantes desde el origen, y todos los vectores tienen la
misma magnitud,

|K;| :4(nf+n§+n§—n?n§—n%ng—ngng). (4.61)

Los angulos entre los vectores estan dados por los siguientes pro-
ductos directos,

k- ko= ko ks = ki ks=k, ks =ks- k= k- kg
= —2(n{ +nj + ny —niny — ning — n3n3),

(4.62)
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La representacion estd formada por dos triangulos equilateros
rotados uno con respecto a otro, como se observa en la Figura
4.2.

150 -

100 -

L Il L L L L Il L L
-150 -100
[ ]

—100 -

=150 -

Flgura 4.2: Espacio de representaciones para el subespacio hexadimensional, n1 # na # n3
and L = 1. Para el diamante, n1 = 1,no = 3,n3 = 2; para el triangulo, n; = 2,ny = 4,n3 = 1; para
el triangulo de cabeza, n; = 5,n2 = 1,n3 = 3; para el circulo, n; = 1,n2 = 5,n3 = 2; y para el
cuadrado, n1 = 2,72 = 4,n3 = 6.

Se pueden conectar los vectores mediante trasnformaciones
de simetria, Figura 4.3.
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8

Figura 4.3: Accién de los elementos representativos de O, sobre k1 en el subespacio he-
xadimensional.

Si se toma el subespacio tridimensional, £5 = {|V,...)},

I\I11> = |annm>a
‘\Ij2> = |\Ijnmn>a
‘\Ij3> = ‘\Ijmnn>7

al evaluar la accion de los elementos de 7 sobre los estados se



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION 59

obtienen los estados,

|¢k1> = ‘\I/z;wn>7
) = [V,

con las representaciones irreducibles,

ki = ((2(m?—n?),0),
k: = G(n? —m? V3(n* —m?),
ki = (o(n®—m? —V3(n* —m?).
(4.65)

La magnitud de los vectores es, |k;| = |k,| = |ks|, y los angulos
entre ellos estan dados por |k,|-| k| = |ki|-|ks| = |ks|-|ks|. Entonces
las representaciones irreducibles también se pueden representar
en un plano y forman un triangulo equilatero como se observa en
la Figura 4.4.

Se pueden conectar los vectores mediante tranformaciones de
simetria. En este caso se conectan mendiante rotaciones de 120
grados, es decir C; y (%, esto se muestra en la Figura 4.5.

Dado que 7 es invariante y D (U(t)) = ¢kt es represen-
tacion de 7 entonces es posible encontrar las representaciones
conjugadas que sirven para llevar a cabo la induccion.

Consideremos la representacion D& (U(t)) = ekt que esta de-
finida por,

U®)Vy,,,) = DYOUR) (W), (4.66)

ninans ninan3g

donde
Ut) =Ul(a, B) = Ui(a) @ Ux(B). (4.67)



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION 60

60 -

40 -

20

—60

Figura 4.4: Espacio de representaciones para el subespacio tridimensional. Para el diamante,
n = 1,m = 3; para el circulo, n = 2,m = 4; y para el cuadrado, n = 1,m = 2.

A partir de (4.50) se sabe que

A A

RU®X) R'=U®X);, t={d 75}, (4.68)

Entonces la representacién conjugada se obtiene de la siguiente
forma,

DM (R U®) R™Y) = DY(UY)) =, DP(U(Y)). (4.69)
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Figura 4.5: Accién de los elementos representativos de O, sobre k1 en el subespacio tridi-
mensional.

Dado (4.59) entonces se tiene que
DRI (U(t)) = 10 g HIB kg (4.70)

Tomando (4.50) la expresidon puede reescribirse de la siguiente

forma ) .
- Ar(Eg) s capa(Eg) s
D(k1)<U(t/)) _ eZOéRFAlg R -HﬁRFBlg R . (471)

Para obtener la representacidén conjugada asociada al estado |V, .., )
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es hecesario obtener

D(kl)(U<t,))|\Ilmn2n3> - k1D(R)(U(t))|\Pmn2n3>

k! (1) e

(4.72)

expresion que se puede escribir de la siguiente forma usando una
notacién mas compacta

k D(U(Y) = D(U(Y)). (4.73)

Para obtener la representacién conjugada que porta k’ hay que
considerar que para cualquier componente de F:

<\Ijnln2n3 |R€FA;R€71 ’\I]nln2n3> = <R71\Ijn1n2n3 ’ﬁ‘i‘éil\ynln2n3>7 (4' 74)

entonces cualquier estado que porta una representacion conju-
gada k' se puede obtener de la siguiente manera:

H— ki _ k’
Las representaciones conjugadas x, D'®(U(t)), generadas a par-
tir de todos los R € O,, forman el conjunto de representaciones

D) (U(t)) = e’it, Este conjunto en el subespacio hexadimensio-
nal forma la estrella de k;

k18: {k1>k27k37k47k57k6}7 (4'76)

donde cada elemento es una punta de la estrella. El orden de
la estrella es |x,S| = 6 y dado que el numero de conjugaciones
corresponde con el orden del grupo G entonces hay un grupo de
elementos que transforman a k; en una representacién idéntica
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0 equivalente. Esta estrella es invariante ante la accién de los
elementos de 7 y los elementos del subgrupo D,,. El producto
semidirecto entre estos dos grupos forma el grupo pequefio de
ki,

K(ky) =T A Dgy,. (4.77)

Es necesario el grupo pequeino para poder llevar a cabo la induc-
cion y asegurar completitud e irreducibilidad de la representa-
ciones irreducibles [17]. El problema es que este grupo pequefo
es infinito; para tener un grupo finito es necesario considerar el
cogrupo pequefio de k;,

K(k)
T

~ Dy, (4.78)

Dado el desarrollo en clases laterales,

Al

Kk)=> s\ T, (4.79)

donde s, son elementos del subgrupo D, se sabe que para cons-
truir las representaciones irreducibles de O, es necesario el desa-
rrollo en clases laterales siguiente,

Al
Oy = ZPA Dop; A =
X

(4.80)

y explicitamente
O = Dop+Cy(x) Dop+Ci(y) Dop+Cy(2) D2h+03{ Dzh‘i‘(C?{)Q Dy, (4.81)

pues los elementos del grupo 7 son diagonales en la base Lg

y £ =~ O,. Se observa que los elementos representativos del



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION 64

desarrollo en clases laterales, {Cy(z),Cy(z),Ci(y), Cs,C2}, son los
mismos que los elementos que conectan los vectores en la Figura
4.3.

La accién de las clases laterales establecidas en (4.81) generan
el siguiente espacio de representaciones,

Opldk,) = oK),
Ociwlt) = (=)™ ox,),
Ociwlt) = (=)™ ox,),
Ocirlt) = (=)™ ok,),

ch|¢k1> = oK),

Ocrplon) = |6k, (4.82)

Para la construccidon de representaciones es conveniente consi-
derar como base {0, |¢x,); A=1,...,|\|}, con |)\| dada en (4.80).

Para llevar acabo la induccion es necesario utilizar el cogrupo
pequefo asociado con las representaciones irreducibles del sub-
grupo 7, ya que este grupo no es infinito. Al hacer la proyeccién
del estado |¢k,) sobre las representaciones irreducibles de D,, se
obtienen estados |¢x,;I',v). Las representaciones que se obtienen
son irreducibles y completas, y tienen la forma

Fg= "KMT)1g (4.83)

donde dos de las etiquetas estan dadas por la representacion irre-
ducible k; del subgrupo 7 vy la tercera etiqueta corresponde con la
representacioén irreducible I asociada con ;, K = Dyy,. Unicamente
es necesario generar las representaciones matriciales de los ge-
neradores, U(t),Cy(z),Cy(y), I ya que a partir de éstas es posible
generar el resto.
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La accién de un elemento de 7 sobre la base estd dado por,
U(t)Orlék,) = OrUY)|dx,), (4.84)

donde se toma en cuenta la invarianza (4.50). De la (4.84) y la
(4.69) se puede ver que el nuevo elemento U(t) esta asociado
con el inverso de R, por lo tanto,

Ut)|ok,) =k, DU (U 1®)|¢k,) = ¥ |, ), (4.85)

donde Kk’ es una de las representaciones irreducibles del subgrupo
7. Entonces, siguiendo (4.85) para cada estado se obtiene, en la
nueva base, la representacion:

etk 0 0 0 0
0 etk 0 0
0 0 etk 0
0 0
0 t

0
0 0 0 e'ths
0

(4.86)

Para la representacion asociada al generador C,(z) es necesa-
rio obtener la representacién basal y los subelementos para cada
elemento representativo en el desarrollo (4.81), lo que se mues-
tra en la Tabla 4.8. Es conveniente obtener el producto de Cy(z)
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con los elementos representativos,

Entonces la representacién para

D(Cy(z)) =

o O O O = O

C4(JI)E =

Cu(z)Ca(z)
(2)Ca(y)
(2)Ca(z)

Cy(2)Cs
Ca(2)(C3)?

8

Cy
Cy

(—1)mtma
0 0
0 0
0 0
0 1
0 0

0 0
0 0
0 (—1)mtne
0 0
0 0
(—1)natns 0

donde se puede hacer la siguiente identificacion:

() =1
“(Cofa)) = (1
XH(Cale) = (-1

C,(x) esta dada por:

66
(4.87)
0
0
0
(_1)n1+n2
0
0
(4.88)

siendo x*(h) la representacion irreducible del elemento i € Dy,.



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION

67

Tabla 4.8: subelementos hx(g) asociados de los elementos representativos en el desarrollo

(4.80).

g J2) pah ha(g)
E E EFE E
Ci(z) | Culx) | Cu(z)Ca(x) | Co()
Ci(y) | Culy) | Culy)E E
C’?(y) E EC2( ) Ca(y)
Ciy) | Cily) | Ciw)Caly) | Coly)
04(2) 04(2) 04( ) E
Ci2) | Ciie) | i) | Cole)
ol | cr ClE E
@y | @y | e | B
(C31)? | (C3)* | (C5)*Caly) | Caly)
cin | iy | (clrcy) | Col)
(G52 Cf | C5Ca(2) | Ca(2)
GV | (C5)% | (C5)°Cal2) | Ca(2)
ey | el | diee) | o)
Cs | Culz) | Cu(2)Cal(y) | Ca(y)
Ch | Cu(2) 04(2)02(35) Cy(x)
G | Gle) | Cu)Coly) | Caly)
C3 | Cu(z) | Cu(x)Ca(2) | Ca(2)
Cs | Culy) | Culy)Ca(z) | Ca(2)
cf | Cily) 04(1/) 2(z) | Co(z)
I E 1
5:0) | i) | cu@oprt | ot
Si(x) | Ca(z) | Cu(x)] I
Si(y) | Caly) | Culy)oy! | o3
Siy) | Culy) | Caly)I I
Si(2) | Cu(2) | Cu(z)af ol
S3(2) | Cu(2) Cy(2)1 I
ol E Eol ol
oll E Eol! oll
oIt E Eoll ol
s lene| @ |
s | cf < I
Sk Ct Clol oll
(st | ¢l CI U}{H ol
SHT Ct Cé ol
(s | (cdy | (chpror | oft
StV o Cloll oll
sy e | i | ol
oy Ci(2) | Cu(z)ol! ail
o i) | Gzl | ol
oi | Culx) | Culx)ay, o
od | Oy(x) C4(:L')U,€I oll
o | Cily) | Culy)a, a
o | Cily) | Culy)of fi o
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Entonces se obtiene:

0 x*(Cx(z)) O 0 0 0
X"(E) 0 0 0 ) ’
- 0 0 0 0 X*(Ca(2)) 0
D(Cy(x)) = 0 0 0 0 0 XH(Ca(2))
0 0 XH(E) 0 0 0
0 0 0 x*(Ca(x)) 0 0
(4.89)

De la misma manera para la representacion asociada con el genera-
dor C4(y) se necesitan los siguientes resultados:

04(y)E = 04(y)7

Ca(y)Ca(z) = (C4I)%,
Ca(y)Culy) = Ca2(y),
Ca(y)Ca(

y)Ci(z) = O,
Ci(y)C5 = C%,
Ca(y)(C3)* = Ci(), (4.90)

por lo tanto se obtiene la siguiente representacién:

0 0  (~pmtm oo 0 0

0 0 0 0 0 (=1ymtn

10 0 0 0 0
D(Cy(y)) = ,
(Glw) 0 0 0 0 (-pmtn g

0 0 0 1 0 0

0 (=lym*s 0 0 0 0

(4.91)
donde

XM(Ca(y)) = (=)™, (4.92)
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por lo que se obtiene:

0 0 X" (Ca(y)) 0 0 0
0 0 0 0 0 xXH(Ca(x))
HE 0 0 0 0 0
pGiwy = | X
0 0 0 0 x*(Ca(x)) 0
0 0 0 YH(E) 0 0
0 x(Co(y) 0 0 0 0
(4.93)
La representacion D(I) es diagonal
X“(I) 0 0 0 0
0 x*I) 0 0 0
0 0 0 0 0
D(I) = ,
0 0 x“(I) 0 0
0 0 0 x*I) 0
0 0 0 0 x*(I)
(4.94)

con elementos y#(I) = (—1)mtnetnstl,

Para el subespacio £3 el cogrupo pequeio de k; se identific6 como
D.y,. Esto es porque ademas de que k; es invariante ante los subgrupos
T y Doy, €s invariante ante la transformacion o;. Dado que Dy, = Doy, +
oq4Ds, entonces

K(ky) =T A Dyp. (4.95)
por lo tanto,
K(ki)
~ Dyy,. 4.96
e ih ( )

Para obtener las representaciones irreducibles del grupo G es necesario
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hacer el desarrollo en clases laterales,

a On|

Oh )\z:lp/\ 4hs | | |D4h| 3 ( )
Explicitamente ésta toma la forma
O, = Dyp, + C3Dyy, + C5 Dy, (4.98)

Entonces los elementos representativos que conectan los vectores en
la Figura 4.5 son: {C3,C3}.

Siguiendo el mismo procedimeinto que para el subespacio hexadi-
mensional es necesario obtener la representacién basal y para ello son
necesarios los siguientes resultados.

Ci(x)E = Cy(z) =Cy(x)E,
Cy(z)Cy(z) = Ch(z) = ECy(z),
Ca(x)Caly) = Cf = Ca(y)Ca(2),

Ci(y)E = Culy) =Cu(y)E,
Cu(y)Ca(z) = (C31)? = Cu(2)CE(2),
Cu(y)Culy) = Ca(y) = ECs(y).

Juntando las representaciones basales y los subelementos represen-
tativos involucrados en el desarrollo (4.98) y que se muestran en la
Tabla 4.9, se obtienen las siguientes representaciones irreducibles para
el subespacio tridimensional.

0 DH(Ca()) 0
D(Cy(z)) = | Dr(EB) 0 0 ,
0 0 D (Cy(2))

(4.99)
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0 0 D/ (Ca(y))
D(Cu(y)) = 0 DHCi(2)) 0 ;
D*(E) 0 0
(4.100)
D~ (1) 0
D(I) = 0 DrI) 0 :
0 D#(1)
(4.101)
donde
D/ (E) = (—1)"*!
D/ (Cy(2)) = (-1)"*!
D*(C}(2)) = (-1
D#(Cy(x)) = (1)
D*(Ca(y)) = (—~1)™*
XHI) = (=1t
(4.102)
Para los elementos de 7 se tiene la representacidn siguiente,
etk 0 0
D(t) = 0 etk
0 0 eiths
(4.103)

Para el subespacio unidimensional, la representacion asociada a U(t)
es la representacion irreducible k = 0. Por lo tanto U(t)[¥9 ) = |00 ),
y entonces el grupo pequefio coincide con el grupo G, por lo que el
cogrupo pequefio es O,. Los estados |0 ) portan las representaciones
irreducibles del grupo octaédrico. En la Figura 4.6 se observa como el
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Tabla 4.9: subelementos hx(g) asociados de los elementos representativos en el desarrollo

(4.97).

g 2 pah ha(g)
E E EE E
Cu(z) | (C§)* | (C5)*Cu(2) | Cu(2)
Ci(x) | (C)? | (C9PCy | C3
Cily) | € | cicit) | G
Ca(y) E EC,(y) Ca(y)
Cily) | Cf C3Cy C3
C3(z2) E EC3(2) C3(2)
Ci ct CIE E
(C5)? | (C5)* | (C5)*E E
cit Cl CICy(z) | Cy(x)
(Cine | (@ | (©rey) | Gly)
C3TT | (C3)? | (C5)*Ca(w) | Co(x)
(G372 Cf | C30s(2) | Cal2)
oV | (Ch? | (C2Cae) | Cale)
(C5V)* | Cf | CiCa(2) | Ca(2)
cs' | clp| (@hes | ooy
| E EC ct
s | (cly | (chpcde) | i)
Cd Ct cicg cs
CS Cg C§C4(Z) 04(2‘)
cf E ECS ce
1 E EI 1
Su(@) | (C? | (ChEsie) | i)
$i@) | (| Clpah | o
Siy) | |l | o
Sily) | C3 C384(2) | Sa(2)
Si(z) | E ESj(z) | 8i(2)
afL E EO'}IL a}{
oll E Eol! oll
ol E Eolll olll
Sg | (C3)* | (G I
(SE)s Ct CciI 1
Sg' |G Ciop! oy
(Sg")° | C3 Cioptt | ot
Sg't | G5 Cio, o,
(Sg™)° | (G2 | (C5)?at | o
Sg | G Ciop! oy
(S§7)° | (G | (C5)%ay, 7,
op E Eoj op
UZ E EUZ 02
og | Ca(x) | Cux)ay, o
ag | (C3)? | (C5)*Sa(2) | Su(2)
oy 3 | C5Si(2) | Si(2)
05 E Eo} Iop
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nuevo grupo no presenta degeneracion accidental sistematica.

4.3. Rompimiento de simetria

En el analisis de rompimiento de simetria, primero hacemos la re-
duccién de simetria de una caja cubica a un paralelepipedo de base
cuadrada, a = b # ¢, cuyo grupo puntual se reduce de O, a Dy,. Consi-
derando esta nueva simetria algunas de las transformaciones del grupo
T A Oy, ya no dejan invariante al hamiltoniano, por lo que hay que iden-
tificar el grupo de simetria y para hacerlo se hizo una subduccion.

Podemos notar que para el paralelepipedo de base cuadrada el eje
z ya no es equivalente a los demas por lo que el operador Fﬁfgg’)flg que
esta asociado con el orbital d.. ya no es relevante. El grupo 7 se reduce
a las transformaciones dadas por U(0, ), por lo que se tiene un nuevo
grupo continuo 7; generado unicamente por el operador,

(B 1 /15 [09*2  9?
F( 19)21 ? w—ain 5 (4.104)

el cual porta la etiqueta del subgrupo D4,. Con estas consideraciones se
tiene la siguiente reduccion de simetria:

T ANOy D TiADy,. (4105)
La subduccién esta dada por:
1,6 4 Ti A Dy (4.106)

Las representaciones irreducibles del grupo 71 A Dy, se obtienen a
partir de las representaciones irreducibles del grupo G. Para ello hay
que analizar los subespacios.

Considerando el subespacio unidimensional se tiene la subduccion
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g/\@ g/\@w _@g/

E
[.]
[Bm<5‘/§] ................. —
......................... [8.]
.3 [5.]
[B.(133 3)J [B.83] et —
=R (2]
—(123) . s —
[B.]
(B2 e —
R [5.]
[4...0.0)] [8.-0] [A]
m— e — e —
(4]
D] e o
)] e T [4]
T ..................... [4,0] [4.]
[B,.0] (5]
[B(00)] e
— 5]
(21) e B, 33| e ——
........................... [B,]
[8.]
[.33] et —
(6 0] e — (2]
() e [,,.0] [8,]
[4,00.0)] [4,.0] [4,]
111

Flgura 4.6: Diagrama de energia esquematico donde se observa el rompimiento de simetria
desde una caja cubica a un paralelepipedo de lados distintos. Los niveles degenerados se muestran
juntos, y las representaciones irreducibles asociadas con el grupo de simetria se indican sobre cada
conjunto de niveles. Aqui se considera ¢ > b > a, donde ¢, b y a son los lados de las cajas.
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obtenida directamente de los caracteres en la Tabla 4.1:
nimpar  [Thme) | [Tome)

n par |\I/0,A2u> \l/ ‘\I]O’B1u>, (4_107)

nnn nnn

En ambos casos la representacion irreducibles asociada con el subgrupo
T1 es k=0.

En el subespacio tridimensional los estados portaran las etiquetas
mostradas en la Tabla 4.2. Dado que fueron etiquetados de acuerdo a
la cadena (4.9) se tiene que los estados ya portan la etiqueta asociada
con el grupo puntal Dy,. Sin embargo dado que hubo un rompimiento
de simetria los estados propios se van a modificar como se observa en
la Tabla 4.10. Es posible notar que hay estados propios degenerados
que portan representaciones irreducibles distintas, por ejemplo cuando
ambos nlimeros cudnticos son pares, (e, e):

‘Blm Au) = ‘\Ilnnm>
1
B u;Au = = \I/nmn + \I/mnn )
| Biu, Au) \/5(\ )+ )
1
AmAu = _\I/nmn + \Ijmnn . 4108
| Ay, Au) \/5( ! )+ | ) ( )

Los dos ultimos estados estan degenerados y como portan representa-

ciones unidimensionales el sistema presenta degeneracién accidental.
Los generadores del grupo 7; A Dy, estan dados por: {U(0,3), Cy(z),

Csy(z), I'}. La representacidn asociada con los elementos de 7; es:

1 0 0
D(U(0,8)) = 0 Bk 0 ,
0 0 e Pk

(4.109)

donde,
k= (oV3(n? —m?). (4.110)
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La reduccion de simetria esquematizada en el espacio de representa-
ciones es equivalente a hacer la proyeccién sobre el eje k.
Las representaciones para los otros generadores estan dadas por:

(—1)n+t 0 0
D(Cy(2)) = 0 0 (1)
0 (—1)m+1 0
(4.111)
(—1)ntm 0 0
D(Cy(z)) = 0 (=)t oo |, (4.112)
0 1
(—=1)m+1 0 0
D) = 0 (—=1)m+1 0 : (4.113)
0 0 (—1)m+

Es conveniente obtener las representaciones anteriores en la base
original dada por (4.64), y cuya conexion esta establecida por:

(10,05 [PK2)5 1PKks)) = (OE|dK, ) Ocy(2)| Pk ) Ocy )Pk, ) )M,

(4.114)
donde,
(_1)n+1 0
M = 0 (—1)m+l 0
0 (—1)ntt

(4.115)
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Tabla 4.10: Rreduccién de simetria de Oy, a Dy, para el subespacio tridimensional.

nimj| |v,7) vector propio

e| e| |Bu, Ay -

el e| |Bu,A) = \/L§(|\ann> + [Wonnn))
el e| A A,) = \/Lg(_wjnmn) + [Yonnn))
0 0 |A197 Ag) = |\Ijnnm>

0 0 |A197 Ag> = \/L§(|\Ijnmn> + |\Ijmnn>)
0 0 ’Blgv Ag> = \/Lﬁ(_’q]nmw + |\Ijmnn>)
e 0 |Eng3g> = ’qjmnn>

e| o [EyBy) = |Yumn)

€ 0 |Bng Blg> = |\Ijnnm>

o| e| |Ey,Ba) = |Yon)

O| e| |Ey,Bsw) = |Ynn)

o| e |As, B) W i)

Entonces al hacer el cambio de base se obtiene:

M DM = D(t),
M ID(Ca(z))M = D(Cy(w)),
M 'D(I)M = D(I),

M 1D(Cy(z))M =

0 (_1)n+1 0

(4.116)
(4.117)
(4.118)

(4.119)

Se observa que las representaciones estan diagonalizadas por blo-
ques, lo que significa que son reducibles. La reduccién da una repre-
sentacion bidimensional y una unidimensional ambas irreducibles. La

bidimensional esta dada por:

_1\ym+1
D(Ci(2) = <(_10n+1 - ) D<k><o2<x>>=<

)

(_1)n+m 0

)
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(0 ) (5 2)

Estas representaciones coinciden con las representaciones construidas
por induccion para el grupo 7 A Oy,. La representacidon unidimensional
esta dada por:

DY) =1;

DO(Cy(2)) = (=1)"*;

DO(Cy(x)) = (=1)™+™
DOy = (=1)™*, (4.120)

donde de acuerdo a la paridad de (n,m) varia la representacion irredu-
cible del grupo puntual que portan,

) — Blu>
(07 0) — Algv
) — ng,

(07 6) — A2u'

En el subespacio hexadimensional L = {|¥},,n,ns)} S€ pueden identi-
ficar pares de funciones asociadas con la misma energia,

{lo1),  |oa)}
{lg2),  I¢5)},
{los),  lde)}, (4.121)

como se puede apreciar de (4.57).

En la Tabla 4.11 se observa que cuando todos los nimeros cuanticos
presentan la misma paridad el sistema presenta degeneracién acciden-
tal, pues estados que portan representaciones unidimensionales estan
degenerados. Sin embargo, para los casos (e,e,0) Y (0,0, ¢) la degenera-
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Tabla 4.11: reduccion de simetria de O;, a Dy, para el subespacio hexadimensional.

ny | ny | ng 1715 7v2) vector propio
€ € € |A1u7AU> = - (|¢1> |¢4>)
€ € € |Alu>Au> = \}§(|¢2> ‘¢5>)
e| el e| A A) = %(’¢3> |P6))
€ € € |Blu7 AU> = %(|¢1> + |¢4>)
el el el Bud) = (i) +1os)
e| el e| |Bu,A) = %(|¢3> + |d6))
0| 0] o |Ay4y) = \/Lg(|¢1> + [#4))
0| 0| 0| [Ay,4,) = \/Lﬁ(|¢2> + [¢5))
0| 0| o [AyA) = Z5(l¢s)+ o))
0| 0| 0| [By,4,) = \/L§(|¢1> |}4))
0| 0| 0| [By,4,) = \/Li(|¢2> |$5))
0 0| O |BlgvAg> - \%(’ > ‘¢6>)
e e 0 By = alon + 1oa)
e | e| 0] [By,By) = %(|¢1> + [¢4))
e| e| 0| [EyDBy) = |b)
e| e| 0| |EByBy) = o)
e| e| 0| |Ey;DBsy) = |¢3)
e| e| o] |E;By) = |¢s)
o 0 e[ BaBe) = L1001
0 0 € |AQU>B1u> \/L§(|¢ > + |¢4>)
0 0 € |EU7B2U> = ’¢2>
o o € |EmB2u> = |¢6>
O | O| €| |Ey,B3) = |¢3)
0| o] e]| [EyB3,) = |[93)
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cion es natural.

Sia= (-1t p=(-1)2t yc=(-1)"3; |a subduccién lleva a
las siguientes representaciones para los generadores:

000a00
0000 ¢ 0
00000 ¢
D) =11 6000 0
010000
00a 000

(4.122)
b0 00 0 0
0b 0000
00a000
DGE) =1 0 00 co0 0
0000 a0
00000 c

(4.123)

D(I) — (_1)n1+n2+n3+1

o O O O o =
o O O O = O
oSO O O = O O
O O O O O
o = O O O O
_ o O O O O

(4.124)
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etk 0 0 0 0 0
0 e itks 0 0 0 0
0 0 e~itke 0 0 0
DWU®) = .
U®) 0 0 0 e~k 0
0 0 0 0 eltks
0 0 0 0 etk
(4.125)
donde
ki = (V3(ni — n3),
ks = (oV3(n3 — nj),
k3 - CO\/g(n% - n%)v
(4.126)

Es necesario hacer el cambio de base a la base original definida
en (4.57), con los estados que porten k; y —k; localizados en forma
contigua. De esta forma tenemos:

(191, ) [P, )s [Pk )5 [Dkes ) [ Dkes ) Pk ) =
(OBl ), Ocy(2) |9k, )> Ocu(y)| Pk ), Ocy ()91, ) Ocilig ) Oz i, )N,

(4.127)
donde la matriz de tranformacién esta dada por:
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 (—1)”3Jrl
0 0 0 (=1)m+l o 0
N — (=1) (4.128)
0 (=1t 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
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Las representaciones en la nueva base tienen la siguiente forma,

etk 0 0 0 0 0
0 e tki 0 0 0
0 0 etk 0 0 0
N 'D(U®))N = . 4.129
(U(t)) 0 0 0 etk g 0 ( )
0 0 0 0  eitks 0
0 0 0 0 etk
070000
kKOO0 OO0 0
000FKk OO
N—'D(Cy(2))N = 4.130
(Cu(2)) 001000 ( )
000001
0000 j 0
b 00000
0 c 0000
00 c 00O
N~'D(Cy(z))N = 4.131
(Ca(x)) 000 a0 0 ( )
0000 a0
00000 b
100000
010000
001000
N~'D(I)N = (—1)mtnztnatl (4.132)
000100
0000T10
0000TO0 1

donde a, by c se definieron previamente; y j = (-1)*!, k= (~1)m2tl y
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[ = (=1)mstl,

Dado que las representaciones son diagonales en bloques éstas son
reducibles. Es posible identificar dos subespacios. El subespacio unidi-
mensional, £; = {|¥,nn,)}, donde k£ =0, por lo que las representaciones
irreducibles se clasifican de acuerdo a las representaciones irreducibles
del grupo puntual Dy,. También se tiene en subespacio bidimensional,
Lo = {|¥Ynmns), [¥mnns) }, que se puede desarrollar en clases laterales con
Dop

Dup, = Doy + 0§Dap,. (4.133)

También se puede tener alternativamente el siguiente desarrollo

D4h = DQh + JZDQh, (4 134)

aunque las representaciones irreducibles son equivalentes para ambos
desarrollos.
Tomando (4.133) se obtiene

o O'b
D(Ci()) = ( 0 X(”)>;

X" (Ca()) 0

DWW (Cy(z)) = 0 xX"(Ca(2)) |
xX“(I) 0

DE(D) = 0 x*() |;

D (1) = < ¢ _?kﬁ > , (4.135)
e
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donde

Xob) = (=D xMol) = ()™ xH(Calx) = (=)™
X(Ca(z) = 1; (1) = (-1)™* (4.136)

Las representaciones (4.135) coinciden con las obtenidas en la induc-
cion. Para el paralelepipedo de base rectangular los estados se etiquetan
de acuerdo al grupo Dy,. En la Figura 4.6 se muestra el rompimiento
de simetria desde una caja cubica hasta un paralelepipedo de base rec-
tangular pasando por el paralelepipedo de base cuadrada. Se observa
que con el previo analisis de reduccién de simetria todos los niveles
muestran degeneracidon normal. La notacién utilizada para las repre-
sentaciones irreducibles esta da por [u, k], donde 1 es la representacion
irreducible del cogrupo pequefio y k es la representacién irreducible del
grupo invariante 7.
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Conclusion

Reducir las representaciones generadas por los estados propios per-
mitio identificar la degeneracién accidental sistematica, por lo que el
grupo 0;, que esta asociado con la simetria geometrica, es un sub-
grupo del grupo de simetria. Se realiz6 la proyeccion por el método de
funciones propias, donde el CCOC esta dado por la cadena de subgrupos
gue etiquetan a los estados y el hamiltoniano. Una caracteristica pecu-
liar de la proyeccidon es que para el subespacio hexadimensional hay
algunos casos donde aparece multiplicidad para las representaciones
irreducibles bidimensionales, E, y E,,.

Para explicar la degeneracion accidental que ocurre en la caja cubi-
ca de paredes impenetrables se encontré un grupo de mayor simetria,
el cual fue identificado como: G = 7 A Oy,. El nuevo grupo de simetria
contiene transformaciones continuas y discretas, lo que lo hace andlogo
a los grupos cristalograficos espaciales: las transformaciones discretas
son analogas al grupo puntual mientras que las transformaciones con-
tinuas son analogas al grupo de traslaciones.

El grupo continuo 7 se obtuvo al identificar los operadores que co-
nectan los estados accidentalmente degenerados. Los operadores por-
tan la representacion irreducible bidimensional E, y desempefian una
funcidon analoga al vector de Runge-Lenz en el atomo de hidrégeno no

85
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relativista. Los elementos de 7 se obtuvieron de la exponenciacion de
los operadores.

Dado que el problema tiene una analogia con grupos espaciales en
un sistema cubico cristalografico, es factible construir las representa-
ciones irreducibles de G por medio de induccién, lo que asegura irredu-
cibilidad y completitud [17]. Para poder hacer el analisis de la reduccion
de simetria, los estados del sistema se etiquetaron de acuerdo a una
cadena de subgrupos que permitieran obtener los paralelepipedos de
base cuadrada y base rectangular. Asumiendo G como el grupo de si-
metria, la degeneracidon examinada a lo largo de este trabajo, la cual
predomina en la regidn de baja energia, es normal, Figura 4.6. A mayor
energia, las combinaciones posibles de nimeros cuanticos permiten la
existencia de degeneracion pitagorica, cuyo analisis escapa a los fines
de este trabajo, y a la fecha no ha sido posible encontrar un grupo bajo
el cual no se considere accidental en ningun sistema donde se presente.

La ventaja de tener las funciones apropiadamente etiquetadas de
acuerdo al nuevo grupo de simetria G es que es posible deducir las re-
glas de seleccién correctas, obtenerlas sin embargo no es trivial. Esto
se debe a que las funciones adaptadas por simetria tienen asociadas
dos etiquetas, una relacionada con la representacién del grupo conti-
nuo y la otro con la del grupo pequeno, lo que dificulta el andlisis de los
productos directos de representaciones de manera considerable [17].
Entonces, se espera que considerando la simetria completa se identifi-
quen transiciones prohibidas que se hubieran tomado como permitidas
de haber supuesto a O, como el grupo de simetria del sistema.
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