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PROBLEMAS (p, ¢) CON RECTAS EN R“.

1. Introduccién

DEFINICION 1. Un conjunto C C R? es convexo si y sélo si para
toda pareja de puntos (A, B) € C' y para toda t € [0,1] se cumple que
(1—t)-A+t-BeC. Es decir, C es convexo si y solo si el segmento
de recta que une a cualesquiera dos puntos de C' estd contenido en C.

Consideremos una familia C de conjuntos convexos en el plano.
Cuando un conjunto 7" de puntos, cumple que para todo convexo A € C,
existe un punto p € T tal que p € A, se dice que T es transversal a
C. Una pregunta interesante es: ;Ctial es el minimo nimero de puntos
con los que se puede formar una transversal de C?, es decir, jcudl es el
nimero 7 (C) := min {|T| | T es transversal de C}?

Es claro que si no sabemos nada de la distribucién de los convexos
de C, lo que podemos hacer es tomar un punto en cada convexo y asf
formar una transversal T, de C (en cuyo caso tanto C como T}, tienen la
misma cardinalidad), aunque probablemente exista otra transversal T}
de C con |T1| < |Tp|. En el caso particular en que todos los elementos de

fueran ajenos dos a dos, entonces sabemos que efectivamente 7(C) =
‘[:| . Esta situacién es muy distinta si sabemos algunas condiciones sobre
C. Por ejemplo, si tomamos una familia finita Cy de conjuntos convexos
en R?, ‘[:0| > 3y, con la propiedad de que cualesquiera tres elementos de
Co tienen un punto en comin, entonces qué se puede decir del niimero
7(Co)? El matematico vienés Eduard Helly (1884 — 1943) demostré que,
en este caso, m(Co) = 1:
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TEOREMA 1. (Helly, 1923)

Sea C una familia finita de al menos d + 1 conjuntos convexos en
R, Si los convexos de cualquier subfamilia de C de tamarnio d+1 tienen
un punto en comin, entonces todos los converos de C tienen un punto
en coman.

A partir de este resultado nace una interesante gama de problemas
llamados "Tipo Helly". Estos problemas surgen de considerar varia-
ciones en las hipdtesis del Teorema de Helly y tratar de encontrar el
mimero 7(C), al cual se le llama nimero de perforacion de C. Sin em-
bargo, como se verd mas adelante, en general no es una tarea sencilla.

Una variante interesante de las hipdtesis del Teorema de Helly es
la siguiente:

Sean p,q € N tales que p > ¢ > 2. Se dice que una familia A de
subconjuntos de R? tiene la propiedad (p,q), si cada que se toman p
elementos de A, hay ¢ de ellos que tienen un punto en comin. En este
contexto el Teorema de Helly se puede enunciar como sigue:

Sea C una familia finita de al menos d + 1 conjuntos convexos en
R?. i C tiene la propiedad (d + 1, d + 1), entonces 7(C) = 1.

Ahora, ;qué sucede si se cambia la propiedad (d + 1, d + 1) por la
propiedad (p, q) para cualesquiera p,q € N con p > g > 27, ;se puede
decir cudnto vale 7(C)?

Con estas consideraciones, Hadwiger y Debrunner presentaron un
resultado en la convencién anual de la Comunidad Matemética de Suiza
en el ano de 1956:

TEOREMA 2. (Hadwiger; Debrunner [8]) Sean p y q enteros tales
quep>q>d+1y(d—1p < dlqg—1)y sea C una familia finita
de conjuntos convexos en R%. Supongamos que C tiene por lo menos p
elementos y que al tomar cualesquiera p elementos de C hay q de ellos
que tienen un punto en comiun. Entonces existen p — q + 1 puntos de
R? tales que cada elemento de C contiene al menos uno de ellos.

Como observamos anteriormente, el Teorema de Helly se vuelve un
caso particular del resultado anterior; cuando p = ¢ = d + 1. Este
resultado se situa en los origenes de los "problemas (p,q)” los cuiales
se enfocan en perforar lo mds econémicamente posible, es decir, bus-
can acotar lo mejor posible el nimero de perforaciéon de familias de
conjuntos (no sélo convexos) en R? con alguna propiedad (p, q).
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Aunque los dos Teoremas que hemos enunciado nos dicen que 7(C) =
p—q—+1 es el menor posible nimero de perforaciéon para familias finitas
de convexos en R?, veremos mds adelante que resultados de este tipo
son bastante raros y por ello, en general, se buscard encontrar buenas
aproximaciones de dicho nimero. En algunas ocasiones, la sola tarea de
probar que el nimero de perforacion es finito, puede ser una tarea com-
plicada. El articulo A survey of the Hadwiger-Debrunner (p,q)-problem
de Jiirgen Eckoff [7] tiene un excelente compendio de resultados alrede-
dor de este problema. El autor nos muestra que cuando los enteros p
y ¢ no satisfacen las hipétesis del Teorema de Hadwiger y Debrunner,
se vuleve complicado probar que el nimero de perforacién existe. Los
autores del teorema conjeturaron que 7T([:) = 2 cuando no se satisfacen
dichas hipdtesis.

El siguiente ejemplo propuesto por L. Danzer (figura 1.1), es una
familia de seis tridngulos congruentes con la propiedad (4,3), que nos
muestra que 7(C) # 2, pues el niimero de perforacién de esta familia de
tridngulos es igual a 3, ya que no es posible perforar a los seis tridngulos
con solamente dos puntos, como se conjeturaba.

Figura 1.1

Sea F una famila de convexos en R? que cumple la propiedad (4, 3).
Una de las primeras cotas que se hicieron para el nimero de perforacion
de esta familia es 7(F) < 4032 [3]. Tiempo después se prueba que
m(F) < 276 y Turdn hace la conjetura de que el 276 puede cambiarse
por 223. Ahora, puede decirse mucho mas que eso; Kleitman, Gyarfas
y Téth probaron recientemente que 7(F) < 13 [9]. La demostracién de
este hecho no es inmediata y atin estd abierto el problema de encontrar
el nimero de perforacién exacto (o de mejorar la cota) para cualquier
familia de convexos en R? que cumpla la propiedad (4, 3).
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Asi, tenemos que para familias F de convexos en R? con la propiedad
(4, 3), se cumple:
3<m(F)<13

En este trabajo nos enfocaremos principalmente en familias de con-
juntos convexos de dimensién 1 en R? es decir, en familias de rectas
e intervalos en dicho espacio. Por un intervalo en R? entendemos un
subconjunto cerrado, conexo y acotado de una lfnea recta en R?. Asi,
estudiaremos los mimeros de perforaciéon de familias de rectas e in-
tervalos que satisfacen las propiedades (p,q) y expondremos algunos
resultados originales para estas familias.

La siguiente seccién, que es un poco ajena al hilo central de esta
exposicién, estd dedicada a introducir brevemente los "problemas tipo
Helly", y nos servird para exponer, a grandes rasgos, el contexto en el
que nace esta tesis. Se le recomienda a todo aquel familiarizado con
estos temas, que salte al capitulo 3 en el que se presentan algunos
resultados generales de problemas (p, ¢), y que usaremos de base para
la presentacion de la parte original de esta tesis, que puede verse en los
capitulos 4, 5 y 6.

2. El Teorema de Helly y algunas generalizaciones.

Muchos de los problemas que trataremos en este trabajo, se derivan
del caso d = 1 del Teorema de Helly; por lo cual incluimos su formu-
lacién y demostracién para este caso:

TEOREMA 3. [Helly caso d = 1] Sea F wuna familia de intervalos
en R tal que |F| > 1. Si cualesquiera dos intervalos de F tienen un
punto en comain, entonces todos los intervalos de F tienen un punto
en comain.
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DEMOSTRACION. Sea I € F. Llamaremos E;([) al extremo izquier-
do del intervalo I, es decir, E;(I) < t para toda t € I; Esto puede
hacerse sin problema pues I C R. Anélogamente, llamaremos E4(I) al
extremo derecho de I; notemos que ambos extremos estdn en I por ser
cerrado.

Primero lo demostaremos para el caso finito, es decir, |F| < co.
Supongamos entonces que F = {Iy, I5, I, ..., I,,} y consideremos al
punto M = max {E;(I;) | I;eF}, el cual existe porque |F| < oo.

Sin pérdida de generalidad supongamos que M = FE;(I,). Como
cualesquiera dos intervalos de F se intersectan, se debe tener que
cualquier intervalo I, intersecta a I, lo que quiere decir que F;(I,,) <
E4(Iy) para toda k e {1,2,3,....,n}.

Entonces E4(Iy) > M = E;(I,) para toda k € {1,2,3,....,.n}.

Por lo tanto M € I, para toda k € {1,2,3,...,n}, es decir, todos los
intervalos de F tienen un punto en comun.

Figura 2.1

Caso |F| £ oo.

Consideremos A = {E;([;) | I; ¢ F}
Afirmacién.- A es acotado superiormente.

Sea Iy € F un intervalo cualquiera. Como Ij, N Iy # () para todo I},
e F, entonces F;(I},) < E4(Iy) para todo I, € F, pues de lo contrario si
existiera un I,,, € F tal que E4(Iy) < E;(I,,), se tendria que I, NIy = 0,
contadiciendo la hipétesis de que cualesquiera dos intervalos de F se
intersectan.

Entonces Ey(Iy) es cota superior de A y como A C R, se tiene que

A tiene supremo (por el axioma del supremo);
Sea S = sup A.

Ahora supongamos que existe I, € F tal que Ey(I) < S, entonces
por la propiedad del supremo existe I € F tal que Ey(ls) < Ez(f ) < S,
pues de lo contario E, (/) seria cota superior de A y con ello S no seria
supremo de A, lo que seria una contradiccién.
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Esto nos lleva a decir que existe I e Ftal que
EyI) < E(I)< S

lo cual implica que I, N I= (), contradiciendo la hipétesis de que cua-
lesquiera dos intervalos de F se intersectan.

Por lo tanto no existe I; € F tal que Ey(I5) < S,

entonces S < E,;(I;) para todo [} € F.

Asi S € I, para todo I, € F. O

Existen muchas variaciones y generalizaciones del teorema de Helly.
Una de ellas consiste en cambiar la propiedad de tener un punto en
comin, por alguna otra propiedad ¢ de la familia F. Esto ha generado
una amplia serie de problemas, en los que se reconoce una estructura
bésica con las siguientes tres condiciones:

(1)  Un conjunto base o universo ® de los objetos geométricos
cerrados bajo inclusion, y una familia F C .

(2) Una propiedad g de los subconjuntos A C F.

(3) Un mimero clave, w € N, que nos dice que si cualquier subcon-
junto A C F, con w miembros o menos, tiene la propiedad g, entonces
también F tiene la propiedad p.

Asi, un problema tipo Helly tiene la siguiente forma:
"Sea F C ® con |F| > w. Si cualquier subconjunto A C F con |A| <
w tiene la propiedad g, entonces el conjunto F tiene la propiedad @".

EJEMPLO 1. .

Objetos: puntos en R2.
# clave: w = 3.
Propiedad: Colinearidad.

AFIRMACION 1. Si F es una familia de puntos en R? tales que
cualesquiera 3 de ellos son colineales, entonces todos son colineales.

DEMOSTRACION. Tomemos a, b, c € F, por hipétesis son colineales,
llamemos A a la recta que pasa por a,b y c¢; entonces cualquier otro
punto p de F tiene que estar en A, de lo contrario a,b y p no serfan
colineales, contradiciendo la hipdtesis. O

A continuacién, probaremos un resultado de convexidad que uti-
lizaremos para enunciar el siguiente ejemplo.
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DEFINICION 2. Sea X un conjunto de puntos en R?. La enwvol-
vente convera o casco convero de X, C(X), es el conjunto con-
vero mds pequenio de RY que contiene a X. C(X) resulta ser la in-
terseccion de todos los convexos en R que contienen a X, es decir:

C(X) =n{B convexo | X C B}. (Figura 2.2)

Figura 2.2

DEFINICION 3. Sea V una familia de puntos en R?. Decimos que
los puntos de V' se encuentran en posicion convexa si y solo si para

todo p eV se tiene que p ¢ C(V \ {p}).

TEOREMA 4. [Folklore] Para todo X conjunto finito de puntos en
R? se tiene que C(X) = U{C({x,B,7}) | o, B,y € X}. (Figura 2.3)

Figura 2.3

DEMOSTRACION. Si |X| < 3, entonces no hay nada que probar.
Supondremos que | X| > 3.

Como X es finito, debe existir un punto p, € X tal que podamos
encontrar una recta [ en R? que contenga a py y que cumpla que todo
X queda contenido en uno de los semiplanos definidos por /. Tomemos
a po como eje de rotacion de [ y giremos en el sentido de las manecillas
del reloj hasta que [ contenga por lo menos dos puntos de X. Asf la
recta [ contiene dos o mds puntos de X de forma que todo el conjunto
X continua estando contenido en el mismo semiplano definido por I.
Ahora, de todos los puntos del conjunto X que estdn contenidos en [,
nos fijaremos en el que estd més lejos de py. A este punto (que existe
porque X es finito) lo llamaremos p; y repetiremos este proceso, es
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decir, ahora tomaremos al punto p; como eje de rotacién para la misma
recta [ que haremos girar también en el sentido de las manecillas del
reloj hasta que la recta contenga por lo menos dos puntos de X.

Continuando de esta forma tendremos un poligono cerrado y con-
vexo (por construccién) en R?, en el que cada vértice es un punto de
X. A este poligono lo llamaremos @. Es claro que

Q=U{C{a B,7}) | a, 8,7 € X}

y solo nos falta ver que Q = C'(X).Por la definicién de casco convexo,
sabemos que C'(X) C @, pues @ es convexo y C(X) es el convexo més
pequeno que contiene a X.

Ahora, supongamos que hay un punto a € @ tal que a ¢ C(X).

Como a ¢ C(X) (que es convexo), si tomamos cualesquiera dos
puntos t,s € C(X) y el segmento de recta que los une s, entonces
sabemos que « ¢ ts. En particular si tomamos cualesquiera dos puntos
z,y € X C C(X), sabemos que a ¢ Ty, lo cual implica que a ¢ @,
hecho que contradice la suposicién de que si lo esté.

Entonces @ C C'(X)

Por lo tanto C(X) = Q = U{C({a, 5,7}) | o, B,y € X }. O

Note que en la Figura 2.4 cada tres puntos estdn en posicién convexa
pero los cuatro puntos no lo estdn, sin embargo, como lo muestra el
siguiente ejemplo, la situacién es distinta cuando cada cuatro puntos
se encuentran en posicién convexa.

Figura 2.4
EJEMPLO 2. .

Objetos: Puntos en R2.
# clave: w = 4.
Propiedad: Estar en posicién convexa.

AFIRMACION 2. Si F es una familia finita de puntos en el plano
tales que cualesquiera 4 de ellos estdn colocados en posicion convexa,
entonces todos estdn colocados en posicion convezxa.

DEMOSTRACION. Sea p € F y sean a,b,c € F\ {p} tres puntos
cualesquiera. Por hipdtesis a, b, ¢, p estdn en posicién convexa, es decir,
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p ¢ C({a,b,c}) para cualesquiera tres puntos en F\ {p}. Entonces
p & U{C{, B,7}) | o, 8,7 € FNAp}}-

Ahora, por el Teorema anterior tenemos que

U{C{a,B8,7}) [ a. 8,7 € FNAp}} = C(F\Ap})

con esto sabemos que p ¢ C(F\ {p}) para todo p € F.
Por lo tanto todos los puntos de F estdn en posicién convexa. [

En el siguiente ejemplo, una caja se puede entender como I x I para
algin intervalo I C R; de esa forma la prueba de la siguiente afirmacién
es andloga a la que se hizo para el teorema de Helly en el caso d = 1.

DEFINICION 4. Una caja en R? es un rectdngulo cerrado en R? y
cuyas aristas son paralelas a los ejes cartesianos.

EJEMPLO 3. .

Objetos: Cajas en R
# clave: w = 2.
Propiedad: Tener un punto en comin.

AFIRMACION 3. Sea W una familia finita de cajas en R? tal que se
intersectan dos a dos, entonces todas se intersectan. (Figura 2.5)

DEMOSTRACION. Consideremos los ejes canénicos X, Y de R? y
hagamos dos proyecciones de la familia de cajas WW; una proyeccién en
el eje X y la otra proyeccion en el eje Y. En ambos casos tendremos
familias de intervalos en R! que se intersectan dos a dos, pues si en
alguna de las dos proyecciones tuvieramos dos intervalos que no se
intersectan, tendrfamos que las cajas correspondientes a dichos inter-
valos, tampoco se intersectan, hecho que contradice la hipotesis. En-
tonces ambas proyecciones arrojan familias de intervalos en R! con la
propiedad de que cualesquiera dos intervalos de la misma familia se
intersectan. Asi, por el Teorema 3, todos los intervalos de la proyeccién
en el eje X se intersectan en un punto, llamémosle a. Andlogamente,
todos los intervalos de la proyeccién en el eje Y se intersectan en un
punto que llamaremos b.

Por lo tanto, todas la cajas de la familia W se intersectan en el
punto (a, b). O
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Figura 2.5

El 1ltimo ejemplo lo enunciaremos como nuestro primer lema, ya
que serd citado mas adelante.

LEMA 1. [Folklore] Si F es una familia con mds de tres intervalos
en R? y tiene la propiedad de que cualesquiera tres intervalos de F
estdn en una misma linea recta de R, entonces todos los intervalos de
F estdn en una misma linea recta de R?.

DEMOSTRACION. Supongamos que hay dos intervalos de F, I', I”
que no estdn en la misma linea recta de R?, entonces si tomamos un
intervalo I € F \_{I',I"} (que de hecho podemos tomar porque |F|
> 3), tenemos tres casos:

(1).- I estd contenido en la recta que contiene a I’
(2).- I esta contenido en la recta que contiene a I”.
(3).- I no esta contenido en ninguna de las dos rectas anteriores.

Asi, en los tres casos tenemos 3 intervalos {/,I’, 1"} C F que no
estdn en una misma linea recta de R? (contradiciendo la hipétesis).

Por lo tanto no hay 2 intervalos de F que no estén en la misma
linea recta de R?, lo que implica que todos los intervalos de F estdn en
una misma linea recta de R?. U
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3. Algunos Teoremas (p, q)

En esta seccién daremos algunas definiciones y resultados que son
vélidos tanto para familias de intervalos F como para familias de rectas
L, ambas inmersas en R?.

DEFINICION 5. Una familia C de convexos en RY satisface la
propiedad (p,q), con p,q € N tales que p > q > 2, si cada que se
toman p elementos de C, hay q de ellos que tienen un punto en comin.

Dadas familias C con alguna de estas propiedades (p,q), estamos
interesados en encontrar 7(C), que es el mfimo nimero de puntos que
intersectan a todos los elementos de C.

DEFINICION 6. Un intervalo en R? es un subconjunto cerrado,
acotado y conexo de una linea recta en R

DEFINICION 7. El grado en C de un punto o en R?, 6¢(a), o
simplemente 6(a) cuando no haya ambigiiedad, es el nimero de ele-
mentos de C que se intersectan en a.

DEFINICION 8. Un punto a € R? es un punto C- (n — ésimo), o

simplemente (n — ésimo) (cuando no haya ambigiiedad) si y solo si
ic(a) =n.

A partir de este punto, una familia N representara:

1) O una familia F de intervalos.

2) O una familia £ de rectas.

La dimensién en la que trabajemos sera especificada en cada caso,
y se hace la aclaracién de que una familia N no puede contener rectas
e intervalos al mismo tiempo, es decir, a N se le puede considerar
como una familia que contiene exclusivamente intervalos, o como una
familia que contiene exclusivamente rectas, pero no ambas. Por tltimo,
es claro que cualquier proposicién que sea véalida para una familia A de
convexos, serd valida para una familia N (puesto que estéd compuesta
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de convexos) siempre y cuando se respete la dimensién en la que se esté
trabajando.

También a partir de este punto (a menos que se especifique lo con-
trario) F serd una familia de intervalos y £ serd una familia de rectas;
igualmente, la dimensién serd especificada en cada caso.

En esta seccién enunciamos algunos lemas que nos seran de utilidad
mas adelante para presentar algunos resultados de problemas (p,q).

LEMA 2. [Folklore] Sean m,n € N tales que m < n.
Si una familia C de convezos en R? tiene la propiedad (p,n), en-
tonces C tiene la propiedad (p, m).

DEMOSTRACION. Si m = n no hay nada que probar.
Si m < n por hipétesis, al tomar p elementos de C sabemos que n
de ellos se intersectan, en particular m de ellos se intersectan. U

El siguiente Lema es vilido para familias de rectas y para familias
de intervalos.

LEMA 3. [Folklore] Sea k € N conk > 2. Si N (familia de intervalos
o familia de rectas) tiene por lo menos k elementos en R? y tiene la
propiedad (k, k), entonces N tiene la propiedad (k — 1,k — 1).

DEMOSTRACION. Supongamos que N no tiene la propiedad (k —
1,k —1) ysea A C N tal que |A| = k — 1. Sabemos, por esta suposi-
cién, que 7 (A) > 2. Asi, al tomar cualquier elemento I € (N \ A) se
tiene que m (AU {I}) > 2; lo cual es una contradiccién, pues por la
hip6tesis de la propiedad (k, k), se debe tener que 7 (AU {I}) =1 ya
que |[AU{I}| = k.

Por lo tanto, para todo A C N tal que |[A| = k — 1, se tiene que
7 (A) =1, es decir, N tiene la propiedad (k — 1,k — 1). O

Es suficiente que el siguiente resultado lo enunciemos sélo para rec-
tas.

LEMA 4. [Folklore] Si £L C R? tiene por lo menos k rectas y tiene
la propiedad (k,k — 1), entonces L tiene la propiedad (k — 1,k — 2).

DEMOSTRACION. Sea A = {l,ls,...,lx1} C L.

Afirmacion.- Existe un punto pg tal que d4(pg) > k — 2.
Supongamos lo contrario, es decir, que para todo punto p € R?
se tiene que d4(p) < k — 2. Asi, al tomar cualquier recta [ € (£ \
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A) tendrfamos que para todo p € R? sucede que dau3(p) < k — 2,
contradiciendo la hipétesis de la propiedad (k,k — 1), pues |AU {l}|
= k. Por esto, debe haber un punto py € R? tal que d 4u03(po) > &k — 1.
Es decir, d4(po) > k — 2.

Asi, para cualquier conjunto A = {ly,ls,....l;_1} C L existe un
punto p’ tal que 04(p’) > k — 2. (es decir, L tiene la propiedad (k —
1,k —2)). O

TEOREMA 5. [Folklore] Sea N C R? con tres o mds elementos Y

con la propiedad (3,3), entonces m(N) = 1.

DEMOSTRACION. Tomemos I1, I, 5 € N; Sabemos que se inter-
sectan.

Caso (1).-

Los tres elementos se intersectan en un solo punto p.

Sea I € (N \ {I, I, I5}).

Sip ¢ I, entonces la familia A = {I;, I, I } no tiene puntos triples,
es decir d4(p) < 3, contradiciendo la propiedad (3, 3). Por lo tanto p € I
para todo I € (N \_{I1, I, I5}), entonces 7(N) = 1.

Caso (2).-

La interseccién de los tres elementos no es un unico punto p, en
cuyo caso, los tres elementos son tres intervalos que estdn en la misma
linea recta de R? y su interseccién es todo un intervalo cerrado en dicha
linea.

Por el caso (1) podemos asumir que para cualesquiera tres elementos
{I, 15,13} de N se tiene que su interseccién es a su vez un intervalo, lo
cual quiere decir que cualesquiera tres elementos de N son intervalos
que estdn en una misma linea recta de R?; entonces por el Lema 1,
todos los elementos de N son intervalos contenidos en la misma linea
recta de R, )

Asi, nos encontramos en el caso de una familia de intervalos N C
R! con la propiedad (3,3) y por el Lema 3, sabemos que N tiene la
propiedad (2,2); asi por el Teorema 3 (de Helly en el caso d = 1),
tenemos que 7(N) = 1. O

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia de los tltimos
teoremas:

COROLARIO 1. [Folklore] Si N tiene k 6 mds elementos en R? y

tiene la propiedad (k, k), entonces m(N) = 1.
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DEMOSTRACION. Es claro por el Lema 3 que si N tiene la propiedad
(k, k) se tiene que N tiene la propiedad (3, 3), y asi, por el Teorema 5,
sabemos que w(N) = 1. O

Cuando se trabaja con intervalos en el plano, se deben considerar
los casos en los que dos o més de ellos se intersectan estando contenidos
en una misma recta, es decir, su interseccioén es a su vez un intervalo, e
incluso los casos en los que un intervalo contiene a otro en su totalidad.
Esto genera la posibilidad de que haya infinidades no numerables de
puntos F — dobles, F — triples, 6 F — (n — ésimos), y de que haya
sucesiones anidadas de intervalos. De manera que el comportamiento
de las familas de intervalos es muy diferente y en muchos casos mas
complejo que el de las familias de rectas: dos rectas que se intersectan
en més de un punto, son la misma recta.

Nuestro trabajo se enfoca en entender las propiedades geométricas
de las familas £ de rectas en R?, que satisfacen que cualesquiera dos
de ellas o son paralelas, o se intersectan en un solo punto.

De aqui en adelante, trabajarémos principalmente con familias £
de rectas cualesquiera en R2.

TEOREMA 6. ([10]) Si £ C R? tiene al menos p rectas y tiene la

propiedad (p,3), entonces (L) < (pgl) - w.

DEMOSTRACION. Tomemos una subfamilia A C £ sin puntos A —
triples y con la propiedad de que para todo [ € (L \ A) se tiene que
existe al menos un punto p que es (A U {l}) — triple. Es decir, A es
la subfamilia de £ sin puntos triples méds grande posible. Claramente
una subfamila A con estas propiedades existe. Sabemos entonces que A
tiene a lo méds p — 1 rectas, pues si tuviera p rectas o més, por hipétesis,
tendria por lo menos un punto A —triple, pero estamos suponiendo que
no hay puntos A —triples. Entonces A tiene a lo méds (p ;1) = w
puntos dobles, y como tiene la propiedad de que al agregar cualquier
recta, se forma un punto triple, se tiene que cualquier recta de la familia
(L \ A) que se agregue a A debe contener por lo menos uno de estos
(pgl) puntos A — dobles.

Por lo tanto, todos las rectas de £ se perforan con a lo mas (p 51)

puntos, lo que implica 7(£) < (p ;1) O

LEMA 5. [Folklore] Si £ C R? tiene cuatro o mds rectas y la

propiedad (4,3), entonces w(L) < 2.
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DEMOSTRACION. Sabemos que cada vez que tomamos cuatro rec-
tas, al menos tres de ellas se intersectan, pero si todas ellas se inter-
sectan cada vez que tomamos cuatro rectas, entonces L satisface la
propiedad (4,4) y por ello L satisface la propiedad (3, 3), asi 7(£) = 1.

Por esto, se puede suponer que existen cuatro rectas [y, ls, 3,14 € L,
tales que tres de ellas, digamos 1, [5,l3, forman un punto triple p de
forma que p ¢ 4.

En este caso sabemos que 7w({l1,l2,l3,14}) = 2, pues podemos tomar
como transversal al conjunto T' = {p,t} con ¢ € l4 un punto cualquiera.

Ahora, veamos que cualquier otra recta l € (£ \ {l1,l2,13,14}) debe
pasar por el punto p.

Supongamos que p ¢ .

Si [ y l4 no son paralelas, se intersectan en un punto digamos a y
sabemos que a lo mds una recta del conjunto {ly,ls,l3} podria pasar
por «; sin pérdida de generalidad supongamos que « € l3. Por esto, se
pueden encontrar dos rectas del conjunto {l,ls,l3} que no contienen
al punto «, a saber, [y y 5.

Asi, como p &€ 1y p ¢ ly, se tiene que Iy, 1o, 14 y [ no forman ningtin
punto triple (contradiciendo la propiedad (4, 3)).

Si [ y Iy son paralelas, y como p ¢ [y p ¢ Iy, también en este caso
se tiene que [y, ls, 14 y [ no forman ningun punto triple (contradiciendo
la propiedad (4, 3)).

Por lo tanto cualquier otra recta [ € (£ \ {l1,ls,13,l4}) debe pasar
por el punto p.

Esto quiere decir que 7(L) = w({l1,l2,13,14}) = 2. O

TEOREMA 7. [Folklore] Sea k > 4. Si L C R? con k o mds rectas y
tiene la propiedad (k,k — 1), entonces w(L) < 2.

DEMOSTRACION. Como L tiene la propiedad (k, k—1), por el Lema
4 sabemos que tiene la propiedad (k — 1,k — 2).
Al volver a aplicar el Lema 4 sabemos que L tiene la propiedad

(k—2k—3).
Por recursién sabemos entonces que L tiene la propiedad (4,3), y
por el Lema 5, se tiene que 7(L£) < 2. O

Notemos que en la demostracién del Teorema 7 , no se utiliza el caso
L con la propiedad (3, 2), y en vez de ello la base es £ la propiedad (4, 3).
Antes de seguir y dejar atrds los casos en los que L tiene la propiedad
(p,p — 1), anadiremos el caso (3,2) para completar dicha familia de
propiedades, pues es este el dltimo caso del cual tiene sentido hablar
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(el caso (2,1) no nos dice nada bajo el entendido de que un elemento
no puede intersectarse a si mismo).

Observemos que el Lema 5 nos dice que si L tiene la propiedad
(4, 3), entonces 7(£) < 2, y también sabemos, por el Lema 3, que si
L tiene la propiedad (4, 3), entonces cumple la propiedad (3,2), sin
embargo, el siguiente ejemplo prueba que (3,2) no cumple 7(£) < 2.

Observacion.- Que L tenga la propiedad (3,2), no implica que
(L) < 2.

DEMOSTRACION. Consideremos a la familia £ de seis rectas en el
plano, como se muestra en la Figura 3.1 en donde [; y 4 son paralelas,
ly v l5 son paralelas y, I3 y lg son paralelas.

Figura 3.1

Primero veamos que L tiene la propiedad (3, 2).

Sean A = {l1,l2,l3} y B = {ls,15,l6} . Asi, al tomar cualesquiera
tres rectas de £ sabemos que debe haber dos de ellas que estén en A,
o dos de ellas que estén en B; en ambos casos estas dos rectas se inter-
sectan, pues cualesquiera dos rectas de A se intersectan y cualesquiera
dos rectas de B se intersectan.

Por lo tanto £ tiene la propiedad (3,2).

Ahora vamos a perforar a todas las rectas de L.

Si para ello consideramos al punto a, entonces nos quedan las tres
rectas que conforman el tridngulo rojo, y como estas tres rectas no
son concurrentes, se necesitan dos puntos ademds de a para perforar a
todas las rectas de L, es decir, 7(£) > 3. Como la figura es simétrica,
sucede lo mismo para los puntos b y c.

Si consideramos al punto d, entonces nos quedan las tres rectas no
concurrentes que conforman al tridngulo verde y por ello se necesitan
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dos puntos ademés de d para perforar a todas las rectas de L£; otra vez
(L) > 3. Sucede lo mismo para los puntos e y f.

Por lo tanto, 7(£) > 2 y como el conjunto de puntos {d,e, f} es
una transvesal para £, entonces m(L£) = 3. O

En la siguiente seccién, nos enfocaremos en mejorar el Teorema 6
para familias de rectas que también tengan la propiedad (p,3).

4. Familias de rectas con la propiedad (p,3)

El Teorema 6 nos da una cota para el nimero de perforaciéon de
cualquier familia de rectas en el plano que tenga la propiedad (p,3),
para cualquier p > 3. En esta seccién se expone una forma de mejo-
rar dicha cota, que consiste en explorar que le sucede al nimero de
perforacién de una familia de rectas £ C R?, cuando ademss de tener
la propiedad (p, 3), la cardinalidad de £ es suficientemente grande, es
decir, es mayor a un nimero entero dado k. O dicho de otro modo,
queremos encontrar un entero k, tal que si £ tiene la propiedad (p, 3)
y |£] > k, entonces m(L£) < n < (;'); con n € N. En particular,
demostramos el siguiente teorema:

TEOREMA 8. Sea p > 6. Si L C R? tiene la propiedad (p,3) y

L] > (pgl)-(1+§i)+1

entonces (L) < (*,%) + L.
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NoTA 1. Es claro que si p > 4, entonces

<p;3>+1:W+1 < W:Ca;l).

Demostraremos este resultado a lo largo de esta seccién; para ello
enuciamos algunos resultados y definiciones.

DEFINICION 9. sea p € R? , denotamos al conjunto de lineas
concurrentes en p:

(p)p={leLll|pel}

y a su complemento:

D=L\ (p)={leLl | pgI}

LEMA 6. Si £L C R? tiene la propiedad (5,3) y existe un punto pg €
R? tal que |(po) ;| > 5, entonces (po);. tiene la propiedad (3,3).

DEMOSTRACION. Si [(pg);:| < 2 el lema se sigue por vacuidad. De
manera que podemos asumir que |(po)| > 3.

Ahora, si suponemos que el lema es falso, podemos encontrar un
conjunto A C (py)} tal que |A| = 3 que no tenga puntos A — triples.
Asi, a lo mds podemos encontrar tres puntos A — dobles. Como |(po) .|
> 5, se tiene que existen por lo menos dos rectas Ji, Jo € (o), tales
que no contienen a ninguno de los tres puntos A — dobles. (Figura 4.1)

7y Iy

Py

Figura 4.1
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Claramente B = AU {J;, J2}, por construccién satisface que no
tiene puntos B —triples. Entonces existe B C £ con B = |5| sin puntos
B — triples, lo cual implica que B no tiene la propiedad (5, 3), y como
B C L, se tiene que £ no tiene la propiedad (5, 3), contradiciendo la
hipdtesis.

Por lo tanto (po);. tiene la propiedad (3, 3). O

A continuacién se introduce terminologia propia que facilitard la
exposicion.

DEFINICION 10. £ es k-degenerada si todos excepto k de sus ele-
mentos pasan por un punto. En cualquier otro caso, decimos que L es
no-k-degenerada (6 k-general).

En la figura 4.2 hay exactamente 7 rectas de £ que no pasan por el
punto p,, en este caso L es 7-degenerada.

Figura 4.2
Observemos que la definicién anterior es equivalente a la siguiente:

DEFINICION 11. L es k-degenerada si existe un punto py € R? tal
que |(po) | = k. Y por el contrario L es no-k-degenerada (k-general)
si para todo punto p € R? se tiene |(po);| # k.

LEMA 7. Si £ C R? es no-2-degenerada con la propiedad (5,3) y
existe un punto py € R? tal que |{po) | > 5, entonces m(L) < 2.

DEMOSTRACION. Como L es no-2-degenerada sabemos que es posi-
ble que todas las rectas de £ pasen por el punto py. También es posible
que todas las rectas de £, salvo una de ellas, pasen por el punto pg. En
estos casos (L) =1 y (L) = 2 respectivamente.
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Por ello podemos suponer que (pp) tiene mas de tres rectas. De esta
forma tenemos las mismas condiciones del Lema 6 y por ello (po). tiene
la propiedad (3, 3). Entonces por el Teorema 5, tenemos que 7({py) ;) <
1.

Entonces, como £ = (py) .U (po) , tenemos que

(L) < 2. O

TEOREMA 9. Si L C R? es no-2-degenerada con la propiedad (5, 3)
y |L| > 25, entonces w(L) < 2.

DEMOSTRACION. Sabemos por el Teorema 6 que 7(£) < (*,') =

(;") = 6, es decir, que todas las rectas de L se pueden perforar con a lo
mé&s 6 puntos en el plano. Si por cada uno de estos puntos pasaran a
lo més 4 rectas de £, entonces tendriamos a lo més 6 - 4 = 24 rectas en
L; pero como |£| > 25, debe existir py € R? tal que d(pg) > 5. Asi, se

tienen todas las condiciones del Lema 7.
Por lo tanto 7(£) < 2. O

Estos resultados que se hicieron para el caso particular de familias
de rectas con la propiedad (5, 3), los vamos ahora a generalizar para
familias con la propiedad (p, 3), con p > 6.

TEOREMA 10. Sea p > 6. Si L C R? tiene la propiedad (p,3) y
existe po € R? tal que d.(po) > 2 + f:f’ i, entonces (L) < (pj') + 1.

DEMOSTRACION. En el caso en el que [(pg),| < p— 3, se tiene que
(L) < p—2, pues L = (py): U (po),. Y cuando p > 6, se tiene que
p—2 < (%) + 1. Es decir, en el caso en el que |(pg)7| < p — 3, se
cumple el teorema y no queda nada que demostrar.

Por ello podemos suponer que [(po):| > p — 2.

Afirmacion.- Con las hipétesis del Teorema, se tiene que (pg)y
cumple la propiedad (p — 2, 3).

Supongamos que no, entonces podemos encontrar una subfamilia
A C (po), tal que |A] = p — 2 que no tenga puntos A — triples.
Entonces a lo més podemos encontrar (p 52) puntos A — dobles.

Ahora, por hipétesis d.(po) > 2 + Zf:_f’ i =2+ <W)

Entonces el ndmero ( dz(po) \ [{los puntos A — dobles}|) > 2, esto
quiere decir que existen Ji, Js € (po) - tal que la familia B = AU{.J;, J»}
no tiene puntos triples. Pero B C Ly |B| = p, lo que implica que B
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no tiene la propiedad (p,3), entonces £ no tiene la propiedad (p,3)
(contradiciendo la hipétesis)

Por lo tanto (po); tiene la propiedad (p—2,3). Entonces el Teorema
6 nos dice que 7({po)7) < (*,%) v como £ = (po) . U (o)} , se tiene que
m(L) < (%) + 1. O

Ahora, estamos ya listos para probar el Teorema 8:

DEMOSTRACION. (Del Teorema 8) El Teorema 6 nos dice que 7(£) <
(p 1) es decir, todas las rectas de £ se pueden perforar con a lo més
(p 1) puntos en el plano y si por cada uno de estos puntos pasaran

alomés 1+ Z ’L rectas de £, naturalmente tendriamos a lo mas
(1+ Z ) rectas de £ que pasan por dlChOS puntos de per-
foracién; pero por hipétesis |L| > (1+ Z i)+1,es decnr por

uno de estos puntos de perforamon pasan mds de (1 + Z ) rectas
de L

-3
Por lo tanto existe py € R? tal que d.(py) > 2 + Zp ) 7. Con esto,
1=
nos encontramos con las condiciones del Teorema 10.
Entonces m(£) < (%) + 1. O

Analicemos algunos ejemplos de este teorema:

Cuando p = 5, por el Teorema 8, si |£]| > 25, entonces sabemos que
el nimero de perforacién queda acotado por: (L) < 2. Para este caso
la cota es justa siempre y cuando tengamos por lo menos 25 rectas.
Se dice que una cota para el nimero de perforacién es justa cuando
es la menor posible, es decir, cuando es exactamente igual al niimero
de perforacién. En este caso por los ejemplos de la Figura 5.3 (més
adelante) es claro que hay familias £ con la propiedad (5, 3) tales que
m(L) > 2y w(L) > 3. Por ello es posible que para cualquier familia de
rectas en el plano con la propiedad (5,3) se tenga que su numero de
perforacién sea 3. Para saber esto sélo queda estudiar que pasa con las
familias que cumplen dicha propiedad y que tienen entre 6 y 24 rectas,
pues para todos los deméds casos ya sabemos que ﬂ(ﬁ) < 3.

Cuando p = 6, por el Teorema 8, si |[£] > (5) - (1 + Z )+ 1=

10 - (7) +1 = 71, entonces sabemos que 7 (,C) < (2) +1= 3 +1=4.
Para este caso se hizo el Lema 8 (que se expone después del corolario
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siguiente), en el que se mejord la cota de 4 a 3. Sin embargo, las hipdtesis
del Lema 8 son mucho més duras o especificas y por ello es dificil pensar
que cualquier familia de rectas en el plano con la propiedad (6, 3) tenga
numero de perforacién igual a 3.

Notemos que la hipétesis de la cardinalidad de £ aumento en gran
medida (de 25 a 71) y por ello también parece dificil que la cota para
el nimero de perforacién de estas familias de rectas sea 4, pues es muy
posible que exista una familia con la propiedad (6,3) y con menos de
71 rectas, que no pueda perforarse con 4 puntos.

Cuando p = 7, si tenemos que |£| > 166, entonces el Teorema 8 nos
asegura que 7(£) < 7. Cuando p = 8, si |£| > 337, entonces 7(L) < 11.
Cuando p =9, si |£| > 448, entonces 7(L£) < 16.

Es claro que entre mds grande sea el entero p, méds rectas se nece-
sitan tener en £ para que la cota del nimero de perforacién funcione,
y esto evidentemente no nos permite saber con exactitud quién es el
nimero de perforacién de una familia de rectas en el plano con alguna
propiedad (p, 3); nuevamente se pone de manifiesto la dificultad de en-
contrar cotas justas. Sin embargo, algo bonito de este resultado es que
se cumple para familias infinitas de rectas en el plano.

Serfa interesante buscar nuevos métodos para mejorar la cota del
nimero de perforacién de familias de rectas con propiedades (p, 3), a
la vez que se reducen, o se descartan, las deméds condiciones.

De manera directa, aparece el siguiente resultado, que extiende a
nuestro conjunto de familias de rectas.

COROLARIO 2. Sean > 2. Si L C R? tiene la propiedad (p,p — n)
-3
> > (P21 . Y
conp > n+4ytadque L] > (P71 (1+ - i) + 1, entonces
(L) < (7°) + 1.

DEMOSTRACION. Como por hipétesis p > n+4, se tiene que p—n >
4 > 3. Por otro lado como L tiene la propiedad (p,p —n), esto implica
que L tiene la propiedad (p, 3); ya que por el Lema 2 sabemos que si
k < g, entonces, que L tenga la propiedad (p, q), implica que L tiene
la propiedad (p, k). Asi L tiene la propiedad (p,3) y por el Teorema 8,
m(L) < (7% + 1. O

Para el caso (6, 3) bajo hipétesis semejantes a las que se dan en esta
seccion, logramos mejorar la cota ain més.
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LEMA 8. Si L C R? es no — 3 — degenerada, |L| > 6, tiene la
propiedad (6, 3) y existe py € Ry tal que d.(p1) > 8, entonces m(L) < 3.

DEMOSTRACION. Como L es no-3-degenerada, entonces para todo
punto p € R? se tiene |(p)7| # 3 y por ello sabemos que s6lo puede
ocurrir una de las siguientes tres opciones: que todas las rectas de L,
salvo una, pasen por el punto p;, que todas las rectas de £, salvo dos
de ellas pasen por el punto p;, o que |(p1);| > 4. En los primeros dos
casos se tiene que m(£) < 2y m(L) < 3 respectivamente, y por ello no
queda nada que probar.

Entonces supondremos que |(p1);| > 4.

Como L tiene la propiedad (6,3) y dz(p1) > 8, la afirmacién que
aparece en la demostracién del Teorema 10, nos asegura que (p;), tiene
la propiedad (4,3) y como |(p1);:| > 4, tenemos que 7({p1);) < 2.

Por tanto, como £ = (p1) U (p1);, se tiene (L) < 3. O

5. Familias de rectas en R? con la propiedad (p,4); (p < 7)

En esta seccién trabajaremos con las familias de rectas en R? que
tienen la propiedad (p,4), para p < 7.

Comenzaremos con unas observaciones sencillas que son corolarios
de varios de nuestros resultados anteriores. Para empezar es importante
hacer notar un hecho inmediato:

PROPOSICION 1. Si £ C R? tiene la propiedad (p,4), entonces
(L) < (7).

DEMOSTRACION. Por el Lema 2, como L tiene la propiedad (p,4),
entonces L tiene la propiedad (p,3), y por el Teorema 6 tenemos que

T (L) < (751 O

2
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..Coémo se puede mejorar la cota para el nimero de perforacién de
familias £ C R? con la propiedad (p, 4)?

Trataremos algunos ejemplos concretos de estas familias, que nos
servirdn para hacer una generalizacion intuitiva de este resultado.

El primer caso de una familia £ C R? de rectas con la propiedad
(p,4), es el caso (4,4). Por el Lema 3 sabemos que la familia £ tienen
la propiedad (3,3) y por el Teorema 5, tiene nimero de perforacion 1.
Asi la siguiente proposicién es cierta:

PROPOSICION 2. Si L C R? tiene la propiedad (4,4), entonces
T (L) =1.

El siguiente es el caso de las familias £ C R? con la propiedad (5, 4)
que por el Teorema 7, sabemos que: "Si £ C R? tiene cinco o més
rectas y la propiedad (5,4), entonces 7 (L) < 27.

A continuacién, trabajaremos con el caso de las familias que cumplen
la propiedad (6,4) y para esto utilizaremos un razonamiento distinto:

Sea £ C R? una familia de rectas en el plano con la propiedad
(p,4), tomaremos el subconjunto méas grande A C £ de forma que no
haya puntos A — cuddruples. Asi, por la propiedad (p,4) sabemos que
|A] < p — 1. Nos gustaria saber cuél es el maximo nimero de puntos
A — triples, ya que dada cualquier recta [ € (£ \ A), cumple que
|AU {l}| = p, y la propiedad (p,4) nos dice que existe por lo menos un
punto (AU {l}) — cudadruple.

Es decir, en general queremos saber cuantos puntos triples se pueden
formar con k rectas en el plano, de forma que no haya puntos cuadru-
ples. Para esto introducimos la siguiente definicién:

DEFINICION 12. Sea k € N y sea 2 la familia de todas las rec-
tas de R?. Llamaremos 0(k,3,s4) al mdximo nimero de puntos
L — triples que se pueden formar con conjuntos L C ) de k rectas
cualesquiera, de forma que no haya puntos L — cuadruples. Es decir:

reR?:de(r)=3con LCQ, |£]—kytalque} }

Por ejemplo, 0(1,3,s4) = (2,3, s4) = 0, pues no es posible formar
puntos triples ni con una sola recta ni con dos. En cambio 9(3, 3, s4) =
0(4,3,s4) = 1 porque el méximo mimero de puntos triples que se
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pueden formar con tres y cuatro rectas es 1, (Figura 5.1). También
més adelante se prueba que 9(5, 3, s4) = 2. (Figura 5.2)

LEMA 9. 0(4,3,54) = 1.

DEMOSTRACION. Notemos primero que la configuracién de la figu-
ra 5.1 alcanza la cota.

Figura 5.1

Ahora, supongamos que el lemma es falso; es decir, supongamos
que con 4 rectas distintas en el plano, que llamaremos [y, ls, I3 v 4, se
pueden formar por lo menos dos puntos triples o, 3 € R?, y de forma
que no haya puntos ciadruples.

Fijémonos en el punto triple a0 y sin pérdida de generalidad supon-
dremos que [y, I3 ¥ 4 son las rectas que pasan por a. Como no puede
haber puntos cuddruples, sabemos que /3 no puede pasar «.

Ahora, como [y, [y y l4 tienen un tnico punto de interseccién («) el
punto triple 5 debe estar formado por [3 y otras dos rectas, digamos
sin pérdida de generalidad, l;y ls; lo que implica que en el punto (3
(que es distinto del punto «), se intersectan l1y Iy, pero ya sabemos
que también se intersectan en «, lo que quiere decir que [; = I3, hecho
que contradice que [y, I3, l3 ¥ 4 sean todas distintas.

Entonces si existe un punto « que es {ly, Iy, I3, l4 } —triple , no puede
existir otro punto 5 que también sea {l1,ls, 3,14} — triple.

Por lo tanto 0(4, 3, s4) = 1. O

LemA 10. 9(5,3,s4) = 2.

DEMOSTRACION. Notemos primero que la configuracién de la figu-
ra 5.2 alcanza la cota.
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Figura 5.2

Supongamos que el lemma, es falso, es decir, supongamos que con 5
rectas distintas en el plano, que llamaremos [y, I3, I3, l4 ¥ [5 se pueden
formar por lo menos tres puntos triples o, 3 y v € R?, de forma que
no haya puntos ctiadruples.

Fijémonos en el punto triple o y sin pérdida de generalidad supon-
dremos que [y, I3 y I3 son las rectas que pasan por a. Como no puede
haber puntos cuddruples, sabemos que dichas tres rectas son las tnicas
(del conjunto {ly,ls,13,14,15}) que contienen al punto .

Ahora, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el punto
B € ly; esto quiere decir que 5 € Iy y que [ ¢ I3 porque dos rectas en el
plano, o son paralelas o se intersectan en un tnico punto; en este caso
l1, I v I3 se intersectan solamente en el punto a. Asf de las cinco rectas
Iy, la, I3, 14 y 5, se debe tener que [y, l4 y l5 pasan por el punto 3; pues
[ es un punto triple.

Asi, tenemos la siguiente configuracion: La recta [; contiene a ambos
puntos a y 3 ; las rectas [y y [3 contienen al punto «, y las rectas Iy y
l5 contienen al punto . (Figura 5.2)

Entonces las tinicas intersecciones entre las rectas 1, [o, [3, l4, [5, son
los puntos «, 3 y los cuatro puntos dobles marcados en la Figura 5.2.
De esta forma, para todo punto x € (R? \ {a,3}), se tiene que x no
es punto {ly,la, 3,1y, 5} — triple.

Por lo tanto v no puede ser {ly,ls, 3,1y, 5} — triple.

De esta forma es claro que 9(5, 3, s4) = 2. O

Usando esto, tenemos:
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TEOREMA 11. Si £ C R? con 6 ¢ mds rectas y tiene la propiedad
(6,4), entonces m(L) < 3.

DEMOSTRACION. Sea A C L con |A| = 5 sin puntos A—cuddruples.
Si tal conjunto no existe, entonces L tiene la propiedad (5,4), lo que
implica que 7(£) < 2 < 3.

Si tal conjunto A existe, sabemos por la propiedad (6,4) que para
toda [ € (£ \ A) hay por lo menos un punto (A U {l}) — cuddruple, y
es por ello que hay por lo menos un punto A — triple.

Ahora, por el lema anterior, sabemos que 9(5, 3, s4) = 2, lo que nos
dice que hay a lo més dos puntos A — triples.

Si existiera [y € (L\ A) tal que [y no pasara por ninguno de los pun-
tos A —triples, tendriamos que no hay puntos (A U {ly}) — cuddruples
(contradiciendo la propiedad (6,4)).

Entonces para toda [ € (£ \_A), tenemos que [ pasa, al menos
(pues podria pasar por los dos), por alguno de los puntos A — triples.

Esto quiere decir que 7(£ \_ A) < 2.

Ahora,

Caso (1).- Existe un dnico punto A — triple.

En esta situacion, sabemos que hay tres rectas de A que convergen
en el punto a (Figura 5.3). Como |A| = 5, sabemos que hay dos rectas
en A, l; y Iz, que no pasan por el punto «. Entonces [y y [3 tienen dos
opciones, o se intersectan o no, y en estos casos : 7(A) <26 w(A) < 3,
respectivamente (Figura 5.3)

Figura 5.3

Y como se demostré arriba, todas las rectas de £ \_A deben pasar
por el punto A — triple
Por lo tanto 7(£) <2 ¢ w(L) < 3.

Caso (2).- Existen dos puntos A — triples.
En esta situacion se puede afirmar que w(A) = 2, pues si 7(A4) > 3,
tendriamos que una de las cinco rectas de A no pasa por ninguno de
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los dos puntos triples, lo que quiere decir que estos dos puntos triples
se formaron solamente con cuatro rectas de A (contradiciendo el hecho
de que 0(4,3,s4) =1)

Con esto es claro que m(A) = 2 y como todas las rectas de £ \ A
deben pasar por al menos uno de los puntos A — triples, tenemos que

m(L)=7n(A)=2<3.

Con esto se concluye la prueba. 0

LEmMA 11. 0(6,3,54) = 4.

DEMOSTRACION. La configuracién de la siguiente figura 5.4 alcan-
za la cota y por ello 0(6, 3, s4) > 4.

ls

12 @ L‘

ls ¥

Figura 5.4

Supongamos que el lemma es falso, es decir, supongamos que con 6
rectas en el plano, que llamaremos [y, ls, I3, l4, l5 v lg se pueden formar
por lo menos cinco puntos triples a, 3,7,d,n7 € R?, de forma que no
haya puntos ciadruples.

Fijemos nuestra atencién en el punto triple a y sin pérdida de
generalidad supongamos que [, [y y [3 son las rectas que pasan por
«. Como no puede haber puntos cudadruples, sabemos que dichas tres
rectas son las dnicas (del conjunto {ly,ls, (3, l4,5,ls}) que contienen al
punto «.

Aﬁrmacién.— {5777577]} - {[L' S ll | i€ {1’273}} :

Si suponemos que alguno de los puntos del conjunto {f,~,d,n},
digamos 3, cample que 8 ¢ {x € I; | i € {1,2,3}}, tenemos que, como
B es un punto {l1,ls, I3, 14,15, lg} — triple, las rectas ly, l5 y lg tienen que
pasar por [3.
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Entonces para todo punto x € (R? \ {«, 3}) se tendria que x no es
un punto {ly, la, 3,4, 15, ls} — triple (Figura 5.5).

Figura 5.5

Entonces 7,0,n no son puntos {ly,ls,ls,ly,5,ls} — triples (contradi-
ciendo la hipétesis de que lo son).

Por lo tanto los puntos 3,v,0,n € {x € ; | i € {1,2,3}}. Entonces
como hay cuatro puntos contenidos en tres rectas, se tiene que para
alguna j € {1,2,3} hay dos puntos del conjunto {5,~,d,n} que estén
el [;; es decir, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 3,y € [,
que d € ly yn € ls.

Fijemos nuestra atencién primero en los puntos «a, 3,7 € [y.

Como [, y I3 contienen a «, sabemos que estas dos rectas no pueden
contener ni a 3, ni a y; pues los tres puntos estéan en ;.

Ahora, como S es {ly,ls, 3,14, 15, s} —triple, sabemos que dos rectas
del conjunto {l4, 5, lg} contienen a (3, digamos que Iy y [5 pasan por [.
Esto nos dice que I y 5 no contienen a ~y; pues [y -y estdn en [;.

Por 1ltimo, como v es {li,1ls,13,14,15,l6} — triple, hay tres rectas
del conjunto {i1,ls,13,14, 15,16} que contienen al punto -y, pero sabemos
que v ¢ {z €l | k€{2,3,4,5}}, lo que nos dice que solamente las
dos rectas, a saber [; y lg, contienen a 7 (lo que contradice la hipétesis
de que 7y es {l1,l2,13,14,15,ls} — triple).

Por lo tanto no puede haber tres puntos del conjunto {«, 3,v,9,n}
que sean colineales; lo cual implica que alguno de los puntos del con-
junto {f3,7v,d,n} no esté en el conjunto {z € l; | i € {1,2,3}}, es decir
que {8,7,0,n} € {z €l; | i €{1,2,3}} (lo que contradice la afirma-
cién que arriba se demostro).
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Esto quiere decir que alguno de los puntos del conjunto {f3,v,d,n}
cumple que no estd en el conjunto {z € l; | i € {1,2,3}} y que tam-
poco estd en el conjunto [R*\ {x e€l; | i€ {1,2,3}}];( lo cual es
implosible).

Por lo tanto con 6 rectas en el plano es imposible formar cinco
puntos triples; y por la Figura 5.4, tenemos que 9(6, 3, s4) = 4. O

Gracias al lema anterior podemos ahora demostrar el siguiente teo-
rema:

TEOREMA 12. Si L C R? tiene 7 6 mds rectas y tiene la propiedad
(7,4), entonces 7 (L) < 4.

DEMOSTRACION. Sea A C L con |A| = 6 sin puntos A—cuddruples.
Si tal conjunto no existe, entonces L tiene la propiedad (6,4), lo que
implica, por el Teorema 11, que m(£) < 3 < 4.

Si tal conjunto A existe, sabemos por la propiedad (7,4) que para
toda [ € (L \ A) hay por lo menos un punto (A U {l}) — cuadruple, y
es por ello que hay por lo menos un punto A — triple.

Ahora, por el Lema 11, sabemos que 0(6, 3, s4) = 4, lo que nos dice
que hay a lo méds cuatro puntos A — triples.

Si existiera ly € (L\_A) tal que Iy no pasara por niguno de los pun-
tos A —triples, tendriamos que no hay puntos (A U {ly}) — cuadruples
(contradiciendo la propiedad (7,4), pues [(AU {lo})| = 7).

Entonces para toda [ € (£ \_A), tenemos que [ pasa, al menos
(pues puede pasar por dos o més de ellos), por alguno de los puntos
A — triples.

Esto quiere decir que 7(£ \ A) < 4.

Ahora,

Caso (1).- Existe un tnico punto A — triple, que llamaremos «.

Como hay tres rectas de A que contienen al punto «, sabemos que
existen otras tres rectas de A que no contienen al punto «, puesto que
no hay puntos A — cuadruples. Estas son todas las rectas de A; que son
seis. Con esto es claro que m(A) < 4, pues podemos tomar un punto
por cada una de las tres rectas que no pasan por «, y agregar a estos
tres puntos el punto «; con lo que se tiene una transversal del conjunto
de rectas A, que consta de cuatro puntos. Y como arriba se menciond,
toda [ € (£ \_A) debe pasar por alguno de los puntos A — triples; en
este caso « € [ para toda [ € (L \_A).

Por lo tanto 7(£) < 4.
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Caso (2).- Existen dos puntos A — triples, o'y [3.

Para formar dos puntos triples con rectas en el plano, son necesarias
cinco rectas, pues ya se demostré que 0(4, 3, s4) = 1y que 9(5, 3, s4) =
2. Asi, hay cinco de las seis rectas de A que se perforan con los puntos
a 'y B, lo que quiere decir que m(A) = 3, pues como no hay puntos
A — cuadruples debe haber una recta, que llamaremos [; de A que no
contenga ni al punto « ni al punto 3. Asi es claro que si tomamos un
punto cualquiera ¢ € [y, entonces el conjunto de puntos {«, 3,t} es una
transversal para A. Y como arriba se menciond, toda [ € (£ \_ A) debe
pasar por alguno de los puntos A — triples; en este caso v € 1 6 f € |
para toda [ € (£ \ A).

Por lo tanto 7(£) < 3 < 4.

Caso (3).- Hay tres o mds puntos A — triples.

En este 1ltimo caso solamente pueden haber 3 6 4 puntos A—triples.

Tanto para formar 3 puntos triples con rectas en el plano, como
para formar 4 puntos triples con rectas en el plano, son necesarias seis
rectas, pues ya se demostré que 9(5,3,s4) = 2 y que 9(6, 3, s4) = 4.

Entonces es claro que si hay 3 puntos A — triples, se tiene que
m(A) < 3,y que si hay 4 puntos A — triples, se tiene que m(A) <4.Y
como toda l € (£ \_A) debe pasar por alguno de los puntos A—triples,
se tiene que:

- Si hay 3 puntos A — triples, entonces 7(L£) < 3.

-Si hay 4 puntos A — triples, se tiene que 7(L£) < 4.

En los tres casos 7(£) < 4, lo que concluye la prueba. O

Los resultados de este capitulo nos dardan una base para presentar
algunos hechos generales.
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6. Aportaciones y Conclusiones Generales

En los ejemplos concretos del capitulo anterior, en los que es pe-
queno tanto el nimero p de rectas como el grado ¢ de los puntos que
se quieren formar, es sencillo ver quién es el nimero J(p, q, sr), pero
dar un resultado general que nos diga cudnto vale dicho niimero, no es
una tarea facil y de hecho no existe tal resultado; més atin no existe ni
siquiera un resultado que acote d(k, 3, s4) para cualquier entero k. Sin
embargo, es posible dar una cota para este nimero de forma que nos
ayude a acotar a su vez el nimero de perforacién de las familias de rec-
tas L en el plano. En ese sentido, este capitulo, en el que presentamos
otras de nuestras aportaciones y conclusiones se ocupara de generalizar
las ideas expresadas en los resultados particulares del capitulo 5..

Primero un resultado para familias con la propiedad (p, 4); para ello
daremos una cota para el nimero 9(p, 3, s4) :

LEMA 12. 9(p, 3, s4) < ®@-D

DEMOSTRACION. Tomemos p rectas cualesquiera en el plano con
la condicién de que no formen puntos ciadruples entre si. Al conjunto
de puntos dobles que estas p rectas generan, lo llamaremos A y al
conjunto de puntos triples que estas p rectas generan, lo llamaremos
As. Pediremos también la condicién de que As # ().

Ahora, modificaremos ligeramente la posicién de las p rectas de la
siguiente manera: Por cada punto triple ¢t € A3, moveremos ligeramente
las tres rectas que pasan por t de forma que desaparezca el punto triple,
y en vez de él, aparezcan tres puntos dobles. De esta forma, haremos que
desaparezcan todos los puntos triples y por cada punto triple aparezcan
tres puntos dobles.

Sabemos que el nimero de puntos dobles que se pueden formar con
p rectas es menor o igual a (p). Por ello al modificar nuestras p rectas

2
con el procedimento antes descrito tenemos que el niimero de puntos
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dobles, sumado a tres veces el niimero de puntos triples, es menor o
igual a (); es decir:

|As|+3]45) < (8) implica que |43 < (2);

Usando este lema, podemos demostrar el siguiente Teorema:

TEOREMA 13. Sea £L C R? con p ¢ mds rectas. Si L tiene la
p—1
propiedad (p,4), entonces w(L) < (:%) +p—4.

DEMOSTRACION. Sea A C L sin puntos cuddruples pero tal que
para cualquier [ € (£ \ A) se tiene que hay por lo menos un punto
(AU{l}) — cuddruple.

Por la hipétesis de la propiedad (p,4), sabemos que |A| < p —1
(pues si |A| = p, tendriamos por lo menos un punto A — cuddruple; lo
que contradice la eleccién de A).

p—1
( : ) Esto nos
(")

3

Por el lema anterior sabemos que d(p — 1,3, s4) <

dice que con las rectas en A se pueden formar a lo ma&s
A — triples de forma que no haya punto A — cuadruples.

puntos

Entonces sabemos que para cualquier [ € (£ \ A) se tiene que [
p—1
pasa por alguno de los ( 3 ) puntos A — triples (pues sil € (L \ A)
sabemos que hay por lo menos un punto (A U {l}) — cuddruple).

—1

Por lo tanto 7(£\A) < @

Ahora, solo nos falta ver con cudntos puntos podemos perforar a
las rectas de A que no pasan por ningin punto A — triple.

Sillamamos B = {z € R? | z es punto A — triple} , podemos afir-
mar que B # () porque si con p — 1 rectas de £ no se pueden formar
puntos triples, entonces con p rectas de £ no se pueden formar puntos
cuadruples (contradiciendo la propiedad (p,4)).

Tomemos b € B. sabemos que hay tres rectas de A que pasan por
el punto b y por ello hay a lo més (p — 1) — 3 = p — 4 rectas de A que
podrian no pasar por ningin punto A — triple; y estas p — 4 rectas se
pueden perforar trivialmente con p —4 puntos del plano ( un punto por
cada recta).

De esta forma:

(L) < W(E\A)—I—p—4§%l)+p—4.
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Considérese la prueba del lema anterior como un complemento a
la prueba del siguiente teorema general, pues como esencialmente son
la misma demostracién, y la primera es mas facil de visualizar, nos
permite ahora ser breves:

(5)
(2"

DEMOSTRACION. Tomemos p rectas cualesquiera en el plano con la
condicién de que no formen puntos g — ésimos entre si. Al conjunto de
puntos dobles que estas p rectas generan, lo llamaremos A, al conjunto
de puntos triples que estas p rectas generan, lo llamaremos As, ..., al
conjunto de puntos (¢ — 1) — ésimos lo llamaremos A, ;. Pediremos
también la condicién de que A,_; # 0.

Ahora, haremos que desaparezcan todos los puntos (q— 1) — ésimos
y por cada punto (¢ — 1) — ésimo aparezcan (q;l) puntos dobles.

Sabemos que el nimero de puntos dobles que se pueden formar con

p rectas es menor o igual a (4’2’) y por ello:

|As] + (g) |As] + (;1) Ad + ot (q; 1) A, ] < (12’)

con esto se tiene:
(5) = [[Aal + (3) [As] + (5) [Aa] + oo + (%57) [Ag2]] < (%)

(21 ()

TEOREMA 14. 9(p,q — 1,sq) <

’Aq—l| <

Con ayuda de la cota que nos proporciona el Teorema 14, surge el
siguiente:

TEOREMA 15. Sea L una familia de rectas en el plano con mds de
p—1
p—1 rectas. Si L tiene la propiedad (p, q), entonces (L) < %—i—p—q.
2
DEMOSTRACION. Sea A C L sin puntos ¢ — ésimos pero tal que
para cualquier [ € (£ \ A) se tiene que hay por lo menos un punto
(AU{l}) — q — ésimo.
Por la hipétesis de la propiedad (p,q), sabemos que |A| < p —1
(pues si |A| = p, tendriamos por lo menos un punto A — ¢ — ésimo; lo
que contradice la eleccién de A).
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("2))
(*3")

2

p—1
nos dice que con las rectas en A se pueden formar a lo més % puntos

2
A — (¢ —1) — ésimos de forma que no haya puntos A — ¢ — ésimos.

Por el Lema anterior sabemos que d(p — 1,q — 1, sq) < . Esto

Entonces sabemos que para cualquier [ € (£ \ A) se tiene que [

(")

pasa por alguno de los & puntos A—(q—1)—ésimos (puessil € (L
2

\ A) sabemos que hay por lo menos un punto (AU {l}) — g — ésimos).
-1
Por lo tanto 7(£L\A) < E:Elg.
2

Ahora, solo nos falta ver con cuantos puntos podemos perforar a
las rectas de A que no pasan por ningin punto A — (¢ — 1) — ésimos.

Si llamamos B = {x € R? | x es punto A — (q — 1) — ésimo},

podemos afirmar que B # () porque si con p — 1 rectas de £ no se
pueden formar puntos (¢ — 1) — ésimos, entonces con p rectas de £
no se pueden formar puntos ¢ — ésimos (contradiciendo la propiedad
(. ))-

Tomemos b € B. sabemos que hay ¢ — 1 rectas de A que pasan por
el punto b y por ello hay a lo mds (p — 1) — (¢ — 1) = p — ¢q rectas de
A que podrian no pasar por ningiin punto A — (¢ — 1) — ésimo; y estas
p — q rectas se pueden perforar trivialmente con p — ¢ puntos del plano
( un punto por cada recta).

De esta forma:

(")
(7))

7 (L) < T(L\A) +p—q <

+p—q.

U

Observacién.- Si p > q > 3, sabemos para toda L una familia de
rectas en el plano con la propiedad (p,q), se tiene que (L) < (pgl).

(pues (p,q) implica (p,3)).
Entonces la cota anterior tiene sentido pues:

p—1
LEMA 13. % +p—qg< (p;l)
2
DEMOSTRACION. Primero hay que observar que los resultados an-
teriores tienen sentido para p > 3 y ¢ > 3 pues de lo contrario, si
g < 3, entonces (qgl) = 0 (asfi la cota estarfa indefinida). Lo mismo
ocurre para p, pues como ¢ < p, tenemos que si p < 3 implica que ¢ < 3
(cota indefinida).
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Por lo tanto p,q > 3.
Siendo asi, veamos que se verifica la siguiente desigualdad:

0<p’—5p+2+2¢+ (¢ —3¢) (P —4p+2+q).

Para hacerlo més visible y evitarnos cuentas de mds, llamarémos
Ty = p?> —5p+2+2q; Ty = ¢* — 3q; T3 = p? — 4p+ 2+ q y explorarémos
su comportamiento.

Entonces queremos ver si se cumple que 0 < T + T5T5.

Notemos que 15 > 0 porque si ¢ > 3, entonces ¢ > 3q .

Ahora, si p > 5, entonces p* > 5p > 4dpyasi Ty > 0y T3 > 0.
Entonces en los casos en los que p > 5, T y T3 siempre son positivos
y T3 es siempre mayor o igual a cero.

Para terminar de verificar nuestra desiguldad, solo nos queda ver
los casos: (p,q) = (3,3), (p,q) = (4,3), (p,q) = (4,4).

En este caso T) = (3)> = 5(3) +2+2(3) =2> 0
y T5T3 = 0 porque 15 = 0.

(2)-- (p.q) = (4,3)
Aqui Ty = (4> =5(4) +2+2(4) =6 >0
y T2T3 = 0.

(3)- (p,q) = (4,4)

De esta forma queda demostrado que
0<p’—5p+2+2¢+ (¢ —3q) (P —4p+2+9q).

Ahora, sumando p? — 3p + 2 de ambos lados:

PP —3p+2 <p*—3p+2+p°—5p+2+2¢+(¢° — 3¢) (pP° —4p+2+q) .
Es decir
pP—3p+2< 20" —8p+4+2¢+ (" —3q) (PP —4p+2+q).
Entonces
pP=3p+2<2(p’—4p+2+44q)+ (¢*—3q) (p° —4p+2+9q)
= pPP-3p+2< 2+ -3¢ P*—4p+2+9q)
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(3"

E23+p—q<@;)

< () +a-p

—

Que es lo que se queria demostrar. O

Para finalizar nos gustaria comentar brevemente el trabajo que se
hizo en los capitulos 5 y 6. La base fue pensar en familias de rectas
en el plano con la propiedad (p,4) para algin entero p. Se introdujo el
nimero J(p, 3, s4) que es el maximo nimero de puntos triples que se
pueden formar con p rectas en el plano, de forma que no haya puntos
cuddruples.

Conocer buenas cotas de este niimero es ttil por lo siguiente:

Sea L una familia de rectas en el plano con la propiedad (p,4).
Tomemos A C L con |A| = p—1 tal que no haya puntos A— cudadruples.
Sabemos que hay por lo menos un punto A — triple, pues de lo con-
trario para cualquier | € £ tendrfamos que no hay puntos (AU {l}) —
cuadruples, lo que contradice la propiedad (p,4) pues [(AU{l})| = p.
Con esto sabemos que el niimero de perforaciéon de L\ A queda acotado
por el nimero J(p, 3, s4). Finalmente al agregar puntos que perforen
las p — 1 rectas de A, sabemos una buena cota para 7(L).

Arriba se dio una cota general

(2)

(%)

d(p.q—1,sq) <
Con ayuda de esta cota se hizo el:

Teorema 15.- Sea L una familia de rectas en el plano. Si L tiene

("3}

la propiedad (p,q), entonces (L) < =) +p—q.

Pensar en el nimero J(p,q — 1,sq) abre un amplio camino para
aproximarse al nimero de perforaciéon de las familias de rectas en el
plano con alguna propiedad (p, q), ya que no parece muy dificil poder
mejorar la cota que aqui se dio para d(p,q — 1, sq) para cualesquiera
enteros p,q. Sin embargo, estd busqueda puede resultar bastante in-
teresante y extensa, puesto que no se conoce ni siquiera el caso ¢ = 4,
es decir, el ndimero J(p, 3, s4).
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