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Abstrac

A study on different topics related to non-commutative spaces is present-
ed. From the mathematical point of view this analysis is the study of quantum
groups. Here different techniques are presented for deforming Hopf algebras.
Three original results are presented in this section. The first two are the de-
scription of a Heisenberg algebra and Poincare algebra on a space where the
coordinates do not commute like the moments. These deformed algebras are ob-
tained by the technique of coordinate transformation. El tercer resultado es la
deformación del algebra de Heisenberg mediante el empleo de la técnica del twist
de Drinfeld. On the other hand, from the physical point of view, the analysis
focuses on cosmological models. This non-commutative analysis will be classical
and quantum level of the universe of Kantowski-Sanchs. Here is presented an
original result. For this study we have deformed the Poisson brackets for in-
troducing non-commutativity to classic level. We obtained by this deformation
a cyclic universe with an isotropic transition, free of singularities and with an
inflationary mechanism.
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Resumen

Se presenta un estudio sobre diferentes tópicos relacionados con espacios no-
conmutativos. Desde el punto de vista matemático, este análisis se desarrolla
sobre el estudio de grupos cuánticos. Aquí se mostraran diferentes técnicas para
deformar algebras de Hopf. En esta sección se presentan tres resultados ori-
ginales. Los dos primeros son las algebras de Heisenberg y Poincare descritas
sobre un espacio fase no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos.
Estas algebras deformadas se obtendrán mediante la técnica de transformación
de coordenadas. El tercer resultado es la deformación del algebra de Heisenberg
mediante el empleo de la técnica del twist de Drinfeld. Por otro lado, desde
el punto de vista físico, el análisis gira en torno a modelos cosmológicos. En
particular este trabajo se centra sobre el estudio tanto clásico como cuántico
del universo de Kantowski-Sanchs. Aquí se presentara un resultado original.
Para este estudio hemos introducido un principio de no-conmutatividad a nivel
clásico sobre el espacio fase de un universo de Kantowsky-Sach. Hemos obtenido
via este principio un universo cíclico, con una transición isotropica, libre de
singularidades y provisto de un mecanismo inflacionario.
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Capítulo 1

Introducción

Al abordar la biografía de mi
héroe, Alexei Fiodorovitch,
experimento cierta perplejidad:
aunque le llamo «mi héroe», sé
que no es un gran hombre. Por lo
tanto, se me dirigirán sin duda
preguntas como éstas: «¿Qué hay
de notable en Alexei Fiodorovitch
para que lo haya elegido usted
como héroe? ¿Qué ha hecho?
¿Quién lo conoce y por qué? ¿Hay
alguna razón para que yo, lector,
emplee mi tiempo en estudiar su
vida?» La última pregunta es la
más embarazosa, pues la única
respuesta que puedo dar es ésta:
«Tal vez. Eso lo verá usted
leyendo la novela. » ¿Pero y si,
después de leerla, el lector no ve
en mi héroe nada de particular?
Digo esto porque preveo que
puede ocurrir así. A mis ojos, el
personaje es notable, pero no
tengo ninguna confianza en
convencer de ello al lector. Es un
hombre que procede con
seguridad, pero de un modo vago
y oscuro.

Los Hermanos Karamazov
Fiódor M. Dostoievski

La parte mas importante de este trabajo es presentar algunos resultados
originales que hemos obtenido en el tiempo en que hemos trabajado en este
proyecto. Tres de ellos tienen un enfoque matemático en el sentido que se deja
de lado la parte interpretativa y fenomenológica. Estos son la obtención de las
algebras deformadas de Poincaré y Heisenberg mediante dos técnicas diferentes.
Un cuarto resultado tiene un enfoque mas físico. Este resultado es la descrip-
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ción de un universo de Kantowski-Sachs en un espacio no-conmutativo tanto en
coordenadas y momentos.

La otra parte y no menos importante que la anterior, es presentar este tra-
bajo de la forma mas articulada posible. Esto ultimo tiene la finalidad de (en
medida de nuestras capacidades) generar un texto sencillo para alguien que tiene
un primer acercamiento con estas ideas. Por esta razón se decidió dedicar los
primeros capítulos, como una revision de los conceptos tanto matemáticos, co-
mo físicos descritos sobre espacios ordinarios (conmutativos). De esta manera,
cuando el lector aborde la segunda parte, dedicada al estudio de estos conceptos
pero descritos sobre espacios no-conmutativos, la transición resulte un poco mas
sencilla.

Dicho lo anterior, a continuación se presenta una breve introducción, cuya
finalidad es, plantear algunas de las muchas motivaciones que han dado pie
al estudio de la descripción de teorías físicas sobre espacios no-conmutativos.
No hay que perder de vista que los temas centrales en este trabajo son: no-
conmutatividad, simetrías y cosmológia.

1.1. Simetrías y unificación
Existe una simetría cuando la expresión matemática de las leyes de la física

es independiente del sistema de referencia, ya sea espacio-temporal o del espacio
abstracto donde varían los números cuánticos que caracterizan a las partículas.
Las simetrías que relacionan propiedades intrínsecas de las partículas, se de-
nominan simetrías internas para diferenciarlas de las simetrías globales espacio-
temporales. De estas ultimas son ejemplos las rotacionales y traslacionales que
forman el grupo de Poincaré iso(3, 1) que es la base de la teoría de la rela-
tividad especial. El papel de las simetrías en la física de partículas elementales
adquirieron la categoría de fundamental en la década de los 50’s cuando se les
identificó como un ingrediente básico para la determinación de la dinámica. Por
esto fue fundamental postularas como simetrías locales, es decir cuando se exige
que las transformaciones que forman el grupo correspondiente varíen de pun-
to a punto en el espacio cuatridimensional cotidiano. A éstas se les denomina
simetrías de norma y para que sean exactas se requiere la existencia de campos
que representan las fuerzas (las partículas cuyo intercambio entre las partículas
ordinarias son la causa de las interacciones conocidas o de nuevas interacciones).
Así la interacción electromagnética es consecuencia ineludible de la simetría de
norma asociada al grupo U(1), mientras que para el caso de las fuerzas débil y
fuerte les corresponden los grupos SU(2) y SU(3), respectivamente. Las inter-
acciones electrodebiles resultan de la simetría de norma SU(2)× U(1)Y , donde
el grupo U(1)Y corresponde a la hipercarga Y . Finalmente el modelo estándar
esta basado en el grupo de norma SU(3)× SU(2)× U(1) [1, 2].

En este trabajo las simetrías se estudiaran mediante algebras de Hopf, ya
que a diferencia de las algebras de Lie permiten describir las simetrías tanto
para el caso de espacio-tiempo conmutativo como no-conmutativo [4, 5, 6].

Hasta la fecha, casi todas las pruebas experimentales de las tres fuerzas
descritas por el modelo estándar están de acuerdo con sus predicciones. Sin
embargo, el modelo estándar no alcanza a ser una teoría completa de las in-
teracciones fundamentales debido a que no incluye la gravedad y aun no queda
clara la forma en que esta se incorporara [3].
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1.2. Gravedad cuántica
A partir de las cuatro interacciones mencionadas anteriormente es como

la filosofía reduccionista de la física logra explicar todos los fenómenos de la
naturaleza. Tanto la electrodinámica como las interacciones débil y fuerte son
actualmente entendidas como teorías de norma y han sido cuantizadas exi-
tosamente. Esto significa que a partir de la teoría clásica original es posible
construir una teoría cuántica asociada que permite calcular correcciones a las
predicciones clásicas. Estas predicciones pueden ser hechas finitas -en lenguaje
técnico las teorías son renormalizables-, y numerosos experimentos han confir-
mado su exactitud. Cuando se trata de aplicar métodos similares a la interac-
ción gravitacional resulta imposible hacer finita la teoría, es decir esta resulta
no-renormalizable, además de arrojar otras inconsistencias. Todo procedimiento
de unificar relatividad general (teoría que describe la interacción gravitacional),
con los procedimientos de cuantización de la mecánica cuántica se encuentra
eventualmente con problemas de incompatibilidad. Esta incompatibilidad rad-
ica, principalmente, en que las suposiciones que ambas teorías hacen son com-
pletamente diferentes.

Por un lado, la relatividad general es una teoría geométrica por excelencia
que modela a la gravedad como un espacio-tiempo cuya curvatura esta deter-
minada por una distribución de masa, es decir, no hay un espacio-tiempo de
subyacente fijo. La curvatura (tensor de Einstein) es debida a la presencia de
masa y otras formas de energía (el tensor energía-momento). La teoría predice
singularidades del espacio-tiempo, tales como la gran explosion o agujeros ne-
gros.

Por otro lado, la teoría cuántica esta formulada desde el principio sobre una
estructura de subyacente fijo (no dinámica). En particular, la teoría cuántica de
campos describe campos de partículas impuestas en un espacio-tiempo plano de
relatividad especial. En esta teoría existen divergencias UV, que se pueden re-
solver solamente aplicando un procedimiento de renormalización orden a orden.

Una forma natural de cuantizar la gravedad plantea la necesidad de cuantizar
directamente las ecuaciones de Einstein

[
Rµν − 1

2
Rgµν

]
= 8πGTµν [g] (1.1)

Parece lógico pensar que por el hecho de que la materia este sujeta a principios
de mecánica cuántica, el tensor de energía-momento Tµν [g] debe tratarse como
un operador. El camino mas sencillo a seguir es fijando la geometría y man-
teniendo el carácter cuántico de la materia reemplazando Tµν [g] por su valor
de expectación < T̂µν [η] > en un estado de vació de Minkowski. Sin embar-
go al realizar esto sucede que la solución arroja que g 6= η, por lo tanto este
resultado tendrá que re-insertarse en la definición del valor de expectación de
vació, y así sucesivamente. En general la interacción resultante no converge y el
procedimiento se hace inconsistente, por lo que también se hace necesario cuan-
tizar también el campo gravitatorio, de tal forma que esto conduce a ecuaciones
cuánticas no lineales de Einstein

[
R̂µν − 1

2
R̂ĝµν

]
= 8πGT̂µν [g] (1.2)

Esto plantea una problematica no solo técnica, sino que también conceptual.
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Históricamente ha habido muchos intentos para resolver estas inconsistencias
partiendo desde perspectivas diferentes y con enfoques radicalmente diferentes
sin embargo los formalismos que mas han destacado son la teoría de cuerdas y
la gravedad cuántica canónica[7, 8].

La teoría de cuerdas es una generalización de la teoría cuántica de campos
en donde las partículas puntuales son reemplazadas por objetos unidimension-
ales extendidos, llamados cuerdas, que se propagan en una variedad espacio-
tiempo subyacente fija. Los distintos modos de vibración corresponden a dis-
tintas partículas. Esta teoría intenta unificar todas las interacciones de la nat-
uraleza, incluyendo la gravedad. La forma en que la gravedad se incorpora en
la teoría de cuerdas es sumamente sorprendente, ya que esta aparece como una
predicción y no es necesario incluirla a priori. Cuando se obtienen los distintos
estados de oscilación de la cuerda y se observan sus propiedades, aparecen aque-
llos que tienen exactamente las propiedades que se sabe debe poseer la partícula
asociada con la gravedad, es decir, aquella que describe pequeñas perturbaciones
del espacio-tiempo. Teoría de cuerdas es capaz de reproducir la relatividad gen-
eral de Einstein (mas pequeñas correcciones)[9].

Otro tipo de objetos físicos que se encuentran en la teoría de cuerdas son las
D-branas, que poseen cierta masa y carga. Las D-branas son objetos dinámicos
y sus excitaciones son descritas por cuerdas abiertas cuyos extremos están limi-
tados a moverse sobre ellas. Como excitaciones, las cuerdas abiertas no pueden
existir de forma independiente de la D-brana. Sin embargo, estas pueden cerrar
sus extremos y escapar de la D-brana como cuerdas cerradas, o en sentido inver-
so, una cuerda cerrada puede abrirse sobre la D-brana para convertirse en una
cuerda abierta. El mecanismo por el cual la D-brana hace esto es muy particular.
Se sabe que la D-brana interactua con sus alrededores mediante la absorción y
la emisión de cuerdas cerradas. En particular, la D-brana puede emitir cuerdas
cerradas que corresponden a los gravitones, i.e., los portadores de la interacción
gravitacional. Cuando estos gravitones interactuan con una cuerda que viaja a
través del espacio-tiempo hace que su propagación se altere tal y como si exis-
tiera una geometría curva de tal forma que es posible determinar la geometría
a partir de estos objetos[10].

La teoría de cuerdas tiene la ventaja de ser perturbativamente renormali-
zable a todo orden y unificar todas interacciones de la naturaleza. Sin embargo
cuenta con más estructura de la que minimamente se necesita para explicar la
mayoría de la fenomenologia actual, la más radical de ellas es la necesidad de
incorporar dimensiones extras. Además, hasta el momento no hay una evidencia
experimental directa que permita saber si es correcta o no. A pesar de esto, la
teoría de cuerdas sigue siendo el principal candidato para una teoría unificada de
la naturaleza y se ha mantenido como un campo de investigación muy activo,
que ha producido un gran impacto no solo en la física sino también en las
matemáticas.

Mientras la teoría de cuerdas trata al espacio-tiempo curvo de la relativi-
dad general como una modificación de un campo subyacente fijo sin masa de
espin dos, la formulación canónica de la gravedad cuántica trata directamente la
métrica del espacio-tiempo mismo como un campo e intenta cuantizarlo directa-
mente. De acuerdo con este enfoque, se debe formular a la relatividad general en
una forma canónica o hamiltoniana. En esta descripción se elige un conjunto de
variables para el espacio de configuraciones y para los momentos canónicamente
conjugados, que describen el estado del sistema a un tiempo dado. La evolución
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temporal de estas variables se obtiene a partir de las ecuaciones de Hamilton.
La cuantización consiste entonces en promover las variables de configuración y
los momentos conjugados a operadores en un espacio de estados cuánticos (es-
pacio de Hilbert) sujetos a relaciones de conmutación análogas a los corchetes
de Poisson clásicos.

En la décadas de los 50’s y 60’s, Dirac, Wheeler, De Witt y otros [11, 12,
13, 14] trabajaron en la elección mas natural de las variables para el campo de
configuracion. Ellos consideraron para esto la 3-métrica inducida para una fo-
liación arbitraria de hipersuperficies espaciales, que permitiera separar el espacio
del tiempo. Una vez esto se procedería a aplicar la transformada de Legendre
a la acción de Einstein-Hilbert para obtener un hamiltoniano. Los momentos
conjugados (directamente relacionados con la curvatura extrínseca de la hiper-
superficie) codifican la evolución temporal de las 3-métrica. Esta formulación se
enfrenta con el problema de las constricciones, que proviene de la invariancia
ante difeomorfismos de la teoría. El procedimiento que se adopta en este tipo
de teorías es tratar las constricciones también como operadores cuánticos Â, e
imponerles la condición que los estados físicos |ψ〉 sean invariantes ante la ac-
ción de estos operadores eiεÂ|ψ〉 = |ψ〉 o a orden infinitesimal Â|ψ〉 = 0. De
esta manera el hamiltoniano resultante H se convierte en lo que se ha llamado
vinculo hamiltoniano Ĥ, que se trata de una densidad hamiltoniana restringida
a anularse por las ecuaciones de movimiento, es decir:

Ĥ|ψ〉 = 0 (1.3)

A esta ecuación se le conoce como de Wheeler-DeWitt y al procedimiento se le
denomina geometrodinamica. El operador de Wheeler-DeWitt es un operador
diferencial de segundo orden de forma no polinomial y con coeficientes que
ni siquiera son analíticos en estas variables de configuración, y por lo tanto
el espacio de soluciones es extremadamente complicado de obtener. Por otro
lado seria natural interpretar una solución de la ecuación de Wheeler-DeWitt
como la amplitud de probabilidad de que el sistema cuántico gravitacional se
encontré en un estado con la métrica dada. Pero esta interpretacion directa
resulto imposible debido a que tal probabilidad puede ser negativa además de
contener otras inconsistencias.

A raíz de estos problemas la geometrodinamica solo pudo resolver algunos
modelos cosmológicos homogéneos cuyas métricas dependen de uno o varios
parámetros que son funciones solo del tiempo, el cual, a su vez puede ser susti-
tuido por uno de dichos parámetros.

Este problema fue atacado con mayor exito por un formalismo iniciado por
Ashtekar, Lee Smolin, Carlo Rovelli y colaboradores en 1986 [15, 16], mediante
la reformulación de las ecuaciones de Einstein en términos de nuevas variables:
la conexión (en lugar de la 3-métrica) y su momento conjugado, lo que facilita
notablemente la tarea de resolver las constricciones. Poco después se encontraron
soluciones a las ecuaciones derivadas de esta teoría, la cual se conoce ahora como
gravedad cuántica de lazos. El aspecto mas destacable de esta formulación de
gravedad cuántica es que a escalas muy pequeñas, el espacio-tiempo no esta
descrito por una variedad suave y continua sino por elementos discretos. El
papel de introducir nuevas variables aun no es entendido del todo y esta teoría
tiene el problema de no recuperar el limite clásico.

A lo largo del tiempo estos han sido los enfoques que han tenido mas impacto
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e influencia dentro de la comunidad científica, sin embargo no han sido los únicos.
Algunos otros intentos que destacan son:

I Teoría de twistors

II Gravedad cuantica euclidea

III Gravedad discreta lorenziana

IV Calculo Regge

En todos estos intentos la concepción del espacio-tiempo es sumamente radi-
cal, ya que en ellos se introducen valores discretos de las coordenadas espacio-
temporales (excepto en twistors, en donde esto es una consecuencia) en las ecua-
ciones que rigen la evolución de las funciones de onda que representan partículas
elementales en estado libre o en interacción [3, 7].
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mecánica

Relatividad
general

Mecánica cuántica
no-relativista

Teoría cuántica
de

campos Relativista

Mecánica clásica
sin

gravedad
Relatividad
especial

Fig. 1.1 Siete limites fundamentales de la física teórica

Estos modelos tienen un interés matemático: resolver por métodos numéricos
ecuaciones diferenciales que no tienen una solución analítica exacta y por otra
parte evitar los valores infinitos que aparecen en los desarrollos perturbativos
de dichas ecuaciones. La conexión con la teoría cuántica de campos en todos los
casos es sumamente remota. Si bien ha habido un progreso considerable en la
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cuantización de la gravedad, no existe aun un concenso general en la comunidad
sobre la forma final que debería tener la teoría cuántica de la relatividad general.
Sin embargo, el estado de todas las investigaciones ponen de manifiesto que
ninguna de las direcciones de investigación lograra por si misma la unificación.
Las diferentes teorías han encontrado terrenos de similitud: la forma de concebir
el espacio-tiempo y la existencia de una escala de energía.

Por un lado es claro es que no es posible formular una teoría completa sin la
necesidad de incluir un cambio fundamental en la manera en que se concibe el
espacio-tiempo y en donde la variedad diferencial suave que modela el espacio-
tiempo debe sufrir un cambio drástico.

Mientras que por otro todos los formalismos antes mencionados coinciden
en que existe una escala de energía (o equivalente de distancia) a la que las
descripciones actuales de la naturaleza pierden validez: La longitud de Planck.

En este trabajo, partiendo de las ideas de geometrodinámica, desarrollaremos
la descripción del modelo cosmológico de Kantowski-Sach, sobre un espacio no-
conmutativo tanto en coordenadas y momentos, con el fin de analizar como se
modifica la evolución de este universo al introducir estas deformaciones.

1.3. Espacios no-conmutativos
Desde el punto de vista matemático es posible pasar de la relatividad especial

de Einstein o la mecánica cuántica, a la gravedad Newtoniana, via la contrac-
ción de alguno(s) parámetro(s) característicos c−1 ó ~ respectivamente, es decir
(c−1 ó ~→ 0). De las misma manera es posible pasar de la relatividad general a
la relatividad especial via la contracción del parámetro G. Los parámetros c−1,
~ y G, ya sea individualmente, en pares o los tres juntos, forman un conjunto
de siete contracciones correspondientes a las teorías físicas conocidas [17, 18].
El ingrediente de la gravedad cuántica es el hecho de que contendría los tres
parámetros mencionados, de ahí la asociación de una longitud denominada de
Planck, como escala de manifestación de sus efectos Fig. 1.1. La única com-
binación de estas constantes con dimensiones de distancia que se puede lograr
es:

lp ≡
√
~G
c3

' 1,6× 10−36m (1.4)

En mecánica cuántica, la energía necesaria para medir la estructura del espacio-
tiempo con resolución de longitud de Planck lp es ~c/lp, en relatividad general
esta energía seria tal, que en esa region se distribuiría la energía suficiente para
formar un agujero negro microscópico con un radio de Schwarzschild del mis-
mo orden de magnitud, por lo cual en este escenario semi-clásico, abrían dos
consecuencias interesantes:

1. Dado que las fluctuaciones cuánticas de carácter puramente gravitacional
tendrían la misma magnitud que las fluctuaciones cuánticas descritas por
el modelo estándar, entonces todas la interacciones en la naturaleza es-
tarían unificadas a distancias del orden de la longitud de Planck.

2. Por otro lado los agujeros negros crecen en tamaño al aumentar su energía,
entonces se podría formar un agujero negro mayor que la longitud de
Planck, por lo cual no se lograría mejorar la precision. De esta manera
resulta que la posibilidad de producir agujeros negros como fluctuaciones
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cuánticas, implica la existencia de una distancia minima o un principio de
incertidumbre en las coordenadas:

∆xµ∆xν ≥ lp
2 (1.5)

La existencia de una distancia minima tiene implicaciones serias y es que el
espacio-tiempo clásico, con variables espaciales y tiempo abelianas, generadoras
de un algebra conmutativa de funciones, tendría que modificarse por un algebra
no-conmutativa de operadores. De tal suerte que el campo gravitatorio descrito
por el tensor métrico gµν seria un operador y su falta de conmutatividad afec-
taría a la geometría del espacio-tiempo, haciendo la geometría no-conmutativa
[19].

Desde el punto de vista puramente matemático la geometría y la topología
son un conjunto con alguna estructura en particular que llamamos espacio. Sin
embargo, aun objetos tan fundamentales como las curvas elípticas se estudian
mejor no en términos de conjuntos de puntos, sino examinando las funciones
continuas que se pueden definir sobre este espacio. Fue Weierstrass quien abrió
un nuevo camino en la geometría, al estudiar directamente el conjunto de fun-
ciones complejas que satisfacen un algebra de adición en particular, y derivar el
conjunto de puntos a partir de estas.

El estudio formal de estas ideas surge con los trabajos de Gelfand, Naimark
y Segal [20] que establecieron una equivalencia entre los espacios topológicos
Hausdorff localmente compactos y las C∗-algebras abelianas no necesariamente
unitarias, prosiguieron con Hilbert que estableció la relación entre las variedades
afines y las algebras conmutativas. Continuaron con Grothendieck quien rela-
cionó la teoría de esquemas y la topología, más recientemente Connes ha gene-
ralizado este tipo de dualidades para el caso no-conmutativo [21, 22, 23]. La
idea central es encontrar una forma de relacionar el espacio, con el algebra de
funciones definidas sobre éste. En este esquema las propiedades geométricas se
obtienen a partir de propiedades algebraicas via relaciones de equivalencia. A
diferencia de los primeros casos, los trabajos de Connes extienden estos estudios
para el caso en que las algebras no-conmutan.

Uno de los avances mas importantes del siglo XX, fue el descubrimiento de la
formulación matemática de la mecánica cuántica por Heisenberg en 1925 [24, 25].
Desde el punto de vista matemático, esto es una transición de la mecánica clásica
a la mecánica cuántica, via la deformación del algebra clásica conmutativa de
observables en el algebra no-conmutativa de observables cuánticos. Recordando
que en mecánica clásica un observable (ej. energía, posición, momento, etc) es
una función sobre una variedad llamada espacio fase del sistema, mientras que
en el caso cuántico estos son operadores definidos en un espacio de Hilbert.

Connes ha realizado algo muy parecido a lo anteriormente mencionado. Su
propósito ha consistido en generalizar la noción de espacio desde el punto de
vista de diferentes áreas de las matemáticas (ej. teoría de la medida, geometría
y topología), tomando como punto de partida que las algebras definidas sobre
dicho espacio no-conmutan. Algunas de las contribuciones de estos estudios in-
cluyen: teoría de algebra de operadores, topología algebraica y diferencial, teoría
de numeros, efecto Hall cuántico, renormalización en teoría cuántica de campos,
teoría de cuerdas y modelo estándar.

En la formulación de Connes del modelo estándar, el espacio-tiempo esta
desdoblado en dos hojas correspondientes a las dos posibles quiralidades. Los
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bosones de norma corresponderían a desplazamientos en las direcciones contin-
uas, mientras que el campo de Higgs estaría asociado a la dirección discreta.
La principal ventaja de la aproximación de Connes al modelo estándar es que
en ella todas las interacciones, incluyendo las de los escalares que producen la
ruptura espontanea de la simetría, provienen de un único operador de Dirac de
manera que el Higgs aparece integrado en el modelo de una forma mas natural
que en la formulación habitual. La principal predicción esta relacionada con la
masa de Higgs pero aun no ha podido ser contrastada experimentalmente.

El termino geometrías no-conmutativa ha sido empleado para describir varias
teorías diferentes. Deformación por cuantización y grupos cuánticos son dos
vertientes que han surgido de forma muy independiente del espíritu original de
la formulación de Connes, y que sin embargo actualmente resultan dos de los
elementos mas importantes del programa global de la geometría no-conmutativa
desde el punto de vista físico.

El procedimiento que permite encontrar una descripción cuántica de la dinámi-
ca de un sistema físico a partir de su descripción clásica es llamado cuantización.
Cuando el procedimiento se realiza a partir de la deformación de la estructura
algebraica de la dinámica clásica hasta obtener una estructura no-conmutativa
adecuada para llevar a cabo la descripción cuántica se denomina cuantización
por deformación [26, 27, 28]. La realización matemática rigurosa de este pro-
cedimiento apareció en los 70’s con los trabajos de Boris Fedosov [29], sobre la
cuantización de variedades simplécticas. Estas ideas han evolucionado mucho en
las dos ultimas décadas; primero usando métodos algebraicos y después combi-
nando estos métodos con ideas geométricas. Una deformación particular de una
estructura algebraica, es mediante la sustitución de un producto no-conmutativo
actuando sobre los elementos de la estructura conmutativa. Se pueden definir
muchos productos no-conmutativos, sin embargo el ejemplo fundamental es el
producto de Moyal-Weyl [30, 31] en el espacio de fases euclídeo, usado por Moy-
al [32] para estudiar mecánica cuántica estadística desde el punto de vista del
espacio de fases clásico en la década de los 40’s. El procedimiento más general
de la existencia de una cuantización por deformación para variedades de Poisson
arbitrarias ha sido desarrollada por Maxim Kontsevich [33], muy recientemente.

El estudio formal de los grupos cuánticos, inicio a partir de los trabajos
de L.D. Faddeev, quien trabajaba en aspectos algebraicos de sistemas cuánti-
cos integrables, específicamente en el marco del problema inverso de la disper-
sion cuántica. Motivados por ciertas consideraciones en esta direccion, Kulish
y Reshetikhin definen en 1980 el algebra Uq(sl(2,C)) que es una deformación a
un parámetro del algebra universal envolvente sl(2,C). Poco después Sklyanin
demostro que esta algebra Uq(sl(2,C)) admite una estructura de Hopf, pero esta
no es ni conmutativa ni coconmutativa [34, 35].

Poco después, Drinfeld y Jimbo generalizan esto ultimo al definir de forma
independiente para cada algebra de Lie simple g, una algebra que es una defor-
mación a un parámetro del algebra universal envolvente de g que admite una
estructura de algebra de Hopf que de igual manera, no es ni conmutativa ni co-
conmutativa. Ambas definiciones son esencialmente equivalentes. Para Drinfeld
U~(g) es un algebra sobre el anillo de series formales de potencias, mientras que
para Jimbo Uq(g) es un algebra sobre C que depende de un parámetro q.

Drinfeld acuña la expresión de grupos cuánticos y ofrece en un famoso ar-
ticulo presentado en el ICM de Berkeley en 1986 (leído por Cartier ya que no le
fue autorizado salir de la Union Soviética)[36]. Aquí interpreta con precision a
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U~(g) como una deformación formal -en el sentido de Lichnerowicz- del algebra
universal envolvente de g. Esto lleva directamente a las nociones de grupos de
Lie-Poisson. Además muestra como a partir de las representaciones de dimen-
sión finita de U~(g) es posible obtener soluciones de la ecuación cuántica de
Yang-Baxter.

Fue el mismo Drinfeld quien poco después, observo que cada algebra univer-
sal envolvente cuántica esta relacionada con una algebra universal no-deformada,
mediante un automorfismo interno al cual llamo twist universal. En este sentido
este twist contiene toda la información sobre la deformación cuántica de una
simetría clásica.

En este trabajo se presentará un estudio detallado sobre grupos cuánti-
cos. Este estudio se desarrollará empleando diferentes técnicas de deformación.
Aunque estudiaremos varios grupos, nuestro estudio se centrará sobre el grupo
de Poincaré U(iso(3, 1)).

A finales del año 2006, J.Wess y colaboradores en una serie de trabajos
han realizado una descripción de la gravedad sobre un espacio no-conmutativo
[37, 38]. Partiendo del algebra de difeomorfismos conocida, han construido una
algebra deformada en coordenadas dependiente de un parámetro θ, via un twist.
Esta nueva representación preserva las relaciones algebraicas de la teoría ori-
ginal, pero tiene reglas de comultiplicación diferentes. En estos trabajos se co-
nstruye un calculo tensorial covariante no-conmutativo, en donde las nociones
de: métrica, derivada covariante, curvatura y torsion quedan bien definidas.
Esta geometría es la base para formulación de una relatividad general no-
conmutativa. El twist que se emplea en estos trabajos es construido a partir
de producto no-conmutativo de Moyal-Weyl. Un aspecto central en esta con-
strucción lo constituye el estudio del algebra de Poincaré deformada [39].

En este trabajo se presentará de forma detallada el desarrollo de estas
ideas. Se presentará la geometría no-conmutativa, así como también la acción
de Einstein-Hilbert deformada.

1.4. Organización de la tesis
El Capitulo 2 es una revisión de relatividad, tanto especial, general y cos-

mológia. En la primera sección, dedicada al estudio de la relatividad especial,
surgirá la simetría de Poincaré, como el grupo de transformaciones que deja
invariante la pseudodistancia. Se construye el álgebra de Lie y se presenta el
álgebra correspondiente de esta simetría. Posteriormente a esto se presenta una
revisión de relatividad general. En la sección dedicada a la relatividad general,
se deducirán las ecuaciones de Einstein via un principio variacional. También se
mostrará que estas ecuaciones describen la dinámica de una superficie cuatri-
dimensional en donde los papeles del espacio y el tiempo juegan un papel idéntico
que no permite conceptualizar la evolución en el tiempo del campo gravitacional.
El Formalismo ADM que también se presenta en esta sección, permitirá estu-
diar esta cuatro-superficie en términos de una tres-superficie dotada de una
evolución temporal, esto ultimo sera importante para analizar la gravedad des-
de el punto de vista hamiltoniano. Partiendo de este formalismo, se aplicara el
método de cuantización canónica al hamiltoniano gravitacional, dando lugar a
la ecuación de Wheeler-DeWitt. Por ultimo en este capitulo, se analizaran los
modelos cosmológicos de Friedman-Robertson-Walker y Kantowski-Sach y se
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presentará la cuantización canónica de estos (mini-super universos). El Capitulo
3, es un apartado matemático que tiene como finalidad construir el concepto
de algebra de Hopf, a partir de estructuras algebraicas más fundamentales. En
este capitulo se presentará de forma detallada las nociones de grupo y algebra
de Lie, elementos centrales en la descripción de las simetrías físicas. A partir de
estas nociones se establecerá la forma de construir una algebra de Hopf a partir
de una de Lie, mediante el algebra universal envolvente de esta ultima y se pre-
sentará esto anterior para el caso del algebra de Lie de los campos vectoriales.
En el Capitulo 4 se revisará el concepto de cuantización por deformación, del
cual se desprenderá el producto no-conmutativo de Moyal-Weyl. En el Capitulo
5 se presentara un método para obtener productos no-conmutativos a partir
de los campos tensoriales que definen una simetría. Al final de este capitulo se
presentará explícitamente una serie de productos no-conmutativos correspondi-
entes al algebra de Poincaré U(iso(3, 1)). El Capitulo 6 es una revision general
del concepto de grupo cuántico. Aquí se presentaran las técnicas para deformar
algebras de Hopf clásicas. En este capitulo se presentaran ejemplos concretos
de deformaciones sobre las algebras U(sl(2)), U(H(3, 1)), U(iso(3, 1)) y el alge-
bra de los campos vectoriales UΞ. En el Capitulo 7 se presentara un estudio
no-conmutativo sobre el modelo cosmológico de Kantowski-Sachs. Esta defor-
mación se realizará tanto a nivel clásico como a nivel cuántico.
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Capítulo 2

Gravedad

La teoría de la relatividad general, postulada por Albert Einstein en 1915,
parte del base que la gravitación no es una fuerza, como la consideraba la física
newtoniana, sino mas bien una manifestación de la curvatura del espacio-tiempo.
En donde un objeto masivo atrae a otro pequeño debido a que este ultimo se
desliza a través de la deformación que el primero le ocasiona al espacio-tiempo,
en el cual ambos están inmersos.

Desde el nacimiento de la teoría especial de la relatividad en 1905, Einstein
pensó que la teoría de la gravitación de Newton tendría que ser modificada, ya
que esto implicaba que la fuerza de la gravedad se propagaría entre distintos
objetos a una velocidad infinita, y este hecho contradecía su naciente teoría.

Hubieron dos ideas que guiaron a Einstein hacia el camino de la relatividad
general. Primero fue el principio de equivalencia, que establecía que todos los
objetos caen exactamente de la misma forma en un campo gravitacional. Y
posteriormente el principio de Mach, que establecía que la inercia local de un
objeto debe ser producida por la distribución total de la materia en el universo.
Así el principio de equivalencia llevo a Einstein a identificar la gravedad con
la geometría del espacio-tiempo. Mientras que el principio de Mach lo llevo a
concluir que dicha geometría debería ser alterada por la distribución de masa y
energía.

La teoría de Einstein culmina con las ecuaciones que llevan su nombre. Estas
ecuaciones relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la distribución de
materia-energía. Hay varias formas de llegar a estas ecuaciones. En este capitulo
la forma en que se obtendrán sera via un principio variacional.

El espacio-tiempo de la relatividad general esta descrito por una superficie
4-dimensional, en donde los papeles de tiempo y espacio juegan un papel idén-
tico. Esto representa una elegancia a nivel teórico, sin embargo a nivel practico
no permite visualizar la evolución en el tiempo del campo gravitacional. A la
separación de los papeles del espacio y el tiempo se denomina formalismo 3 + 1
o ADM (Arnowitt, Deser y Misner). Este formalismo es el punto de partida en
la construcción de una formulación hamiltoniana de la gravedad.

El punto central de este capitulo es la ecuación de Wheleer-DeWitt. Esta
ecuación sera obtenida en este capitulo a partir de la cuantización canónica
del hamiltoniano de la gravedad. Partiendo de la ecuación de Wheleer-DeWitt
se estudiaran los modelos cosmológicos de Friedmann-Robertson-Walker y de
Kanstowski-Sach.
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2.1. Relatividad especial.

Si una partícula se mueve con una velocidad ~V , respecto a un sistema de ref-
erencia inercial O, entonces con respecto a otro O′, según las transformaciones
de Galileo, este se moverá con velocidad ~V +~v, con ~v la velocidad relativa entre
ambos sistemas. Esto en principio se tendría también que aplicar a la luz, la
cual se creía se desplazaba a través de una sustancia llamada éter que llenaba
todo el espacio. Así de acuerdo a las ecuaciones de transformación de Galileo,
los rayos luminosos enviados en la dirección del movimiento de la tierra via-
jarían mas rápido que los rayos enviados en dirección transversal. Como es bien
sabido el experimento de interferometria de Michaelson y Morley a finales del
siglo XIX, mostró con gran precision que no existía ningún retraso entre estos
dos rayos, demostrando así la ausencia de éter y que la luz se desplazaba a la
misma velocidad independientemente de la velocidad relativa entre los sistemas
de referencia.

En aquel tiempo también era sabido que las ecuaciones de Maxwell del elec-
tromagnetismo no quedaban invariantes ante transformaciones de Galileo. Ein-
stein en su teoría especial de la relatividad mostró que son las transformaciones
de Lorentz (cuyo grupo asociado también está determinado por seis parámetros)
las que dejan invariantes tanto la forma de las ecuaciones de Maxwell como la
velocidad de la luz.

2.1.1. Grupo de Poincaré.
Si la velocidad de la luz debe ser la misma para todos los sistemas inerciales.

Entonces esto significa que si xi es la posición de una señal de luz a un tiempo
t en un sistema, y el mismo rayo de luz se encuentra en x′i al tiempo t′ en otro
sistema, entonces se tiene que satisfacer

s2 ≡ c2t2 − xixi = c2t′2 − x′ix
′
i. (2.1)

Al introducir la notación

xµ =(x0, xi) i = 1, 2, 3
=(t, ~x), (2.2)

la ultima expresión se puede reescribir de la siguiente manera

s2 = x0x0 − xixi = gµνxµxν , (2.3)

donde la métrica gµν = gνµ es cero excepto para µ = ν, con g00 = −g11 =
−g22 = −g33 = 1, y en donde indices repetidos implican suma.

Si se relaciona (x′i, t
′) con (xi, t) y se exige que se satisfaga (2.1) entonces,

gµνxµxν = g′µνx′µx′ν . (2.4)

Al introducir un conjunto de transformaciones lineales

x′µ = Λµ
νxν = Λµ

0x
0 + Λµ

ix
i, (2.5)

tales que también preservan (2.1). Entonces estas Λµ
ν tienen que satisfacer

g′µνx′µx′ν = g′µνΛµ
ρΛ

ν
σxρxσ = gρσxρxσ. (2.6)
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Por tanto
gρσ = Λµ

ρΛ
ν

σg′µν . (2.7)

Al multiplicar esta ultima igualdad por gσλ y contraer respecto a los indices σ,

Λµ
ρg

λσΛν
σgµν = δλ

ρ, (2.8)

es decir,
Λµ

ρ(Λ
−1)λ

µ = δλ
ρ, (2.9)

donde la matriz
gλσΛν

σg′µν = (Λ−1)λ
µ, (2.10)

es la inversa de Λ. La operación de contracción de la matriz Λ con los tensores
gλσ y gµν , indicada en el primer miembro de la ultima igualdad, se reduce a
la transposición de la matriz Λ y al cambio de signos en su primera fila y su
primera columna. De este modo, la matriz de transformación que deja invariante
la longitud del vector (2.4) pose la propiedad de que su matriz inversa se obtiene
a partir de ella mediante la transposición y el cambio de signos de los elementos
de la primera fila y la primera columna. Estas matrices se denominan seudoor-
togonales. El determinante de la matriz (2.10) coincide con el determinante de
la matriz Λ. Por lo tanto, (detΛ)2 = 1 y consecuentemente,

detΛ = ±1. (2.11)

Considerando la igualdad (2.7) en el caso de λ = σ = 0

Λµ
0Λ

ν
0gµν = 1, (2.12)

o, en forma explícita,

(Λ0
0)

2 − (Λ1
0)

2 − (Λ2
0)

2 − (Λ3
0)

2 = 1. (2.13)

De aquí se infiere la desigualdad (Λ0
0)

2 ≥ 1. Esto ultimo y (2.11) determinan
cuatro conjuntos de trasformaciones que juntas forman las las transformaciones
de Lorentz generales. Por separado estos conjuntos son los siguientes:

1. L↑+ ⇒ detΛ = +1, Λ0
0 ≥ +1.

2. L↓+ ⇒ detΛ = +1, Λ0
0 ≤ +1.

3. L↑− ⇒ detΛ = −1, Λ0
0 ≥ +1.

4. L↑− ⇒ detΛ = −1, Λ0
0 ≤ +1.

De aquí, solo la transformación L↑+ denominada transformación de Lorentz
propia contiene la unidad. Los demás conjuntos de transformaciones (L↓+, L↑−, L↑−)
no la contienen y son transformaciones impropias, esto significa que ningún ele-
mento de cualquiera de ellos puede pasar de manera continua a otro conjunto. A
continuación se presentan unos ejemplos de transformaciones de Lorentz propias
e impropios,
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1. Rotaciones: la transformación

x′0 =x0,

x′1 =x1 cosα− x2 sin α,

x′2 =x1 sinα + x2 cosα,

x′3 =x3, (2.14)

define una rotación espacial, y su matriz correspondiente es

L12(α) =




1 0 0 0
0 x1 cos α −x2 sin α 0
0 x1 sin α x2 cosα 0
0 0 0 1


 , (2.15)

donde det(L12) = 1 y Λ0
0 = 1 por lo tanto L12 ∈ L↑+, y corresponde a

una rotación propia a lo largo del eje-z.

2. Boosts: la transformación:

x′0 =x0 cosh α− x1 sinhα,

x′1 =−x0 sinhα + x1 cosh α,

x′2 =x2,

x′3 =x3, (2.16)

de la misma forma que en el caso anterior esta transformación define un
boost, cuya matriz viene dada por:

L01(α) =




x0 cosh α −x1 sinh α 0 0
x1 cosα x1 cosh α 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 , (2.17)

donde det(L01) = 1 y Λ0
0 = cosh α ≥ 1 por lo tanto L12 ∈ L↑+, y corre-

sponde a un boost a lo largo del eje-x, y en donde se identifica

cosh α =
1√

1− v2
; sinh α =

1
v
√

(1− v2)
, (2.18)

en donde v es la velocidad relativa del sistema de referencia inercial. A
esta transformación se le denomina: transformación de Lorentz especial.

3. Inversion temporal: definido por x′0 = −x0, x′i = xi. Donde det(L) = −1
y Λ0

0 = −1, por lo tanto L ∈ L↓−.

4. Inversion total: definidas por x′µ = −xµ. Donde det(L) = +1 y Λ0
0 = −1,

por ende L ∈ L↓+.

Toda transformación de Lorentz, puede ser escrita como la composición de
estas cuatro transformaciones. Se puede demostrar que toda transformación
perteneciente a L↑+ se puede obtener a partir de la especial aplicando los cor-
respondientes giros espaciales, los cuales, evidentemente, no cambian el signo
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de la componente temporal. Las transformaciones L↑− se pueden obtener de las
correspondientes transformaciones L↑+ mediante la inversion, la cual tampoco
cambia el signo del tiempo. Es por esto que para un estudio solo basta centrarse
en las rotaciones y los boost. Estas transformaciones, forman un grupo, el grupo
de Lorentz. Todos sus elementos pueden ser parametrizados mediante parámet-
ros continuos: tres parámetros para las rotaciones y tres parámetros para los
boost.

2.1.2. Algebra de Poincaré U(iso(3, 1))

El grupo de Lorentz es un grupo hexaparamétrico de transformaciones con-
tinuas o grupo de Lie. Para las transformaciones infinitesimales tenemos

Λµ
ν = δµ

ν + (Mi)µ
νδai, (2.19)

donde (Mi)µ
ν son los generadores del grupo, δai son las variaciones pequeñas

de los parámetros ai, i = 1, ..., 6. Al escribir la condición (2.7),

ηµν(δµ
σ + (Mi)µ

σδai)(δν
ρ + (Mk)ν

ρδa
k) = ησρ. (2.20)

De aquí al igualar los términos lineales

(Mi)ρ
σ + (Mi)σ

ρ = 0. (2.21)

Es decir, la matriz de generadores debe ser antisimétrica. Los seis generadores
Mi pueden ser numerados con dos indices, i → αβ (α, β = 1, ..., 4),

(Mαβ)ρσ = −(Mβα)ρσ. (2.22)

Así que solo quedan seis generadores independientes y los parámetros aαβ cor-
respondientes a los giros en los planos αβ = 12 para i = 3, αβ = 23 para i = 1,
αβ = 31 para i = 2 y a los boost en los planos αβ = 01 para i = 4, αβ = 02
para i = 5 y αβ = 03 para i = 6. Por otro lado, conociendo la formula de Euler
para los giros infinitesimales de un vector ~r:

δ~r = δ~ϕ× ~r, (2.23)

o bien
δri = εijkδϕjrk (i = 1, 2, 3), (2.24)

donde δ~ϕ = ~nϕ, |~n| = 1, ~n es la dirección del eje de giro, δϕ es el ángulo de
giro, εijk es el tensor unidad absolutamente antisimétrico, normalizado por la
condición ε123 = 1. Consecuentemente, los generadores del grupo de rotación
tridimensionales O(3), el cual es un subgrupo del grupo de Lorentz propio, se
puede escribir en la forma

(Mj)ik = εijk. (2.25)

De donde se deduce que (Mj)ik = −(Mj)ki. Sustituyendo el índice i de los
generadores por la numeración doble introducida anteriormente, i → mn, y
teniendo en cuenta que,

(Mmn)ik = −(Mnm)ik, (2.26)
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entonces se puede reescribir la definición (2.25) en forma explícita,

(Mmn)ik = −δmiδnk + δmkδni. (2.27)

Esta ultima ecuación define los generadores del subgrupo O(3) del grupo de
Lorentz propio L↑+, los cuales, en el caso general, satisfacen las condiciones (2.21)
y (2.22). La generalización covariante de la definición (2.27) de los generadores
(Mαβ)µν es la igualdad,

(Mαβ)µν = −ηαµηβν + ηανηβµ. (2.28)

Un calculo directo permite verificar fácilmente la validez de las siguientes rela-
ciones de conmutación para los generadores del grupo L↑+

[Mαβ ,Mγδ] = −ηβγMαδ + ηαγMβδ + ηβδMαγ − ηαδMγβ . (2.29)

Aquí los generadores Mαβ se deben interpretar como operadores que pueden
estar definidos en una representación arbitraria. A partir de (2.19), es posible
obtener una representación en términos de operadores diferenciales,

x
′µ =xµ + (Xi)

µ
βxβδai +O(X2)

=xµ + (Xi)α
βxβ(∂αxµ)δai +O(X2)

=xµ − i

2
(Xi)αβMαβxµδai +O(X2), (2.30)

con
Mαβ = i(ηαρx

ρ∂β − ηβρx
ρ∂α). (2.31)

Esta es una buena representación ya que satisface todas las propiedades anteri-
ormente mencionadas. En particular para (2.29),

[Mαβ ,Mγδ]=−[ηαρx
ρ∂β − ηβρx

ρ∂α, ηγσxσ∂δ − ηδσxσ∂γ ]
=−[ηαρx

ρ∂β , ηγσxσ∂δ] + [ , γ ↔ δ] + [α ↔ β, ]− [α ↔ β, γ ↔ δ]
=−(

ηαρηγβxρ∂δ − ηγσηαδx
σ∂β

)

+(γ ↔ δ) + (α ↔ β)− (γ, α ↔ δ, β)
=−ηβγMαδ + ηαγMβδ + ηβδMαγ − ηαδMγβ . (2.32)

Además de las transformaciones de Lorentz, sobre los vectores del espacio de
Minkowski puede actuar una transformación de traslación, concretamente

xµ → x
′µ = xµ + aµ, (2.33)

donde aµ = cte es un tetravector constante. Esta transformación es un desplaza-
miento homogéneo en la dirección del vector aµ. En la representación vectorial,
los generadores de traslación se pueden encontrar del modo siguiente,

x
′µ =xµ + (Pρ)µ

νaρxν = xµ + aµ, (2.34)

es decir,
(Pρ)µ

νxν = δµ
ν , (Pρ)µ

ν = δµ
ν∂ρ. (2.35)

Estas traslaciones forman un grupo de Lie conmutativo (abeliano),

[Pξ, Pρ] = 0, (2.36)
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cuyo espacio de grupo (espacio de parámetro aµ) es el propio espacio de Minkows-
ki. El grupo de Lorentz junto con el grupo de traslaciones forman el grupo de
Poincaré. Las relaciones (2.29) y (2.36), junto con,

[Pρ,Mµν ] = ηρµPν − ηρνPµ, (2.37)

definen una algebra de Lie, denominada algebra de Poincaré iso(3, 1). Los gener-
adores Pµ y Mµν del algebra Lie son vectores tangentes a la variedad diferencial
correspondiente al grupo g(~α) en la vecindad del elemento identidad (§ 3.6), es
decir cada uno de ellos satisface,

Iα =
dg(~α)
dαi

∣∣∣∣
~α=0

. (2.38)

Estos elementos muchas veces son la única forma de trabajar con grupos que
contienen un número infinito de elementos. Las funciones definidas sobre esta
variedad forman un campo vectorial A. Sobre este campo está definido el mapeo
m : A ⊗ A → A, el cual se denomina multiplicación o producto. Este mapeo
a su vez induce una estructura definida mediante ∆ : A → A ⊗ A, la cual se
denomina comultiplicación o coproducto:

∆(`)(f ⊗ g) = `(f · g), (2.39)

donde ` ∈ A, asigna a toda función lineal en A una función lineal en A⊗A. Para
obtener los coproductos de los generadores diferenciales, el procedimiento usual
es determinar de que manera actúan estos frente al producto de dos funciones.
Para (2.35),

∂µ(fg) = (∂µf)g + f(∂µg), (2.40)

por lo tanto,
∆(Pµ) = Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ. (2.41)

Si consideramos el operador multiplicación definido como m(f ⊗ g) = fg, en-
tonces,

m(∆(Pµ)(f ⊗ g)), (2.42)

es completamente equivalente a (2.40). Por otro lado para (2.31),

i(ηµρx
ρ∂ν − ηνρx

ρ∂µ)(fg)= i[ηµρx
ρ(∂νf)g + ηµρx

ρf(∂νg)
−ηνρx

ρ(∂µf)g − ηνρx
ρf(∂µg)]

= i[(ηµρx
ρ∂νf − gνρx

ρ∂µf)g
+f(ηµρx

ρ∂νg − gνρx
ρ∂µg)], (2.43)

de aquí,
∆(Mµν) = Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν . (2.44)

Podemos ver así, que el coproducto es una manera sistemática de escribir la regla
de Leibniz y que nos permitirá generalizar esta idea al caso no-conmutativo.
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2.2. Ecuaciones de Einstein
Desde el punto de vista del enfoque Lagrangiano, la dinámica de un sistema

físico se describe definiendo una densidad lagrangiana, es decir cierta función
escalar real L(φi, ∂µφi) de las variables dinámicas del sistema {φi(xµ)} y sus
derivadas. Las ecuaciones dinámicas se buscan a partir del principio de Hamil-
ton, el cual exige que la variación del funcional de acción

S[φ] =
∫

M
d4x L(φi, ∂µφi), (2.45)

definido en una cierta región M del espacio coordenado, sea un extremo para
variaciones pequeñas de las variables {δφi(xµ)}, las cuales se anulan en la fron-
tera de dicha región. No existen reglas generales para la construcción de los
Lagrangianos, excepto el hecho que si se desea que el sistema que se describe
posea cierto grupo de simetrías, su Lagrangiana debe ser invariante respecto a
dicho grupo, lo cual implica la correspondiente invariancia de las ecuaciones de
movimiento.

En la teoría general de la relatividad, las transformaciones de simetría son
las transformaciones de difeomorfismos. El grupo de Poincaré constituye un
caso particular de estas transformaciones. Por lo tanto para construirle una
Lagrangiana a la teoría general de la relatividad es necesario tener un escalar que
sea invariante ante transformaciones de coordenadas, que dependa solamente de
las componentes del tensor métrico gµν (este será el campo dinámico), y de sus
derivadas que en principio pueden ser de cualquier orden. El caso mas simple y
no trivial de un escalar que satisface esta propiedad es el escalar R de Ricci. Este
escalar se obtiene a partir de la contracción de indices del tensor de Riemann
R µ

ρλδ , que a su vez contiene toda la información sobre la curvatura del espacio.
El escalar R solo depende de gµν y de sus primeras y segundas derivadas. De
hecho R es el único escalar que se puede construir que no depende de derivadas
superiores a orden dos. En §7.2 se obtendrá de forma explícita R a partir de
una métrica gµν .

Partiendo del conocimiento, que la gravedad es una manifestación de la cur-
vatura del espacio tiempo, adicionado a la condicionante que

√−gd4x es un
invariante de volumen ante difeomorfismos, fue como Hilbert en 1915 sugirió la
siguiente acción,

SH =
∫

d4xLH, (2.46)

donde,
LH =

√−gR. (2.47)

A partir de la acción de Hilbert, es posible obtener las ecuaciones que de-
terminan las propiedades del espacio-tiempo, a través del campo definido por
la métrica en presencia de la materia y la energía distribuidos en el. Para llegar
a estas ecuaciones es preciso aplicar este principio variacional a la acción de
Hilbert,

δSH =
∫

d4x

[√−ggµνδRµν +
√−gRµνδgµν + Rδ

√−g

]
. (2.48)

Para realizar este calculo se expresaran el primer y el tercer termino en función
de de

√−gδgµν . Primeramente para el tercer termino, teniendo en cuenta que
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δg = −ggµνδgµν , se puede deducir,

δ
√−g = − 1

2
√−g

δg = −1
2
√−ggµνδgµν . (2.49)

Para calcular δRµν se observa que aunque las cantidades Γλ
µν no constituye un

tensor, sus variaciones δΓµ
νλ si lo forman. En efecto Γν

µλAνdxλ es el cambio que
experimenta un vector debido a las traslaciones desde un punto p a un punto
infinitesimalmente proximo p′. Por consiguiente, δΓν

µλAνdxλ es la diferencia
entre dos vectores que resulta de dos corrimientos paralelos (uno con las Γµ

νλ

no variadas y otro con las Γλ
µν variadas) desde el punto p al punto p′. Pero

la diferencia entre dos vectores aplicados al mismo punto es un vector; por
consiguiente δΓµ

νλ es un tensor.
Si se adopta un sistema de coordenadas localmente geodésico, entonces en

este punto todos los Γµ
νλ = 0. Teniendo en cuenta esto y a partir del tensor de

Ricci escrito de la forma,

R λ
µλν = Rµν =

∂Γρ
µν

∂xρ
− ∂Γρ

µρ

∂xν
+ Γρ

µνΓσ
ρσ − Γσ

µρΓ
ρ
νσ, (2.50)

se puede obtener,

gµνδRµν = gµν

(
∂

∂xσ
δΓσ

µν −
∂

∂xν
δΓσ

µσ

)

= gµν ∂

∂xσ
δΓσ

µν − gµσ ∂

∂xσ
δΓν

µν =
∂wσ

∂xσ
, (2.51)

donde,
wσ = gµνδΓσ

µν − gµσΓν
µν . (2.52)

Dado que wλ es un vector, es posible escribir esta ultima relación, en un sistema
arbitrario de coordenadas,

gµνδRµν =
1√−g

∂

∂xσ
(
√−gwσ). (2.53)

De aquí, ∫
gµνδRµν

√−gd4x =
∫

∂(
√−gwσ)
∂xσ

d4x. (2.54)

De acuerdo al teorema de Stokes esta integral resulta ser igual a la integral de
(gµνδΓρ

µν − gµρδΓν
µν) extendida a la frontera de la región tetra-dimensional ∂D.

Dado que en ∂D la variación del campo se anula, esta integral resulta ser nula,
∫ √−ggµνδRµνd4x = 0. (2.55)

Al sustituir (2.49) y (2.55) en (2.48), se concluye,

δS =
∫

d4x
√−g

[
Rµν − 1

2
Rgµν

]
δgµν . (2.56)

Por lo cual,
1√−g

δS

δgµν
= Rµν − 1

2
Rgµν = 0. (2.57)
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Teniendo en cuenta la acción,

S =
1

8πG
SH + SM , (2.58)

se obtiene,

1√−g

δS

δgµν
=

1
8πG

[
Rµν − 1

2
Rgµν

]
+

1√−g

δSM

δgµν
= 0. (2.59)

Para que estas ecuaciones sean consistentes para el caso clásico (∇2φ = 4πGρ)
es necesario, [

Rµν − 1
2
Rgµν

]
= 8πGTµν , (2.60)

con Tµν el tensor de energía-momento. A las ecuaciones (2.57) se les denomina
ecuaciones de Einstein en el vació, mientras que (2.60), reciben el nombre de
ecuaciones de Einstein en presencia de materia. Se tratan de diez ecuaciones
(Rµν = Rνµ) para las diez componentes de la métrica (gµν = gνµ). Dichas
ecuaciones son de segundo orden respecto a la métrica, es decir respecto al campo
gravitatorio, y relacionan la curvatura de este (es decir espacio-tiempo) con el
tensor de energía-momento Tµν de la materia. El tensor de energía-momento
caracteriza la distribución y el movimiento de la materia. Sus componentes
T 00, T 0i, T ij son respectivamente, la densidad de energía, la densidad de impulso
(densidad de flujo de energía) y la densidad de flujo de impulso de la materia.
Este tensor es una característica universal de la materia y es inherente a todos
los tipos de materia.

2.3. Formalismo ADM
A la formulación de la relatividad general que resulta de la separación de

superficies tridimensionales Σt de tipo espacio, parametrizadas en termino de
un tiempo coordenado t, se denomina formalismo ADM. Cuando un espacio-
tiempo dotado de una métrica (M4, gµν) se puede separar en hipersuperficies
tridimensionales Σt, se dice que este espacio métrico admite una foliación.
Es decir (M4, gµν) estaría representado por la evolución de tales superficies:
M4 ∼ M3 ×R. Las hipersuperficies Σt representan una familia de sub-espacios
riemannianos (M3, hij) de dimensión tres, dotados de una métrica inducida hij

sobre M3.
Este formalismo consiste primeramente, en descomponer la métrica gµν en

términos de tres elementos. El primero es una métrica hij (i, j = 1, 2, 3) que
medirá la distancia dentro de las hipersuperficies Σt, es decir dl2 = hijdxidxj .
El segundo elemento es una función denominada lapso N , que será en esencia una
medición temporal de un observador moviéndose a través de las hipersuperficies
Σt, es decir dτ = Ndt. Y finalmente el tercero es un vector de corrimiento
N i que medirá la velocidad relativa entre esos observadores. En términos de
estos elementos, el elemento de linea entre dos eventos espacio-tiempo p(xi, t) y
p′(xi + dxi, t + dt) se escribe de la forma,

ds2 = gµνdxµdxν =hij(dxi + N idt)(dxj + N jdt)− (Ndt)2

=(NiN
i −N2)dt2 + 2Nidxidt + hijdxidxj . (2.61)
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Por lo tanto de aquí,

gµν =
( −N2 + N iNi −Ni

−Ni hij

)
. (2.62)

De esta forma se tiene bien definida una pseudodistancia ds2 para M4, que
brinda una forma de medir distancias en las hipersuperficies Σt. Es decir hij

proporciona las distancias infinitesimales entre puntos con coordenadas xi y
xi + dxi de la variedad tridimensional Σt. Por lo tanto hij es una buena 3-
métrica y caracteriza la geometría intrínseca de Σt. De esto ultimo es posible
escribir el elemento de volumen en términos de las nuevas variables,

√−gd4x = N
√

hd3xdt. (2.63)

De la misma forma también es posible mostrar que las componentes del vector
normal unitario nµ a las hipersuperficies es

nµ = (1/N,−N i/N). (2.64)

El vector dual de este vector es

nµ = (−N, 0). (2.65)

Por lo tanto
nνnν = −1. (2.66)

Al estudiar las hipersuperficies espaciales que forman la foliacion, es impor-
tante distinguir entre dos tipos de curvatura, la "intrínseca"que depende de la
geometría interna y la curvatura "extrínseca"que esta relacionada con la forma
en que estas hipersuperficies se encuentran inmersas en M4.

La curvatura intrínseca queda determinada por el tensor de Ricci tridimen-
sional que se define en términos de la métrica espacial hij . La curvatura ex-
trínseca se define en términos del comportamiento del vector normal ni al ser
transportado paralelamente. El tensor de curvatura extrínseca Kαβ es una medi-
da del cambio en el vector normal bajo transporte paralelo, y se define mediante,

Kαβ := −∇αnβ , (2.67)

donde ∇ es la derivada covariante. Esta derivada covariante puede ser escrita
en términos de los símbolos de Christoffel de la forma,

∇αnβ = ∂αnβ − Γλ
αβnλ. (2.68)

Este tensor de curvatura extrínseca es simétrico (Kαβ = Kβα) y tiene la propiedad
nαKαβ = 0. De esto ultimo se sigue que el tensor Kαβ es puramente espacial.
Por esta razón se escribirá solo con componentes espaciales Kij . Sustituyendo
el vector normal (2.64) en la definición de la curvatura extrínseca es posible
mostrar que Kij esta dada en términos de la métrica de la forma,

Kij = − 1
2N

(
∂hij

∂t
+ DjNi + DiNj

)
, (2.69)

donde Di es el operador de derivada covariante compatible con hij . El conjunto
(Kij , hij) caracteriza unívocamente a cada hipersuperficies Σt de la foliación,
de tal forma que provee los datos iniciales para reconstruir (0M4, gµν).
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El siguiente objeto a proyectar sobre las hipersuperficies Σt serán los ten-
sores definidos sobre el espacio tangente Tp(M). Para lograr esto se introduce
el operador de proyección sobre Σt,

hµ
ν := δµ

ν + nµnν . (2.70)

De esta definición, por ejemplo al proyectar un vector vα se obtiene

hµ
νnν = δµ

νnν

︸ ︷︷ ︸
=nµ

+nµ nνnν

︸ ︷︷ ︸
=−1

= 0. (2.71)

Esto significa que todo vector proyectado a la hipersuperficie es ortogonal a nα.
Por consistencia las componentes espaciales de este nuevo operador de proyec-

ción deben coinciden con la métrica inducida hij , definida sobre Σt , al ser
escrita en su forma mixta hi

j .
De esta manera un 4-vector w ∈ Tp(M) se descompone en componentes

normales como
3wµ := hµ

νwν . (2.72)

A partir de la definición (2.70) esto puede representarse de la forma,

wµ =3 wµ + w⊥nµ, (2.73)

donde w⊥ := −nµwµ.
Este resultado se puede generalizar para tensores de todo orden. En principio,

se puede definir una derivada covariante D sobre Tp(Σt) de forma análoga con
lo anterior, es decir, proyectando el tensor que se obtiene de aplicar la derivada
covariante en Tp(M) sobre un 4-vector 1,

Dλwµ := hγ
λhµ

α∇γwα. (2.74)

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi, que relacionan la curvatura (intrínseca) del
espacio-tiempo con la curvatura intrínseca de la hipersuperficie Σt y su corre-
spondiente curvatura extrínseca, se obtienen al aplicar el operador (DρDβ −
DβDρ) sobre un vector 3wµ ∈ Tp(Σt). Primeramente, a partir de (2.74) se ob-
tiene,

DρDβ
3wµ =hα

ρh
δ

βhτ
µ∇α(hε

δh
θ

τ∇ε
3wθ)

=hα
ρh

δ
βhτ

µ

[
(∇αhε

δ)h
θ

τ∇ε
3wθ

+hε
δ(∇αhθ

τ )∇ε
3wθ + hε

δh
θ

τ∇α∇α
3wθ

]
. (2.75)

Esto en virtud, de tener en cuenta: hα
ρh

δ
β∇αhε

δ = −nεKβε, relación que se
obtiene al escribir hε

δ como δε
δ + nεnδ. Después de identificar términos, es

posible simplificar y obtener,

DρDβ
3wµ = −(hθ

µnεKρβ+hε
βnθKµρ)∇ε

3wθ+hα
ρh

ε
δh

θ
τ∇α∇ε

3wθ. (2.76)

De esta relación y la definición de tensor de curvatura,

3R µ
ρβν (3wµ) := (DρDβ −DρDβ)3wν , (2.77)

1El operador Dα se define como la proyección de la cuatro-derivada ∇α sobre la hipersu-
perficie Σt y resulta además que es la derivada covariante compatible con hij.
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se obtiene,

3R α
ρβµ = KµβKα

ρ −KµρK
α

β + hη
ρh

ε
βhθ

µRα
ηεθ. (2.78)

A partir de esta relación, es posible encontrar el escalar de curvatura, contrayen-
do los índices α, β y ρ, µ. Al realizar esto se obtiene,

3R = KµβKβµ −K2 + R + 2R⊥⊥, (2.79)

donde 2R⊥⊥ := nεnαRεσ. Teniendo en cuenta la relación

R⊥⊥ = ∇α(aα + Knα)−KαβKαβ + K2, (2.80)

donde aα := nβ∇βnα, la ecuación (2.79) adquiere la forma,

R =3 R + KβµKβµ −K2 − 2∇α(aα + Knα). (2.81)

Finalmente al definir,

Rnn ≡ Rαβnαnβ = −KβµKβµ + K2 +∇α(aα + Knα), (2.82)

se encuentra la forma mas común de expresar las ecuaciones de Gauss-Codazzi,

R =3 R− 2Rnn + K2 −KβµKβµ. (2.83)

Cabe mencionar que al proyectar el tensor de curvatura de curvatura definido
en M4 sobre Σt, se ha roto la covarianza y se ha obtenido un escalar de cur-
vatura definido en las hipersuperficies Σt con un parámetro de evolución. Este
parámetro de evolución será sumamente importante mas adelante cuando se
considere el escalar 3R−2Rnn +K2−KβµKβµ en la acción de Einstein-Hilbert,
afín de construir el formalismo hamiltoniano de la relatividad general.

2.4. Cuantización canónica de teorías de norma
Uno de los retos fundamentales de la física es la cuantización de las teorías

de norma. Una teoría de norma, es una teoría invariante ante un grupo de
transformaciones. En el caso de la gravedad como se menciono anteriormente,
el grupo de difeomorfismos son las transformaciones que dejan invariante a la
teoría. Existen diferentes métodos para la cuantización de estas teorías. En esta
sección se presentara el método de Dirac.

Toda teoría de norma esta caracterizada por un lagrangiano singular, es
decir,

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
= 0. (2.84)

Esto significa que no todas las aceleraciones se encuentran determinadas por las
ecuaciones de movimiento, por lo que la teoría contiene cierta arbitrariedad. Esta
arbitrariedad se refleja mediante la aparición de parámetros arbitrarios en las
soluciones de las ecuaciones de movimiento. En estas teorías los observables son
solamente aquellas combinaciones de variables dinámicas que son independientes
de esto parámetros arbitrarios. La ecuación (2.84) indica además que no todos
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los momentos πi = ∂L
∂q̇i están determinados por las velocidades, es decir, existen

m
′
1 relaciones del tipo,

φ(π, q)A1 ≈ 0. (2.85)

donde ≈ significa que estas relaciones son cero unas vez que se hayan evaluado
todos los paréntesis de Poisson donde estas aparezcan. Estos objetos reciben
el nombre de constricciones primarias. El numero de constricciones primarias
independientes es igual a la dimensión de la matriz (2.84) menos el rango de
la misma. Las constricciones (2.85) definen una subvariedad del espacio fase
llamada superficies de constricción, sobre la cual esta restringido el movimiento
del sistema. El hamiltoniano de estas teorías,

H0 = q̇jπj − L, (2.86)

no esta unívocamente determinado como una función exclusivamente de mo-
mentos y coordenadas, ya que las variaciones en estas variables no son todas
independientes sino que deben estar restringidas para preservar las constric-
ciones primarias. Por lo tanto este hamiltoniano esta solamente bien definido
únicamente sobre la superficie de constricción. Para extender la teoría fuera de
esta superficie se define el nuevo hamiltoniano,

H1 = H0 + λA1φA1 , (2.87)

donde A1 son las constricciones primarias independientes y λA1 son los multi-
plicadores de Lagrange correspondientes. Para que la superficie de constricción
se preserve en el tiempo, es necesario que φ̇A1 ≈ 0, es decir,

{φA1 , H1} = V B1
A1

φB1 + V A2
A1 φA2 ≈ 0, (2.88)

donde {A,B} es el paréntesis de Poisson de las cantidades A y B. En esta
etapa podrían aparecer nuevas constricciones φA2, llamadas secundarias. Si se
obtuvieran constricciones secundarias, seria necesario pedir que estas también
se conserven en el tiempo. Al hacer esto ultimo podrían aparecer una nueva
generación de nuevas constricciones. Este proceso continua hasta que ya no
se encuentran nuevas. Una vez que se obtiene la colección completa de con-
stricciones, se definen las variables de primera clase como aquellas que tiene
paréntesis de Poisson≈ 0 con cada una de las constricciones. Es decir, F es de
primera clase si,

{F, φA} = V B
A (π, q)φB , (2.89)

con el índice A = 1, ..., M , donde M = m1 + m2 + ... + MN , con mN siendo el
numero de constricciones de la n−esima generación. Las cantidades de segunda
clase son aquellas que no satisface esta condición. En consecuencia, es posible
definir como constricciones de primera clase Ga a todas aquellas que satisfagan
la relación,

{Ga, φB} = C C
aB (π, q)φC , (2.90)

con a = 1, ..., p. Por lo cual, las funciones de estructura C C
aB (π, q), pueden

depender de las coordenadas y los momentos, es decir, no necesariamente se
tiene una algebra de Lie. En el caso de las constricciones de primera clase no es
posible determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a ellas y estos son
los parámetros arbitrarios que aparecerán en la solución de las ecuaciones de
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movimiento. Sin embargo, para el caso de constricciones de segunda clase, χα

es posible determinar dichos multiplicadores debido a la existencia de la matriz

Cαβ = {χα, χβ}, (2.91)

cuyo determinante es diferente de cero y por lo tanto invertible. Esto permite
mostrar que todos los multiplicadores de Lagrange asociados a estas constric-
ciones pueden ser determinados. En consecuencia, cuando se tienen solo constric-
ciones de segunda clase no existe libertad de norma aun cuando el lagrangiano
es singular. Así, desde el punto de vista hamiltoniano, una teoría de norma es
aquella que tiene al menos una constricción de primera clase.

Dirac postulo que todas las constricciones generan transformaciones de nor-
ma. Esto significa que el cambio de una función arbitraria de momentos y coor-
denadas F (π, q) bajo una transformación de norma, esta dado por,

δF = {F, εaGa}, (2.92)

donde el índice a rotula todas las constricciones de primera clase y el parámetro
de las transformación εa(q, π, t), puede depender de las coordenadas del espacio
fase y del tiempo. Si se considera que todas las constricciones de primera clase
son generadoras de transformaciones de norma, entonces es posible escribir, en
lugar de hamiltoniano H1, otro que tome en cuenta la arbitrariedad inherente al
extenderlo fuera de la superficie de constricción. Este hamiltoniano se le conoce
como el hamiltoniano extendido y esta dado por,

HE = H0 + λaGa. (2.93)

Las ecuaciones de movimiento, sobre la superficie de constricciones, asociadas a
este hamiltoniano son,

q̇ = {q, HE}=
∂H0

∂π
+ λa ∂Ga

∂π
, (2.94)

π̇ = {π, HE}=−∂H0

∂q
− λa ∂Ga

∂q
. (2.95)

(2.96)

Estas ecuaciones de movimiento y las constricciones Ga ≈ 0, pueden obtenerse
al variar con respecto a los parámetros π, q y λa la acción,

S =
∫ b

a

(πq̇ −H0 − λaGa). (2.97)

Como los n multiplicadores de Lagrange λa son arbitrarios, uno puede imponer
n condición de de norma para determinarlos,

Na(λ, π, q) = 0. (2.98)

Y dado que también se desea que dichas condiciones fijen totalmente la norma,
esta debe satisfacer la relación,

det{Ga, Nb} 6= 0, (2.99)

de tal manera que la matriz {Ga, Nb} sea invertible y de este modo puedan
determinarse todos los multiplicadores de Lagrange.
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Para cuantizar una teoría de norma desde el punto de vista de Dirac, se
tiene que seguir una secuencia de pasos. El primero consiste en promover las
constricciones de primera clase a nivel de operadores en el espacio de Hilbert
correspondiente. Posteriormente se promueven a operadores cuánticos las con-
stricciones de primera clase,

Ga → Ĝa. (2.100)

Luego se postula que un estado |ψ〉 es físico solo si es aniquilado por el operador,

Ĝa|ψ〉 = 0. (2.101)

Por ultimo se postula que los observable de la teoría son todos aquellos op-
eradores hermíticos del espacio fase, invariantes bajo una transformación de
norma, es decir, que conmutan con todas las constricciones de primera clase:

F̂ = F̂ † es observable ⇔ δF̂ = [F̂ , εaĜa] = 0. (2.102)

Este método de cuantización tiene grandes ventajas ya que no es necesario
fijar una norma para obtener una teoría cuántica. Esto ultimo sera importante
cuando se cuantize la teoría de la gravedad.

2.5. Ecuación de Wheeler-DeWitt.
Una vez revisadas las nociones básicas tanto de la formulación hamiltoniana

y la cuantización canónica, se construirá el hamiltoniano correspondiente a la
acción de Hilbert, en términos de las variables ADM. Posteriormente se aplicara
la técnica de cuantización a este hamiltoniano. A la ecuación resultante se le
denomina de Wheeler-DeWitt, por sus autores John Wheeler y Bryce DeWitt,
en la década de los 60’s.

La acción de Hilbert (2.46) se puede expresar haciendo uso de la descompre-
sión ADM (2.83) de la siguiente forma,

S =
∫

L dt =
∫

dt d3x
√

hN

[
KijK

ij −K2 +3 R

]
+O(∂M ), (2.103)

donde h indica el determinante de la 3-métrica de la hipersuperficie espacial
y O(∂M ) se refiere a términos de borde. En esta expresión se ha suprimido
la acción correspondiente a la materia, además de considerarse a 16πG = 1,
esto a fin de simplificar el análisis. Por la forma de la curvatura extrínseca,
el lagrangiano no depende de derivadas temporales de N o de N i, luego sus
momentos conjugados son,

π0≡ ∂L
∂Ṅ

= 0,

πi≡ ∂L
∂Ṅi

= 0. (2.104)

En la terminología de Dirac, los momentos conjugados de N y N i, no son vari-
ables dinámicas sino constricciones de tipo primarias; es decir, el corchete de
Poisson entre dos cualesquiera de ellos es nulo en la hipersuperficie.
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Con el objeto de calcular los momentos canónicos conjugados a las seis hij ,
definidos como,

πij ≡ ∂L
∂ḣij

, (2.105)

se introduce el objeto de cuatro indices,

Gijkl ≡
√

h

[
1
2
(hikhjl + hilhjk)− hijhkl

]
. (2.106)

A este objeto se le denomina supermetrica. A partir de esto se puede escribir el
lagrangiano de la forma,

L = N(GijklKijKkl +
√

h 3R). (2.107)

De aquí se pueden construir los momentos a partir de su definición y la expresión
anterior,

πij = N

(
2GmnklKkl

∂Kmn

∂ḣij

)
, (2.108)

de la ecuación (2.69) se sigue que,

∂Kmn

∂ḣij

= − 1
2N

(
1
2
(δm

i δn
j + δm

j δn
i )

)
, (2.109)

por lo que se tiene,
πij = −GijklKkl. (2.110)

Para realizar la transformada de Legendre de la lagrangiana y definir el hamil-
toniano, es necesario despejar las velocidades como funciones de los momentos.
Las velocidades Ṅµ son funciones arbitrarias y por lo tanto, no se pueden expre-
sar en términos de las coordenadas y momentos. Las velocidades de la métrica
hij se podrán expresar de tal forma si es posible invertir (2.105), es decir expre-
sar Kij en términos de los momentos. La inversa de la supermetrica Gijkl es un
objeto tal que al contraerlo con ella, da como resultado la identidad,

GijklG
klmn = δm

i δn
j + δm

j δn
i , (2.111)

es decir,

Gijkl =
1√
h

[
1
2
(hikhjm + hilhjk)− 1

2
hijkl

]
. (2.112)

De aquí la curvatura extrínseca se podrá expresar como,

Kij = −Gijklπkl. (2.113)

A partir de (2.69) y (2.113) se escriben las velocidades ḣij de la forma,

ḣij = −DiNj −DjNi + 2NGijklπ
kl. (2.114)

Por lo tanto a este nivel, es posible escribir la densidad hamiltoniana,

(πij ḣij − L) = − GijklKkl(DiNj + DjNi − 2NKij)

− N(GijkmKijKkl +
√

h 3R). (2.115)
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Al escribir esta densidad tensorial en términos de los momentos, se obtiene
siguiente hamiltoniano,

H =
∫

d3x(πij ḣij − L) =
∫

d3x(NH+ N iHi), , (2.116)

donde H y Hi están dados por,

H = Gijklπ
ijπkl −

√
h

3
R, (2.117)

y
Hi = 2hikDjπ

jk. (2.118)
Finalmente, la acción en forma hamiltoniana es,

S =
∫

dtd3x(πij ḣij −NH−N iHi). (2.119)

Es interesante notar en esta expresión, que al realizar variaciones respecto de
hij y πij se obtienen las ecuaciones de Einstein correspondientes a Gij = 0,
mientras que al realizar las variaciones respecto de N y de N i se obtienen las
ecuaciones,

H=0,

Hi =0, (2.120)

que corresponden, respectivamente, a las ecuaciones restantes G00 = 0 y G0i =
0. Estas constricciones también pueden ser obtenidas imponiendo la condición
que la derivada temporal de las constricciones primarias se anulen. Esto es
esencial para que la estructura de las constricciones del sistema se mantengan
durante la evolución dinámica. Las constricciones que se obtienen de este modo
se denominan secundarias. Estas constricciones son, además, de primera clase;
es decir, el paréntesis de Poisson entre dos cualesquiera de ellos es nulo en
la hipersuperficie. Esto asegura independencia de la evolución dinámica en la
foliación.

Para cuantizar el hamiltoniano (2.116), se convierten la métrica hij y el
momento πij , en operadores que satisfagan las reglas de conmutación,

[
ĥij(x, t), ĥkl(y, t)

]
=

[
π̂ij(x, t), π̂kl(y, t)

]
= 0,

[
ĥij(x, t), π̂kl(y, t)

]
=

i

2
(δk

i δl
j + δl

iδ
k
j )δ(x,y). (2.121)

Se puede adoptar una representación particular, la representación de la métrica
(en analogía con la representación de posición en mecánica cuántica ordinaria).
En esta representación, el funcional de onda se convierte en un funcional de la
3-métrica, y el momento se reemplaza por la derivada variacional con respecto
a la 3-métrica,

πij →−i
δ

δhij(x)
. (2.122)

Posteriormente se demanda que las funciones de onda sean aniquiladas por los
operadores de las constricciones primarias,

π̂ψ =−i
δψ

δN
= 0, (2.123)

π̂iψ =−i
δψ

δNi
= 0. (2.124)
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Esto implica que ψ es independiente de N y N i, mientras que a partir de (2.116)
se obtiene,

(
Ĝijkl(x)

δ2

δhij(x)δhkl(x)
+

√
h(x) 3R

)
ψ[hij ] = 0, (2.125)

(
ĥikDj

δ

δhjk(x)

)
ψ[hij ] = 0. (2.126)

La ecuación (2.125) se denomina ecuación de Wheeler-DeWitt para un superes-
pacio. Esta ecuación seria la análoga a la ecuación de Schrodinger (es de segundo
orden en derivadas funcionales), y tendría que ser interpretada como la ecuación
cuántica de la gravedad, y su alcance representaría la explicación de fenómenos
como las singularidades de los hoyos negros o incluso el origen del universo,
entre otros. Sin embargo esta ecuación cuántica esta muy lejos de explicar estos
y otros problemas abiertos de la física teórica.

Las ecuaciones de Wheeler-DeWitt, tanto para el caso general superespacio,
como para los casos restringidos minisuperespacio(este análisis será hecho mas
adelante) tienen muchos problemas técnicos y conceptuales, los mas importantes
son los siguientes:

1. El ordenamiento de los operadores al momento de cuantizar, no necesari-
amente puede ser el adecuado. Es necesario hacer una regularización.

2. No queda claro, si es necesaria la condición de hermiticidad a los op-
eradores, esto con la argumentación que el espacio de Hilbert en donde
se halla la representación del algebra canónica no es el mismo espacio
de Hilbert en donde se imponen las condiciones físicas sobre los estados
que satisfacen las constricciones. En la gran mayoría de los modelos de
minisuperespacio sus respectivos modelos son hermiticos sin necesidad de
imponerlo.

3. Es necesario construir un producto interno adecuado en el espacio de
Hilbert físico.

4. La ecuación para superespacio, contiene el producto de dos derivadas fun-
cionales, en el mismo punto, que al actuar en una funcional de hij gener-
ara un factor δ3(0) (arrojando un término infinito). De tal forma que esta
ecuación requeriría una regularización. Para los modelos de minisuperes-
pacio, este problema no se transmite ya que los grados de libertad de estos
modelos son finitos.

5. A menos que se trabajen con funcionales que sean explícitamente invari-
antes bajo difeomorfismos espaciales, el acoplamiento de la ecuación de
Wheeler-DeWitt y las constricciones de momentos, causan severos prob-
lemas, típicamente en la forma de términos no locales. Esto tanto para
superespacio, como para minisuperespacio.

6. No hay un tiempo. Solo la evolución de parámetros cosmológicos

7. No es claro en ninguno de los casos que condiciones a la frontera hay que
usar, o si quiera si es necesario hacerlo. No hay nada externo al universo.
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8. Para ambos casos no se tiene una ecuación de conservación bien definida
y una densidad de probabilidad positiva.

Estudiar modelos miniuniversos, representa librar una serie de obstáculos que
frenan el estudio del caso general. A continuación se analizaran estos casos
restringidos, muy en particular para dos modelos cosmológicos.

2.5.1. Universo clásico Friedmann-Robertson-Walker.
Los modelos cosmológicos homogéneos son ejemplos de espacios con grupo

de movimiento de rango tres de orbitas tridimensionales. Dichas orbitas son
sub-espacios tridimensionales cuyos puntos se caracterizan por tener valores
iguales del tiempo cósmico. El modelo (FRW ) se basa en la suposición de ho-
mogeneidad e isotropía del universo. En virtud de esto, en dicho modelo ninguna
componente de la métrica debe depender de las coordenadas espaciales, y el es-
pacio tridimensional-una orbita cuasi-espacial del grupo de movimientos-debe
ser un espacio de curvatura constante k. Si k > 0, se dice que el modelo es
cerrado; si k < 0, es abierto; y si k = 0, entonces es del tipo plano. El modelo
(FRW ) para k > 0 esta compuesto por orbitas que son esferas tridimensionales
S3. Por otro lado el principio cosmológico establece que cada una de las var-
iedades espaciales Σt del formalismo ADM, debe ser homogénea e isotropica, lo
que hace que se trate de una variedad maximalmente simétrica. El elemento de
línea tridimensional para estas variedades es,

dl2 =
dr2

1− kr2
+ r2dΩ,

dΩ=dθ2 + sin2 θ dφ2, (2.127)

donde k caracteriza el modelo que se tome, ya que esta relacionado con el escalar
de curvatura por medio de 6k = R. Para describir el elemento de línea de la
variedad en la cual están inmersas las hipersuperficies Σt, se aplica un resultado,
que afirma la posibilidad de encontrar un sistema de coordenadas en el cual la
métrica de la variedad M4 sea de la forma,

ds2 = g00(t)dt2 + f(t)dl2. (2.128)

Para escalar t de modo que g00 = −1, con la finalidad de forzar que la métrica
tenga signatura (−, +,+, +), se hace la función f(t) positiva, de tal forma que
f(t) = R2(t). Esto conduce a la métrica de Robertson Walker en su forma usual,

ds2 = −dt2 + R2(t)
(

dr2

1− kr2
+ r2dΩ

)
. (2.129)

Por otro lado, para evitar infinitos debidos a términos de superficie, se considera
un modelo cerrado en donde k = 1. Por otro lado se escribe r → sin ξ, para que
la métrica describa la S3 esfera que caracteriza a este modelo, de esta manera,

dr2

1− r2
=

dξ2 cos2 ξ

1− sin2 ξ
= dξ2. (2.130)

De aquí,

ds2 = −dt2 + R2(t)
(

dξ2 + sin2 ξdΩ
)

. (2.131)



2. Gravedad 32

En este modelo R se conoce como factor de escala, y determina el tamaño
del universo en función de tiempo. Una vez fijando la distribución de energía y
materia, es decir el tensor de energía momento, como un fluido perfecto, es decir:
Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµν . Al aplicar las ecuaciones de Einstein se encuentra la
evolución temporal de R,

Ṙ2

R2
+

1
R2

=
8πG

3
ρ, (2.132)

2
R̈

R
+

Ṙ2

R2
+

1
R2

=−8πGp. (2.133)

Al restar (2.132) a (2.133) se obtiene,

R̈

R
= −4πG

3
(ρ + 3p). (2.134)

Esta ecuación determina como se comporta el universo dependiendo de la forma
de la materia en su interior. Para la materia común, ρ+3p ≥ 0, el factor de escala
estaría en desaceleración. Además, dado que lo que se observa actualmente es
expansión (Ṙ ≥ 0), se tiene que en algún t el factor de escala fue cero. Se puede
re-escalar y decir que R(t = 0) = 0; este momento es asociado con la creación del
universo, un momento en el cual todos los puntos del universo actual estuvieron
unidos.

Este modelo tiene muchos problemas, principalmente cuando se analiza el
espacio a escalas de energías de Plank, sin embargo algunas de estas dificultades
pueden ser resueltas cuando se le agrega un mecanismo de inflación, propuesto
por Guth en 1981 [87]. A este modelo con el mecanismo con inflación se le conoce
como modelo estándar de la cosmología.

2.5.2. Universo cuántico Friedmann-Robertson-Walker.
Para cuantizar una teoría gravitacional desde el punto de vista canónico,

primeramente se requiere encontrar el escalar de curvatura R del espacio-tiempo
en su formulación ADM , a partir de este escalar se construye la respectiva acción
de Einstein-Hilbert, con la cual queda definida una hamiltoniana, que es el punto
de partida en la cuantización canónica de la teoría.

La curvatura extrínseca de este modelo es,

Kij = − Ṙ

R
hij . (2.135)

Por lo cual y teniendo en cuenta la definición del escalar de curvatura en su
descomposición ADM (2.83) se obtiene,

4R = K2 −KijK
ij +3 R = 6

(
Ṙ

R

)2

− 6
R2

. (2.136)

De (2.131) para la función lapso, N = 1 y h = det hij , por lo tanto,
√

h = R3 sin2 ξ sin θ. (2.137)

De esta manera a partir de (2.47) y (2.136) se obtiene,

L = − 6
16πG

(RṘ−R) sin2 ξ sin θ. (2.138)
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Por lo cual se obtiene la acción,

S =
∫
L d4x = − 6

16πG

∫

Σ

(RṘ−R) sin2 ξ sin θdtd3x. (2.139)

Al integrar sobre una 4-esfera resulta,

S = − 12π2

16πG

∫
(RṘ2 −R)dt. (2.140)

De aquí,

L = − 3π

4G
(RṘ2 −R). (2.141)

En este momento ya solo tenemos el factor de escala R como parámetro. Para
cuantizar se tiene que enconar el hamiltoniano de la forma canónica, tomando
a R como la única variable dinámica,

H = πRṘ− L. (2.142)

Para el caso de πR,

πR =
∂L

∂Ṙ
= − 3π

2G
RṘ. (2.143)

Al despejar Ṙ de la expresión anterior y sustituirlo en (2.142) se obtiene final-
mente el hamiltoniano,

H = −Gπ2
R

3πR
− 3π

4G
R. (2.144)

Usando el procedimiento de cuantización de Dirac, se promueven las variables
R y πR a los operadores,

πR→ π̂R = −i
∂

∂R
,

R→ R̂, (2.145)

que satisfacen la relación de conmutación,

[R̂, π̂R] = i, (2.146)

donde se consideró ~ = 1. De (2.144) y (2.145) se obtiene la ecuación de Wheeler-
DeWitt para el modelo cerrado de Friedman-Robertson-Walker,

Hψ =
(

∂2

∂R2
− 9π2

4G2
R2

)
ψ[R] = 0, (2.147)

cuyas soluciones son,
ψ(R) = a1e

(k/2)R2
. (2.148)

De aquí se vemos que para esta modelo se obtiene una función de onda que solo
depende del factor de escala R, es decir una ecuación cuántica que proporciona
la evolución radial del modelo S3 del universo.
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2.5.3. Universo cuántico de Kantowski-Sach.
De forma análoga a Friedmann-Robertson-Walker ahora se procederá a cuan-

tízar el universo de Kantowski-Sach. Este universo sera parte central de este
trabajo ya que sobre este modelo se introducirá no-conmutatividad mas ade-
lante. En §7.2 se presenta un estudio detallado sobre algunas características y
propiedades de este universo. En dicha sección se deducirá que el hamiltoniano
de este universo resulta

H = π2
β − π2

Ω − 6 exp(−2
√

3Ω). (2.149)

Al promover las variables dinámicas del sistema a operadores

Ω→ Ω̂ = Ω; β → β̂ = β,

πΩ→ π̂Ω = −i
∂

∂Ω
; πβ → π̂β = −i

∂

∂β
, (2.150)

que satisfacen las relaciones de conmutación,
[
Ω̂, π̂Ω

]
=

[
β̂, π̂β

]
= i,

[
Ω̂, β̂

]
=

[
π̂Ω, π̂β

]
= 0, (2.151)

donde se ha considerado ~ = 1, se obtiene la ecuación de Wheeler-DeWitt
(2.125) para un universo de Kantowski-Sachs,

[
∂2

∂Ω2
− ∂2

∂β2
− 6 exp(−2

√
3Ω)

]
ψ(Ω, β) = 0. (2.152)
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Figura 2.1: Variacion de |ψ|2 con respecto a Ω y β. Se muestra que solo puede
existir un universo alrededor de Ω = 4,81 y β = 0.

Las soluciones de (2.152) son,

ψν(Ω, β) = eiν
√

3βKiν

[
4e
√

3Ω)], (2.153)

donde ν es una constante de valor real, mientras que Kiν son funciones de Bessel
modificadas. Por lo tanto un estado cuántico en este universo estaría dado por
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una superposición de estados [80],

ψ(Ω, β) =
∑

ν

Cνeiν
√

3βKiν

[
4e−

√
3Ω

]
, (2.154)

cuya amplitud de probabilidad queda de manifiesto en la Fig 2.1, para Ω en el
rango [0, 10] y β en el rango [−10, 10]. Aquí se puede ver que existe un estado
preferencial (pico de la distribución) al rededor del punto Ω = 4,812 y β = 0.
Este resultado se interpreta como la existencia de un solo universo alrededor de
esa vecindad.
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Capítulo 3

Estructuras algebraicas

La teoría de partículas elementales se basa en la aplicación de la teoría de
grupos para su clasificación, así como en la teoría de campos para describir
sus interacciones. El concepto de grupo entra en las teorías de campos y de
las partículas elementales mediante el concepto de simetría. Si un sistema es in-
variante respecto a ciertas transformaciones (es decir si ciertas transformaciones
son simetrías del sistema), entonces, evidentemente, estas transformaciones, re-
alizadas una tras otra también constituyen una transformación invariante del
sistema (es decir el producto de dos simetrías también es una simetría). Es
natural esperar que la transformación inversa de una simetría también sea una
simetría; así mismo se puede incluir la transformación identidad del sistema,
cuando el sistema no se transforma. De este modo, el conjunto de todas las
simetrías de un sistema físico conforman un grupo.

El conocimiento del grupo de simetrías de un sistema físico es muy impor-
tante y en ocasiones es la única información confiable del sistema. A partir del
grupo de simetrías se pueden predecir los elementos estructurales que conforman
el sistema, sus características e incluso determinar su interacción utilizando el
aparato de los campos de norma.

Dentro de la teoría de grupos existen los que diagonalmente tienen estructura
de variedad diferencial, a estos se les denominan de Lie. No siempre es cómodo
trabajar con grupos de Lie en las aplicaciones físicas. Sin embargo estos pueden
ser sustituidos por las algebras de sus generadores, es decir por los vectores
tangentes al espacio grupal alrededor del elemento neutro. De este modo, a
todo grupo de Lie se le puede poner en correspondencia el algebra de Lie de sus
generadores.

Esta mencionada correspondencia entre los grupos y las algebras de Lie per-
mite utilizar en las aplicaciones físicas, en lugar de los grupos de Lie, las algebras
de sus generadores. Por ejemplo, se puede verificar la invariancia g(α)(ϕ) = ϕ
de una u otra magnitud física ϕ no para todo el conjunto infinito de elementos
del grupo, sino para un numeró finito de sus generadores.

El espacio F(M) de funciones C∞ sobre una variedad suave M (objeto de
estudio en física) forma un algebra conmutativa bajo el punto de vista de la
adición y la multiplicación. Si G es un grupo de Lie, los mapeos inversos de
G dotan a F(G) con dos estructuras extras llamados mapeo comultiplicación
F(G) → F(G) ⊗ F(G) y mapeo antipoda F(G) → F(G). Estos mapeos satis-
facen cierto reflejo de las condiciones de asociatividad de la multiplicación en G
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y del inverso. Estas ideas conducen la noción de Algebra de Hopf (estas algebras
no necesariamente deben ser conmutativas).

Las Algebras de Hopf proven una generalización mas amplia del concepto
de simetría, ahora los elementos del grupo no necesariamente son invertibles,
sin embargo están provistos de una estructura mas débil llamada antipoda,
que brinda una inversion no-local linealizada para cada uno de los elementos
del grupo, es decir habrá algunos elementos que ahora no tengan inverso. Sin
embargo siempre sera posible encontrar ese inverso como una combinación lineal
de elementos en un entorno de este.

Un segundo punto sobre estas algebras es que sus representaciones definen
un producto tensorial. Por ejemplo, si Jz es el operador de momento angular,
entonces un elemento ∆Jz = Jz ⊗ 1 + 1⊗ Jz define un producto tensorial (esta
suma es una característica de las algebras de Lie: en grupos cuánticos esto es
mas complicado). Los elementos que satisfacen este tipo de coproducto se les
denomina primitivos del algebra de Hopf. El producto tensorial es simétrico, la
simetría viene implementada de la transposición usual de espacios vectoriales.
Para el caso de algebras de Hopf, también se tiene un producto tensorial sin
embargo este ya no necesariamente tiene que ser simétrico.

Para abordar el concepto de algebra de Hopf en este capitulo, se presentaran
las definiciones, así como ejemplos de estructuras más simples, con la finalidad
que el concepto central sea una extensión de estas.

3.1. Semigrupos y monoides
Definición 1. Una operación ∗ en un conjunto X es una función ∗ : X ×X →
X.

Definición 2. La operación ∗ : X ×X → X es asociativa si:

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, ∀x, y, z ∈ X. (3.1)

Definición 3. A la pareja ordenada (X, ∗) se denomina semigrupo. Por otro
lado, si ∗ es una operación asociativa en X y e ∈ X entonces,

1. e es un neutro izquierdo para ∗, si e ∗ x = x, ∀x ∈ X.

2. e es un neutro derecho para ∗, si x ∗ e = x, ∀x ∈ X.

3. e es neutro para ∗, si e es un neutro izquierdo y derecho para ∗.

Definición 4. La terna (M, ∗, e) es un monoide si (M, ∗) es un semigrupo y e
es neutro para ∗.
Definición 5. La operación ∗ es conmutativa si:

a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈ M. (3.2)

3.2. Grupos
Definición 6. Un grupo es un monoide (M, ∗, e) en el que cada elemento tiene
inverso.
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Definición 7. Si la operación en un grupo (M, ∗, e) es conmutativa, entonces
se dice que el grupo es conmutativo o abeliano.

Definición 8. El orden de un grupo G, es el número de elementos del conjunto
de éste.

Ejemplo 1. Son grupos finitos:

GF1: (Q, ·) (producto ordinario).

GF2: El grupo de dos elementos {e, g}. Donde g2 = e. Por ejemplo si se toman
los numeros 1 y −1 con la operación multiplicación, justo forman un grupo
de este tipo. También el grupo de transformaciones de vectores formado
por la paridad y la identidad es de este tipo.

GF3: Giros de un polígono regular de n-lados (la operación del grupo es la com-
posición de giros).

GF4: El grupo Sn de permutaciones de n objetos. Este grupo tiene n! elementos
y para n > 2 es no-abeliano. Para n = 1, 2 coincide con los ejemplos
anteriores.

Ejemplo 2. Son grupos infinitos:

GI1: El conjunto de numeros reales R es grupo abeliano con la operación suma.
Si se excluye el 0, entonces es grupo abeliano con la operación multipli-
cación.

GI2: El grupo de rotaciones de vectores en tres dimensiones.

GI3: El grupo GL(N,R) de matrices reales N ×N invertibles con la operación
multiplicación, es un grupo no abeliano. Si fueran matrices complejas N×
N al grupo se le denomina GL(N,C). El grupo real tiene dimension N2

y el segundo dimension compleja N2, es decir, dimension real 2N2.

Definición 9. Sea G un grupo y U un subconjunto de este. Se dice que U es
un subgrupo si las operaciones de grupo cierran dentro de U ,

∀g, g′ ∈ U ⇒ g ◦ g′−1 ∈ U. (3.3)

Definición 10. Dados dos grupos G y G′ se dice que una aplicación ϕ : G → G′

es un homeomorfismo, si preserva la estructura de grupo, i.e.

ϕ(g ◦ h) = ϕ(g) ∗ ϕ(h), (3.4)

donde ◦ y ∗ son las operaciones correspondientes a los grupos G y G′. Si la
aplicación es biyectiva, se dice que es un isomorfismo.

Ejemplo 3. Son subgrupos:

SUG1: O(N): Un subgrupo de GL(N,R) formado por las matrices ortogonales
N ×N , que cumplen con la condicion

ΩΩt = I. (3.5)

SUG2: SO(N): Un subgrupo del anterior formado por las matrices ortogonales de
determinante 1.
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3.2.1. Representación de grupos
Definición 11. Dado un grupo G llamamos representación de este, a un homeo-
morfismo D : G → GL(N, K) de dicho grupo en un grupo de matrices reales o
complejas (K = R,C). Así pues cada elemento g del grupo le hace corresponder
una matriz D(g), de tal forma que:

D(g1 ◦ g2) = D(g2)D(g1). (3.6)

Ejemplo 4. Son representaciones:

R1: El grupo de rotaciones es isomorfo al grupo de matrices ortogonales con
determinante 1.

R2: El grupo de Lorentz es isomorfo al grupo O(3, 1) de matrices que dejan
invariante la métrica de Minkowski.

3.2.2. Grupos de Lie
Definición 12. Un grupo de Lie es una variedad diferencial G de dimension
finita que es también un grupo topológico en el cual las operaciones de multipli-
cación e inversion,

∗ : G×G→G, i : G → G, (3.7)
(a, b) 7→ab a 7→ a−1, (3.8)

son suaves (i.e. infinitamente diferenciables).

Ejemplo 5. Son grupos de Lie:

GL1: Rn, ya que es una variedad diferencial de dimension n, y adicionalmente
forma un grupo topológico aditivo. Las operaciones de adición y cambio
de signo son suaves.

GL2: GLn(R), el grupo general lineal, ya que es una variedad diferencial de
dimension n2 y también es un grupo topológico.

GL3: O(n), el grupo ortogonal es un subgrupo topológico de GLn(R), adicional-
mente también es una variedad diferencial de dimension finita.

3.3. Anillos y campos
Definición 13. Un anillo es una quinteta (R, +, ∗, 0, 1) tal que:

1. (R, +, 0) es un grupo conmutativo.

2. (R, ∗, 1) es un monoide.

3. ∗ se distribuye sobre +, por ambos lados, es decir:

r ∗ (s + t)= (r ∗ s) + (r ∗ t), ∀r, s, t ∈ R,

(s + t) ∗ r =(s ∗ r) + (t ∗ r), ∀r, s, t ∈ R. (3.9)

Ejemplo 6. Son anillos bajo la suma y el producto ordinario,
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A1: (Zn, +, ·, 0, 1),

A2: (Q,+, ·, 0, 1),

A3: (R, +, ·, 0, 1).

Definición 14. Un anillo (R, +, ∗, 0, 1) es un:

1. Anillo conmutativo si ∗ es conmutativa.

2. Dominio si (R/0, ∗, 1) es un monoide con cancelación.

3. Anillo con division si ((R/0, ∗, 1) es un grupo.

4. Campo si (R/0, ∗, 1) es un grupo abeliano.

3.4. Espacios vectoriales
Definición 15. Un espacio vectorial A es una quinteta (V, +, 0̄, K, · : K×V →
V ), tal que:

1. (V, +, 0̄) es un grupo abeliano.

2. · : K × V → V , satisface:

2.1 1 · a = a, ∀a ∈ V ,

2.2 (αβ) · a = α · (β · a), ∀α, β ∈ K, ∀a ∈ V ,

2.3 (α + β) · a = α · a + β · a, ∀α, β ∈ K, ∀a ∈ V ,

2.4 α · (a + b) = α · a + α · b, ∀α, β ∈ F,∀a, b ∈ V .

Los elementos de V se denominan vectores, y los de K escalares. Es común
representar un espacio vectorial como, VK y se lee: el campo vectorial V sobre
un campo K.

Ejemplo 7. Son espacios vectoriales:

EV1: (Rn, +̃, 0̄,R, · : R× Rn → R) con:

(a1, ..., an)+̃(b1, ..., bn) = (a1 + b1, ..., an + bn),
c · (a1, ..., an) = (c · a1, ..., c · an).

3.5. Algebras de Lie
Definición 16. Sea A un espacio vectorial de dimension r. Supongase que en
este espacio hay definida una segunda operación binaria ∗ : A × A → A. Si A
cumple con propiedades:

1. Es lineal respecto al segundo argumento:

v∗(λ1w1+λ2w2) = λ1(v∗w1)+λ2(v∗w2) ∀v, w ∈ A; λ1, λ2 ∈ R. (3.10)

2. Es antisimétrica:
v ∗ w = −w ∗ v. (3.11)
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3. Cumple con la identidad de Jacobi:

y ∗ (v ∗ w) + w(y ∗ v) + v ∗ (w ∗ y) = 0, (3.12)

entonces se dice que A tiene estructura de algebra de Lie.

Ejemplo 8. Se denomina paréntesis de Poisson de dos funciones f(x, p) y
g(x, p) en un espacio fase, al producto escalar de sus gradientes:

{f, g} = 〈∇f,∇g〉 =
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

∂g

∂pi
− ∂g

∂xi

∂f

∂pi

)
, (3.13)

con:
∇f =

(
∂f

∂p
,−∂f

∂x

)
, ∇g =

(
∂g

∂p
,−∂g

∂x

)
. (3.14)

Propiedades 1. El paréntesis de Poisson satisface las siguientes propiedades

{f, g}=−{g, f} (antisimetria), (3.15)
{λf1 + µf2, g}=λ{f1, g}+ µ{f2, g}, (3.16)

0={f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} (identidad de Jacobi), (3.17)
{fg, h}= f{g, h}+ g{f, h}, (3.18)
{eλf , g}=λeλ{f, g}, (3.19)

donde λ, µ son constantes.

De las anteriores propiedades se sigue que en el espacio fase las funciones
f(x, p) forman un algebra de Lie respecto al paréntesis de Poisson.

Ejemplo 9. Se denomina conmutador de dos operadores A y B en un espacio
de Hilbert al objeto definido como:

[A,B] = AB −BA. (3.20)

Propiedades 2. El Conmutador satisface,

[A, B]=−[B, A] (antisimetra), (3.21)
[λA + µB, C]=λ[A,C] + µ[B, C], (3.22)

0= [A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A,B]] (identidad de Jacobi), (3.23)
[AB, C]=A[B,C] + B[A, C], (3.24)

donde λ, µ son numeros complejos.

De las anteriores propiedades se sigue que en el espacio de Hilbert, los oper-
adores forman un algebra de Lie, respecto al conmutador.

3.5.1. Algebra de Lie sl(2).
El algebra de Lie gl(2) = L(M2(k)) de matrices complejas de 2 × 2 es una

algebra cuatro-dimensional. Las cuatro matrices,

E =
(

0 1
0 0

)
, F =

(
0 0
1 0

)
, (3.25)

H =
(

1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
, (3.26)
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forman una base de gl(2). Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones de
conmutación,

[
E, F

]
=H, (3.27)[

H, E
]
=2E, (3.28)[

H, F
]
=−2F. (3.29)

Para la relación (3.27),

[
E, F ] =

(
0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
−

(
0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
1 0
0 −1

)
= H.(3.30)

Esta ultima relación es antisimétrica,

[
F, E] =

(
0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
−

(
0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
=

( −1 0
0 1

)
= −H.(3.31)

Las relaciones (3.28) y (3.29), así como sus antisimetrías se corroboran de la
misma forma. Estas matrices también satisfacen la relación,

[E, [F, H]] + [F, [H, E]] + [H, [E, F ]] = 2[E, F ] + 2[F, E] + [H, H] = 0, (3.32)

es decir la identidad de Jacobi. De esto ultimo así como de (3.27), (3.28), (3.29)
y sus relaciones de antisimetrías se sigue que gl(2) forma un algebra de Lie.

Las matrices de traza cero en gl(2) forman el subespacio sl(2) extendido en
la base {E,F, H}. La relación,

[I, E] = [I, E] = [I, H] = 0, (3.33)

muestra que sl(2) es el ideal de gl(2) y que este es un isomorfismo entre algebras
de Lie,

gl(2) ∼= sl(2)⊕ kI, (3.34)

Por lo cual el estudio del algebra gl(2) se reduce al de sl(2).

3.5.2. Algebra de Lie H(3, 1).
Los operadores diferenciales,

(Xµ, Pν = I,−i∂ν), (3.35)

satisfacen las siguientes relaciones de conmutación,

[Xµ, Xν ]=0, (3.36)
[Pµ, Pν ]=0, (3.37)
[Xµ, Pν ]= iδµ

ν I. (3.38)

Las relaciones (3.36), (3.37) y (3.38) son bilineales y antisimétricas además sat-
isfacen la identidad de Jacobi,

[Xµ, [Xν , Xρ]] + [Xν , [Xρ, Xµ]] + [Xρ, [Xµ, Xν ]] = 0, (3.39)
[Xµ, [Xν , Pρ]] + [Xν , [Pρ, X

µ]] + [Pρ, [Xµ, Xν ]] = 0, (3.40)
[Xµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ, X

µ]] + [Pρ, [Xµ, Pν ]] = 0, (3.41)
[Pµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ, Pµ]] + [Pρ, [Pµ, Pν ]] = 0. (3.42)
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Para (3.41),

[Xµ, [Pν , Pρ]]= [Xµ, 0] = 0, (3.43)
[Pν , [Pρ, X

µ]]=−iδµ
ρ [Pν , 1] = 0, (3.44)

[Pρ, [Xµ, Pν ]]= iδµ
ν [Pρ, 1] = 0. (3.45)

De (3.43), (3.44) y (3.45) se sigue,

[Xµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ, X
µ]] + [Pρ, [Xµ, Pν ]] = 0. (3.46)

Las relaciones (3.39), (3.40) y (3.42) se comprueban de forma análoga.
De que las relaciones (3.36), (3.37) y (3.38) sea bilineales, antisimétricas y

satisfagan la identidad de Jacobi se sigue que los generadores (3.35) forman un
algebra de Lie denotada por H(4, 1).

3.5.3. Algebra de Lie iso(3, 1).
Los operadores diferenciales,

Pµ =−i∂µ, (3.47)
Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ), (3.48)

Satisfacen las siguientes relaciones de conmutación,

[Pµ, Pν ]=0, (3.49)
[Mµν , Pρ]=ηνρPµ − ηµρPν , (3.50)

[Mµν ,Mαβ ]=ηναMµβ − ηµαMνβ + ηµβMνα − ηνβMµα. (3.51)

Para (3.51),

[Mµν ,Mαβ ]=−(xµ∂ν − xν∂µ)(xα∂β − xβ∂α) + (xα∂β − xβ∂α)(xµ∂ν − xν∂µ)
=−ηναxµ∂β + ηνβxµ∂α + ηµαxν∂β − ηµβxν∂α

+ηβµxα∂ν − ηβνxα∂µ − ηαµxβ∂ν + ηανxβ∂µ

=ηναMµβ − ηµαMνβ + ηµβMνα − ηνβMµα. (3.52)

Las relaciones (3.49) y (3.50) se comprueban de forma similar.
Las relaciones (3.49), (3.50) y (3.50) son bilineales y antisimétricas, además

de satisfacer la identidad de Jacobi,

[Pµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ, Pµ]] + [Pρ, [Pµ, Pν ]]=0 (3.53)
[Mαβ , [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ,Mαβ ]] + [Pρ, [Mαβ , Pν ]]=0 (3.54)

[Mαβ , [Mνσ, Pρ]] + [Mνρ, [Pρ,Mαβ ]] + [Pρ, [Mαβ ,Mνσ]]=0 (3.55)
[Mαβ , [Mνσ,Mργ ]] + [Mνρ, [Mργ ,Mαβ ]] + [Mργ , [Mαβ ,Mνσ]]=0. (3.56)

Para (3.54),

[Mαβ , [Pν , Pρ]]=0, (3.57)
[Pν , [Pρ,Mαβ ]]= [Pν ,−ηβρPα + ηαρPβ ] = −ηβρ[Pν , Pα] + ηαρ[Pν , Pβ ] = 0,(3.58)
[Pρ, [Mαβ , Pν ]]= [Pρ, ηβνPα − ηανPβ ] = ηβν [Pρ, Pα]− ηαν [Pρ, Pβ ] = 0. (3.59)
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De (3.57), (3.58) y (3.59) se comprueba (3.54),

[Mαβ , [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ,Mαβ ]] + [Pρ, [Mαβ , Pν ]] = 0. (3.60)

La corroboracion de (3.53), (3.55) y (3.56) se realiza de forma análoga.
Que las relaciones (3.49), (3.50) y (3.51) sean bilineales, antisimétricas y

satisfagan la relación de Jacobi, se sigue que los generadores (3.47) y (3.48)
forman un algebra de Lie, denominada iso(3, 1).

3.6. Algebras de Lie a partir de grupos de Lie.
Dado el carácter de variedad diferencial de un grupo de Lie G de dimension r,

es posible parametrizar los elementos de este grupo por un conjunto de r numeros
reales g(α1, ..., αr). Esta parametrización se puede escoger de tal forma que
g(0) = e, por lo tanto es posible construir unas matrices llamadas generadores
infinitesimales Ii, que proporcionan la información topológica y geométrica sobre
el grupo en torno a una vecindad del elemento neutro e. Estos generadores Ii se
obtienen mediante,

Ii =
dD(~α)
dαi

∣∣∣∣
~α=0

. (3.61)

Las matrices de la representación del grupo en la vecindad del elemento neutro e,
están dadas en función de los generadores infinitesimales, de la siguiente manera,

D(~α) = I−
∑

i

αiIi + O(α2). (3.62)

Si se considera el producto de matrices,

D(~λ(~α, ~β)) = D(~α)D(~β)D(~α)−1D(~β)−1, (3.63)

entonces este es un elemento del grupo, que es igual al elemento neutro si α
o β son iguales a 0. Por tanto desarrollando para pequeños valores de estos
parámetros,

D(~λ(~α, ~β)) = I− αiβj [Ii, Ij ] + ... = I − λkIk + ... , (3.64)

donde la segunda igualdad proviene de que la matriz resultante corresponde a
una del grupo en el entorno del elemento neutro. De aquí se sigue la relación,

[Ii, Ij ] = cijkIk, (3.65)

donde los coeficientes cijk son numeros que se pueden obtener a partir de la ley
de composición del grupo,

g(~λ(~α, ~β))= g(~β)−1 ◦ g(~α)−1 ◦ g(~β) ◦ g(~α),

λk(~α, ~β)=
∑

ij

cijkαiβj + ... , (3.66)

y por lo tanto independientes de la representación en cuestión. En resumen los
coeficientes cijk son característicos del grupo y se llaman constantes de estruc-
tura del grupo.
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3.7. Grupos de Poisson-Lie.
Si se consideran dos variedades de Poisson M1 y M2. El producto cartesiano

M1×M2 esta equipado con una estructura natural de Poisson, ya que el espacio
de funciones en M1 × M2 es el producto tensorial de funciones en M1 y en
M2. Esto quiere decir que uno puede escribir cualquier función en la forma
f(x, y) =

∑
i f

(1)
i (x)f (2)

i (y), donde la suma es en general infinita y requiere la
definición de una topología. Se define en este contexto para dos funciones f(x, y)
y g(x, y) el paréntesis,

{f, g}M1×M2 =
∑

ij

{f (1)
i , g

(1)
j }M1f

(2)
i g

(2)
j + {f (2)

i , g
(2)
j }M2f

(1)
i g

(1)
j . (3.67)

Este objeto satisface las propiedad de un paréntesis de Poisson, e implica que
toda función en M1 conmuta con cualquier función en M2.

En particular si G es un grupo de Lie dotado con una estructura de Poisson, el
producto G×G también tiene una estructura de Poisson. Uno puede preguntarse
a este nivel si la multiplicación (g, h) → gh de G×G a G es compatible con la
respectiva estructura de Poisson, siendo mas precisos, si se tienen dos variedades
de Poisson M y N y un mapeo φ : M → N , este mapeo se denomina de
Poisson, si para cualquiera dos funciones f1, f2, en N se tiene {f1 ◦φ, f2 ◦φ}M =
{f1, f2}N ◦ φ. En este caso la multiplicación es de Poisson si,

{f1(gh), f2(gh)}G×G = {f1, f2}G(gh), (3.68)

donde del lado izquierdo de la ecuación, f1(gh), f2(gh) son vistas como funciones
en G×G.

Un grupo de Poisson-Lie G es un grupo de Lie G equipado con una estructura
de Poisson tal que la multiplicación en G, visto como el mapeo G×G → G, es
un mapeo de Poisson.

Para describir la estructura de Poisson sobre G se usa el algebra de Lie G,
[Ea, Eb]G = Cc

abEc. (3.69)

Los generadores Ea actúan como derivadas sobre toda función en el punto g ∈ G.
Al considerar los campos vectoriales invariantes por la derecha (o izquierda) ∇R

a

definidos por,

∇R
a f(g) =

d

dt
f(etEag)

∣∣∣∣
t=0

. (3.70)

Estos campos vectoriales forman una base en el espacio tangente TgG, con
[∇R

a ,∇R
b ] = Cc

ab∇R
c , por lo tanto el paréntesis de Poisson de dos funciones

f1, f2 ∈ G se puede escribir como combinación bilineal de derivadas con coefi-
cientes Ωab(g),

{f1, f2}G(g) =
∑

a,b

Ωab(g)(∇R
a f1)(g)(∇R

b f2)(g). (3.71)

Los coeficientes Ωab(g) contienen toda la información de la estructura de Pois-
son. De aquí el elemento Ω(g) ∈ G × G se escribe como,

Ω(g) =
∑

a,b

Ωab(g)Ea ⊗ Eb. (3.72)
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La consistencia entre la estructura de grupo de Lie y la estructura simpléctica
de G se obtiene imponiendo que los campos ∇R

a sean localmente hamiltonianos,
es decir que estos campos sean generadores infinitesimales de transformaciones
simplécticas. Esto ultimo se expresa mediante la anulación de la derivada de
Lie,

£∇R
a
Ω = (di∇R

a
+ i∇R

a
d)Ω = 0, (3.73)

donde i∇R
a
es el producto interior. La condición de cociclo dΩ = 0, implica que

la forma i∇R
a
es cerrada, por lo tanto existen funciones fa tales que i∇R

a
Ω = dfa.

3.8. Ecuación de Yang-Baxter.
Dado que las funciones fa se obtienen a partir de las transformaciones canóni-

cas generadas por ∇R
a . Consecuentemente {fa, fb} = −∇R

a (fb) = Ωab. De aquí
para la identidad de Jacobi,

{{fa, fb}, fc}+ {{fc, fa}, fb}+{{fb, fc}, fa}
= {Ωab, fc}+ {Ωca, fb}+ {Ωbc, fa}
= ∇R

c (Ωab) +∇R
b (Ωca) +∇R

a (Ωbc) = 0.(3.74)

Teniendo en cuenta,

∇R
c (Ωab) =

1
2
[∇R

c ∇R
b (fa)−∇R

c ∇R
a (fb)], (3.75)

en (3.74) se tiene,

Cd
cdΩad + Cd

acΩbd + Cd
baΩcd = 0. (3.76)

Contrayendo con el producto ΩkaΩjbΩic se obtiene,

Ci
abΩ

kaΩjb + Cj
abΩ

iaΩkb + Ck
abΩ

jaΩib = 0. (3.77)

Esta es la condición que debe satisfacer Ω(g) para que se satisfaga la identidad
de Jacobi. Esta ecuación se denomina ecuación clásica de Yang-Baxter.

En la literatura cuando se relaciona la ecuación de Yang-Baxter con los
grupos de Poisson-Lie, el elemento Ω(g) se denomina r-matriz y se denota como
r(g). Al definir,

r12 = rabEa ⊗ Eb ⊗ 1, (3.78)
r13 = rabEa ⊗ 1⊗ Eb, (3.79)
r23 = rab1⊗ Ea ⊗ Eb, (3.80)

de aquí,

[r12, r13] = rabrcd[Ea, Ec]⊗ Eb ⊗ Ed = rdbrecCa
deEa ⊗ Eb ⊗ Ec, (3.81)

[r12, r23] = rabrcdEa ⊗ [Eb, Ec]⊗ Ed = radrecCb
deEa ⊗ Eb ⊗ Ec, (3.82)

[r13, r23] = rabrcdEa ⊗ Ec ⊗ [Eb, Ed] = radrbeCc
deEa ⊗ Eb ⊗ Ec. (3.83)

Por lo tanto (3.77) es equivalente a la ecuación,

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0. (3.84)

Esta es la forma en que comúnmente se presenta en la literatura la ecuación
clásica de Yang-Baxter.
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3.9. Algebra universal envolvente
Definición 17. Si T 0 = C, T 1 = g y Tn = g ⊗ ... ⊗ g (n veces), entonces se
define el algebra tensorial de g como el elemento,

T (g) = ⊕n≥0T
n. (3.85)

Al subespacio de T (g) generado por los elementos,

∀ga, gb ∈ g : ga ⊗ gb − gb ⊗ ga − i

p∑
c=1

fabcgc = 0, (3.86)

se le denomina ideal de T (g) y se le denota como Ig.

Definición 18. Si g es una algebra de Lie sobre un campo F con una base p-
dimensional, (ga)a∈{1,...,p} y corchete [, ]g. Entonces el algebra universal envol-
vente U(g) es definida como el cociente entre el algebra tensorial T (g) (generada
a través del producto tensorial de los elementos de g) y el ideal Ig ⊂ T (g), es
decir:

U(g) =
T (g)
Ig

. (3.87)

3.9.1. Algebra universal envolvente U(sl(2)).
El algebra universal envolvente U = U(sl(2)) es el algebra de polinomios de

elementos de sl(2), por lo cual esta algebra tiene como base de (3.27-3.29) a
{EiF jHk}i,j,k∈N. Uno puede demostrar por inducción que las relaciones (3.27),
(3.28) y (3.29), implican para esta algebra,

EpHq =(H − 2pI)qEp, (3.88)
F pHq =(H + 2pI)qF p, (3.89)

[E, F p]=p(H + (p− 1)I)F p−1, (3.90)
[Ep, F ]=p(H − (p + 1)I)Ep−1. (3.91)

Para (3.90) por inducción se satisface para p = 1. Para p > 1 se tiene,
[
E, F p

]
=

[
E, F p−1

]
F + F p−1

[
E,F

]

=(p− 1)F p−2(H − (p− 2)I)F + F p−1H

=F p−1((P − 1)(H − pI) + H) = pF p−1(H − pI + I)
=pF p−1(H − pI + I). (3.92)

La relación (3.91) se comprueba de forma análoga, mientras que (3.88) y (3.89) se
prueban usando doble inducción en p y q, usando las relaciones EH = (H−2I)E
y FH = (H + 2I)F .

3.10. Algebras asociativas con unidad y C-algebras.
Definición 19. Una algebra asociativa con unidad (K-Algebra), es un triplete
(A,m, i), definido sobre un espacio vectorial AK , donde los mapeos m : A⊗A →
A y i : K → A, satisfacen las siguientes propiedades:
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1. El mapeo multiplicación m : A ⊗ A → A, satisface el axioma de asocia-
tividad expresado en términos del siguiente diagrama conmutativo:

¡
¡

¡¡µ

@
@

@@R

@
@

@@R

¡
¡

¡¡µ

A⊗A

A

A⊗A

A⊗A⊗A

id⊗m

m⊗ id

m

m

Equivalentemente: m ◦ (m ⊗ id) = m ◦ (id ⊗m), donde id : A → A es la
aplicación identidad a 7→ a, y el símbolo ” ◦ ” indica la composición de las
aplicaciones.

2. Existe un elemento unidad 1 ∈ A que satisface la propiedad:

a · 1 = 1 · a = a, ∀a ∈ A. (3.93)

Este axioma de unidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

¡
¡

¡¡µ @
@

@@R-
id

A

A⊗A

A ∼= A⊗ F

id⊗ i m

¡
¡

¡¡µ @
@

@@R-
id

A

A⊗A

A ∼= F ⊗A

i⊗ id m

Equivalentemente, m ◦ (id⊗ i) = id = m ◦ (i⊗ id). Donde i : F → A es un
mapeo lineal (mapeo inclusion) definido mediante i(α) = α1, ∀α ∈ F . Las
aplicaciones denotadas por ', representan isomorfismos naturales entre
F ⊗A, A⊗ F y A, de tal forma que: α⊗ a = a⊗ α = αa.

Con los tres diagramas anteriores es posible demostrar que realmente m
define una multiplicación asociativa en A y que i(1) es la unidad de A con
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respecto a esa multiplicación. En efecto, denotando m(a ⊗ b) por a · b, vemos
inmediatamente que la linealidad de m equivale a los axiomas usuales de la
bilinealidad de la multiplicación, asociatividad y existencia de la unidad 1A.

(a · b) · c=(m ◦ (m⊗ id))(a⊗ b⊗ c)
= (m ◦ (id⊗m))(a⊗ b⊗ c) = a · (b · c), ∀a, b, c ∈ A. (3.94)

Mientras que:

a · i(1)=m ◦ [(id⊗ i)(a⊗ 1)]
=m ◦ [(a⊗ i(1)] = a · i(1) ≡ a, ∀a ∈ A. (3.95)

3.10.1. Homeomorfismo entre K-algebras
Un homeomorfismo entre las K-algebras A y B es una aplicación lineal ϕ :

A → B, expresado en términos de los siguientes diagramas conmutativos:

-

? ?-

A⊗A B ⊗B

A B

mA

ϕ⊗ ϕ

mB

ϕ

-

? ?-

F F

A B

iA

id

iB

ϕ
Equivalentemente, ϕ◦mA = mB◦(ϕ⊗ϕ) y por otro lado, ϕ◦iA = iB . Esto quiere
decir simplemente: ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b), ∀a, b ∈ A y que además ϕ(1A) = 1B .

Definición 20. Una C− algebra es una algebra con unidad en donde el campo
F es C.

Ejemplo 10. El espacio vectorial Rn, con la operación multiplicación µ : Rn⊗
Rn → Rn, definida por:

µ((x1, ..., x2)⊗ (y1, ..., yn)) = (x1y1, ..., xnyn), (3.96)

con aplicación unidad η : F → Rn definida como:

η(α) = (α, ..., α) (3.97)

satisface los tres diagramas conmutativos anteriores, por lo tanto es una algebra
asociativa con unidad sobre R.

3.11. Coalgebra
Una coalgebra es un triplete (A∗,4, ε), constituido por un espacio vectorial

A∗ sobre C (en este caso, en general puede ser para cualquier campo F ), en
donde los mapeos, 4 : A∗ → C ⊗ C y ε : A∗ → C, satisfacen las siguientes
propiedades:
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1. El mapeo comultiplicación 4 : A∗ → C⊗C, satisface el axioma de coaso-
ciatividad, expresado en términos del siguiente diagrama conmutativo:

¡
¡

¡¡µ

@
@

@@R

@
@

@@R

¡
¡

¡¡µ

A∗ ⊗A∗

A∗ ⊗A∗ ⊗A∗

A∗ ⊗A∗

A∗

4

4

id⊗4

4⊗ id

Equivalentemente, (id⊗4) ◦ 4 = (4⊗ id) ◦ 4.

2. Existe un elemento unidad 1 ∈ A∗ que satisface la propiedad:

a∗ · 1 = 1 · a∗ = a∗, ∀a∗ ∈ A∗. (3.98)

Este axioma de counidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

¡
¡

¡¡µ @
@

@@R-
id

A∗ ⊗ C ∼= A∗

A∗ ⊗A∗

A∗

4 id⊗ ε

¡
¡

¡¡µ @
@

@@R-
id

C⊗A∗ ∼= A∗

A∗ ⊗A∗

A∗

4 ε⊗ id

Equivalentemente, (id⊗ ε) ◦ 4 = id = (ε⊗ id) ◦ 4.

3.11.1. Homeomorfismos entre coalgebras
Un homeomorfismo entre dos coalgebras A∗ y B∗ es una aplicación lineal

ϕ : A∗ → B∗ expresado en los siguientes diagramas conmutativos:

¾

6 6

¾

B∗ ⊗B∗ A∗ ⊗A∗

B∗ A∗
4B

ϕ⊗ ϕ

4A

ϕ
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¾

6 6

¾

F F

B A

εB

id

εA

ϕ

Equivalentemente tenemos las siguientes condiciones, (ϕ⊗ ϕ) ◦4A = 4B ◦ ϕ y
además, εB ◦ ϕ = εA.

Ejemplo 11. Si C = C[t], denota el conjunto de polinomios de una variable
sobre C, entonces la comultiplicación y counidad, vienen dados respectivamente
por:

4(tn)=
∑

p+q=n

tp ⊗ tq, (3.99)

ε(tn)= δn0. (3.100)

Para la coasociatividad (para n = 2),

(id⊗4) ◦ 4(t2)= (id⊗4)(t2 ⊗ 1 + t⊗ t + 1⊗ t2)
= t2 ⊗ 1⊗ 1 + t⊗ 1⊗ t + t⊗ t⊗ 1

+1⊗ t2 ⊗ 1 + 1⊗ t⊗ t + 1⊗ 1⊗ t2

=(4⊗ id)(t2 ⊗ 1 + t⊗ t + 1⊗ t2)
= (4⊗ id) ◦ 4(t2). (3.101)

Para mostrar que ε(tn) = δn0, define el mapeo counidad se comprueba que:
(id ⊗ ε) ◦ 4(tn) = tn ⊗ 1 y además (ε ⊗ id) ◦ 4(tn) = 1 ⊗ tn. Para el primer
caso tenemos:

(id⊗ ε)= (id⊗ ε)
( ∑

p+q=n

tp + tq
)

= tn ⊗ 1.

(ε⊗ id) ◦ 4(tn) = 1⊗ tn, se demuestra de la misma manera.

3.12. Relación entre K-algebras y coalgebras
Si A es un espacio vectorial y A∗ = Hom(A,C) es su respectivo espacio dual,

i.e. el espacio vectorial de las funciones lineales en A. De esta manera ` : A → C
debe estar en A∗ si:

`(αa + βb) = α`(a) + β`(b), ∀a, b ∈ A, α, β ∈ C. (3.102)

Al asumir que A es una C-algebra, entonces el triplete (A,m, i) (en donde los
mapeos m : A⊗A → A e i : C→ A satisfacen las propiedades de asociatividad
y unidad). Entonces la multiplicación en A induce una estructura en A∗ definida
mediante el mapeo 4 : A∗ → A∗ ⊗A∗, llamada comultiplicación o coproducto:

4(`)(a⊗ b) = `(a · b), (3.103)
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donde ` ∈ A∗, y asigna a toda función lineal en A una función lineal en A⊗A.
De la misma manera el mapeo inclusion i : C → A induce el mapeo counidad
ε : A∗ → C, tal que:

ε(`) = `(ε), ` ∈ A∗. (3.104)

Por lo anterior los diagramas de coasociatividad y counidad, son los respectivos
duales de asociatividad y unidad. Mientras que los de los homeomorfismos son
equivalentes. Para obtener unos a partir de otros, solo hay que reemplazar A
por A∗, i por ε y m por 4, e invertir las direcciones de las flechas.

3.13. Bialgebra
Definición 21. Una bialgebra B es una quinteta (A,m, i,4, ε), donde A es un
espacio vectorial sobre un campo F dotado de las aplicaciones lineales m, i,4, ε,
tal que

1. (B,m, i) define una algebra.

2. (B,4, ε) define una coalgebra.

3. La multiplicación m y la unidad i son homeomorfismos de la coalgebra.

4. La comultiplicación 4 y la counidad ε son homeomorfismos del algebra.

3.14. Algebra de Hopf
Definición 22. Una bialgebra B es llamada algebra de Hopf si existe un mapeo
biyectivo S : B → B, llamado antipoda, con la propiedad que es una C-algebra
antihomeomorfismo, i.e.

S(a · b) = S(b) · S(a), (3.105)

∀a, b ∈ A, y satisface el axioma de la antipoda: m◦(S⊗id)◦4 = m◦(id⊗S)◦4 =
i ◦ ε, o en forma de diagramas:

@
@

@
@@R

¡
¡

¡
¡¡ª

-
6

?

C

A⊗AA⊗A

A A

S ⊗ id

4 m
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@
@

@
@@R

¡
¡

¡
¡¡ª

-
6

?

C

A⊗AA⊗A

A A

id⊗ S

4 m

En resumen una algebra de Hopf es una sexteta (A,m, i,4, ε, S), donde los
mapeos satisfacen los axiomas enumerados anteriormente, el espacio dual A∗

de un algebra de Hopf A, tiene una estructura natural de algebra de Hopf. En
efecto, esto al definir la antipoda S∗ : A∗ → A∗ de la siguiente manera:

S∗(`)(a) = `(S(a)), (3.106)

donde a ∈ A y l ∈ A∗.

Ejemplo 12. Si A es una algebra compleja con generadores (x, g), que satis-
facen las relaciones g2 = 1, x2 = 0, gxg = −x. Los elementos 1, g, x, gx forman
un espacio vectorial de A. Lo anterior aunado a las relaciones ∆(g) = g ⊗ g,
4(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g = g−1 y S(x) = −x definen
una estructura de Hopf sobre A. Esta algebra es no-conmutativa (Sweedler).

Propiedades 3. Toda algebra universal envolvente U(g) es una algebra de Hopf
con los mapeos 4 y S:

4(v1 · · · vn)=
n∑

k=0

∑

p∈Pnk

vp(1) · · · vp(k) ⊗ vp(k+1) · · · vp(n), (3.107)

S(v1v2 · · · vn)= (−1)nvn · · · v2v1, (3.108)

con x1, ..., xn ∈ g y en donde Pnk denota el conjunto de todas las permutaciones
de {1, 2, 3, · · ·, n}.

3.14.1. Álgebra de Hopf U(sl(2)).
El algebra de Lie U(sl(2)) contiene una estructura natural de algebra de

Hopf. Para los generadores E,F, H y el elemento unidad I, se definen:

∆(E)=E ⊗ 1 + 1⊗ E, (3.109)
∆(F )=F ⊗ 1 + 1⊗ F, (3.110)
∆(H)=H ⊗ 1 + 1⊗H, (3.111)
∆(I)=1⊗ 1, (3.112)
ε(E)= ε(F ) = ε(H) = 0, ε(I) = 1, (3.113)
S(E)=−E, S(F ) = −F, S(H) = −H, S(I) = I. (3.114)

(a) Para corroborar la coasociatividad primeramente se tiene que revisar que ∆
define un morfismo del algebra U en el algebra U ⊗U , es decir ∆ debe preservar
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las relaciones (3.27),(3.28) y (3.29)
[
∆(E),∆(F )

]
=∆(H), (3.115)[

∆(H),∆(E)
]
=2∆(E), (3.116)[

∆(H),∆(F )
]
=−2∆(F ). (3.117)

Para (3.115),
[
∆(E), ∆(F )

]
=(E ⊗ 1 + 1⊗ E)(F ⊗ 1 + 1⊗ F )

−(F ⊗ 1 + 1⊗ F )(E ⊗ 1 + 1⊗ E)
=EF ⊗ 1 + 1⊗ EF − FE ⊗ 1− 1⊗ FE

=∆([E, F ]) = ∆(H). (3.118)

Para (3.116) y (3.117) el procedimiento es analogo. Una vez satisfecho lo anterior
es posible mostrar que se satisface el axioma de coasociatividad. Por un lado
para E,

(∆⊗ id)∆(E)= (∆⊗ id)(E ⊗ 1 + 1⊗ E)
=∆(E)⊗ 1 + ∆(1)⊗ E

=E ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ E ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ E, (3.119)

mientras por otro,

(id⊗∆)∆(E)= (id⊗∆)(E ⊗ 1 + 1⊗ E)
=E ⊗∆(1) + 1⊗∆(E)
=E ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ E ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ E. (3.120)

De (3.119) y (3.120) se concluye,

(∆⊗ id)∆(E) = (id⊗∆)∆(E). (3.121)

La coasociatividad para F y H se prueban de forma similar.
(b) Para corroborar el axioma e counidad se tiene que revisar que ε define

un morfismo del algebra U en el algebra U ⊗ U , es decir que ε satisface las
relaciones,

[
ε(E), ε(F )

]
= ε(H), (3.122)[

ε(H), ε(E)
]
=2ε(E), (3.123)[

ε(H), ε(F )
]
=−2ε(F ). (3.124)

Para (3.122),
[
ε(E), ε(F )

]
= 0 = ε(H). (3.125)

Las relaciones (3.123) y (3.124), se corroboran de la misma forma. De esta
manera es posible comprobar el axioma de counidad para cada uno de los gene-
radores, en particular para F ,

(ε⊗ id)∆(F )= (ε⊗ id)(F ⊗ 1 + 1⊗ F )
= ε(F )⊗ 1 + ε(1)⊗ F

=1⊗ F, (3.126)
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mientras,

(id⊗ ε)∆(F )= (id⊗ ε)(F ⊗ 1 + 1⊗ F )
=F ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(F )
=F ⊗ 1. (3.127)

De las relaciones (3.126) y (3.127) se satisface el axioma de counidad para F .
Para revisar la counidad de E y H se procede de la misma manera.

(c) De la misma forma que en el caso del coproducto y la counidad, antes de
comprobar el axioma de counidad es necesario revisar que S define un morfismo
del algebra U en el algebra U ⊗ U , es decir,

[
S(E), S(F )

]
=S(H), (3.128)[

S(H), S(E)
]
=2S(E), (3.129)[

S(H), S(F )
]
=−2S(F ). (3.130)

Para (3.130),
[
S(H), S(F )

]
=S(H)S(F )− S(F )S(H)
=HF − FH

=−2F = −2S(F ). (3.131)

Para (3.128) y (3.129) el proceder es el mismo. Satisfaciéndose lo anterior es
posible comprobar el axioma de la antipoda, en particular para H por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(H)=µ(S ⊗ id)(H ⊗ 1 + 1⊗H)
=µ(S(H)⊗ 1 + S(1)⊗H)
=S(H) + S(1)H = −H + H = 0, (3.132)

mientras por otro lado,

µ(id⊗ S)∆(H)=µ(id⊗ S)(H ⊗ 1 + 1⊗H)
=µ(H ⊗ S(1) + 1⊗ S(H))
=HS(1) + S(H) = H −H = 0. (3.133)

De (3.132) y (3.133) se sigue,

µ(S ⊗ id)∆(H) = µ(id⊗ S)∆(H) = ε(H). (3.134)

Por lo tanto se satisface el axioma de la antipoda para H. Para los otros genera-
dores la comprobación es similar.

3.14.2. Algebra de Hopf UΞ.
El espacio lineal de campos vectoriales definidos sobre una variedad diferen-

cial M , que adquiere una estructura de algebra de Lie por medio del siguiente
mapeo:

[ ] : Ξ× Ξ → Ξ,

(u, v) 7→ [u v] (3.135)
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donde el elemento [u, v] ∈ g, es definido por el corchete de Lie.

[u, v](h) = u(v(h))− v(u(h)). (3.136)

Aquí u, v y z son los campos vectoriales, mientras que f, g y h son las funciones
en M . El algebra de Lie de campos vectoriales, es el algebra infinitesimal de
difeomorfismos. Los elementos del algebra universal envolvente U(g) se denotan
por: ξ, ζ y η, y de la definición estos son construidos a través del producto
tensorial de los elementos de g modulo la relación (3.87). Esta algebra U(g)
contiene una estructura natural de algebra de Hopf. Para los generadores u ∈ g
y el elemento unidad 1, se definen:

∆(u)=u⊗ 1 + 1⊗ u, ∆(1) = 1⊗ 1 ,

ε(u)=0, ε(1) = 1 , (3.137)
S(u)=−u, S(1) = 1 ,

donde los mapeos ∆, ε y S satisfacen las relaciones:

∆(u)∆(v)−∆(v)∆(u)= [u v]⊗ 1 + 1⊗ [u v] = ∆([u v]) ,

ε(u)ε(v)− ε(v)ε(u)= ε([u v]) ,

S(v)S(u)− S(u)S(v)= vu− uv = S([u v]) . (3.138)

Lo anterior permite extender ∆ y ε como un algebra de homomorfismos y a S
como una antialgebra de homomorfismos para el algebra envolvente, ∆ : U(g) →
U(g)⊗ U(g), ε : U(g) → C y S : U(g) → U(g),

∆(ξζ) :=∆(ξ)∆(ζ),
ε(ξζ) := ε(ξ)ε(ζ),
S(ξζ) :=S(ζ)S(ξ). (3.139)

Para demostrar que U(g) se trata de un algebra de Hopf, es necesario satisfacer
las siguientes proposiciones:

(∆⊗ id)∆(ξ)= (id⊗∆)∆(ξ) ,

(ε⊗ id)∆(ξ)= (id⊗ ε)∆(ξ) = ξ ,

µ(S ⊗ id)∆(ξ)=µ(id⊗ S)∆(ξ) = ε(ξ)1 . (3.140)

Para probar la primera de las condiciones se utiliza la notación ∆(u) = u1⊗u2,
esto explícitamente corresponde ∆(u) = u1 ⊗ u2 = u⊗ 1 + 1⊗ u, de tal forma:

(∆⊗ id)∆(u)=∆(u1)⊗ u2

=u11 ⊗ u12 ⊗ u2

=(u⊗ 1 + 1⊗ u)⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ u. (3.141)

Por otro lado,

(id⊗∆)∆(u)=u1 ⊗∆(u2)
=u1 ⊗ u21 ⊗ u22

=u⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ (u⊗ 1 + 1⊗ u). (3.142)

Al comparar (3.141) y (3.142) se obtiene la condición deseada. Las otras dos
propiedades se demuestran de la misma manera.
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3.14.3. Algebra de Hopf δξ(UΞ).
Un caso particular de campo vectorial es el campo vectorial de difeomor-

fismos. Los difeomorfismos son generados por campos vectoriales ξ. Actuando
sobre funciones, los campos vectoriales son representados por los operadores
lineales ξ = ξµ∂µ. Como fue mencionado en la sección anterior, los campos vec-
toriales forman el algebra de Lie Ξ sobre el campo C mediante el conmutador,

[ξ, η] = ξ × η, (3.143)

donde,
ξ × η = (ηµ(∂µξρ)− ξµ(∂µηρ))∂ρ. (3.144)

De la regla de Leibniz para derivadas, se sigue la regla para estos campos vec-
toriales,

(ξ(f · g)) = (ξf) · g + f · (ξg). (3.145)

Esta regla implica el producto tensorial comultiplicación,

∆(ξ) = ξ ⊗ 1 + 1⊗ ξ. (3.146)

Se puede verificar que este mapeo comultiplicación es compatible con el algebra.
Esto significa,

[∆(ξ),∆(η)] = ∆(ξ × η). (3.147)

Por lo cual queda definida una bialgebra. Si se añaden a esta estructura los
mapeos counidad y antipoda,

ε(ξ) = 0, S(ξ) = −ξ, (3.148)

se obtiene una algebra de Hopf. Los difeomorfismos están íntimamente relaciona-
dos con transformaciones generales de coordenadas de la siguiente manera,

xµ → x
′µ = xµ + ξµ(x), (3.149)

donde ξµ es infinitesimal.
En la física muchas veces los campos escalares son definidos invariantes ante

transformaciones generales de coordenadas,

φ′(x′) = φ(x). (3.150)

Para transformaciones infinitesimales (3.149) esto significa,

δξφ(x) = φ′(x)− φ(x) = −ξµ(∂µφ(x)) = −(ξφ(x)). (3.151)

De forma similar se define para campos vectores covariantes,

δξVµ = −ξρ(∂ρVµ)− (∂µξρ)Vρ, (3.152)

y campos vectoriales contravariantes,

δξV
µ = −ξρ(∂ρV

µ) + (∂ρξ
µ)V ρ. (3.153)

De esta manera es fácil generalizar para cualquier campo tensorial con arbitrario
numero de indices covariantes y contravariantes.
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Estas transformaciones representan el algebra de difeomorfismos (3.143),

[δξ, δη] = δξ×η, (3.154)

con coproducto,
∆δξ = δξ ⊗ 1 + 1⊗ δξ. (3.155)

Como consecuencia de (3.155) el producto de dos campos vectoriales de
primer rango se transforman como un tensor de segundo rango,

δξ(VµVν) = µ{∆(δξ)Vµ ⊗ Vν} = µ{(δξVµ)⊗ Vν + Vµ ⊗ (δξVν)} (3.156)
= −ξρ∂ρ(VµVν)− (∂µξρ)(VρVν)− (∂νξρ)(VµVρ).

Este resultado es fácil de extender para el producto de arbitrarios campos ten-
soriales,

δξT
µ1···µn
ν1···νn

= −ξµ(∂µTµ1···µn
ν1···νn

) + (∂µξµ1)Tµ···µn
ν1···νn

+ · · ·+ (∂µξµn)Tµ1···µ
ν1···νn
(3.157)

−(∂ν1ξ
ν)Tµ1···µn

ν···νn
− · · · − (∂νnξν)Tµ1···µn

ν1···ν . (3.158)

En resumen las estructuras,

[δξ, δη] = δξ×η, ε(δξ) = 0, S(δξ) = −δξ,

∆δξ = δξ ⊗ 1 + 1⊗ δξ, [∆(δξ), ∆(δη)] = ∆(δξ×η), (3.159)

forman el algebra de Hopf de difeomorfismos δξ(UΞ). Cabe mencionar que el
operador de transformación δξ depende explícitamente de la presentación en
consideración. En el caso del campo escalar este operador resulta −ξµ∂µ.

3.14.4. Algebra de Hopf U(H(3, 1)).
El algebra de Lie U(H(3, 1)) tiene una estructura de algebra de Hopf, al

definir para los generadores Xµ, Pν y el elemento unidad,

∆(Xµ)=Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ, (3.160)
∆(Pν)=Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν , (3.161)
∆(δµ

ν )= δµ
ν ⊗ 1 + 1⊗ δµ

ν , (3.162)
∆(I)=1⊗ 1, (3.163)

ε(Xµ)= ε(Pν) = ε(δµ
ν ) = 0, ε(I) = 1, (3.164)

S(Xµ)=−Xµ, S(Pν) = −Pν , S(δµ
ν ) = δµ

ν , S(I) = I. (3.165)

a) Para mostrar que ∆ define un morfismo tienen que satisfacerse las relaciones,

[∆(Xµ), ∆(Xν)]=∆(0), (3.166)
[∆(Pµ),∆(Pν)]=∆(0), (3.167)
[∆(Xµ),∆(Pν)]= i∆(δµ

ν ). (3.168)

Para (3.168),

[∆(Xµ), ∆(Pν)]= (Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
−(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

=XµPν ⊗ 1 + Xµ ⊗ Pν + Pν ⊗Xµ + 1⊗XµPν

−PνXµ ⊗ 1− Pν ⊗Xµ −Xµ ⊗ Pν − 1⊗ PνXµ

=[Xµ, Pν ]⊗ 1 + 1⊗ [Xµ, Pν ]
= i∆(δµ

ν ). (3.169)
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Las relaciones (3.166) y (3.167) se corroboran de forma análoga.
Primeramente se mostrara que se satisface el axioma de coasociatividad para

Xµ. Por un lado,

(∆⊗ id)∆(Xµ)= (∆⊗ id)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
=Xµ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Xµ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Xµ, (3.170)

mientras por otro,

(id⊗∆)∆(Xµ)= (id⊗∆)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
=Xµ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Xµ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Xµ. (3.171)

De (3.170) y (3.171) se satisface el axioma para Xµ.
Para Pν por un lado,

(∆⊗ id)∆(Pν)= (∆⊗ id)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
=Pν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Pν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Pν , (3.172)

en tanto,

(id⊗∆)∆(Pν)= (id⊗∆)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
=Pν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Pν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Pν . (3.173)

Por lo tanto también se satisface el axioma de coasociatividad para el caso de
Pν .

b) Para mostrar que ε define un morfismo se tienen que satisfacer,

[ε(Xµ), ε(Xν)] = ε(0),
[ε(Pµ), ε(Pν)] = ε(0),

[ε(Xµ), ε(Pν)] = iε(δµ
ν ). (3.174)

Las relaciones (3.174), (3.174) y (3.174) se satisfacen trivialmente ya que ε(Xµ) =
ε(Pν) = ε(δµ

ν ) = 0.
Para el axioma de counidad para Xµ por un lado,

(ε⊗ id)∆(Xµ)= (ε⊗ id)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
= ε(Xµ)⊗ 1 + ε(1)⊗Xµ

=1⊗Xµ, (3.175)

mientras por otro,

(id⊗ ε)∆(Xµ)= (id⊗ ε)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
=Xµ ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Xµ)
=Xµ ⊗ 1. (3.176)

De las relaciones (3.175) y (3.176) se satisface este axioma para el generador
Xµ.

Para Pν por un lado,

(ε⊗ id)∆(Pν)= (ε⊗ id)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
= ε(Pν)⊗ 1 + ε(1)⊗ Pν

=1⊗ Pν , (3.177)
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en tanto,

(id⊗ ε)∆(Pν)= (id⊗ ε)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
=Pν ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Pν)
=Pν ⊗ 1. (3.178)

De (3.177) y (3.178) también se satisface el axioma de counidad para Pν .
c) Si S define un morfismo se tienen que satisfacer las relaciones,

[S(Xµ), S(Xν)]=S(0), (3.179)
[S(Pµ), S(Pν)]=S(0), (3.180)
[S(Xµ), S(Pν)]= iS(δµ

ν ). (3.181)

Estas relaciones se satisfacen directamente teniendo en cuenta que S(Xµ) =
−Xµ y S(Pν) = −Pν .

Para mostrar que Xµ satisface el axioma de la antipoda por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(Xµ)=µ(S ⊗ id)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
=µ(S(Xµ)⊗ 1 + S(1)⊗Xµ)
=µ(−Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
=−Xµ + Xµ = 0, (3.182)

Por otro,

µ(id⊗ S)∆(Xµ)=µ(id⊗ S)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)
=µ(Xµ ⊗ S(1) + 1⊗ S(Xµ))
=µ(Xµ ⊗ 1 + 1⊗ (−Xµ))
=Xµ −Xµ = 0. (3.183)

De (3.182) y (3.183) se satisface el axioma de la antipoda para el generador Xµ.
De forma análoga se puede mostrar que Pν también satisface este axioma.

3.14.5. Algebra de Hopf U(iso(3, 1)).
El algebra de Lie U(iso(3, 1)) tiene una estructura de algebra de Hopf. Para

los generadores Pρ, Mαβ y el elemento unidad se definen,

∆(Pρ)=Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ, (3.184)
∆(Mαβ)=Mαβ ⊗ 1 + 1⊗Mαβ , (3.185)

∆(I)=1⊗ 1, (3.186)
ε(Pρ)= ε(Mαβ) = 0, ε(I) = 1, (3.187)
S(Pρ)=−Pρ, S(Mαβ) = −Mαβ , S(I) = I. (3.188)

(a) Para mostrar que ∆ define un morfismo se tienen que satisfacer las
relaciones,

[∆(Pµ),∆(Pν)]=0, (3.189)
[∆(Mµν), ∆(Pρ)]=ηνρ∆(Pµ)− ηµρ∆(Pν), (3.190)

[∆(Mµν), ∆(Mαβ)]=ηνα∆(Mµβ)− ηµα∆(Mνβ) + ηµβ∆(Mνα)− ηνβ∆(Mµα).(3.191)



3. Estructuras algebraicas 61

Para (3.190),

[∆(Mµν), ∆(Pρ)]= (Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
−(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)

= [Mµν , Pρ]⊗ 1 + 1⊗ [Mµν , Pρ]
= (ηνρPµ − ηµρPν)⊗ 1 + 1⊗ (ηνρPµ − ηµρPν)
=ηνρ∆(Pµ)− ηµρ∆(Pν). (3.192)

Las relaciones (3.189) y (3.191) se comprueban de la misma manera.
Ahora ya es posible mostrar que se satisface el axioma de coasociatividad

para los generadoras. Para Pρ por un lado,

(∆⊗ id)∆(Pρ)= (∆⊗ id)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
=Pρ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Pρ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Pρ, (3.193)

mientras,

(id⊗∆)∆(Pρ)= (id⊗∆)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
=Pρ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Pρ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Pρ. (3.194)

De (3.193) y (3.194) se satisface la coasociatividad para Pρ.
Para Mµν por un lado,

(∆⊗ id)∆(Mµν)= (∆⊗ id)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
=Mµν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Mµν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Mµν , (3.195)

por otro,

(id⊗∆)∆(Mµν)= (id⊗∆)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
=Mµν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Mµν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Mµν . (3.196)

De (3.195) y (3.196) se comprueba que también se satisface la coasociatividad
para Mµν .

b) Para mostrar que ε define un morfismo se tienen que satisfacer,

[ε(Pµ), ε(Pν)]=0, (3.197)
[ε(Mµν), ε(Pρ)]=ηνρε(Pµ)− ηµρε(Pν), (3.198)

[ε(Mµν), ε(Mαβ)]=ηναε(Mµβ)− ηµαε(Mνβ) + ηµβε(Mνα)− ηνβε(Mµα). (3.199)

Las relaciones (3.197), (3.198) y (3.199) se satisfacen trivialmente ya que los
generadores, ε(Pρ) = ε(Mµν) = 0.

Para corroborar que se satisface el axioma de counidad para Pρ por un lado,

(ε⊗ id)∆(Pρ)= (ε⊗ id)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
= ε(Pρ)⊗ 1 + ε(1)⊗ Pρ = 1⊗ Pρ, (3.200)

mientras por otro,

(id⊗ ε)∆(Pρ)= (id⊗ ε)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
=Pρ ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Pρ) = Pρ ⊗ 1. (3.201)
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De (3.200) y (3.201) se satisface la condición de counidad para el generador Pρ.
Para Mν por una parte,

(ε⊗ id)∆(Mµν)= (ε⊗ id)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
= ε(Mµν)⊗ 1 + ε(1)⊗Mµν = 1⊗Mµν , (3.202)

por otra,

(id⊗ ε)∆(Mµν)= (id⊗ ε)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
=Mµν ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Mµν) = Mµν ⊗ 1. (3.203)

De (3.202) y (3.203) se comprueba que se satisface el axioma de counidad para
Mµν .

c) Para mostrar que S define un morfismo se tienen que satisfacer,

[S(Pµ), S(Pν)]=0, (3.204)
[S(Mµν), S(Pρ)]=ηνρS(Pµ)− ηµρS(Pν), (3.205)

[S(Mµν), S(Mαβ)]=ηναS(Mµβ)− ηµαS(Mνβ) + ηµβS(Mνα)− ηνβS(Mµα). (3.206)

Para (3.206),

[S(Mµν), S(Mαβ)]= [Mνµ,Mβα]
=ηµβMνα − ηνβMµα + ηναMµβ − ηµαMνβ

=ηναS(Mµβ)− ηµαS(Mνβ) + ηµβS(Mνα)− ηνβS(Mµα).(3.207)

Las relaciones (3.204) y (3.205) se corroboran de forma análoga.
Para mostrar que se satisface el axioma de la antipoda para Pρ por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(Pρ)=µ(S ⊗ id)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
=µ(S(Pρ)⊗ 1 + S(1)⊗ Pρ)
=µ(−Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
=−Pρ + Pρ = 0, (3.208)

Por otro,

µ(id⊗ S)∆(Pρ)=µ(id⊗ S)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ Pρ)
=µ(Pρ ⊗ S(1) + 1⊗ S(Pρ))
=µ(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ (−Pρ))
=Pρ − Pρ = 0. (3.209)

De (3.208) y (3.209) se sigue,

µ(S ⊗ id)∆(Pρ) = µ(id⊗ S)∆(Pρ). (3.210)

Para Mµν por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(Mµν)=µ(S ⊗ id)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
=µ(S(Mµν)⊗ 1 + S(1)⊗Mµν)
=µ(−Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
=−Mµν + Mµν = 0, (3.211)



3. Estructuras algebraicas 63

mientras,

µ(id⊗ S)∆(Mµν)=µ(id⊗ S)(Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)
=µ(Mµν ⊗ S(1) + 1⊗ S(Mµν))
=µ(Mµν ⊗ 1 + 1⊗ (−Mµν))
=Mµν −Mµν = 0. (3.212)

De (3.211) y (3.212) se concluye,

µ(S ⊗ id)∆(Mµν) = µ(id⊗ S)∆(Mµν). (3.213)
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Capítulo 4

Cuantización por deformación
y Producto de Moyal-Weyl.

4.1. Motivación
Cuantización por deformación es un modelo matemático que surge a partir

del principio de correspondencia entre la física clásica y la cuántica, consti-
tuyendo un método para desarrollar la mecánica cuántica a partir del álgebra
de observables clásica, en la dirección del álgebra de Poisson. El ejemplo funda-
mental es el producto de Moyal-Weyl en el espacio de fases euclídeo, usado por
Moyal para estudiar mecánica cuántica estadística desde el punto de vista del
espacio de fases clásico.

4.1.1. Mecánica lagrangiana y hamiltoniana
En un sistema mecánico, la posición de una partícula puede ser especifica-

da dando sus coordenadas (x1, x2, x3) con respecto a un sistema coordenado
cartesiano O, fijo en un marco inercial, el movimiento de la partícula puede ser
determinado por las leyes de Newton para cada coordenada. La configuración
de un sistema de N partículas puede ser especificada por el conjunto de coorde-
nadas x1(n), x2(n), x3(n), donde xi(n) es la i-esima coordenada de la n-esima
partícula, 1 ≤ i ≤ 3 y 1 ≤ n ≤ N , el movimiento del sistema puede ser determi-
nado por el conjunto de ecuaciones de Newton para cada coordenada de cada
partícula.

Si existe un conjunto de 3N coordenadas g1, ..., gn que especifican la con-
figuración del sistema de forma única, entonces las coordenadas g1, ..., gn son
llamadas coordenadas generalizadas y sus derivadas con respecto al tiempo,
ġ1, ..., ġn son llamadas velocidades generalizadas.

Un sistema mecánico de N partículas puede tener ligaduras, las ligaduras son
constricciones de tipo geométrico (holónomas) y cinemáticas (no holónomas), y
determinan los grados de libertad del sistema, que son el número de variables
necesarias para plantear y resolver el problema dinámico asociado. Para un
sistema con n grados de libertad se escogen n coordenadas generalizadas que
usualmente se denotan (q1, ..., qn), con lo cual el espacio de configuración es
denotado por Q y puede ser una n-variedad o el espacio euclidiano Rn. Un
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estado del sistema es determinado por los valores de su posición en el espacio de
configuración y por los valores de las velocidades generalizadas correspondientes.
El espacio de estados en la teoría lagrangiana para la mecánica clásica es el
espacio tangente T (Q) a la variedad de configuración Q.

Cuando las fuerzas que actúan sobre el sistema provienen de una energía
potencial que solo depende de las coordenadas generalizadas, esto es, cuando
existe una función V : Q → R tal que para cada fuerza generalizada Qk, se
tiene que Qk = − ∂V

∂qk
, entonces se define el lagrangiano del sistema como

L = T − V, (4.1)

donde T es la energía cinética del sistema, el movimiento del sistema esta gober-
nado por las ecuaciones de Euler-Lagrange,

∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k
= 0, para 1 ≤ k ≤ n. (4.2)

Con el formalismo lagrangiano se obtiene un sistema de n ecuaciones diferen-
ciales de segundo grado, el cual se puede reemplazar por un sistema equivalente
de 2n ecuaciones diferenciales de primer grado, que es el que se obtiene a partir
del formalismo hamiltoniano; la física contenida en los dos formalismos es la
misma, solo cambia el modo de aproximarse a ella. Para pasar del formalismo
lagrangiano al hamiltoniano, (que significa pasar del espacio de posiciones y
velocidades generalizadas, (q, q̇), al espacio de momentos y posiciones general-
izados, (p,q), que es lo mismo que pasar del espacio tangente T (Q), con base
{ ∂

∂q1
|q, ..., ∂

∂qN
|q} al espacio dual cotangente T ∗(Q), con base {dq1|q, ..., dqN |q}

via una transformada de Legendre que preserva la información física del sis-
tema), se utiliza la transformada de Legendre. Para esto se definen las nuevas
variables, respecto al conjunto de variables q̇,

pk =
∂L

∂q̇k
= fk(q, q̇, t), para 1 ≤ k ≤ n, (4.3)

lo cual es posible siempre que, q̇k = f−1
k (q,p, t), esto si,

∣∣∣∣
∂2L

∂q̇i∂q̇j

∣∣∣∣
1≤i≤jn

6= 0. (4.4)

Al cumplirse lo anterior, es posible definir la función hamiltoniana,

H(q,p, t) =
n∑

l=1

plf
−1
l (q,p, t)− L(q, f−1

l (q,p, t), t), (4.5)

y así, las ecuaciones de Euler-Lagrange, son equivalentes a las ecuaciones de
Hamilton,

ṗk =−∂H

∂qk
,

q̇k =
∂H

∂pk
. (4.6)
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4.2. Variedades simplécticas y de Poisson
No existen muchas estructuras tensoriales locales que definan una conexión

única. Las variedades simpléctica son objetos cuya estructura local es "blanda",
es decir no hay una noción de curvatura para una variedad simpléctica que
pudiera servir para distinguir localmente una variedad simpléctica de otra. Si
se tienen dos de estas variedades reales y de la misma dimension, entonces
son idénticas localmente, es decir para cualquier punto p en una variedad y
en cualquier punto q en la otra, existen conjuntos abiertos de p y q que son
idénticos. Esto en contraste con el caso de las variedades riemannianas, en las
que para especificar una de otra, tan solo es suficiente especificar una conexión.
En tales casos el tensor de curvatura define una estructura característica local
para cada variedad. Estas variedades juegan un papel central en el estudio de la
mecánica clásica. A continuación se presentaran varias definiciones, propiedades
y teoremas sin demostración que nos serán útiles en este trabajo. Para una
realizar un estudio mas detallado se pueden consultar [55,56,57].

Definición 23. Se dice que un tensor w ∈ ∧2(E), (0, 2)-antisimétrico sobre un
campo E, es no degenerado si, w(e1, e2) = 0, para todo e2 ∈ E, implica e1 = 0.

Definición 24. El (0, 2)-tensor antisimétrico wt definido mediante la ecuación
wt(e1, e2) = w(e2, e1), para toda pareja e1, e2 ∈ E es llamado el traspuesto del
(0, 2)-tensor antisimétrico w.

Propiedades 4. Un (0; 2)-tensor w es simétrico, (antisimétrico), si satisface
wt = w, (wt = −w), respectivamente.

Definición 25. Si E es un espacio vectorial, E∗ su espacio dual y w ∈ ∧2(E)
no degenerado, se definen las funciones,

1. w[ : E → E∗, e 7→ w[(e), donde w[(e) : E → R, w[(e)x = w(x, e).

2. w] : E∗ → E, α 7→ w](α) = eα, donde eα es tal que α(x) = w[(eα)x =
w(x, eα).

Definición 26. Si {ei : 1 ≤ i ≤ p} una base de E con base dual {αi}, la matriz
(wij)1≤i≤j≤p = (w(ei, ek))1≤i≤j≤p es la matriz del (0, 2)-tensor w en esta base,
y w se puede escribir como w =

∑
i,j wijα

i ⊗ αj.

Definición 27. El rango de un (0, 2)-tensor se define como el rango de su
matriz asociada.

Propiedades 5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. w es no degenerada.

2. wt es no degenerada.

3. La matriz de w es invertible.

4. w[ es un isomorfismo entre E y E∗.
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Propiedades 6. Si E es un espacio vectorial real de dimension l y w un (0, 2)-
tensor antisimétrico de rango r, se tiene que r = 2n, para algún n ∈ N, 2n ≤ l,
y además existe una base {ei} de E, con base dual {αi} tal que,

w =
n∑

i=1

αi ∧ αi+n. (4.7)

Definición 28. Si E es un espacio vectorial de dimension 2n, una forma sim-
pléctica sobre E es un (0, 2)-tensor w no degenerado y antisimétrico, esto es,
w ∈ ∧2(E). La pareja (E, w) es llamada espacio vectorial simpléctico.

Teorema 1. (Teorema de Darboux) Si w ∈ ∧2(M) es una dos forma no degen-
erada definida sobre una variedad diferencial M de dimension 2n, se tiene en-
tonces que dw = 0 si, y solo si, para todo p ∈ M , existe una vecindad coordenada
(U,ϕ), con p ∈ U y ϕ(p) = 0, tal que, si ϕ(u) = (x1(u), ..., xn(u), y1(u), ..., yn(u))
entonces w|U =

∑n
i=1 dxi ∧ dyi.

Definición 29. Una r-forma, γ ∈ ∧2(M), es cerrada si su derivada exterior se
anula, esto es, si dγ = 0.

Definición 30. Una forma simpléctica, o estructura simpléctica, sobre una var-
iedad M es una dos forma, Ω ∈ ∧2(M), no degenerada y cerrada.

Definición 31. Una variedad simpléctica (M, Ω) es una 2n-variedad junto con
una forma simpléctica definida sobre M , el elemento de volumen en M es la
forma vΩ = (−1)n/2 1

n!Ω
n. Las cartas garantizadas por el Teorema de Dar-

boux son llamadas las cartas simpléctica y las funciones componentes xi, yi

son llamadas las coordenadas canónicas. En cartas simpléctica se tiene que
Ω =

∑n
i=1 dxi ∧ dyi, y, vΩ = dx1 ∧ ... ∧ dyn.

Definición 32. Dada ϕ : M → N una función suave entre variedades diferen-
ciales, para P ∈ M se tiene la función entre espacios vectoriales

(dϕ)p : Tp(M) → Tϕ(p)(N), (4.8)

donde
((dϕ)p(Xp))(h) = (Xp)(h ◦ ϕ), (4.9)

para h ∈ C∞(N) y Xp ∈ Tp(M). La función dual de (dϕ)p es,

(dϕ)∗p : T ∗ϕ(p)(N) → T ∗p (M), (4.10)

donde,
((dϕ)∗p(wϕ(p)))(X) = (wϕ(p))((dϕ)pX), (4.11)

para X ∈ Tp(M) y wϕ(p) ∈ T ∗ϕ(p)(N).

Definición 33. Sea M una variedad y w ∈ ∧2(M) no degenerada. Entonces se
definen las funciones:

1. w[ : T (M) → T ∗(M) con w[(Xp) = w[
p(Xp),

2. w] : T ∗(M) → T (M) con w](αp) = w]
p(αp),
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donde w[
p y w]

p son como en la definición 27, con E = Tp(M), para todo p ∈ M .
Así, para p ∈ M las funciones w[ y w], de la definición anterior, se escriben
explícitamente como:

w[
p : Tp(M) → T ∗p (M), Xp 7→ w(·, Xp), (4.12)

w]
p : T ∗p → Tp(M), αp 7→ Xαp , con αp = w(·, Xαp). (4.13)

Definición 34. Sean (M, w) una variedad simpléctica, se puede definir entonces
w−1 ∈ T 2

0 (M) en la siguiente manera:

w−1
p : T ∗p × T ∗p (M) → R, (αp, βp) 7→ w(Xβp

, Xαp
), (4.14)

donde Xαp
= w](αp) y Xβp

= w](βp).

Definición 35. Una variedad de Poisson (M, {, }) es una variedad M dotada
de un bracket {, } que forma un algebra de Lie.

Toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson. Sin embargo, no toda
variedad de Poisson posee una estructura simpléctica.

4.3. Espacio fase
Al considerar un sistema dinámico cuyo espacio de configuración Q es una

variedad M , el formalismo hamiltoniano para este sistema utiliza el haz fibra-
do cotangente T ∗(M) de dimension 2n, en el siguiente sentido: un estado del
sistema es representado por un punto en M ; un observable es representado por
una función f : M → R, y la evolución dinámica del sistema esta dada por
una familia de transformaciones canónicas sobre M generadas por una función
Hamiltoniana H : M → R. Sobre este espacio cotangente T ∗(M) existe una dos
forma simpléctica w que en coordenadas canónicas puede escribirse,

w =
n∑

µ=1

dpµ ∧ dqµ, (4.15)

la cual, por el teorema de Darboux, es una forma cerrada, con lo que (M, w) es
una variedad simpléctica.

En (M,w) se tienen las funciones w[, w] y el tensor w−1 definidos explíci-
tamente por (4.12), (4.13) y (4.115) respectivamente.

Definición 36. En C∞(M) se define la siguiente operación

{f, g} = w−1(df, dg), (4.16)

la cual se denomina paréntesis de Poisson.

Propiedades 7. Si se consideran coordenadas x1, ..., xn,

{f, g}=w−1(df, dg) = (wij)−1

( n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi,

n∑

i=1

∂g

∂xi
dxi

)

=
n∑

i,j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj
(wij)−1(dxi, dxj) =

n∑

i,j=1

(wij)−1 ∂f

∂xi

∂g

∂xj
. (4.17)
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Para que {f, g} sea una algebra de Lie (paréntesis de Poisson), es necesario
que w−1, satisfaga las propiedades (3.10), (3.11), (3.12). La regla de Leibniz se
satisface automáticamente. La condición de anticonmutatividad se satisface si,

wij = −wji. (4.18)

Mientras que para satisfacer la identidad de Jacobi, resulta necesario,

n∑

k=1

(
wjk ∂wlm

∂xk
+ wlk ∂wmj

∂xk
+ wmk ∂wjl

∂xk

)
= 0. (4.19)

A las propiedades (4.18) y (4.19), se les denomina condiciones de Poisson.

Definición 37. El espacio C∞(M) dotado con la estructura dada por el parén-
tesis de Poisson definido en (4.16) forma un algebra, llamada el algebra de
Poisson.

Propiedades 8. Si (M,w) es una variedad simpléctica con w definida por
(4.15), entonces se tiene las ecuaciones,

w](dpµ)=
∂

∂qµ
, (4.20)

w](dqµ)=
∂

∂pµ
, (4.21)

para 1 ≤ µ ≤ n, ya que:

Ω
(

∂

∂qσ

)
=

∑
µ

dpµdqµ

(
∂

∂qσ

)
− dpµ

(
∂

∂qσ

)
dqµ = dpσ, (4.22)

Ω
(

∂

∂pσ

)
=

∑
µ

dpµdqµ

(
∂

∂pσ

)
− dpµ

(
∂

∂pσ

)
dqµ = −dqσ. (4.23)

Definición 38. Si (M,w) es una variedad simpléctica M junto con H una
función hamiltoniana, se define el campo vectorial hamiltoniano h como:

h = w](dH) = −∂H

∂qµ

∂

∂pµ
+

∂H

∂pµ

∂

∂qµ
, (4.24)

donde,

dH =
∂H

∂qµ
dqµ +

∂H

∂pµ
dpµ. (4.25)

Propiedades 9. Si γ denota una curva en M , la ecuación dγ
dt = h(γ(t)) conduce

a las ecuaciones de Hamilton (4.6) y las soluciones de dichas ecuaciones, y(t) =
(qµ(t), pµ(t)), son las curvas integrales del campo vectorial hamiltoniano h, las
cuales corresponden a los posibles movimientos dinámicos del sistema.

4.3.1. Cuantización por deformación
Dada una variedad simpléctica (M, Ω) cuya estructura modela la dinámica

clásica de un sistema físico, el proceso de cuantización consiste en encontrar un
espacio de Hilbert H y una representación de dicha algebra en el algebra de
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operadores autoadjuntos (con el corchete de Lie) actuando sobre H . Una vez
identificados el espacio de Hilbert y la representación del algebra de observables,
la dinámica cuántica del sistema puede llevarse a cabo de multiples maneras, ya
sea mediante funciones de onda que evolucionan en el tiempo o con evolución
temporal de operadores. Según Dirac, una teoría cuántica admisible debe aso-
ciar -no unívocamente- a cada observable clásico f un observable cuántico f̂ ,
actuando sobre H y perteneciente al algebra correspondiente con el conmutador
de Lie [f̂ , ĝ] = f̂ ĝ − ĝf̂ , verificando:

1. La aplicación f → f̂ es lineal.

2. Si f es constante entonces f̂ debe ser el operador de multiplicacion (por
la constante f).

3. Debe haber una correspondencia entre la dinámica clásica y cuántica en
el siguiente sentido: Si {f, g} = k, entonces

[f̂ , ĝ] = −i~k̂. (4.26)

Estas tres condiciones, llamadas condiciones de Dirac, brindan las propiedades
fundamentales que debe tener la representación del algebra de observables clási-
cos sobre M en el algebra observables cuánticos sobre H. La dinámica cuántica
se describe en términos de funciones de onda ψ′s. Estas son funciones definidas
sobre el espacio de configuraciones del sistema, en términos de las cuales toda la
información probabilística del sistema queda determinada. En esta caso 〈ψ|ψ〉
corresponde a la amplitude de probabilidad.1

La idea principal en la teoría de cuantización por deformación es construir
una familia de algebras parametrizadas de tal forma que el algebra inicial sea el
algebra conmutativa A0 de observables clásicos de un sistema físico y el algebra
final sea un algebra no-conmutativa A~ satisfaciendo, entre otras cosas, el prin-
cipio de correspondencia: ĺım~→0A~ = A0 (la idea original de la teoría remonta
a finales de los años setenta, y la formulación matemática correspondiente a los
ochenta y noventa). Como algebra cuántica se escoge un algebra formal sobre
A0, i.e. un algebra cuyos elementos son sumas de potencias formales arbitrarias
con coeficientes en A0 = C∞(M), donde M denota una variedad de Poisson que
modela la dinámica clásica de un sistema físico.

Una vez definida la deformación del algebra, el paso importante es la defini-
ción de una buena operación sobre ella con las propiedades necesarias para
obtener una buena cuantización. El parámetro fundamental en la descripción
cuántica es la constante de Planck ~ y juega el papel de parámetro de defor-
mación del algebra de observables clásicos, de esta manera se tiene la siguiente
definición de cuantización:

Definición 39. Sea M una variedad de Poisson y A0 = C∞(M) su algebra de
Poisson asociada. Una cuantización por deformación de A0 es generada por un
producto asociativo,

?~ = A~ ⊗A~ → A~, (4.27)

sobre el algebra de deformación A~ = C∞(M)[~] tal que:
1Cuando uno habla de funciones de onda, de algún modo ya se ha supuesto alguna repre-

sentación: ej. ψ(x) = 〈x|ψ〉, relativa a un estado base. Mas general se trataría de un estado
físico |ψ〉 (ket).
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1. El producto f ?~ g tiene una expansion de la forma,

f ?~ g =
∞∑

k=0

Bk(f, g)~k (4.28)

donde los Bk son operadores bidiferenciales.

2. A primer orden (A0, ?0) = A0 es decir,

B0(f, g) = f · g. (4.29)

3. Sea {, } el corchete de Poisson sobre A0, entonces:

[f, g]? = f ?~ g − g ?~ f = i~{f, g}+O(~2), (4.30)

donde O(~2) denota términos de orden cuadrático o superior en ~. Esto
implica que B1(f, g)−B1(g, f) = i~{f, g}.

El producto-?~ es llamado, producto estrella. La primera condición en la
definición implica que cada término en la expansión de a?b tiene como coeficiente
un polinomio en a · b y sus derivadas parciales con respecto a las coordenadas
locales, la segunda condición implica que el producto-? es una deformación de
la estructura conmutativa del algebra de funciones y la última es el principio
de correspondencia. Aunque no esta mencionado explícitamente, se requiere
también la existencia de un elemento unidad 1~ con respecto al producto-?. Un
caso particular es el de una estructura de Poisson proveniente de una forma
simpléctica (M, Ω).

4.4. Producto de Moyal-Weyl
A continuación se desarrolla de forma explícita lo anterior para el caso de la

variedad simpléctica (R2n, dqµ ∧ dpµ).

4.4.1. Transformada de Fourier
Definición 40. Para toda función k ∈ L1(Rd) se define la transformada de
Fourier, como

f̃(p) =
1

(2π~)d

∫

Rd

f(x)e−
i
~pxddx =: F[f ](p), (4.31)

con
f(x) =

∫

Rd

f̃(p)e
i
~pxddp := F−1[f̃ ](x), (4.32)

su transformación inversa.

Esta transformada tiene la propiedad que al ser aplicada a la n-esima deriva-
da de una función f ∈ L1Rd, esta se transforma como un múltiplo (de potencias)
de la variable de Fourier transformada,

F

[
∂nf

∂xj ...∂xk

]
(p) =

1
(2π~)d

∫

Rd

∂nf

∂xj ...∂xk
(x)e−

i
~pxddx =

(
i

~

)n

pj ...pkf̃(p). (4.33)
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Por otro lado al aplicar subsecuentemente la transformación directa e inversa,

f(x) =
∫

Rd

f̃(p)e
i
~pxddp =

1
(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

f(y)e
i
~ (px−py)ddyddp, (4.34)

se obtiene la representación de Fourier de la función δ,

δ(x) =
1

(2π~)d

∫

Rd

e
i
~pxddp. (4.35)

Esta funcion-δ tiene la propiedad,
∫

Rd

f(x)δ(x− y)ddx = f(y). (4.36)

4.4.2. Cuantización de Weyl.
Como ya se menciono en este capitulo, el espacio fase de observables clási-

cos f(x, p) ∈ C∞(M) constituye una variedad simpléctica (M, Ω), respecto al
paréntesis de Poisson {, }. Si se considera un observable clásico f(x) que de-
pende solo de x, acorde a las reglas de cuantización de la mecánica cuántica
este se transforma en un operador,

Ω : f(x)→ f̂(x), (4.37)
Fun 7→Op. (4.38)

Teniendo en mente la propiedad (4.36) se puede construir el operador 2

2Nótese aquí, que estamos interesados en δ(x−x̂) y no en δ(x−x′). Si se desea ser formal en
este punto, es necesario tener en cuenta que la dinámica cuántica de un sistema físico asociado
a por los operadores {q̂, p̂,1} esta determinada por las relaciones de conmutación

[q̂, q̂] = [p̂, p̂ ] = [q̂,1] = [p̂,1] = 0, [q̂, p̂ ] = i~1. (4.39)

Dichos operadores obedecen un algebra de Weyl-Heisenberg, siendo los vectores propios cor-
respondientes los definidos por las ecuaciones de valores propios

p̂ |p〉 = p |p〉, q̂ |q〉 = q |q〉, 1|q〉 = |q〉, 1|p〉 = |p〉. (4.40)

Las bases de los vectores propios {|q〉} y {|p〉} satisfacen las relaciones de completes y ortonor-
malidad que son definidas respectivamente como

∫ ∞

−∞
dq |q〉〈q| = 1,

∫ ∞

−∞
dp |p〉〈p | = 1, (4.41)

y
〈q |q′〉 = δ(q − q′), 〈p |p′〉 = δ(p− p′), 〈q |p′〉 = (2π~)1/2 exp(iqp/~). (4.42)

Por otro lado también se conoce el producto escalar

〈q|p〉 =
1√
2π~

exp

(
i

~ qp

)
, (4.43)

el cual permite conectar los diferentes espacios de autovectores |q〉 y |p〉 mediante una trans-
formación de Fourier

|p〉 =

∫ ∞

−∞

dq√
2π~

exp

(
i

~ qp

)
|q〉. (4.44)

Un operador arbitrario F̂ siempre es posible expresarlo a través de la identidad

F̂ ≡
∫ ∞

−∞
dp′dp′′dq′dq′′|q′′〉〈q′′|p′′〉〈p′′|F̂ |p′〉〈p′|q′〉〈q′|

=

∫ ∞

−∞

dp′dp′′dq′dq′′

2π~ exp

[
i

~ (p′′q′′ − p′q′)
]
〈p′′|F̂ |p′〉|q′′〉〈q′|, (4.45)
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f̂(x) =
∫

Rd

f(x)δ(x− x̂)ddx, (4.55)

que se puede escribir con ayuda de (4.35) de la siguiente manera,

f̂(x) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

f(x)e
i
~ ξ(x−x̂)ddξddx. (4.56)

Para el caso general de una función f(x, p), la transformación anterior se gene-
raliza de forma natural,

f̂(x, p) =
∫

Rd

∫

Rd

f(p, x)δ(x− x̂)δ(p− p̂)ddpddx, (4.57)

donde se uso la relación de completes (4.41) y el producto escalar (4.43). Introduciendo unas
nuevas variables

2p = p′ + p′′, 2q = q′ + q′′, u = p′′ − p′, v = q′′ − q′, (4.46)

con el jacobiano sea igual a 1,

dp′dp′′dq′dq′′ = J

[
p′, p′′

p, u

]

︸ ︷︷ ︸
=1

J

[
q′, q′′

q, v

]

︸ ︷︷ ︸
=1

dp dq du dv = dp dq du dv, (4.47)

entonces la identidad (4.45) puede ser escrita como la representación integral del operador F̂

F̂ =

∫ ∞

−∞

dp dq

2π~ f(p, q)4(p, q). (4.48)

Una función f(p, q) es denominada transformada de Weyl del operador F̂

f(p, q) =

∫ ∞

−∞
du exp

(
i

~ qu

)
〈p + u/2|F̂ |p− u/2〉. (4.49)

Es importante hacer notar que si F̂ es un operador hermitiano, entonces f(p, q) es una fun-
ción rea. Por otra parte, 4(p, q) representa una base de operadores es un espacio fase, cuya
expresión tiene la siguiente forma

4(p, q) =

∫ ∞

−∞
dv exp

(
i

~pv

)
|q + v/2〉〈q − v/2|. (4.50)

La expresión (4.48) puede ser interpretada como la descomposición del operador F̂ en una base
de operadores, siendo las componentes 4(p, q) los elementos de esta base. Este procedimiento
para mapear un operador F̂ no es único. Al modificar la relación de completes (4.41) y
ortonormalidad (4.42) es posible obtener una representación equivalente a (4.48). Un caso
particular de una transformación de Weyl f(p, q) en una base de operadores 4(p, q) seria el
siguiente

f(p, q) =

∫ ∞

−∞
dv exp

(
i

~ pv

)
〈q − v/2|F̂ |q + v/2〉, (4.51)

4(p, q) =

∫ ∞

−∞
du exp

(
i

~ qu

)
|p− u/2〉〈p + u/2|. (4.52)

Estas dos expresiones en conjunto con (4.49) y (4.50) permiten demostrar que los proyectores
de posición y momento pueden ser escritos respectivamente como

|q〉〈q| =
∫ ∞

−∞

du

2π~ exp

[
i

~u(q − q̂)

]
= δ(q − q̂), (4.53)

|p〉〈p | =
∫ ∞

−∞

dv

2π~ exp

[
i

~v(p− p̂)

]
= δ(p− p̂). (4.54)
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con

δ(x− x̂)δ(p− p̂) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]ddξddy. (4.58)

Al aplicar (4.57) al caso particular de f(x, p) = px,

Ω
(
px

)
=

1
(2π~)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
px e

i
~ [ξ(x−x̂)]+y(p−p̂)]dξdydpdx. (4.59)

Teniendo en cuenta la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, es posible des-
componer la suma de operadores de un exponencial en el producto de estos
operadores,

eA+B = eAeBe−[A,B]/2. (4.60)

Esta formula solo es aplicable si [A, B] es un escalar. Recordando que en nuestro
caso x̂, p̂ son operadores que satisfacen la relación de conmutación [x̂, p̂] = i~,
mientras que x, p son funciones (i.e. conmutan tanto entre ellas como con x̂ o p̂.
En este caso,

−1
2

[
i

~
ξ(x− x̂),

i

~
y(p− p̂)

]
=

ξy

2~2

(
[x, p]− [x, p̂]− [x̂, p] + [x̂, p̂]

)

=
ξy

2~2
(i~)

=
i

~
ξy

2
. (4.61)

De esta manera (4.59), puede escribirse de la forma,

Ω
(
px

)
=

1
(2π~)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
px e

i
~ [ξ(x−x̂)]e

i
~ [y(p−p̂)]e

1
~ [ ξy

2 ]dξdydpdx. (4.62)

Dado que el tercer exponencial de esta ultima ecuación tiene como argumento
una función, este conmuta con los otros dos que en sus argumentos contienen
un operador, es decir,

Ω
(
px

)
=

1
(2π~)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
px e

i
~ [ξ(x+ y

2−x̂)]e
i
~ [y(p−p̂)]dξdydpdx. (4.63)

Tras realizar el cambio de variables de x a x′ = x + y
2 se obtiene,

Ω
(
px

)
=

1
(2π~)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p

(
x′ − y

2

)
e

i
~ ξ(x′−x̂)e

i
~y(p−p̂)dξdydpdx′

=
1

(2π~)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
px′e

i
~ ξ(x′−x̂)e

i
~y(p−p̂)dξdydpdx′

− 1
(2π~)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p
y

2
e

i
~ ξ(x′−x̂)e

i
~y(p−p̂)dξdydpdx′. (4.64)

El primer termino de esta ultima ecuación por (4.57) es x̂p̂. Integrando respecto
a ξ el segundo termino, al tener en cuenta: 1

2π~
∫∞
−∞ e

i
~ ξ(x′−x̂)dξ = δ(x′ − x̂), se

obtiene

Ω
(
px

)
= x̂p̂− 1

2π~

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p
y

2
e

i
~y(p−p̂)δ(x′ − x̂)dydpdx′. (4.65)
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Integrando respecto a x′, tenemos,

Ω(px)= x̂p̂− 1
2π~

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p
y

2
e

i
~y(p−p̂)dydp

= x̂p̂− 1
2π~

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p
~
2i

∂

∂p
e

i
~y(p−p̂)dydp. (4.66)

Al identificar,
∂

∂p

(
1

2π~

∫ ∞

−∞
e

i
~y(p−p̂)dy

)
= δ′(p− p̂), (4.67)

se puede escribir (4.66) de la forma,

Ω(px) = x̂p̂−
∫ ∞

−∞
p
~
2i

δ′(p− p̂)dp. (4.68)

Al hacer uso de la propiedad,

f(x)δ′(x) = −f ′(x)δ(x), (4.69)

al caso particular,
p δ′(p− p̂) = −δ(p− p̂), (4.70)

Permite escribir (4.68) de la siguiente manera,

Ω(px) = x̂p̂ +
(
~
2i

) ∫ ∞

−∞
δ(p− p̂)dp. (4.71)

Entonces,

Ω(px)= x̂p̂ +
~
2i

=
1
2
(x̂p̂ + p̂x̂), (4.72)

dado que,
1
2
(x̂p̂ + p̂x̂) =

1
2
(x̂p̂ + x̂p̂− [

x̂, p̂
]
) = x̂p̂ +

~
2i

. (4.73)

De (4.72) se sigue que este procedimiento incorpora una simetrizacion de pro-
ductos, denominada ordenamiento de Weyl. Este ordenamiento es necesario en
cualquier descripción cuántica. Esto ultimo se traduce en que los operadores
Ω

(
f(x, p)

)
son consistentes con las reglas de cuantización de la mecánica cuán-

tica.
Por lo anterior se puede concluir que un observable clásico f(p, x) se trans-

forma en un cuántico f(p̂, x̂) mediante la prescripción,

f̂ ≡ Ω
(
f
)

=
1

(2π~)2d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f(p, x)

×e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]ddξddyddpddx. (4.74)

Como se mostró anteriormente, via la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, es
posible escribir el exponencial de esta expresión como,

e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)] = e

i
~ ξ(x+ y

2−x̂)e
i
~y(p−p̂). (4.75)
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Cada uno de estos exponenciales contiene en su argumento un solo operador
que conmuta con los otros términos, por lo cual es posible desarrollar ambas
exponenciales, sin añadir términos adicionales (conmutadores),

e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)] = e

i
~ ξxe

i
~ ξ y

2 e−
i
~ ξx̂e

i
~ype−

i
h yp̂

= e
i
~ (ξx+yp+ ξy

2 )e−
i
~ ξx̂e−

i
h yp̂

= e
i
~ ξ(x+ y

2 )e
i
~ype−

i
~ ξx̂e−

i
h yp̂. (4.76)

En la representación de coordenadas sabemos que,
(

e−
~
i ξx̂ψ

)
(z)= e−

~
i ξzψ(z), (4.77)

(
e−

~
i yp̂ψ

)
(z)=ψ(z − y). (4.78)

Aplicando ψ(z) en (4.76) se obtiene,
(

e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]ψ

)
(z)=

(
e

i
~ ξ(x+ y

2 )e
i
~ype−

i
~ ξx̂e−

i
h yp̂ψ

)
(z). (4.79)

Teniendo en cuenta (4.78) esta ecuación se simplifica de la forma,
(

e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]ψ

)
(z)=

(
e

i
~ ξ(x+ y

2 )e
i
~ype−

i
~ ξx̂ψ

)
(z − y). (4.80)

Mientras que al aplicar (4.77) se tiene,
(

e
i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]ψ

)
(z)=

(
e

i
~ ξ(x+ y

2 )e
i
~ype−

i
~ ξzψ

)
(z − y). (4.81)

Debido a que ya no existe dependencia de los operadores en la parte exponencial,
esta expresión se puede escribir finalmente de la forma,

(
e

i
~ [ξ(x−x̂)+y(p−p̂)]ψ

)
(z) =

(
e

i
~ ξ(x+ y

2−z)e
i
~ypψ

)
(z − y). (4.82)

Esto ultimo es importante para calcular (f̂ψ)(z) en la representación de Schrödinger.
De (4.74) y (4.82) se sigue,

(f̂ψ)(z) =
1

(2π~)2d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f(p, x)

×e
i
~ ξ(x+ y

2−z)e
i
~ypψ(z − y)ddξddyddpddx. (4.83)

Integrando respecto a ξ, teniendo en cuenta,

1
(2π~)d

∫

Rd

e
i
~ ξ(x+ y

2−z)dξ = δ

(
x−

(
z − y

2

))
, (4.84)

se obtiene,

(f̂ψ)(z) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f(p, x)δ
(

x−
(

z − y

2

))
e

i
~ypψ(z − y)ddyddpddx. (4.85)
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Debido a que,
∫

Rd

f(p, x)δ
(

x−
(

z − y

2

))
dx = f

(
p, z − y

2

)
, (4.86)

resulta,

(f̂ψ)(z) =
1

(2π~)2d

∫

Rd

∫

Rd

f

(
p, z − y

2

)
e

i
~ypψ(z − y)ddyddp. (4.87)

En esta expresión es posible eliminar la dependencia de y mediante el cambio
de variable x = z − y,

(f̂ψ)(z) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

f

(
p,

z + x

2

)
e

i
~p(z−x)ψ(x)ddpddx. (4.88)

A esto ultimo se le conoce en la literatura como la definición de la cuantización de
Weyl. Tomando en cuenta que f̂ tiene una representación con el kernel integral
Kf̂ (x, y), i.e.

(f̂ψ)(x) =
∫

Rd

Kf̂ (x, y)ψ(y)ddy, (4.89)

con
Kf̂ (x, y) =

1
(2π~)d

∫

Rd

f

(
p,

y + x

2

)
e

i
~p(x−y)ddp. (4.90)

Al introducir las variables X = x+y
2 y z = x − y, se obtiene la relación inversa

del kernel integral Kf̂ (x, y),

Kf̂

(
X +

z

2
, X − z

2

)
=

1
(2π~)d

∫

Rd

f(p,X)e
i
~pzddp. (4.91)

Esto ultimo resulta útil para encontrar la transformación inversa,

Ω−1(f̂) ≡ f(P, X) =
∫

Rd

Kf̂

(
X +

z

2
, X − z

2

)
e−

i
~Pzddz, (4.92)

con la cual se obtienen observables clásicos f(P, X) asociados a operadores cuán-
ticos f̂(x, p) conocidos.

4.4.3. Función de Wigner
Una vez obtenida una representación de observables cuánticos en un espacio

fase, el siguiente paso es obtener un equivalente de función de onda en este
espacio. Para este fin se considera el operador P̂ψ como proyector de los estados
ψ,

(P̂ψφ)(x) := ψ(x)
∫

Rd

ψ(y)φ(y)ddy, (4.93)

en notación de Dirac P̂ψ = |ψ >< ψ|. Por (4.89) este operador puede ser
representado de la forma,

(P̂ψφ)(x) =
∫

Rd

Kf̂ (x, y)φ(y)dy. (4.94)
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De aquí,
Kf̂ (x, y) = ψ(x)ψ(y). (4.95)

A partir de (4.91) se obtiene la relación inversa de este kernel integral,

Kf̂

(
X +

z

2
, X − z

2

)
= ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
. (4.96)

De (4.96) y (4.92) se obtiene el observable clásico Pψ(X, P ) asociado al proyector
P̂ψ(x, p),

Ω−1(P̂ψ) ≡ Pψ(P, X) =
∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
e−

i
~Pzddz. (4.97)

A este observable clásico Pψ(X, P ) se le denomina función de Wigner, y se le
denota como:

W [ψ](P, X) = Pψ(P, X). (4.98)

La función de Wigner es una densidad de quasi-probabilidad (no es densidad de
probabilidad porque su evaluación puede arrojar resultados negativos o incluso
complejos). Al considerar,

1
(2π~)d

∫

Rd

W [ψ](P, X)ddP

=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
e−

i
~PzddPddz. (4.99)

Teniendo en cuenta: 1
(2π~)d

∫
Rd e−

i
~PzddP = δ(−z), se obtiene

1
(2π~)d

∫

Rd

W [ψ](P, X)ddP =
∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
δ(−z)ddz. (4.100)

Esto ultimo puede simplificarse teniendo en cuenta la propiedad,
∫

Rd

f(X, z)δ(−z)ddz = f(X, z = 0). (4.101)

De aquí,

1
(2π~)d

∫

Rd

W [ψ](P, X)ddP = ψ(X)ψ(X) = ρ(X, X). (4.102)

Por lo tanto se ha obtenido la densidad de probabilidad para la posición. La
representación en el espacio de momentos de esta densidad se puede obtener al
aplicar la transformada de Fourier,

ρ(P, P ′) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

ρ(Y, Y ′)e−
i
~ (PY−P ′Y ′)dY dY ′. (4.103)

Para el caso particular en que P ′ = P , Y = X + z
2 , Y ′ = X − z

2 , se obtiene,

ρ(P, P ) =
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
e−

i
~PzddXddz. (4.104)
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Finalmente identificando con (4.97) se concluye,

1
(2π~)d

∫

Rd

W [ψ](P, X)ddX = ρ(P, P ). (4.105)

Por lo tanto la densidad de probabilidad para el momento.
Por otro lado a partir de (4.92) y (4.97) se puede escribir,

1
(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

W [ψ](P, X)f(P, X)ddPddX

=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
e−

i
~Pzdz

×
∫

Rd

Kf̂

(
X +

z′

2
, X − z′

2

)
e−

i
~Pz′ddz′ddPddX(4.106)

En esta ecuación, la dependencia de P solo esta presente en las exponenciales,
por lo cual es posible reescribir (4.106) en la forma,

=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)

×Kf̂

(
X +

z′

2
, X − z′

2

)
e−

i
~P (z+z′)ddPddz′ddzddX.(4.107)

Teniendo en cuenta,

1
(2π~)d

∫

Rd

e−
i
~P (z+z′)ddP = δ(−z − z′), (4.108)

se obtiene,

=
∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)

×Kf̂

(
X +

z′

2
, X − z′

2

)
δ(−z − z′)ddz′ddzddX. (4.109)

De la propiedad,
∫

Rd

f(X, z′)δ(−z − z′)ddz′ = f(X, z′ = −z), (4.110)

la ecuación anterior se escribe de la siguiente manera,

=
∫

Rd

∫

Rd

ψ

(
X +

z

2

)
ψ

(
X − z

2

)
Kf̂

(
X − z

2
, X +

z

2

)
ddzddX. (4.111)

Después de realizar el cambio de variables Y = X − z
2 , Y ′ = X + z

2 se obtiene,

=
∫

Rd

∫

Rd

ψ(Y )Kf̂ (Y, Y ′)ψ(Y ′)ddY ddY ′. (4.112)

Identificando términos con (4.89) esto ultimo se puede escribir de la forma,

=
∫

Rd

ψ(Y )(f̂ψ)(Y )ddY. (4.113)
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De aquí y utilizando notación de Dirac se concluye,

1
(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

W [ψ](p, x)f(p, x)ddpddx = 〈ψ, f̂ψ〉 (4.114)

De esta manera los valores de expectación pueden ser calculados mediante la
función de Wigner y los símbolos de Weyl.

4.4.4. Producto de Moyal
Ya que la formulación cuántica es no-conmutativa, resulta interesante analizar

como se relaciona Ω(f̂ ĝ) con Ω(f̂) y Ω(ĝ). Para esto se introduce la transformada
f̃ de f = Ω−1(f̂),

f(p, x) =
∫

Rd

∫

Rd

f̃(α, β)e
i
~ (pα+xβ)ddαddβ. (4.115)

De aquí,

f

(
p,

y + x

2

)
=

∫

Rd

∫

Rd

f̃(α, β)e
i
~ [pα+( y+x

2 )β]ddαddβ. (4.116)

Sustituyendo (4.116) en (4.90) se obtiene,

Kf̂ (x, y)=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f̃(α, β)e
i
~ [p(x−y+α)]e

i
~ [( x+y

2 )β]ddpddαddβ. (4.117)

Teniendo en cuenta: δ(α−k) = 1
(2π~)d

∫
Rd e

i
~p(α−k)ddp, con k = y−x, la ecuación

(4.117) se simplifica de la siguiente manera,

Kf̂ (x, y)=
1

(2π~)d

∫

Rd

∫

Rd

f̃(α, β)δ(α− k)e
i
~ [( x+y

2 )β]ddαddβ. (4.118)

Al aplicar la propiedad,
∫

Rd

f̃(α, β)δ(α− k)dd = f̃(k, β), (4.119)

se obtiene,

Kf̂ (x, y) =
∫

Rd

f̃(y − x, β)e
i
~ ( x+y

2 )ddβ. (4.120)

De esta manera se ha obtenido una relación entre kernels integrales y transfor-
madas de Fourier.

Una propiedad de kernels integrales es la siguiente,

Kf̂ ĝ(x, y) =
∫

Rd

Kf̂ (x, z)Kĝ(z, y)ddz. (4.121)

De aquí y tomando en cuenta (4.91) se obtiene la transformación inversa de
Kf̂ ĝ(x, y),

Kf̂ ĝ

(
X +

z

2
, X − z

2

)
=

∫

Rd

Kf̂

(
X +

z

2
, y

)
Kĝ

(
y, X − z

2

)
ddy. (4.122)
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Considerando (4.120) esto ultimo, puede escribirse de la forma,

Kf̂ ĝ

(
X +

z

2
, X − z

2

)
=

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f̃

(
y −X − z

2
, β

)
e

i
~α

X+y+z/2
2

×g̃

(
y −X +

z

2
, β

)
e

i
~β

X+y+z/2
2 ddyddαddβ. (4.123)

Introduciendo (4.123) en (4.92) se obtiene,

Ω−1
(
f̂ ĝ

)
(P, X)=

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f̃

(
y −X − z

2
, β

)
e

i
~α

X+y+z/2
2

×g̃

(
y −X +

z

2
, β

)
e

i
~β

X+y−z/2
2 e−

i
~Pzddzddyddαddβ. (4.124)

Al escribir y, z en términos de las nuevas variables, k = y−X− z
2 , l = y−X + z

2 ,
i.e. z = l − k se obtiene,

Ω−1
(
f̂ ĝ

)
(P,X)=

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f̃(k, α)g̃(l, β)

×e
i
~α 2X+l

2 e
i
~β 2X+k

2 e
i
~P (k−l)ddkddlddαddβ. (4.125)

Reagrupando términos,

Ω−1
(
f̂ ĝ

)
(P, X)=

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

f̃(k, α)g̃(l, β)

×e
i
~ [X(α+β)+P (k−l)]e

i
~ [ 12 αk+ 1

2 βl]ddkddlddαddβ. (4.126)

Al desarrollar por Taylor la segunda exponencial se tiene,

Ω−1
(
f̂ ĝ

)
(P, X)=

∞∑
n=0

1
n!

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

e
i
~ [X(α+β)+P (k−l)]

×f̃(k, α)
[

i

2~
(αk + βl)

]n

g̃(l, β)ddkddlddαddβ. (4.127)

Al identificar términos, teniendo en cuenta (4.33) y (4.115) se encuentra,

Ω−1
(
f̂ ĝ

)
(P, X) =

∞∑
n=0

1
n!

f(p, x)
[

i

2~

(
~
i

←−∇p
~
i

−→∇x − ~
i

←−∇x
~
i

−→∇p

)]n

g(p, x), (4.128)

donde las flechas indican que las derivadas actúan solamente en las funciones
que están ya sea a la derecha o a la izquierda del operador diferencial correspon-
diente. Al reordenar esta expresión se obtiene,

Ω−1
(
f̂ ĝ

)
(P, X) =

∞∑
n=0

1
n!

f(p, x)
[
~
2i

(←−∇p
−→∇x −←−∇x

−→∇p

)]n

g(p, x). (4.129)

Al producto Ω−1
(
f̂ ĝ

)
se le denomina producto de Moyal-Weyl y en la literatura

se le designa como f ? g, de esta manera,

f(P, X) ? g(P,X) = f(p, x)e−
i~
2 (
←−∇p

−→∇x−←−∇x
−→∇p)g(p, x). (4.130)
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A primer orden esta expresión se escribe,

f(P, X) ? g(P, X) = f(p, x)g(p, x) +
~
2i
{f, g}(p, x) +O(~2), (4.131)

con,
{f, g} = ∇pf∇xg −∇xf∇pg. (4.132)

Este producto satisface las propiedades (4.28), (4.29) y (4.30), por lo tanto define
una buena cuantización. Los operadores bidiferenciales Bi(f, g) para este caso
en particular vienen dados por,

Bi(f, g) = {f, g}i. (4.133)

De la expresión (4.130) es posible mostrar,

[[f ? g]?, h]? = f ? [g, h]? + [f, h]? ? g. (4.134)

Esto a primer orden significa que la parte antisimétrica de B1 es la derivación
con respecto a las funciones f y g. Adicionalmente la identidad de Jacobi se
satisface a través de estas relaciones de conmutación,

[f, [g, h]?]? + [h, [f, g]?]? + [g, [h, f ]?]? = 0. (4.135)

A segundo orden esto implica que B1 es una estructura de Poisson,

{f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0, (4.136)

donde {f, g} = B1(f, g). Este paréntesis de Moyal dota al espacio fase f(x, p) ∈
C∞ de una estructura simpléctica (M, Ω?).

4.5. Dinámica cuántica Moyal-Weyl
A continuación se presenta una comparación entre la dinámica que surge a

través de este formalismo respecto a la mecánica clásica y la cuántica (Heisen-
berg).

1. Si f ∈ C∞(M) es un observable clásico de un sistema dinámico, definido
por un hamiltoniano H, se satisface:

d

dt
(f ◦ Ft) = F ∗t (LXH

f) = F ∗t ({H, f}) = {H, f ◦ Ft}, (4.137)

siendo Ft : U ⊂ M → M el flujo local de XH y F ∗t : C∞(U) → C∞(M)
la aplicación definida por F ∗t (f) = f ◦Ft. Así pues, la evolución temporal
t → f(t) del observable f(0) = f es una solución de la ecuación,

df(t)
dt

= {H, f(t)}. (4.138)

La descripción de la mecánica clásica se puede realizar a partir de las dos
leyes de composición sobre C∞(M): el producto ordinario de funciones y
el paréntesis de Poisson.
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2. En la representación de Heisenberg, el sistema correspondiente con hamil-
toniano Ĥ, tiene como ecuación dinámica,

i~
d

dt
〈F̂ 〉 =

i

~
[Ĥ, F̂ ], (4.139)

donde [, ] indica el conmutador de operadores en el espacio de Hilbert.

3. En el caso de la descripción de la mecánica cuántica de Moyal-Weyl-
Wigner, la correspondiente ecuación dinámica es:

df(t)
dt

=
1
i~

[H, f(t)]?. (4.140)

Aquí la descripción de la mecánica cuántica se puede realizar a partir
también de dos leyes de composición sobre C∞(M): el producto-? y el
conmutador [, ]?.
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Capítulo 5

Simetrías, productos-? y
espacios no-conmutativos

Como ya fue mencionado anteriormente, básicamente una simetría es un
conjunto de trasformaciones que dejan invariante a un sistema. Este conjunto
de transformaciones forma un grupo. A partir de este grupo es posible prede-
cir los elementos estructurales que conforman dicho sistema. Las estructuras
matemáticas que modelan a nivel local estas simetrías son las algebras de Lie.
Los generadores de estas algebras, resultan campos tensoriales definidos sobre la
variedad que define el sistema. Estos campos permiten definir estructuras sim-
plécticas no triviales compatibles con el algebra. A partir de estas estructuras
es posible obtener productos-? (en general no únicos), que al actuar sobre coor-
denadas espaciales definen espacios en general no-conmutativos. Estos espacios
a nivel local resultan extensiones del espacio ordinario conmutativo.

En este capitulo se presentaran las ideas generales para la construcción de
productos-?, a partir de los generadores de un algebra de Lie. En particular se
construirán productos deformados (que definirán espacios no-conmutativos) a
partir de los generadores Pα y Mαβ del algebra de Poincaré U(iso(3, 1)).

5.1. Simetrías y productos deformados.
A partir de un grupo de Lie G, cuyos generadores Ea satisfacen el algebra

de Lie G,
[Ea, Eb]G = Cc

abEc, (5.1)

donde Cc
ab son constantes por tratarse de una algebra de Lie. Por otro lado,

es posible definir el producto-?,

µ?(f(x)⊗ g(x)) = µ ◦
(
F−1 . (f(x)⊗ g(x))

)
, (5.2)

donde,
F = erabEa⊗Eb , (5.3)

es un elemento del algebra universal envolvente de G (expresando esta exponen-
cial en su expansion polinómica). Este producto-? a su vez define el siguiente
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conmutador,

[f(x), g(x)]? =f(x) ? g(x)− g(x) ? f(x)
=f(x)g(x)− g(x)f(x)− {f(x), g(x)}? +O(r2), (5.4)

aquí,

{f(x), g(x)}? = µ ◦
(
− rabEa ⊗ Eb . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x))

)
. (5.5)

De (5.4) se sigue que las propiedades de algebra de Lie determinadas por el
conmutador [, ]? dependen directamente de la estructura simplecta de {, }?. En
particular para que (5.5) cumpla la identidad de Jacobi, es necesario que la
r-matriz r = rabEa ⊗Eb satisfaga la ecuación clásica de Yang-Baxter (CYBE),

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0, (5.6)

donde,

r12 = rabEa ⊗ Eb ⊗ 1,

r13 = rabEa ⊗ 1⊗ Eb,

r23 = rab1⊗ Ea ⊗ Eb. (5.7)

Las propiedades de linealidad y antisimetrías suelen satisfacerse automática-
mente y su comprobación se realiza de forma directa.

5.2. Productos deformados a partir de U(iso(3, 1)).
Para definir espacios no-conmutativos, a partir de campos vectoriales que

forman una algebra de Lie, solo es necesario proponer r-matrices dependientes
de los campos, que satisfagan la ecuación de Yang-Baxter. Esta condición es
bastante fuerte y reduce de forma significativa el numeró de espacios defor-
mados que en principio correspondía a el numeró de combinaciones entre los
generadores. A continuación se presentan las deformaciones que se obtienen a
partir de los generadores Pα,Mαβ del algebra de Poincaré U(iso(3, 1)).

5.2.1. Producto-?θ.
A partir del elemento Fθ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)) definido como,

Fθ = e−
i
2 θαβPα⊗Pβ , (5.8)

se obtiene el siguiente producto-?θ,

µ?θ
(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?θ g(x)

:=µ ◦ F−1
θ . (f(x)⊗ g(x)). (5.9)

Con este producto queda determinado el siguiente conmutador,

[f(x), g(x)]?θ
=f(x) ?θ g(x)− g(x) ?θ f(x)
=µ ◦ F−1

θ . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x))

=µ ◦ e
i
2 θαβPα⊗Pβ . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x)). (5.10)
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Para mostrar que el algebra deformada (5.10) queda bien definida, es necesario
comprobar que la rθ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)) definida como,

rθ =
i

2
θαβPα ⊗ Pβ , (5.11)

satisface la ecuación de Yang-Baxter (5.6). Al identificar,

r12
θ =

i

2
θαβPα ⊗ Pβ ⊗ 1, (5.12)

r13
θ =

i

2
θαβPα ⊗ 1⊗ Pβ , (5.13)

r23
θ =

i

2
θαβ1⊗ Pα ⊗ Pβ , (5.14)

se obtienen las relaciones de conmutación,
[
r12
θ , r13

θ

]
=0, (5.15)

[
r12
θ , r23

θ

]
=

( i

2
θαβ

)2

Pα ⊗
[
Pβ , Pα

]⊗ Pβ = 0, (5.16)
[
r13
θ , r23

θ

]
=0. (5.17)

Por lo tanto rθ satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter (CYBE),
[
r12
θ , r13

θ

]
+

[
r12
θ , r23

θ

]
+

[
r13
θ , r23

θ

]
= 0. (5.18)

Las relaciones de conmutación para las coordenadas de este espacio se obtienen
considerando f(x) = xµ y g(x) = xν en (5.10) obteniéndose,

[xµ, xν ]?θ
= −iθµν . (5.19)

5.2.2. Producto-?θkl .

Partiendo del elemento Fθ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)) definido como,

Fθkl = e−iθklPk∧Pl ; [ k, l− fijos ]; (θkl = −θlk); a∧ b = a⊗ b− b⊗ a, (5.20)

donde la r-matriz,
rθkl = iθklPk ∧ Pl, (5.21)

satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter (CYBE), se puede definir el sigu-
iente producto-?θkl ,

µ?
θkl

(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?θkl g(x)

:=µ ◦ F−1
θkl . (f(x)⊗ g(x)). (5.22)

Mediante este producto se puede definir el siguiente conmutador,

[f(x), g(x)]?
θkl

= µ ◦ eiθklPk∧Pl . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x)). (5.23)

Las relaciones de conmutación para este espacio deformado, son las siguientes:

[x0, xi]?
θkl

=x0 ?θkl xi − xi ?θkl x0 = 0, (5.24)

[xi, xj ]?
θkl

=−2iθkl(δi
kδj

l − δi
lδ

j
k) = −4iθij . (5.25)
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5.2.3. Producto-?θ0i .

A partir del elemento Fθ0i ∈ U(iso(3, 1))⊗U(iso(3, 1)) definido de la forma,

Fθ0i = e−iθ0iP0∧Pi ; [i− fijo]; (θ0i = −θi0). (5.26)

cuya r-matriz,
rθ0i = iθ0iP0 ∧ Pi, (5.27)

satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter (CYBE), se puede definir el sigu-
iente producto-?θkl ,

µ?θ0i (f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?θ0i g(x)

:=µ ◦ F−1
θ0i . (f(x)⊗ g(x)). (5.28)

Este producto induce el conmutador,

[f(x), g(x)]?θ0i = µ ◦ eiθ0iP0∧Pi . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x)). (5.29)

De aquí las relaciones de conmutación para esta espacio deformado son,

[x0, xi]?θ0i
=−2iθ0i, (5.30)

[xi, xj ]?θ0i
=0. (5.31)

5.2.4. Producto-?κ.
Partiendo del elemento Fκ ∈ U(iso(3, 1))⊗U(iso(3, 1)) definido de la forma,

Fκ = e−
i

2κ Pk∧Mi0 ; [i, k − fijos, i 6= k], (5.32)

donde la r-matriz satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter, se puede definir
el producto-?κ,

µ?κ(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?κ g(x)
:=µ ◦ F−1

κ . (f(x)⊗ g(x)), (5.33)

que a su vez define el conmutador,

[f(x), g(x)]?κ = µ ◦ e
i

2κ Pk∧Mi0 . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x)). (5.34)

Las relaciones de conmutación para las coordenadas de este espacio deformado
son,

[x0, xj ]?κ
=

i

κ
xiδj

k, (5.35)

[xi, xj ]?κ
=− i

κ
x0δj

k. (5.36)
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5.2.5. Producto-?κ̂.
El elemento Fκ̂ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)),

Fκ̂ = e−
i

2κ P0∧Mkl ; [k, l − fijos, k 6= l], (5.37)

cuya r-matriz,

rκ̂ =
i

2κ
P0 ∧Mkl, (5.38)

satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter, define el producto,

µ?κ̂
(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?κ̂ g(x)

:=µ ◦ F−1
κ̂ . (f(x)⊗ g(x)). (5.39)

Este producto induce el siguiente conmutador,

[f(x), g(x)]?κ̂
= µ ◦ e

i
2κ P0∧Mkl . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x)). (5.40)

A partir de este resultado, las relaciones de conmutación para las coordenadas
de este espacio son,

[x0, xi]?κ̂
=− i

κ̂
(δi

lx
k − δi

kxl), (5.41)

[xi, xj ]?κ̂
=0. (5.42)

5.2.6. Producto-?κ̄.
Partiendo del elemento Fκ̄ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)),

Fκ̄ = e−
i

2κ Pi∧Mkl ; [i, k, l − fijos, i 6= k, l], (5.43)

cuya r-matriz,

rκ̄ =
i

2κ
Pi ∧Mkl, (5.44)

satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter, es posible definir el producto,

µ?κ̄(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?κ̄ g(x)
:=µ ◦ F−1

κ̄ . (f(x)⊗ g(x)). (5.45)

Este producto induce el siguiente conmutador,

[f(x), g(x)]?κ̄ = µ ◦ e
i

2κ Pi∧Mkl . (f(x)⊗ g(x)− g(x)⊗ f(x)). (5.46)

De aquí las relaciones de conmutación para este espacio resultan,

[xi, xj ]?κ̄
=− i

κ̄
(δj

l x
k − δj

kxl), (5.47)

[x0, xi]?κ̂
=0. (5.48)
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5.2.7. Composición de productos-?.
A partir de la composición de los elementos F1,F2 ∈ U(iso(3, 1))⊗U(iso(3, 1))

definidos por,

F1 = erABA∧B ,

F2 = erCDC∧D, (5.49)

se obtiene el siguiente producto-?,

µ?1,2(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?1,2 g(x)

:=µ ◦ F−1
2 ◦ F−1

1 . (f(x)⊗ g(x))
= µ ◦ er2 ◦ er1 . (f(x)⊗ g(x))
= µ ◦ er1+r2e[r1,r2]/2 . (f(x)⊗ g(x)). (5.50)

Si se desea que el conmutador en esta expresión,

[r1, r2]= rABrCD(AC ⊗BD − CA⊗DB −AD ⊗BC + DA⊗ CB

−BC ⊗AD + CB ⊗DA + BD ⊗AC −DB ⊗ CA), (5.51)

sea nulo, y al mismo tiempo la r-matriz,

r = r1 + r2 = rABA ∧B − rCDC ∧D, (5.52)

que identifica,

r12 = rAB(A⊗B ⊗ 1−B ⊗A⊗ 1) + rCD(C ⊗D ⊗ 1−D ⊗ C ⊗ 1), (5.53)
r13 = rAB(A⊗ 1⊗B −B ⊗ 1⊗A) + rCD(C ⊗ 1⊗D −D ⊗ 1⊗ C), (5.54)
r23 = rAB(1⊗A⊗B − 1⊗B ⊗A) + rCD(1⊗ C ⊗D − 1⊗D ⊗ C), (5.55)

satisfaga la ecuación clásica de Yang-Baxter (CYBE),

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0, (5.56)

con,

[r12, r13]= [A,B]⊗ (A ∧B) + [A,C]⊗ (B ∧D) + [A, D]⊗ (C ∧B)
+[B, C]⊗ (D ∧A) + [B, D]⊗ (A ∧ C) + [C,D]⊗ (C ∧D), (5.57)

[r12, r23]=A⊗ [B, A]⊗B + A⊗ [B,C]⊗D −A⊗ [B, D]⊗ C

+B ⊗ [A,B]⊗A−B ⊗ [A, C]⊗D + B ⊗ [A,D]⊗ C

+C ⊗ [D,A]⊗B − C ⊗ [D, B]⊗A− C ⊗ [D, C]⊗D

−D ⊗ [C, A]⊗B + D ⊗ [C, B]⊗A−D ⊗ [C,D]⊗ C, (5.58)
[r13, r23]= (A ∧B)⊗ [A,B] + (A ∧ C)⊗ [B, D] + (A ∧D)⊗ [C,B]

+(B ∧ C)⊗ [D, A] + (B ∧D)⊗ [A,C] + (C ∧D)⊗ [C,D]. (5.59)

Una condición suficiente para satisfacer estos dos requerimientos, consiste en
que los generadores A, B,C y D conmuten entre si,

[A,B] = [A,C] = [A,D] = [B, C] = [B, D] = [C, D] = 0. (5.60)
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Producto-?θkl,κ.

Dado que los generadores de las r-matrices rθkl , rκ ∈ U(iso(3, 1))⊗U(iso(3, 1)),

rθkl = iθklPk ⊗ Pl, (5.61)

rκ =
i

2κ
Pk ∧Mi0, (5.62)

conmutan entre si,

[Pk,Mi0] = [Pl, Pk] = [Pl, Mi0] = 0. (5.63)

Entonces es posible definir el producto-?θkl,κ, como la composición de los ele-
mentos Fθkl y Fκ,

µ?
θkl,κ

(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?θkl,κ g(x)

:=µ ◦ e
i

2κ Pk∧Mi0+iθklPk∧Pl . (f(x)⊗ g(x)). (5.64)

Las relaciones de conmutación para las coordenadas de este espacio deformado
son las siguientes,

[x0, xa]?
θkl,κ

=
i

κ
xiδa

k ,

[xa, xb]?
θkl,κ

=2iθkl(δa
kδb

l − δa
l δb

k) +
i

κ
x0(δa

i δb
k − δa

kδb
i ). (5.65)

Producto-?θ0i,κ̂,.

Los generadores de las r-matrices rθ0i , rκ̂ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)),

rθ0i = iθ0iP0 ∧ Pi, (5.66)

rκ̂ =
i

2κ̂
P0 ∧Mkl, (5.67)

conmutan entre si,

[P0,Mkl] = [Pi, P0] = [Pi,Mkl] = 0. (5.68)

De aquí es posible definir el producto-?θ0i,κ̂,

µ?θ0i,κ̂
(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?θ0i,κ̂ g(x)

:= e
i

2κ̂ P0∧Mkl+iθ0iP0∧Pi . (f(x)⊗ g(x)). (5.69)

En el espacio deformado que induce este producto, se satisfacen las relaciones
de conmutación,

[x0, xa]?θ0i,κ̂
=

i

κ̂
(δa

l xk − δa
kxl) + 2iθ0iδa

i , (5.70)

[xa, xb]?θ0i,κ̂
=0. (5.71)
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Producto-?θ0i,κ̄.

Ya que los generadores de las matrices rθ0i , rκ̄ ∈ U(iso(3, 1))⊗ U(iso(3, 1)),

rθ0i = iθ0iP0 ∧ Pi, (5.72)

rκ̄ =
i

2κ̄
Pi ∧Mkl, (5.73)

conmutan entre si, entonces es posible definir el producto-?θ0i,κ̄ como composi-
ción de Fθ0i y Fκ̄,

µ?θ0i,κ̄
(f(x)⊗ g(x)) = f(x) ?θ0i,κ̄ g(x)

:= e
i

2κ̂ Pi∧Mkl+iθ0iP0∧Pi . (f(x)⊗ g(x)). (5.74)

Las relaciones de conmutación para las coordenadas de este espacio deformado,
son las siguientes,

[x0, xa]?θ0i,κ̄
=2iθ0iδa

i , (5.75)

[xa, xb]?θ0i,κ̄
=

i

κ̄
δb
i (δ

a
kxl − δa

l xk) +
i

κ̄
δa
i (δb

l x
k − δb

kxl). (5.76)

Como se puede ver a partir de este capitulo, el modificar el espacio donde se
define una teoría, implica modificar el producto de la teoría. Pero el modificar
este producto, trae como consecuencia que el algebra de Hopf que describía la
teoría conmutativa deje de ser compatible con dicha descripción. Es claro por lo
anterior que una algebra de Hopf, que describa la nueva teoría sobre un espacio
no-conmutativo tiene que ser compatible con el nuevo producto. Obtener una
descripción (algebra de Hopf) no-conmutativa (producto deformado) a partir
de una conmutativa (producto ordinario) no pareciera ser algo natural, sin em-
bargo Drinfeld en 1986 demostró que esto era posible mediante un elemento
denominado twist que satisficiera ciertas condiciones. En el siguiente capitulo
se mostrara que este twist resultara ser el elemento F , a partir del cual se con-
struyeron los productos deformados de este capitulo. Para una descripción mas
detallada sobre este capitulo se recomienda revisar [120]-[122].
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Capítulo 6

Grupos cuánticos.

Las álgebras universales envolventes cuánticas, aparecieron como resultado
de investigaciones en los aspectos algebraicos de sistemas cuánticos integrables,
específicamente en el marco del problema inverso de dispersion cuántica. El
primer ejemplo fue hallado por Kulish y Reshetikhin y se denotó Uq(sl(2)) (q-
deformación del algebra sl(s)), pues estaba estrechamente ligado al álgebra uni-
versal envolvente del algebra de Lie sl(2). Rápidamente su construcción se gen-
eralizó y se encontraron nuevas estructuras algebraicas vistas como deformación
de las álgebras universales envolventes de álgebras de Lie. Además se logró es-
tablecer que el lenguaje apropiado para describir estas nuevas estructuras era el
de las algebras de Hopf, que habían sido introducidas por Heinz Hopf en 1941 en
sus trabajos sobre homología y cohomología de grupos topológicos. Al estudiar
algebraicamente estas nuevas construcciones se encontró una estructura de al-
gebra de Hopf para Uq(sl(2)) que no es conmutativa. Este hecho genero un gran
interés dentro de los algebristas, quienes llevaban varios decenios estudiando este
tipo de estructuras. En una conferencia en Berkeley (1986), Drinfel se refirió a
estas estructuras como grupos cuánticos y el término se difundió rápidamente
de manera informal. Aunque puede causar confusión por el hecho de que estas
estructuras no son grupos sino un cierto tipo de algebras de Hopf, las cuales
son deformaciones no triviales de las algebras Hopf envolventes de algebras de
Lie semisimples, o las algebras de funciones regulares de los correspondientes
grupos algebraicos.

Fue el mismo Drinfeld, quien demostró que se podían construir representa-
ciones cuánticas a partir de algebras universales envolventes conmutativas. Este
procedimiento resulto sumamente poderoso, ya que para esto solo se requiere
la existencia de un elemento invertible en el algebra no deformada que satisfa-
ga las propiedades de coasociatividad y counidad. Este elemento invertible se
le denomina twist y al algebra cuántica que surge de este procedimiento se le
denomina, deformación de Jordan.

En este capitulo se presentaran diferentes técnicas de deformación alge-
braicas. Estas deformaciones recaerán sobre las algebras U(sl(2)), U(H(3, 1))
y U(iso(3, 1)) que ya fueron estudiadas ampliamente en capítulos anteriores.
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6.1. q-Deformación y ~-adic álgebra.
En esta sección se presentara primeramente el algebra de Hopf Uq(sl(2)).

Esta algebra es la deformación por medio de un parámetro ”q” del algebra
U(sl(2)). Posteriormente se introducirá el algebra U~(sl(2)). Esta deformación
en la literatura se denomina ~-adic, ya que las relaciones de conmutación para
esta algebra vienen descritas en términos del desarrollo exponencial de uno de
los generadores. Al final de la sección se mostrará que estas dos algebras son
isomorfas y que tienden en el limite cuando sus parámetros se anulan, al algebra
U(sl(2)).

Estas algebras fueron las primeras deformaciones que fueron reportadas en la
literatura. La razón de incluirlas en este trabajo (además de la razón histórica) es
que estas brindan una forma natural de introducir la noción de grupos cuánticos.
Si se desea ahondar mas en el tema se recomiendan los trabajos [126]-[129].

6.1.1. Algebra de Hopf Uq(sl(2)).
Si q es un número complejo tal que q 6= 0 y q2 6= 1. Se denota por Uq(sl2) el

algebra asociativa con unidad sobre C con generadores E,F, K,K−1 que satis-
facen las relaciones,

KK−1 = K−1K = 1, KEK−1 = q2E, KFK−1 = q−2F, (6.1)

[E, F ] =
K −K−1

q − q−1
. (6.2)

Esta algebra con las relaciones,

∆(E) = E ⊗K + 1⊗ E, ∆(F ) = F ⊗ 1 + K−1 ⊗ F, ∆(K) = K ⊗K, (6.3)

S(K) = K−1, S(E) = −EK−1, S(F ) = −KF, (6.4)

ε(K) = 1, ε(E) = ε(F ) = 0, (6.5)

forma un algebra de Hopf. La forma de mostrar esto es idéntico que en el caso
anterior.

(a) Para mostrar que ∆ define un morfismo,

∆(K)∆(K−1) = ∆(K−1)∆(K) = 1⊗ 1, (6.6)
∆(K)∆(E)∆(K−1) = q2∆(E), (6.7)

∆(K)∆(F )∆(K−1) = q−2∆(F ), (6.8)
[
∆(E), ∆(F )

]
=

∆(K)−∆(K−1)
q − q−1

. (6.9)

Para (6.6),

∆(K)∆(K−1)= (K ⊗K)(K−1 ⊗K−1)
=KK−1 ⊗KK−1

=1⊗ 1. (6.10)
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Mientras que para (6.7),

∆(K)∆(E)∆(K−1)= (K ⊗K)(1⊗ E + E ⊗K)(K−1 ⊗K−1)
=1⊗KEK−1 + KEK−1 ⊗K

= q2(1⊗ E + E ⊗K)
= q2∆(E). (6.11)

La relación (6.8) se prueba de manera análoga a (6.7). Para (6.9),
[
∆(E), ∆(F )

]
=(1⊗ E + E ⊗K)(K−1 ⊗ F + F ⊗ 1)

−(K−1 ⊗ F + F ⊗ 1)(1⊗ E + E ⊗K)
=K−1 ⊗ EF + F ⊗ E + EK−1 ⊗KF + EF ⊗K

−K−1 ⊗ FE −K−1E ⊗ FK − F ⊗ E − FE ⊗K

=K−1 ⊗ [E, F ] + [E, F ]⊗K

=
K−1 ⊗ (K −K−1) + (K −K−1)⊗K

q − q−1

=
∆(K)−∆(K−1)

q − q−1
. (6.12)

Ahora es posible probar el axioma de coasociatividad para cada unos de los
generadores. Por un lado tenemos para K,

(∆⊗ id)∆(K) = (∆⊗ id)(K ⊗K) = ∆(K)⊗K = K ⊗K ⊗K, (6.13)

mientras por otro,

(id⊗∆)∆(K) = (id⊗∆)(K ⊗K) = K ⊗∆(K) = K ⊗K ⊗K. (6.14)

De (6.13) y (6.14) se tiene,

(∆⊗ id)∆(K) = (id⊗∆)∆(K). (6.15)

Siguiendo el mismo procedimiento para E por un lado,

(∆⊗id)∆(E) = (∆⊗id)(1⊗E+E⊗K) = 1⊗1⊗E+1⊗E⊗K+E⊗K⊗K, (6.16)

en tanto,

(id⊗∆)∆(E) = (id⊗∆)(1⊗E+E⊗K) = 1⊗1⊗E+1⊗E⊗K+E⊗K⊗K. (6.17)

Por lo tanto de (6.16) y (6.17) se obtiene,

(∆⊗ id)∆(E) = (id⊗∆)∆(E). (6.18)

La coasociatividad para K−1 y F se prueban de manera análoga a las de K y
E respectivamente.

(b) Para probar que ε define un morfismo,

ε(K)ε(K−1) = ε(K−1)ε(K) = 1, (6.19)
ε(K)ε(E)ε(K−1) = q2ε(E), (6.20)

ε(K)ε(F )ε(K−1) = q−2ε(F ), (6.21)
[
ε(E), ε(F )

]
=

ε(K)− ε(K−1)
q − q−1

. (6.22)
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Estas relaciones se prueban de forma muy sencilla teniendo en cuenta (6.5).
Ahora es posible probar el axioma de counidad para cada uno de los generadores,
en particular para E por una parte,

(ε⊗ id)∆(E) = (ε⊗ id)(1⊗E + E ⊗K) = 1⊗E + ε(E)⊗K = 1⊗E, (6.23)

mientras por otra,

(id⊗ε)∆(E) = (id⊗ε)(1⊗E +E⊗K) = 1⊗ε(E)+E⊗ε(K) = E⊗1. (6.24)

De las relaciones (6.23) y (6.24) se satisface el axioma de counidad para E. La
prueba para los otros generadores se realiza de forma similar.

(c) para revisar que S define un morfismo del algebra Uq en el algebra Uq⊗Uq,

S(K−1)S(K) = S(K)S(K−1) = 1, (6.25)
S(K−1)S(E)S(K) = q2S(E), (6.26)

S(K−1)S(F )S(K) = q−2S(F ), (6.27)
[
S(E), S(F )

]
=

S(K)− S(K−1)
q − q−1

. (6.28)

Para (6.26) se tiene,

S(K−1)S(E)S(K) = −K(EK−1)K−1 = −q2EK−1 = q2S(E). (6.29)

Mientras para (6.28),
[
S(F ), S(E)

]
=KFEK−1 −EK−1KF =

[
F,E

]

=
K−1 −K

q − q−1
=

S(K)− S(K−1)
q − q−1

. (6.30)

Las relaciones (6.25) y (6.27) se comprueban de forma análoga. Satisfaciendo lo
anterior es posible comprobar el axioma de la antipoda. En particular para E
se tiene por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(E)=µ(S ⊗ id)(1⊗ E + E ⊗K)
=µ(S(1)⊗ E + S(E)⊗K)
=µ(1⊗ E − EK−1 ⊗K)
=E − EK−1K = 0, (6.31)

mientras por otro,

µ(id⊗ S)∆(E)=µ(id⊗ S)(1⊗ E + E ⊗K)
=µ(1⊗ S(E) + E ⊗ S(K))
=µ(1⊗ (−EK−1) + E ⊗K−1)
=−EK−1 + EK−1 = 0. (6.32)

De (6.31) y (6.32) se sigue,

µ(S ⊗ id)∆(E) = µ(id⊗ S)∆(E) = ε(E). (6.33)

Por lo tanto se satisface el axioma de la antipoda para E. Para los otros gene-
radores la comprobación es análoga. El algebra de Hopf obtenida a partir de lo
anterior se denomina algebra cuántica q-deformada.
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6.1.2. Algebra de Hopf U~(sl(2)).
Se denota por U~(sl(2)) el algebra ~-adic (algebra descrita en termino de

desarrollo de potencias de ~) con generadores E, F y H que satisfacen las sigu-
ientes relaciones, [

H,E
]

= 2E,
[
H, F

]
= −2F, (6.34)

[E, F ] =
e~H − e−~H

e~ − e−~
=

sinh(~H)
sinh(~)

, (6.35)

donde e~H es la serie,

e~H = 1 + ~H +
(~H)2

2!
+ ... (6.36)

Esta algebra universal envolvente contiene una estructura natural de algebra de
Hopf, con los mapeos comultiplicación ∆, counidad ε y antipoda S definidos de
la siguiente manera,

∆(E)=E ⊗ e~H + 1⊗ E, (6.37)
∆(F )=F ⊗ 1 + e−~H ⊗ F, (6.38)
∆(H)=H ⊗ 1 + 1⊗H, (6.39)
ε(H)= ε(E) = ε(F ) = 0, (6.40)
S(H)=−H, S(E) = −Ee−~H , S(F ) = −e~HF. (6.41)

El ~-adic algebra de Hopf obtenida a partir de lo anterior se denomina algebra
cuántica ~-adic.

6.1.3. Relación Uq(sl(2)) y U~(sl(2)) y limite clásico.
Las algebras deformadas Uq(sl(2)) y U~(sl(2)) no son independientes ya que

las relaciones de una, implican las relaciones de la otra. De igualar [E,F ] para
ambas algebras se sigue,

K −K−1

q − q−1
=

e~H − e−~H

e~ − e−~
⇔ K = e~H , q = e~. (6.42)

teniendo esto en cuenta,

KEK−1 = e~HEe−~H . (6.43)

Esta expresión puede desarrollarse a partir de la formula de Hadamar,

eXY e−X = eadX(Y ) =
∞∑

n=0

1
n!

ad(X)n(Y )

=Y +
1
1!

[X, Y ] +
1
2!

[X, [X, Y ]] +
1
3
[X, [X, [X, Y ]]] + ... (6.44)

Por lo tanto para (6.43),

KEK−1 = E +
1
1!

[~H, E] +
1
2!

[~H, [~H,E]] +
1
3
[~H, [~H, [~H,E]]] + ...

(6.45)
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De aquí,
KEK−1 = q2E ⇔ [H, E] = 2E. (6.46)

De la misma forma se puede mostrar que,

KFK−1 = q−2F ⇔ [H,F ] = −2F. (6.47)

De las relaciones (6.42), (6.46) y (6.47) se sigue la equivalencia entre las algebras
Uq(sl(2)) y U~(sl(2)), por lo cual comprobar que realmente U~(sl(2)) satisface
las propiedades de algebra de Hopf se sigue de la sección anterior.

6.2. Deformación por medio de transformación
de coordenadas.

En esta sección se presentaran las algebras deformadas de Heisenberg y
Poincaré denotadas por UΘ

Θ̄
(H(3, 1)) y UΘ

Θ̄
(iso(3, 1)) respectivamente. Estas al-

gebras se construirán a partir de representar los generadores Xµ y Pν que sat-
isfacen las relaciones de conmutación:[Xµ, Xν ] = 0, [Pµ, Pν ] = 0 y [Xµ, Pν ] =
iδµ

ν en términos de X̂µ y P̂ν cuyas relaciones son: [X̂µ, X̂ν ] = iΘµν , [P̂µ, P̂ν ] =
iΘ̂µν y [X̂µ, P̂ν ] = iδµ

ν . Aquí los parámetros de no-conmutatividad Θµν y Θ̄µν

están relacionados con la longitud de Plank lp. El mapeo que permite pasar
de una representación a otra se presenta explícitamente también aquí. Todo el
desarrollo de esta sección es una propuesta original de este trabajo.

6.2.1. Algebra de Hopf UΘ
Θ̄

(H(3, 1)).

Si Θ es un tensor constante y antisimétrico, se denota por UΘ
Θ̄

(H(3, 1)) al
algebra cuyos generadores X̂µ y P̂ν satisfacen las relaciones,

[X̂µ, X̂ν ]= iΘµν , (6.48)
[P̂µ, P̂ν ]= iΘ̄µν , (6.49)

[X̂µ, P̂ν ]= iδµ
ν . (6.50)

Esta algebra con las relaciones,

∆(X̂µ)= X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ, (6.51)
∆(P̂ν)= P̂ν ⊗ 1 + 1⊗ P̂ν , (6.52)

∆(Θµν)=Θµν ⊗ 1 + 1⊗Θµν , (6.53)
∆(Θ̄µν)= Θ̄µν ⊗ 1 + 1⊗ Θ̄µν , (6.54)

∆(δµ
ν )= δµ

ν ⊗ 1 + 1⊗ δµ
ν , (6.55)

∆(I)=1⊗ 1, (6.56)
ε(X̂µ)= ε(P̂ν) = ε(Θµν) = ε(Θ̄µν) = ε(δµ

ν ) = 0, (6.57)

S(X̂µ)=−X̂µ, S(P̂ν) = −P̂ν , S(Θµν) = Θµν , S(Θ̄µν) = Θ̄µν , S(δµ
ν ) = δµ

ν . (6.58)

forma un algebra de Hopf.
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a) Para mostrar que ∆ define un morfismo se tienen que satisfacer las rela-
ciones,

[∆(X̂µ),∆(X̂ν)]= i∆(Θµν), (6.59)
[∆(P̂µ),∆(P̂ν)]= i∆(Θ̄µν), (6.60)

[∆(X̂µ),∆(P̂ν)]= i∆(δµ
ν ). (6.61)

Para (6.59),

[∆(X̂µ),∆(X̂ν)]= (X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ)(X̂ν ⊗ 1 + 1⊗ X̂ν)
−(X̂ν ⊗ 1 + 1⊗ X̂ν)(X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ)

= X̂µX̂ν ⊗ 1 + X̂µ ⊗ X̂ν + X̂ν ⊗⊗X̂µ + 1⊗ X̂µX̂ν

−X̂νX̂µ ⊗ 1− X̂ν ⊗ X̂µ − X̂µ ⊗ X̂ν − 1⊗ X̂νX̂µ

=[X̂µ, X̂ν ]⊗ 1 + 1⊗ [X̂µ, X̂ν ] = i∆(Θµν). (6.62)

Las relaciones (6.60) y (6.61) se muestran de forma análoga.
Para mostrar que el generador P̂ν satisface el axioma de coasociatividad,

primeramente por un lado,

(∆⊗ id)∆(P̂ν)= (∆⊗ id)(P̂ν ⊗ 1 + 1⊗ P̂ν)
= P̂ν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ P̂ν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ P̂ν , (6.63)

mientras por otro,

(id⊗∆)∆(P̂ν)= (id⊗∆)(P̂ν ⊗ 1 + 1⊗ P̂ν)
= P̂ν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ P̂ν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ P̂ν . (6.64)

De (6.63) y (6.64) se satisface la condición de coasociatividad para P̂ν . Para
mostrar la coasociatividad de X̂µ el procedimiento es el mismo.

b) para mostrar que ε define un morfismo se tiene que satisfacer,

[ε(X̂µ), ε(X̂ν)]= iε(Θµν), (6.65)
[ε(P̂µ), ε(P̂ν)]= iε(Θ̄µν), (6.66)

[ε(X̂µ), ε(P̂ν)]= iε(δµ
ν ). (6.67)

Estas relaciones se satisfacen trivialmente ya que la counidad de los generadores
son idénticamente cero.

Para mostrar el axioma de counidad para X̂µ por un lado,

(ε⊗ id)∆(X̂µ) = (ε⊗ id)(X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ) = ε(X̂µ)⊗ 1 + ε(1)⊗ X̂µ = 1⊗ X̂µ,
(6.68)

por otro lado,

(id⊗ ε)∆(X̂µ) = (id⊗ ε)(X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ) = X̂µ ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(X̂µ) = X̂µ ⊗ 1.
(6.69)

A partir de (6.68) y (6.69) queda satisfecho el axioma de counidad para X̂µ. El
procedimiento para mostrar este axioma para P̂ν es análogo.

c) Antes de mostrar que esta algebra satisface el axioma de la antipoda es
necesario mostrar que S define un morfismo,

[S(X̂µ), S(X̂ν)]= iS(Θµν), (6.70)
[S(P̂µ), S(P̂ν)]= iS(Θ̄µν), (6.71)

[S(X̂µ), S(P̂ν)]= iS(δµ
ν ). (6.72)
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Para (6.71),
[S(P̂µ), S(P̂ν)] = [P̂µ, P̂ν ] = Θ̄µν = ∆(Θ̄µν). (6.73)

Las relaciones (6.70) y (6.72) se muestran de forma análoga.
Para mostrar el axioma de counidad para X̂µ por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(X̂µ)=µ((S ⊗ id)(X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ))
=µ(S(X̂µ)⊗ 1 + S(1)⊗ X̂µ)
=−X̂µ + X̂µ = 0 (6.74)

en tanto,

µ(id⊗ S)∆(X̂µ)=µ((id⊗ S)(X̂µ ⊗ 1 + 1⊗ X̂µ))
=µ(X̂µ ⊗ S(1) + 1⊗ S(X̂µ))
= X̂µ − X̂µ = 0. (6.75)

De (6.74) y (6.75) se satisface el axioma de la antipoda para X̂µ. Este axioma
demuestra de forma análoga para P̂ν .

En particular cuando Θ̄µν = 0 se obtiene el algebra de Hopf UΘ(H(3, 1)),
mientras que cuando Θµν = 0 se obtiene el algebra de Hopf UΘ̄(H(3, 1)).

6.2.2. Relación entre U(H(3, 1)) y UΘ
Θ̄

(H(3, 1)).
En el espacio fase n-dimensional las coordenadas y los momentos en mecánica

cuántica, satisfacen las relaciones de conmutación,

[Xµ, Xν ]=0,

[Pµ, Pν ]=0,

[Xµ, Pν ]= i~δµ
ν . (6.76)

A escalas de longitud de Plank lp se espera que estas relaciones se modifiquen.
Si se denotan los operadores de coordenadas y momentos en un espacio no-
conmutativo como X̂ y P̂ respectivamente, entonces X̂µ y P̂µ estarán sujetas a
satisfacer,

[X̂µ, X̂ν ]= i~Θµν ,

[P̂µ, P̂ν ]= i~Θ̄µν ,

[X̂µ, P̂ν ]= i~δµ
ν . (6.77)

donde {Θµν} y {Θ̄µν} son matrices totalmente antisimétricas y sus coeficientes
tendrán dependencia de lp. De (6.76) y (6.77) es posible estudiar la repre-
sentación no-conmutativa X̂ y P̂ en términos de X y P , partiendo que las
primeras tienen la forma,

X̂µ =aµ
νXν + bµνPν ,

P̂µ = cµνXν + dν
µPν , µ, ν = 1, 2...n. (6.78)

Esto en forma matricial,
(

X̂

P̂

)
= M

(
X
P

)
=

(
A B
C D

)(
X
P

)
, (6.79)
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donde M es la transformación de cambio de base. Esta transformación tiene
como entradas: A = {aµ

ν}, B = {bµν}, C = {cµν} y D = {dν
µ} que son matrices

de n×n. Al introducir (6.78) en (6.77) y usando las relaciones (6.76) se obtiene,

ABT −BAT = Θ,
CDT −DCT = Θ̄,
ADT −BCT = 1.

(6.80)

donde 1 es la matriz identidad y el superíndice "T"denota la transposición de
la matriz. Si se exige que las matrices A y D, sea proporcionales a la identidad.
Al denotar con α y β a estos escalamiento, entonces se obtienen las siguientes
relaciones,

α(BT −B) = Θ,
β(C − CT ) = Θ̄,
BCT = (αβ − 1)1.

(6.81)

De las dos primeras ecuaciones se puede ver que si B y C son antisimétricas,
entonces el sistema tiene solución explícita, en efecto si se asume que B y CT

conmutan, entonces la tercera ecuación se satisface para el caso en que B y
C sean antisimétricas o simétricas. Para el caso de que ambas sean simétricas,
Θ = Θ̄ = 0, es decir el espacio es conmutativo (caso trivial). Para el caso en que
B y C sean antisimétricas se obtiene,

B =− 1
2α

Θ,

C =
1
2β

Θ̄, (6.82)

donde α y β son constantes diferentes de cero. De (6.81) y (6.82) se obtiene la
relación,

ΘΘ̄ = 4αβ(αβ − 1) · 1. (6.83)

Por lo tanto la representación matricial de (X̂, P̂ ), en el espacio conmutativo,

M =
(

α · 1 − 1
2αΘ

1
2β Θ̄ β · 1

)

2n×2n

. (6.84)

De las relaciones (6.78) y (6.84) se obtiene finalmente,

X̂µ =αXµ − i

2α
ΘµνPν , (6.85)

P̂µ =βPµ +
i

2β
Θ̄µνxν µ, ν = 1, 2...n. (6.86)

Por otro lado, para el caso de que α = β = 1, corresponde Θ̄ = 0, es decir el caso
en que solo las coordenadas no-conmutan. La matriz de transformación inversa
M−1 es un objeto que satisface la relación,

(
α · 1 − 1

2αΘ
1
2β Θ̄ β · 1

)
M−1 =

(
1 0
0 1

)
. (6.87)

De este sistema y teniendo en cuenta (6.83), se obtiene la representación matri-
cial para (X, P ), en el espacio no-conmutativo,

M−1 =

(
β

2αβ−11
Θ

2α(2αβ−1)

− Θ̄
2β(2αβ−1)

α
2αβ−11

)

2n×2n

. (6.88)
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De aquí,

Xµ =
β

ϑ
X̂µ +

iΘµν

2αϑ
P̂ν (6.89)

Pµ =
α

ϑ
P̂µ − iΘ̄µν

2βϑ
X̂ν µ, ν = 1, 2...n (6.90)

con
ϑ = 2αβ − 1. (6.91)

6.2.3. Algebra de Hopf UΘ
Θ̄

(iso(3, 1)).
A partir de (6.89) y (6.90) es posible referir los generadores (3.47) y (3.48)

a un espacio un espacio no-conmutativo (X̂, P̂ ). De aquí,

Pµ =
α

ϑ
P̂µ − iΘ̄µν

2βϑ
X̂ν , (6.92)

en tanto,

Mτµ = i

{
ητν

(
β

ϑ
x̂ν − iΘνρ

2αϑ
∂̂ρ

)(
α

ϑ
∂̂µ − iΘ̄µσ

2βϑ
x̂σ

)}
− i

{
τ ↔ µ

}

=
iαβ

ϑ2
M̂τµ − Θνρ

2ϑ2

(
ητν P̂ρP̂µ − ηµν P̂ρP̂τ

)
+

(
Θ̄µσ

2ϑ2
ητν − Θ̄τσ

2ϑ2
ηµν

)
X̂νX̂σ,(6.93)

donde se ha definido,
M̂τµ := i(X̂τ P̂µ − X̂µP̂τ ). (6.94)

Estos generadores satisfacen las mismas relaciones de conmutación que en el
caso no-deformado U(iso(3, 1)),

[Pτ , Pµ]=0, (6.95)
[Mτµ,Pα]=ηταPµ − ηµαPτ , (6.96)

[Mτµ, Mκξ]=−ητξMµκ + ηµκMτξ + ητκMµξ − ηµξMτκ. (6.97)

Para la relación (6.97),

[Mτµ, Mκξ]=−
[
ητν

(
β

ϑ
x̂ν − iΘνρ

2αϑ
∂̂ρ

)(
α

ϑ
∂̂µ − iΘ̄µσ

2βϑ
x̂σ

)
,

ηκφ

(
β

ϑ
x̂φ − iΘφϕ

2αϑ
∂̂ϕ

)(
α

ϑ
∂̂ξ − iΘ̄ξη

2βϑ
x̂η

)]

+
[

, κ ↔ ξ

]
+

[
τ ↔ µ,

]
−

[
τ ↔ µ, κ ↔ ξ

]
. (6.98)

Este conmutador se puede escribir de la forma,

[Mτµ,Mκξ] = −(A1+A2+A3+A4)+(κ ↔ ξ)+(τ ↔ µ)−(κ, τ → ξ, µ), (6.99)
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con,

A1 =ητνηκφ

(
β

ϑ
x̂ν − iΘνρ

2αϑ
∂̂ρ

)[
α

ϑ
∂̂µ − iΘ̄µσ

2βϑ
x̂σ,

β

ϑ
x̂φ − iΘφϕ

2αϑ
∂̂ϕ

](
α

ϑ
∂̂ξ − iΘ̄ξη

2βϑ
x̂η

)
,

A2 =−ητνηκφ

(
β

ϑ
x̂ν − iΘνρ

2αϑ
∂̂ρ

)(
β

ϑ
x̂φ − iΘφϕ

2αϑ
∂̂ϕ

)[
α

ϑ
∂̂ξ − iΘ̄ξη

2βϑ
x̂η,

α

ϑ
∂̂µ − iΘ̄µσ

2βϑ
x̂σ

]
,

A3 =−ητνηκφ

(
β

ϑ
x̂φ − iΘφϕ

2αϑ
∂̂ϕ

)[
α

ϑ
∂̂ξ − iΘ̄ξη

2βϑ
x̂η,

β

ϑ
x̂ν − iΘνρ

2αϑ
∂̂ρ

](
α

ϑ
∂̂µ − iΘ̄µσ

2βϑ
x̂σ

)
,

A4 =ητνηκφ

[
β

ϑ
x̂ν − iΘνρ

2αϑ
∂̂ρ,

β

ϑ
x̂φ − iΘφϕ

2αϑ
∂̂ϕ

](
α

ϑ
∂̂ξ − iΘ̄ξη

2βϑ
x̂η

)(
α

ϑ
∂̂µ − iΘ̄µσ

2βϑ
x̂σ

)
.

De las relaciones de conmutación (6.77) y de reducir términos, tanto A2 como
A4 se anulan, mientras que para A1 y A3,

A1 =
αβ

ϑ2
ητνηκµX̂νP̂ξ +

iΘνρ

2ϑ2
ητνηκµP̂ρP̂ξ

− iΘ̄ξη

2ϑ2
ητνηκµX̂νX̂η +

ΘνρΘ̄ξη

4αβϑ2
ητνηκµP̂ρX̂

η, (6.100)

A3 =−αβ

ϑ2
ητξηκφX̂φP̂µ − iΘφϕ

2ϑ2
ητξηκφP̂ϕP̂µ

+
iΘ̄µσ

2ϑ2
ητξηκφX̂φX̂σ − ΘφϕΘ̄µσ

4αβϑ2
ητξηκφP̂ϕX̂σ. (6.101)

Insertando (6.100) y (6.101) en (6.99) se obtiene,

[Mτµ, Mκξ] = −ητξMµκ + ηµκMτξ + ητκMµξ − ηµξMτκ. (6.102)

Tanto (6.95) como (6.96), se comprueban siguiendo el mismo procedimiento.
Dado que se satisfacen las relaciones (6.95), (6.96) y (6.97) los generadores Pµ

y Mτµ forman un algebra de Lie y por consiguiente tienen asociados coproductos
simétricos. Para Pµ,

∆(Pµ)=Pµ ⊗ 1 + 1⊗Pµ

=
α

ϑ
(P̂µ ⊗ 1 + 1⊗ P̂µ)− iΘ̄µν

2βϑ
(X̂ν ⊗ 1 + 1⊗ X̂ν), (6.103)

mientras que para Mτµ,

∆(Mτµ)=Mτµ ⊗ 1 + 1⊗Mτµ

=
αβ

ϑ2
(M̂τµ ⊗ 1 + 1⊗ M̂τµ)

−Θνρ

2ϑ2

(
(ητν P̂ρP̂µ − ηµν P̂ρP̂τ )⊗ 1 + 1⊗ (ητν P̂ρP̂µ − ηµν P̂ρP̂τ )

)

+
(

Θ̄µσ

2ϑ2
ητν − Θ̄τσ

2ϑ2
ηµν

)
(X̂νX̂σ ⊗ 1 + 1⊗ X̂νX̂σ). (6.104)

Al definir las counidades para esta algebra como,

ε(Mτµ) = ε(Pτ ) = 0, ε(1) = 1, (6.105)
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En tanto las antipodas,

S(Pµ)=−Pµ

=−α

ϑ
P̂µ +

iΘ̄µν

2βϑ
X̂ν , (6.106)

y

S(Mτµ)=−Mτµ

=− iαβ

ϑ2
M̂τµ +

Θνρ

2ϑ2
(ητν P̂ρP̂µ − ηµν P̂ρP̂τ )

−
(

Θ̄µσ

2ϑ2
ητν − Θ̄τσ

2ϑ2
ηµν

)
X̂νX̂σ, (6.107)

entonces con esta estructura el algebra UΘ
Θ̄

(iso(3, 1)) adquiere una estructura
de Hopf.

a) El coproducto ∆ define un morfismo, es decir:

[∆(Pτ ),∆(Pµ)]=0, (6.108)
[∆(Mτµ), ∆(Pα)]=ητα∆(Pµ)− ηµα∆(Pτ ), (6.109)

[∆(Mτµ), ∆(Mκξ)]=−ητξ∆(Mµκ) + ηµκ∆(Mτξ) + ητκ∆(Mµξ)− ηµξ∆(Mτκ).(6.110)

Para (6.110),

[∆(Mτµ), ∆(Mκξ)]= (Mτµ ⊗ 1 + 1⊗Mτµ)(Mκξ ⊗ 1 + 1⊗Mκξ)
−(Mκξ ⊗ 1 + 1⊗Mκξ)(Mτµ ⊗ 1 + 1⊗Mτµ)

= [Mτµ, Mκξ]⊗ 1 + 1⊗ [Mτµ, Mκξ]
=−ητξ∆(Mµκ) + ηµκ∆(Mτξ) + ητκ∆(Mµξ)− ηµξ∆(Mτκ).(6.111)

Las relaciones (6.108) y (6.109) se comprueban de forma análoga.
Para el axioma de coasociatividad de Mτµ por un lado,

(∆⊗ id)∆(Mτµ)=∆(Mτµ)⊗ 1 + ∆(1)⊗Mτµ

=Mτµ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Mτµ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Mτµ, (6.112)

mientras por otro,

(id⊗∆)∆(Mτµ)=Mτµ ⊗∆(1) + 1⊗∆(Mτµ)
=Mτµ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Mτµ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Mτµ. (6.113)

De (6.112) y (6.113) se satisface la coasociatividad para Mτµ. De forma análoga
se puede mostrar este axioma para Pµ.

b) El mapeo ε define un morfismo,

[ε(Pτ ), ε(Pµ)]=0, (6.114)
[ε(Mτµ), ε(Pα)]=ηταε(Pµ)− ηµαε(Pτ ), (6.115)

[ε(Mτµ), ε(Mκξ)]=−ητξε(Mµκ) + ηµκε(Mτξ) + ητκε(Mµξ)− ηµξε(Mτκ).(6.116)

Las relaciones (6.114), (6.115) y (6.116) se satisfacen trivialmente ya que para
esta algebra ε(Pτ ) = ε(Mτµ) = 0.
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Para revisar que se satisface el axioma de coasociatividad para Pτ primera-
mente por un lado,

(ε⊗ id)∆(Pτ ) = ε(Pτ )⊗ 1 + ε(1)⊗Pτ = 1⊗Pτ , (6.117)

mientras,

(id⊗ ε)∆(Pτ ) = Pτ ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Pτ ) = Pτ ⊗ 1. (6.118)

De las relaciones (6.117) y (6.118) se satisface este axioma para Pτ . El pro-
cedimiento para mostrar que ε(Mτµ) también satisface la coasociatividad es
análoga.

c) Si S define un morfismo se tienen que satisfacer,

[S(Pτ ), S(Pµ)]=0, (6.119)
[S(Mτµ), S(Pα)]=ηταS(Pµ)− ηµαS(Pτ ), (6.120)

[S(Mτµ), S(Mκξ)]=−ητξS(Mµκ) + ηµκS(Mτξ) + ητκS(Mµξ)− ηµξS(Mτκ).(6.121)

Para (6.121),

[S(Mµν), S(Mαβ)]= [Mνµ, Mβα]
=ηµβMνα − ηνβMµα + ηναMµβ − ηµαMνβ

=ηναS(Mµβ)− ηµαS(Mνβ) + ηµβS(Mνα)− ηνβS(Mµα).(6.122)

Las relaciones (6.119) y (6.120) se corroboran de forma análoga.
Para mostrar que se satisface el axioma de la antipoda para Pρ por un lado,

µ(S ⊗ id)∆(Pρ)=µ(S ⊗ id)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗Pρ)
=µ(S(Pρ)⊗ 1 + S(1)⊗Pρ)
=µ(−Pρ ⊗ 1 + 1⊗Pρ)
=−Pρ + Pρ = 0, (6.123)

Por otro,

µ(id⊗ S)∆(Pρ)=µ(id⊗ S)(Pρ ⊗ 1 + 1⊗Pρ)
=µ(Pρ ⊗ S(1) + 1⊗ S(Pρ))
=µ(Pρ ⊗ 1 + 1⊗ (−Pρ))
=Pρ −Pρ = 0. (6.124)

De (6.123) y (6.124) se sigue,

µ(S ⊗ id)∆(Pρ) = µ(id⊗ S)∆(Pρ). (6.125)

Para mostrar que Mµν el proceder es similar.
De lo anterior es claro que los generadores Pρ y Mµν forman un algebra de

Hopf denominada UΘ
Θ̄

(iso(3, 1))
En particular cuando Θ̄µν = 0 se obtiene el algebra de Hopf UΘ(isu(3, 1)),

mientras que cuando Θµν = 0 se obtiene el algebra de Hopf UΘ̄(iso(3, 1)).
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6.3. Deformación por medio de mapeos de Weyl.
En esta sección se presentara el algebra Uκ(iso(3, 1)). Esta algebra es la

representación de U(iso(3, 1)) sobre un espacio no-conmutativo muy particular.
En este estudio se asume que el espacio (campo escalar de funciones) es el
mismo que en el caso usual (conmutativo), y la no-conmutatividad se introduce
aquí por medio de un producto-? muy particular. Esta representación permite
introducir una longitud característica minima a diferencia de la representación
no deformada.

6.3.1. Doble relatividad especial.
Doble relatividad especial (DSR) es una teoría relativista en donde las trans-

formaciones entre observadores inerciales están caracterizadas por dos escalas
independientes, la velocidad de la luz y la longitud de Planck. Hay muchos ar-
gumentos para pensar que la longitud de Plank lp juega un papel crucial en
el entendimiento de la gravedad cuántica. En diferentes escenarios, como por
ejemplo gravedad cuántica de lazos se sugiere que la longitud de Planck actúa
como umbral de los efectos cuánticos en el espacio-tiempo, mas allá de la cual
la descripción del espacio tiempo pierde sentido. Así parece que el valor de lp
debe ser el mismo en todos los marcos de referencia inerciales. Esto entra en
conflicto con la relatividad general de Einstein. DSR, es una alternativa para
resolver este problema. Hay muchos modelos para DSR, en esta sección solo se
estudiara el trabajo de Amelino-Camelia, quien fue el pionero en estos estudios.
Su planteamiento para evitar la violación de la relatividad especial consiste en
modificar los postulados de Einstein, de la siguiente manera:

1. Las leyes de la física involucran dos cantidades fundamentales, la velocidad
de la luz c y la longitud de planck lp.

2. Cada observador puede establecer el valor de lp (el mismo para todos los
observadores inerciales) y esta determinado por la relación de dispersion
del fotón, que toma la forma E2 − c2p2 + f(E, p, lp) = 0, donde f es
la misma para todos los observadores inerciales y además f(E, p, lp) '
lpcp

2E.

En este escenario y partiendo de evidencia experimental para la relación de
dispersion del fotón,

2E2

[
cosh

(
E

Ep

)
− cosh

(
m

Ep

)]
= ~p2eE/Ep , (6.126)

la estructura del espacio-tiempo sufre modificaciones. Ahora las coordenadas
espaciales de la partícula (entiéndase las variables del espacio fase), satisfacen
las siguientes relaciones de conmutación,

[x̂0, x̂i]=− 1
κ

x̂i,

[x̂i, x̂j ]=0. (6.127)

Mientras el espacio de momentos deja de ser una variedad plana R3, ahora es
un espacio máximamente simétrico de curvatura constante −κ (anti de Sitter).
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Este espacio no-conmutativo es denominado κ-Minkowski. En este marco los
generadores del grupo de Poincaré deben ser modificados acorde a las anteriores
restricciones.

6.3.2. Espacio κ-Minkowski
Para modificar la estructura de los generadores del algebra de Poincaré en el

espacio κ-Minkowski, se postula que estos tienen la misma forma y se averigua
como estos actúan sobre funciones restringidas a las relaciones (6.127). El punto
de partida sera escribir las funciones de este espacio en forma exponencial y
donde las coordenadas de las funciones del argumento satisfagan las relaciones
mencionadas a través del producto-?. Esto ultimo se logra a partir de la formula
de Campbell-Baker-Hausdorff (CBS). Esta formula establece el producto de
exponenciales cuyos argumentos son funciones que satisfacen la relación,

[x̂µ, x̂ν ] = icρ
µν x̂ρ. (6.128)

De esta manera,
eikµx̂µeipν x̂ν = eiγν(k,p)x̂ν , (6.129)

con,

γ(k, p)µ = kµ + pµ +
1
2
cµ
δνkδpν + ... (6.130)

Esta formula CBH esta escrita en términos de funciones exponenciales eikx̂, que
representan extensiones de las funciones exponenciales conmutativas eikx para
un espacio no-conmutativo.

La relación (6.129) genera un producto asociativo-?cρ
µν

al asumir que el
mapeo de Weyl de una función f(x) puede ser escrito en términos de expo-
nenciales eikx̂,

Ωcρ
µν

(f) =
1

2πn/2

∫
f̃(k)eikx̂dnk. (6.131)

De esta definición la función exponencial conmutativa eikx es mapeada en la
exponencial no-conmutativa eikx̂,

Ωcρ
µν

(eikx) =
∫

δ̃(k)eikx̂dnk = eikx̂. (6.132)

Por lo tanto se tiene definido el producto-?cρ
µν

correspondiente al mapeo Ωcρ
µν
,

f ?cρ
µν

g(x) = Ω−1
cρ

µν

(
Ωcρ

µν
(f)Ωcρ

µν
(g)

)
. (6.133)

Para el caso particular que (6.128) sean las relaciones (6.127) de κ-Minkowski,
se obtiene para (6.129),

eikµx̂µeilν x̂ν = eir(k,l)µx̂µ , (6.134)

con,

r0 =k0 + l0 (6.135)

ri =
φ(k0)eλl0ki + φ(l0)li

φ(k0 + l0)
, (6.136)
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donde la función φ(a) es definida por,

φ(a) =
1
aλ

(1− e−aλ). (6.137)

De aquí, aplicando al caso de dos exponenciales se obtiene,

eikµxµ ?κ eilνxν =Ω−1
κ

(
Ωκ(eikµxµ)Ωκ(eilνxν )

)

=Ω−1
κ (eikx̂eipx̂)

=Ω−1
κ (eir(k,l)x̂µ) = eir(k,l)µxµ . (6.138)

Para el caso particular en que k = l = 0, se obtienen las siguientes relaciones,

x0 ?κ x0 =x2
0,

x0 ?κ xi =x0xi +
iλ

2
xi,

xi ?κ x0 =x0xi − iλ

2
xi,

xi ∗κ xi =x2
i .

Por lo tanto se reproducen las relaciones de conmutación del espacio-tiempo
κ-Minkowski.

6.3.3. Algebra de Hopf Uκ(iso(3, 1))

Teniendo en cuenta lo anterior, se procederá a obtener la representación del
algebra de Poincaré U(iso(3, 1)), referida a un espacio κ-Minkowski.

Traslaciones

Para el caso conmutativo en un espacio-tiempo de Minkowski los generadores
de las traslaciones actúan sobre funciones exponenciales de la siguiente manera,

Pµ(eikx) = kµeikx. (6.139)

De (6.132) una función ϕ̂ en un espacio κ-Minkowski esta definida via el mapeo
de Weyl,

ϕ̂ =
∫

d4p f̃(p)Ωκ(eipx). (6.140)

Por lo tanto de (6.139) y (6.140), resulta natural definir las traslaciones en el
espacio κ-Minkowski por los operadores Pκ

µ que satisfacen,

Pκ
µ Ωκ(eikx) ≡ kµΩκ(eikx). (6.141)

El coproducto ∆Pκ
j se obtiene al observar que de acuerdo a (6.138),

Ωκ(eipx)Ωκ(eiqx)=Ωκ(eikµxµ ? eilνxν )

=Ωκ(ei(~p+~qe−λp0 )~x−i(p0+q0)x0). (6.142)
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por lo cual,

Pκ
j Ωκ(eikx)Ωκ(eipx)=−iΩκ(∂je

i(k+̇p)x)

=−iΩκ((k+̇p)je
i(k+̇p)x)

= [Pκ
j Ωκ(eikx)][Ωκ(eipx)]

+[e−λP κ
0 Ωκ(eikx)][Pκ

j Ωκ(eipx)], (6.143)

donde,

p+̇q ≡ (p0 + q0, p1 + q1e
−λp0 , p2 + q2e

−λp0 , p3 + q3e
−λp0). (6.144)

Por lo tanto,
∆(Pκ

j ) = Pκ
j ⊗ 1 + e−λP κ

0 ⊗ Pκ
j . (6.145)

Siguiendo un procedimiento análogo se puede mostrar,

∆(Pκ
0 ) = Pκ

0 ⊗ 1 + 1⊗ Pκ
0 . (6.146)

De lo anterior es claro que los generadores (6.141) tienen diferente coproducto
respecto al caso conmutativo (2.35), sin embargo preservan el algebra de Lie
(2.36),

[
Pκ

µ , Pκ
ν

]
Ωκ(eikx)=Pκ

µ Pκ
ν Ωκ(eikx)− Pκ

ν Pκ
µ Ωκ(eikx)

=−Ωκ(∂µ∂νeikx) + Ωκ(∂ν∂µeikx)
=0. (6.147)

El hecho que el coproducto (6.145) sea distinto del usual representa un gran
inconveniente, ya que nos dice que las traslaciones son coconmutativas.

Rotaciones

De la misma manera que en el caso anterior, resulta natural definir los ope-
radores de rotación para el espacio κ-Minkowski, de la siguiente manera,

Mκ
j Ωκ(eikx) ≡ −iεjklΩκ(xk∂le

ikx). (6.148)

Al hacer actuar este operador sobre el producto de dos funciones definidas en
el espacio κ-Minkowski, se obtiene el siguiente coproducto,

∆(Mκ
j ) = Mκ

j ⊗ 1 + 1⊗Mκ
j . (6.149)

Bajo la prescripción (6.148), se obtienen las relaciones de conmutación para los
generadores de este espacio,

[Mκ
j , Pκ

µ ]Ωκ(eikx)= εjklΩκ([−xk∂µ + ∂µxk]∂le
ikx)

= δµkεjklΩκ(∂le
ikx), (6.150)

Por lo tanto,
[
Mκ

i , Pκ
j

]
Ωκ(eikx)= iεijkPκ

k[
Mκ

i , Pκ
0

]
Ωκ(eikx)=0. (6.151)
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De forma análoga se puede mostrar,

[Mκ
j , Mκ

k ]Ωκ(eikx) = iεjklM
R
l . (6.152)

De aquí los generadores de las rotaciones en este espacio (6.148), preservan
la forma del coproducto (2.44) y las algebras de Lie (2.29) y (2.37) del caso
conmutativo.

Boosts

Al igual que en el caso de las traslaciones y rotaciones, los generadores de
los boosts en un espacio κ-Minkowski, se definen de forma natural,

Nκ
j Ωκ(eikx) ≡ Ωκ{i(xj∂0 − x0∂j)(eikx)}. (6.153)

De aquí para el coproducto ∆NR
j ,

Nκ
j Ωκ(eikx)Ωκ(eipx)=Ωκ(Nje

i(k+̇p)x)

=−Ωκ[(x0(k+̇p)j − xj(k + p)0)ei(k+̇p)x]
=−[Ωκ([kjx0 − k0xj ]eikx)Ωκ(eipx)

+Ωκ(e−λk0eikx)Ωκ([pjx0 − p0xj ]eipx)
−λΩκ(kje

ikx)Ωκ(plxle
ipx)

+2Ωκ(sinh(λk0)eikx)Ωκ(p0xje
ipx)], (6.154)

donde se han usado las relaciones,

Ωκ(x0e
i(k+̇p)x)=Ωκ(ei(k+̇p)x)x̂0

=Ωκ(eikx)x̂0Ωκ(eipx)− λpΩκ(eikx)x̂Ωκ(eipx)
=Ωκ(x0e

ikx)Ωκ(eipx)− λΩκ(eikx)Ωκ(plxle
ipx), (6.155)

Ωκ(xje
i(k+̇p)x)= x̂jΩκ(ei(k+̇p)x)

= eλk0Ωκ(eikx)x̂jΩκ(eipx)
= eλk0Ωκ(eikx)Ωκ(xje

ipx). (6.156)

Por lo tanto de (6.154) se sigue,

∆(Nκ
j )=Nκ

j ⊗ 1 + e−λP κ
0 ⊗Nκ

j +

+2 sinh λPκ
0 ⊗ x̂jP

κ
0 − λPκ

j ⊗ ~̂x ~Pκ. (6.157)

El haber asumido que Nκ
j tendría la forma (6.153), trae como consecuencia que

que ∆(Nκ
j ), no sea un elemento del producto tensorial algebraico, i.e. no es

una función solamente de los elementos Mκ, Nκ, Pκ. Por lo cual es necesario
encontrar un nuevo operador N κ

j , tal que ∆(N κ
j ) sea un elemento de A ⊗ A,

donde A es el algebra generada por (Pκ
ν ,Mκ

j ,N κ
j ).

Este problema de consistencia, así como una serie amplia complicaciones,
aparecen cuando se quiere deformar algebras siguiendo procedimientos análogos
al anterior. Un método mas poderoso que libra en general, un mayor numeró de
obstáculos, es deformación mediante twist.
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6.4. Deformación por medio de Twist.
Una forma natural de deformar una algebra universal envolvente, consiste

en sustituir el producto ordinario conmutativo que actúa sobre las funciones
definidas sobre la variedad diferencial del grupo correspondiente, por un produc-
to no-conmutativo compatible con dicha algebra. Al realizar este procedimiento,
claramente se obtiene una algebra no-conmutativa, la cual ya no es dual de la
coalgebra compatible original. Para mantener la consistencia, resulta necesario
encontrar una coalgebra compatible con el algebra deformada. Esto significa en-
contrar los mapeos coproducto, counidad y antipoda que inducen los respectivos
mapeos deformados.

Drinfeld demostró que a partir de una algebra deformada, era posible cons-
truir una coalgebra dual y compatible, tal que ambas estructuras formaran tam-
bién una algebra de Hopf. Esta algebra en la literatura se le denomina deforma-
ción de Jordan.

6.4.1. Estructuras coalgebraicas compatibles con algebras
deformadas.

Si A es el algebra de funciones, para f, g ∈ A existe el mapeo multiplicación
µ tal que,

µ : A⊗A → A
µ(f ⊗ g) 7→ fg. (6.158)

Si G es el algebra del Lie, asociada al grupo de simetrías G que actúan sobre A,
los elementos a ∈ G actúan como derivaciones sobre los elementos de A,

a . (xy) = (a . x)y + x(a . y). (6.159)

Esta expresión puede reescribirse en términos del mapeo coproducto ∆ que
induce el algebra universal envolvente U(a),

∆ : U(a) → U(a)⊗ U(a)
∆(a) 7→ a⊗ 1 + 1⊗ a, (6.160)

de la forma,
a . µ(f ⊗ g) = µ(∆(a) . (f ⊗ g)). (6.161)

Esta expresión representa la covarianza del producto µ respecto a la acción de
U(g). Para un producto µ?, esta condición implicaría necesariamente la existen-
cia de un coproducto compatible ∆F ,

a . µ?(f ⊗ g) = µ?(∆F (a) . (f ⊗ g)). (6.162)

La deformación del producto µ en µ? evidentemente requiere la deformación del
coproducto ∆ en ∆F ,

a . µ?(f ⊗ g)=a . µ(F−1(f ⊗ g))
=µ(∆(a .)F−1(f ⊗ g))
=µ(F−1∆F (a .)(f ⊗ g)), (6.163)
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donde,
∆F (a .) = F∆(a .)F−1. (6.164)

Este coproducto satisface la condición de compatibilidad (6.162) por definición.
Así, de esta manera es posible encontrar mapeos coproductos duales que inducen
productos deformados. Por ejemplo para el caso del producto-?θ definido en el
capitulo anterior,

µ?θ
(f(x)⊗ g(x)) = µ ◦ F−1

θ . (f(x)⊗ g(x)), (6.165)

donde,
Fθ = e

i
2 θαβPα⊗Pβ , (6.166)

se obtiene el siguiente coproducto compatible,

∆Fθ (a .) = Fθ∆(g .)F−1
θ . (6.167)

Mediante un análisis análogo de pueden mostrar que los mapeos duales defor-
mados para la counidad y la antipoda resultan,

εF (g) = ε(g), SF (g) = uS(g)u−1, (6.168)

donde,
u = m(id⊗ S)F ; u−1 = m(S ⊗ id)F . (6.169)

A este nivel tenemos un procedimiento que permite encontrar estructuras coalge-
braicas compatibles con un algebras deformadas, sin embargo esto no garantiza
que estas dos estructuras formen una algebra de Hopf. En la siguiente sección se
mostraran los requisitos que debe satisfacer F para que esto ultimo se satisfaga.

6.4.2. Twist.
Suponiendo que se tiene una algebra de Hopf (A,m, i, ∆, ε, S) y un elemento

invertible F ∈ A⊗A que genera los mapeos,

∆F (a) = F∆(a)F−1, εF (a) = ε(a), SF (a) = uS(a)u−1, (6.170)

Para que (A,m, i, ∆F , εF , SF ) también forme una algebra de Hopf es necesario
que se satisfagan los axiomas de coasociatividad, counidad, y antipoda,

(∆F ⊗ id)∆F (a)= (id⊗∆F )∆F (a), (6.171)
(εF ⊗ id)∆F (a)= (id⊗ εF )∆F (a) = a, (6.172)

µ(SF ⊗ id)∆F (a)=µ(id⊗ SF )∆F (a). (6.173)

Para (6.171) por un lado,

(∆F ⊗ id)∆F (a)= (F ⊗ 1)[(∆⊗ id)(F∆(a)F−1)](F−1 ⊗ 1)
=F12(∆⊗ id)F(∆⊗ id)∆(a)(∆⊗ id)F−1F−1

12 , (6.174)

mientras por otro,

(id⊗∆F )∆F (a)= (1⊗F)(id⊗∆)(F∆(a)F−1)(1⊗F−1)
=F23(id⊗∆)F(id⊗∆)∆(a)(id⊗∆)F−1F−1

23 . (6.175)
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De (6.174) y (6.175) se sigue que la condición para que se satisfaga la coasocia-
tividad es,

F12(∆⊗ id)F = F23(id⊗∆)F , (6.176)

donde F12 = F ⊗ 1 y F23 = 1⊗F .
De la misma forma para (6.172) por un lado,

(εF ⊗ id)∆F (a) = (ε⊗ id)F∆(a)F−1, (6.177)

mientras,
(id⊗ εF )∆F (a) = (id⊗ ε)F∆(a)F−1. (6.178)

De las ecuaciones (6.177) y (6.178) se sigue que la condición de counidad queda
satisfecha con,

(ε⊗ id)F = (id⊗ ε)F = 1. (6.179)

De forma análoga se puede mostrar que el axioma de la antipoda (6.173) se
satisface de forma directa sin exigir ninguna condición adicional sobre F .

Si F ∈ A ⊗ A satisface las condiciones (6.176) y (6.179) se le denomina
twist de Drinfeld, mientras que a las deformaciones que fijan la estructura alge-
braica (A,m, i) y modifican solo la estructura coalgebraica (∆F , εF , SF ) se les
denomina deformaciones de Jordan.

6.4.3. Deformación de Jordan UF(sl(2)).
Se denota con UF (sl(2)) al algebra de Jordan cuyos generadores satisfacen

las relaciones de conmutación,

[H, E] = 2E, [H, F ] = −2F, [E, F ] = H. (6.180)

Con los mapeos,

∆F (E) = F∆(E)F−1, ∆F (F ) = F∆(F )F−1, ∆F (H) = F∆(H)F−1,
(6.181)

εF (E) = ε(E) = εF (F ) = ε(F ) = εF (H) = ε(H) = 0, (6.182)

SF (E) = uS(E)u−1, SF (F ) = uS(F )u−1, SF (H) = uS(H)u−1, (6.183)

definidos a partir del twist de Drinfeld,

F = e−
1
2 H⊗σ, σ = − ln(1− 2~E). (6.184)

Esta algebra UF (sl(2)) forma un algebra de Hopf. Para probar esto primera-
mente se tiene que mostrar que F satisface las condiciones de coasociatividad
(6.176) y counidad (6.179). Primeramente para la coasociatividad por un lado,

F12(∆⊗ id)F =F12

∞∑
n=0

(
− 1

2

)n

(∆⊗ id)(Hn ⊗ σn)

=F12

∞∑
n=0

(
− 1

2

)n

(∆(H)n ⊗ σn)

=F12e
− 1

2 (H⊗1⊗σ+1⊗H⊗σ)

=(F ⊗ 1)e−
1
2 (H⊗1⊗σ+1⊗H⊗σ)

= e−
1
2 (H⊗σ⊗1)e−

1
2 (H⊗1⊗σ+1⊗H⊗σ)

= e−
1
2 (H⊗σ⊗1+H⊗1⊗σ+1⊗H⊗σ)e([α,β]+[α,γ])/2, (6.185)



6. Grupos cuánticos. 113

donde α = − 1
2 (H ⊗ σ ⊗ 1), β = − 1

2 (H ⊗ 1⊗ σ) y γ = − 1
2 (1⊗H ⊗ σ). por otro

lado,

F23(id⊗∆)F = e−
1
2 (1⊗H⊗σ)e−

1
2 (H⊗σ⊗1+H⊗1⊗σ)

= e−
1
2 (1⊗H⊗σ+H⊗σ⊗1+H⊗1⊗σ)e([γ,α,]+[γ,β])/2. (6.186)

Teniendo en cuenta que,

[α, β] + [α, γ] = [γ, α, ] + [γ, β] = H ⊗ [σ,H]⊗ σ, (6.187)

de (6.185) y (6.186) se satisface la condición,

F12(∆⊗ id)F = F23(id⊗∆)F . (6.188)

Para la counidad por una parte,

(ε⊗ id)(F)=
∞∑

n=0

(
− 1

2

)n

(ε⊗ id)(Hn ⊗ σn)

=
∞∑

n=0

(
− 1

2

)n

(ε(H)n ⊗ σn) = e0 = 1. (6.189)

Por otro lado,

(id⊗ ε)(F)=
∞∑

n=0

(
− 1

2

)n

(id⊗ ε)(Hn ⊗ σn)

=
∞∑

n=0

(
− 1

2

)n

(Hn ⊗ ε(σ)n) = e0 = 1. (6.190)

De (6.189) y (6.190) queda satisfecha la condición,

(ε⊗ id)(F) = (id⊗ ε)(F). (6.191)

Ahora se procederá a calcular explícitamente los coproducto. Primeramente para
∆F (E),

∆F (E) = F∆(E)F−1 = e−
H
2 ⊗σ(E ⊗ 1 + 1⊗ E)e

H
2 ⊗σ. (6.192)

Esta expresión puede desarrollarse teniendo en cuenta la relación de Hadamar,

eΛΨe−Λ = eadΛ(Ψ) =
∞∑

n=0

1
n!

ad(Λ)n(Ψ)

=Ψ +
1
1!

[Λ, Ψ] +
1
2!

[Λ, [Λ,Ψ]] +
1
3
[Λ, [Λ, [Λ, Ψ]]] + ..., (6.193)

Identificando los términos,

Ψ=E ⊗ 1 + 1⊗ E, (6.194)

Λ=−1
2
H ⊗ σ. (6.195)
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Para el primer conmutador,

[
Λ, Ψ]=

[− 1
2
H ⊗ σ,E ⊗ 1

]
+

[− 1
2
H ⊗ σ, 1⊗ E

]

=−1
2
HE ⊗ σ +

1
2
EH ⊗ σ − 1

2
H ⊗ σE +

1
2
H ⊗ Eσ

=−1
2
[
H, E

]⊗ σ − 1
2
H ⊗ [

σ,E
]
. (6.196)

Por lo cual,

1
1!

[
Λ, Ψ

]
=− 1

1!
E ⊗ σ. (6.197)

Mientras que para el segundo,

[
Λ,

[
Λ,Ψ

]]
=

[− 1
2
H ⊗ σ,−E ⊗ σ

]

=
1
2
HE ⊗ σ2 − 1

2
EH ⊗ σ2

=
1
2
[
H, E]⊗ σ2. (6.198)

Por lo tanto,
1
2!

[
Λ,

[
Λ, Ψ

]]
=

1
2!

E ⊗ σ2 (6.199)

De aquí para el n-simo termino,

1
n!

[Λ, [Λ, ..., Ψ]...] =
(−1)n

n!
E ⊗ σn. (6.200)

Por lo tanto para (6.192) se obtiene,

eΛΨe−Λ =E ⊗ 1 + 1⊗ E + E ⊗
∞∑

n=1

(−σ)n

n!

=E ⊗ 1 + 1⊗ E + (E ⊗ e−σ − E ⊗ 1). (6.201)

Por lo tanto,
∆F (E) = E ⊗ e−σ + 1⊗ E (6.202)

De forma análoga se calculan ∆F (F ) y ∆F (H) obteniéndose,

∆F (F )= eσ ⊗ F + F ⊗ 1− eσH ⊗ ~H − eσ(eσ − 1)⊗ ~
2
H(H + 2),

∆F (H)= eσ ⊗H + H ⊗ 1. (6.203)

Para facilitar los cálculos para la obtención de las antipodas es importante antes
demostrar lo siguiente:

Si A es una algebra sobre C, si A,B, C ∈ A. Si se asume que A conmuta con
C y [A,B] = BC, entonces,

e~ABe−~A = Be~C . (6.204)
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Para mostrar esto se tiene que AB = B(A + C), y entonces por inducción
AnB = B(A + C)n, de aquí,

e~AB =
∞∑

n=0

~n

n!
AnB

=
∞∑

n=0

~n

n!
B(A + C)n

=Be~(A+C) = Be~Ce~A. (6.205)

Multiplicando por la derecha ambos lados de la ecuación por e~A se obtiene
el resultado deseado. Una vez obtenido este resultado se procede a calcular la
antipoda SF (E),

SF (E) = uS(E)u−1 =
[ ∞∑

n=0

(
− 1

2

)n

HnS(σn)
]
S(E)

[ ∞∑
n=0

(
1
2

)n

S(Hn)σn

]

=
[ ∞∑

n=0

(
− 1

2

)n

Hn(−σn)
]
(−E)

[ ∞∑
n=0

(
1
2

)n

(−Hn)σn

]

=−e
1
2 HσEe−

1
2 Hσ. (6.206)

Teniendo en cuenta que,

1
2
[Hσ,E] =

1
2

(
H[σ,E] + [H, E]σ

)
= Eσ. (6.207)

Teniendo en cuenta (6.207) y (6.204) se obtiene finalmente para (6.331),

SF (E) = −Eeσ. (6.208)

Siguiendo un procedimiento similar se pueden encontrar,

SF (H)=−He−σ, (6.209)

SF (F )=−Fe−σ − ~
2
H2(e−σ + 1)e−σ + ~H(e−σ − 1)e−σ. (6.210)

Las counidades en esta algebra UF (sl(2)) son las mismas de U(sl(2)).

6.4.4. Deformación de Jordan UΞF

Para el caso particular en que g sea el algebra de Lie de los campos vectoriales
en el espacio-tiempo M = R4, se considera el twist,

F = e−
i
2 θµν ∂

∂xµ⊗ ∂
∂xν , (6.211)

donde θµν es una matriz antisimetrica. Esta constante esta relacionada con la
longitud de Plank lp y se considera fundamental en el mismo sentido que la
velocidad de la luz (c) y la constante de plank (~). Las simetrías de los sistemas
físicos tendrían a (θµν , c y ~) invariantes. El elemento F tiene como inverso,

F−1 = e
i
2 θµν ∂

∂xµ⊗ ∂
∂xν . (6.212)
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Este twist satisface las condiciónes (6.176) y (6.179), ya que el algebra de Lie
de derivadas parciales es abeliano. El producto-? entre funciones es obtenido a
partir del producto ordinario, via la acción del operador twist,

f ? g := µ ◦ F−1(f ⊗ g) , (6.213)

donde µ es el producto usual entre dos funciones, µ(f⊗g) = fg. Frecuentemente
se utiliza la siguiente notación (suma sobre α),

F = fα ⊗ fα, (6.214)
F−1 = f̄α ⊗ f̄α. (6.215)

De esta manera,
f ? g := f̄α(f)f̄α(g) . (6.216)

Esto ultimo de forma explícita resulta,

F−1 = e
i
2 θµν ∂

∂xµ⊗ ∂
∂xν =

∑ 1
n!

(
i

2

)n

θµ1ν1 . . . θµnνn∂µ1 . . . ∂µn
⊗ ∂ν1 . . . ∂νn

= f̄α ⊗ f̄α . (6.217)

A partir de (6.170) es posible deformar el algebra de Hopf de los campos
vectoriales via la acción de twist, teniendo en cuenta que UΞ = UΞF . De esta
manera se tienen los mapeos coproducto, counidad y antipoda definidos de la
siguiente manera,

∆F (ξ)=F∆(ξ)F−1, (6.218)
SF (ξ)=uS(ξ)u−1, (6.219)
εF (ξ)= ε(ξ). (6.220)

El uso de la notación "suma sobre"tiene muchas ventajas, ya que simplifica
de sobremanera los desarrollos. Por ejemplo, para (6.169) teniendo en cuenta
(6.214) se obtiene,

u=m(S ⊗ id)(F)
=m(S ⊗ id)(fα ⊗ fα)
=m(fαS ⊗ fα)
= fαS(fα). (6.221)

Mientras que de (6.169) y (6.215),

u−1 = S(f̄α)f̄α. (6.222)

Por otro lado para demostrar que (UΞF , ·, i, ∆F , SF , εF ), forma una algebra de
Hopf, es necesario hacer ver que los mapeos cumplen los axiomas de coasocia-
tividad, counidad y de la antipoda. Para el axioma de la counidad es necesario
mostrar,

(ε⊗ id)∆F (ξ) = ξ = (id⊗ ε)∆F (ξ). (6.223)

Para el lado derecho de la ecuación,

(ε⊗ id)∆F (ξ)= (ε⊗ id)(f αξ1 f̄
β ⊗ f αξ2 f̄ β)

= ε(f αξ1 f̄
β)f αξ2 f̄ β

= ε(f α)ε(ξ1)ε(f̄
β)f αξ2 f̄ β . (6.224)
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Al considerar la identidad,
FF−1 = 1⊗ 1, (6.225)

se tiene,

1 = (ε⊗ id)FF−1 =(ε⊗ id)(f α f̄ β ⊗ f α f̄ β)

= ε(f α)ε(f̄ β)f α f̄ β . (6.226)

De (6.224) y (6.226), se obtiene finalmente,

(ε⊗ id)∆F (ξ) = ε(ξ1)ξ2 = ξ. (6.227)

Por otro lado, para el lado izquierdo,

(id⊗ ε)∆F (ξ)= (id⊗ ε)(fαξ1f̄
β ⊗ fαξ2f̄β)

=fαξ1f̄
βε(fαξ2f̄β)

= fαξ1f̄
βε(fα)ε(ξ2)ε(f̄β). (6.228)

Al aplicar (6.226) a esto anterior se obtiene finalmente,

(id⊗ ε)∆F (ξ) = ξ1ε(ξ2) = ξ. (6.229)

De (6.227) y (6.229), queda demostrado esta propiedad. Tanto el axioma de
coasociatividad y la antipoda se muestran de una forma similar.

6.4.5. Deformación de Jordan δξ(UΞ)F .
Se denota con δξ(UΞ)F al algebra de Jordan de difeomorfismos, cuyos gen-

eradores satisfacen las relaciones de conmutación,

[δξ, δη] = δξ×η. (6.230)

con los mapeos,

∆F (δξ) = F∆(δξ)F−1, εF (δξ) = ε(δξ) = 0, SF (δξ) = uS(δξ)u−1, (6.231)

definidos a partir del twist de Drinfeld,

F = e−
i
2 θµν∂µ⊗∂ν , (6.232)

Como se menciono en la sección anterior, este twist satisface las condiciones
(6.176) y (6.179), ya que el algebra de Lie de derivadas parciales es abeliano.

Calculando explícitamente el coproducto ∆F (δξ),

∆F (δξ)=F∆(δξ)F−1

= e−
i
2 θµν∂µ⊗∂ν (δξ ⊗ 1 + 1⊗ δξ)e

i
2 θµν∂µ⊗∂ν . (6.233)

Esta expresión puede desarrollarse teniendo en cuenta la relación de Hadamar
(6.193) al identificar,

Ψ= δξ ⊗ 1 + 1⊗ δξ, (6.234)

Λ=− i

2
θµν∂µ ⊗ ∂ν , (6.235)
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se obtiene,

[Λ,Ψ]=
−iθµν

2

(
[∂µ ⊗ ∂ν , δξ ⊗ 1] + [∂µ ⊗ ∂ν , 1⊗ δξ]

)

=
−iθµν

2

(
δ(∂µξ) ⊗ ∂ν + ∂µ ⊗ δ(∂νξ)

)
, (6.236)

donde se ha definido,
[∂ρ, δξ] := δ(∂ρξ). (6.237)

Por lo cual, a primer orden se tiene,

∆F (δξ) = δξ ⊗ 1 + 1⊗ δξ − iθµν

2

(
δ(∂µξ) ⊗ ∂ν + ∂µ ⊗ δ(∂νξ)

)
+O(θ2). (6.238)

En tanto para la antipoda SF (δξ),

SF (δξ)=uS(δξ)u−1

=
[ ∞∑

n=0

(
iθµν

2

)n

∂n
µS(∂n

ν )
]
S(δξ)

[ ∞∑
n=0

(−iθµν

2

)n

S(∂n
µ)∂n

ν

]

=
[ ∞∑

n=0

(
iθµν

2

)n

∂n
µ(−∂n

ν )
]
(−δξ)

[ ∞∑
n=0

(−θµν

2

)n

(−∂n
µ)∂n

ν

]

=−e−
iθµν

2 ∂µ∂ν δξe
iθµν

2 ∂µ∂ν . (6.239)

Identificando términos,

Ψ= δξ, (6.240)

Λ=− i

2
θµν∂µ∂ν . (6.241)

De aquí,

[Λ, Ψ]=− i

2
θµν [∂µ∂ν , δξ]

=− i

2
θµν

(
∂µ[∂ν , δξ] + [∂µ, δξ]∂ν)

=− i

2
θµν

(
∂µδ(∂νξ) + δ(∂µξ)∂ν

)
= 0. (6.242)

Por lo tanto de la relación de Hadamar (6.193) se obtiene finalmente SF (δξ),

SF (δξ) = −δξ. (6.243)

La counidad de esta algebra es la misma que para el caso no deformado,

εF (δξ) = ε(δξ) = 0. (6.244)

6.4.6. Deformaciones de Jordan para U(H(3, 1)).
En esta sección se presentaran dos deformaciones del algebra U(H(3,1)).

Estas deformaciones se obtendrán por medio de los twist’s,

Fθ = e
i
2 θαβPα⊗Pβ ,

Fθ̄ = e
i
2 θ̄αβXα⊗Xβ

. (6.245)
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Estos elementos pertenecen al algebra universal envolvente Fθ,Fθ̄ ∈ U(H(3, 1))⊗
U(H(3, 1)), ya que los elementos polinomiales que se obtienen de expandir la
exponencial pertenecen a esta algebra. Para la primera representación se usara
Pα . Xµ = δµ

α, Mientras que para la segunda se considerara Xα . Pµ = δα
µ .

Deformación de Jordan UFθ (H(3, 1)).

Los generadores del algebra de Jordan UFθ (H(3, 1)) satisfacen las relaciones
conmutación,

[Xµ, Xν ]=0, (6.246)
[Pµ, Pν ]=0, (6.247)
[Xµ, Pν ]= iδµ

ν . (6.248)

Con los mapeos,

∆Fθ (Xµ) = Fθ∆(Xµ)F−1
θ , ∆Fθ (Pσ) = Fθ∆(Pσ)F−1

θ , (6.249)

εFθ (Xµ) = ε(Xµ) = εFθ (Pσ) = ε(Pσ) = 0, (6.250)

SFθ (Xµ) = uS(Xµ)u−1, SFθ (Pσ) = uS(Pσ)u−1, (6.251)

definidos con del twist de Drinfeld,

Fθ = e
i
2 θαβPα⊗Pβ ; θµν = −θνµ. (6.252)

Con estas estructuras UFθ (H(3, 1)) forma una algebra de Hopf. Antes de mostrar
esto ultimo se mostrara que Fθ es un buen twist, es decir satisface las condiciones
de coasociatividad (6.176) y counidad (6.179). Primeramente para la coasocia-
tividad por un lado,

F12
θ (∆⊗ id)Fθ =F12

θ

∞∑
n=0

(
iθαβ

2

)n

(∆⊗ id)(Pn
α ⊗ Pn

β )

=F12
θ

∞∑
n=0

(
iθαβ

2

)n

(∆(Pα)n ⊗ Pn
β )

=F12
θ e

i
2 θαβ(Pα⊗1⊗Pβ+1⊗Pα⊗Pβ)

=(Fθ ⊗ 1)e
i
2 θαβ(Pα⊗1⊗Pβ+1⊗Pα⊗Pβ)

= e
i
2 θαβ(Pα⊗Pβ⊗1)e

i
2 θαβ(Pα⊗1⊗Pβ+1⊗Pα⊗Pβ)

= e
i
2 θαβ(Pα⊗Pβ⊗1+Pα⊗1⊗Pβ+1⊗Pα⊗Pβ), (6.253)

mientras que,

F23
θ (id⊗∆)Fθ = e

i
2 θαβ(1⊗Pα⊗Pβ)e

i
2 θαβ(Pα⊗Pβ⊗1+Pα⊗1⊗Pβ)

= e
i
2 θαβ(1⊗Pα⊗Pβ+Pα⊗Pβ⊗1+Pα⊗1⊗Pβ), (6.254)

De (6.253) y (6.254) se satisface la condición,

F12
θ (∆⊗ id)Fθ = F23

θ (id⊗∆)Fθ. (6.255)
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Para la counidad por una parte,

(ε⊗ id)(Fθ)=
∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

(ε⊗ id)(Pn
α ⊗ Pn

β )

=
∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

(ε(Pα)n ⊗ Pn
β ) = e0 = 1, (6.256)

por otro lado,

(id⊗ ε)(Fθ)=
∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

(id⊗ ε)(Pn
α ⊗ Pn

β )

=
∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

(Pn
α ⊗ ε(Pβ)n) = e0 = 1. (6.257)

De (6.256) y (6.257) queda satisfecha la condición,

(ε⊗ id)(Fθ) = (id⊗ ε)(Fθ). (6.258)

Ahora se procederá a calcular explícitamente los coproductos. Primeramente
para ∆Fθ (Xµ),

∆Fθ (Xµ)=Fθ∆(Xµ)F−1
θ

= e
i
2 θαβPα⊗Pβ (Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)e−

i
2 θαβPα⊗Pβ . (6.259)

Esta expresión puede desarrollarse teniendo en cuenta la relación de Hadamar
(6.193) al identificar,

Ψ=Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ, (6.260)

Λ=
i

2
θαβPα ⊗ Pβ . (6.261)

Dado que,

[
Λ, Ψ]=

i

2
θαβ

[
Pα ⊗ Pβ , Xµ ⊗ 1

]
+

i

2
θαβ

[
Pα ⊗ Pβ , 1⊗Xµ

]

=
i

2
θαβ([Pα, Xµ]⊗ Pβ + Pα ⊗ [Pβ , Xµ])

=
i

2
θµβ(1⊗ Pβ) +

i

2
θαµ(Pα ⊗ 1). (6.262)

En tanto,

1
2!

[Λ, [Λ,Ψ]]=
(

i

2
θαβ

)(
i

2
θµβ

)
[Pα ⊗ Pβ , 1⊗ Pβ ]

+
(

i

2
θαβ

)(
i

2
θαµ

)
[Pα ⊗ Pβ , Pα ⊗ 1]

=
(

i

2
θαβ

)(
i

2
θµβ

)
Pα ⊗ [Pβ ⊗ Pβ ]

+
(

i

2
θαβ

)(
i

2
θαµ

)
[Pα, Pα]⊗ Pβ = 0. (6.263)
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Por lo tanto se obtiene,

∆Fθ (Xµ) = Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ +
i

2
θµβ(1⊗ Pβ) +

i

2
θαµ(Pα ⊗ 1). (6.264)

Mientras que para ∆Fθ (Pµ),

∆Fθ (Pµ)=Fθ∆(Pµ)F−1
θ

= e
i
2 θαβPα⊗Pβ (Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ)e−

i
2 θαβPα⊗Pβ . (6.265)

Identificando,

Ψ=Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ, (6.266)

Λ=
i

2
θαβPα ⊗ Pβ . (6.267)

Dado que,

[
Λ, Ψ]=

i

2
θαβ

[
Pα ⊗ Pβ , Pµ ⊗ 1

]
+

i

2
θαβ

[
Pα ⊗ Pβ , 1⊗ Pµ

]

=
i

2
θαβ([Pα, Pµ]⊗ Pβ + Pα ⊗ [Pβ , Pµ]) = 0. (6.268)

se obtiene para ∆Fθ (Pµ),

∆Fθ (Pµ) = Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ. (6.269)

Para la antipoda SFθ (Xµ),

SFθ (Xµ)=uS(Xµ)u−1

=
[ ∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

Pn
α S(Pn

β )
]
S(Xµ)

[ ∞∑
n=0

(−iθαβ

2

)n

S(Pn
α )Pn

β

]

=
[ ∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

Pn
α (−Pn

β )
]
(−Xµ)

[ ∞∑
n=0

(
iθαβ

2

)n

(−Pn
α )Pn

β

]

=−e−
iθαβ

2 PαPβ Xµe
iθαβ

2 PαPβ . (6.270)

Identificando términos,

Ψ=Xµ, (6.271)

Λ=− i

2
θαβPαPβ . (6.272)

De aquí,

[Λ, Ψ]=− i

2
θαβ [PαPβ , Xµ]

=− i

2
θαβ(Pα[Pβ , Xµ] + [Pα, Xµ]Pβ)

=
i

2
θµαPα − i

2
θµβPβ = 0. (6.273)

Por lo tanto de la relación de Hadamar (6.193) se obtiene para SFθ (Pµ),

SFθ (Pµ) = −Pµ. (6.274)
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Para la antipoda SFθ (Pµ),

SFθ (Pµ) = uS(Pµ)u−1

=
[ ∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

Pn
α S(Pn

β )
]
S(Pµ)

[ ∞∑
n=0

(−iθαβ

2

)n

S(Pn
α )Pn

β

]

=
[ ∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

Pn
α (−Pn

β )
]
(−Pµ)

[ ∞∑
n=0

(
iθαβ

2

)n

(−Pn
α )Pn

β

]

=−e−
iθαβ

2 PαPβ Pµe
iθαβ

2 PαPβ . (6.275)

Al identificar,

Ψ=Pµ, (6.276)

Λ=− i

2
θαβPαPβ , (6.277)

se obtiene,
[Λ, Ψ] = 0. (6.278)

Por lo tanto de la relación (6.193) se obtiene finalmente,

SFθ (Pµ) = −Pµ. (6.279)

Las counidades de esta algebra UFθ (H(3, 1)) son las mismas que las del algebra
no deformada U(H(3, 1)),

εFθ (Xν) = εFθ (Pµ) = 0. (6.280)

Deformación de Jordan UFθ̄ (H(3, 1)).

El algebra de Jordan UFθ̄ (H(3, 1)) se define a partir de las relaciones con-
mutación,

[Xµ, Xν ]=0, (6.281)
[Pµ, Pν ]=0, (6.282)
[Xµ, Pν ]= iδµ

ν . (6.283)

Con los mapeos,

∆Fθ̄ (Xµ) = Fθ̄∆(Xµ)F−1
θ̄

, ∆Fθ̄ (Pσ) = Fθ̄∆(Pσ)F−1
θ̄

, (6.284)

εFθ̄ (Xµ) = ε(Xµ) = εFθ̄ (Pσ) = ε(Pσ) = 0, (6.285)

SFθ̄ (Xµ) = uS(Xµ)u−1, SFθ̄ (Pσ) = uS(Pσ)u−1, (6.286)

definidos a partir del twist de Drinfeld,

Fθ̄ = e
i
2 θ̄αβXα⊗Xβ

; θ̄µν = −θ̄νµ. (6.287)

Con estas estructuras UFθ̄ (H(3, 1)) forma una algebra de Hopf.
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El elemento Fθ̄ es un buen twist, es decir satisface las condiciones de coaso-
ciatividad (6.176) y counidad (6.179). Primeramente para la coasociatividad por
un lado,

F12
θ̄ (∆⊗ id)Fθ̄ =F12

θ̄

∞∑
n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(∆⊗ id)((Xα)n ⊗ (Xβ)n)

=F12
θ̄

∞∑
n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(∆(Xα)n ⊗ (Xβ)n)

=F12
θ̄ e

i
2 θ̄αβ(Xα⊗1⊗Xβ+1⊗Xα⊗Xβ)

=(Fθ̄ ⊗ 1)e
i
2 θ̄αβ(Xα⊗1⊗Xβ+1⊗Xα⊗Xβ)

= e
i
2 θ̄αβ(Xα⊗Xβ⊗1)e

i
2 θ̄αβ(Xα⊗1⊗Xβ+1⊗Xα⊗Xβ)

= e
i
2 θ̄αβ(Xα⊗Xβ⊗1+Xα⊗1⊗Xβ+1⊗Xα⊗Xβ), (6.288)

mientras que,

F23
θ̄ (id⊗∆)Fθ̄ = e

i
2 θ̄αβ(1⊗Xα⊗Xβ)e

i
2 θ̄αβ(Xα⊗Xβ⊗1+Xα⊗1⊗Xβ)

= e
i
2 θ̄αβ(1⊗Xα⊗Xβ+Xα⊗Xβ⊗1+Xα⊗1⊗Xβ), (6.289)

De (6.288) y (6.289) se satisface la condición,

F12
θ̄ (∆⊗ id)Fθ̄ = F23

θ̄ (id⊗∆)Fθ̄. (6.290)

Para la counidad por una parte,

(ε⊗ id)(Fθ̄)=
∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(ε⊗ id)((Xα)n ⊗ (Xβ)n)

=
∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(ε(Xα)n ⊗ (Xβ)n) = e0 = 1, (6.291)

por otro lado,

(id⊗ ε)(Fθ̄)=
∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(id⊗ ε)((Xα)n ⊗ (Xβ)n)

=
∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

((Xα)n ⊗ ε(Xβ)n) = e0 = 1. (6.292)

De (6.291) y (6.292) queda satisfecha la condición,

(ε⊗ id)(Fθ̄) = (id⊗ ε)(Fθ̄). (6.293)

Para ∆Fθ̄ (Xµ),

∆Fθ̄ (Xµ)=Fθ̄∆(Xµ)F−1
θ̄

= e
i
2 θ̄αβXα⊗Xβ

(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)e−
i
2 θ̄αβXα⊗Xβ

. (6.294)

Esta expresión se desarrolla con la ayuda de la relación de Hadamar (6.193)
teniendo en cuenta la identificación,

Ψ=Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ, (6.295)

Λ=
i

2
θ̄αβXα ⊗Xβ . (6.296)
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Dado que,

[
X,Y ]=

i

2
θ̄αβ

[
Xα ⊗Xβ , Xµ ⊗ 1

]
+

i

2
θ̄αβ

[
Xα ⊗Xβ , 1⊗Xµ

]

=
i

2
θ̄αβ([Xα, Xµ]⊗Xβ + Xα ⊗ [Xβ , Xµ]) = 0. (6.297)

Por lo tanto,
∆Fθ̄ (Xµ) = Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ. (6.298)

Por otro lado para ∆Fθ̄ (Pµ),

∆Fθ̄ (Pµ)=Fθ̄∆(Pµ)F−1
θ̄

= e
i
2 θ̄αβXα⊗Xβ

(Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ)e−
i
2 θ̄αβXα⊗Xβ

. (6.299)

Identificando,

Ψ=Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ, (6.300)

Λ=
i

2
θ̄αβXα ⊗Xβ , (6.301)

se obtiene para el primer conmutador,

[
Λ, Ψ]=

i

2
θ̄αβ

[
Xα ⊗Xβ , Pµ ⊗ 1

]
+

i

2
θ̄αβ

[
Xα ⊗Xβ , 1⊗ Pµ

]

=
i

2
θ̄αβ([Xα, Pµ]⊗Xβ + Xα ⊗ [Xβ , Pµ])

=
i

2
θ̄µβ(1⊗Xβ) +

i

2
θ̄αµ(Xα ⊗ 1). (6.302)

En tanto,

1
2!

[Λ, [Λ, Ψ]] = 0. (6.303)

Por lo cual,

∆Fθ̄ (Pµ) = Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ +
i

2
θ̄µβ(1⊗Xβ) +

i

2
θ̄αµ(Xα ⊗ 1). (6.304)

Para la antipoda SFθ̄ (Xµ),

SFθ̄ (Xµ)=uS(Xµ)u−1

=
[ ∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(Xα)nS(Xβ)n

]
S(Xµ)

[ ∞∑
n=0

(−iθ̄αβ

2

)n

S(Xα)n(Xβ)n

]

=
[ ∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(Xα)n(−Xβ)n

]
(−Xµ)

[ ∞∑
n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(−Xα)n(Xβ)n

]

=−e−
iθ̄αβ

2 XαXβ

Xµe
iθαβ

2 XαXβ

. (6.305)

Identificando términos,

Ψ=Xµ, (6.306)

Λ=− i

2
θ̄αβXαXβ . (6.307)
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De aquí,

[Λ,Ψ]=− i

2
θ̄αβ [XαXβ , Xµ] = 0. (6.308)

Por lo cual de la relación de Hadamar (6.193) se obtiene,

SFθ̄ (Pµ) = −Pµ. (6.309)

Por otro lado para la antipoda SFθ̄ (Pµ),

SFθ̄ (Pµ) = uS(Pµ)u−1

=
[ ∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(Xα)nS(Xβ)n

]
S(Pµ)

[ ∞∑
n=0

(−iθ̄αβ

2

)n

S(Xα)n(Xβ)n

]

=
[ ∞∑

n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(Xα)n(−Xβ)n

]
(−Pµ)

[ ∞∑
n=0

(
iθ̄αβ

2

)n

(−Xα)n(P β)n

]

=−e−
iθ̄αβ

2 XαXβ

Pµe
iθ̄αβ

2 XαXβ

. (6.310)

Al identificar términos,

Ψ=Pµ, (6.311)

Λ=− i

2
θ̄αβXαXβ , (6.312)

se obtiene,

[Λ, Ψ]=− i

2
θ̄αβ [XαXβ , Pµ]

=− i

2
θ̄αβXα[Xβ , Pµ]− i

2
θ̄αβ [Xα, Pµ]Xβ

=
i

2
θ̄µαXα − i

2
θ̄µβXβ = 0. (6.313)

Por lo tanto finalmente se tiene,

SFθ̄ (Pµ) = −Pµ. (6.314)

Las counidades de esta algebra UFθ̄ (H(3, 1)) son las mismas que las del algebra
no deformada U(H(3, 1)),

εFθ̄ (Xν) = εFθ̄ (Pµ) = 0. (6.315)

6.4.7. Deformaciones de Jordan para U(iso(3, 1)).
Por ultimo en esta sección se presentaran diferentes deformaciones para el

álgebra universal envolvente U(iso(3, 1)). Estas deformaciones serán compati-
bles con las algebras deformadas que se obtienen a partir de los productos-?
encontrados en el capitulo anterior.
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Deformación de Jordan UFθ (iso(3, 1)).

En el álgebra de jordan UFθ (iso(3, 1)) los generadores satisfacen el algebra,
[
Pµ, Pν

]
=0, (6.316)[

Mµν , Pρ

]
=ηνρPµ − ηµρPν , (6.317)[

Mµν ,Mαβ

]
=ηναMµβ − ηµαMνβ + ηµβMνα − ηνβMµα. (6.318)

Con las relaciones,

∆Fθ (Mµν) = Fθ∆(Mµν)F−1
θ , ∆Fθ (Pσ) = Fθ∆(Pσ)F−1

θ , (6.319)

εFθ (Mµν) = ε(Mµν) = εFθ (Pσ) = ε(Pσ) = 0, (6.320)

SFθ (Mµν) = uS(Mµν)u−1, SFθ (Pσ) = uS(Pσ)u−1, (6.321)

definidas a partir del twist de Drinfeld,

Fθ = e
i
2 θαβPα⊗Pβ ; θµν = −θνµ. (6.322)

Con estas estructuras el algebra UFθ (iso(3, 1)) forma un algebra de Hopf. En la
sección anterior se mostró que Fθ satisface las condiciones de coasociatividad y
counidad (6.255) y (6.258).

El coproducto ∆Fθ (Pµ) es el mismo que el del algebra deformada UFθH(3, 1)),

∆Fθ (Pµ) = Pµ ⊗ 1 + 1⊗ Pµ. (6.323)

Para el caso de ∆Fθ (Mµ),

∆Fθ (Mµν)=Fθ∆(Mµν)F−1
θ

= e
i
2 θαβPα⊗Pβ (Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν)e−

i
2 θαβPα⊗Pβ . (6.324)

Identificando,

Ψ=Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν , (6.325)

Λ=
i

2
θαβPα ⊗ Pβ . (6.326)

Para el conmutador,

[Λ,Ψ]=
i

2
θαβ([Pα,Mµν ]⊗ Pβ + Pα ⊗ [Pβ ,Mµν ])

=
i

2
θαβ

[
(ηµαPν − ηναPµ)⊗ Pβ + Pα ⊗ (ηµβPν − ηνβPµ)

]
. (6.327)

Dado que este ultimo conmutador solo tiene dependencia de P ′s que conmutan
entre si, se tiene,

i

2!
[Λ, [Λ, Ψ]] = 0. (6.328)

Por lo tanto,

∆Fθ (Mµν)=Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν

+
i

2
θαβ

[
(ηµαPν − ηναPµ)⊗ Pβ + Pα ⊗ (ηµβPν − ηνβPµ)

]
.(6.329)
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La antipoda SFθ (Pµ) es la misma que la del algebra deformada UFθH(3, 1)),

SFθ (Pµ) = −Pµ. (6.330)

Para SFθ (Mµν),

SFθ (Mµν)=uS(Mµν)u−1

=
[ ∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

Pn
α S(Pn

β )
]
S(Mµν)

[ ∞∑
n=0

(−iθαβ

2

)n

S(Pn
α )Pn

β

]

=
[ ∞∑

n=0

(
iθαβ

2

)n

Pn
α (−Pn

β )
]
(−Mµν)

[ ∞∑
n=0

(
iθαβ

2

)n

(−Pn
α )Pn

β

]

=−e−
iθαβ

2 PαPβ Mµνe
iθαβ

2 PαPβ . (6.331)

Identificando términos,

Ψ=Mµν , (6.332)

Λ=− i

2
θαβPαPβ , (6.333)

se obtiene,

[Λ, Ψ]=− i

2
θαβ(Pα[Pβ ,Mµν ] + [Pα, Mµν ]Pβ)

=− i

2
θαβ(ηµβPαPν − ηνβPαPµ + ηµαPνPβ − ηναPµPβ) = 0(6.334)

Por lo tanto de la relación de Hadamar (6.193) se obtiene finalmente,

SFθ (Mµν) = −Mµν . (6.335)

Las counidades para UFθ (iso(3, 1)) son las mismas que las de U(iso(3, 1)).

Deformación de Jordan UF
θkl (iso(3, 1)).

En el caso del algebra deformada UF
θkl (iso(3, 1)) el twist de Drinfeld es el

siguiente,

Fθkl = eiθklPk∧Pl ; [ k, l− fijos ]; (θkl = −θlk); a ∧ b = a⊗ b− b⊗ a. (6.336)

Los coproductos que se obtienen para esta algebra, a partir de (6.170) son los
siguientes,

∆θkl(Pµ)=∆0(Pµ) , (6.337)
∆θkl(Mµν)=∆0(Mµν)− θkl[(ηkµPν − ηkν Pµ)⊗ Pl + Pk ⊗ (ηlµPν − ηlνPµ)]

+θkl[(ηlµPν − ηlν Pµ)⊗ Pk + Pl ⊗ (ηkµPν − ηkνPµ)] . (6.338)

De (6.170) se puede demostrar que tanto las counidades como las antipodas del
algebra UF

θkl (iso(3, 1)), son las mismas que las de U(iso(3, 1)),

S0(Pµ) = −Pµ; S0(Mµν) = −Mµν ; ε(Mµν) = ε(Pµ) = 0. (6.339)
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Deformación de Jordan UFθ0i (iso(3, 1)).

Para obtener el algebra UFθ0i (iso(3, 1)) se considera el twist de Drinfeld,

Fθ0i = eiθ0iP0∧Pi ; [ i− fijo ]; (θ0i = −θi0). (6.340)

Los coproductos que se obtienen a partir de (6.170) para esta algebra son,

∆θ0i(Pµ)=∆0(Pµ) , (6.341)
∆θ0i(Mµν)=∆0(Mµν)− θ0i[(η0µPν − η0ν Pµ)⊗ Pi + P0 ⊗ (ηiµPν − ηiνPµ)]

+θ0i[(ηiµPν − ηiν Pµ)⊗ P0 + Pi ⊗ (η0µPν − η0νPµ)] . (6.342)

Las counidades y antipodas son las mismas que en el caso de U(iso(3, 1)).

Deformación de Jordan UFκ(iso(3, 1)).

Para el caso de UFκ(iso(3, 1)) el twist de Drinfeld es,

Fκ = e
i

2κ Pk∧Mi0 ; [ i, k − fijo, i 6= k ] , (6.343)

Teniendo en cuenta (6.170) se obtiene,

∆κ(Pµ)=∆0(Pµ) + sinh(
1
2κ

Pk) ∧ (ηiµP0 − η0µPi)

+(cosh(
1
2κ

Pk)− 1) ⊥ (ηiµPi − η0µP0) , (6.344)

y

∆κ(Mµν)=∆0(Mµν) +
1
2κ

Mi0 ∧ (ηµkPν − ηνkPµ)

+i [Mµν ,Mi0] ∧ sinh(
1
2κ

Pk)

− [[Mµν ,Mi0] ,Mi0] ⊥ (cosh(
1
2κ

Pk)− 1) (6.345)

+
1
2κ

Mi0 sinh(
1
2κ

Pk) ⊥ (ψkPi − χkP0)

− 1
2κ

(ψkP0 − χkPi) ∧Mi0(cosh(
1
2κ

Pk)− 1) ,

donde,

ψk = δνkδ0µ − δµkδ0ν ; χk = δνkδiµ − δµkδiν ; a ⊥ b = a⊗ b + b⊗ a . (6.346)

Las counidades y antipodas son las mismas que en el caso de U(iso(3, 1)).

Deformación de Jordan UFκ̂(iso(3, 1)).

El twist de Drinfeld para generar el algebra UFκ̂(iso(3, 1)) es,

Fκ̂ = e
i

2κ̂ P0∧Mkl ; [ k, l − fijos ]. (6.347)

A partir de (6.170) se obtiene,

∆κ̂(Pµ)=∆0(Pµ) + sin(
1
2κ̂

P0) ∧ (ηkµPl − ηlµPk)

+(cos(
1
2κ̂

P0)− 1) ⊥ (ηkµPk + ηlµPl) , (6.348)
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y

∆κ̂(Mµν)=∆0(Mµν) +
1
2κ̂

Mkl ∧ (ηµ0Pν − ην0Pµ)

+i [Mµν ,Mkl] ∧ sin(
1
2κ̂

P0)

+ [[Mµν ,Mkl] ,Mkl] ⊥ (cos(
1
2κ̂

P0)− 1)

+
1
2κ̂

Mkl sin(
1
2κ̂

P0) ⊥ (ψ0Pk − χ0Pl) (6.349)

+
1
2κ̂

(ψ0Pl + χ0Pk) ∧Mkl(cos(
1
2κ̂

P0)− 1) ,

con,
ψλ = ηνληlµ − ηµληlν ; χλ = ηνληkµ − ηµληkν . (6.350)

Tanto las counidades como las antipodas de esta algebra son las mismas que las
de U(iso(3, 1)).

Deformación de Jordan UFκ̄(iso(3, 1)).

De forma análoga se construye el algebra UFκ̄(iso(3, 1)) a partir del twist,

Fκ̄ = e
i

2κ̄ Pi∧Mkl ; [ i, k, l − fijos, i 6= k, l ]. (6.351)

Con (6.170) se obtiene,

∆κ̄(Pµ)=∆0(Pµ) + sin(
1
2κ̄

Pi) ∧ (ηkµPl − ηlµPk)

+(cos(
1
2κ̄

Pi)− 1) ⊥ (ηkµPk + ηlµPl) , (6.352)

y

∆κ̄(Mµν)=∆0(Mµν) +
1
2κ̄

Mkl ∧ (ηµiPν − ηνiPµ)

+i [Mµν ,Mkl] ∧ sin(
1
2κ̄

Pi)

+ [[Mµν ,Mkl] ,Mkl] ⊥ (cos(
1
2κ̄

Pi)− 1)

+
1
2κ̄

Mkl sin(
1
2κ̄

Pi) ⊥ (ψiPk − χiPl) (6.353)

+
1
2κ̄

(ψiPl + χiPk) ∧Mkl(cos(
1
2κ̄

Pi)− 1) ,

Las counidades y las antipodas de esta algebra son las mismas que para el caso
de U(iso(3, 1)).

6.4.8. Composición de twist’s.
Si J ,G ∈ A ⊗ A son dos elementos twist’s, entonces estos satisfacen las

relaciones,

J12(∆⊗ id)J =J23(id⊗∆)J , (6.354)
(ε⊗ id)J =(id⊗ ε)J = 1, (6.355)
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y

G12(∆⊗ id)G=G23(id⊗∆)G, (6.356)
(ε⊗ id)G=(id⊗ ε)G = 1. (6.357)

El elemento que surge como composición de estos elementos,

F = G ◦ J ∈ A⊗A, (6.358)

también es un twist, es decir, este también satisface las propiedades,

F12(∆⊗ id)F =F23(id⊗∆)F , (6.359)
(ε⊗ id)F =(id⊗ ε)F = 1. (6.360)

A continuación se demostraran estas propiedades. Para (6.360),

(ε⊗ id)F =(ε⊗ id)GJ
=(id⊗ ε)GJ
=(id⊗ ε)F = 1. (6.361)

Mientras que para (6.359),

F12(∆⊗ id)F =G12J12(∆⊗ id)GJ
=G12J12(∆⊗ id)G(∆⊗ id)J
=G12J12(∆⊗ id)GJ−1

12 J23(id⊗∆)J
=G23J23(id⊗∆)GJ−1

23 J23(id⊗∆)J
=G23J23(id⊗∆)G(id⊗∆)J
=F23(id⊗∆)F . (6.362)

Esta propiedad resulta bastante útil, ya que permite encontrar nuevas deforma-
ciones a partir de unas ya conocidas.

Deformación de Jordan UF
θkl,κ(iso(3, 1)).

El algebra UF
θkl,κ(iso(3, 1)) se obtiene con el twist de Drinfeld,

Fθkl,κ = Fθkl · Fκ = Fκ · Fθkl = e
i

2κ Pk∧Mi0+iθklPk∧Pl ; i 6= k, l− fijos. (6.363)

Haciendo uso de (6.170) se obtiene,

∆θkl,κ(Pµ)=∆0(Pµ) + sinh(
1
2κ

Pk) ∧ (ηiµP0 − η0µPi) (6.364)

+(cosh(
1
2κ

Pk)− 1) ⊥ (ηiµPi − η0µP0) , (6.365)
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y

∆θkl,κ(Mµν)=∆0(Mµν) +
1
2κ

Mi0 ∧ (ηµkPν − ηνkPµ)

+i [Mµν ,Mi0] ∧ sinh(
1
2κ

Pk)

− [[Mµν ,Mi0] , Mi0] ⊥ (cosh(
1
2κ

Pk)− 1)

+
1
2κ

Mi0 sinh(
1
2κ

Pk) ⊥ (ψkPi − χkP0) (6.366)

− 1
2κ

(ψkP0 − χkPi) ∧Mi0(cosh(
1
2κ

Pk)− 1)

−θkl[(ηkµPν − ηkν Pµ)⊗ Pl + Pk ⊗ (ηlµPν − ηlνPµ)]
+θkl[(ηlµPν − ηlν Pµ)⊗ Pk + Pl ⊗ (ηkµPν − ηkνPµ)]

+θkl [[Mµν , Mi0] , Pk] ⊥ sinh(
1
2κ

Pk)Pl

−θkl [[Mµν , Mi0] , Pl] ⊥ sinh(
1
2κ

Pk)Pk

+iθkl [[[Mµν ,Mi0] , Mi0] , Pk] ∧ (cosh(
1
2κ

Pk)− 1)Pl

−iθkl [[[Mµν ,Mi0] , Mi0] , Pl] ∧ (cosh(
1
2κ

Pk)− 1)Pk.(6.367)

Al igual que en los casos anteriores las counidades y las antipodas son las mismas
que para U(iso(3, 1)).

Deformación de Jordan UFθ0i,κ̂(iso(3, 1)).

El algebra UFθ0i,κ̂(iso(3, 1)) se obtiene a partir del twist,

Fθ0i,κ̂ = e
i

2κ P0∧Mkl+iθ0iP0∧Pi ; i 6= k, l, 0− fijos. (6.368)

A través de (6.170) se encuentran los coproductos,

∆θ0i,κ̂(Pµ)=∆0(Pµ) + sin(
1
2κ̂

P0) ∧ (ηkµPl − ηlµPk) (6.369)

+(cos(
1
2κ̂

P0)− 1) ⊥ (ηkµPk + ηlµPl) ,
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y

∆θ0i,κ̂(Mµν)=∆0(Mµν) +
1
2κ̂

Mkl ∧ (ηµ0Pν − ην0Pµ)

+i [Mµν ,Mkl] ∧ sin(
1
2κ̂

P0)

+ [[Mµν ,Mkl] ,Mkl] ⊥ (cos(
1
2κ̂

P0)− 1) (6.370)

+
1
2κ̂

Mkl sin(
1
2κ̂

P0) ⊥ (ψ0Pk − χ0Pl)

+
1
2κ̂

(ψ0Pl + χ0Pk) ∧Mkl(cos(
1
2κ̂

P0)− 1)

−θ0i[(η0µPν − η0ν Pµ)⊗ Pi + P0 ⊗ (ηiµPν − ηiνPµ)]
+θ0i[(ηiµPν − ηiν Pµ)⊗ P0 + Pi ⊗ (η0µPν − η0νPµ)]

+θ0i [[Mµν , Mkl] , P0] ⊥ sin(
1
2κ̂

P0)Pi

−θ0i [[Mµν , Mkl] , Pi] ⊥ sin(
1
2κ̂

P0)P0

−iθ0i [[[Mµν ,Mkl] ,Mkl] , P0] ∧ (cos(
1
2κ̂

P0)− 1)Pi

+iθ0i [[[Mµν ,Mkl] ,Mkl] , Pi] ∧ (cos(
1
2κ̂

P0)− 1)P0 .

Las counidades y las antipodas son las mismas que para U(iso(3, 1)).

Deformación de Jordan UFθ0i,κ̄(iso(3, 1)).

El algebra UFθ0i,κ̄(iso(3, 1)) se obtiene a partir del twist,

Fθ0i,κ̄ = e
i

2κ Pi∧Mkl+iθ0iP0∧Pi ; i 6= k, l, 0− fijos. (6.371)

A través de (6.170) se encuentran los coproductos,

∆θ0i,κ̄(Pµ)=∆0(Pµ) + sin(
1
2κ̄

Pi) ∧ (ηkµPl − ηlµPk) (6.372)

+(cos(
1
2κ̄

Pi)− 1) ⊥ (ηkµPk + ηlµPl) , (6.373)
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y

∆θ0i,κ̄(Mµν)=∆0(Mµν) +
1
2κ̄

Mkl ∧ (ηµiPν − ηνiPµ)

+i [Mµν ,Mkl] ∧ sin(
1
2κ̄

Pi)

+ [[Mµν ,Mkl] ,Mkl] ⊥ (cos(
1
2κ̄

Pi)− 1) (6.374)

+
1
2κ̄

Mkl sin(
1
2κ̄

Pi) ⊥ (ψiPk − χiPl)

+
1
2κ̄

(ψiPl + χiPk) ∧Mkl(cos(
1
2κ̄

Pi)− 1)

−θ0i[(η0µPν − η0ν Pµ)⊗ Pi + P0 ⊗ (ηiµPν − ηiνPµ)]
+θ0i[(ηiµPν − ηiν Pµ)⊗ P0 + Pi ⊗ (η0µPν − η0νPµ)]

+θ0i [[Mµν , Mkl] , P0] ⊥ sin(
1
2κ̄

Pi)Pi

−θ0i [[Mµν , Mkl] , Pi] ⊥ sin(
1
2κ̄

Pi)P0

−iθ0i [[[Mµν ,Mkl] ,Mkl] , P0] ∧ (cos(
1
2κ̄

Pi)− 1)Pi

+iθ0i [[[Mµν ,Mkl] ,Mkl] , Pi] ∧ (cos(
1
2κ̄

Pi)− 1)P0. (6.375)

Al igual que en los casos anteriores, las counidades y las antipodas son las
mismas que para U(iso(3, 1)).

De esta manera mediante la técnica de deformación de Drinfeld, es posible un
algebra deformada solo en el sector coalgebraico, manteniendo las mismas rela-
ciones del sector algebraico. En el siguiente capitulo se aplicaran estas técnicas
con la finalidad de obtener una geometría no-conmutativa.
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Capítulo 7

Cosmología.

7.1. Introducción
Los universos cíclicos no son un tema nuevo en la literatura. En 1922 Fried-

mann [152] presento el primer modelo oscilante que era consistente con la teoría
general de Einstein. Este universo surgió de forma muy natural en medio del
debate; si el universo debía ser abierto o cerrado. Este modelo se formulo bajo
las condiciones (K > 0 y Λ = 0). La gráfica que representa el radio de la 3-esfera
que describe el universo espacial en función del tiempo, tiene la forma de una
cicloide. Este modelo traía consigo dos serios problemas. El primero de ellos fue
que entre cada uno de estos ciclos existen rebotes que tienen lugar en cada etapa
en la cual el radio espacial se hace cero. En cada uno de esos puntos se genera
una singularidad espacio-temporal (donde la curvatura espacio-tiempo se hace
infinita). Esto ultimo hace que las ecuaciones de Einstein pierdan validez en
esa vecindad. Esto ultimo llamo la atención del propio Einstein en 1930 [153].
El segundo problema que presentaba este modelo fue su descripción termo-
dinámica. Específicamente este modelo no podía abordar la segunda ley de la
termodinámica, ya que aquí no existe un constante incremento de la entropía
debido a que en el modelo el término de materia se trata de un fluido perfec-
to, cuya entropía es constante. Por lo tanto la expansión es reversible, aunque
a una velocidad finita. En modelos más realistas, la generación de entropía es
inevitable y surge de varias fuentes como el efecto de viscosidad en la creación
de partículas. El incremento en la entropía conduce a la no reversibilidad que
prohíbe idénticas oscilaciones. Fue Richard Tolman en 1934 [154, 155] el primero
en presentar una modificación al modelo de Friedmann que resolvía de forma
satisfactoria este este segundo problema. Tolman sabía que si los ciclos eran
cada vez más largos, entonces el problema de la entropía estaba solucionado.
En este punto el era consciente que para fluidos perfectos, las ecuaciones de
movimiento eran reversibles, por lo cual cada ciclo necesariamente tendría que
ser idéntico al anterior. Para construir un universo en donde el ciclo posterior
tiene una duración mayor al anterior, Tolman postulo la presencia de un fluido
viscoso. La viscosidad conduce a la asimetría en la presión durante la expansión
y la contracción, que a su vez se traduce en una progresión de ciclos cada vez
más largos y los radios máximos de expansión son cada vez mayores. Este mo-
delo no pudo abordar el problema de las singularidades entre ciclos, por lo tanto
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tuvo que asumir esto a priori. Mas tarde con la teoría de la inflación cósmica
fue posible describir la evolución instantes posteriores al Big Bang.

Los modelos cíclicos quedaron prácticamente olvidados por mucho tiempo.
Esto en gran medida se debió a que la justificación de un rebote en modelos
cíclicos necesariamente implica hacer uso de los efectos de la gravedad cuántica.
Hasta hace apenas a fechas recientes han surgido cálculos detallados que han
dado luz sobre el tema. En gravedad cuántica de lazos las ecuaciones de Fried-
mann semiclasicas han tenido correcciones que producen rebotes [156, 157]. El
modelo ekpyrotic en teoría de cuerdas es otro ejemplo que incorpora los rebotes
de forma natural [158]. En este modelo la transición de un ciclo al siguiente
tiene lugar mediante una colisión de D-branas [148]. Desde este punto de vista,
la frontera del choque de branas correspondería a la teoría efectiva 4D [149].
Al aproximarse dos branas entre si ocurriría una contracción que convertiría
energía gravitacional en energía cinética de branas [149]. Al momento de la col-
isión habría una conversion de energía cinética de branas en materia y radiación
lo cual seria el combustible del big bang [149, 151]. La colisión y el rebote en
la frontera de intersección de las branas correspondería a la transición desde
un big crunch y un big bang [150]. Estos resultados fueron motivates en esta
area de investigación dando lugar al surgimiento muchos nuevos resultados. Par-
tiendo del hecho que la entropía del universo hoy es finita, e introduciendo la
hipótesis que el incremento de la entropía a través de cada rebote conserva esta
propiedad, Zeldovich y Novikov [159] han estimado el número de ciclos anteri-
ores a un estado inicial, el cual se postula no debe ser singular. Por otro lado en
[160] se analizó el comportamiento de modelos con diferentes combinaciones de
materia, radiación y constante cosmológica para valores tanto positivos como
negativos de Λ. El estudio mostró la existencia de una Λc tal que para Λ > Λc

se interrumpen las oscilaciones una vez alcanzado el punto máximo del ciclo e
inicia un régimen de Sitter. En este mismo trabajo se mostró que después de
un gran número de oscilaciones ciertos modelos cíclicos anisotropicos sufren una
transición isotrópica como consecuencia del incremento de la entropía.

Un concepto importante para los universos cíclicos es el de histéresis. En
[189] se muestra que la histéresis cosmológica es causada por una asimetría
en las ecuaciones de estado, durante los procesos de expansión y contracción.
Esta asimetría es la responsable de la producción de un loop de histéresis, el
cual se define como

∮
PdV para cada ciclo. En este trabajo se muestra que

valores negativos en
∮

PdV , se traducen en incrementos en la amplitud maxima
(i.e expansión) de ciclos consecutivos. Este tipo de universos tendrían como
características que reducirían su densidad isotropica a lo largo del tiempo y
además estarían provistos de una flecha del tiempo.

En este campo de investigación uno de los enigmas mas importantes es la
fuente responsable de generación de entropía. En [161] se considera que la trans-
ferencia de energía irreversible desde el campo gravitacional hasta la generación
de partículas seria esta fuente, mientras que en [162, 163, 164] se plantea que la
evaporación de agujeros negros seria la responsable.

El modelo estándar de la cosmológica esta basado en un universo propuesto
por Friedmann, Robertson y Walker (FRW), adicionado con un principio de
inflación propuesto por Guth [171]. Este modelo predice un universo maximal-
mente simétrico con simetría radial y en expansión. La hipótesis fundamental
de este modelo lo constituye el principio cosmológico, el cual establece que a
gran escala el universo es homogéneo e isotrópico. Esto significa que el universo
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observado es el mismo para cualquier observador, sin importar el punto des-
de el cual este observando o la dirección desde la que se haga; es decir a gran
escala la distribución de materia en el universo es independiente de la direc-
ción y el lugar desde donde se haga la observación. La hipótesis cosmológica
esta basada en la distribución de galaxias y la radiación cósmica de fondo. Este
modelos es sumamente efectivo para predecir la evolución del universo actual,
sin embargo tienen serios problemas cuando se trata de abarcar la evolución en
las primeras etapas del universo. A partir de las observaciones hechas sobre el
fondo cósmico de microondas (CMB) se sabe que el universo en una etapa tem-
prana fue sumamente inhomogeneo y anisotrópico [172]. También se sabe por
evidencias observacionales que la transición entre un estado y otro debió ocurrir
de forma sumamente drástica. Por lo anterior, para realizar el estudio de este
periodo de transición es necesario estudiar modelos cosmológicos inhomogenios
y anisotropicos en el regimen de Plank.

La no-conmutatividad recientemente ha sido considerada como uno de los
rangos fundamental del espacio-tiempo a nivel escala de Plank [180]. Por lo tan-
to se espera que de esta característica del espacio-tiempo emerjan algunos de
los principales efectos de gravedad cuántica [181, 182]. En [177] es interpretado
como un campo magnético en una escala de horizontes. En [178, 179] se plantea
que la no-conmutatividad afecta campos materiales o de norma jugando un roll
importante en la producción de inflación. En el contexto de teoría de cuerdas, la
no-conmutatividad aparece cuando las D-branas son colocadas sobre un campo
tensorial constante antisimetrico Neveu-Schwartz Bµν [180]. Bajo estas condi-
ciones sobre la D-brana existen ciertas coordenadas x̂µ, tal que se satisface la
relación no-conmutativa:

[x̂µ, x̂ν ] = iθµν , (7.1)

donde θµν es un tensor constante antisimétrico real, cuyas entradas son del
orden de longitudes de Plank lp. Por lo tanto, esto conduce a la relación de
incertidumbre a nivel espacio-tiempo

∆x̂µ∆x̂ν ≥ 1
2
| θµν | . (7.2)

A raíz de este y otros resultados [181] ha existido un gran interés por describir
teorías físicas sobre espacios no-conmutativos.

En la sección (§5.2.1) se mostró como a partir del elemento twist F =
e

i
2 θρσPρ⊗Pσ era posible construir el producto no-conmutativo,

f ? g = µ{e− i
2 θρσ∂ρ⊗∂σf ⊗ g}. (7.3)

Aquí se considero Pκ = −i∂κ. A partir de (7.3) es fácil mostrar que a primer
orden el conmutador-? coincide con el paréntesis de Poisson:

[f, g]? = f ? g − g ? f

= µ
{(

1⊗ 1 +
i

2
θρσ∂ρ ⊗ ∂σ +O(θ2)

)
f ⊗ g

}

−µ
{(

1⊗ 1 +
i

2
θρσ∂ρ ⊗ ∂σ +O(θ2)

)
g ⊗ f

}

=
i

2
θρσ{f, g}P +O(θ2). (7.4)
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En este trabajo realizaremos un análisis no-conmutativo a primer orden so-
bre el universo de Kantowksy-Sachs. La no-conmutatividad se introducirá sobre
las ecuaciones de movimiento de las variables dinámicas Ω(t), PΩ(t), β(t), Pβ(t)
de este universo. Esto se lograra fijando la algebra de Poisson (7.32). A partir de
estas ecuaciones de movimiento se encontrara la evolución del volumen carac-
terístico l3(t) para este universo. Posteriormente se realizara una breve discusión
sobre los resultados obtenidos.

Antes de iniciar este estudio, es importante adelantar que los resultados que
se obtendrán al final de este capitulo, tal vez puedan resultarle al lector en cierto
sentido alentadores y tal vez ambiciosos sin embargo es importaré aclarar aquí,
dos cosas muy importantes: a) la no-conmutatividad que se introduce es solo
a primer orden, b) este es un modelo de juguete que permite explorar algunas
ideas muy básicas sobre la introducción de no-conmutatividad sobre un espacio
fase.

7.2. Universo Kantowski-Sach
Han habido muchos intentos por implementar modelos que describan uni-

versos inhomogeneos y anisotropicos, sin embargo la primera condición lleva
a problemas de estabilidad que aun no se ha resuelto. Uno de los modelos
anisotropicos mas utilizados en la cosmología es el de Kantowski-Sach [183].
Por otro lado este universo (a diferencia por ejemplo de Friedmann-Roberson-
Walker) esta caracterizado por medio de dos parámetros (coordenadas), por lo
tanto brinda una excelente oportunidad (simplicidad) para abordar los efectos
de no-conmutatividad en espacio fase.

El modelo de universo de Kantowski-Sach, es el único modelo que no tiene
un subgrupo transitivo tridimensional. Tiene secciones espaciales S2×R, con un
grupo de simetría cuatro dimensional. El elemento de linea para este universo
se escribe como,

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)dr2 + b2(t)dθ2 + b2(t)sin2(θ)dϕ2 (7.5)

En la teoría general de la relatividad, las transformaciones de simetría son las
transformaciones de difeomorfismos. El grupo de Poincaré constituye un ca-
so particular de estas transformaciones. Por lo tanto para construirle una la-
grangiana a la teoría general de la relatividad es necesario tener un escalar que
sea invariante ante transformaciones de coordenadas, que dependa solamente de
las componentes del tensor métrico gµν (este será el campo dinámico), y de sus
derivadas que en principio pueden ser de cualquier orden. El caso mas simple
y no trivial de un escalar que satisface esta propiedad es el escalar R de Ricci,
que solo depende de gµν y de sus primeras y segundas derivadas. De hecho R es
el único escalar que se puede construir que no depende de derivadas superiores
a orden dos.

Partiendo del conocimiento, que la gravedad es una manifestación de la cur-
vatura del espacio tiempo, adicionado a la condicionante que

√−det gd4x es un
invariante de volumen ante difeomorfismos es como se construye la acción para
la gravedad (ver §2.3),

S[EH] =
∫

d4x

(
1

16πG

√
−det gR + Lmateria

)
. (7.6)
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Es a partir de esta acción como en esta sección encontramos el Hamiltoniano
asociado a (7.5).

Primeramente se procederá a eliminar la dependencia espacial en (7.6). De-
bido a que que

√−det g = a(t)b2(t)N(t) sin(θ) y que R solo tiene dependencia
temporal (esto se mostrara explícitamente mas adelante), la única contribución
temporal dentro de la S[EH] la aporta sin(θ). Definiendo V0 =

∫
sin(θ)drdθdϕ y

restringiendo este estudio para el caso de Lmateria = 0, entonces se tiene

S[EH] =
V0

16πG

∫ (
a(t)b2(t)N(t) R

)
dt. (7.7)

De aquí fácilmente se puede identificar el lagrangiano L = a(t)b2(t)N(t)R, esto
debido a que S = K

∫
Ldt. Ahora procederemos a calcular explícitamente R.

A partir de (7.5) sabemos que,

gµν =




−N2(t) 0 0 0
0 a2(t) 0 0
0 0 b2(t) 0
0 0 0 b2(t)sin2(θ)


 . (7.8)

Por lo tanto, g11 = −N2(t), g22 = a2(t), g33 = b2(t), g44 = b2(t) sin2(t) son las
únicas componentes no-nulas de este tensor métrico. De aquí es posible encontrar
los símbolos de Christoffel de segundo orden mediante

Γκ
µν =

1
2
gκλ(∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν), (7.9)

obteniéndose los siguientes que son diferentes de cero

Γ0
00 =

Ṅ(t)
N(t)

; Γ0
11 =

a(t)ȧ(t)
N2(t)

; Γ0
22 =

b(t)ḃ(t)
N2(t)

;

Γ0
33 =

b(t)ḃ(t) sin2(θ)
N2(t)

; Γ1
01 =

ȧ(t)
a(t)

; Γ2
02 =

ḃ(t)
b(t)

;

Γ2
33 = − sin(θ) cos(θ); Γ3

03 =
ḃ(t)
b(t)

; Γ3
23 =

cos(θ)
sin(θ)

. (7.10)

Ahora se procederá a obtener los tensores de Ricci mediante,

Rµν = ∂κΓκ
µν − ∂µΓκ

κν + Γκ
µνΓλ

κλ − Γκ
λνΓλ

κν , (7.11)

encontrado como resultado,

R00 =
1

a(t)b(t)N(t)

(
b(t)ä(t)N(t)− b(t)Ṅ(t)ȧ(t) + 2a(t)b̈(t)N(t)

−2a(t)Ṅ(t)ḃ(t)
)

,

R11 = − a(t)
N3(t)b(t)

(
b(t)ä(t)N(t)− b(t)Ṅ(t)ȧ(t) + 2ḃ(t)ȧ(t)N(t)

)
,

R22 = − 1
a(t)N3(t)

(
b(t)a(t)b̈(t)N(t) + b(t)ḃ(t)ȧ(t)N(t) + a(t)N3(t)

−b(t)a(t)Ṅ(t)ḃ(t) + a(t)N(t)ḃ2(t)
)

,
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R33 =
1

N3(t)a(t)

(
− b(t)a(t)b̈(t)N(t) + b(t)a(t)b̈(t)N(t) cos2(θ)

+b(t)a(t)Ṅ(t)ḃ(t)− b(t)a(t)Ṅ(t)ḃ(t) cos2(θ)− a(t)N3(t)
−b(t)ḃ(t)ȧ(t)N(t) + b(t)ḃ(t)ȧ(t)N(t) cos2(θ) + a(t)N3(t) cos2(θ)

−a(t)N(t)ḃ2(t) + a(t)N(t)ḃ2(t) cos2(θ)
)

. (7.12)

Es a partir de estos tensores de Ricci como se obtiene el escalar de curvatura
mediante la contracción de indices

R = gµνRµν , (7.13)

dando por resultado

R = − 2
b2(t)a(t)N3(t)

(
b2(t)N(t)ä(t) + 2a(t)b(t)N(t)b̈(t)− b2(t)Ṅ(t)ȧ(t)

−2a(t)b(t)Ṅ(t)ḃ + 2b(t)ḃ(t)ȧ(t)N(t) + a(t)N3(t) + a(t)N(t)ḃ2(t)
)

. (7.14)

Es importante destacar como se menciono anteriormente que este escalar solo
tiene dependencia temporal. Por otro lado al introducir este escalar de cur-
vatura en (7.7), puede verse que las dos primeras integrales contienen términos
con segundas derivadas temporales. Estas integrales pueden ser sustituidas por
integrales que solo contengan términos con primeras derivadas temporales. Es-
to se logra mediante la formula de integración por partes:

∫
f(a, b, N)r̈ dt =

f(a, b, N)ṙ − ∫
ḟ(a, b, N)ṙ dt. Esto ultimo no solo simplifica la expresión sino

que además el hecho que solo existan a lo sumo términos con derivadas tem-
porales de primer orden en el lagrangiano sera importante para obtener, mas
adelante los momentos asociados. Teniendo en cuenta esto ultimo obtenemos
finalmente para (7.7),

S[EH] = − V0

4πG

∫ (
− a(t)ḃ2(t) + 2b(t)ȧ(t)ḃ(t)

2N(t)
+

N(t)a(t)
2

)
dt. (7.15)

De aquí se desprende el lagrangiano

L(a, b,N, ȧ, ḃ) = −a(t)ḃ2(t) + 2b(t)ȧ(t)ḃ(t)
2N(t)

+
N(t)a(t)

2
, (7.16)

donde el subíndice es una etiqueta que especifica las variables con las que hasta
ahora se ha trabajado. Ahora bien, debido a que mas adelante requeriremos
obtener las ecuaciones de movimiento asociadas a nuestras variables dinámi-
cas via paréntesis de Poisson, es necesario introducir una parametrización de
nuestras variables que nos permitan evitar lidiar con paréntesis de Poisson de
funciones inversas. En la parametrización de Misner [193],

a(t) = exp(
√

3β(t)), b(t) = exp(−2
√

3(β(t) + Ω(t))). (7.17)

A partir de esta parametrización se construye el siguiente Lagrangiano

L̃(a, b,N, β̇, Ω̇) =
3a(t)b2(t)

2N(t)

(
β̇2(t)− Ω̇2(t)

)
+

N(t)a(t)
2

. (7.18)



7. Cosmología. 140

Para esto ultimo, solo fue necesario tener en cuenta en (7.16) que a partir de
(7.17) se tiene ȧ(t) =

√
3a(t)β̇(t) y ḃ(t) = −√3b(t)(β̇(t) + Ω̇(t)). Ahora se

procede a encontrar los momentos asociados a las variables dinámicas. Esto se
logra mediante Πξ(t) = ∂L̃/∂ξ̇(t). De aquí,

Πβ(t) =
3a(t)b2(t)

N(t)
β̇(t), ΠΩ(t) = −3a(t)b2(t)

N(t)
Ω̇(t), ΠN = 0. (7.19)

A partir de los momentos asociados a las variables dinámicas y el lagrangiano
es posible construir el hamiltoniano mediante la siguiente transformación de
Legendre

H = Πβ β̇(t) + ΠΩΩ̇(t) + ΠN
˙N(t)− L̃. (7.20)

De aquí, teniendo en cuenta (7.16) y (7.18) se tiene

H(a, b, N, β̇, Ω̇) =
3a(t)b2(t)

2N

(
β̇2(t)− Ω̇2(t)

)
− N(t)a(t)

2
. (7.21)

Esta expresión se puede escribir en términos de los momentos asociados con
ayuda de (7.19), obteniéndose

H(a, b,N, Πβ , ΠΩ) =
N(t)

6a(t)b2(t)

(
Π2

β(t)−Π2
Ω(t)

)
− N(t)a(t)

2
. (7.22)

Finalmente se aplican la transformación: a(t) → β(t) y b(t) → Ω(t) con ayuda
de (7.16),

H̃(β, Ω, N, Πβ , ΠΩ) =
N(t)

6
exp(

√
3β(t)+2

√
3Ω(t))

(
Π2

β(t)−Π2
Ω(t)−6 exp(−2

√
3Ω(t))

)
.

(7.23)
Este es el hamiltoniano que se buscaba. Ahora se procederá a encontrar las
constricciones del sistema. El Hamiltoniano (7.23) se puede expresar como H̃ =
N(t)Υ(t) con

Υ(t) =
1
6

exp(
√

3β(t) + 2
√

3Ω(t))
(
Π2

β(t)−Π2
Ω(t)− 6 exp(−2

√
3Ω(t))

)
. (7.24)

De la tercera ecuación en (7.19) surge la primera constricción del sistema ΠN ≈
0. Esta constricción trae consigo una segunda constricción,

Π̇N ≡ {ΠN (t), H̃(t)} = {ΠN (t), N(t)Υ(t)} = −Υ(t) ≈ 0. (7.25)

A partir de (7.24) se puede observar fácilmente que

{Υ(t), ΠN (t)} = 0. (7.26)

El hecho de que se satisfaga la relación

{Υ(t), H̃(t)}+ u(t){Υ(t), ΠN (t)} = 0, (7.27)

con u(t) un multiplicador de Lagrange arbitrario en el espacio face, implica que
no existen mas constricciones en el sistema y en virtud de (7.26) se deduce
que tanto ΠN (t) como Υ(t) son constricciones de primera clase. Por lo tanto el
Hamiltoniano total del sistema se puede expresar de la forma

HT = H̃ + u(t)ΠN (t). (7.28)
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Es a partir de esto ultimo como se obtienen los siguientes paréntesis de Poisson,

β̇(t)≈{β(t),HT (t)}, Ω̇(t) ≈ {Ω(t),HT (t)}, Ṅ(t) ≈ {N(t), HT (t)},
Π̇β(t)≈{Πβ(t),HT (t)}, Π̇Ω(t) ≈ {ΠΩ(t),HT (t)}, Π̇N (t) ≈ {ΠN (t),HT (t)}. (7.29)

Las ecuaciones I, II, IV, V constituyen el conjunto usual de ecuaciones de Euler-
Lagrange para los grados de libertad β(t) y Ω(t). La ecuación V I se satisface
trivialmente de (7.25). La ecuación III define la libertad de norma definida
sobre N(t). Como consecuencia de esta ecuación u(t) = Ṅ(t) (i.e. una función
arbitraria dependiente del tiempo). El hecho que Υ(t) ≈ 0, permite su descom-
posición de forma arbitraria. Una elección valida es Υ(t) = ℘(t)=(t) ≈ 0 con
℘(t) = (1/6) exp(

√
3β + 2

√
3Ω) y =(t) = Π2

β − Π2
Ω − 6 exp(−2

√
3Ω) ≈ 0. Al

considerar esto ultimo y fijando la norma N(t) = ℘−1, se obtiene el siguiente
hamiltoniano restringido a la norma mencionada

H̃℘
T = Π2

β(t)−Π2
Ω(t)− 6 exp(−2

√
3Ω(t)). (7.30)

7.2.1. Ecs. de movimiento y no-conmutatividad
Ahora se procederá a encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema.

Para una variable dinámica arbitraria ϕ(t), sabemos que la ecuación de movimien-
to asociada esta dada por: ϕ̇(t) = {ϕ(t), H̃℘

T }. Por lo tanto

ϕ̇(t) = −2Πβ(t){Πβ(t), ϕ(t)}+ 2ΠΩ(t){ΠΩ(t), ϕ(t)}
−12

√
3 exp(−2

√
3Ω(t)){Ω(t), ϕ(t)}. (7.31)

Para esto ultimo se usaron las propiedades del paréntesis de Poisson {α, β} =
−{β, α}, {αβ, γ} = α{β, γ} + β{α, γ} y {eaα, β} = aeaα{α, β}. Ahora intro-
duciremos la no-conmutatividad por medio de Θ y Θ̄ fijando los siguientes
paréntesis de Poisson

{Ω(t), ΠΩ(t)} = 1, {β(t),Πβ(t)} = 1, {Ω(t), β(t)} = Θ, {ΠΩ(t), Πβ(t)} = Θ̄,
(7.32)

donde se ha considerado que Θ y Θ tienen unidades de longitud de Planck. Por
lo tanto a partir de (7.31) y (7.32) se obtiene

Ω̇(t) = −2ΠΩ(t),

Π̇Ω(t) = 2Θ̄Πβ(t)− 12
√

3e−2
√

3Ω(t),

β̇(t) = 2Πβ(t)− 12
√

3Θe−2
√

3Ω(t),

Π̇β(t) = 2Θ̄ΠΩ(t). (7.33)

El volumen característico de este universo se puede expresar en términos de las
variables dinámicas mediante [187]

l3(t) = a(t)b2(t) = exp(−
√

3β(t)− 2
√

3Ω(t)). (7.34)

Debido a que el sistema (7.33) es no-lineal y las ecuaciones están acopladas,
este no admite soluciones analíticas. Aquí se ha obtenido el comportamiento
de l3(t) resolviendo (7.33) e introduciendo en (7.34) de forma numérica. La
dinámica de este sistema se presenta a continuación de forma gráfica En to-
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Figura 7.1: Evolución de l3(t) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universo
conmutativo-azul (Θ = 0, Θ̄ = 0), universo no-conmutativo solo en coordenadas-
rojo (Θ = 5, Θ̄ = 0), universo no-conmutativo solo en momentos-negro (Θ =
0, Θ̄ = 0,12), universo cíclico amplitud maxima constante-verde (Θ = 5, Θ̄ =
0,12), universo cíclico amplitud maxima en contracción-rosa (Θ = 5, Θ̄ = 0,18),
universo cíclico amplitud maxima en expansión-amarilla (Θ = 5, Θ̄ = 0,23). B)
Universos no-conmutativos solo en coordenadas. Azul (Θ = 0,1, Θ̄ = 0), rojo
(Θ = 2,5, Θ̄ = 0), verde (Θ = 5, Θ̄ = 0), amarillo (Θ = 7,5, Θ̄ = 0).

do este estudio se tomaron las condiciones iniciales, Ω(0) = 1,1, β(0) = 1,
ΠΩ(0) = 0,1, Πβ(0) = 0,4. En la Fig. 7.1A se muestran las posibles evoluciones
de este universo según sus valores de (Θ, Θ̄). Se trata de seis familias de evolu-
ción: conmutativa (linea azul), no-conmutativa solo en coordenadas(linea roja),
no-conmutativa solo en momentos (linea violeta), cíclica con amplitud maxi-
ma constante (linea verde), cíclica con amplitud maxima en contracción (linea
rosa) y cíclica con amplitud maxima en expansión (linea amarilla). Todas las
propiedades que se mencionaran a continuación serán únicamente referidas a
(Θ, Θ̄). Es importante tener presente que algunas de estas propiedades pueden
modificarse de forma cualitativa a partir de un cambio en las condiciones ini-
ciales (Ω(0), β(0), ΠΩ(0),Πβ(0)).

7.2.2. Análisis de resultados
Los universos conmutativos (Θ = 0, Θ̄ = 0) son una familia de universos que

solo presenta un ciclo a lo largo del tiempo. Nacen en −∞, se expanden hasta
alcanzar una longitud maxima y luego se contraen asintóticamente por cero
hacia ∞. Tanto la longitud maxima como su periodo depende exclusivamente
de las condiciones iniciales.

Los universos no-conmutativos solo en coordenadas (Θ 6= 0, Θ̄ = 0) son una
familia de universos los cuales comparten todas las características de los uni-
versos conmutativos adicionados con que ahora no solo las condiciones iniciales
tienen control sobre la amplitud maxima sino que ahora también Θ. Como se
puede ver en la Fig. 7.1B un incremento en el valor de Θ se traduce en un
incremento en la amplitud maxima.
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Figura 7.2: Evolución de l3(t) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universos
no-conmutativos solo en momentos. Azul (Θ = 0, Θ̄ = 0,19), rojo (Θ = 0, Θ̄ =
0,2), amarillo (Θ = 0, Θ̄ = 0,21), verde (Θ = 0, Θ̄ = 0,22). B) Universo no-
conmutativos solo en momentos-verde (Θ = 0, Θ̄ = 0,01). C) Universo no-
conmutativos solo en momentos-verde (Θ = 0, Θ̄ = 0,001).

Los universos no-conmutativos solo en momentos (Θ = 0, Θ̄ 6= 0) son una
familia de universos que presentan al menos dos ciclos a lo largo de su existencia.
La cantidad de esos ciclos depende del valor de Θ̄, entre mas grande sea el valor
de Θ̄ mayor sera la cantidad de ciclos presentes. En la Fig. 7.2A se puede observar
claramente un segundo ciclo (por problemas de escala no aparece el primer ciclo
el cual es prácticamente simétrico en el origen ver Fig 7.1A linea color violeta) y
advertirse el nacimiento de un tercer ciclo. Una característica importante aquí es
la ubicación del segundo ciclo. Entre mas pequeño sea el valor de Θ̄ mas alejado
del origen se encontrara este segundo ciclo (ver Fig 7.2A). En la Fig. 7.2B se
puede observar que el segundo ciclo no aparecerá hasta t ≈ −180 para un valor
de Θ̄ = 0,01, mientras que no sera hasta t ≈ −1580 que aparecerá el segundo
ciclo para Θ̄ = 0,001 en la Fig. 7.2C. Para estos dos universos puede verse que ya
no existe un tercer ciclo. También de Fig. 7.2A,B,C puede verse que al reducir el
valor Θ̄ el valor máximo de la amplitud del segundo ciclo se incrementa de forma
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sumamente notable. De aquí Θ̄ = 0,2 → A ∼ 40, Θ̄ = 0,01 → A ∼ 1,4 × 1055

y Θ̄ = 0,001 → A ∼ 4× 10300. Extrapolando estas dos características podemos
pensar que para Θ̄ = 0 existirá un (único) segundo ciclo en t = −∞, con
una A ∼ ∞. Los ciclos para este universo son de tipo contracción, es decir la
amplitud maxima de un ciclo sera menor que la del ciclo antecesor.

Los ciclos de tipo expansion, son aquellos para los que la amplitud maxima
de un ciclo es siempre mayor que el del ciclo antecesor. Ahora se procederá a
realizar el análisis para universos con (Θ 6= 0, Θ̄ 6= 0).

Figura 7.3: Evolución de l3(t) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universos
cíclicos amplitud maxima constante: amarillo (Θ = 2, Θ̄ = 0,5), verde (Θ =
3, Θ̄ = 0,3335), rojo (Θ = 4, Θ̄ = 0,25), azul (Θ = 5, Θ̄ = 0,2). B) Universos
cíclicos amplitud maxima en contracción: amarillo (Θ = 5, Θ̄ = 0,16), verde
(Θ = 5, Θ̄ = 0,17), rojo (Θ = 5, Θ̄ = 0,18), azul (Θ = 5, Θ̄ = 0,19). C) Universos
cíclicos amplitud maxima en expansión: azul (Θ = 5, Θ̄ = 0,21), rojo (Θ =
5, Θ̄ = 0,22), verde (Θ = 5, Θ̄ = 0,23), amarillo (Θ = 5, Θ̄ = 0,24).

Dado un valor Θξ 6= 0 siempre existe un cierto Θ̄ξ 6= 0 tal que el universo
resultante (Θξ, Θ̄ξ) es de amplitud maxima constante. En la Fig. 7.3A se mues-
tran cuatro de estos universos. Así por ejemplo, para Θ = 2 fijo existe un Θ̄
en esto caso 0.5, que hace que la pareja (Θξ = 2, Θ̄ξ = 0,5) genere un universo
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cíclico de amplitud maxima constante (linea amarilla).
Si valor elegido Θ̄s < Θ̄ξ entonces el universo resultante (Θξ, Θ̄s) sera de

amplitud maxima en contracción. En la Fig. 7.3B se muestra una familia de
universos cíclicos de amplitud maxima en contracción los cuales tienen (Θξ = 5)
y Θ̄s = 0,16, 0,17, 0,18,0,19 < Θ̄ξ = 0,20. Como se puede verse en esta figura al
incrementar el valor de Θ̄ se reduce la amplitud de los ciclos.

Si valor elegido Θ̄s > Θ̄ξ entonces el universo resultante (Θξ, Θ̄s) sera de
amplitud maxima en expansión. En la Fig. 7.3C se muestra una familia de
universos cíclicos de amplitud maxima en contracción los cuales tienen (Θξ = 5)
y Θ̄s = 0,21, 0,22, 0,23, 0,24 > Θ̄ξ = 0,20. Como se puede verse en esta figura al
incrementar el valor de Θ̄ se aumenta la amplitud de los ciclos.

Figura 7.4: Evolución de l3(t) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universo
cíclico amplitud maxima en expansión-verde (Θ = 2, Θ̄ = 0,6). B) Universo
cíclico amplitud maxima en expansión-rojo (Θ = 5, Θ̄ = 0,40).

Una propiedad importante de estos universos cíclicos (Θ 6= 0, Θ̄ 6= 0) es que
la frecuencia/periodo solo depende del valor de Θ. Así pues una vez fijado Θξ

independientemente del valor Θ̄ el universo resultante (Θξ, Θ̄) tendrá el mismo
periodo/frecuencia independientemente que se trate de un universo cíclico de
amplitud constante, contracción o expansión. Esto se puede ver a través de Fig.
7.3A,B,C. El universo de amplitud constante-azul (Θ = 5, Θ̄ = 0,2) de la Fig.
7.3A tiene el mismo periodo/frecuenca que toda la familia de universos cíclicos
de amplitud en contracción de la Fig. 7.3B (Θ = 5, Θ̄ = 0,16, 0,17, 0,18, 0,19) y
de toda la familia de universos cíclicos en expansión de la Fig. 7.3C (Θ = 5, Θ̄ =
0,21, 0,22, 0,23, 0,24).

Los universos cíclicos de amplitud en expansión tienen la propiedad que sus
ciclos no son simétricos. En la Fig. 7.4A puede advertirse muy bien esto ultimo.
Este hecho implica la existencia de una asimetría entre las presiones de expansión
y contracción en cada ciclo. Aquí específicamente, Pexp < Pcont. También estos
universos tienen la característica que son muy susceptibles a variaciones de Θ̄.
En la Fig. 7.4B puede verse que para (Θ = 5, Θ̄ = 0,40) el universo adquiere una
A ∼ 1 × 108. Este ciclo correspondería al tercer ciclo positivo (no se muestra)
de Fig. 3C (Θ = 5, Θ̄ = 0,21)-azul el cual tendría apenas una A ∼ 0,08.
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7.3. Universo de K-S cuántico no-conmutativo.
En la sección (§2.6.3) se mostró que la ecuación de Wheeler-Dewitt para un

universo de Kantowski-Sach viene dada por
[
Π2

β −Π2
Ω − 6 exp(−2

√
3Ω)

]
ψ(Ω, β) = 0, (7.35)

donde Ω = Ω̂, Πβ = −i∂/∂β, ΠΩ = −i∂/∂Ω son operadores que satisfacen
el algebra conmutativa: [Ω, β] = 0, [ΠΩ, Πβ ] = 0, [Ω, ΠΩ] = [β, Πβ ] = i~. Es-
to ultimo por construcción. Por otro lado en la sección (§6.2.2) se presen-
to una técnica de deformación algebraica. Esta técnica consiste en el mapeo
de una algebra conmutativa cuyos generadores Xµ, Πν , satisfacen el álgebra:
[Xµ, Xν ] = 0, [Πµ, Πν ] = 0, [Xµ, Πν ] = i~δµ

ν , en una algebra no-conmutativa
en coordenadas y momentos, i.e los generadores X̂µ, Π̂ν satisfacen el algebra:
[X̂µ, X̂ν ] = i~Θµν , [Π̂µ, Π̂ν ] = i~Θ̄µν , [X̂µ, Π̂ν ] = i~δµ

ν . Explícitamente se
mostró que este mapeo venia dado por

Xµ =
ς

ϑ
X̂µ +

iΘµν

2αϑ
Π̂ν ,

Πµ =
α

ϑ
Π̂µ − iΘ̄µν

2ςϑ
X̂ν , (7.36)

donde ϑ = 2ας−1. Teniendo en cuenta esto, se procederá a construir la ecuación
de Wheeler-DeWitt no-conmutativa tanto en coordenadas como en momentos.
Primeramente al mapear el conjunto (Ω, β, ΠΩ, Πβ) en el conjunto (Ω̂, β̂, Π̂Ω, Π̂β)
via (7.36) y sustituir en (7.35) se obtiene
[
−
(

α

ϑ
Π̂Ω− iΘ̄

2ςϑ
β̂

)2

+
(

α

ϑ
Π̂β− iΘ̄

2ςϑ
Ω̂

)2

−6 exp
[
−2
√

3
(

ς

ϑ
Ω̂+

iΘ
2αϑ

Π̂β

)]]
ψ(Ω̂, β̂) = 0.

(7.37)
Al desarrollar esto ultimo
[
ξ2(Π̂2

β−Π̂2
Ω)+2ξγ(Π̂Ωβ̂−Π̂βΩ̂)+γ2(Ω̂2−β̂2)−6 exp

[−2
√

3(χΩ̂+ηΠ̂β)]
]
ψ(Ω, β) = 0.

(7.38)
donde ξ = α

ϑ , χ = ς
ϑ , η = iΘ

2αϑ y γ = iΘ̄
2ςϑ . Siguiendo el procedimiento de

cuantización de Dirac, se promueven las variables dinámicas a operadores,

Ω→ Ω̂ = Ω; β → β̂ = β,

ΠΩ→ Π̂Ω = −i
∂

∂Ω
; Πβ → Π̂β = −i

∂

∂β
. (7.39)

Teniendo en cuenta que ∂β/∂Ω = ∂Ω/∂β = 0. La ecuación (7.38) finalmente
toma la forma
[
ξ2

(
∂2

∂Ω2
− ∂2

∂β2

)
+γ2

(
Ω2−β2

)
−6 exp

[
−2
√

3
(

χΩ−iη
∂

∂β

)]]
ψ(Ω, β). (7.40)

Esta es la ecuación de Wheeler-DeWitt para un universo de Kantowski-Sach
no-conmutativo en coordenadas y momentos (espacio face). Esta ecuación no
admite solución analítica y en su solución numérica aun estamos trabajando.
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Para el caso particular en que solo las coordenadas no-conmuten (Θ 6= 0, Θ̄ = 0).
El hecho de considerar Θ̄ = 0 ⇒ γ = 0. Eligiendo α = ς = 1 ⇒ ϑ = 1 ⇒ ξ =
χ = 1, η = 1/2.

[
∂2

∂Ω2
− ∂2

∂β2
− 6 exp

[
− 2

√
3
(

Ω− i

2
∂

∂β

)]]
ψ(Ω, β). (7.41)

La solución de esta ecuación se obtuvo a partir del método de separación de
variables [80],

ψν(Ω, β) = e(i
√

3νβ)Kiν

[
4e−

√
3(Ω−√3νΘ/2)

]
. (7.42)

Por lo tanto un estado cuántico en este universo viene dado por una superposi-
ción de estados ,

ψ(Ω, β) =
∑

ν

Cνe(i
√

3νβ)Kiν

[
4e−

√
3(Ω−√3νΘ/2)

]
. (7.43)

La amplitud de probabilidad está representada en la Fig. 7.5. Para Θ = 4, se
tiene un drástico cambio en comparación con el modelo conmutativo (ver Fig.
2.1). Ahora aparecen nuevos picos en la distribución, que buscan ser el estado
mas probable del universo. El pico original ha cambiado en la coordenada Ω. En
esta figura puede verse la existencia de túneles entre diferentes estados. De esta
manera al introducir la no-conmutatividad en este minisuperuniverso se crean
nuevos estados accesibles.
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Figura 7.5: Variacion de |ψ|2 con respecto a Ω y β, con θ=4.

7.4. Direcciones en gravedad no-conmutativa.
El interés por el estudio de teorías no-conmutativas desde el punto de vista

presentado en el presente capitulo, tuvo un auge bastante importante a partir
del trabajo [194].
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En [196] se estudia la posibilidad de obtener una teoría de la gravedad no-
conmutativa a partir de la teoría de cuerdas. El procedimiento que se uso para
lograr este fin, fue el mapeo de Seiberg-Witten. Los autores esperaban con este
mapeo en el limite de bajas energías obtener la teoría no-conmutativa presenta-
da en el presente capitulo. Los resultados fueron negativos ya que el mapeo de la
teoría de cuerdas obtenido contiene mas términos de interacción a la teoría de-
formada. En [195] se presento por primera vez una solución no trivial de la teoría
no-conmutativa de la gravedad (presentada en este capitulo). La solución fue
para una simetría esférica (Schwarzschild). Los resultados obtenidos presentan
un comportamiento holografico; fuera del horizonte se obtiene una estructura
fuzzy, mientras que dentro de este se tiene una geometría no-conmutativa de
Sitter.

En [197] se estudia la no-conmutatividad para un universo FRW con un
campo escalar. Este estudio se realiza tanto para un escenario clásico como para
uno cuántico. Aquí se muestra que para este universo las soluciones obtenidas
son exactas. Por ultimo en este trabajo se realiza un análisis detallado sobre
los efectos de la no-conmutatividad en la evolución temprana de este universo.
En [198] se presenta un universo de K-S no-conmutativo mediante un mapeo de
Seiberg-Witten. En [199] usando una aproximación factorial cuántica, se obtiene
una familia de potenciales escalares iso-espectrales para una cosmológica cuán-
tica Wheeler-DeWitt no-conmutativa con un potencial V (φ) = Voe

−λφ. En este
trabajo se presenta un análisis sobre los resultados obtenidos y la relación de
estos con energía oscura. En [200] se encuentran explícitamente las ecuaciones
de Einstein no-conmutativas, mediante la aplicación de un twist abeliano. Tam-
bién aquí se presentan las soluciones no-conmutativas para un universo FRW y
Schwarzschild. Por ultimo se muestra algunas de estas soluciones son compat-
ibles con la fenomenologia conocida para bajas energías. En [201] se presenta
una investigación sobre los efectos causados por la no-conmutatividad en un
espacio fase generado por dos campos escalares conformes con una curvatura de
fondo tipo FRW. En este trabajo se muestra que el parámetro de deformación
introducido en el sector de momentos, es el único responsable sobre los efectos
no-conmutativos sobre universos planos. También aquí se muestra que las solu-
ciones no-conmutativas para campos escalares pueden ser simuladas por medio
de osciladores armónicos. Por ultimo en este articulo se emplea el teorema de
Noether para explorar los efectos de la no-conmutatividad sobre las simetrías
subyacentes.
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Capítulo 8

Conclusiones y Trabajo
Futuro.

El objetivo principal de esta tesis fue el estudio de diferentes técnicas de
introducir no-conmutatividad en teorías físicas, específicamente en el estudio
de simetrías y modelos cosmológicos. Los trabajos originales que aporta este
trabajo son: se presenta un algebra de Poincaré descrita sobre un espacio fase
no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos, también se presentan
dos álgebras Heisenberg deformadas por dos diferentes twists de Drinfeld, por
ultimo se presenta el estudio clásico de un universo de Kantowski-Sachs descrito
sobre un espacio fase no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos.

Mediante la técnica de transformación de coordenadas se construyeron las al-
gebras deformadas tanto de Heisenberg y Poincaré denotadas por UΘ

Θ̄
(H(3, 1)) y

UΘ
Θ̄

(iso(3, 1)) respectivamente. Estas algebras se obtuvieron a partir de represen-
tar los generadores Xµ y Pν que satisfacen las relaciones de conmutación:[Xµ, Xν ] =
0, [Pµ, Pν ] = 0 y [Xµ, Pν ] = iδµ

ν en términos de X̂µ y P̂ν cuyas relaciones son:
[X̂µ, X̂ν ] = iΘµν , [P̂µ, P̂ν ] = iΘ̂µν y [X̂µ, P̂ν ] = iδµ

ν . Aquí los parámetros de
no-conmutatividad Θµν y Θ̄µν están relacionados con la longitud de Plank lp. Se
demostró que estas algebras deformadas realmente forman un algebra de Hopf.
Se presento explícitamente el mapeo que permite pasar de una representación a
la otra.

Mediante la técnica de Drinfeld, se presentaron dos deformaciones corre-
spondientes a dos twists para el algebra de Heisenberg. Los operadores Xµ y
Pν son los generadores del grupo i.e. vectores tangentes que actúan sobre un
espacio fase conmutativo de funciones. Los generadores de este espacio satis-
facen las relaciones: [xµ, xν ] = 0 y [pµ, pν ] = 0. Mediante la aplicación de los
twists: Fθ = e

i
2 θαβPα⊗Pβ y Fθ̄ = e

i
2 θ̄αβXα⊗Xβ fue posible obtener las algebras

UFθ (H(3, 1)) y UFθ̄ (H(3, 1)). Ahora los generadores de estas algebras defor-
madas actúan sobre espacios no-conmutativos. Las relaciones de conmutación
para los generadores de este espacio compatible con Fθ son: [x̂µ, x̂ν ] = iθµν y
[p̂µ, p̂ν ] = 0, mientras que: [x̂µ, x̂ν ] = 0 y [p̂µ, p̂ν ] = iθ̂µν para los generadores del
espacio compatible con Fθ̄. En este trabajo mostramos que tanto Fθ como Fθ̄

satisfacen las propiedades de un twist. Mostramos que tanto UFθ (H(3, 1)) como
UFθ̄ (H(3, 1)) realmente son algebras de Hopf. Esta técnica de deformación tiene
como característica principal que preserva el sector algebraico y solo modifica
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el sector coalgebraico en este caso de U(H(3, 1)). Presentamos explícitamente
los sectores coalgebraicos: (∆Fθ , εFθ , SFθ ) para UFθ (H(3, 1)) y (∆Fθ̄ , εFθ̄ , SFθ̄ )
para UFθ̄ (H(3, 1)).

Realizamos una descripción clásica de un universo de Kantowski-Sachs sobre
un espacio fase no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos. En
este estudio no-conmutativo obtuvimos el volumen característico l3(t). A partir
de los resultados de este estudio, hemos encontrado algunos puntos que nos han
resultado interesantes y que consideramos merecen ser analizados con mayor
profundidad:

A partir del análisis anterior se puede observar que el parámetro Θ̄, es fun-
damental en la evolución cíclica de este universo. De la Fig. 7.3A, se puede ver
que estos ciclos son periódicos. Esto ultimo resulta muy interesante, ya que es
fácil advertir una similitud entre este resultado y los reportados por R. Penrose
[142, 143] a partir de WMAP.

De la Fig. 7.4A es posible observar la existencia de una asimetría entre las
presiones de expansión y contracción. Aquí específicamente, Pexp < Pcont. Esta
asimetría conduce a la creación de un loop de histéresis negativo (

∮
PdV < 0).

En [189] se demostró que para modelos anisotropicos, un valor negativo en un
loop de histéresis conduce a un decrecimiento en la densidad de la isotropia.

Uno de los mayores atractivos de los universos cíclicos es que los problemas
de horizonte y planitud son gradualmente aminorados conforme se incrementan
los ciclos y el universo se hace mas viejo y mas extenso. En la Fig. 7.3a, se mues-
tra como la amplitud de la longitud característica l(t), entre un ciclo y su sucesor
sufre incremento, lo que se traduce en un loop de histéresis negativo. Esto ultimo
es una característica no única pero si importante de los potenciales inflacionarios
[189]. En este caso en particular la taza de este incremento exponencial depende
directamente de los valores de Θ y Θ̄. Los intentos por explicar los mecanis-
mos de inflación como consecuencia de un principio de no-conmutatividad no
son nuevos. Una de las ideas centrales de la cosmología moderna es que las
inhomogeneidades observadas en el universo en su etapa temprana tienen su
origen en las fluctuaciones cuánticas de los campos presentes durante el periodo
de inflación [173, 174]. En estos esquemas, estas perturbaciones primordiales
crecieron a lo largo del tiempo debido a la inestabilidad gravitacional y even-
tualmente se transformaron en las estructuras observadas del universo. Aquí la
forma precisa de estas fluctuaciones depende de la cinemática y dinámica del
campo inflacionario empleado. Por ejemplo en los modelos inflacionarios más
simples, las fluctuaciones cuánticas tienen distribuciones gaussianas [175] y son
producidos mediante campos libres. En estudios más sofisticados se introducen
campos más complejos que dan lugar a fluctuaciones que siguen distribuciones no
gaussianas [176]. En [179] se plantea que una teoría cosmológica no-conmutativa
introduce términos similares a los empleados en [176].

A partir de Fig. 7.4A, se puede ver que los rebotes de este universo son suaves
y continuos por lo cual la evolución de este, carece de situaciones dramáticas
exceptuando el punto t = −∞, que es cuando la amplitud del volumen carac-
terístico l3(t) de este universo se anula.

El trabajo a futuro que surge de esta investigación consiste en el análi-
sis fenomenológico y las interpretaciones físicas que surgen de las algebras de-
formadas propuestas en este trabajo. Por otro lado la realización del estudio
cuántico no-conmutativo tanto en coordenadas y momentos para el universo de
Kantowski-Sach. Esto ultimo implica trabajar en la solución de (7.40).
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