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Abstrac

A study on different topics related to non-commutative spaces is present-
ed. From the mathematical point of view this analysis is the study of quantum
groups. Here different techniques are presented for deforming Hopf algebras.
Three original results are presented in this section. The first two are the de-
scription of a Heisenberg algebra and Poincare algebra on a space where the
coordinates do not commute like the moments. These deformed algebras are ob-
tained by the technique of coordinate transformation. El tercer resultado es la
deformacion del algebra de Heisenberg mediante el empleo de la técnica del twist
de Drinfeld. On the other hand, from the physical point of view, the analysis
focuses on cosmological models. This non-commutative analysis will be classical
and quantum level of the universe of Kantowski-Sanchs. Here is presented an
original result. For this study we have deformed the Poisson brackets for in-
troducing non-commutativity to classic level. We obtained by this deformation
a cyclic universe with an isotropic transition, free of singularities and with an
inflationary mechanism.
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Resumen

Se presenta un estudio sobre diferentes topicos relacionados con espacios no-
conmutativos. Desde el punto de vista matematico, este anélisis se desarrolla
sobre el estudio de grupos cuanticos. Aqui se mostraran diferentes técnicas para
deformar algebras de Hopf. En esta seccién se presentan tres resultados ori-
ginales. Los dos primeros son las algebras de Heisenberg y Poincare descritas
sobre un espacio fase no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos.
Estas algebras deformadas se obtendran mediante la técnica de transformacion
de coordenadas. El tercer resultado es la deformacion del algebra de Heisenberg
mediante el empleo de la técnica del twist de Drinfeld. Por otro lado, desde
el punto de vista fisico, el anélisis gira en torno a modelos cosmologicos. En
particular este trabajo se centra sobre el estudio tanto clasico como cuéntico
del universo de Kantowski-Sanchs. Aqui se presentara un resultado original.
Para este estudio hemos introducido un principio de no-conmutatividad a nivel
clasico sobre el espacio fase de un universo de Kantowsky-Sach. Hemos obtenido
via este principio un universo ciclico, con una transiciéon isotropica, libre de
singularidades y provisto de un mecanismo inflacionario.
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Capitulo 1

Introducciéon

Al abordar la biografia de mi
héroe, Alexei Fiodorovitch,
experimento cierta perplejidad:
aunque le llamo «mi héroey, sé
que no es un gran hombre. Por lo
tanto, se me dirigiran sin duda
preguntas como éstas: «;Qué hay
de notable en Alexei Fiodorovitch
para que lo haya elegido usted
como héroe? ;Qué ha hecho?
;Quién lo conoce y por qué? ;Hay
alguna razon para que yo, lector,
emplee mi tiempo en estudiar su
vida?» La ultima pregunta es la
mas embarazosa, pues la tnica
respuesta que puedo dar es ésta:
«Tal vez. Eso lo veré usted
leyendo la novela. » ;jPero y si,
después de leerla, el lector no ve
en mi héroe nada de particular?
Digo esto porque preveo que
puede ocurrir asi. A mis ojos, el
personaje es notable, pero no
tengo ninguna confianza en
convencer de ello al lector. Es un
hombre que procede con
seguridad, pero de un modo vago
y oscuro.

Los Hermanos Karamazov
F16por M. DOSTOIEVSKI

La parte mas importante de este trabajo es presentar algunos resultados
originales que hemos obtenido en el tiempo en que hemos trabajado en este
proyecto. Tres de ellos tienen un enfoque matematico en el sentido que se deja
de lado la parte interpretativa y fenomenolégica. Estos son la obtencion de las
algebras deformadas de Poincaré y Heisenberg mediante dos técnicas diferentes.
Un cuarto resultado tiene un enfoque mas fisico. Este resultado es la descrip-
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cion de un universo de Kantowski-Sachs en un espacio no-conmutativo tanto en
coordenadas y momentos.

La otra parte y no menos importante que la anterior, es presentar este tra-
bajo de la forma mas articulada posible. Esto ultimo tiene la finalidad de (en
medida de nuestras capacidades) generar un texto sencillo para alguien que tiene
un primer acercamiento con estas ideas. Por esta razon se decidié dedicar los
primeros capitulos, como una revision de los conceptos tanto matematicos, co-
mo fisicos descritos sobre espacios ordinarios (conmutativos). De esta manera,
cuando el lector aborde la segunda parte, dedicada al estudio de estos conceptos
pero descritos sobre espacios no-conmutativos, la transiciéon resulte un poco mas
sencilla.

Dicho lo anterior, a continuaciéon se presenta una breve introduccién, cuya
finalidad es, plantear algunas de las muchas motivaciones que han dado pie
al estudio de la descripcién de teorias fisicas sobre espacios no-conmutativos.
No hay que perder de vista que los temas centrales en este trabajo son: no-
conmutatividad, simetrias y cosmologia.

1.1. Simetrias y unificacién

Existe una simetria cuando la expresiéon matematica de las leyes de la fisica
es independiente del sistema de referencia, ya sea espacio-temporal o del espacio
abstracto donde varfan los ntimeros cuanticos que caracterizan a las particulas.
Las simetrias que relacionan propiedades intrinsecas de las particulas, se de-
nominan simetrias internas para diferenciarlas de las simetrias globales espacio-
temporales. De estas ultimas son ejemplos las rotacionales y traslacionales que
forman el grupo de Poincaré iso(3,1) que es la base de la teoria de la rela-
tividad especial. El papel de las simetrias en la fisica de particulas elementales
adquirieron la categoria de fundamental en la década de los 50’s cuando se les
identifico como un ingrediente basico para la determinacion de la dindmica. Por
esto fue fundamental postularas como simetrias locales, es decir cuando se exige
que las transformaciones que forman el grupo correspondiente varien de pun-
to a punto en el espacio cuatridimensional cotidiano. A éstas se les denomina
simetrias de norma y para que sean exactas se requiere la existencia de campos
que representan las fuerzas (las particulas cuyo intercambio entre las particulas
ordinarias son la causa de las interacciones conocidas o de nuevas interacciones).
Asi la interaccion electromagnética es consecuencia ineludible de la simetria de
norma asociada al grupo U (1), mientras que para el caso de las fuerzas débil y
fuerte les corresponden los grupos SU(2) y SU(3), respectivamente. Las inter-
acciones electrodebiles resultan de la simetria de norma SU(2) x U(1)y, donde
el grupo U(1)y corresponde a la hipercarga Y. Finalmente el modelo estandar
esta basado en el grupo de norma SU(3) x SU(2) x U(1) [1, 2|.

En este trabajo las simetrias se estudiaran mediante algebras de Hopf, ya
que a diferencia de las algebras de Lie permiten describir las simetrias tanto
para el caso de espacio-tiempo conmutativo como no-conmutativo [4, 5, 6].

Hasta la fecha, casi todas las pruebas experimentales de las tres fuerzas
descritas por el modelo estandar estin de acuerdo con sus predicciones. Sin
embargo, el modelo estdndar no alcanza a ser una teoria completa de las in-
teracciones fundamentales debido a que no incluye la gravedad y aun no queda
clara la forma en que esta se incorporara [3].
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1.2. Gravedad cuantica

A partir de las cuatro interacciones mencionadas anteriormente es como
la filosofia reduccionista de la fisica logra explicar todos los fenomenos de la
naturaleza. Tanto la electrodinamica como las interacciones débil y fuerte son
actualmente entendidas como teorias de norma y han sido cuantizadas exi-
tosamente. Esto significa que a partir de la teoria clasica original es posible
construir una teorfa cuéntica asociada que permite calcular correcciones a las
predicciones clésicas. Estas predicciones pueden ser hechas finitas -en lenguaje
técnico las teorias son renormalizables-, y numerosos experimentos han confir-
mado su exactitud. Cuando se trata de aplicar métodos similares a la interac-
cion gravitacional resulta imposible hacer finita la teoria, es decir esta resulta
no-renormalizable, ademéas de arrojar otras inconsistencias. Todo procedimiento
de unificar relatividad general (teoria que describe la interaccion gravitacional),
con los procedimientos de cuantizaciéon de la mecanica cudntica se encuentra
eventualmente con problemas de incompatibilidad. Esta incompatibilidad rad-
ica, principalmente, en que las suposiciones que ambas teorias hacen son com-
pletamente diferentes.

Por un lado, la relatividad general es una teoria geométrica por excelencia
que modela a la gravedad como un espacio-tiempo cuya curvatura esta deter-
minada por una distribuciéon de masa, es decir, no hay un espacio-tiempo de
subyacente fijo. La curvatura (tensor de Einstein) es debida a la presencia de
masa y otras formas de energia (el tensor energia-momento). La teoria predice
singularidades del espacio-tiempo, tales como la gran explosion o agujeros ne-
gros.

Por otro lado, la teoria cuantica esta formulada desde el principio sobre una
estructura de subyacente fijo (no dinamica). En particular, la teoria cuantica de
campos describe campos de particulas impuestas en un espacio-tiempo plano de
relatividad especial. En esta teoria existen divergencias UV, que se pueden re-
solver solamente aplicando un procedimiento de renormalizacién orden a orden.

Una forma natural de cuantizar la gravedad plantea la necesidad de cuantizar
directamente las ecuaciones de Einstein

1
R = 30| = $7GT,0 ] (1)

Parece logico pensar que por el hecho de que la materia este sujeta a principios
de mecanica cuéntica, el tensor de energia-momento T, [g] debe tratarse como
un operador. El camino mas sencillo a seguir es fijando la geometria y man-
teniendo el caracter cuantico de la materia reemplazando 7),,[g] por su valor
de expectacion < T, ww[n] > en un estado de vacié de Minkowski. Sin embar-
go al realizar esto sucede que la solucién arroja que g # 7, por lo tanto este
resultado tendra que re-insertarse en la definicion del valor de expectacion de
vacio, y asi sucesivamente. En general la interacciéon resultante no converge y el
procedimiento se hace inconsistente, por lo que también se hace necesario cuan-
tizar también el campo gravitatorio, de tal forma que esto conduce a ecuaciones
cuénticas no lineales de Einstein

. 1. .
l:RMu - 2Rgpu:| = 87TGT,“,[Q] (12)

Esto plantea una problematica no solo técnica, sino que también conceptual.
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Historicamente ha habido muchos intentos para resolver estas inconsistencias
partiendo desde perspectivas diferentes y con enfoques radicalmente diferentes
sin embargo los formalismos que mas han destacado son la teorfa de cuerdas y
la gravedad cuéntica canonical7, §].

La teoria de cuerdas es una generalizaciéon de la teoria cuantica de campos
en donde las particulas puntuales son reemplazadas por objetos unidimension-
ales extendidos, llamados cuerdas, que se propagan en una variedad espacio-
tiempo subyacente fija. Los distintos modos de vibracion corresponden a dis-
tintas particulas. Esta teoria intenta unificar todas las interacciones de la nat-
uraleza, incluyendo la gravedad. La forma en que la gravedad se incorpora en
la teoria de cuerdas es sumamente sorprendente, ya que esta aparece como una
prediccion y no es necesario incluirla a priori. Cuando se obtienen los distintos
estados de oscilacion de la cuerda y se observan sus propiedades, aparecen aque-
llos que tienen exactamente las propiedades que se sabe debe poseer la particula
asociada con la gravedad, es decir, aquella que describe pequenas perturbaciones
del espacio-tiempo. Teoria de cuerdas es capaz de reproducir la relatividad gen-
eral de Einstein (mas pequeilas correcciones)|9].

Otro tipo de objetos fisicos que se encuentran en la teoria de cuerdas son las
D-branas, que poseen cierta masa y carga. Las D-branas son objetos dinamicos
y sus excitaciones son descritas por cuerdas abiertas cuyos extremos estan limi-
tados a moverse sobre ellas. Como excitaciones, las cuerdas abiertas no pueden
existir de forma independiente de la D-brana. Sin embargo, estas pueden cerrar
sus extremos y escapar de la D-brana como cuerdas cerradas, o en sentido inver-
so, una cuerda cerrada puede abrirse sobre la D-brana para convertirse en una
cuerda abierta. El mecanismo por el cual la D-brana hace esto es muy particular.
Se sabe que la D-brana interactua con sus alrededores mediante la absorcién y
la emisién de cuerdas cerradas. En particular, la D-brana puede emitir cuerdas
cerradas que corresponden a los gravitones, i.e., los portadores de la interacciéon
gravitacional. Cuando estos gravitones interactuan con una cuerda que viaja a
través del espacio-tiempo hace que su propagacion se altere tal y como si exis-
tiera una geometria curva de tal forma que es posible determinar la geometria
a partir de estos objetos[10].

La teorfa de cuerdas tiene la ventaja de ser perturbativamente renormali-
zable a todo orden y unificar todas interacciones de la naturaleza. Sin embargo
cuenta con més estructura de la que minimamente se necesita para explicar la
mayoria de la fenomenologia actual, la mas radical de ellas es la necesidad de
incorporar dimensiones extras. Ademas, hasta el momento no hay una evidencia
experimental directa que permita saber si es correcta o no. A pesar de esto, la
teoria de cuerdas sigue siendo el principal candidato para una teoria unificada de
la naturaleza y se ha mantenido como un campo de investigacion muy activo,
que ha producido un gran impacto no solo en la fisica sino también en las
matematicas.

Mientras la teoria de cuerdas trata al espacio-tiempo curvo de la relativi-
dad general como una modificaciéon de un campo subyacente fijo sin masa de
espin dos, la formulacion candnica de la gravedad cuantica trata directamente la
métrica del espacio-tiempo mismo como un campo e intenta cuantizarlo directa-
mente. De acuerdo con este enfoque, se debe formular a la relatividad general en
una forma canénica o hamiltoniana. En esta descripcion se elige un conjunto de
variables para el espacio de configuraciones y para los momentos canénicamente
conjugados, que describen el estado del sistema a un tiempo dado. La evoluciéon
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temporal de estas variables se obtiene a partir de las ecuaciones de Hamilton.
La cuantizacion consiste entonces en promover las variables de configuracion y
los momentos conjugados a operadores en un espacio de estados cuanticos (es-
pacio de Hilbert) sujetos a relaciones de conmutacion andlogas a los corchetes
de Poisson clasicos.

En la décadas de los 50’s y 60’s, Dirac, Wheeler, De Witt y otros [11, 12,
13, 14] trabajaron en la eleccion mas natural de las variables para el campo de
configuracion. Ellos consideraron para esto la 3-métrica inducida para una fo-
liacion arbitraria de hipersuperficies espaciales, que permitiera separar el espacio
del tiempo. Una vez esto se procederia a aplicar la transformada de Legendre
a la accion de Einstein-Hilbert para obtener un hamiltoniano. Los momentos
conjugados (directamente relacionados con la curvatura extrinseca de la hiper-
superficie) codifican la evolucion temporal de las 3-métrica. Esta formulacion se
enfrenta con el problema de las constricciones, que proviene de la invariancia
ante difeomorfismos de la teoria. El procedimiento que se adopta en este tipo
de teorias es tratar las constricciones también como operadores cuénticos A, e
imponerles la condicién que los estados fisicos |¢) sean invariantes ante la ac-

cion de estos operadores e““A|ih) = [¢)) o a orden infinitesimal Aly)) = 0. De
esta manera el hamiltoniano resultante H se convierte en lo que se ha llamado
vinculo hamiltoniano H , que se trata de una densidad hamiltoniana restringida
a anularse por las ecuaciones de movimiento, es decir:

Hlyp) =0 (1.3)

A esta ecuacion se le conoce como de Wheeler-DeWitt y al procedimiento se le
denomina geometrodinamica. El operador de Wheeler-DeWitt es un operador
diferencial de segundo orden de forma no polinomial y con coeficientes que
ni siquiera son analiticos en estas variables de configuracion, y por lo tanto
el espacio de soluciones es extremadamente complicado de obtener. Por otro
lado seria natural interpretar una solucién de la ecuacion de Wheeler-DeWitt
como la amplitud de probabilidad de que el sistema cuantico gravitacional se
encontré en un estado con la métrica dada. Pero esta interpretacion directa
resulto imposible debido a que tal probabilidad puede ser negativa ademas de
contener otras inconsistencias.

A raiz de estos problemas la geometrodinamica solo pudo resolver algunos
modelos cosmoldgicos homogéneos cuyas métricas dependen de uno o varios
pardmetros que son funciones solo del tiempo, el cual, a su vez puede ser susti-
tuido por uno de dichos parametros.

Este problema fue atacado con mayor exito por un formalismo iniciado por
Ashtekar, Lee Smolin, Carlo Rovelli y colaboradores en 1986 [15, 16], mediante
la reformulacién de las ecuaciones de Einstein en términos de nuevas variables:
la conexion (en lugar de la 3-métrica) y su momento conjugado, lo que facilita
notablemente la tarea de resolver las constricciones. Poco después se encontraron
soluciones a las ecuaciones derivadas de esta teoria, la cual se conoce ahora como
gravedad cuantica de lazos. El aspecto mas destacable de esta formulacion de
gravedad cuéantica es que a escalas muy pequenas, el espacio-tiempo no esta
descrito por una variedad suave y continua sino por elementos discretos. El
papel de introducir nuevas variables aun no es entendido del todo y esta teoria
tiene el problema de no recuperar el limite clasico.

A lo largo del tiempo estos han sido los enfoques que han tenido mas impacto
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e influencia dentro de la comunidad cientifica, sin embargo no han sido los tnicos.
Algunos otros intentos que destacan son:

I Teorfa de twistors

IT Gravedad cuantica euclidea
IIT Gravedad discreta lorenziana
IV Calculo Regge

En todos estos intentos la concepcién del espacio-tiempo es sumamente radi-
cal, ya que en ellos se introducen valores discretos de las coordenadas espacio-
temporales (excepto en twistors, en donde esto es una consecuencia) en las ecua-
ciones que rigen la evolucion de las funciones de onda que representan particulas
elementales en estado libre o en interaccion [3, 7].

Gravedad cudntica | .—1 _, o | Gravedad cudntica
no-relativista — relativista
h 40 h 40
G+ 0
-1
Gravedad L =0 Relatividad G—0
newtoniana y
. general
mecdnica
Mecdnica cudntica =0 Teoria dceu dntica
G0 no-relativista G -0 campos Relativista
h 40 h 40
Mecam;gl cldsica 10 Relatividad
gravedad especial

Fig. 1.1 Siete limites fundamentales de la fisica tedrica

Estos modelos tienen un interés matematico: resolver por métodos numeéricos
ecuaciones diferenciales que no tienen una solucién analitica exacta y por otra
parte evitar los valores infinitos que aparecen en los desarrollos perturbativos
de dichas ecuaciones. La conexién con la teoria cuantica de campos en todos los
casos es sumamente remota. Si bien ha habido un progreso considerable en la
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cuantizacion de la gravedad, no existe aun un concenso general en la comunidad
sobre la forma final que deberia tener la teoria cuantica de la relatividad general.
Sin embargo, el estado de todas las investigaciones ponen de manifiesto que
ninguna de las direcciones de investigacion lograra por si misma la unificacién.
Las diferentes teorias han encontrado terrenos de similitud: la forma de concebir
el espacio-tiempo y la existencia de una escala de energia.

Por un lado es claro es que no es posible formular una teoria completa sin la
necesidad de incluir un cambio fundamental en la manera en que se concibe el
espacio-tiempo y en donde la variedad diferencial suave que modela el espacio-
tiempo debe sufrir un cambio dréstico.

Mientras que por otro todos los formalismos antes mencionados coinciden
en que existe una escala de energia (o equivalente de distancia) a la que las
descripciones actuales de la naturaleza pierden validez: La longitud de Planck.

En este trabajo, partiendo de las ideas de geometrodinamica, desarrollaremos
la descripcién del modelo cosmolégico de Kantowski-Sach, sobre un espacio no-
conmutativo tanto en coordenadas y momentos, con el fin de analizar como se
modifica la evolucion de este universo al introducir estas deformaciones.

1.3. Espacios no-conmutativos

Desde el punto de vista matematico es posible pasar de la relatividad especial
de Einstein o la mecanica cuantica, a la gravedad Newtoniana, via la contrac-
ciéon de alguno(s) parametro(s) caracteristicos ¢~ 6 h respectivamente, es decir
(¢t 6 h — 0). De las misma manera es posible pasar de la relatividad general a
la relatividad especial via la contraccion del parametro G. Los parametros ¢~ 1,
hy G, ya sea individualmente, en pares o los tres juntos, forman un conjunto
de siete contracciones correspondientes a las teorias fisicas conocidas [17, 18].
El ingrediente de la gravedad cuéantica es el hecho de que contendria los tres
pardmetros mencionados, de ahi la asociacién de una longitud denominada de
Planck, como escala de manifestacion de sus efectos Fig. 1.1. La tdnica com-
binacién de estas constantes con dimensiones de distancia que se puede lograr

€es:
h
l, = ,/75 ~ 1,6 x 10730 (1.4)
C

En mecénica cuantica, la energia necesaria para medir la estructura del espacio-
tiempo con resolucion de longitud de Planck [, es fic/l,, en relatividad general
esta energia seria tal, que en esa region se distribuiria la energia suficiente para
formar un agujero negro microscépico con un radio de Schwarzschild del mis-
mo orden de magnitud, por lo cual en este escenario semi-clasico, abrian dos
consecuencias interesantes:

1. Dado que las fluctuaciones cuanticas de caracter puramente gravitacional
tendrian la misma magnitud que las fluctuaciones cuanticas descritas por
el modelo estandar, entonces todas la interacciones en la naturaleza es-
tarfan unificadas a distancias del orden de la longitud de Planck.

2. Por otro lado los agujeros negros crecen en tamano al aumentar su energia,
entonces se podria formar un agujero negro mayor que la longitud de
Planck, por lo cual no se lograria mejorar la precision. De esta manera
resulta que la posibilidad de producir agujeros negros como fluctuaciones
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cuanticas, implica la existencia de una distancia minima o un principio de
incertidumbre en las coordenadas:

Azt Az? > 1,° (1.5)

La existencia de una distancia minima tiene implicaciones serias y es que el
espacio-tiempo clésico, con variables espaciales y tiempo abelianas, generadoras
de un algebra conmutativa de funciones, tendria que modificarse por un algebra
no-conmutativa de operadores. De tal suerte que el campo gravitatorio descrito
por el tensor métrico g, seria un operador y su falta de conmutatividad afec-
tarfa a la geometria del espacio-tiempo, haciendo la geometria no-conmutativa
[19].

Desde el punto de vista puramente matematico la geometria y la topologia
son un conjunto con alguna estructura en particular que llamamos espacio. Sin
embargo, aun objetos tan fundamentales como las curvas elipticas se estudian
mejor no en términos de conjuntos de puntos, sino examinando las funciones
continuas que se pueden definir sobre este espacio. Fue Weierstrass quien abri
un nuevo camino en la geometria, al estudiar directamente el conjunto de fun-
ciones complejas que satisfacen un algebra de adicion en particular, y derivar el
conjunto de puntos a partir de estas.

El estudio formal de estas ideas surge con los trabajos de Gelfand, Naimark
y Segal [20] que establecieron una equivalencia entre los espacios topologicos
Hausdorff localmente compactos y las C*-algebras abelianas no necesariamente
unitarias, prosiguieron con Hilbert que estableci6 la relacion entre las variedades
afines y las algebras conmutativas. Continuaron con Grothendieck quien rela-
cioné la teoria de esquemas y la topologia, més recientemente Connes ha gene-
ralizado este tipo de dualidades para el caso no-conmutativo [21, 22, 23|. La
idea central es encontrar una forma de relacionar el espacio, con el algebra de
funciones definidas sobre éste. En este esquema las propiedades geométricas se
obtienen a partir de propiedades algebraicas via relaciones de equivalencia. A
diferencia de los primeros casos, los trabajos de Connes extienden estos estudios
para el caso en que las algebras no-conmutan.

Uno de los avances mas importantes del siglo XX, fue el descubrimiento de la
formulacion matemaética de la mecanica cuantica por Heisenberg en 1925 [24, 25].
Desde el punto de vista matemaético, esto es una transicion de la mecanica clasica
a la mecanica cuantica, via la deformacion del algebra clasica conmutativa de
observables en el algebra no-conmutativa de observables cuanticos. Recordando
que en mecanica clasica un observable (ej. energia, posicién, momento, etc) es
una funcién sobre una variedad llamada espacio fase del sistema, mientras que
en el caso cudntico estos son operadores definidos en un espacio de Hilbert.

Connes ha realizado algo muy parecido a lo anteriormente mencionado. Su
proposito ha consistido en generalizar la nocién de espacio desde el punto de
vista de diferentes areas de las matematicas (ej. teoria de la medida, geometria
y topologia), tomando como punto de partida que las algebras definidas sobre
dicho espacio no-conmutan. Algunas de las contribuciones de estos estudios in-
cluyen: teoria de algebra de operadores, topologia algebraica y diferencial, teoria
de numeros, efecto Hall cuéntico, renormalizacion en teoria cuantica de campos,
teoria de cuerdas y modelo estandar.

En la formulacion de Connes del modelo estandar, el espacio-tiempo esta
desdoblado en dos hojas correspondientes a las dos posibles quiralidades. Los
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bosones de norma corresponderian a desplazamientos en las direcciones contin-
uas, mientras que el campo de Higgs estaria asociado a la direcciéon discreta.
La principal ventaja de la aproximacion de Connes al modelo estandar es que
en ella todas las interacciones, incluyendo las de los escalares que producen la
ruptura espontanea de la simetria, provienen de un tinico operador de Dirac de
manera que el Higgs aparece integrado en el modelo de una forma mas natural
que en la formulacion habitual. La principal prediccion esta relacionada con la
masa de Higgs pero aun no ha podido ser contrastada experimentalmente.

El termino geometrias no-conmutativa ha sido empleado para describir varias
teorias diferentes. Deformacién por cuantizacién y grupos cuanticos son dos
vertientes que han surgido de forma muy independiente del espiritu original de
la formulacién de Connes, y que sin embargo actualmente resultan dos de los
elementos mas importantes del programa global de la geometria no-conmutativa
desde el punto de vista fisico.

El procedimiento que permite encontrar una descripcién cuantica de la dinami-
ca de un sistema fisico a partir de su descripcion clasica es llamado cuantizacion.
Cuando el procedimiento se realiza a partir de la deformacion de la estructura
algebraica de la dindmica cléasica hasta obtener una estructura no-conmutativa
adecuada para llevar a cabo la descripcion cuantica se denomina cuantizaciéon
por deformacion [26, 27, 28]. La realizacion matemaética rigurosa de este pro-
cedimiento aparecié en los 70’s con los trabajos de Boris Fedosov [29], sobre la
cuantizacion de variedades simplécticas. Estas ideas han evolucionado mucho en
las dos ultimas décadas; primero usando métodos algebraicos y después combi-
nando estos métodos con ideas geométricas. Una deformacion particular de una
estructura algebraica, es mediante la sustitucién de un producto no-conmutativo
actuando sobre los elementos de la estructura conmutativa. Se pueden definir
muchos productos no-conmutativos, sin embargo el ejemplo fundamental es el
producto de Moyal-Weyl [30, 31] en el espacio de fases euclideo, usado por Moy-
al [32] para estudiar mecénica cuantica estadistica desde el punto de vista del
espacio de fases clésico en la década de los 40’s. El procedimiento mas general
de la existencia de una cuantizacion por deformacién para variedades de Poisson
arbitrarias ha sido desarrollada por Maxim Kontsevich [33], muy recientemente.

El estudio formal de los grupos cuénticos, inicio a partir de los trabajos
de L.D. Faddeev, quien trabajaba en aspectos algebraicos de sistemas cuanti-
cos integrables, especificamente en el marco del problema inverso de la disper-
sion cuéntica. Motivados por ciertas consideraciones en esta direccion, Kulish
y Reshetikhin definen en 1980 el algebra U,(sl(2,C)) que es una deformacion a
un parametro del algebra universal envolvente sl(2,C). Poco después Sklyanin
demostro que esta algebra Uy (sl(2, C)) admite una estructura de Hopf, pero esta
no es ni conmutativa ni coconmutativa [34, 35].

Poco después, Drinfeld y Jimbo generalizan esto ultimo al definir de forma
independiente para cada algebra de Lie simple g, una algebra que es una defor-
macién a un parametro del algebra universal envolvente de g que admite una
estructura de algebra de Hopf que de igual manera, no es ni conmutativa ni co-
conmutativa. Ambas definiciones son esencialmente equivalentes. Para Drinfeld
Uy (g) es un algebra sobre el anillo de series formales de potencias, mientras que
para Jimbo U,(g) es un algebra sobre C que depende de un parametro g.

Drinfeld acuna la expresion de grupos cudnticos y ofrece en un famoso ar-
ticulo presentado en el ICM de Berkeley en 1986 (leido por Cartier ya que no le
fue autorizado salir de la Union Soviética)[36]. Aqui interpreta con precision a
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Ur(g) como una deformacion formal -en el sentido de Lichnerowicz- del algebra
universal envolvente de g. Esto lleva directamente a las nociones de grupos de
Lie-Poisson. Ademas muestra como a partir de las representaciones de dimen-
sion finita de Uy(g) es posible obtener soluciones de la ecuacion cuantica de
Yang-Baxter.

Fue el mismo Drinfeld quien poco después, observo que cada algebra univer-
sal envolvente cuantica esta relacionada con una algebra universal no-deformada,
mediante un automorfismo interno al cual llamo twist universal. En este sentido
este twist contiene toda la informacion sobre la deformacion cuantica de una
simetria clasica.

En este trabajo se presentara un estudio detallado sobre grupos cuanti-
cos. Este estudio se desarrollara empleando diferentes técnicas de deformacion.
Aunque estudiaremos varios grupos, nuestro estudio se centrara sobre el grupo
de Poincaré U(iso(3,1)).

A finales del ano 2006, J.Wess y colaboradores en una serie de trabajos
han realizado una descripciéon de la gravedad sobre un espacio no-conmutativo
[37, 38]. Partiendo del algebra de difeomorfismos conocida, han construido una
algebra deformada en coordenadas dependiente de un parametro 6, via un twist.
Esta nueva representacion preserva las relaciones algebraicas de la teorfa ori-
ginal, pero tiene reglas de comultiplicaciéon diferentes. En estos trabajos se co-
nstruye un calculo tensorial covariante no-conmutativo, en donde las nociones
de: métrica, derivada covariante, curvatura y torsion quedan bien definidas.
Esta geometria es la base para formulacién de una relatividad general no-
conmutativa. El twist que se emplea en estos trabajos es construido a partir
de producto no-conmutativo de Moyal-Weyl. Un aspecto central en esta con-
struccion lo constituye el estudio del algebra de Poincaré deformada [39].

En este trabajo se presentara de forma detallada el desarrollo de estas
ideas. Se presentara la geometria no-conmutativa, asi como también la acciéon
de Einstein-Hilbert deformada.

1.4. Organizacién de la tesis

El Capitulo 2 es una revision de relatividad, tanto especial, general y cos-
molégia. En la primera seccion, dedicada al estudio de la relatividad especial,
surgira la simetria de Poincaré, como el grupo de transformaciones que deja
invariante la pseudodistancia. Se construye el algebra de Lie y se presenta el
algebra correspondiente de esta simetria. Posteriormente a esto se presenta una
revision de relatividad general. En la secciéon dedicada a la relatividad general,
se deduciran las ecuaciones de Einstein via un principio variacional. También se
mostrard que estas ecuaciones describen la dindmica de una superficie cuatri-
dimensional en donde los papeles del espacio y el tiempo juegan un papel idéntico
que no permite conceptualizar la evolucién en el tiempo del campo gravitacional.
El Formalismo ADM que también se presenta en esta seccion, permitira estu-
diar esta cuatro-superficie en términos de una tres-superficie dotada de una
evoluciéon temporal, esto ultimo sera importante para analizar la gravedad des-
de el punto de vista hamiltoniano. Partiendo de este formalismo, se aplicara el
método de cuantizacion canénica al hamiltoniano gravitacional, dando lugar a
la ecuacién de Wheeler-DeWitt. Por ultimo en este capitulo, se analizaran los
modelos cosmologicos de Friedman-Robertson-Walker y Kantowski-Sach y se
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presentara la cuantizacion canénica de estos (mini-super universos). El Capitulo
3, es un apartado matematico que tiene como finalidad construir el concepto
de algebra de Hopf, a partir de estructuras algebraicas més fundamentales. En
este capitulo se presentara de forma detallada las nociones de grupo y algebra
de Lie, elementos centrales en la descripcion de las simetrias fisicas. A partir de
estas nociones se establecera la forma de construir una algebra de Hopf a partir
de una de Lie, mediante el algebra universal envolvente de esta ultima y se pre-
sentara esto anterior para el caso del algebra de Lie de los campos vectoriales.
En el Capitulo 4 se revisara el concepto de cuantizaciéon por deformacion, del
cual se desprendera el producto no-conmutativo de Moyal-Weyl. En el Capitulo
5 se presentara un método para obtener productos no-conmutativos a partir
de los campos tensoriales que definen una simetria. Al final de este capitulo se
presentara explicitamente una serie de productos no-conmutativos correspondi-
entes al algebra de Poincaré U(iso(3,1)). El Capitulo 6 es una revision general
del concepto de grupo cuantico. Aqui se presentaran las técnicas para deformar
algebras de Hopf clasicas. En este capitulo se presentaran ejemplos concretos
de deformaciones sobre las algebras U(sl(2)),U(H(3,1)),U(iso(3,1)) y el alge-
bra de los campos vectoriales UZ. En el Capitulo 7 se presentara un estudio
no-conmutativo sobre el modelo cosmologico de Kantowski-Sachs. Esta defor-
macion se realizard tanto a nivel clasico como a nivel cuéntico.
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Capitulo 2

Gravedad

La teoria de la relatividad general, postulada por Albert Einstein en 1915,
parte del base que la gravitacion no es una fuerza, como la consideraba la fisica
newtoniana, sino mas bien una manifestaciéon de la curvatura del espacio-tiempo.
En donde un objeto masivo atrae a otro pequeno debido a que este ultimo se
desliza a través de la deformaciéon que el primero le ocasiona al espacio-tiempo,
en el cual ambos estan inmersos.

Desde el nacimiento de la teoria especial de la relatividad en 1905, Einstein
pensd que la teorfa de la gravitacion de Newton tendria que ser modificada, ya
que esto implicaba que la fuerza de la gravedad se propagaria entre distintos
objetos a una velocidad infinita, y este hecho contradecia su naciente teoria.

Hubieron dos ideas que guiaron a Einstein hacia el camino de la relatividad
general. Primero fue el principio de equivalencia, que establecia que todos los
objetos caen exactamente de la misma forma en un campo gravitacional. Y
posteriormente el principio de Mach, que establecia que la inercia local de un
objeto debe ser producida por la distribucién total de la materia en el universo.
Asi el principio de equivalencia llevo a Einstein a identificar la gravedad con
la geometria del espacio-tiempo. Mientras que el principio de Mach lo llevo a
concluir que dicha geometria deberia ser alterada por la distribuciéon de masa y
energia.

La teoria de Einstein culmina con las ecuaciones que llevan su nombre. Estas
ecuaciones relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la distribucion de
materia-energia. Hay varias formas de llegar a estas ecuaciones. En este capitulo
la forma en que se obtendrin sera via un principio variacional.

El espacio-tiempo de la relatividad general esta descrito por una superficie
4-dimensional, en donde los papeles de tiempo y espacio juegan un papel idén-
tico. Esto representa una elegancia a nivel tedrico, sin embargo a nivel practico
no permite visualizar la evolucion en el tiempo del campo gravitacional. A la
separacion de los papeles del espacio y el tiempo se denomina formalismo 3 4 1
o ADM (Arnowitt, Deser y Misner). Este formalismo es el punto de partida en
la construcciéon de una formulacion hamiltoniana de la gravedad.

El punto central de este capitulo es la ecuacion de Wheleer-DeWitt. Esta
ecuaciéon sera obtenida en este capitulo a partir de la cuantizacién canénica
del hamiltoniano de la gravedad. Partiendo de la ecuaciéon de Wheleer-DeWitt
se estudiaran los modelos cosmolégicos de Friedmann-Robertson-Walker y de
Kanstowski-Sach.
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2.1. Relatividad especial.

Si una particula se mueve con una velocidad 17, respecto a un sistema de ref-
erencia inercial O, entonces con respecto a otro O, segtn las transformaciones
de Galileo, este se movera con velocidad V+ o, con ¥ la velocidad relativa entre
ambos sistemas. Esto en principio se tendria también que aplicar a la luz, la
cual se crefa se desplazaba a través de una sustancia llamada éter que llenaba
todo el espacio. Asi de acuerdo a las ecuaciones de transformacion de Galileo,
los rayos luminosos enviados en la direccion del movimiento de la tierra via-
jarian mas rapido que los rayos enviados en direccion transversal. Como es bien
sabido el experimento de interferometria de Michaelson y Morley a finales del
siglo XIX, mostrd con gran precision que no existia ningtn retraso entre estos
dos rayos, demostrando asi la ausencia de éter y que la luz se desplazaba a la
misma velocidad independientemente de la velocidad relativa entre los sistemas
de referencia.

En aquel tiempo también era sabido que las ecuaciones de Maxwell del elec-
tromagnetismo no quedaban invariantes ante transformaciones de Galileo. Ein-
stein en su teoria especial de la relatividad mostré que son las transformaciones
de Lorentz (cuyo grupo asociado también esta determinado por seis parametros)
las que dejan invariantes tanto la forma de las ecuaciones de Maxwell como la
velocidad de la luz.

2.1.1. Grupo de Poincaré.

Si la velocidad de la luz debe ser la misma para todos los sistemas inerciales.
Entonces esto significa que si z; es la posicién de una senal de luz a un tiempo
t en un sistema, y el mismo rayo de luz se encuentra en x al tiempo ¢’ en otro
sistema, entonces se tiene que satisfacer

S2E

At? — wxy = At — 2lal, (2.1)
Al introducir la notacion

ot =% 2") i=1,2,3

=(t, ), (2.2)

la ultima expresion se puede reescribir de la siguiente manera

s? = 2% — 2’2" = g, 2" 2", (2.3)
donde la métrica g,, = g, es cero excepto para g = v, con goo = —gi1 =
—go2 = —g33 = 1, y en donde indices repetidos implican suma.

Si se relaciona (z},t") con (z;,t) y se exige que se satisfaga (2.1) entonces,

v

guata” = g, "2’ (2.4)

Al introducir un conjunto de transformaciones lineales
o't = AF a” = A2 AP 2 (2.5)
tales que también preservan (2.1). Entonces estas A¥ tienen que satisfacer

gt =g, A* N 21 = gexPa’. (2.6)
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Por tanto

9po = AH pAV (27)

/
a'gp,u'

Al multiplicar esta ultima igualdad por ¢g°* y contraer respecto a los indices o,

A# pg)‘gA" oGur = 5>‘p, (2.8)
es decir,
—1\A _ sA
A“p(A ) p=0" (2.9)
donde la matriz
TN 5 = (AT, (2.10)

es la inversa de A. La operacion de contracciéon de la matriz A con los tensores
7y 9uv, indicada en el primer miembro de la ultima igualdad, se reduce a
la transposicion de la matriz A y al cambio de signos en su primera fila y su
primera columna. De este modo, la matriz de transformaciéon que deja invariante
la longitud del vector (2.4) pose la propiedad de que su matriz inversa se obtiene
a partir de ella mediante la transposiciéon y el cambio de signos de los elementos
de la primera fila y la primera columna. Estas matrices se denominan seudoor-
togonales. El determinante de la matriz (2.10) coincide con el determinante de
la matriz A. Por lo tanto, (detA)? = 1 y consecuentemente,

detA = +1. (2.11)
Considerando la igualdad (2.7) en el caso de A =0 =0
AN ogu = 1, (2.12)
o, en forma explicita,
(AO 0)2 - (Al 0)2 - (A2 0)2 - (A3 0)2 =1 (2.13)

De aqui se infiere la desigualdad (A° ;)2 > 1. Esto ultimo y (2.11) determinan
cuatro conjuntos de trasformaciones que juntas forman las las transformaciones
de Lorentz generales. Por separado estos conjuntos son los siguientes:

1. Ll = deth = +1, A° ; > +1.
2. LY = deth = +1, A° ; < +1.
3. L = deth=—1, A%, > +1.
4. L' = deth = —1, AO ;) < +1.

De aqui, solo la transformaciéon LE_ denominada transformacion de Lorentz

propia contiene la unidad. Los demés conjuntos de transformaciones (Lﬁ_, LT_, LT_)
no la contienen y son transformaciones impropias, esto significa que ningan ele-
mento de cualquiera de ellos puede pasar de manera continua a otro conjunto. A
continuacion se presentan unos ejemplos de transformaciones de Lorentz propias
e impropios,
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1.

Rotaciones: la transformaciéon
20 =20,

2t =2t cosa — 2 sina,

2% =2'sina + 22 cos o,

3 =3, (2.14)
define una rotaciéon espacial, y su matriz correspondiente es

0 0 0
Leosae —a?sina 0
lsinaw  2z%2cosa 0 |’

0 0 1

Liz(a) = (2.15)

T
€T

OO O

donde det(L12) =1y A°, = 1 por lo tanto L1z € Ll, y corresponde a
una rotacién propia a lo largo del eje-z.

Boosts: la transformacion:

#°=2%cosha — z' sinh o,
n_ .0 1
" =—x sinha + x" cosh a,
2% =2,
z3 =3, (2.16)

de la misma forma que en el caso anterior esta transformaciéon define un
boost, cuya matriz viene dada por:

2%cosha  —z!sinha

z! cosa 2! cosh

Loi(e) = 0 0
0 0

: (2.17)

o= O o
_— o O O

donde det(Lg1) = 1y A ; = cosha > 1 por lo tanto Lis € LL, y corre-
sponde a un boost a lo largo del eje-x, y en donde se identifica

1 1
cosha = ——; sinha = ——, 2.18
V1—1? v/ (1 —2v?) (2.18)

en donde v es la velocidad relativa del sistema de referencia inercial. A
esta transformacion se le denomina: transformacion de Lorentz especial.

Inversion temporal: definido por 2/° = —2°, 2/* = 2. Donde det(L) = —1
y A%, = —1, por lo tanto L € L',

Inversion total: definidas por z'# = —z#. Donde det(L) = +1y A° ; = —1,
por ende L € Li.

Toda transformacion de Lorentz, puede ser escrita como la composicion de
estas cuatro transformaciones. Se puede demostrar que toda transformacion
perteneciente a Ll se puede obtener a partir de la especial aplicando los cor-
respondientes giros espaciales, los cuales, evidentemente, no cambian el signo
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de la componente temporal. Las transformaciones LT se pueden obtener de las

correspondientes transformaciones Ll_ mediante la inversion, la cual tampoco
cambia el signo del tiempo. Es por esto que para un estudio solo basta centrarse
en las rotaciones y los boost. Estas transformaciones, forman un grupo, el grupo
de Lorentz. Todos sus elementos pueden ser parametrizados mediante paramet-
ros continuos: tres parametros para las rotaciones y tres parametros para los
boost.

2.1.2. Algebra de Poincaré U(iso(3,1))

El grupo de Lorentz es un grupo hexaparamétrico de transformaciones con-
tinuas o grupo de Lie. Para las transformaciones infinitesimales tenemos

A* =61+ (M) da’, (2.19)

donde (M;)* , son los generadores del grupo, da’ son las variaciones pequefias
de los parametros a*,i = 1, ...,6. Al escribir la condicion (2.7),

M (0 5 + (M) ;6a")(8" , + (M)” ,0a") = 15 (2.20)
De aqui al igualar los términos lineales
(M;)? , + (M;)° , = 0. (2.21)

Es decir, la matriz de generadores debe ser antisimétrica. Los seis generadores
M; pueden ser numerados con dos indices, i — af (o, 8 =1, ..., 4),

(Mag)po = —(Mpa)po- (2.22)

Asi que solo quedan seis generadores independientes y los parametros a®? cor-
respondientes a los giros en los planos a8 = 12 para i = 3, aff = 23 para i = 1,
af = 31 para i = 2 y a los boost en los planos a8 = 01 para i = 4, af = 02
parai =25y af = 03 para ¢ = 6. Por otro lado, conociendo la formula de FEuler
para los giros infinitesimales de un vector 7

67 = 63 X F, (2.23)

o bien
ory = Eijk(sﬁpka (Z =12, 3)7 (2'24)

donde §g = 7ip, |7 = 1, @ es la direccion del eje de giro, dp es el angulo de
giro, €;51 es el tensor unidad absolutamente antisimétrico, normalizado por la
condicién €103 = 1. Consecuentemente, los generadores del grupo de rotaciéon
tridimensionales O(3), el cual es un subgrupo del grupo de Lorentz propio, se
puede escribir en la forma

(Mj)ix = €ijk- (2.25)

De donde se deduce que (M;);x = —(M;)r;. Sustituyendo el indice ¢ de los
generadores por la numeracién doble introducida anteriormente, i — mn, y
teniendo en cuenta que,



2. Gravedad 17

entonces se puede reescribir la definicion (2.25) en forma explicita,
(M )ik = —0Omidnk + GmkOni- (2.27)

Esta ultima ecuacion define los generadores del subgrupo O(3) del grupo de
Lorentz propio LL_, los cuales, en el caso general, satisfacen las condiciones (2.21)
y (2.22). La generalizacion covariante de la definicion (2.27) de los generadores
(Mag) v es la igualdad,

(Map)u = —Tapipy + TavNpp: (2.28)

Un calculo directo permite verificar facilmente la validez de las siguientes rela-
ciones de conmutacién para los generadores del grupo L_Ti_

[Maﬁa Mvé] = _nﬁvMaé + nawM,&S + 77[‘35Ma'y - naéMw,& (229)

Aqui los generadores M, se deben interpretar como operadores que pueden
estar definidos en una representacion arbitraria. A partir de (2.19), es posible
obtener una representaciéon en términos de operadores diferenciales,

gt =gt + (X,)" gaPda’ + O(X?)
=zt + (Xi)aﬁxﬁ(aax“)éai +0(X?)
(X3)*P Mypxtda’ + O(X?), (2.30)
con
Mapg = i(Napx”0s — nppx’Oa). (2.31)
Esta es una buena representacion ya que satisface todas las propiedades anteri-
ormente mencionadas. En particular para (2.29),
[Maﬁ7 Mvts] = _[napxpaﬁ - nﬂpxpaou nvoxaaé - néamaay}
=—[1ap2 0, 0y0x70s] + [ ,7 = 8l +[a e B, |—[a e B,y < d]
= (napn’yﬁxpaé - 77717770453306[3)
+(y e 0)+(aeB) = (v.a<d,p)
= _nﬁ’yMoaS + na'yMﬁé + n,BéMa’y - 77a5M'y,H~ (232)

Ademaés de las transformaciones de Lorentz, sobre los vectores del espacio de
Minkowski puede actuar una transformaciéon de traslacion, concretamente

ot gt =zt 4 o, (2.33)

donde a* = cte es un tetravector constante. Esta transformacion es un desplaza-
miento homogéneo en la direcciéon del vector a”. En la representacion vectorial,
los generadores de traslaciéon se pueden encontrar del modo siguiente,

=gt 4 (P)* afx” =2t + a¥, (2.34)

es decir,
(Bp)t ja¥ = 6", (Pp)", =06",0,. (2.35)

Estas traslaciones forman un grupo de Lie conmutativo (abeliano),

[Pe, P,] =0, (2.36)
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cuyo espacio de grupo (espacio de parametro a*) es el propio espacio de Minkows-
ki. El grupo de Lorentz junto con el grupo de traslaciones forman el grupo de
Poincaré. Las relaciones (2.29) y (2.36), junto con,

[Pp»M;w] = np,upu - npup;u (237)

definen una algebra de Lie, denominada algebra de Poincaré iso(3,1). Los gener-
adores P, y M,, del algebra Lie son vectores tangentes a la variedad diferencial
correspondiente al grupo g(&) en la vecindad del elemento identidad (§ 3.6), es
decir cada uno de ellos satisface,

dg(a)

I, = . (2.38)

dei | g—g

Estos elementos muchas veces son la tnica forma de trabajar con grupos que
contienen un ndmero infinito de elementos. Las funciones definidas sobre esta
variedad forman un campo vectorial A. Sobre este campo esté definido el mapeo
m: A® A — A, el cual se denomina multiplicaciéon o producto. Este mapeo
a su vez induce una estructura definida mediante A : A — A® A, la cual se
denomina comultiplicacién o coproducto:

A (f@g)=Lf-9), (2.39)

donde ¢ € A, asigna a toda funcion lineal en A una funcion lineal en A® A. Para
obtener los coproductos de los generadores diferenciales, el procedimiento usual
es determinar de que manera actian estos frente al producto de dos funciones.
Para (2.35),

aﬂ(fg) = (auf)g + f(a,ug)a (2.40)
por lo tanto,
AP,)=P,®1+1QP,. (2.41)

Si consideramos el operador multiplicacion definido como m(f ® g) = fg, en-
tonces,

m(A(P,)(f ® g)), (2.42)

es completamente equivalente a (2.40). Por otro lado para (2.31),

i(nupxpau - nupxpau)(fg) = i[nupxp(auf)g + nupxpf(allg)
—upr” (0 f)g — 1wt f(Oug)]
=i[(Nup” 00 f — 9upr”0uf)g
+f(Nupr”0vg — 9up2”0u9)], (2.43)

de aqui,
A(My,) =My, @1+10 My, (2.44)

Podemos ver asi, que el coproducto es una manera sistematica de escribir la regla
de Leibniz y que nos permitira generalizar esta idea al caso no-conmutativo.
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2.2. Ecuaciones de Einstein

Desde el punto de vista del enfoque Lagrangiano, la dindmica de un sistema
fisico se describe definiendo una densidad lagrangiana, es decir cierta funcion
escalar real £(¢%,0,¢") de las variables dinamicas del sistema {¢'(z*)} y sus
derivadas. Las ecuaciones dinamicas se buscan a partir del principio de Hamil-
ton, el cual exige que la variacién del funcional de accién

S[g) = /M dhx L(6s, 0u), (2.45)

definido en una cierta region M del espacio coordenado, sea un extremo para
variaciones pequenas de las variables {d¢;(z#)}, las cuales se anulan en la fron-
tera de dicha region. No existen reglas generales para la construccion de los
Lagrangianos, excepto el hecho que si se desea que el sistema que se describe
posea cierto grupo de simetrias, su Lagrangiana debe ser invariante respecto a
dicho grupo, lo cual implica la correspondiente invariancia de las ecuaciones de
movimiento.

En la teoria general de la relatividad, las transformaciones de simetria son
las transformaciones de difeomorfismos. El grupo de Poincaré constituye un
caso particular de estas transformaciones. Por lo tanto para construirle una
Lagrangiana a la teoria general de la relatividad es necesario tener un escalar que
sea invariante ante transformaciones de coordenadas, que dependa solamente de
las componentes del tensor métrico g, (este sera el campo dinamico), y de sus
derivadas que en principio pueden ser de cualquier orden. El caso mas simple y
no trivial de un escalar que satisface esta propiedad es el escalar R de Ricci. Este
escalar se obtiene a partir de la contraccién de indices del tensor de Riemann
R A6 ¥ que a su vez contiene toda la informacién sobre la curvatura del espacio.
El escalar R solo depende de g,, y de sus primeras y segundas derivadas. De
hecho R es el tnico escalar que se puede construir que no depende de derivadas
superiores a orden dos. En §7.2 se obtendré de forma explicita R a partir de
una métrica g, .

Partiendo del conocimiento, que la gravedad es una manifestacion de la cur-
vatura del espacio tiempo, adicionado a la condicionante que \/—gd*z es un
invariante de volumen ante difeomorfismos, fue como Hilbert en 1915 sugirio la
siguiente accion,

Sy = /d4x£H, (2.46)

donde,
EH = \/—gR. (247)

A partir de la accién de Hilbert, es posible obtener las ecuaciones que de-
terminan las propiedades del espacio-tiempo, a través del campo definido por
la métrica en presencia de la materia y la energfa distribuidos en el. Para llegar
a estas ecuaciones es preciso aplicar este principio variacional a la accién de
Hilbert,

551 = / i [\ﬁggwamu ©VTgRWAgM + ROV Tg|.  (2.48)

Para realizar este calculo se expresaran el primer y el tercer termino en funciéon
de de /—gdg"¥. Primeramente para el tercer termino, teniendo en cuenta que
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09 = —939,,, 69", se puede deducir,

1 1
5/—q = -3 dg = 75,/7gg‘w5g’“’. (2.49)

NS
Para calcular dR,,, se observa que aunque las cantidades I‘f;u no constituye un
tensor, sus variaciones 6I', si lo forman. En efecto Ly )\Al,dxA es el cambio que
experimenta un vector debido a las traslaciones desde un punto p a un punto
infinitesimalmente proximo p’. Por consiguiente, (5I‘Z/\A,,dx>‘ es la diferencia
entre dos vectores que resulta de dos corrimientos paralelos (uno con las T’ |
no variadas y otro con las Fi‘w variadas) desde el punto p al punto p’. Pero
la diferencia entre dos vectores aplicados al mismo punto es un vector; por
consiguiente 4T, es un tensor.

Si se adopta un sistema de coordenadas localmente geodésico, entonces en
este punto todos los I'/, = 0. Teniendo en cuenta esto y a partir del tensor de
Ricci escrito de la forma,

ore,  ory o
R/L)\V/\ = R/W = arl; - ﬁ + FZVFPU - F/Lprgo’ (250)

se puede obtener,

0 0
uv L= uv T — T°o
g 5Rli g (61“7 5 uv oxV 6 uo)

0 ow’
=gt o, —gh? v, === 2.51
g axo- y724 g 8:1;0- j7274 axo- I ( )
donde,
w? = g"ory, — g"I'y,,. (2.52)
Dado que w™ es un vector, es posible escribir esta ultima relacién, en un sistema
arbitrario de coordenadas,
v 1 0 -
g" R, = — —(vV—gw?). (2.53)

/_g axa
De aqui,

/g"”éles/fgd‘lm: /w&x. (2.54)
./I:O'

De acuerdo al teorema de Stokes esta integral resulta ser igual a la integral de
(g"vory,, — gPély,, ) extendida a la frontera de la region tetra-dimensional 9D.
Dado que en 0D la variaciéon del campo se anula, esta integral resulta ser nula,

/\/—gg“”éRWd‘lx =0. (2.55)

Al sustituir (2.49) y (2.55) en (2.48), se concluye,

1
0S = /d4:c\/—g [R;w - 2ng] ogh. (2.56)

Por lo cual,
1 68

1
=R,, — —Rg,, =0. 2.57
/7969“,/ t 2 9, ( )
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Teniendo en cuenta la accién,

1
S =

= 2.
87TGSH+SM, ( 58)

se obtiene,

1 65 1 1 1 6Su
= R,, — -Rg,. —
V=g gt 87TG|: ! 2 I :| + V=g dgr

Para que estas ecuaciones sean consistentes para el caso clasico (V2¢ = 47Gp)
es necesario,

—0. (2.59)

1
|:R/Ly - QRQ/J,D:| = 87TGT:,“,, (260)

con T}, el tensor de energia-momento. A las ecuaciones (2.57) se les denomina
ecuaciones de Einstein en el vacio, mientras que (2.60), reciben el nombre de
ecuaciones de Einstein en presencia de materia. Se tratan de diez ecuaciones
(Ru, = R,,) para las diez componentes de la métrica (g,, = g¢,,.). Dichas
ecuaciones son de segundo orden respecto a la métrica, es decir respecto al campo
gravitatorio, y relacionan la curvatura de este (es decir espacio-tiempo) con el
tensor de energia-momento 7}, de la materia. El tensor de energia-momento
caracteriza la distribucién y el movimiento de la materia. Sus componentes
79 79 T% son respectivamente, la densidad de energia, la densidad de impulso
(densidad de flujo de energia) y la densidad de flujo de impulso de la materia.
Este tensor es una caracteristica universal de la materia y es inherente a todos
los tipos de materia.

2.3. Formalismo ADM

A la formulacion de la relatividad general que resulta de la separacién de
superficies tridimensionales ¥; de tipo espacio, parametrizadas en termino de
un tiempo coordenado ¢, se denomina formalismo ADM. Cuando un espacio-
tiempo dotado de una métrica (M?, guv) se puede separar en hipersuperficies
tridimensionales Y;, se dice que este espacio métrico admite una foliacion.
Es decir (M 47gw) estaria representado por la evolucion de tales superficies:
M* ~ M? x R. Las hipersuperficies 3, representan una familia de sub-espacios
riemannianos (M3, h;;) de dimension tres, dotados de una métrica inducida h;;
sobre M?3.

Este formalismo consiste primeramente, en descomponer la métrica g,, en
términos de tres elementos. El primero es una métrica h;; (i, = 1,2,3) que
medira la distancia dentro de las hipersuperficies ¥, es decir di? = hijdxida:j .
El segundo elemento es una funciéon denominada lapso IV, que sera en esencia una
medicién temporal de un observador moviéndose a través de las hipersuperficies
¥4, es decir dr = Ndt. Y finalmente el tercero es un vector de corrimiento
N? que medira la velocidad relativa entre esos observadores. En términos de
estos elementos, el elemento de linea entre dos eventos espacio-tiempo p(z?,t) y
p'(z* + da’,t + dt) se escribe de la forma,

ds® = gjudatda” =h;j(da’ + N'dt)(da’ + N7dt) — (Ndt)?
=(N;N* — N?)dt* + 2N;dz'dt + h;jdz'da?.  (2.61)
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Por lo tanto de aqui,

_ [ —-N?+N'N; -N;
Guv = ( N, h ) (2.62)

De esta forma se tiene bien definida una pseudodistancia ds? para M?, que
brinda una forma de medir distancias en las hipersuperficies ;. Es decir h;;
proporciona las distancias infinitesimales entre puntos con coordenadas z‘ y
z' + dz* de la variedad tridimensional ¥;. Por lo tanto h;;j es una buena 3-
métrica y caracteriza la geometria intrinseca de X;. De esto ultimo es posible
escribir el elemento de volumen en términos de las nuevas variables,

V—gd*z = NVhd*zdt. (2.63)

De la misma forma también es posible mostrar que las componentes del vector
normal unitario n* a las hipersuperficies es

n* = (1/N,—N"/N). (2.64)
El vector dual de este vector es
n, = (—N,0). (2.65)

Por lo tanto
n'n, = —1. (2.66)

Al estudiar las hipersuperficies espaciales que forman la foliacion, es impor-
tante distinguir entre dos tipos de curvatura, la "intrinseca"que depende de la
geometria interna y la curvatura "extrinseca'que esta relacionada con la forma
en que estas hipersuperficies se encuentran inmersas en M4,

La curvatura intrinseca queda determinada por el tensor de Ricci tridimen-
sional que se define en términos de la métrica espacial h;;. La curvatura ex-
trinseca se define en términos del comportamiento del vector normal n’ al ser
transportado paralelamente. El tensor de curvatura extrinseca K,g es una medi-
da del cambio en el vector normal bajo transporte paralelo, y se define mediante,

Kaﬁ = —vang, (267)

donde V es la derivada covariante. Esta derivada covariante puede ser escrita
en términos de los simbolos de Christoffel de la forma,

Vang = dang — Tagna. (2.68)

Este tensor de curvatura extrinseca es simétrico (Ko = Kpgq) y tiene la propiedad
n“K,s = 0. De esto ultimo se sigue que el tensor K,z es puramente espacial.
Por esta razon se escribira solo con componentes espaciales K;;. Sustituyendo
el vector normal (2.64) en la definicion de la curvatura extrinseca es posible
mostrar que Kj;; esta dada en términos de la métrica de la forma,

1 (0hy
Kij=——( 2 + D;N; + D;N; |, 2.69
J 2N( ot it J) (2:69)

donde D; es el operador de derivada covariante compatible con h;;. El conjunto
(Kij, hi;j) caracteriza univocamente a cada hipersuperficies 3; de la foliacion,
de tal forma que provee los datos iniciales para reconstruir (0M?, Guv)-
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El siguiente objeto a proyectar sobre las hipersuperficies ¥; seran los ten-
sores definidos sobre el espacio tangente T,,(M). Para lograr esto se introduce
el operador de proyecciéon sobre 3,

h# =0, + ntn,. (2.70)

De esta definicion, por ejemplo al proyectar un vector v se obtiene

h* nY = 6" n" +n* n,n” =0. (2.71)
N—— A
=nH =—1

Esto significa que todo vector proyectado a la hipersuperficie es ortogonal a n®.
Por consistencia las componentes espaciales de este nuevo operador de proyec-
cion deben coinciden con la métrica inducida h definida sobre ¥; , al ser
escrita en su forma mixta h* ;.
De esta manera un 4-vector w € T,(M) se descompone en componentes
normales como

ij

Swh = hH w”. (2.72)
A partir de la definicion (2.70) esto puede representarse de la forma,

wh =3 wh + wynH, (2.73)
donde w, = —n, w".

Este resultado se puede generalizar para tensores de todo orden. En principio,
se puede definir una derivada covariante D sobre T),(%;) de forma analoga con
lo anterior, es decir, proyectando el tensor que se obtiene de aplicar la derivada
covariante en T,(M) sobre un 4-vector !,

Dywt :=h" W V. w®. (2.74)

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi, que relacionan la curvatura (intrinseca) del
espacio-tiempo con la curvatura intrinseca de la hipersuperficie ¥; y su corre-
spondiente curvatura extrinseca, se obtienen al aplicar el operador (D,Dg —
DgD,) sobre un vector 3w,, € T,(3;). Primeramente, a partir de (2.74) se ob-
tiene,

D,Dg Pwy,=h" h° gh" ,Va(he sh° Ve Pwy)
=h*,h° sh7  [(Vah© 5)h? Ve Pwy
+h §(Vah? Ve 3wg + b sh% VoV Pwgl.  (2.75)
Esto en virtud, de tener en cuenta: h"ph‘S sVah® s = —n°Kge, relacion que se

obtiene al escribir h¢ ;5 como 6° 5 + n°ns. Después de identificar términos, es
posible simplificar y obtener,

D,Dg *w, = —(h? nK,p+he sn°K,,)Ve Swe+h® b sh? VoV Pwy.  (2.76)
De esta relacion y la definicién de tensor de curvatura,
°R

o Cwy) == (D,Dg — D,Dg)*w,, (2.77)

1El operador D, se define como la proyeccién de la cuatro-derivada V, sobre la hipersu-
perficie ¥; y resulta ademas que es la derivada covariante compatible con h;j.
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se obtiene,

3 o « « € 0 o
Rpﬁu = KK p_KMPK 6+hnph 5h MR

ned- (2.78)

A partir de esta relacion, es posible encontrar el escalar de curvatura, contrayen-
do los indices o, By p, pu. Al realizar esto se obtiene,

SR=K,sK°" — K> + R+ 2R, (2.79)
donde 2R+ := n°n®R,,. Teniendo en cuenta la relacién
R =V, (a" 4+ Kn®) — KopK*P + K2, (2.80)
donde a® := nfV3n?, la ecuacion (2.79) adquiere la forma,
R =R+ Kz, K" — K* -2V, (a® + Kn®). (2.81)
Finalmente al definir,
Run = Ropn®n® = —Kpg, K" + K? + V,(a® + Kn®), (2.82)
se encuentra la forma mas comun de expresar las ecuaciones de Gauss-Codazzi,
R=3R—2R,, + K> - Kz, K" (2.83)

Cabe mencionar que al proyectar el tensor de curvatura de curvatura definido
en M* sobre ¥, se ha roto la covarianza y se ha obtenido un escalar de cur-
vatura definido en las hipersuperficies 3; con un parametro de evoluciéon. Este
pardametro de evolucién serd sumamente importante mas adelante cuando se
considere el escalar 3R —2R,,,, + K% — Kg#KB“ en la accién de Einstein-Hilbert,
afin de construir el formalismo hamiltoniano de la relatividad general.

2.4. Cuantizacion canonica de teorias de norma

Uno de los retos fundamentales de la fisica es la cuantizacion de las teorias
de norma. Una teorfa de norma, es una teoria invariante ante un grupo de
transformaciones. En el caso de la gravedad como se menciono anteriormente,
el grupo de difeomorfismos son las transformaciones que dejan invariante a la
teoria. Existen diferentes métodos para la cuantizacién de estas teorias. En esta
seccidn se presentara el método de Dirac.

Toda teoria de norma esta caracterizada por un lagrangiano singular, es

decir,
0°L
det( ———) = 0. 2.84
t( ) (2.34)

Esto significa que no todas las aceleraciones se encuentran determinadas por las
ecuaciones de movimiento, por lo que la teoria contiene cierta arbitrariedad. Esta
arbitrariedad se refleja mediante la aparicion de parametros arbitrarios en las
soluciones de las ecuaciones de movimiento. En estas teorias los observables son
solamente aquellas combinaciones de variables dindmicas que son independientes
de esto parametros arbitrarios. La ecuacion (2.84) indica ademéas que no todos
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los momentos m; = é% estan determinados por las velocidades, es decir, existen

m/1 relaciones del tipo,
¢(7Ta q)Al ~ 0. (285)

donde == significa que estas relaciones son cero unas vez que se hayan evaluado
todos los paréntesis de Poisson donde estas aparezcan. Estos objetos reciben
el nombre de constricciones primarias. El numero de constricciones primarias
independientes es igual a la dimension de la matriz (2.84) menos el rango de
la misma. Las constricciones (2.85) definen una subvariedad del espacio fase
llamada superficies de constriccion, sobre la cual esta restringido el movimiento
del sistema. El hamiltoniano de estas teorias,

Hy=¢'m; — L, (2.86)

no esta univocamente determinado como una funcién exclusivamente de mo-
mentos y coordenadas, ya que las variaciones en estas variables no son todas
independientes sino que deben estar restringidas para preservar las constric-
ciones primarias. Por lo tanto este hamiltoniano esta solamente bien definido
uinicamente sobre la superficie de constriccion. Para extender la teoria fuera de
esta superficie se define el nuevo hamiltoniano,

Hy = Hy + >\A1¢A17 (287)

donde A; son las constricciones primarias independientes y At son los multi-
plicadores de Lagrange correspondientes. Para que la superficie de constriccion
se preserve en el tiempo, es necesario que ¢4, ~ 0, es decir,

{6a,, Hi} = Viop, + Viloar ~0, (2.88)

donde {A, B} es el paréntesis de Poisson de las cantidades A y B. En esta
etapa podrian aparecer nuevas constricciones ¢ 40, llamadas secundarias. Si se
obtuvieran constricciones secundarias, seria necesario pedir que estas también
se conserven en el tiempo. Al hacer esto ultimo podrian aparecer una nueva
generacién de nuevas constricciones. Este proceso continua hasta que ya no
se encuentran nuevas. Una vez que se obtiene la colecciéon completa de con-
stricciones, se definen las variables de primera clase como aquellas que tiene
paréntesis de Poisson~ 0 con cada una de las constricciones. Es decir, F' es de
primera clase si,

{F7 (bA} = VAB(Wv q)(va (289)

con el indice A =1,..., M, donde M = my + mg + ... + My, con my siendo el
numero de constricciones de la n—esima generacion. Las cantidades de segunda
clase son aquellas que no satisface esta condicion. En consecuencia, es posible
definir como constricciones de primera clase G, a todas aquellas que satisfagan
la relacion,

{Ga. 98} = C.f5 (7, q)dc, (2.90)

con a = 1,...,p. Por lo cual, las funciones de estructura Cch(ﬂ,q), pueden
depender de las coordenadas y los momentos, es decir, no necesariamente se
tiene una algebra de Lie. En el caso de las constricciones de primera clase no es
posible determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a ellas y estos son
los parametros arbitrarios que apareceran en la soluciéon de las ecuaciones de
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movimiento. Sin embargo, para el caso de constricciones de segunda clase, Y
es posible determinar dichos multiplicadores debido a la existencia de la matriz

Caﬁ = {Xa7Xﬁ}7 (2-91)

cuyo determinante es diferente de cero y por lo tanto invertible. Esto permite
mostrar que todos los multiplicadores de Lagrange asociados a estas constric-
ciones pueden ser determinados. En consecuencia, cuando se tienen solo constric-
ciones de segunda clase no existe libertad de norma aun cuando el lagrangiano
es singular. Asi, desde el punto de vista hamiltoniano, una teoria de norma es
aquella que tiene al menos una constriccion de primera clase.

Dirac postulo que todas las constricciones generan transformaciones de nor-
ma. Esto significa que el cambio de una funcién arbitraria de momentos y coor-
denadas F(m,q) bajo una transformacion de norma, esta dado por,

SF = {F,e*G,}, (2.92)

donde el indice a rotula todas las constricciones de primera clase y el pardmetro
de las transformacion €?(q, m, t), puede depender de las coordenadas del espacio
fase y del tiempo. Si se considera que todas las constricciones de primera clase
son generadoras de transformaciones de norma, entonces es posible escribir, en
lugar de hamiltoniano Hy, otro que tome en cuenta la arbitrariedad inherente al
extenderlo fuera de la superficie de constricciéon. Este hamiltoniano se le conoce
como el hamiltoniano extendido y esta dado por,

Hp = Hy + \"Gl. (2.93)

Las ecuaciones de movimiento, sobre la superficie de constricciones, asociadas a
este hamiltoniano son,

o _0Hy . ,0G,

¢=1q Hp}=—5—"+A">—, (2.94)

- _ 0Hy G,

7={m Hg}= g A 90 (2.95)
(2.96)

Estas ecuaciones de movimiento y las constricciones GG, ~ 0, pueden obtenerse
al variar con respecto a los parametros m,q y A% la accion,

§— /b(mj CHy - \GL). (2.97)

Como los n multiplicadores de Lagrange A son arbitrarios, uno puede imponer
n condiciéon de de norma para determinarlos,

N,(\, 7, q)=0. (2.98)

Y dado que también se desea que dichas condiciones fijen totalmente la norma,
esta debe satisfacer la relacion,

det{Gq, Ny} # 0, (2.99)

de tal manera que la matriz {G,, Ny} sea invertible y de este modo puedan
determinarse todos los multiplicadores de Lagrange.



2. Gravedad 27

Para cuantizar una teoria de norma desde el punto de vista de Dirac, se
tiene que seguir una secuencia de pasos. El primero consiste en promover las
constricciones de primera clase a nivel de operadores en el espacio de Hilbert
correspondiente. Posteriormente se promueven a operadores cuénticos las con-
stricciones de primera clase,

Gq — Gl (2.100)

Luego se postula que un estado |1} es fisico solo si es aniquilado por el operador,
Galv) = 0. (2.101)

Por ultimo se postula que los observable de la teoria son todos aquellos op-
eradores hermiticos del espacio fase, invariantes bajo una transformacion de
norma, es decir, que conmutan con todas las constricciones de primera clase:

F=F" es observable < 6F =[F, Gy = 0. (2.102)

Este método de cuantizaciéon tiene grandes ventajas ya que no es necesario
fijar una norma para obtener una teorfa cudntica. Esto ultimo sera importante
cuando se cuantize la teorfa de la gravedad.

2.5. Ecuacion de Wheeler-DeWitt.

Una vez revisadas las nociones basicas tanto de la formulacion hamiltoniana
y la cuantizaciéon canénica, se construira el hamiltoniano correspondiente a la
accion de Hilbert, en términos de las variables ADM. Posteriormente se aplicara
la técnica de cuantizacion a este hamiltoniano. A la ecuacion resultante se le
denomina de Wheeler-DeWitt, por sus autores John Wheeler y Bryce DeWitt,
en la década de los 60’s.

La accion de Hilbert (2.46) se puede expresar haciendo uso de la descompre-
sion ADM (2.83) de la siguiente forma,

S = /L dt = /dt dBzvVhN [Kinij — K243 R| 4+ 0(0n), (2.103)

donde h indica el determinante de la 3-métrica de la hipersuperficie espacial
y O(0n) se refiere a términos de borde. En esta expresion se ha suprimido
la acciéon correspondiente a la materia, ademés de considerarse a 167G = 1,
esto a fin de simplificar el anélisis. Por la forma de la curvatura extrinseca,
el lagrangiano no depende de derivadas temporales de N o de N?, luego sus
momentos conjugados son,

0= % =0,
ON
= a—ﬁ =0 (2.104)
ON;

En la terminologia de Dirac, los momentos conjugados de N y N*, no son vari-
ables dinadmicas sino constricciones de tipo primarias; es decir, el corchete de
Poisson entre dos cualesquiera de ellos es nulo en la hipersuperficie.
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Con el objeto de calcular los momentos canénicos conjugados a las seis h;j,
definidos como,

y oL
V= (2.105)
0hij
se introduce el objeto de cuatro indices,
GH = /h i(h’khﬂ + AU RIR) — R (2.106)

A este objeto se le denomina supermetrica. A partir de esto se puede escribir el
lagrangiano de la forma,

L= NG, K+ Vh°R). (2.107)

De aqui se pueden construir los momentos a partir de su definicién y la expresion
anterior,

. K
il = N(2G7""leklM>, (2.108)
8hij
de la ecuacion (2.69) se sigue que,
OKmn 1 /1
D = ——— [ = (87 + 6O 2.1
= (e ) (2109)
por lo que se tiene, - N
7 = —GUR Ky, (2.110)

Para realizar la transformada de Legendre de la lagrangiana y definir el hamil-
toniano, es necesario despejar las velocidades como funciones de los momentos.
Las velocidades N* son funciones arbitrarias y por lo tanto, no se pueden expre-
sar en términos de las coordenadas y momentos. Las velocidades de la métrica
hi; se podréan expresar de tal forma si es posible invertir (2.105), es decir expre-
sar K;; en términos de los momentos. La inversa de la supermetrica G*/ ks un
objeto tal que al contraerlo con ella, da como resultado la identidad,

GijaGM™™ = 6767 + 5767, (2.111)
es decir,
1 [1 1
Gijkl = ﬁ §<hikhjm + hilhjk) — §hijkl . (2.112)

De aqui la curvatura extrinseca se podra expresar como,
K;j = —Gijklr*". (2.113)
A partir de (2.69) y (2.113) se escriben las velocidades h;; de la forma,
hij = —=D;Nj — DjN; 4+ 2N G (2.114)
Por lo tanto a este nivel, es posible escribir la densidad hamiltoniana,

(7hi; — L) = — G9* K} (D;N; + D;N; — 2N K;)
— N(GY*™ K, ;K + Vh *R). (2.115)
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Al escribir esta densidad tensorial en términos de los momentos, se obtiene
siguiente hamiltoniano,

H= /d%(wijhij —0)= /d%(NH + N, (2.116)
donde H y H; estan dados por,
H = Gijkmijﬁkl — \/ESR, (2.117)
y
H; = 2hy Djmo*. (2.118)

Finalmente, la accién en forma hamiltoniana es,
S = /dtde(wijhij — NH — N'H;). (2.119)

Es interesante notar en esta expresion, que al realizar variaciones respecto de
hij y 7 se obtienen las ecuaciones de Einstein correspondientes a G;; = 0,
mientras que al realizar las variaciones respecto de N y de N’ se obtienen las
ecuaciones,

H=0,
H =0, (2.120)

que corresponden, respectivamente, a las ecuaciones restantes Goop = 0y Go; =
0. Estas constricciones también pueden ser obtenidas imponiendo la condicién
que la derivada temporal de las constricciones primarias se anulen. Esto es
esencial para que la estructura de las constricciones del sistema se mantengan
durante la evolucion dinamica. Las constricciones que se obtienen de este modo
se denominan secundarias. Estas constricciones son, ademas, de primera clase;
es decir, el paréntesis de Poisson entre dos cualesquiera de ellos es nulo en
la hipersuperficie. Esto asegura independencia de la evolucion dinédmica en la
foliacion.

Para cuantizar el hamiltoniano (2.116), se convierten la métrica h;; y el
momento 7%, en operadores que satisfagan las reglas de conmutacion,

[hij(x,t), hia(y,1)] = [ (x, ), 7 (y, )] = 0,
[y (x,£), 71y, £)] = %(555; +8L58)3(x,y). (2.121)

Se puede adoptar una representacién particular, la representacion de la métrica
(en analogfa con la representacion de posicion en mecéanica cuantica ordinaria).
En esta representacion, el funcional de onda se convierte en un funcional de la
3-métrica, y el momento se reemplaza por la derivada variacional con respecto
a la 3-métrica,

y 5
= ——. (2.122)
0 hl j (X)
Posteriormente se demanda que las funciones de onda sean aniquiladas por los
operadores de las constricciones primarias,

fh = —z’% =0, (2.123)
Firh=—i W _ 0. (2.124)

ON;
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Esto implica que v es independiente de N y N?, mientras que a partir de (2.116)
se obtiene,

(Gijkl(x)(%(x()séhkl(x) + v/ h(x) 3R>w[hij] =0, (2.125)

A 1)
<hichj cShjk(x))w[h”] = 0. (2.126)

La ecuacion (2.125) se denomina ecuacién de Wheeler-DeWitt para un superes-
pacio. Esta ecuacion seria la andloga a la ecuacion de Schrodinger (es de segundo
orden en derivadas funcionales), y tendria que ser interpretada como la ecuacion
cuantica de la gravedad, y su alcance representaria la explicaciéon de fenémenos
como las singularidades de los hoyos negros o incluso el origen del universo,
entre otros. Sin embargo esta ecuacion cuantica esta muy lejos de explicar estos
y otros problemas abiertos de la fisica tedrica.

Las ecuaciones de Wheeler-DeWitt, tanto para el caso general superespacio,
como para los casos restringidos minisuperespacio(este analisis serd hecho mas
adelante) tienen muchos problemas técnicos y conceptuales, los mas importantes
son los siguientes:

1. El ordenamiento de los operadores al momento de cuantizar, no necesari-
amente puede ser el adecuado. Es necesario hacer una regularizacion.

2. No queda claro, si es necesaria la condicién de hermiticidad a los op-
eradores, esto con la argumentacion que el espacio de Hilbert en donde
se halla la representacion del algebra canoénica no es el mismo espacio
de Hilbert en donde se imponen las condiciones fisicas sobre los estados
que satisfacen las constricciones. En la gran mayoria de los modelos de
minisuperespacio sus respectivos modelos son hermiticos sin necesidad de
imponerlo.

3. Es necesario construir un producto interno adecuado en el espacio de
Hilbert fisico.

4. La ecuacion para superespacio, contiene el producto de dos derivadas fun-
cionales, en el mismo punto, que al actuar en una funcional de h;; gener-
ara un factor §2(0) (arrojando un término infinito). De tal forma que esta
ecuaciéon requeriria una regularizacion. Para los modelos de minisuperes-
pacio, este problema no se transmite ya que los grados de libertad de estos
modelos son finitos.

5. A menos que se trabajen con funcionales que sean explicitamente invari-
antes bajo difeomorfismos espaciales, el acoplamiento de la ecuacién de
Wheeler-DeWitt y las constricciones de momentos, causan severos prob-
lemas, tipicamente en la forma de términos no locales. Esto tanto para
superespacio, como para minisuperespacio.

6. No hay un tiempo. Solo la evolucién de parametros cosmologicos

7. No es claro en ninguno de los casos que condiciones a la frontera hay que
usar, o si quiera si es necesario hacerlo. No hay nada externo al universo.
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8. Para ambos casos no se tiene una ecuacién de conservacion bien definida
y una densidad de probabilidad positiva.

Estudiar modelos miniuniversos, representa librar una serie de obstéaculos que
frenan el estudio del caso general. A continuacién se analizaran estos casos
restringidos, muy en particular para dos modelos cosmologicos.

2.5.1. Universo clasico Friedmann-Robertson-Walker.

Los modelos cosmologicos homogéneos son ejemplos de espacios con grupo
de movimiento de rango tres de orbitas tridimensionales. Dichas orbitas son
sub-espacios tridimensionales cuyos puntos se caracterizan por tener valores
iguales del tiempo cosmico. El modelo (FRW) se basa en la suposicion de ho-
mogeneidad e isotropia del universo. En virtud de esto, en dicho modelo ninguna
componente de la métrica debe depender de las coordenadas espaciales, y el es-
pacio tridimensional-una orbita cuasi-espacial del grupo de movimientos-debe
ser un espacio de curvatura constante k. Si k > 0, se dice que el modelo es
cerrado; si k < 0, es abierto; y si k = 0, entonces es del tipo plano. El modelo
(FRW) para k > 0 esta compuesto por orbitas que son esferas tridimensionales
S3. Por otro lado el principio cosmolégico establece que cada una de las var-
iedades espaciales ¥; del formalismo ADM, debe ser homogénea e isotropica, lo
que hace que se trate de una variedad maximalmente simétrica. El elemento de
linea tridimensional para estas variedades es,

_ dr?
1 — k2
dQ=db? +sin® 0 d¢?, (2.127)

di? +72dQ,

donde k caracteriza el modelo que se tome, ya que esta relacionado con el escalar
de curvatura por medio de 6k = R. Para describir el elemento de linea de la
variedad en la cual estan inmersas las hipersuperficies 3J;, se aplica un resultado,
que afirma la posibilidad de encontrar un sistema de coordenadas en el cual la
métrica de la variedad M* sea de la forma,

ds® = goo(t)dt* + f(t)dI*. (2.128)

Para escalar ¢ de modo que ggoo = —1, con la finalidad de forzar que la métrica
tenga signatura (—, 4, +,+), se hace la funcion f(¢) positiva, de tal forma que
f(t) = R%(t). Esto conduce a la métrica de Robertson Walker en su forma usual,

dr?
1— kr2

ds®> = —dt® + R2(t)< + r2dQ>. (2.129)
Por otro lado, para evitar infinitos debidos a términos de superficie, se considera
un modelo cerrado en donde k£ = 1. Por otro lado se escribe r — sin &, para que
la métrica describa la S esfera que caracteriza a este modelo, de esta manera,

dr? de? cos? ¢ B

1—r2 1—sin2§7

de?. (2.130)

De aqui,
ds* = —dt® + R*(t) (d52 + sin? 5d9). (2.131)
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En este modelo R se conoce como factor de escala, y determina el tamafio
del universo en funcion de tiempo. Una vez fijando la distribucion de energia y
materia, es decir el tensor de energia momento, como un fluido perfecto, es decir:
Ty = (p+ p)upty + pguy. Al aplicar las ecuaciones de Einstein se encuentra la
evolucién temporal de R,

R? 181G

—t —==— 2.132
mtm=3 " (2.132)
R R 1
Al restar (2.132) a (2.133) se obtiene,
R 4G
E = —T(p-i-?)p) (2134)

Esta ecuacion determina como se comporta el universo dependiendo de la forma
de la materia en su interior. Para la materia comun, p+3p > 0, el factor de escala
estaria en desaceleracién. Ademas, dado que lo que se observa actualmente es
expansion (R > 0), se tiene que en algin ¢ el factor de escala fue cero. Se puede
re-escalar y decir que R(t = 0) = 0; este momento es asociado con la creacion del
universo, un momento en el cual todos los puntos del universo actual estuvieron
unidos.

Este modelo tiene muchos problemas, principalmente cuando se analiza el
espacio a escalas de energias de Plank, sin embargo algunas de estas dificultades
pueden ser resueltas cuando se le agrega un mecanismo de inflacién, propuesto
por Guth en 1981 [87]. A este modelo con el mecanismo con inflacién se le conoce
como modelo estdndar de la cosmologia.

2.5.2. Universo cuantico Friedmann-Robertson-Walker.

Para cuantizar una teoria gravitacional desde el punto de vista canénico,
primeramente se requiere encontrar el escalar de curvatura R del espacio-tiempo
en su formulacion AD M, a partir de este escalar se construye la respectiva accion
de Einstein-Hilbert, con la cual queda definida una hamiltoniana, que es el punto
de partida en la cuantizaciéon canénica de la teoria.

La curvatura extrinseca de este modelo es,

R
K, = —Ehij. (2.135)
Por lo cual y teniendo en cuenta la definicion del escalar de curvatura en su
descomposicion ADM (2.83) se obtiene,

y R\?* 6
‘R=K?- KKy 43R = 6<R) ~ (2.136)
De (2.131) para la funcién lapso, N =1y h = det h;;, por lo tanto,
Vh = R?sin®¢ sinf. (2.137)
De esta manera a partir de (2.47) y (2.136) se obtiene,
J— (RR — R)sin®€£sin . (2.138)

167G
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Por lo cual se obtiene la accién,

S = /E d'z = — 16iG /Z(RR — R) sin® ¢ sin Odtd>x. (2.139)

Al integrar sobre una 4-esfera resulta,

1272 9
§=-1o-a | (RE*~R)dt. (2.140)
De aqui,
L= 3" (RE*—R) (2.141)
BTE ’ '

En este momento ya solo tenemos el factor de escala R como parametro. Para
cuantizar se tiene que enconar el hamiltoniano de la forma canénica, tomando
a R como la tnica variable dinamica,

H=npR— L. (2.142)
Para el caso de 7g,
oL 3T .
= —=——RR. 2.143
TR= % e ( )

Al despejar R de la expresion anterior y sustituirlo en (2.142) se obtiene final-

mente el hamiltoniano,

Gn 37
H=-—"2£_"_R 2.144
3R 4GR ( )

Usando el procedimiento de cuantizaciéon de Dirac, se promueven las variables
Ry mr a los operadores,

. ; 0
TR— TR = —i——
R R 8R7
R—R, (2.145)
que satisfacen la relacion de conmutacion,
[R,7r] =i, (2.146)

donde se considerd i = 1. De (2.144) y (2.145) se obtiene la ecuacion de Wheeler-
DeWitt para el modelo cerrado de Friedman-Robertson-Walker,

0? 972
Hyp = (8R2 - WRQ)w[R} =0, (2.147)
cuyas soluciones son,
Y(R) = aeW/DE (2.148)

De aqui se vemos que para esta modelo se obtiene una funcién de onda que solo
depende del factor de escala R, es decir una ecuacién cuantica que proporciona
la evolucién radial del modelo S del universo.
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2.5.3. Universo cuantico de Kantowski-Sach.

De forma analoga a Friedmann-Robertson-Walker ahora se procedera a cuan-
tizar el universo de Kantowski-Sach. Este universo sera parte central de este
trabajo ya que sobre este modelo se introducird no-conmutatividad mas ade-
lante. En §7.2 se presenta un estudio detallado sobre algunas caracteristicas y
propiedades de este universo. En dicha secciéon se deducira que el hamiltoniano
de este universo resulta

H =73 — 3 — 6exp(—2v3Q). (2.149)
Al promover las variables dindmicas del sistema a operadores

0 0
TQ —TQ = —ia—Q; T3 — g = —i% , (2.150)
que satisfacen las relaciones de conmutacion,

[Q,fm} = [ﬁ,ﬁﬁ} =1,

[Q,B] = [f(‘Q,ﬁ'ﬁ] =0, (2.151)
donde se ha considerado h = 1, se obtiene la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt
(2.125) para un universo de Kantowski-Sachs,

0? 02
E 9 6exp(—2\/§Q)]w(Q,ﬁ) =0. (2.152)

10 10

Figura 2.1: Variacion de [¢|? con respecto a € y 3. Se muestra que solo puede
existir un universo alrededor de 2 =481y 5= 0.

Las soluciones de (2.152) son,
b (Q, B) = VK, [4eV3Y), (2.153)

donde v es una constante de valor real, mientras que K, son funciones de Bessel
modificadas. Por lo tanto un estado cuantico en este universo estaria dado por
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una superposicion de estados [80],

Y(Q,8) =Y Cre”VK,, [4e7V3Y], (2.154)

cuya amplitud de probabilidad queda de manifiesto en la Fig 2.1, para {2 en el
rango [0,10] y B en el rango [—10,10]. Aqui se puede ver que existe un estado
preferencial (pico de la distribucién) al rededor del punto = 4,812 y 8 = 0.
Este resultado se interpreta como la existencia de un solo universo alrededor de
esa vecindad.
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Capitulo 3

Estructuras algebraicas

La teoria de particulas elementales se basa en la aplicacién de la teoria de
grupos para su clasificacion, asi como en la teoria de campos para describir
sus interacciones. El concepto de grupo entra en las teorias de campos y de
las particulas elementales mediante el concepto de simetria. Si un sistema es in-
variante respecto a ciertas transformaciones (es decir si ciertas transformaciones
son simetrias del sistema), entonces, evidentemente, estas transformaciones, re-
alizadas una tras otra también constituyen una transformacion invariante del
sistema (es decir el producto de dos simetrias también es una simetria). Es
natural esperar que la transformacién inversa de una simetria también sea una
simetria; asi mismo se puede incluir la transformacion identidad del sistema,
cuando el sistema no se transforma. De este modo, el conjunto de todas las
simetrias de un sistema fisico conforman un grupo.

El conocimiento del grupo de simetrias de un sistema fisico es muy impor-
tante y en ocasiones es la tnica informacion confiable del sistema. A partir del
grupo de simetrias se pueden predecir los elementos estructurales que conforman
el sistema, sus caracteristicas e incluso determinar su interacciéon utilizando el
aparato de los campos de norma.

Dentro de la teoria de grupos existen los que diagonalmente tienen estructura
de variedad diferencial, a estos se les denominan de Lie. No siempre es comodo
trabajar con grupos de Lie en las aplicaciones fisicas. Sin embargo estos pueden
ser sustituidos por las algebras de sus generadores, es decir por los vectores
tangentes al espacio grupal alrededor del elemento neutro. De este modo, a
todo grupo de Lie se le puede poner en correspondencia el algebra de Lie de sus
generadores.

Esta mencionada correspondencia entre los grupos y las algebras de Lie per-
mite utilizar en las aplicaciones fisicas, en lugar de los grupos de Lie, las algebras
de sus generadores. Por ejemplo, se puede verificar la invariancia g(a)(¢) = ¢
de una u otra magnitud fisica ¢ no para todo el conjunto infinito de elementos
del grupo, sino para un numero6 finito de sus generadores.

El espacio F(M) de funciones C* sobre una variedad suave M (objeto de
estudio en fisica) forma un algebra conmutativa bajo el punto de vista de la
adicion y la multiplicaciéon. Si G es un grupo de Lie, los mapeos inversos de
G dotan a F(G) con dos estructuras extras llamados mapeo comultiplicacién
F(G) — F(G) ® F(G) y mapeo antipoda F(G) — F(G). Estos mapeos satis-
facen cierto reflejo de las condiciones de asociatividad de la multiplicaciéon en G
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y del inverso. Estas ideas conducen la nocion de Algebra de Hopf (estas algebras
no necesariamente deben ser conmutativas).

Las Algebras de Hopf proven una generalizacion mas amplia del concepto
de simetria, ahora los elementos del grupo no necesariamente son invertibles,
sin embargo estan provistos de una estructura mas débil llamada antipoda,
que brinda una inversion no-local linealizada para cada uno de los elementos
del grupo, es decir habra algunos elementos que ahora no tengan inverso. Sin
embargo siempre sera posible encontrar ese inverso como una combinacién lineal
de elementos en un entorno de este.

Un segundo punto sobre estas algebras es que sus representaciones definen
un producto tensorial. Por ejemplo, si J, es el operador de momento angular,
entonces un elemento AJ, = J, ® 1 + 1 ® J, define un producto tensorial (esta
suma es una caracteristica de las algebras de Lie: en grupos cuanticos esto es
mas complicado). Los elementos que satisfacen este tipo de coproducto se les
denomina primitivos del algebra de Hopf. El producto tensorial es simétrico, la
simetria viene implementada de la transposiciéon usual de espacios vectoriales.
Para el caso de algebras de Hopf, también se tiene un producto tensorial sin
embargo este ya no necesariamente tiene que ser simétrico.

Para abordar el concepto de algebra de Hopf en este capitulo, se presentaran
las definiciones, asi como ejemplos de estructuras més simples, con la finalidad
que el concepto central sea una extension de estas.

3.1. Semigrupos y monoides

Definicion 1. Una operacion * en un conjunto X es una funcion * : X x X —
X.

Definicion 2. La operacion x : X x X — X es asociativa si:
xx(y*xz)=(x*xy)*z, Vr,yzeX. (3.1)

Definicion 3. A la pareja ordenada (X, *) se denomina semigrupo. Por otro
lado, si x es una operacion asociativa en X y e € X entonces,

1. e es un neutro izquierdo para %, si exx =2, Vz € X.
2. e es un neutro derecho para *, si x xe =z, Vo e X.
3. e es neutro para x, si e es un neutro izquierdo y derecho para x.

Definicion 4. La terna (M, *,e) es un monoide si (M, *) es un semigrupo y e
es neutro para *.

Definicion 5. La operacion x es conmutativa si:

axb=>bxa, Va,be M. (3.2)

3.2. Grupos

Definicion 6. Un grupo es un monoide (M, *,e) en el que cada elemento tiene
INVErso.
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Definicion 7. Si la operacion en un grupo (M, x,e) es conmutativa, entonces
se dice que el grupo es conmutativo o abeliano.

Definicion 8. El orden de un grupo G, es el nimero de elementos del conjunto
de éste.

Ejemplo 1. Son grupos finitos:
GF1: (Q,-) (producto ordinario).

GF2: El grupo de dos elementos {e,g}. Donde g?> = e. Por ejemplo si se toman
los numeros 1 y —1 con la operacion multiplicacion, justo forman un grupo
de este tipo. También el grupo de transformaciones de vectores formado
por la paridad y la identidad es de este tipo.

GF3: Giros de un poligono regular de n-lados (la operacion del grupo es la com-
posicion de giros).

GF/: El grupo S, de permutaciones de n objetos. Este grupo tiene n! elementos
y para n > 2 es no-abeliano. Para n = 1,2 coincide con los ejemplos
anteriores.

Ejemplo 2. Son grupos infinitos:

GI1: El conjunto de numeros reales R es grupo abeliano con la operacion suma.
Si se excluye el 0, entonces es grupo abeliano con la operacion multipli-
cacion.

GI2: El grupo de rotaciones de vectores en tres dimensiones.

GI3: El grupo GL(N,R) de matrices reales N x N invertibles con la operacion
multiplicacion, es un grupo no abeliano. Si fueran matrices complejas N X
N al grupo se le denomina GL(N,C). El grupo real tiene dimension N2
y el sequndo dimension compleja N2, es decir, dimension real 2N?2.

Definicion 9. Sea G un grupo y U un subconjunto de este. Se dice que U es
un subgrupo si las operaciones de grupo cierran dentro de U,

Vg, eU=gog ' el. (3.3)

Definicion 10. Dados dos grupos G y G’ se dice que una aplicacion ¢ : G — G’
es un homeomorfismo, si preserva la estructura de grupo, i.e.

p(goh) = (g)* p(h), (3.4)

donde o y * son las operaciones correspondientes a los grupos G y G'. Si la
aplicacion es biyectiva, se dice que es un isomorfismo.

Ejemplo 3. Son subgrupos:

SUG1: O(N): Un subgrupo de GL(N,R) formado por las matrices ortogonales
N x N, que cumplen con la condicion

Q0f =1 (3.5)

SUG2: SO(N): Un subgrupo del anterior formado por las matrices ortogonales de
determinante 1.
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3.2.1. Representaciéon de grupos

Definicion 11. Dado un grupo G llamamos representacion de este, a un homeo-
morfismo D : G — GL(N, K) de dicho grupo en un grupo de matrices reales o
complejas (K =R, C). Asi pues cada elemento g del grupo le hace corresponder
una matriz D(g), de tal forma que:

D(g1 0 g2) = D(g2)D(g1)- (3.6)
Ejemplo 4. Son representaciones:

R1: FEl grupo de rotaciones es isomorfo al grupo de matrices ortogonales con
determinante 1.

R2: El grupo de Lorentz es isomorfo al grupo O(3,1) de matrices que dejan
invariante la métrica de Minkowski.

3.2.2. Grupos de Lie

Definicion 12. Un grupo de Lie es una variedad diferencial G de dimension
finita que es también un grupo topoldgico en el cual las operaciones de multipli-
cacion e nuversion,

*:GxG—G, i:G—G, (3.7

(a,b)—ab a—a (3.8)

son suaves (i.e. infinitamente diferenciables).
Ejemplo 5. Son grupos de Lie:

GL1: R™, ya que es una variedad diferencial de dimension n, y adicionalmente
forma un grupo topoldgico aditivo. Las operaciones de adicion y cambio
de signo son suaves.

GL2: GL,(R), el grupo general lineal, ya que es una variedad diferencial de
dimension n? y también es un grupo topoldgico.

GL3: O(n), el grupo ortogonal es un subgrupo topoldgico de GL,(R), adicional-
mente también es una variedad diferencial de dimension finita.

3.3. Anillos y campos

Definicion 13. Un anillo es una quinteta (R, +,%,0,1) tal que:
1. (R,4+,0) es un grupo conmutativo.
2. (R,*,1) es un monoide.
3. x se distribuye sobre 4+, por ambos lados, es decir:

rx(s+t)=(rxs)+ (r«=t), Vr,s,teR,
(s+t)yxr=(s*xr)+(txr), Vr,stcR. (3.9)

Ejemplo 6. Son anillos bajo la suma y el producto ordinario,
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Al: (Zy,+,-,0,1),
A2: (Q,+,-,0,1),
A8: (R,+,-,0,1).
Definicion 14. Un anillo (R, +,%*,0,1) es un:
1. Anillo conmutativo si x es conmutativa.
Dominio si (R/0,*,1) es un monoide con cancelacion.

Anillo con division si ((R/0,%,1) es un grupo.

e e

Campo si (R/0,%,1) es un grupo abeliano.

3.4. Espacios vectoriales

Definicion 15. Un espacio vectorial A es una quinteta (V,+,0,K,-: K xV —
V), tal que:

1. (V,+,0) es un grupo abeliano.
2. -: K xV =V, satisface:

211-a=a, Va€eV,

22 (af)-a=a-(f-a), Yo, K, VaeV,

2.8 (a+f)-a=a-a+ - a, Yo,8 € K,Ya€eV,
24 a-(a+b)=a-a+a-b, Vo,f€FVa,beV.

Los elementos de V' se denominan vectores, y los de K escalares. Es comin
representar un espacio vectorial como, Vi y se lee: el campo vectorial V' sobre
un campo K.

Ejemplo 7. Son espacios vectoriales:
EV1: (R*,+,0,R, - : R x R® — R) con:

(@11 w0y @) F b1, ey b)) = (@1 + br, ey + by),

¢ (a1, ...,an) = (C a1, ..., ay).

3.5. Algebras de Lie

Definicion 16. Sea A un espacio vectorial de dimension r. Supongase que en
este espacio hay definida una sequnda operacion binaria * : Ax A — A. Si A
cumple con propiedades:

1. Es lineal respecto al seqgundo argumento:

v (Awy +Aows) = A (vxwy) + Ao (vxwy) Yo, w € A; A, Ao € R. (3.10)

2. FEs antisimétrica:
VRW = —W V. (3.11)
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3. Cumple con la identidad de Jacobi:
y*x (vxw)+w(ly*v)+vx(wxy) =0, (3.12)
entonces se dice que A tiene estructura de algebra de Lie.

Ejemplo 8. Se denomina paréntesis de Poisson de dos funciones f(x,p) y
g(x,p) en un espacio fase, al producto escalar de sus gradientes:

_ _ N~ (91 99 _ 99 0f
con: of o 5 5
g g
=(=,—= = —— . 14
vi=(g-t) ve= (55 (3.14)
Propiedades 1. El paréntesis de Poisson satisface las siguientes propiedades
{f,9}=—{g, f} (antisimetria), (3.15

{M1+ nfa, gy =M f1, 93 + wlfa, g}, (

0={f,{g,h}} +{h,{f,9}} +{g9,{h, f}} (identidad de Jacobi), (
{fg,h}=f{g.h} + g{f. b}, (3.18

(M, g} =2 [, 9} (

donde \, i son constantes.

De las anteriores propiedades se sigue que en el espacio fase las funciones
f(x,p) forman un algebra de Lie respecto al paréntesis de Poisson.

Ejemplo 9. Se denomina conmutador de dos operadores A y B en un espacio
de Hilbert al objeto definido como:

[A, Bl = AB — BA. (3.20)
Propiedades 2. El Conmutador satisface,

[A, B]=—[B, A] (antisimetra), (

M + uB,C)=AA,C] + u[B, (], (3.22
(
(

[AB,C)=A[B,C] + B[A, C],

donde A, i son numeros complejos.

De las anteriores propiedades se sigue que en el espacio de Hilbert, los oper-
adores forman un algebra de Lie, respecto al conmutador.

3.5.1. Algebra de Lie si(2).

El algebra de Lie gl(2) = L(Mas(k)) de matrices complejas de 2 x 2 es una
algebra cuatro-dimensional. Las cuatro matrices,

p-(0 ). = (00), o
ne (3 5) = (1), 020
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forman una base de gl(2). Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones de
conmutacion,

B, F] =1, (3:27)
[H,E|=2F, (3.28)
[H,F]=-2F. (3.29)

Para la relacion (3.27),

e () (1) (208 0)=(3 &)

Esta ultima relacién es antisimétrica,

0 0 0 1 0 1 0 0 -1 0
[F’E]_<1 0)(0 0)_(0 0)(1 0)_( 0 1>__H('3'31)
Las relaciones (3.28) y (3.29), asi como sus antisimetrias se corroboran de la
misma forma. Estas matrices también satisfacen la relacion,

(B, [F, H]] + [F, [H, El] + [H, [E, F]] = 2[E, F] + 2[F, E] + [H, H] = 0, (3.32)

es decir la identidad de Jacobi. De esto ultimo asi como de (3.27), (3.28), (3.29)
y sus relaciones de antisimetrias se sigue que ¢l(2) forma un algebra de Lie.

Las matrices de traza cero en gl(2) forman el subespacio sl(2) extendido en
la base {E, F, H}. La relacion,

[[,E]=[I,E]=[I,H] =0, (3.33)

muestra que sl(2) es el ideal de ¢i(2) y que este es un isomorfismo entre algebras
de Lie,
gl(2) = sl(2) @ kI, (3.34)

Por lo cual el estudio del algebra gl(2) se reduce al de si(2).

3.5.2. Algebra de Lie H(3,1).

Los operadores diferenciales,
(X#aPV ZI, _iau)y (335)

satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion,

[X*, X¥]=0, (3.36)
[R“PV]:O, (337)
[X*, P,|=1i0"T. (3.38)

Las relaciones (3.36), (3.37) y (3.38) son bilineales y antisimétricas ademas sat-
isfacen la identidad de Jacobi,

(X [XY, XPT)+ [XY, (X7, XM+ (X7, (X, X7 (
(X5 X7 Boll + [XY, [P, XM + (B, [XH, X¥]] = 0, (

(X", [Py, P]] + [Py, [Py, X"]] + [P, [X*, B = 0, (3.41
[Py, [Py, P,]] + [Py, [Py, Pu]] + [Py, [Py, P]] = 0. (
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Para (3.41),
(X", [P, P,]]=[X",0] =0, (3.43)
[P,,[P,, X"]| = —idk[P,,1] = 0, (3.44)
[Py, [X*,P,]|=idl[P,,1] = 0. (3.45)

De (3.43), (3.44) y (3.45) se sigue,
[X#’ [Pl/a Pp]] + [Pl,, [PP’X#H + [Pp’ [X,u7 PI/H = 0. (3'46)

Las relaciones (3.39), (3.40) y (3.42) se comprueban de forma anéloga.

De que las relaciones (3.36), (3.37) y (3.38) sea bilineales, antisimétricas y
satisfagan la identidad de Jacobi se sigue que los generadores (3.35) forman un
algebra de Lie denotada por H(4,1).

3.5.3. Algebra de Lie iso(3,1).

Los operadores diferenciales,

P, =—id,, (3.47)
M, =i(x,0, — x,0,), (3.48)

Satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion,

[Py, P} =0, (3.49)
[M;un Pp] :nupPu - nupPz/a (350)
[M;uu Ma,@] =NvaMus — NuaMug + MusMva — MM pa- (3.51)

Para (3.51),

(M, Mol =— (2,0, — 2,0,)(2a0p — 2304) + (2008 — 304) (2,0, — 2,0,,)
= Mwa®u0p + Ms2u0a + Nuatvp = 1upT00n
FNsutaly = NpvTady = Nap@pdy + Navta0,
ZT]VaMpﬂ — T]MQMVB + U;LﬂMm — nuﬁMua- (352)
Las relaciones (3.49) y (3.50) se comprueban de forma similar.

Las relaciones (3.49), (3.50) y (3.50) son bilineales y antisimétricas, ademas
de satisfacer la identidad de Jacobi,

[Puv [Pw Pp” + [Pw [va PP«H + [Pp’ [P;w P, H =0 (3-53)
[Mag, [Py, Pol| + [Py, [Bp, Mag]] + [Fp, [Mag, PJ] =0 (3.54)
[Maﬁa [MVtT?PP]] + [Mupa [Ppa Maﬂ]] + [Ppa [Maﬁ,MuaH =0 (3~55)
[Maﬁv [va Mm” + [Mvm [Mpraﬁ]] + [M/m [MaB:MWH =0 (3-56)
Para (3.54),
(Mo, [P, P,]] =0, (3.57)

[Py, [P,D7 Maﬂ“ =[P, —1gpPa + napPﬁ] = _nﬂp[PmPa] + nozp[Pua Pﬂ] = 0(3.58)
[Py, [Mag, Po]] =[P,y Po — Naw P = 1pu [Py, Pal — Naw[Fp, Pg] = 0. (3.59)
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De (3.57), (3.58) y (3.59) se comprueba (3.54),
[Mag, [Py, Boll + [Py, [Py, Magl] + [Fp, [Mag, P]] = 0. (3.60)

La corroboracion de (3.53), (3.55) y (3.56) se realiza de forma analoga.

Que las relaciones (3.49), (3.50) y (3.51) sean bilineales, antisimétricas y
satisfagan la relacion de Jacobi, se sigue que los generadores (3.47) y (3.48)
forman un algebra de Lie, denominada iso(3,1).

3.6. Algebras de Lie a partir de grupos de Lie.

Dado el caracter de variedad diferencial de un grupo de Lie G de dimension r,
es posible parametrizar los elementos de este grupo por un conjunto de r numeros
reales g(au,...,a;). Esta parametrizacion se puede escoger de tal forma que
g(0) = e, por lo tanto es posible construir unas matrices llamadas generadores
infinitesimales I;, que proporcionan la informacién topoldgica y geométrica sobre
el grupo en torno a una vecindad del elemento neutro e. Estos generadores I; se
obtienen mediante,

I dD(&)
dai

(3.61)

a=0
Las matrices de la representacion del grupo en la vecindad del elemento neutro e,
estan dadas en funcion de los generadores infinitesimales, de la siguiente manera,

D(@) =T1-Y " oil; + O(a”). (3.62)

Si se considera el producto de matrices,
D(X(@, 7)) = D(@D(F)D(@) "' D)™, (3.63)

entonces este es un elemento del grupo, que es igual al elemento neutro si «
o [ son iguales a 0. Por tanto desarrollando para pequenos valores de estos
parametros,

DN@, B)) =1 — B[, ]+ . = T — \pIp + ..., (3.64)

donde la segunda igualdad proviene de que la matriz resultante corresponde a
una del grupo en el entorno del elemento neutro. De aqui se sigue la relacién,

[1i, I;] = cijid, (3.65)

donde los coeficientes c;;;, son numeros que se pueden obtener a partir de la ley
de composicién del grupo,

)\k(o_Z, _‘) :Zcijkaiﬁj + .y (3.66)

y por lo tanto independientes de la representaciéon en cuestion. En resumen los
coeficientes c;j; son caracteristicos del grupo y se llaman constantes de estruc-
tura del grupo.
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3.7. Grupos de Poisson-Lie.

Si se consideran dos variedades de Poisson My y M,. El producto cartesiano
M; x M5 esta equipado con una estructura natural de Poisson, ya que el espacio
de funciones en M; x Ms es el producto tensorial de funciones en M; y en
Ms. Esto quiere decir que uno puede escribir cualquier funcién en la forma
flz,y) =>, fi(l)(x)fi@) (y), donde la suma es en general infinita y requiere la
definicion de una topologia. Se define en este contexto para dos funciones f(z,y)
y g(z,y) el paréntesis,

{f. 9} xan, = Z{f“ O £ 9P+ 12 6P f VY. (3.67)

Este objeto satisface las propiedad de un paréntesis de Poisson, e implica que
toda funcién en M; conmuta con cualquier funciéon en Ms.

En particular si G es un grupo de Lie dotado con una estructura de Poisson, el
producto G x G también tiene una estructura de Poisson. Uno puede preguntarse
a este nivel si la multiplicacion (g,h) — gh de G X G a G es compatible con la
respectiva estructura de Poisson, siendo mas precisos, si se tienen dos variedades
de Poisson M y N y un mapeo ¢ : M — N, este mapeo se denomina de
Poisson, si para cualquiera dos funciones f1, fa, en N se tiene {f10¢, faod}ty =
{f1, f2} N © ¢. En este caso la multiplicacion es de Poisson si,

{fi(gh), f2(gh)}axa = {f1, f2}a(gh), (3.68)

donde del lado izquierdo de la ecuacion, f1(gh), f2(gh) son vistas como funciones
en G x G.

Un grupo de Poisson-Lie G es un grupo de Lie G equipado con una estructura
de Poisson tal que la multiplicacién en G, visto como el mapeo G x G — G, es
un mapeo de Poisson.

Para describir la estructura de Poisson sobre G se usa el algebra de Lie G,

[Ea, Eb]g = C° o Ee. (3.69)

Los generadores F, actiian como derivadas sobre toda funcién en el punto g € G.
Al considerar los campos vectoriales invariantes por la derecha (o izquierda) V£
definidos por,

d
Vi flg) == f(eFeg) (3.70)
dt 0
Estos campos vectoriales forman una base en el espacio tangente TyG, con
[VE VE = C¢_,VE, por lo tanto el paréntesis de Poisson de dos funciones

f1, fo € G se puede escribir como combinacién bilineal de derivadas con coefi-
cientes 2%°(g),

{f1, fQ}G(g) = Z Qab(g)(vffl)(g)(Vbe2)(9)- (3.71)

a,b

Los coeficientes % (g) contienen toda la informacién de la estructura de Pois-
son. De aqui el elemento 2(g) € G x G se escribe como,

= Q%(9)E, @ By (3.72)
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La consistencia entre la estructura de grupo de Lie y la estructura simpléctica
de G se obtiene imponiendo que los campos V£ sean localmente hamiltonianos,
es decir que estos campos sean generadores infinitesimales de transformaciones
simplécticas. Esto ultimo se expresa mediante la anulacion de la derivada de
Lie,

donde iy es el producto interior. La condicion de cociclo d2 = 0, implica que
la forma iy r es cerrada, por lo tanto existen funciones f, tales que igrQ = df,.

3.8. Ecuaciéon de Yang-Baxter.

Dado que las funciones f, se obtienen a partir de las transformaciones canoni-
cas generadas por V. Consecuentemente {f,, fy} = —VE(f,) = Qup. De aqui
para la identidad de Jacobi,

{{faa fb}a fc} + {{fca fa}a fb} + {{fb7 fc}7 fa}
= {Qaln fc} + {Qcaa fb} + {Qbm fa}
= VE(Qab) + Vi (Qea) + V(D) =6.74)

Teniendo en cuenta,
V() = S IVAVE(R) ~ VEVEGR), (3.75)
en (3.74) se tiene,
C o iQaa + C? (g + C 4, Qea = 0. (3.76)
Contrayendo con el producto Q**Q7°Q se obtiene,
C? Wy P L 7 QiR L ok QIO = 0. (3.77)

Esta es la condicion que debe satisfacer {)(g) para que se satisfaga la identidad
de Jacobi. Esta ecuacién se denomina ecuacion clasica de Yang-Baxter.

En la literatura cuando se relaciona la ecuacién de Yang-Baxter con los
grupos de Poisson-Lie, el elemento Q(g) se denomina r-matriz y se denota como
r(g). Al definir,

r2=r"E, ® B, ®1, (3.78)
r3=r"E, ® 1 ® E, (3.79)
ro3 =11 ® E, ® Ey, (3.80)

de aqui,

[r12,713] = 11U E,, E.] ® By ® Eq = r®r°¢C® , B, ® By ® E.,  (3.81)
[r12,793] = 1% E, ® [Ey, E.] ® Eq = r*°C® ;. E, ® By ® E,,  (3.82)
[r13,723) = 11 E, @ B, @ [Ey, E4] = r*%*°C° ;,E, ® By @ E..  (3.83)

Por lo tanto (3.77) es equivalente a la ecuacion,
[r12,713] + [r12,723] + [r13, 23] = 0. (3.84)

Esta es la forma en que cominmente se presenta en la literatura la ecuacion
clasica de Yang-Baxter.
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3.9. Algebra universal envolvente

Definiciéon 17. Si T =C, T' =g yT" = g® ... ® g (n veces), entonces se
define el algebra tensorial de g como el elemento,

T(g) = BusoT™. (3.85)

Al subespacio de T(g) generado por los elementos,

p
V94,95 € 9 9a @ Gb — Gb @ Ga — 1 Y, favege = 0, (3.86)

c=1
se le denomina ideal de T(g) y se le denota como .

Definicion 18. Si g es una algebra de Lie sobre un campo F con una base p-
dimensional, (ga)acq1,...p} Y corchete [,],. Entonces el algebra universal envol-
vente U(g) es definida como el cociente entre el algebra tensorial T'(g) (generada
a través del producto tensorial de los elementos de g) y el ideal Z, C T(g), es
decir:

(3.87)

3.9.1. Algebra universal envolvente U(sl(2)).

El algebra universal envolvente U = U(sl(2)) es el algebra de polinomios de
elementos de sl(2), por lo cual esta algebra tiene como base de (3.27-3.29) a
{E'FIH"}; ; ken. Uno puede demostrar por induccién que las relaciones (3.27),
(3.28) y (3.29), implican para esta algebra,

EPHY=(H — 2pI)1EP, (
FPH? = (H + 2pI)?F?, (3.89
(B, F?) =p(H + (p— YI)FP, (
[E?, Fl=p(H — (p+ DI)E* . (

Para (3.90) por induccioén se satisface para p = 1. Para p > 1 se tiene,

[E,FP]=[E,FP~'|F+ FP~'[E, F|
=(p—1)FP?H—-(p—-2)[)F+ FF'H
=FP~H (P~ 1)(H — pI) + H) = pF"~ ' (H — pl + 1)
=pFP Y (H —pI +1). (3.92)
La relacion (3.91) se comprueba de forma analoga, mientras que (3.88) y (3.89) se

prueban usando doble induccion en p y ¢, usando las relaciones EH = (H—2I)E
y FH = (H 4+ 2I)F.

3.10. Algebras asociativas con unidad y C-algebras.
Definicion 19. Una algebra asociativa con unidad (K-Algebra), es un triplete

(A, m, 1), definido sobre un espacio vectorial Ay, donde los mapeosm : AQ A —
Ayi: K — A, satisfacen las siguientes propiedades:



3. Estructuras algebraicas 48

1. El mapeo multiplicacion m : A ® A — A, satisface el axioma de asocia-
tividad expresado en términos del siguiente diagrama conmutativo:

AR A
m%ﬁ//\\\\
ARARA
zd®x /
AR A

Equivalentemente: m o (m ® id) = mo (id ® m), donde id : A — A es la
aplicacion identidad a — a, y el simbolo” o” indica la composicion de las
aplicaciones.

2. Eziste un elemento unidad 1 € A que satisface la propiedad:
a-1=1-a=a, VaceA. (3.93)

Este axioma de unidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

AR A
M%//\\<z
A2 AQF , A
id
AR A
z‘®V Y
AR A . A
id

Equivalentemente, mo (id®1i) = id = mo (i®id). Dondei: F — A es un
mapeo lineal (mapeo inclusion) definido mediante i(a) = al, Va € F. Las
aplicaciones denotadas por ~, representan isomorfismos naturales entre
FRA AQF y A, de tal forma que: a ® a = a ® a = aa.

Con los tres diagramas anteriores es posible demostrar que realmente m
define una multiplicacién asociativa en A y que i(1) es la unidad de A con
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respecto a esa multiplicacion. En efecto, denotando m(a ® b) por a - b, vemos
inmediatamente que la linealidad de m equivale a los axiomas usuales de la
bilinealidad de la multiplicacion, asociatividad y existencia de la unidad 14.

(a-b)-c=(mo(M®id)(a®b® c)
=(mo(id@m))(a®b®c)=a-(b-c), Ya,b,ce A. (3.94)

Mientras que:
a-i(l)=mol(id®i)(la®1)]
=molla®i(l)] =a-i(l) =a, Va € A. (3.95)
3.10.1. Homeomorfismo entre K-algebras

Un homeomorfismo entre las K-algebras A y B es una aplicacion lineal ¢ :
A — B, expresado en términos de los siguientes diagramas conmutativos:

A® A Lk B® B
mAl lmB
A - B
@

F id - F
] B
A - B

¥
Equivalentemente, pom4 = mpo(p®¢) y por otro lado, ¢ois = ip. Esto quiere

decir simplemente: p(a-b) = ¢(a) - ¢(b), Va,b€ Ay que ademés ¢(14) = 15.

Definicion 20. Una C — algebra es una algebra con unidad en donde el campo
F es C.

Ejemplo 10. FEl espacio vectorial R™, con la operacion multiplicacion p : R™ ®
R™ — R", definida por:

w((x1y ey 2) @ (Y1, ooy Un)) = (T1Y15 +ors TnYn), (3.96)
con aplicacion unidad n: F — R" definida como:
n(e) = (a, ..., @) (3.97)

satisface los tres diagramas conmutativos anteriores, por lo tanto es una algebra
asociativa con unidad sobre R.

3.11. Coalgebra

Una coalgebra es un triplete (A*, A, €), constituido por un espacio vectorial
A* sobre C (en este caso, en general puede ser para cualquier campo F'), en
donde los mapeos, A : A* - C® Cye: A* — C, satisfacen las siguientes
propiedades:
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1. El mapeo comultiplicacion A : A* — C ® C, satisface el axioma de coaso-
ciatividad, expresado en términos del siguiente diagrama conmutativo:

A @ A*
A ®id

v
A* AR A* R A*
A* @ A*
Equivalentemente, (id @ A) o A = (A ® id) o A.
2. Existe un elemento unidad 1 € A* que satisface la propiedad:
a*-1=1-a"=ax*, Va*e A" (3.98)

Este axioma de counidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

A ® A*

s

A* , A" C= A*
id

A* @ A*

7( Yg id
A*
id

» CoA" = A"

Equivalentemente, (id ® €) o A = id = (¢ ® id) o A.

3.11.1. Homeomorfismos entre coalgebras

Un homeomorfismo entre dos coalgebras A* y B* es una aplicacién lineal
@ A* — B* expresado en los siguientes diagramas conmutativos:

AB AA
B* -+ A*
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F id F

€B €A

B~ A
12
Equivalentemente tenemos las siguientes condiciones, (p @ ¢) o Ag = Agogpy

ademés, epop =¢y4.

Ejemplo 11. Si C = CJt], denota el conjunto de polinomios de una variable
sobre C, entonces la comultiplicacion y counidad, vienen dados respectivamente
por:

Alt)= Y et (3.99)
p+g=n
e(t™)=dno. (3.100)

Para la coasociatividad (para n = 2),

(id@A) o At*)=(ild@ AN) P @1 +t@t+131%)
=1l l+telot+tet®l
HRPR1I+1tet+11e ¢
=(ARid)(t*R1+tt+1t?)
(A ®@id) o A(t?). (3.101)

Para mostrar que e(t™) = 0,0, define el mapeo counidad se comprueba que:
(ild®e)o A(t") =t"® 1 y ademds (¢ ® id) o A(t") = 1 ® t™. Para el primer
caso tenemos:

(z’d@a):(z‘d@a)( > tp—i—tq)
p+g=n
=t"®1.

(e®id) o A(t") = 1®1t", se demuestra de la misma manera.

3.12. Relacion entre K-algebras y coalgebras

Si A es un espacio vectorial y A* = Hom(A, C) es su respectivo espacio dual,
i.e. el espacio vectorial de las funciones lineales en A. De esta manera £ : A — C
debe estar en A* si:

l(aa + Bb) = al(a) + BL(b), VYa,be A, o, €C. (3.102)

Al asumir que A es una C-algebra, entonces el triplete (A, m,7) (en donde los
mapeos m: A® A — Aei:C — A satisfacen las propiedades de asociatividad
y unidad). Entonces la multiplicacion en A induce una estructura en A* definida
mediante el mapeo A : A* — A* ® A*, llamada comultiplicacién o coproducto:

A (a®b) = Ll(a-b), (3.103)
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donde ¢ € A*, y asigna a toda funcion lineal en A una funcion lineal en A ® A.
De la misma manera el mapeo inclusion i : C — A induce el mapeo counidad
€: A* — C, tal que:

e(0) =Ll(e), Le A”. (3.104)

Por lo anterior los diagramas de coasociatividad y counidad, son los respectivos
duales de asociatividad y unidad. Mientras que los de los homeomorfismos son
equivalentes. Para obtener unos a partir de otros, solo hay que reemplazar A
por A* i por € y m por A\, e invertir las direcciones de las flechas.

3.13. Bialgebra

Definicion 21. Una bialgebra B es una quinteta (A,m,i, N\, €), donde A es un
espacio vectorial sobre un campo F dotado de las aplicaciones lineales m, i, /\, ¢,
tal que

1. (B,m,i) define una algebra.
(B, A, €) define una coalgebra.

La multiplicacion m y la unidad i son homeomorfismos de la coalgebra.

PSS

La comultiplicacion 2\ y la counidad € son homeomorfismos del algebra.

3.14. Algebra de Hopf

Definicion 22. Una bialgebra B es llamada algebra de Hopf si existe un mapeo
biyectivo S : B — B, llamado antipoda, con la propiedad que es una C-algebra
antihomeomorfismo, i.e.

S(a-b) = S(b) - S(a), (3.105)

Ya,b € A, y satisface el axioma de la antipoda: mo(S®id)oA = mo(id®@S)o\ =
i0¢€, 0 en forma de diagramas:
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C

En resumen una algebra de Hopf es una sexteta (A,m,i,A,¢€,S), donde los
mapeos satisfacen los axiomas enumerados anteriormente, el espacio dual A*
de un algebra de Hopf A, tiene una estructura natural de algebra de Hopf. En
efecto, esto al definir la antipoda S* : A* — A* de la siguiente manera:

S*(€)(a) = £(S(a)), (3.106)
dondea € Ayl e A*.

Ejemplo 12. Si A es una algebra compleja con generadores (x,g), que satis-
facen las relaciones g = 1, 22 =0, grg = —x. Los elementos 1, g, x, gz forman
un espacio vectorial de A. Lo anterior aunado a las relaciones A(g) = g ® g,
Ar)=r®@g+10, e(g) =1, €ex) =0, S(g) =g=g"" y S(z) = —z definen
una estructura de Hopf sobre A. Esta algebra es no-conmutativa (Sweedler).

Propiedades 3. Toda algebra universal envolvente U(g) es una algebra de Hopf
con los mapeos N y S':

Ay o)=Y > W)+ Vp(k) @ Vp(ht1) ** Up(mys  (3.107)
k=0 pE P

S(v1vg -+ - vp) = (—1)"vy - - - vo1, (3.108)

COM X1, ..., Ty € g y en donde Py denota el conjunto de todas las permutaciones
de {1,2,3,---,n}.

3.14.1. Algebra de Hopf U(sl(2)).

El algebra de Lie U(sl(2)) contiene una estructura natural de algebra de
Hopf. Para los generadores E, F, H y el elemento unidad I, se definen:

(a) Para corroborar la coasociatividad primeramente se tiene que revisar que A
define un morfismo del algebra U en el algebra U ® U, es decir A debe preservar
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las relaciones (3.27),(3.28) y (3.29)

[A(E), A(F)] =A(H), (3.115)
[A(H),A(E)] =2A(E), (3.116)
[A(H),A(F)] =—2A(F). (3.117)

Para (3.115),

[A(E),A(F)]|=(E®14+1®E)(F®1+10F)
—(FR14+1F)(E®1+1QFE)
=EFQ1+1QEF —-FE®R1—-1Q FF
=A([E, F]) = A(H). (3.118)
Para (3.116) y (3.117) el procedimiento es analogo. Una vez satisfecho lo anterior
es posible mostrar que se satisface el axioma de coasociatividad. Por un lado
para F,
(ARidAE)=(Aid)(F®1+1QFE)
=AE)14+A(1)®FE
—EFR101+10ER1+191QE, (3.119)
mientras por otro,
(id@ A)AE)=(id@ A)E®1+1® E)
=EA(l)+1 A(FE)
=EFR1Q1+10FEFR1+1Q1QFE. (3.120)
De (3.119) y (3.120) se concluye,
(A®id)A(E) = (id @ A)A(E). (3.121)

La coasociatividad para F'y H se prueban de forma similar.

(b) Para corroborar el axioma e counidad se tiene que revisar que € define
un morfismo del algebra U en el algebra U ® U, es decir que ¢ satisface las
relaciones,

[e(E),e(F)] =e(H), (3.122)
[e(H),e(E)] =2¢(E), (3.123)
[e(H),e(F)] =—2¢(F). (3.124)
Para (3.122),
[e(E),e(F)] =0=¢(H). (3.125)

Las relaciones (3.123) y (3.124), se corroboran de la misma forma. De esta
manera es posible comprobar el axioma de counidad para cada uno de los gene-
radores, en particular para F',

(e@IDA(F)=(e®id)(FR1+1QF)

=e(F)@l+e(1) F
—1®F, (3.126)
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mientras,

(dR@e)A(F)=(id®e)(F®1+1QF)
=F®cl)+1@e(F)
—Fol. (3.127)

De las relaciones (3.126) y (3.127) se satisface el axioma de counidad para F.
Para revisar la counidad de E' y H se procede de la misma manera.

(c) De la misma forma que en el caso del coproducto y la counidad, antes de
comprobar el axioma de counidad es necesario revisar que S define un morfismo
del algebra U en el algebra U ® U, es decir,

[S(E),S(F)]=S(H), (3.128)
[S(H),S(E)] =2S(E), (3.129)
[S(H),S(F)] =—25(F). (3.130)

Para (3.130),
[S(H),S(F)|=S(H)S(F)— S(F)S(H)
=HF -FH
= —2F = —25(F). (3.131)

Para (3.128) y (3.129) el proceder es el mismo. Satisfaciéndose lo anterior es
posible comprobar el axioma de la antipoda, en particular para H por un lado,

(S @ id)A(H)=p(S @id)(H®1+1® H)
(S(H)®1+ S(1) @ H)

n
S(H)+S(1)H = —H + H =0, (3.132)

mientras por otro lado,

w(iid@ SYAH)=pu(id® S)(H®1+1® H)
—u(H® S1)+1® S(H))
—HS(1)+ S(H)=H —H =0. (3.133)
De (3.132) y (3.133) se sigue,
w(S @ id)A(H) = p(id @ S)A(H) = e(H). (3.134)

Por lo tanto se satisface el axioma de la antipoda para H. Para los otros genera-
dores la comprobacion es similar.

3.14.2. Algebra de Hopf U=.

El espacio lineal de campos vectoriales definidos sobre una variedad diferen-
cial M, que adquiere una estructura de algebra de Lie por medio del siguiente
mapeo:

[1]

[ ]: ExXE

)

V] (3.135)

=3

)
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donde el elemento [u,v] € g, es definido por el corchete de Lie.
[u, v](h) = u(v(h)) — v(u(h)). (3.136)

Aqui u,v y z son los campos vectoriales, mientras que f,g y h son las funciones
en M. El algebra de Lie de campos vectoriales, es el algebra infinitesimal de
difeomorfismos. Los elementos del algebra universal envolvente U(g) se denotan
por: £,¢ y n, y de la definicién estos son construidos a través del producto
tensorial de los elementos de g modulo la relacion (3.87). Esta algebra U(g)
contiene una estructura natural de algebra de Hopf. Para los generadores u € g
y el elemento unidad 1, se definen:

Alu)=u®1+10u, Al)=1®1,
e(u)=0, e(l)=1, (3.137)
S(u) =—u, S(1)=1,
donde los mapeos A, € y S satisfacen las relaciones:
A(w)AW) — A Au)=uv]®@1+1& [uv] = A(fu v]) ,
e(u)e(v) —e(v)e(u) =e(fu v])
S()S(u) — S(u)S(v)=vu —uv = S([u v]) . (3.138)

Lo anterior permite extender A y € como un algebra de homomorfismos y a S
como una antialgebra de homomorfismos para el algebra envolvente, A : U(g) —
Ulg)®Ul(g), e: U(g) = Cy S:U(g) — Ulyg),

A(50) :==A(§)A(Q),
e(§¢):=¢(£)e(¢)
S5(£¢) = 5(¢)S5(8).- (3.139)

Para demostrar que U(g) se trata de un algebra de Hopf, es necesario satisfacer
las siguientes proposiciones:

(A ®@id)A(€) = (id © A)A(E) |
(e®id)A(§)=(id®e)A(§) =&,
(S @ id)A(€) = p(id ® S)A(E) = e(€)1 . (3.140)

Para probar la primera de las condiciones se utiliza la notacion A(u) = u; ® us,
esto explicitamente corresponde A(u) = u1 @ ug = u® 1+ 1 ® u, de tal forma:

(A ®@id)A(u)=A(u1) ® ug
=u1, ®u, ®ug
=u®l+1l1u)®l+11Qu. (3.141)
Por otro lado,
(Zd & A)A(u) =u1 ® A(UQ)
=uy ® uz, @ ug,

=u®1le1+10wel+1leu). (3.142)

Al comparar (3.141) y (3.142) se obtiene la condicién deseada. Las otras dos
propiedades se demuestran de la misma manera.
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3.14.3. Algebra de Hopf §:(U=).

Un caso particular de campo vectorial es el campo vectorial de difeomor-
fismos. Los difeomorfismos son generados por campos vectoriales £. Actuando
sobre funciones, los campos vectoriales son representados por los operadores
lineales £ = £#0,,. Como fue mencionado en la seccién anterior, los campos vec-
toriales forman el algebra de Lie = sobre el campo C mediante el conmutador,

[€:m] =& xm, (3.143)

donde,
§xn=(n"(0,8") — £"(9,n"))0,. (3.144)

De la regla de Leibniz para derivadas, se sigue la regla para estos campos vec-
toriales,

&(f-9) =(&f) -9+ (&g) (3.145)

Esta regla implica el producto tensorial comultiplicacion,
A =¢@1+10¢. (3.146)

Se puede verificar que este mapeo comultiplicacion es compatible con el algebra.
Esto significa,
[A(E), A(n)] = A(E x n). (3.147)

Por lo cual queda definida una bialgebra. Si se anaden a esta estructura los
mapeos counidad y antipoda,

£(§) =0, S(&)=-¢, (3.148)

se obtiene una algebra de Hopf. Los difeomorfismos estan intimamente relaciona-
dos con transformaciones generales de coordenadas de la siguiente manera,

P e D) (3.149)

donde &* es infinitesimal.
En la fisica muchas veces los campos escalares son definidos invariantes ante
transformaciones generales de coordenadas,

o)) = 6(a). (3.150)
Para transformaciones infinitesimales (3.149) esto significa,
0ed(x) = ¢'(z) — d(z) = —£"(Oud(2)) = —(£o(2)). (3.151)
De forma similar se define para campos vectores covariantes,
0V = —EP (0, V) — (9uE7)V, (3.152)
y campos vectoriales contravariantes,
deVH = =£P(0,VH) 4+ (0,")V7. (3.153)

De esta manera es facil generalizar para cualquier campo tensorial con arbitrario
numero de indices covariantes y contravariantes.
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Estas transformaciones representan el algebra de difeomorfismos (3.143),
[55, 57,] = O¢xns (3.154)
con coproducto,
Ade =0c @14+ 1Q® 6. (3.155)

Como consecuencia de (3.155) el producto de dos campos vectoriales de
primer rango se transforman como un tensor de segundo rango,

5§(VMVV) = N{A(‘S{)Vu @V} = N{(éﬁvu) OV, +V,® (5£Vu)} (3.156)
= —€0,(VVo) = (9,£°)(Vu V) = (00€°) (ViV)-

Este resultado es facil de extender para el producto de arbitrarios campos ten-
soriales,

SeTitim = (9, TH b ) 4 (9, M )T oo (9, €0 ) TH(3157)
(D, ENTYE S — o = (9, £ T 3.158
1 VeUp " Viev

En resumen las estructuras,
[0¢,0n] = Oexnpy  €(0) =0, S(de) = —b¢,
Ade = 0e @14+ 1Q® 6, [A(de), A(6)] = A(dexn), (3.159)

forman el algebra de Hopf de difeomorfismos J¢(UZ). Cabe mencionar que el
operador de transformacién J¢ depende explicitamente de la presentacion en
consideraciéon. En el caso del campo escalar este operador resulta —£0,,.

3.14.4. Algebra de Hopf U(H(3,1)).

El algebra de Lie U(H(3,1)) tiene una estructura de algebra de Hopf, al
definir para los generadores X*, P, y el elemento unidad,

AXM) =XFe1+1® X", (3.160)
A(P)=P,®14+1®P,, (3.161)
A()) =0 ®1+1® 4}, (3.162)

A(l)=1®1, (3.163)
e(X")=e(b) =¢(0)) =0, e(I)=1, (3.164)
S(X")y=-X" S(P,)=—P,, S(")=d" S(I)=1I (3.165)

a) Para mostrar que A define un morfismo tienen que satisfacerse las relaciones,

[AXH), A(XY)]=A(0), (3.166)
[A(P,), A(P,)] =A(0), (3.167)
[A(XH), A(P,)] =iA(51). (3.168)

Para (3.168),
AX"),AP)]=(X"®1+1® X")(P,®1+1®P,)
—(P,e1+1@P)(X"®1+10XH)
=X'P,o1+X'®P,+P,@X"+1® X"P,
-P,X'®1-P,@X"-X'®P,-1®P,X"
=[X"Pl®1+1®[X", P,)]
=iA(5H). (3.169)
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Las relaciones (3.166) y (3.167) se corroboran de forma anéloga.
Primeramente se mostrara que se satisface el axioma de coasociatividad para
X*#. Por un lado,

(A®id)AX") =(A®id)(X'®1+1&X")
—X'91el+10X " 0l+10le X",  (3.170)

mientras por otro,
(d@A)AX")=(d@A)(X'"®1+1® X")
=X'e1e1+1X el+lele Xt (3.171)

e (3.170) y (3.171) se satisface el axioma para X*.
Para P, por un lado,

(A®id)A(P,)=(A®id)(P,®1+1®P,)
=P,1%1+1®P,1+11P,, (3.172)

en tanto,

(ld@A)A(P,)=(id®A) (P, ®1+1®PF,)
=P, R11+1P,1+118P,. (3.173)
Por lo tanto también se satisface el axioma de coasociatividad para el caso de

P,.
b) Para mostrar que ¢ define un morfismo se tienen que satisfacer,

[e(X*"), e(X7)] =
e(Pu),e(P)] =
[e(X"),e(P)] =
Las relaciones (3.174), (3.174) y (3.174) se satisfacen trivialmente ya que ¢(X*) =
e(By) = e(0y) = 0.
Para el axioma de counidad para X* por un lado,
(e ®id)A(X*)=(e ®id)(X" @1+ 1® X"
=e(X")®@1+e(1)® X*
=1® X", (3.175)

(0),
(0),
ie(61). (3.174)

3
3

mientras por otro,

(d@e)A(X")=(id®e)(X'®1l+1 X*)
=X"®e(l)+1@e(X*H)
—Xr®l. (3.176)
De las relaciones (3.175) y (3.176) se satisface este axioma para el generador
XH.
Para P, por un lado,
(e®id)A(P)=(e®id)(P,®1+1®P,)
=e¢(P)®1+(1)® P,
—19P, (3.177)
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en tanto,
(id®e)A(P,)=(id®e)(P, @ 1+1® P,)
=P, ®e(1)+1®e(P)
=P, ®1 (3.178)

e (3.177) y (3.178) también se satisface el axioma de counidad para P,.
¢) Si S define un morfismo se tienen que satisfacer las relaciones,

[S(X*), S(X¥)]=5(0), (3.179)
[S(P.),S(P,)]=5(0), (3.180)
[S(XM), S(P,)] =iS(5"). (3.181)

Estas relaciones se satisfacen directamente teniendo en cuenta que S(X*) =
—X*yS(P,)=—-P,.
Para mostrar que X* satisface el axioma de la antipoda por un lado,
(S ®@id)A(X")=p(S ®id)(X" @1 +1® XH)
p(S(XH*) @1+ 5(1) ® X*)
=pu(—X'el+l1oX*)
=—XF 4+ XH =0, (3.182)

Por otro,

p(id @ S)AXH)=p(ide@ S)H(X* @1+ 1 XH)
p(XH*®S(1)+1®S(X*H))
p(XFe1+1 (X))

= XM — XM =0. (3.183)

De (3.182) y (3.183) se satisface el axioma de la antipoda para el generador X*.
De forma anéloga se puede mostrar que P, también satisface este axioma.

3.14.5. Algebra de Hopf U(iso(3,1)).

El algebra de Lie U(is0(3, 1)) tiene una estructura de algebra de Hopf. Para
los generadores P,, M,g y el elemento unidad se definen,

A(P)=P,®1+1®P,, (3.184)
A(Mag)=Map @14+ 1@ Myg, (3.185)
( )=1®1, (3.186)
e(Py)=¢(Map) =0, e(I) = (3.187)
S(P,)=—P,, S( ) =—Mys, SUI)=1 (3.188)

(a) Para mostrar que A define un morfismo se tienen que satisfacer las
relaciones,
(P,)] =0, (3.189)
(o)l =mpA(Bu) = mupA(P), (3.190)
— NuaA(Myg) + 18 A(Mya) — 1uaA(Myua).(3.191)

=
=
A
- =
I
=
>
|
3
N
b
=
&
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Para (3.190),

[A(M), A(P)] =My, ®14+1® M) (P, ®1+1® P,)
—(P,@1+1®@P,) (M, ®1+1® M,,)
=My, P ®@14+1®[M,,P,)]
= Nwp Ly — MupPo) ® 1+ 1@ (up P — nupb)
=MupA(Py) = nupA(P). (3.192)
Las relaciones (3.189) y (3.191) se comprueban de la misma manera.

Ahora ya es posible mostrar que se satisface el axioma de coasociatividad
para los generadoras. Para P, por un lado,

(A®id)A(P,)=(A®id)(P,®1+1® P,)
=P,21®1+10P,®1+1®11® P,, (3.193)

mientras,
(id® A)A(P,) =(id® A)(P,® 1+ 1® P,)
=P®131+13P,®01+1®1QP,. (3.194)

De (3.193) y (3.194) se satisface la coasociatividad para P,.
Para M, por un lado,

(A ®id)A(M,,) = (A ®id)(Mu, ® 1+1& M,,)
=M, ©101+10 M, ©1+1®10 M, (3.195)

por otro,

(id ® A)A(Muu) = (id ® A)(Mm/ ®1l+1® Muu)
=M, @101+10 M, @1+101@ M,,. (3.196)
De (3.195) y (3.196) se comprueba que también se satisface la coasociatividad
para M, .
b) Para mostrar que € define un morfismo se tienen que satisfacer,
[e(Pu),e(P)] =0, (3.197)
[e(Myu), €(Po)l = nwpe(Pu) — nupe(Fy), (3.198)
EMy), £ (Map)] = (M) = 1iae(My) + e (My) = mpe(Mya). (3199)
Las relaciones (3.197), (3.198) y (3.199) se satisfacen trivialmente ya que los
generadores, £(P,) = e(M,,) = 0.
Para corroborar que se satisface el axioma de counidad para P, por un lado,
(e®@id)A(P,)=(e®id)(P,®1+1® P,)
=e(P)®1+e(l)®@ P, =1 P, (3.200)

mientras por otro,

(id®e)A(P,)=(id®e)(P,®14+1® P,)
=P,®ec(l)+1®e(P,) =P, ® 1. (3.201)
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De (3.200) y (3.201) se satisface la condiciéon de counidad para el generador P,.
Para M, por una parte,

(e ®id)A(M,,) = (¢ ®id)(M,, @1 +1® M,,)
=e(My)@1+e(l)®@ M, =1@ M,,, (3.202)
por otra,
(td®@e)A(My,)=(id®e)(M,, ®1+1® My,)
=M, @) +1®@e(M,,) =M, 1.  (3.203)

De (3.202) y (3.203) se comprueba que se satisface el axioma de counidad para
M,,.
c¢) Para mostrar que S define un morfismo se tienen que satisfacer,

[S(Py), S(P,)]=0, (3.204)
[S(Mlﬂ’)v S(Pp)] :anS(P,u) - nypS(Pu); (3205)
[S(Muv), S(Mag)] =nvaS(Mug) — NuaS(Myg) + 088 (Mya) — 1vsS(Mua). (3.206)

Para (3.206),

[S(Mu), S(Mag)] = [My, Mga]
:nuﬂMua - nuﬁM,uoz + nuaM;Lﬁ - npaMuﬁ
=mvaS(Mug) = MuaS(Mug) + 1,85 (Mya) = 185 (Mpa).(3.207)

Las relaciones (3.204) y (3.205) se corroboran de forma analoga.
Para mostrar que se satisface el axioma de la antipoda para P, por un lado,

p(S ®id)A(P,) =p(S ®id)(P,® 14+ 1® P,)
:M(S(Pp) ®1+S5(1)® Pp)
=u(-P,®1+1®PF,)

——P,+P,=0, (3.208)

Por otro,

p(id @ S)A(P,) =p(id ® S)(P, @ 1+1® P,)
(P,®S(1)+1® S(P,))
(P,21+1® (—P,))

P,—P,=0. (3.209)

7
7

De (3.208) y (3.209) se sigue,
(S ®id)A(P,) = p(id @ S)A(P,). (3.210)
Para M, por un lado,

(S @ id)A(Myy) = p(S @ id) (M ® 1+ 1© M)

w(S(M,,) @1+ S(1) ®@ M,,)

=p(—Myu ®1+1® M,,)

=—M, +M,, =0, (3.211)
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mientras,

p(id ® S)A(M,,) = p(id @ S) (M, @1+ 1@ M,,)
M(Mw/ ® S(l) +1® S(MNV))
(M, @141 (—M,,))

My, — M, = 0. (3.212)

De (3.211) y (3.212) se concluye,

(S @ id)A(M,,) = p(id ® S)A(M,,). (3.213)
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Capitulo 4

Cuantizacion por deformacion
y Producto de Moyal-Weyl.

4.1. Motivacidon

Cuantizacion por deformacion es un modelo matematico que surge a partir
del principio de correspondencia entre la fisica clasica y la cuantica, consti-
tuyendo un método para desarrollar la mecénica cuantica a partir del algebra
de observables clasica, en la direcciéon del algebra de Poisson. El ejemplo funda-
mental es el producto de Moyal-Weyl en el espacio de fases euclideo, usado por
Moyal para estudiar mecanica cuédntica estadistica desde el punto de vista del
espacio de fases clasico.

4.1.1. Mecanica lagrangiana y hamiltoniana

En un sistema mecénico, la posiciéon de una particula puede ser especifica-
da dando sus coordenadas (z1,x2,z3) con respecto a un sistema coordenado
cartesiano O, fijo en un marco inercial, el movimiento de la particula puede ser
determinado por las leyes de Newton para cada coordenada. La configuracion
de un sistema de N particulas puede ser especificada por el conjunto de coorde-
nadas z1(n), z2(n),z3(n), donde x;(n) es la i-esima coordenada de la n-esima
particula, 1 <7 <3y 1<n <N, el movimiento del sistema puede ser determi-
nado por el conjunto de ecuaciones de Newton para cada coordenada de cada
particula.

Si existe un conjunto de 3N coordenadas g1, ..., g, que especifican la con-
figuracion del sistema de forma tunica, entonces las coordenadas g1, ..., g, son
llamadas coordenadas generalizadas y sus derivadas con respecto al tiempo,
J1, .-, gn son llamadas velocidades generalizadas.

Un sistema mecanico de IV particulas puede tener ligaduras, las ligaduras son
constricciones de tipo geométrico (holonomas) y cinemaéticas (no holénomas), y
determinan los grados de libertad del sistema, que son el nimero de variables
necesarias para plantear y resolver el problema dindmico asociado. Para un
sistema con n grados de libertad se escogen n coordenadas generalizadas que
usualmente se denotan (g1, ...,qy), con lo cual el espacio de configuracion es
denotado por ) y puede ser una n-variedad o el espacio euclidiano R". Un
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estado del sistema es determinado por los valores de su posicién en el espacio de
configuracion y por los valores de las velocidades generalizadas correspondientes.
El espacio de estados en la teoria lagrangiana para la mecanica clésica es el
espacio tangente T(Q) a la variedad de configuracion Q.

Cuando las fuerzas que acttian sobre el sistema provienen de una energia
potencial que solo depende de las coordenadas generalizadas, esto es, cuando
existe una funcion V : @ — R tal que para cada fuerza generalizada Qj, se

tiene que Qr = —37‘;, entonces se define el lagrangiano del sistema como

L=T-V, (4.1)

donde T es la energia cinética del sistema, el movimiento del sistema esta gober-
nado por las ecuaciones de Euler-Lagrange,

oL d OL
- 1<k<n. 4.2
9ar i 0a 0, para 1<k<n (4.2)

Con el formalismo lagrangiano se obtiene un sistema de n ecuaciones diferen-
ciales de segundo grado, el cual se puede reemplazar por un sistema equivalente
de 2n ecuaciones diferenciales de primer grado, que es el que se obtiene a partir
del formalismo hamiltoniano; la fisica contenida en los dos formalismos es la
misma, solo cambia el modo de aproximarse a ella. Para pasar del formalismo
lagrangiano al hamiltoniano, (que significa pasar del espacio de posiciones y
velocidades generalizadas, (q,q), al espacio de momentos y posiciones general-
izados, (p,q), que es lo mismo que pasar del espacio tangente T(Q), con base
{6%1\(1, ey aqiNLz} al espacio dual cotangente T%(Q), con base {dgily, .., dgn|q}
via una transformada de Legendre que preserva la informacion fisica del sis-
tema), se utiliza la transformada de Legendre. Para esto se definen las nuevas
variables, respecto al conjunto de variables (,

oL

- 5. — fk(q7 q,t)a para 1 S k S n, (43)
g,

Pk

lo cual es posible siempre que, ¢ = fk_l(q7 p,t), esto si,

£0. (4.4)

’ 0*L
1<i<jn

0q;0q;

Al cumplirse lo anterior, es posible definir la funcién hamiltoniana,
H(qa p; t) = Zplfl_l(q7 p; t) - L(qa fl_l(qv p; t)ﬂ t)v (45)
=1

y asi, las ecuaciones de Euler-Lagrange, son equivalentes a las ecuaciones de
Hamilton,

. . od
Pk = aqk7
. OH

"= e
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4.2. Variedades simplécticas y de Poisson

No existen muchas estructuras tensoriales locales que definan una conexion
unica. Las variedades simpléctica son objetos cuya estructura local es "blanda",
es decir no hay una nocién de curvatura para una variedad simpléctica que
pudiera servir para distinguir localmente una variedad simpléctica de otra. Si
se tienen dos de estas variedades reales y de la misma dimension, entonces
son idénticas localmente, es decir para cualquier punto p en una variedad y
en cualquier punto ¢ en la otra, existen conjuntos abiertos de p y ¢ que son
idénticos. Esto en contraste con el caso de las variedades riemannianas, en las
que para especificar una de otra, tan solo es suficiente especificar una conexion.
En tales casos el tensor de curvatura define una estructura caracteristica local
para cada variedad. Estas variedades juegan un papel central en el estudio de la
mecanica clasica. A continuacion se presentaran varias definiciones, propiedades
y teoremas sin demostraciéon que nos serdn Ttiles en este trabajo. Para una
realizar un estudio mas detallado se pueden consultar [55,56,57].

Definicién 23. Se dice que un tensor w € A*(E), (0,2)-antisimétrico sobre un
campo E, es no degenerado si, w(ey,ez) =0, para todo es € E, implica ey = 0.

Definicion 24. El (0,2)-tensor antisimétrico w' definido mediante la ecuacion
wl(ey,e2) = w(ea,e1), para toda pareja e1,ea € E es llamado el traspuesto del
(0,2)-tensor antisimétrico w.

Propiedades 4. Un (0;2)-tensor w es simétrico, (antisimétrico), si satisface

wt =w, (w' = —w), respectivamente.

Definicién 25. Si E es un espacio vectorial, E* su espacio dual y w € N*(E)
no degenerado, se definen las funciones,

1. w’:E — E* e w(e), donde w’(e) : E — R, w’(e)x = w(z,e).

2. w':E* - E, a— wa) = ey, donde e, es tal que a(z) = w’(eqy)r =
w(z, eq)-

Definicién 26. Si{e; : 1 <i < p} una base de E con base dual {a'}, la matriz
(wij)i<i<j<p = (W(ei, ex))1<i<j<p €s la matriz del (0,2)-tensor w en esta base,
yw se puede escribir como w =), jWijat @ al.

Definicion 27. El rango de un (0,2)-tensor se define como el rango de su
matriz asociada.

Propiedades 5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. w es no degenerada.
2. w! es no degenerada.
3. La matriz de w es invertible.

4. w’ es un isomorfismo entre E y E*.
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Propiedades 6. Si E es un espacio vectorial real de dimension l y w un (0,2)-
tensor antistmétrico de rango r, se tiene que r = 2n, para algin n € N, 2n <,
y ademds existe una base {e;} de E, con base dual {a*} tal que,

w = Z a' Aattm, (4.7)
i=1

Definicion 28. Si E es un espacio vectorial de dimension 2n, una forma sim-
pléctica sobre E es un (0,2)-tensor w no degenerado y antisimétrico, esto es,
w € A2(E). La pareja (E,w) es llamada espacio vectorial simpléctico.

Teorema 1. (Teorema de Darbouzx) Siw € N*(M) es una dos forma no degen-
erada definida sobre una variedad diferencial M de dimension 2n, se tiene en-
tonces que dw = 0 si, y solo s, para todo p € M, existe una vecindad coordenada
(U, ), conp € U yp(p) =0, tal que, sip(u) = (! (u), ...,z (u), y' (u), ...,y (uv))
entonces wly = >, dx’ A dy'.

Definicién 29. Una r-forma, v € A2(M), es cerrada si su derivada exterior se
anula, esto es, si dy = 0.

Definicion 30. Una forma simpléctica, o estructura simpléctica, sobre una var-
iedad M es una dos forma, Q2 € A2(M), no degenerada y cerrada.

Definicion 31. Una variedad simpléctica (M, Q) es una 2n-variedad junto con
una forma simpléctica definida sobre M, el elemento de volumen en M es la
forma vq = (—1)"/259”. Las cartas garantizadas por el Teorema de Dar-
bouz son llamadas las cartas simpléctica y las funciones componentes x*, 3
son llamadas las coordenadas candnicas. En cartas simpléctica se tiene que
Q=" da" ANdy', y, vg =dxt A Ady™.

Definicion 32. Dada ¢ : M — N una funcion suave entre variedades diferen-
ciales, para P € M se tiene la funcidn entre espacios vectoriales

(dp)p : Tp(M) — Tw(p)(N)a (4.8)
donde
((de)p(Xp))(h) = (Xp)(h o @), (4.9)
para h € C*(N) y X, € T,(M). La funcion dual de (dp), es,
(de)y, : T (N) — T, (M), (4.10)
donde,
((dep) (W) (X) = (W) ) ((dip)p X), (4.11)

para X € Tp(M) y wy(p) € T, (N).

Definicién 33. Sea M una variedad y w € A*(M) no degenerada. Entonces se
definen las funciones:

1. w’ :T(M)— T*(M) con wb(Xp) = wZ(Xp),

2. w:T*(M)— T(M) con w(ap) = wh(ap),
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donde w; Y wg son como en la definicion 27, con E = T,(M), para todo p € M.

Asi, para p € M las funciones w® y wt, de la definicion anterior, se escriben
explicitamente como:

w T,(M) — T, (M), X, w(-,Xp), (4.12)

b
P
wf) : Ty = T,(M), ap— Xa,, con ap=w(,Xa,) (4.13)

Definicion 34. Sean (M, w) una variedad simpléctica, se puede definir entonces
w™t € TZ(M) en la siguiente manera:

~1. Ty x Ty (M) =R, (ap,fp) — w(Xg,, Xa,), (4.14)

donde X, = wﬁ(ap) y Xp, = wﬁ(ﬂp)-

Definiciéon 35. Una variedad de Poisson (M,{,}) es una variedad M dotada
de un bracket {,} que forma un algebra de Lie.

Toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson. Sin embargo, no toda
variedad de Poisson posee una estructura simpléctica.

4.3. Espacio fase

Al considerar un sistema dinamico cuyo espacio de configuraciéon @ es una
variedad M, el formalismo hamiltoniano para este sistema utiliza el haz fibra-
do cotangente T*(M) de dimension 2n, en el siguiente sentido: un estado del
sistema es representado por un punto en M; un observable es representado por
una funciéon f : M — R, y la evolucién dindmica del sistema esta dada por
una familia de transformaciones candnicas sobre M generadas por una funcién
Hamiltoniana H : M — R. Sobre este espacio cotangente T*(M) existe una dos
forma simpléctica w que en coordenadas canoénicas puede escribirse,

w = Z dp, N dqyu, (4.15)
pn=1

la cual, por el teorema de Darboux, es una forma cerrada, con lo que (M, w) es
una variedad simpléctica.

En (M, w) se tienen las funciones w?, w! y el tensor w—! definidos explici-
tamente por (4.12), (4.13) y (4.115) respectivamente.

Definicion 36. En C*°(M) se define la siguiente operacion

{f.9} = w™'(df,dg), (4.16)

la cual se denomina paréntesis de Poisson.

Propiedades 7. Si se consideran coordenadas ', ..., z",

(.0} =w 1 (df,dg) = (w”rl( % 4y )

S af ag 1] 7\ - ijy—1 8f@
Bt 57 (W) (A", da?) = Z(w ) gy (417)

1,7=1 3,7=1




4. Cuantizaciéon por deformacion y Producto de Moyal-Weyl. 69

Para que {f,g} sea una algebra de Lie (paréntesis de Poisson), es necesario
que w™*, satisfaga las propiedades (3.10), (3.11), (3.12). La regla de Leibniz se
satisface automdticamente. La condicion de anticonmutatividad se satisface si,

w = —w’t. (4.18)

Mientras que para satisfacer la identidad de Jacobi, resulta necesario,

n

) lm mj gl
3 <w]’“aw Lk O ) = 0. (4.19)

oxk ozk ozk
k=1

A las propiedades (4.18) y (4.19), se les denomina condiciones de Poisson.

Definicion 37. FEl espacio C*°(M) dotado con la estructura dada por el parén-
tesis de Poisson definido en (4.16) forma un algebra, llamada el algebra de
Poisson.

Propiedades 8. Si (M,w) es una variedad simpléctica con w definida por
(4.15), entonces se tiene las ecuaciones,

0
f — 4.2
w*(dpy,) . (4.20)
u 8
w (dqu)z—ap , (4.21)
m

para 1 < p <n, ya que:

0 0 0
<3qg ) ; dp,dqy, (aqa) dpy, (3(]0 ) dq, = dpo, ( )

0 0 0
257 = 2 douda, ()~ ey, o= —aar 229

Definicion 38. Si (M,w) es una variedad simpléctica M junto con H una
funcion hamiltoniana, se define el campo vectorial hamiltoniano h como:

h:wﬁ(dH):_aii+8£i’ (4.24)
0q, Opu,  Opy Oq,
donde,
0H OH
dH = —dq,, + —dp,. 4.25
aqu ; apu ; ( )

Propiedades 9. Si~v denota una curva en M, la ecuacion fsz = h(~(t)) conduce
a las ecuaciones de Hamilton (4.6) y las soluciones de dichas ecuaciones, y(t) =
(g (), pu(t)), son las curvas integrales del campo vectorial hamiltoniano h, las
cuales corresponden a los posibles movimientos dindmicos del sistema.

4.3.1. Cuantizaciéon por deformacion

Dada una variedad simpléctica (M, Q) cuya estructura modela la dindmica
clasica de un sistema fisico, el proceso de cuantizacion consiste en encontrar un
espacio de Hilbert H y una representaciéon de dicha algebra en el algebra de
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operadores autoadjuntos (con el corchete de Lie) actuando sobre H . Una vez
identificados el espacio de Hilbert y la representacion del algebra de observables,
la dinamica cuantica del sistema puede llevarse a cabo de multiples maneras, ya
sea mediante funciones de onda que evolucionan en el tiempo o con evoluciéon
temporal de operadores. Segiin Dirac, una teoria cuéntica admisible debe aso-
ciar -no univocamente- a cada observable clasico f un observable cuéntico f ,
actuando sobre H y perteneciente al algebra correspondiente con el conmutador
de Lie [f,§] = f§ — §f, verificando:

1. La aplicacion f — f es lineal.

2. Si f es constante entonces f debe ser el operador de multiplicacion (por
la constante f).

3. Debe haber una correspondencia entre la dindmica clasica y cuantica en
el siguiente sentido: Si {f, g} = k, entonces

[f. 4] = —ihk. (4.26)

Estas tres condiciones, llamadas condiciones de Dirac, brindan las propiedades
fundamentales que debe tener la representacion del algebra de observables clasi-
cos sobre M en el algebra observables cuanticos sobre H. La dindmica cuéntica
se describe en términos de funciones de onda 1)'s. Estas son funciones definidas
sobre el espacio de configuraciones del sistema, en términos de las cuales toda la
informacion probabilistica del sistema queda determinada. En esta caso (1|¢)
corresponde a la amplitude de probabilidad.t

La idea principal en la teoria de cuantizaciéon por deformacién es construir
una familia de algebras parametrizadas de tal forma que el algebra inicial sea el
algebra conmutativa 4y de observables clasicos de un sistema fisico y el algebra
final sea un algebra no-conmutativa Ay satisfaciendo, entre otras cosas, el prin-
cipio de correspondencia: limy_q . An = Ag (la idea original de la teoria remonta
a finales de los anos setenta, y la formulaciéon matematica correspondiente a los
ochenta y noventa). Como algebra cuantica se escoge un algebra formal sobre
Ay, i.e. un algebra cuyos elementos son sumas de potencias formales arbitrarias
con coeficientes en Ay = C*°(M), donde M denota una variedad de Poisson que
modela la dindmica clasica de un sistema fisico.

Una vez definida la deformacién del algebra, el paso importante es la defini-
cion de una buena operaciéon sobre ella con las propiedades necesarias para
obtener una buena cuantizacion. El parametro fundamental en la descripcion
cuéantica es la constante de Planck /i y juega el papel de parametro de defor-
macién del algebra de observables cléasicos, de esta manera se tiene la siguiente
definicion de cuantizacion:

Definicion 39. Sea M una variedad de Poisson y Ag = C*°(M) su algebra de
Poisson asociada. Una cuantizacion por deformacion de Ag es generada por un
producto asociativo,

*n = Ap @ Ap — Ap, (4.27)

sobre el algebra de deformacion Ap = C*°(M)[h] tal que:

1Cuando uno habla de funciones de onda, de algin modo ya se ha supuesto alguna repre-
sentacion: ej. ¥ (z) = (z|y), relativa a un estado base. Mas general se trataria de un estado
fisico |¢) (ket).
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1. El producto f xp g tiene una expansion de la forma,

frng=>_ Bi(f g)h* (4.28)

k=0
donde los By, son operadores bidiferenciales.

2. A primer orden (Ag,*o) = Ag es decir,

BO(fa g)

Iy (4.29)

3. Sea {,} el corchete de Poisson sobre Ay, entonces:

[, 9)s = f*n g — g*n f = ih{f, g} + O(1), (4.30)

donde O(h?) denota términos de orden cuadrdtico o superior en h. Esto
implica que By(f,9) — Bi(g, f) = ih{f, g}.

El producto-xj es llamado, producto estrella. La primera condiciéon en la
definicion implica que cada término en la expansion de axb tiene como coeficiente
un polinomio en a - b y sus derivadas parciales con respecto a las coordenadas
locales, la segunda condicién implica que el producto-x es una deformaciéon de
la estructura conmutativa del algebra de funciones y la ultima es el principio
de correspondencia. Aunque no esta mencionado explicitamente, se requiere
también la existencia de un elemento unidad 15 con respecto al producto-x. Un
caso particular es el de una estructura de Poisson proveniente de una forma
simpleéctica (M, Q).

4.4. Producto de Moyal-Weyl

A continuacién se desarrolla de forma explicita lo anterior para el caso de la
variedad simpléctica (R?",dg,, A dp,,).

4.4.1. Transformada de Fourier

Definicién 40. Para toda funcion k € L'(RY) se define la transformada de
Fourier, como

f) = o [ F@)e FP7dde = 311)(0), (4.31)

(Qﬂh)d Rd
@)= | J@etrdly =5 (), (4.32)

su transformacion inversa.

Esta transformada tiene la propiedad que al ser aplicada a la n-esima deriva-
da de una funcion f € L'RY, esta se transforma como un maltiplo (de potencias)
de la variable de Fourier transformada,

5 g | 0 = s [ s (x)e%md%—@)npj...pkf(p). (433)

0x;...0x}, ¢ 0x;...0x)
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Por otro lado al aplicar subsecuentemente la transformacion directa e inversa,

f@) = [ Foerrratp= L / / Joh@ePw) glygdy  (4.34)
R4 27Th Rd JRd

se obtiene la representacion de Fourier de la funcién 4,

o(x) = ﬁ /Rd en P ddp, (4.35)

Esta funcion-d tiene la propiedad,
f(@)oz — y)die = f(y). (4.36)

4.4.2. Cuantizaciéon de Weyl.

Como ya se menciono en este capitulo, el espacio fase de observables clasi-
cos f(x,p) € C(M) constituye una variedad simpléctica (M, ), respecto al
paréntesis de Poisson {,}. Si se considera un observable clasico f(z) que de-
pende solo de x, acorde a las reglas de cuantizacion de la mecéanica cuéntica
este se transforma en un operador,

Q: flz)— f(2), (4.37)
Fun Op. (4.38)

Teniendo en mente la propiedad (4.36) se puede construir el operador 2

2Notese aqui, que estamos interesados en §(z—2) y no en §(z—2'). Si se desea ser formal en
este punto, es necesario tener en cuenta que la dinamica cuantica de un sistema fisico asociado
a por los operadores {g,p, 1} esta determinada por las relaciones de conmutacion

[9,d) = [p,p] = [a,1] =[5, 1] =0, [4,p]=ihl. (4.39)

Dichos operadores obedecen un algebra de Weyl-Heisenberg, siendo los vectores propios cor-
respondientes los definidos por las ecuaciones de valores propios

plpy=plp), dlo)=qla), 1lg)=1q9), 1lp) = |p). (4.40)

Las bases de los vectores propios {|q)} y {|p)} satisfacen las relaciones de completes y ortonor-
malidad que son definidas respectivamente como

oo oo}
/ dq |q){ql =1, / dp [p)(p | =1, (4.41)
—o0 —o0
Y / / / / / 1/2
(@ldy=6dg—d), @) =0d@—p), (qalp')=(2rh)'/?exp(igp/h). (4.42)
Por otro lado también se conoce el producto escalar
() = o oxw (5 av) (1.43)
= ——exp| - , .
q|p Nor p A qp
el cual permite conectar los diferentes espacios de autovectores |g) y |p) mediante una trans-
formacién de Fourier
=] e (5 w)l- (4.44)
p =z 4qp |19 .
~ V2 h

Un operador arbitrario F siempre es posible expresarlo a través de la identidad

e o]
F= / dp'dp”dq’dq” |q" Y (q" |p" ) (" |F|p"){p'ld" ) (d']

oo dp/dp//dq dq// i .
-/~ oxp | 104" OGO ] @)
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f@) = [ H@be - ', (155)
Rd
que se puede escribir con ayuda de (4.35) de la siguiente manera,
]. q B
= aéle=2)gdeqly. 4.56
F@) = g [, [, feiereeDatcats (156)

Para el caso general de una funciéon f(z,p), la transformaciéon anterior se gene-
raliza de forma natural,

fan = [ [ 126 =2)50 - pa'pas (1.57)

donde se uso la relacién de completes (4.41) y el producto escalar (4.43). Introduciendo unas
nuevas variables

2p=p"+p", 2¢=q"+4q", u=p" -9, v=q" -4, (4.46)
con el jacobiano sea igual a 1,
p/ p// q/ q//
dp'dp” dq'dq"” = J{ p’ " } J[ : } dp dq du dv = dp dq du dv, (4.47)
\q;_/\q,’_/
=1 =1

entonces la identidad (4.45) puede ser escrita como la representacién integral del operador F

P [T T 0000, (148)

Una funcién f(p, q) es denominada transformada de Weyl del operador F
(o) i .
£ = [ duesp (5 au) o+ u/2lFlp — u/2), (4.49)
—oo

Es importante hacer notar que si F' es un operador hermitiano, entonces f(p,q) es una fun-
cién rea. Por otra parte, A(p, q) representa una base de operadores es un espacio fase, cuya
expresion tiene la siguiente forma

A0 = [ dvesn (50 )+ /2= v/ (1.50)

La expresion (4.48) puede ser interpretada como la descomposicion del operador F en una base
de operadores, siendo las componentes A(p, q) los elementos de esta base. Este procedimiento
para mapear un operador F no es tnico. Al modificar la relacién de completes (4.41) y
ortonormalidad (4.42) es posible obtener una representaciéon equivalente a (4.48). Un caso
particular de una transformacion de Weyl f(p, q) en una base de operadores A(p, q) seria el
siguiente

1) = [ avep (£ ) ta—o/2iFla+o/2) ()
B0) = [ duesp (au)lp = u/2) o+ /2l (152)

Estas dos expresiones en conjunto con (4.49) y (4.50) permiten demostrar que los proyectores
de posicion y momento pueden ser escritos respectivamente como

el = [ e | ula -] = sta—a) (159)

ol= [ gmew|1oe-)| =505, (50
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con
A ~ 1 ile(x—3F —%
O =) =p) = (27h)d /]Rd /Rd erllem v Plateqty. (4.58)

Al aplicar (4.57) al caso particular de f(z,p) = pz,

1 oo oo oo (oo} ; o .
Q(px)zw/_oo /_Oo /_oo /_Oopx ewE@=DHy0=P) e dydpda.  (4.59)

Teniendo en cuenta la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, es posible des-
componer la suma de operadores de un exponencial en el producto de estos

operadores,

A+B — eAeBef[A,B]/Q. (460)
Esta formula solo es aplicable si [A, B] es un escalar. Recordando que en nuestro
caso &, p son operadores que satisfacen la relacion de conmutacion [z, p] = ifi,
mientras que x, p son funciones (i.e. conmutan tanto entre ellas como con & o p.

En este caso,

e

£
27?2 (iR)

zé“y

=35 (4.61)

De esta manera (4.59), puede escribirse de la forma,

1 %) %) %) o) P 1 771/
Q(px)zw/_oo /_Oo /_Oo/_oopx enlt@=Dlenlvp=Plex 3] dedydpda. (4.62)

Dado que el tercer exponencial de esta ultima ecuaciéon tiene como argumento
una funcién, este conmuta con los otros dos que en sus argumentos contienen
un operador, es decir,

Q(px)zw[m [m [m [mpz erl8@t 3= W=Plgedydpdr. (4.63)

Tras realizar el cambio de variables de z a 2’ = x + % se obtiene,

B R -
™
e h)g/ / / / pa'eh DRV PP dedydpda’
u —o00 J—o00 J—o0 J—00
L7 [T [T [T Y hew o) i)
- pZent @ =B en¥ PPt dydpdx’.  (4.64)
e O I

El primer termino de esta ultima ecuacion por (4.57) es &p. Integrando respecto
a € el segundo termino, al tener en cuenta: 5= ffooo enb@' =) de = §(2/ — 7), se
obtiene

Q(pz) —xp—%/ / / 2 Y ewule— P§(x' — &)dydpda’. (4.65)
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Integrando respecto a z’, tenemos,

e b = Y tyo-p)
Qpr)=2p — 5 e dydp
1 [ h o 5
A 27 crylp—p)
&~ 5= N /_Oop% apef dydp. (4.66)
Al identificar,
9 1 = +y(p—p) / A
se puede escribir (4.66) de la forma,
o < hy, R
Qpa)=2p— |  p5:0'(p—p)dp. (4.68)
Al hacer uso de la propiedad,
f(@)d'(z) = —f'(2)d(2), (4.69)
al caso particular,
p &' (p—p)=—0(p—p), (4.70)

Permite escribir (4.68) de la siguiente manera,

Q@@—ﬁﬁ+(z>/zé@@@z (4.71)

Entonces,
h
O(pz) =dp + —
(pz)=2p + o
1
= i(i’ﬁ + pi), (4.72)
dado que,
... .. 1, .. A . h
§(acp+px):§(xp+xp— [x,p])zxp—&— % (4.73)

De (4.72) se sigue que este procedimiento incorpora una simetrizacion de pro-
ductos, denominada ordenamiento de Weyl. Este ordenamiento es necesario en
cualquier descripciéon cuéntica. Esto ultimo se traduce en que los operadores
Q( [z, p)) son consistentes con las reglas de cuantizacién de la mecanica cuan-
tica.

Por lo anterior se puede concluir que un observable clasico f(p,z) se trans-
forma en un cuantico f(p, ) mediante la prescripcion,

) = g [, [ [, Lo

xenE@= ) rue=p)l gdeqdyqlpddy  (4.74)

f

Como se mostré anteriormente, via la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, es
posible escribir el exponencial de esta expresién como,

etlE@—2)ty(p—p)] _  EE(@+4—2) ty(r—P) (4.75)



4. Cuantizaciéon por deformacion y Producto de Moyal-Weyl. 76

Cada uno de estos exponenciales contiene en su argumento un solo operador
que conmuta con los otros términos, por lo cual es posible desarrollar ambas
exponenciales, sin anadir términos adicionales (conmutadores),

et E@=2)+y(p—P)] _ oF+ET 7€ o~ FEE FUPL— F YD
— et (Extyp+ ) o~ f €8 o~ fyp
=ent@t i) envpe—néte— 7P, (4.76)
En la representaciéon de coordenadas sabemos que,
(70 ) 1= teuco) (1.77)
(770 ) )=t - ) (4.78)
Aplicando 1(z) en (4.76) se obtiene,
(eé[ﬁ(ﬂﬂi)w(z’ﬁ)]w) ()= (62£(I+§)62y1)e£§ieiyﬁ¢> (). (4.79)
Teniendo en cuenta (4.78) esta ecuacion se simplifica de la forma,
<eé[€(w—i)+y(p—ﬁ)]¢> ()= (eé€($+g)eéype—é£i1/}> (z —y). (4.80)
Mientras que al aplicar (4.77) se tiene,

(e,%[f(x—i)+y(p—ﬁ)]w> (z)= (e;',&(z+§‘)e;',ype—,§j£zw) (z—y).  (4.81)

Debido a que ya no existe dependencia de los operadores en la parte exponencial,
esta expresion se puede escribir finalmente de la forma,

(eé[s(a:—az)+y(p—ﬁ)w> (2) = <eéf<z+§—Z>e%y%> (). (4.82)

Esto ultimo es importante para calcular (f1)(z) en la representacion de Schrédinger.
De (4.74) y (4.82) se sigue,

A 1
(70 = g L, | [ L1
xern@HE=2)ei Py (2 — y)diedryd?pdiz. (4.83)

Integrando respecto a &, teniendo en cuenta,

1 ie(z4+¥—2 Y
el R G G .

G006 = o [, [ [ s (o= (2= ) Jebmots - patytpte. 155)

se obtiene,
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Debido a que,

/}Rdf(pmv)é(:c—(z—g))alx:f(p,z—g)7 (4.86)
resulta,

F0)) = o [, [£(05 = §)ermot ity (a5

En esta expresion es posible eliminar la dependencia de y mediante el cambio
de variable z = z — y,

(Fo)ee 27rh /R /R (Pv”x) =Dy (z)d pd . (4.88)

A esto ultimo se le conoce en la li:ceratura como la definicion de la cuantizacion de
Weyl. Tomando en cuenta que f tiene una representacion con el kernel integral

(Fe)a) = | Ki(zy)(y)d'y, (4.89)
R
con )
Y+2\ ipe_
K; = P@=y) gdp, 4.
f(xvy) (27Th)d /d f<pa 2 )er D ( 90)
Al introducir las variables X = £T¥ y 2 = x — y, se obtiene la relaciéon inversa

del kernel integral K (z,9),

z z 1 i
& - —_ = = — R Pz d
K; <X+ 2,X 2> (2mh)? /Rd f(p, X)enP*dp. (4.91)

Esto ultimo resulta util para encontrar la transformaciéon inversa,
_1(f)5f(P7X):/ Kf*<X+Z,X—Z)e_£Pdez, (4.92)
R 2 2

con la cual se obtienen observables clasicos f (P, X ) asociados a operadores cuan-
ticos f(x,p) conocidos.

4.4.3. Funciéon de Wigner

Una vez obtenida una representaciéon de observables cuénticos en un espacio
fase, el siguiente paso es obtener un equivalente de funcién de onda en este
espacio. Para este fin se considera el operador P como proyector de los estados

¥,
(Py) (@ / (y) (4.93)

en notacion de Dirac Py = [ >< ¢|. Por (4.89) este operador puede ser
representado de la forma,

(Pyo)(z /K 2, ) (y)dy. (4.94)
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De aqui,
Ki(z,y) = (@)Y (y). (4.95)
A partir de (4.91) se obtiene la relacion inversa de este kernel integral,
z z z z
K| X4+, X—=-|=ylX+= X—=. 4.96
(redx=g)=olxed)elxl) oo

De (4.96) v (4.92) se obtiene el observable clasico Py (X, P) asociado al proyector
Py(x,p),

OL(Py) = Py(P, X) = /R ¢<X + ;>¢<X - ;>e FPrgdy (4.97)

A este observable clasico Py (X, P) se le denomina funciéon de Wigner, y se le
denota como:

W]|(P,X) = Py(P,X). (4.98)

La funcion de Wigner es una densidad de quasi-probabilidad (no es densidad de
probabilidad porque su evaluacion puede arrojar resultados negativos o incluso
complejos). Al considerar,

1

Ty Rdwwp,xwp

_z —ipPzid d
27rh /]R/]R <X+ > (X 2) #P2qd padz. (4.99)

Teniendo en cuenta: W Jza e~ #P7d?P = §(—z), se obtiene
1 z z
— P, X)d'P= X+ )X =2 )0(-2)d% (41
gt LW @P= [ o(x4 Yo (x - F otz (100)

Esto ultimo puede simplificarse teniendo en cuenta la propiedad,
f(X,2)6(—2)d% = f(X,z =0). (4.101)
Rd
De aqui,
1 _
— [ WP, X)dP =X = p(X, X). 4.102
et o, WP, X)d'P = w(X)i(X) = (X, X) (4.102)

Por lo tanto se ha obtenido la densidad de probabilidad para la posicién. La
representacion en el espacio de momentos de esta densidad se puede obtener al
aplicar la transformada de Fourier,

P (Y, Y")e #BY=PY ) qy gy’ 4.103
p(P.P m / / (4.103)

Para el caso particular en que P’ = P, Y = X + 5, Y’ = X — £, se obtiene,

27

P X X — 2 e wPrqixdds.  (4.104
o0 = g [ (x5 el 5 ettt o



4. Cuantizaciéon por deformacion y Producto de Moyal-Weyl. 79

Finalmente identificando con (4.97) se concluye,

1

W ha W[y](P, X)d"X = p(P, P). (4.105)

Por lo tanto la densidad de probabilidad para el momento.
Por otro lado a partir de (4.92) y (4.97) se puede escribir,

WP, X)f(P,X)d*Pd’X

27771 /]R/]R/]R <X+ ) (X—2>e ipay

x/ K; <X+ X — ’Z)e P2 44 44 Pd? X(4.106)
Rd

(27Th)d R4 JRA

En esta ecuacion, la dependencia de P solo esta presente en las exponenciales,
por lo cual es posible reescribir (4.106) en la forma,

o o L L5 3)e(x-3)

xK; <X+ 5 X = ;)e P+ gd pad ' 47249 X (4.107)
Teniendo en cuenta,
1
mmd/ ¢ HPEHAP = §(—z — &), (4.108)
Rd

se obtiene,

/// ofxs ) (X‘2>

(X +I X - 2)5( 2 — 24 d2d? X, (4.100)

De la propiedad,
f(X,2)6(—2z — 2)d = f(X,2 = —2), (4.110)
Rd

la ecuacion anterior se escribe de la siguiente manera,

L LA e

Después de realizar el cambio de variables Y = X — 2, Y’ = X 4 Z se obtiene,

= / S(V)K (Y, Y )(Y')dY d?Y". (4.112)
Re JR4
Identificando términos con (4.89) esto ultimo se puede escribir de la forma,

= [ Aoy, (4.113)
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De aqui y utilizando notaciéon de Dirac se concluye,

ﬁ /R ) RdW[w](n ) f(p, z)d%pdiz = (i, f1p) (4.114)

De esta manera los valores de expectaciéon pueden ser calculados mediante la
funcion de Wigner y los simbolos de Weyl.

4.4.4. Producto de Moyal

Ya que la formulacion cuéntica es no-conmutativa, resulta interesante analizar
como se relaciona Q(f§) con Q(f) y Q(g). Para esto se introduce la transformada

fde f=971(f),
/ Flo, Bt Patad) gdaqig. (4.115)
R4 JRd

De aqui,

f( yJ“”) / F(a, B)e Pt (528l gdggd g, (4.116)
R4 JRA

Sustituyendo (4.116) en (4.90) se obtiene,

Ki(x,y)= / / fozﬁ)eﬁ[p(x vt erl (5 Bl adpdiad?s. (4.117)
S 27Th Re JRA JRd

Teniendo en cuenta: §(a—k) = ﬁ Jga ewPe=R)gdp con k = y—, la ecuacion
(4.117) se simplifica de la siguiente manera,

Kj(z,y) = Fla, B)8(a — k)er(FPlgdaqds.  (4.118)

(27Th)d R JRd
Al aplicar la propiedad,
@ = k)yd* = f(k, 5), (4.119)
R
se obtiene,

Kj(w,y) = /Rd fly — 2, B)er 5 ap. (4.120)

De esta manera se ha obtenido una relaciéon entre kernels integrales y transfor-
madas de Fourier.
Una propiedad de kernels integrales es la siguiente,

Ky = | K j(w, 2)Kq(z, y)d’z. (4.121)

De aqui y tomando en cuenta (4.91) se obtiene la transformacion inversa de
ng (LU, y>7

z z z z
K| X+Z2 x-Z2)= KA X+2 9Ky X —2)d%. 4.122
fg( + 3 2) /Rd f( +2,y> g<y, 2) y. o (4122)
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Considerando (4.120) esto ultimo, puede escribirse de la forma,

K(x+2.x- /// X _ 2. g)eraiues
Rd JRd JRA 2

><< X+;,5>eaﬁ“”z”ddyddaddﬂ. (4.123)

Introduciendo (4.123) en (4.92) se obtiene,

x_Z% iqXtyts/2
im0 [ [ [ [ rmx - 5o

xg(y ~ X+ ﬁ) eFBIITEE =i P2 gd gy qd 43, (4.124)

Al escribir y, z en términos de las nuevas variables, k = y— X -3, =y—- X +3,
i.e. z =1 — k se obtiene,

Q7' (fg) (P, X) /Rd/md/m Rdfko‘ L, )

2X+1 2X+k i

xerh® 7 enPe e P gdpqdlalad? 3. (4.125)

Reagrupando términos,

Q1 (f9) (P, X) /R/R/R Rdfka (1, B)

Xeﬁ[X (a+B)+P(k-1)] %[204164* Bl ddkddldd ddﬁ (4126)

Al desarrollar por Taylor la segunda exponencial se tiene,

Q- P X) £ [X(at+8)+P(k=1)]
Z’I’L' /Rd/Rd/]Rd/Rde

n=0

x f(k, ) [2h(ak + 51)] ng(z, B)dkddiad?B.  (4.127)

Al identificar términos, teniendo en cuenta (4.33) y (4.115) se encuentra,
7 h(— h= he h= \1"
(f9) Z f(p, [ ( .vx—ivzivp)] g(p, ), (4.128)

donde las flechas indican que las derivadas actiian solamente en las funciones
que estan ya sea a la derecha o a la izquierda del operador diferencial correspon-
diente. Al reordenar esta expresion se obtiene,

0 (f3)(P, X) = f_oj 1) (0,5~ 9.5, st @129)

Al producto Q! ( f g) se le denomina producto de Moyal-Weyl y en la literatura
se le designa como f x g, de esta manera,

F(P,X) % g(P, X) = f(p,x)e $ (T ¥+=TeT0)g(p 2). (4.130)
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A primer orden esta expresion se escribe,

F(P,X) % 9(P.X) = [(p.2)g(p. ) + 5L F 0} ) + OGR),  (4131)
7 {f,9} =VpfVaeg — Vi fVyg. (4.132)

Este producto satisface las propiedades (4.28), (4.29) y (4.30), por lo tanto define
una buena cuantizacion. Los operadores bidiferenciales B;(f, g) para este caso
en particular vienen dados por,

De la expresion (4.130) es posible mostrar,

[[f * glx, hlx = f* (9, M« + [f, hlx * g (4.134)

Esto a primer orden significa que la parte antisimétrica de By es la derivacion
con respecto a las funciones f y g. Adicionalmente la identidad de Jacobi se
satisface a través de estas relaciones de conmutacion,

[f7 [97 h}*]* + [h7 [fa g]*]* + [97 [ha f]*]* =0. (4135)

A segundo orden esto implica que Bj es una estructura de Poisson,

{£:Ag,n}} +£{h,{f, 9} +{g.{h, f}} =0, (4.136)

donde {f, g} = Bi(f,g). Este paréntesis de Moyal dota al espacio fase f(z,p) €
C* de una estructura simpléctica (M, Q).

4.5. Dinamica cuantica Moyal-Weyl

A continuacion se presenta una comparacion entre la dindmica que surge a
través de este formalismo respecto a la mecénica clasica y la cuantica (Heisen-
berg).

1. Si f e C°(M) es un observable clasico de un sistema dindmico, definido
por un hamiltoniano H, se satisface:

L (FoR) = Fy(Lx,f) = Fr(LH, 1) = {H,fo B}, (4137)

dt
siendo Fy : U C M — M el flujo local de Xy y Fy : C®°(U) — C™(M)
la aplicacion definida por F;*(f) = f o F;. Asi pues, la evolucion temporal
t — f(t) del observable f(0) = f es una solucion de la ecuacion,

df(t

O _ w50y, (4.138)
La descripciéon de la mecéanica clésica se puede realizar a partir de las dos
leyes de composicion sobre C*°(M): el producto ordinario de funciones y

el paréntesis de Poisson.
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2.

En la representaciéon de Heisenberg, el sistema correspondiente con hamil-
toniano H, tiene como ecuacién dindmica,

4oy i

ih=(F) h[ﬁ, F, (4.139)

donde [,] indica el conmutador de operadores en el espacio de Hilbert.

En el caso de la descripcion de la mecanica cuantica de Moyal-Weyl-
Wigner, la correspondiente ecuaciéon dinamica es:

df(t) 1
——= = —|H, f(t)]x- 4.140
= H 1 (0) (4.140)
Aqui la descripcion de la mecéanica cuéntica se puede realizar a partir
también de dos leyes de composicién sobre C*°(M): el producto- y el

conmutador [, ;.



84

Capitulo 5

Simetrias, productos-x y
espacios no-conmutativos

Como ya fue mencionado anteriormente, basicamente una simetria es un
conjunto de trasformaciones que dejan invariante a un sistema. Este conjunto
de transformaciones forma un grupo. A partir de este grupo es posible prede-
cir los elementos estructurales que conforman dicho sistema. Las estructuras
matematicas que modelan a nivel local estas simetrias son las algebras de Lie.
Los generadores de estas algebras, resultan campos tensoriales definidos sobre la
variedad que define el sistema. Estos campos permiten definir estructuras sim-
plécticas no triviales compatibles con el algebra. A partir de estas estructuras
es posible obtener productos-x (en general no tnicos), que al actuar sobre coor-
denadas espaciales definen espacios en general no-conmutativos. Estos espacios
a nivel local resultan extensiones del espacio ordinario conmutativo.

En este capitulo se presentaran las ideas generales para la construcciéon de
productos-x, a partir de los generadores de un algebra de Lie. En particular se
construiran productos deformados (que definiran espacios no-conmutativos) a
partir de los generadores P, y M,p del algebra de Poincaré U(iso(3,1)).

5.1. Simetrias y productos deformados.

A partir de un grupo de Lie G, cuyos generadores F, satisfacen el algebra
de Lie G,
[Ea, Eblg = C° 4, e, (5.1)

donde C° ,, son constantes por tratarse de una algebra de Lie. Por otro lado,
es posible definir el producto-,

pe(f(@) @ 9(@) = po (F7o (f(@) @ g(0))), (5:2)
donde,
F =" Pa®b, (5.3)

es un elemento del algebra universal envolvente de G (expresando esta exponen-
cial en su expansion polinomica). Este producto-x a su vez define el siguiente
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conmutador,
[f(2), 9(@)]x = f(2) * g(x) — g(x) * f(x)
= f()g(x) — g(2) f(x) — {f(2),9(x)} + OC*),  (54)

aqui,
[f@) 9@} =po (= r™Ea® Byo (f(@) ® g(2) - gl@) @ f(2))).  (5.5)

De (5.4) se sigue que las propiedades de algebra de Lie determinadas por el
conmutador [, ], dependen directamente de la estructura simplecta de {, }. En
particular para que (5.5) cumpla la identidad de Jacobi, es necesario que la
r-matriz r = r®E, ® E, satisfaga la ecuacion clasica de Yang-Baxter (CYBE),

[r12, T3] + [r12, 23] + [r13, 23] = 0, (5.6)
donde,
19 = r“bEa RE,®1,

r13 =1"E, ® 1 ® Ep,
ro3 = 1’1 ® E, ® Ep. (5.7)

Las propiedades de linealidad y antisimetrias suelen satisfacerse automatica-
mente y su comprobacion se realiza de forma directa.

5.2. Productos deformados a partir de U(iso(3,1)).

Para definir espacios no-conmutativos, a partir de campos vectoriales que
forman una algebra de Lie, solo es necesario proponer r-matrices dependientes
de los campos, que satisfagan la ecuaciéon de Yang-Baxter. Esta condicion es
bastante fuerte y reduce de forma significativa el numerd de espacios defor-
mados que en principio correspondia a el numer6é de combinaciones entre los
generadores. A continuacion se presentan las deformaciones que se obtienen a
partir de los generadores P,, Mg del algebra de Poincaré U(iso(3,1)).

5.2.1. Producto-xg.
A partir del elemento Fy € Ul(iso(3,1)) ® U(iso(3,1)) definido como,

ipgaB
Fo=e 20 Fe®bs, (5.8)
se obtiene el siguiente producto-*g,

fso (f () © g(2)) = f () % g(2)
=0 Fy o (f() @ g()- (5.9)
Con este producto queda determinado el siguiente conmutador,
[f (@), 9(x)]xo = f(x) %0 g(x) — g(x) %0 f(2)
=po Fy ' > (f(z) ® g(x) — g(z) ® f(x))
=poex? PO b (£(2) @ g(x) — g(x) @ f(x)).  (5.10)
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Para mostrar que el algebra deformada (5.10) queda bien definida, es necesario
comprobar que la ry € U(iso(3,1)) @ U(iso(3,1)) definida como,

_ %euﬁpa ® Ps, (5.11)

satisface la ecuacion de Yang-Baxter (5.6). Al identificar,

ri? = %eaﬁpa @ P3®1, (5.12)
i3 = %eaﬁPa ®1® Ps, (5.13)
P23 = Zeaﬁ@P ® P, (5.14)

se obtienen las relaciones de conmutacion,

[rg?,75°] =0, (5.15)
[rd2,123] (%aaﬁ) P.® [Py, Py] @ Ps =0, (5.16)
[rg,73°] =0. (5.17)

Por lo tanto ry satisface la ecuacion clasica de Yang-Baxter (CYBE),
28?4 ) + ] =0 519

Las relaciones de conmutaciéon para las coordenadas de este espacio se obtienen
considerando f(z) = z* y g(z) = =¥ en (5.10) obteniéndose,

[2H, 2" 4y = —10"". (5.19)

5.2.2. Producto-xgu.
Partiendo del elemento Fp € U(is0(3,1)) ® U(iso(3,1)) definido como,

Fors = e 0" PAPL 1 fijos |; (08 = —0"): aAb=a®b—b®a, (5.20)

donde la r-matriz,

okt = i0¥ Py A P, (5.21)

satisface la ecuacion clasica de Yang-Baxter (CYBE), se puede definir el sigu-
iente producto-*gyki,

P g (f () © g(2)) = f(2) %11 9()

=po Fouv(f(z)®g(a)). (5.22)

Mediante este producto se puede definir el siguiente conmutador,
@), 9@y = poe” Mo (f(2) © g(0) — g(a) © f(2). (5.23)
Las relaciones de conmutacién para este espacio deformado, son las siguientes:
[0, xi]w =20 w2t — 2% Hgr 20 = 0, (5.24)
(2%, 27], =—2i0"(6}5] — 5i6)) = —4if". (5.25)

*okl
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5.2.3. Producto-xgoi.
A partir del elemento Fgoi € U(iso(3,1))®@U (iso(3,1)) definido de la forma,

Foor = e 0" PNPL i Fijols (0% = —670). (5.26)

cuya r-matriz, '
Tgoi = iGO’PO A P, (5.27)

satisface la ecuacion clasica de Yang-Baxter (CYBE), se puede definir el sigu-
iente producto-*gyki,

g (F(@) @ 9(2)) = F() wgor g(a)
=10 Fl o (f() @ g(x)). (5.28)

Este producto induce el conmutador,

00 )
[ (), 9(2)]syo; = o e oMb (f(2) © g() — g(a) ® f(2)). (5.29)
De aqui las relaciones de conmutacion para esta espacio deformado son,

=—2i0%, (5.30)

*p0i

5.2.4. Producto-x,.
Partiendo del elemento F,; € U(iso(3,1))®@U (iso(3,1)) definido de la forma,

Fo=e b Mios [; | fijos i k], (5.32)

donde la r-matriz satisface la ecuacién clésica de Yang-Baxter, se puede definir
el producto-x,

fs,, (f (2) ® g(2)) = [ () s g(2)
=po Fil v (f(z) @ g(@)), (5.33)

que a su vez define el conmutador,

[£(2), 9(@))s,, = po ez MMM (f(z) @ g(a) — g(x) ® f(x)). (5.34)

Las relaciones de conmutacién para las coordenadas de este espacio deformado
son,

(2], = éxiéi, (5.35)

*r

[, 27],,

.
=——2%. 5.36
Hx k ( )
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5.2.5. Producto-x;.
El elemento Fz € U(iso(3,1)) ® Ul(iso(3,1)),
Fr=e 2P [k 1 Fijos k #1], (5.37)
cuya r-matriz, '
i
& = — Py N\ My, 5.38
T SR kl ( )
satisface la ecuacion clasica de Yang-Baxter, define el producto,
pr (f(2) @ g(2)) = f(2) %4 9()
= o Fl s (f(x) @ g(x). (5.39)

Este producto induce el siguiente conmutador,

[f(2), g(@)]us = po ="Mt o (f(z) @ g(w) — g(2) © f(x)). (5.40)

A partir de este resultado, las relaciones de conmutacion para las coordenadas
de este espacio son,

0 (6iz* — sial), (5.41)

. )
7$l]*g = _E

[z°, xj]m =0. (5.42)

[

5.2.6. Producto-x;.
Partiendo del elemento F5 € U(iso(3,1)) ® U(iso(3,1)),

k3

Fr=e 2clitMu (5 k1 — fijos,i # k1], (5.43)
cuya r-matriz, .
i
T2k
satisface la ecuacion clasica de Yang-Baxter, es posible definir el producto,

e, (f(2) © g(2)) = () s g(2)
= o F' s (f(2) ® g(a)). (5.45)

Py N My, (5.44)

TR

Este producto induce el siguiente conmutador,

[f(@),9(2)]xe = po e "MMit b (f(a) @ g(a) — g(a) @ f(x)). (5.46)

De aqui las relaciones de conmutacion para este espacio resultan,

2%, xj]*ﬁ = —%((5{:13]“ — 5%;6[)7 (5.47)
[z°, 2], =0. (5.48)
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5.2.7. Composiciéon de productos-x.

A partir de la composicion de los elementos Fi, Fo € U(iso(3,1))®U (iso(3,1))
definidos por,

Fl = erABA/\B)
Fp=e " OND, (5.49)
se obtiene el siguiente producto-x,
fixy o (f (2) @ g(2)) = f(2) 1.2 9()
=poFy o F e (f(z) @ g(w))

= poeoe > (f(x)@g(x))
= poertrzelnrlZy (f(2) @ g(x)). (5.50)

Si se desea que el conmutador en esta expresion,

[r1,7m2) =748r“P(AC @ BD — CA® DB — AD ® BC + DA® CB
~BC®AD +CB® DA+ BD ® AC — DB® CA), (5.51)

sea nulo, y al mismo tiempo la r-matriz,
r=r +ry=7PANB-r“PCAD, (5.52)
que identifica,

r2 =1 P(AB®1-Bo A1) +rP(C@D®1-DoC®1), (553)
ri3=r"%(A®19@B-Bo1oA) +rP(Ce1eD-Del1xC), (5.54)
ro3=r"P(1l@ A®@B-19B®A)+rP1leCe®D -1 D& C), (5.55)

satisfaga la ecuacion clasica de Yang-Baxter (CYBE),
[r12,713] + [r12, 23] + [113,723] = 0, (5.56)
con,

[r12,713]=[4,B] ® (AAB) + [A,C]® (BAD)+[A, D] ® (C A B)
+[B,C]® (DANA)+[B,D]®@ (ANC)+[C,D]® (C A D), (5.57)
[r12,723]=A® [B,A|@ B+ A® [B,C]®D - A® [B,D|®C
+B®[A,Bj® A-B®[A,C]® D+ B®[A,D)&C
+C®[D,A]/e B-C®[D,B]® A—C®[D,C]® D
-D®[C,A|l® B+D®[C,Bj® A—D®[C,D]®C, (5.58)
[r13,723] = (AAB) ® [A,B]+ (AANC)® [B,D] + (AN D) ® [C, B]
+(BANC)®[D,Al+ (BAD)®[A,Cl+ (CAD)®[C,D]. (5.59)

Una condicién suficiente para satisfacer estos dos requerimientos, consiste en
que los generadores A, B,C' y D conmuten entre si,

[A,B] = [A,C] = [A, D] = [B,C] = [B,D] = [C, D] = 0. (5.60)
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Producto-*gk: .

Dado que los generadores de las r-matrices roui, 7, € U(is0(3,1))®@U (iso(3, 1)),

Tkl = i@klpk ® B, (5.61)
1
« = — P A My, 5.62
r % k i0 ( )
conmutan entre si,
[Py, Mio] = [P, Pi] = [P, Mio] = 0. (5.63)

Entonces es posible definir el producto-xgs: ,,, como la composicién de los ele-
mentos Fgrt y Fi,

Bt (F(2) @ g(2)) = f(2) %p1a,,c 9(2)
= o e PAMatiO PP G (£(2) @ g(2)).  (5.64)

Las relaciones de conmutacién para las coordenadas de este espacio deformado
son las siguientes,

7.
0 ,.a _ Y isa
[z, x ]*Wﬁ— T oy,

[z, 2]

—2i0M (5a6Y — 5288) + %mo(éfdz — 6250). (5.65)

*okl

Producto-xgo: ,.

Los generadores de las r-matrices rgoi, 7 € U(iso(3,1)) ® U(iso(3,1)),

Tgoi = ieOiPO N Pi, (566)
i
&= —Fy N Mgy, D.
r 2% 0 kl ( 67)
conmutan entre si,
[Po, M) = [P, Po] = [P;, My] = 0. (5.68)

De aqui es posible definir el producto-*go: z,

sgor  (F(2) @ g(x)) = f () %go: . 9(x)
= e B PNt PP (f(2) © g(a). (5.69)

En el espacio deformado que induce este producto, se satisfacen las relaciones
de conmutacion,

i

(68ak — 682ty 4 2i0°5¢, (5.70)
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Producto-xgoi .

Ya que los generadores de las matrices rgoi, 75 € U(iso(3,1)) @ U(iso(3,1)),

rgoi = i0% Py A P, (5.72)
i

Py A My, 5.73
2% M (5.73)

T =
conmutan entre si, entonces es posible definir el producto-xgo: z como composi-
cion de Fyoi y Fx,

Hagor  (f(2) @ g(2)) = f(2) %01 5 g()

= 3R M0 PoAPs o (£(1) @ g(2)). (5.74)
Las relaciones de conmutacion para las coordenadas de este espacio deformado,
son las siguientes,

(20, 2% =2i0%5¢, (5.75)

*90i 5

[2%,2%, = %55’(5,3351 — ooak) + %5g(5;>xk — sbab). (5.76)

*90i, 5

Como se puede ver a partir de este capitulo, el modificar el espacio donde se
define una teoria, implica modificar el producto de la teoria. Pero el modificar
este producto, trae como consecuencia que el algebra de Hopf que describia la
teoria conmutativa deje de ser compatible con dicha descripcion. Es claro por lo
anterior que una algebra de Hopf, que describa la nueva teoria sobre un espacio
no-conmutativo tiene que ser compatible con el nuevo producto. Obtener una
descripcion (algebra de Hopf) no-conmutativa (producto deformado) a partir
de una conmutativa (producto ordinario) no pareciera ser algo natural, sin em-
bargo Drinfeld en 1986 demostré que esto era posible mediante un elemento
denominado twist que satisficiera ciertas condiciones. En el siguiente capitulo
se mostrara que este twist resultara ser el elemento F, a partir del cual se con-
struyeron los productos deformados de este capitulo. Para una descripcién mas
detallada sobre este capitulo se recomienda revisar [120]-[122].
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Capitulo 6

Grupos cuanticos.

Las algebras universales envolventes cuanticas, aparecieron como resultado
de investigaciones en los aspectos algebraicos de sistemas cuanticos integrables,
especificamente en el marco del problema inverso de dispersion cuantica. El
primer ejemplo fue hallado por Kulish y Reshetikhin y se denot6 U,(sl(2)) (q-
deformacion del algebra si(s)), pues estaba estrechamente ligado al 4lgebra uni-
versal envolvente del algebra de Lie sl(2). Rapidamente su construccion se gen-
eralizé y se encontraron nuevas estructuras algebraicas vistas como deformacion
de las algebras universales envolventes de algebras de Lie. Ademas se logro es-
tablecer que el lenguaje apropiado para describir estas nuevas estructuras era el
de las algebras de Hopf, que habian sido introducidas por Heinz Hopf en 1941 en
sus trabajos sobre homologia y cohomologia de grupos topologicos. Al estudiar
algebraicamente estas nuevas construcciones se encontré una estructura de al-
gebra de Hopf para U,(sl(2)) que no es conmutativa. Este hecho genero un gran
interés dentro de los algebristas, quienes llevaban varios decenios estudiando este
tipo de estructuras. En una conferencia en Berkeley (1986), Drinfel se refirio a
estas estructuras como grupos cudnticos y el término se difundié rapidamente
de manera informal. Aunque puede causar confusiéon por el hecho de que estas
estructuras no son grupos sino un cierto tipo de algebras de Hopf, las cuales
son deformaciones no triviales de las algebras Hopf envolventes de algebras de
Lie semisimples, o las algebras de funciones regulares de los correspondientes
grupos algebraicos.

Fue el mismo Drinfeld, quien demostroé que se podian construir representa-
ciones cuanticas a partir de algebras universales envolventes conmutativas. Este
procedimiento resulto sumamente poderoso, ya que para esto solo se requiere
la existencia de un elemento invertible en el algebra no deformada que satisfa-
ga las propiedades de coasociatividad y counidad. Este elemento invertible se
le denomina twist y al algebra cuéntica que surge de este procedimiento se le
denomina, deformacion de Jordan.

En este capitulo se presentaran diferentes técnicas de deformacion alge-
braicas. Estas deformaciones recaeran sobre las algebras U(sl(2)), U(H(3,1))
y Ul(iso(3,1)) que ya fueron estudiadas ampliamente en capitulos anteriores.
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6.1. ¢-Deformacién y h-adic algebra.

En esta seccién se presentara primeramente el algebra de Hopf U,(sl(2)).
Esta algebra es la deformacion por medio de un pardmetro ”¢” del algebra
U(sl(2)). Posteriormente se introduciré el algebra Uy(sl(2)). Esta deformacion
en la literatura se denomina h-adic, ya que las relaciones de conmutacién para
esta algebra vienen descritas en términos del desarrollo exponencial de uno de
los generadores. Al final de la seccién se mostrara que estas dos algebras son
isomorfas y que tienden en el limite cuando sus parametros se anulan, al algebra
U(sl(2)).

Estas algebras fueron las primeras deformaciones que fueron reportadas en la
literatura. La razon de incluirlas en este trabajo (ademaés de la razon historica) es
que estas brindan una forma natural de introducir la nocién de grupos cuanticos.
Si se desea ahondar mas en el tema se recomiendan los trabajos [126]-[129].

6.1.1. Algebra de Hopf U,(sl(2)).

Si ¢ es un nimero complejo tal que ¢ # 0y ¢® # 1. Se denota por U, (slz) el
algebra asociativa con unidad sobre C con generadores E, F, K, K~! que satis-
facen las relaciones,

KK '=K'K=1, KEK !'=¢’E, KFK!=¢?F, (6.1)

K—-K!

E,F| = .
|5, I q—q!

(6.2)
Esta algebra con las relaciones,

AB)=E®@K+10®E, A(F)=F®1+K 'oF, AK)=K®K, (6.3)

S(K)=K', S(E)=-EK™', S(F)=-KF, (6.4)

e(K)=1, ¢(E)=¢(F)=0, (6.5)

forma un algebra de Hopf. La forma de mostrar esto es idéntico que en el caso
anterior.
(a) Para mostrar que A define un morfismo,

AK)AK D) = AKHAK) =1®1, (6.6)
AK)AE)A(K ™) = PA(E), (6.7)
AK)AF)AK ™) = ¢ A(F), (6.8)

_ —1
A(E), A(F)] = A Z AET) (6.9)

Para (6.6),

AKAK =Ko K) (K '®K™)
=KK '@ KK™!
=1®1. (6.10)
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Mientras que para (6.7),

AR)A(B) AMK Y)Y=(KoK) (19 E+E®K) (K 'o K1)
=1 KEK '+ KEK'®K
=1 E+E®K)
=¢?A(E). (6.11)

La relacion (6.8) se prueba de manera analoga a (6.7). Para (6.9),

[AE),A(F)]=1®E+EQK)(K "9 F+F®1)
(K '9F+Fe1)(19E+E®K)
=K '®EF+F®RE+EK '@ KF+EF®K
~K'®9FE-K 'EQFK-F®E-FE®K
=K '@[E,F]+[B,FloK
CK'9K-K Y4+ (K-KHYeK
a q—q!
_AK) *A_(IK 1). (6.12)
qa—4q
Ahora es posible probar el axioma de coasociatividad para cada unos de los
generadores. Por un lado tenemos para K,

(ARidAK)=AQid)(K@K)=AK) 9 K=K K®K, (6.13)
mientras por otro,
(d@A)AK)=(dRA)K®K)=KAK)=K® K® K. (6.14)
De (6.13) y (6.14) se tiene,
(A®id)A(K) = (id @ A)A(K). (6.15)
Siguiendo el mismo procedimiento para F por un lado,
(A®id)A(E) = (A®id) (19 F+E®K) = IQIQE+1QEQK+EQKQK, (6.16)
en tanto,
(1dRA)A(E) = (idRA)(1QE+EQK) = 191E+1QEFQK+EQKQK. (6.17)
Por lo tanto de (6.16) y (6.17) se obtiene,
(A ®id)A(E) = (id @ A)A(E). (6.18)

La coasociatividad para K~ y F se prueban de manera analoga a las de K y
FE respectivamente.
(b) Para probar que ¢ define un morfismo,

e(K)e(K™Y) =e(K He(K) =1, (6.19)
e(K)e(EB)e(K™Y) = ¢%<(E), (6.20)
e(K)e(F)e(K™Y) = ¢ 2%¢(F), (6.21)
[e(B), o)) = SEL =), (6.22)
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Estas relaciones se prueban de forma muy sencilla teniendo en cuenta (6.5).
Ahora es posible probar el axioma de counidad para cada uno de los generadores,
en particular para E por una parte,

(e®id)AE)=(e®id)(l1®FE+EQK)=10E+¢(E) K =1 E, (6.23)
mientras por otra,
(id®@e)A(E) = (idRe) (1 F+E®K)=10e(E)+ EQe(K) =E®1. (6.24)

De las relaciones (6.23) y (6.24) se satisface el axioma de counidad para E. La
prueba para los otros generadores se realiza de forma similar.
(c) pararevisar que S define un morfismo del algebra U, en el algebra U,QU,,

S(K1)S(K)=S(K)S(K™') =1, (6.25)
S(KY)S(E)S(K) = ¢*S(E), (6.26)
S(K~HS(F)S(K) = q 2S(F), (6.27)
[st), () = S0 (6.25)
Para (6.26) se tiene,
S(KY)S(E)S(K) = -K(EK YK ' = —¢?EK ™' = ¢*S(E). (6.29)
Mientras para (6.28),
[S(F),S(E)]=KFEK™' —EK'KF = [F,E]
K -K _S(K)-S(E™) (6.30)

q—q7! q—q!
Las relaciones (6.25) y (6.27) se comprueban de forma analoga. Satisfaciendo lo

anterior es posible comprobar el axioma de la antipoda. En particular para E
se tiene por un lado,

u(S @ id)A(E)

pS®id)(1® E+E®K)

u(S1)® E+ S(E) ® K)

p1l® E—-EK'®K)

E—-EK 'K =0, (6.31)

mientras por otro,

p(id @ S)YAE)=p(id®S) 1@ E+ E® K)

=u(l® S(E)+ E® S(K))
=p(1®(-EK ")+ FE® K1)
=—FEK '+ EK!'=0. (6.32)
De (6.31) y (6.32) se sigue,
1(S ® id)A(E) = p(id ® S)A(E) = (E). (6.33)

Por lo tanto se satisface el axioma de la antipoda para E. Para los otros gene-
radores la comprobacion es anéloga. El algebra de Hopf obtenida a partir de lo
anterior se denomina algebra cuantica ¢-deformada.
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6.1.2. Algebra de Hopf Ux(sl(2)).

Se denota por Ux(sl(2)) el algebra h-adic (algebra descrita en termino de
desarrollo de potencias de %) con generadores E, F'y H que satisfacen las sigu-
ientes relaciones,

[H,E] =2E, [H,F|=-2F, (6.34)
e —e=PH  ginh(hH)
E,F] = - : 6.35
B, F] el —e=h sinh(h) (6.35)
donde " es la serie,
hH)?
H:1+hH+( 2,) + ... (6.36)

Esta algebra universal envolvente contiene una estructura natural de algebra de
Hopf, con los mapeos comultiplicacion A, counidad ¢ y antipoda S definidos de
la siguiente manera,

A(E)=E®" +10E, (6.37)
A(F)=F®1+e ™M @F, (6.38)
A(H)=H®1+1® H, (6.39)
e(H)=¢e(E) =e(F) =0, (6.40)
S(H)=-H, S(E)=—-Ee ™M  S(F)=—e"F. (6.41)

El h-adic algebra de Hopf obtenida a partir de lo anterior se denomina algebra
cuantica h-adic.

6.1.3. Relacion U,(sl(2)) y Ux(sl(2)) y limite clasico.

Las algebras deformadas U, (sl(2)) y Ur(sl(2)) no son independientes ya que
las relaciones de una, implican las relaciones de la otra. De igualar [E, F] para
ambas algebras se sigue,

K _ K-1  ohH _ ,—hH u .

= o K= ¢g=¢l 6.42
p— A p—— e,qg=e (6.42)

teniendo esto en cuenta,
KEK™! = "M pe=hH, (6.43)

Esta expresion puede desarrollarse a partir de la formula de Hadamar,

Xy e X = gadX (y i l
v+ %[X, Y]+ %[X, X.Y) + %[X, DX (X, Y]] 4 (6:44)

Por lo tanto para (6.43),

KEK'=E+ %[FLH, E]+ %[FLH, [hH, E)] + %[BH, [RH, [hH, E]]] + ...
(6.45)
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De aqui,
KEK™'=¢’FE < [H,E] =2E. (6.46)

De la misma forma se puede mostrar que,
KFK'=¢?F < [H F] = —2F. (6.47)

De las relaciones (6.42), (6.46) y (6.47) se sigue la equivalencia entre las algebras
Uq(sl(2)) y Ur(sl(2)), por lo cual comprobar que realmente Us(sl(2)) satisface
las propiedades de algebra de Hopf se sigue de la seccién anterior.

6.2. Deformacién por medio de transformaciéon
de coordenadas.

En esta seccion se presentaran las algebras deformadas de Heisenberg y
Poincaré denotadas por US (H(3,1)) y U (iso(3,1)) respectivamente. Estas al-
gebras se construirdn a partir de representar los generadores X* y P, que sat-
isfacen las relaciones de conmutacion:[X#*, X"] =0, [P,,P,] =0y [X",P,)| =
6", en términos de X* y P, cuyas relaciones son: [X#, X¥] = iO*, [15”, B)=
ié;w y [X#,B,] =ié" . Aqui los parametros de no-conmutatividad ©# y O
estan relacionados con la longitud de Plank [,. El mapeo que permite pasar
de una representacién a otra se presenta explicitamente también aqui. Todo el
desarrollo de esta seccién es una propuesta original de este trabajo.

6.2.1. Algebra de Hopf US(H(B, 1)).

Si © es un tensor constante y antisimétrico, se denota por US(H(3,1)) al

algebra cuyos generadores X* y P, satisfacen las relaciones,

(X, XV =i, (6.48)
[P, P,]=i0,.,, (6.49)
(X, P, =1i6". (6.50)

Esta algebra con las relaciones,
AXM=Xrol1+10 XM, (6.51)
AP)=P,®1+1® P, (6.52)
AO"™)=0" @1+ 1@ M, (6.53)
A(0u)=6,, ®1+18 6, (6.54)
A =0 ©1+10 6, (6.55)
AD=1®1, (6.56)
e(XM)=e(P,) = e(0") = £(0,,) = (") =0, (6.57)
S(X*)=—XH" 8(P,) = —P,,S5(0") = 0" 8(0,,) = O, S(6") = 6. (6.58)

forma un algebra de Hopf.
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a) Para mostrar que A define un morfismo se tienen que satisfacer las rela-
ciones,

[ACK), AX")|=in(©"), (6.59)
AR, A(B)]=iA(6,0). (6.60)
A(X"), AR =iA(E). (6.61)

Para (6.59),
AKX, AX)]=(XF@1+10XM)(XY®1+10 X")
(X" 1+10 X)) (X"®1+1® XH)
=XIX" @1+ X' XY+ X' @XM +10 XX
~X'XF@1-X"@ X' -Xre XY -1 XX+
=[XM, XV @1 +10[X" XY =iAO"). (6.62)
Las relaciones (6.60) y (6.61) se muestran de forma anéloga.

Para mostrar que el generador P, satisface el axioma de coasociatividad,
primeramente por un lado,

(A®id)A(P,)=(A®id)(P,®@1+1®B,)
=P,o101+19P,®1+1010P,, (6.63)
mientras por otro,
(id® A)A(P,)=(id® A)(P, ®1+1® P,)
=P,®191+10P,01+101QF,. (6.64)
De (6.63) y (6.64) se satisface la condicion de coasociatividad para B,. Para

mostrar la coasociatividad de X* el procedimiento es el mismo.
b) para mostrar que ¢ define un morfismo se tiene que satisfacer,

[e(Xf‘),e(f{”)] :ie((?“”), (6.65)
[e(P),e(Py)]=ie(Op), (6.66)
[e(XH),e(P,)] =1ie(0"). (6.67)

Estas relaciones se satisfacen trivialmente ya que la counidad de los generadores
son idénticamente cero.
Para mostrar el axioma de counidad para X* por un lado,

(e@id)AX,) = (@id) (X, @1+10X,) =cX,)01+e(1) 0 X, =10 X,,
(6.68)
por otro lado,

(id2e)A(X,) = (id2e) (X, @1+10X,) =X, 0c1)+10eX,) =X, 1.
(6.69)
A partir de (6.68) y (6.69) queda satisfecho el axioma de counidad para X,,. El
procedimiento para mostrar este axioma para P, es analogo.
c) Antes de mostrar que esta algebra satisface el axioma de la antipoda es
necesario mostrar que S define un morfismo,

[S(X), S(X7) =is(©) (6.70)
S(B), S(B)] =iS(6,), (6.71)

[S(X"), S(P,)] =iS(8L). (6.72)
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Para (6.71), A R o
[S(PM)7 S(PV)] = [P}L7 PV] = (:),LLV = A((:)l“,) (673)

Las relaciones (6.70) y (6.72) se muestran de forma anéloga.
Para mostrar el axioma de counidad para X* por un lado,

1(S @ id)A(XH) = p((S ®@id) (X" @1+ 1@ XH))
=u(S(XM) @1+ S(1) @ XH)
=X+ XF=0 (6.74)
en tanto,
p(id @ S)A(XH)=p((id ® S)(X* @1+ 10 XH))
=u(X* @ S(1) + 1@ §(X"))
=XH - X1 =0. (6.75)
De (6.74) y (6.75) se satisface el axioma de la antipoda para X", Este axioma
demuestra de forma analoga para P,.

En particular cuando ©,, = 0 se obtiene el algebra de Hopf U®(H(3,1)),
mientras que cuando ©*” = 0 se obtiene el algebra de Hopf Ug(H (3,1)).

6.2.2. Relacion entre U(H(3,1)) y US(H(3,1)).

En el espacio fase n-dimensional las coordenadas y los momentos en mecanica
cuantica, satisfacen las relaciones de conmutacion,

[X#, X7] =0,
[Plu P,,} =0,
[X*, P,|=1hd" . (6.76)

A escalas de longitud de Plank [, se espera que estas relaciones se modifiquen.
Si se denotan los operadores de coordenadas y momentos en un espacio no-
conmutativo como X y P respectivamente, entonces Xn y IE’M estaran sujetas a
satisfacer,

[XH, XY]=ihe",
[P, P,)=ihO,,,
(X", P,]=ihé" . (6.77)

donde {©#"} y {©,,,} son matrices totalmente antisimétricas y sus coeficientes
tendran dependencia de I,. De (6.76) y (6.77) es posible estudiar la repre-

sentacion no-conmutativa X y P en términos de X y P, partiendo que las
primeras tienen la forma,

Xt=al'X" +b"P,,

P,=cu X" +d; P, v =1,2..n. (6.78)

Esto en forma matricial,

(325 e
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donde M es la transformacion de cambio de base. Esta transformacion tiene
como entradas: A = {al}}, B = {b""},C = {cu} y D = {d},} que son matrices
de n x n. Al introducir (6.78) en (6.77) y usando las relaciones (6.76) se obtiene,

ABT — BAT =@,
CDT — DCT =0, (6.80)
ADT — BOT = 1.

donde 1 es la matriz identidad y el superindice "T"denota la transposiciéon de
la matriz. Si se exige que las matrices A y D, sea proporcionales a la identidad.
Al denotar con a y 8 a estos escalamiento, entonces se obtienen las siguientes
relaciones,

a(BT - B) =0,
B(C -CT) =86, (6.81)
BCT = (a3 — 1)

De las dos primeras ecuaciones se puede ver que si B y C son antisimétricas,
entonces el sistema tiene solucién explicita, en efecto si se asume que B y CT
conmutan, entonces la tercera ecuacion se satisface para el caso en que B y
C sean antisimétricas o simétricas. Para el caso de que ambas sean simétricas,
© = O = 0, es decir el espacio es conmutativo (caso trivial). Para el caso en que
B y C sean antisimétricas se obtiene,

1
B=——
2a@’
1 _
S 82
=556 (6.82)

donde « y (8 son constantes diferentes de cero. De (6.81) y (6.82) se obtiene la
relacion,

00 =4aB(af —1)-1 (6.83)
Por lo tanto la representacién matricial de (X ]5 , en el espacio conmutativo,
-1 L
M = ( ©5 a© ) (6.84)
2 2nX2n
De las relaciones (6.78) y (6.84) se obtiene finalmente,
XM =aXt — i@M"Py, (6.85)
P =0P,+ — 25 O,,z" wv=12.n. (6.86)

Por otro lado, para el caso de que @ = 3 = 1, corresponde © = 0, es decir el caso
en que solo las coordenadas no-conmutan. La matriz de transformacion inversa
M~ es un objeto que satisface la relacion,

ol _23@)1\4—1:(1 0> 6.87
(;ﬁ@ 51 0 1) (6.87)

De este sistema y teniendo en cuenta (6.83), se obtiene la representacion matri-
cial para (X, P), en el espacio no-conmutativo,

5 4 <]
Mol — 20¢561 QQ(QSB—;) . (688)
T 2B(2a8-1) 2ap8-1 2nx2n
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De aqui,
X 1Y
XH= g Xn 4 7@20“9 B, (6.89)
fas iOu o,
P,= gt = 25’:9 wv=12.n (6.90)
con
¥ =2a8— 1. (6.91)

6.2.3. Algebra de Hopf Ug(iso(3,1)).

A partir de (6.89) y (6.90) es posible referir los generadores (3.47) y (3.48)
a un espacio un espacio no-conmutativo (X, P). De aqui,

_an i(:),w .
en tanto,
. 8., O, a4 i@am .
mwz{nﬂ,<ﬂx — Map) <198u — 25‘:9 x )} — 1{7' > u}
_aaf - ovr e) e)

=g Moy — 57 (%P,,PM - UWP,,PT) + (25;% - 21;(2’%”))(”)(0’(6.93)

donde se ha definido, R o o
M., =i(X;P, — X, Pr). (6.94)

Estos generadores satisfacen las mismas relaciones de conmutaciéon que en el
caso no-deformado U (iso(3,1)),

[m‘rvmu] =0, (695)
[SUIT;“ ma] = nram;t - nuam‘rv (696)
[mnu mn&] = *nrgm/m + nltﬁm‘rf + nfnmui - 77u§9ﬁm~ (6'97)

Para la relacion (6.97),
_ ﬁ AV 0" . Q4 iéua N
[y Mice] = [77” (ﬁx 200 ap) (196" 260 " )
B., 109, as O .,
g <19:” 200 ¢ )\ 5%~ 29 ¢

+[ ,Wg%[mu, }— mmms} (6.98)

Este conmutador se puede escribir de la forma,

[mtfuamnf] = _(Al +A2+A3+A4)+(H e £)+(T e U)_(KHT - grﬂ)’ (699)
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con,
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De las relaciones de conmutaciéon (6.77) y de reducir términos, tanto As como
A, se anulan, mientras que para A; y As,

o s iO7P -
Al = W”?TVTMHX P§ + Wﬂ‘runnupppé

i© von  ©YPO .
21;; T XX 4 40451952”777”77@&)(", (6.100)

af PR 19%¢ N
Az = —ﬁmsnw)ﬂ’% - Wﬁ‘rfnﬁqﬁptppu

i9, cw . OO I

—HT ,{X‘i’X”—iWTHPXU. 1101
gz Mrelse Zagoz ol (6.101)
Insertando (6.100) y (6.101) en (6.99) se obtiene,

O, Mece] = —0re M e + NpeMre + DM — Npe My (6.102)

Tanto (6.95) como (6.96), se comprueban siguiendo el mismo procedimiento.
Dado que se satisfacen las relaciones (6.95), (6.96) y (6.97) los generadores P,
y M., forman un algebra de Lie y por consiguiente tienen asociados coproductos
simétricos. Para 3,

AP =P @1+ 10,

o o~ ~
=5 (P el+1eh,) -

1O,

2519()( ®1+1@X"), (6.103)

mientras que para M,

AN,,) =M, @1 +12M,,

_ap
=2 (M,, ®1+1® M,,)
eovr L. o o o
7@ <(T]TuPpPH - T’,U.prPT) ®R1+1® (UTVP/)P)/L — n/Ll/PpP-r))
éHU 67'0 SU o S o
gzt~ g e JXTXT® 14 1O XTXT). (6.104)

Al definir las counidades para esta algebra como,

eM ) =e(PBr) =0, (1) =1, (6.105)
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En tanto las antipodas,

S(PBu)=—PBu
%P + ;./B‘Z;X” (6.106)
y
S(@,,) = -m,,
- zgzﬁMT + %(ﬂrupppﬂ — N P, P;)
(655 M = @192 mw)X X, (6.107)

entonces con esta estructura el algebra Ug (is0(3,1)) adquiere una estructura
de Hopf.
a) El coproducto A define un morfismo, es decir:

[AC‘BT) (“BM)] =0, (6.108)
[A®), ABa)l =1 ABu) = NuaA(PB7), (6.109)
[AO), ADMwe)] = =1re AMur) + Mun A(Mre) + N AMyue) — Npe A(M06.110)

Para (6.110),

[AOR,), ADg)] = (M @14+ 1© My,) (M @ 1+ 10 Mice)
—(Mee @1 +1R@Mee)( M-, @1 4+10M,,)
= [, , Me] @14 1@ 9, M
=N AMu) + M AMre) + 07 AMpue) — Npe A(MM4(6.111)

Las relaciones (6.108) y (6.109) se comprueban de forma anéloga.
Para el axioma de coasociatividad de 9, por un lado,

(A @ id)A(IM,,) =A(M,,) © 1+ A1) @ M,y
=M, 011 +10M,,®1+1®10M,,, (6.112)

mientras por otro,

(id @ A)A(M,,) =M, @ A1) +1® A(M,,)
=M, 0101+10M,;,@1+101QM,,. (6.113)

De (6.112) y (6.113) se satisface la coasociatividad para ;. De forma analoga
se puede mostrar este axioma para .
b) El mapeo ¢ define un morfismo,

[e(B-), e(Bu)] = (6.114)
[e(Mrn), e(Ba)l = nms(%) Nuat(Pr), (6.115)
[E(Mrp), €(Meue)] = —Nree (M) + 1 (Mre) + Nree(Myug) — Npee(Mr,)(6.116)

Las relaciones (6.114), (6.115) y (6.116) se satisfacen trivialmente ya que para
esta algebra e(P,) = e(M,,) = 0.



6. Grupos cuénticos. 104

Para revisar que se satisface el axioma de coasociatividad para 3, primera-
mente por un lado,

(e@id)A(B;) =e(Pr)®@14+e(1) @B, =1 P, (6.117)
mientras,

(id ) A(P,) =B, 0 e(1) +1@e(P,) =P, @ 1. (6.118)

De las relaciones (6.117) y (6.118) se satisface este axioma para .. El pro-
cedimiento para mostrar que ¢(9M1,,) también satisface la coasociatividad es
analoga.

c) Si S define un morfismo se tienen que satisfacer,

[S(B-), S(PBu)] =0, (6.119)
[S(DMrp), S(Ba)] =170 S (Bu) = 1MuaS (Br), (6.120)
[S(i)ﬁru)a S(mnf)] = _nTES(mt;u@) + n;tns(m'ré) + UMS(fmuf) - nués(m7566-121)

Para (6.121),

[S(Myr), S(Map)] = My, Mpa]
:nuﬂmua - nvﬁmpa + nyamuﬁ - nuagﬁyﬁ
:nmS(im,,g) — UWS(SIRUﬁ) + UNBS(W,,&) — UVBS(WMQM)'JQQ)

Las relaciones (6.119) y (6.120) se corroboran de forma analoga.
Para mostrar que se satisface el axioma de la antipoda para 93, por un lado,

(S @ id)A(B,)

(S @id)(Pp@1+10P,)

=n(S(B,) @1+ 5(1) @ B,)

=u(=P, ©1+10%P,)

==, + %, =0, (6.123)

Por otro,

pu(id @ S)A(B,) = p

(d@S) (P @1+10B,)

(B, @S(1) +1®S(PB,))
(B @1+1®(=B,))

=P, — B, =0. (6.124)

De (6.123) y (6.124) se sigue,
u(S © id)A(E,) = ulid © S)A(E,). (6.125)

Para mostrar que M, el proceder es similar.

De lo anterior es claro que los generadores B, y 9, forman un algebra de
Hopf denominada Ug(iso(S, 1))

En particular cuando ©,, = 0 se obtiene el algebra de Hopf U® (isu(3, 1)),
mientras que cuando ©*” = 0 se obtiene el algebra de Hopf Ug(iso(3,1)).
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6.3. Deformaciéon por medio de mapeos de Weyl.

En esta seccién se presentara el algebra U, (iso(3,1)). Esta algebra es la
representacion de U (iso(3,1)) sobre un espacio no-conmutativo muy particular.
En este estudio se asume que el espacio (campo escalar de funciones) es el
mismo que en el caso usual (conmutativo), y la no-conmutatividad se introduce
aqui por medio de un producto-x muy particular. Esta representaciéon permite
introducir una longitud caracteristica minima a diferencia de la representacion
no deformada.

6.3.1. Doble relatividad especial.

Doble relatividad especial (DSR) es una teoria relativista en donde las trans-
formaciones entre observadores inerciales estan caracterizadas por dos escalas
independientes, la velocidad de la luz y la longitud de Planck. Hay muchos ar-
gumentos para pensar que la longitud de Plank [, juega un papel crucial en
el entendimiento de la gravedad cuéntica. En diferentes escenarios, como por
ejemplo gravedad cuantica de lazos se sugiere que la longitud de Planck actaa
como umbral de los efectos cuanticos en el espacio-tiempo, mas alla de la cual
la descripcion del espacio tiempo pierde sentido. Asi parece que el valor de [,
debe ser el mismo en todos los marcos de referencia inerciales. Esto entra en
conflicto con la relatividad general de Einstein. DSR, es una alternativa para
resolver este problema. Hay muchos modelos para DSR, en esta seccion solo se
estudiara el trabajo de Amelino-Camelia, quien fue el pionero en estos estudios.
Su planteamiento para evitar la violacion de la relatividad especial consiste en
modificar los postulados de Einstein, de la siguiente manera:

1. Lasleyes de la fisica involucran dos cantidades fundamentales, la velocidad
de la luz c y la longitud de planck [,.

2. Cada observador puede establecer el valor de I, (el mismo para todos los
observadores inerciales) y esta determinado por la relacion de dispersion
del fotén, que toma la forma E? — ¢*p? + f(E,p,l,) = 0, donde f es
la misma para todos los observadores inerciales y ademéas f(E,p,l,) ~
lycp*E.

En este escenario y partiendo de evidencia experimental para la relaciéon de
dispersion del foton,

E m
267 [cosh <) — cosh ()] = pPel/Ep, (6.126)
Ey Ep

la estructura del espacio-tiempo sufre modificaciones. Ahora las coordenadas
espaciales de la particula (entiéndase las variables del espacio fase), satisfacen
las siguientes relaciones de conmutacion,

&4, &,]=0. (6.127)

Mientras el espacio de momentos deja de ser una variedad plana R2, ahora es
un espacio maximamente simétrico de curvatura constante —x (anti de Sitter).
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Este espacio no-conmutativo es denominado x-Minkowski. En este marco los
generadores del grupo de Poincaré deben ser modificados acorde a las anteriores
restricciones.

6.3.2. Espacio k-Minkowski

Para modificar la estructura de los generadores del algebra de Poincaré en el
espacio k-Minkowski, se postula que estos tienen la misma forma y se averigua
como estos actan sobre funciones restringidas a las relaciones (6.127). El punto
de partida sera escribir las funciones de este espacio en forma exponencial y
donde las coordenadas de las funciones del argumento satisfagan las relaciones
mencionadas a través del producto-x. Esto ultimo se logra a partir de la formula
de Campbell-Baker-Hausdorff (CBS). Esta formula establece el producto de
exponenciales cuyos argumentos son funciones que satisfacen la relacion,

(£, 8] = ich, &p. (6.128)
De esta manera, o ) .
ezk‘ Zuep Ty — oY (k,p)a:,,7 (6129)
con,
1
(k) = B+ SR+ (6.130)

Esta formula CBH esta escrita en términos de funciones exponenciales e?*%, que
representan extensiones de las funciones exponenciales conmutativas e’** para
un espacio no-conmutativo.

La relacion (6.129) genera un producto asociativo—*czv al asumir que el
mapeo de Weyl de una funcion f(z) puede ser escrito en términos de expo-

nenciales %,

Qe (f) = ﬁ/f(k)eikid”k. (6.131)

De esta definicién la funciéon exponencial conmutativa e*® es mapeada en la

exponencial no-conmutativa e““ﬁ
Qg () = / S(k)e™ Tk = et (6.132)

Por lo tanto se tiene definido el producto—*cﬁu correspondiente al mapeo ch

v

Chu

P o) =03 (2,009, (6.3

Para el caso particular que (6.128) sean las relaciones (6.127) de x-Minkowski,
se obtiene para (6.129),

etk B il s — ir(k D) Eu (6.134)
con,

010 4 [0 (6.135)

i SRR + o)1 (6.136)

oK +19)
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donde la funcion ¢(a) es definida por,

1

=~ (1- e ). (6.137)

¢(a)
De aqui, aplicando al caso de dos exponenciales se obtiene,
eikHIu X0 eil“z,, — Q;l (Qm(eik“ru)Qn(eil“m,,))

_ Q;l (eikieipaﬁ)

:Qzl(eir(k,l)a}u) _ eiT(k,l)"’fru' (6.138)
Para el caso particular en que &k =1 = 0, se obtienen las siguientes relaciones,

2
Lo *k Lo =Ty,

i\
T *k Ty =TT + 5%‘,

i\
Ti*k Lo =T0X; — 5%‘,

T % T :x?.

Por lo tanto se reproducen las relaciones de conmutacién del espacio-tiempo
k-Minkowski.

6.3.3. Algebra de Hopf U,(iso(3,1))

Teniendo en cuenta lo anterior, se procederé a obtener la representacion del
algebra de Poincaré U(iso(3,1)), referida a un espacio x-Minkowski.
Traslaciones

Para el caso conmutativo en un espacio-tiempo de Minkowski los generadores
de las traslaciones actian sobre funciones exponenciales de la siguiente manera,

P,(e™) = ket (6.139)

De (6.132) una funciéon ¢ en un espacio x-Minkowski esta definida via el mapeo
de Weyl,

o= / d'p F(p) 2 (e7"). (6.140)

Por lo tanto de (6.139) y (6.140), resulta natural definir las traslaciones en el
espacio k-Minkowski por los operadores P que satisfacen,

PrQ, (€)= Ky Qe (7). (6.141)
El coproducto APf* se obtiene al observar que de acuerdo a (6.138),

Qm(eipm)gn(eiqm) — Qﬁ‘/(eik“z“ * eil“z,,)

= Qﬁ(ei(pﬂe’“’o)f—i(po+qo)ro). (6.142)
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por lo cual,
PEQ ()0, (777) = —i€, (9" FFP)7)
= —iQ((k+p) e’ HP)7)
= [PFQ(e™)][24 (€™")]
e M, ()] [PFQ.(e77)],  (6.143)
donde,
pHa = (Do + qo. 1 + q1e 0, pa + qee T, ps + gze” M), (6.144)
Por lo tanto, )
APF)=Pf@1l+e 0 g PF. (6.145)

Siguiendo un procedimiento analogo se puede mostrar,
AP)=Pf®1+1® Py. (6.146)

De lo anterior es claro que los generadores (6.141) tienen diferente coproducto
respecto al caso conmutativo (2.35), sin embargo preservan el algebra de Lie
(2.36),

[Py, PF]Q (™) = PEPrQy. () — P PQ, (™)
=—0,.(0,0,e™) + Q. (9,0,e™)
=0. (6.147)

El hecho que el coproducto (6.145) sea distinto del usual representa un gran
inconveniente, ya que nos dice que las traslaciones son coconmutativas.
Rotaciones

De la misma manera que en el caso anterior, resulta natural definir los ope-
radores de rotacién para el espacio k-Minkowski, de la siguiente manera,

MFQu (™) = —i€jnQ(2p0e™). (6.148)

Al hacer actuar este operador sobre el producto de dos funciones definidas en
el espacio k-Minkowski, se obtiene el siguiente coproducto,

A(MF)=M;®1+1® Mf. (6.149)

Bajo la prescripcion (6.148), se obtienen las relaciones de conmutacion para los
generadores de este espacio,

[MF, PS]QH(e““") = ([—2K0u + Bﬂxk]ale“”’)
= 0,16 k1Q% (017F7), (6.150)
Por lo tanto,

[MF, PF]Q,. (™) =ie;j, P

P90

[MF, P Q. (™) =0. (6.151)
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De forma anéloga se puede mostrar,
[MF, MEIQU (™) = iejr M. (6.152)

De aqui los generadores de las rotaciones en este espacio (6.148), preservan
la forma del coproducto (2.44) y las algebras de Lie (2.29) y (2.37) del caso
conmutativo.

Boosts

Al igual que en el caso de las traslaciones y rotaciones, los generadores de
los boosts en un espacio xk-Minkowski, se definen de forma natural,

N;Q,i(eikw) = Qﬁ{i(.’tja{) — 1’08j)(6ikx)}. (6153)
De aqui para el coproducto ANF,

N, (e77)Q, (€77) = Q, (Nl FHP)7)
= —Qul(@o(kFp); — z;(k + p)o)e*FP7]
= —[Qu([kjao — ko;]e’)Qu(?7)
+Q (e M0t ([pjz0 — pojle™)
—AQ,, (k;e™) Q. (p121eP")
120, (sinh(\kg)e™*™) Q. (poz€™*)),  (6.154)

donde se han usado las relaciones,

Qﬁ(xoei(k—'}-p)x) ( z(k+p):c)
= Q. (") 20y (") — APQ (™), (e")

:QH(:EO@””) < (ePT) — (6 Qe (prz1e®*), (6.155)
Qp (T FHP) = 35,0, (1B TP)7)

:e)\kOQK( zkw) ( 1px)

=eMoQ, (M), (zjeP). (6.156)

Por lo tanto de (6.154) se sigue,
K\ _ NTR —A\PF K
A(NF)=Ni@1l+e 0 @ NI+
+2sinh APy ® &, Py — APf @ £P". (6.157)

El haber asumido que N tendria la forma (6.153), trae como consecuencia que
que A(N]'-“)7 no sea un elemento del producto tensorial algebraico, i.e. no es
una funcién solamente de los elementos M*, N*, P*. Por lo cual es necesario
encontrar un nuevo operador N, tal que A(NF) sea un elemento de A ® A,
donde A es el algebra generada por (P}, MfF,NT).

Este problema de consistencia, asi como una serie amplia complicaciones,
aparecen cuando se quiere deformar algebras siguiendo procedimientos analogos
al anterior. Un método mas poderoso que libra en general, un mayor numero6 de
obstaculos, es deformacion mediante twist.
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6.4. Deformaciéon por medio de Twist.

Una forma natural de deformar una algebra universal envolvente, consiste
en sustituir el producto ordinario conmutativo que actta sobre las funciones
definidas sobre la variedad diferencial del grupo correspondiente, por un produc-
to no-conmutativo compatible con dicha algebra. Al realizar este procedimiento,
claramente se obtiene una algebra no-conmutativa, la cual ya no es dual de la
coalgebra compatible original. Para mantener la consistencia, resulta necesario
encontrar una coalgebra compatible con el algebra deformada. Esto significa en-
contrar los mapeos coproducto, counidad y antipoda que inducen los respectivos
mapeos deformados.

Drinfeld demostr6é que a partir de una algebra deformada, era posible cons-
truir una coalgebra dual y compatible, tal que ambas estructuras formaran tam-
bién una algebra de Hopf. Esta algebra en la literatura se le denomina deforma-
ci6n de Jordan.

6.4.1. Estructuras coalgebraicas compatibles con algebras
deformadas.

Si A es el algebra de funciones, para f, g € A existe el mapeo multiplicacion
w tal que,
p:AA — A
wfog) — fo (6.158)

Si G es el algebra del Lie, asociada al grupo de simetrias G que acttian sobre A,
los elementos a € G acttian como derivaciones sobre los elementos de A,

av> (zy) = (a>z)y + x(a>y). (6.159)

Esta expresion puede reescribirse en términos del mapeo coproducto A que
induce el algebra universal envolvente U (a),

A:U(a) — Ula)®@U(a)
Ala) —» a®l+1®a, (6.160)

de la forma,
avpu(f®g) = p(Ala)> (f ©9)). (6.161)

Esta expresion representa la covarianza del producto p respecto a la accién de
U(g). Para un producto p,, esta condicién implicaria necesariamente la existen-
cia de un coproducto compatible A7,

a> (@ g) = (A7 (a) > (f ® g)).- (6.162)

La deformacion del producto p en p, evidentemente requiere la deformacion del
coproducto A en A%,

avp(f@g)=avu(F(feg)
=u(A(a>)FH(f @ g))
=p(F 1A (ap)(f ®g)), (6.163)
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donde,
AT (av) = FA(av)F~L. (6.164)

Este coproducto satisface la condicion de compatibilidad (6.162) por definicion.
Asi, de esta manera es posible encontrar mapeos coproductos duales que inducen
productos deformados. Por ejemplo para el caso del producto-xy definido en el
capitulo anterior,

g (f(2) @ g(2)) = po Fy ' o (f(2) ® g(2)), (6.165)

donde, ,
Fo =20 PatPs (6.166)

se obtiene el siguiente coproducto compatible,
AT (ap) = FpA(g>)F,t (6.167)

Mediante un analisis anélogo de pueden mostrar que los mapeos duales defor-
mados para la counidad y la antipoda resultan,

e7(g) =e(g), S7(9) =uS(glu", (6.168)

donde,
u=m(id® S)F; u ' =m(S®id)F. (6.169)

A este nivel tenemos un procedimiento que permite encontrar estructuras coalge-
braicas compatibles con un algebras deformadas, sin embargo esto no garantiza
que estas dos estructuras formen una algebra de Hopf. En la siguiente seccion se
mostraran los requisitos que debe satisfacer F para que esto ultimo se satisfaga.

6.4.2. Twist.

Suponiendo que se tiene una algebra de Hopf (A, m, i, A,e,.5) y un elemento
invertible F € A ® A que genera los mapeos,

AT (a) = FA(@)FY, €7 (a) =¢(a), ST (a) =uS(a)u™?, (6.170)

Para que (A, m,i, A" 7 S7) también forme una algebra de Hopf es necesario
que se satisfagan los axiomas de coasociatividad, counidad, y antipoda,

(AT ®@id)AT (a) = (id @ AT)AT (a), (6.171)
(e7 @id)AT (a) = (id @ e¥) AT (a) = a, (6.172)
(87 @id) AT (a) = p(id @ ST)AT (a). (6.173)

Para (6.171) por un lado,

(AT @id) A (a) = (F @ 1)[(A @ id)(FA@)F )(F ' @1)
= F12(A ® id) F(A ® id)Aa) (A @ id) F Ft, (6.174)

mientras por otro,

(id @ AT)AT (a)= (1@ F)(id @ A)(FA(@)F H(1e F 1)
= Fo3(id @ A)F(id @ A)A(a)(id @ A)F 1 Fy,'. (6.175)



6. Grupos cuénticos. 112

De (6.174) y (6.175) se sigue que la condiciéon para que se satisfaga la coasocia-
tividad es,
Fia(A ®id)F = Fas(id @ A)F, (6.176)

donde Fio=F®1ly Foz3 =1 F.

De la misma forma para (6.172) por un lado,

(¥ @ id)AT (a) = (e ® id) FA(a)F 1, (6.177)
mientras,

(id @ e7)AT (a) = (id @ €) FA(a) F L. (6.178)
De las ecuaciones (6.177) y (6.178) se sigue que la condicion de counidad queda
satisfecha con,

(e®id)F = (id®e)F = 1. (6.179)

De forma anéloga se puede mostrar que el axioma de la antipoda (6.173) se
satisface de forma directa sin exigir ninguna condicién adicional sobre F.

Si F € A® A satisface las condiciones (6.176) y (6.179) se le denomina
twist de Drinfeld, mientras que a las deformaciones que fijan la estructura alge-
braica (A, m,i) y modifican solo la estructura coalgebraica (A, 7, S%) se les
denomina deformaciones de Jordan.

6.4.3. Deformacién de Jordan U7 (sl(2)).

Se denota con U7 (sl(2)) al algebra de Jordan cuyos generadores satisfacen
las relaciones de conmutacion,

[H,E|=2E, [H,F]=-2F, [E,F]=H. (6.180)
Con los mapeos,

AT (E)=FAE)FY, AT(F)=FAF)F', AT(H)=FAH)F,

(6.181)

e (E)=¢e(E)=e"(F)=¢e(F)=¢”(H) =¢(H) =0, (6.182)

ST(E) =uS(E)u~t, ST (F)=uS(F)u™', S¥(H)=uS(H)u ', (6.183)
definidos a partir del twist de Drinfeld,

F=e 3080 45— _In(1-2hE). (6.184)

Esta algebra U7 (sl(2)) forma un algebra de Hopf. Para probar esto primera-
mente se tiene que mostrar que F satisface las condiciones de coasociatividad
(6.176) y counidad (6.179). Primeramente para la coasociatividad por un lado,

Fr2(A @ id)F = Fia i <— l)n(A ®id)(H"®c™)

= 2
—F g‘a ( _ ;)n(A(H)” ® ™)

:Flze—%(H®l®a+1®H®a)

_ (f ® 1)6—%(H®1®0+1®H®0)
:e—%(H@a@l)e—%(H@)l@a—i-l@H@a)

=~ 3 (HOOOIHHR1Q0+1OH®0) o([fl+[en])/2 - (6.185)
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donde a = —(H®o®1),3=-1(H®1®0)yy=—-1(1® H®o0). por otro
lado,

fgg(id ® A)f :ef%(1®H®o)efé(H®o®1+H®1®a)
— ¢~ 3(IOHR+HRoR1I+HR1®0) o ([v,0.]+[v,5]) /2 (6.186)

Teniendo en cuenta que,
[, B] + [, 7] = [y, | + [7, 8] = H ® [0, H @ 0, (6.187)
de (6.185) y (6.186) se satisface la condicion,
Fr2(A ®id)F = Faz(id @ A)F. (6.188)

Para la counidad por una parte,

o0

(c@id)(F)=> (— ;) (e®id)(H" ® o™)

n=0

[ee] 1 n
— ——) (eH)"@o") =€ =1. (6.189)
>(-a) e

Por otro lado,

N (_ 1>n(m De(o)) = e = 1. (6.190)

De (6.189) y (6.190) queda satisfecha la condicion,
(e ®id)(F) = (id® e)(F). (6.191)

Ahora se procederéa a calcular explicitamente los coproducto. Primeramente para

AF(B),
AF(E)=FAE)F '=e 7% (E®1+10 E)e?®. (6.192)

Esta expresion puede desarrollarse teniendo en cuenta la relacion de Hadamar,

[e9)
- a 1 n
AMe M =M () = 2% —ad(A)"(9)
1 1 1
=V + ﬁ[A’ U]+ E[A’ [A, 0] + §[A’ [A, A, 9]+ ..., (6.193)
Identificando los términos,
UV=EQRQ1+1Q®FE, (6.194)

1
A=—ZH®o (6.195)
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Para el primer conmutador,
1 1
AV]=[-sHaoEal]+[-sHo0, 1 F]

1 1 1 1
=——HFE®o+-FH®Roc—-—-HQoE+ -HQ®FEco

2 2 2 2
:—%[H,E] ®o— %H@ [0, E]. (6.196)
Por lo cual,
1 1
A =—gEea (6.197)

Mientras que para el segundo,
A (AW =[~ JH® 0 ~Eeo]

1 1
=_HE®o?>—- ~FH ® o>
2 2
1

=3 [H,E]® 0. (6.198)
Por lo tanto,
1 1
gAML Y]] = S E@o” (6.199)
De aqui para el n-simo termino,
1 1"
E[A’ A, .., ¥]..] = ( n') E®o". (6.200)

Por lo tanto para (6.192) se obtiene,

0 n
eA\IIe_A=E®1+1®E+E®Z(_U)

— n!
=E®l+1®E+(E®e’ —E®1). (6.201)
Por lo tanto,
AT (E)=E®e " +10F (6.202)

De forma analoga se calculan A7 (F) y A7 (H) obteniéndose,

h
AF(F):e"@F-i—F@1—e"H®hH—e"(e"—1)®§H(H+2),

AF(H)y=e"@H+H®1. (6.203)

Para facilitar los calculos para la obtencion de las antipodas es importante antes
demostrar lo siguiente:

Si A es una algebra sobre C, si A, B,C € A. Si se asume que A conmuta con
Cy [A, B] = BC, entonces,

e Be=h4 = B, (6.204)
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Para mostrar esto se tiene que AB = B(A + C), y entonces por induccion
A"B = B(A + C)™, de aqui,

hA o Aji n
e B_Z%n!A B

[ee] h"
=) —B(A+CO)"
o n!
= BeMA+C0) — BehCehA, (6.205)
Multiplicando por la derecha ambos lados de la ecuacion por ¢4 se obtiene
el resultado deseado. Una vez obtenido este resultado se procede a calcular la

antipoda S7 (E),

ST(E) = uS(B)u~! = [i ( - l)nH"S(o")} S(E) [i (;)nS(H”)a”]

n=0 2 n=0
-[3(-5) we]en[3 () camm]
=_e2l7pe=3H0, (6.206)

Teniendo en cuenta que,
1 1
§[HO', E] = 3 (H[o, E)+[H, E]a) = Fo. (6.207)

Teniendo en cuenta (6.207) y (6.204) se obtiene finalmente para (6.331),
ST(E) = —FEe°. (6.208)
Siguiendo un procedimiento similar se pueden encontrar,
ST (H)y=—He™ ", (6.209)
SF(F)=—Fe " — gm(e—” +1)e 7 +hH(e 7 —1)e” 7.  (6.210)

Las counidades en esta algebra U” (sl(2)) son las mismas de U(sl(2)).

6.4.4. Deformaciéon de Jordan U=

Para el caso particular en que g sea el algebra de Lie de los campos vectoriales
en el espacio-tiempo M = R*, se considera el twist,

F=e 2" sim®0 (6.211)
donde 0" es una matriz antisimetrica. Esta constante esta relacionada con la
longitud de Plank [, y se considera fundamental en el mismo sentido que la
velocidad de la luz (c) y la constante de plank (k). Las simetrias de los sistemas
fisicos tendrian a (0*¥,c y h) invariantes. El elemento F tiene como inverso,

igHv

Fl =3 mem O | (6.212)
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Este twist satisface las condiciones (6.176) y (6.179), ya que el algebra de Lie
de derivadas parciales es abeliano. El producto-x entre funciones es obtenido a
partir del producto ordinario, via la acciéon del operador twist,

frg=poF Y f®yg), (6.213)

donde p es el producto usual entre dos funciones, u(f®g) = fg. Frecuentemente
se utiliza la siguiente notaciéon (suma sobre «),

F=f® fa, (6.214)
Fl=f*® f.. (6.215)

De esta manera, - -
fxg:=f(f)falg) - (6.216)

Esto ultimo de forma explicita resulta,

. n
_ ignv 0 o 0 1 [/
F 1_ 62‘9 Far @ gav :Z g (2> gHiv1 .(gunl/nam . 'a,un ®ayl .__aun

=f® fa . (6.217)

A partir de (6.170) es posible deformar el algebra de Hopf de los campos
vectoriales via la accién de twist, teniendo en cuenta que UZ = UZ7. De esta
manera se tienen los mapeos coproducto, counidad y antipoda definidos de la
siguiente manera,

AT () =FA()F, (6.218)
ST =uS(E)u, (6.219)
e” (&) =¢(9). (6.220)

El uso de la notacién "suma sobre"tiene muchas ventajas, ya que simplifica
de sobremanera los desarrollos. Por ejemplo, para (6.169) teniendo en cuenta
(6.214) se obtiene,

u=m(S ® id)(F)
m(S ®id)(f* ® fa)
m(f*S @ fo)
=1*S(fa)- (6.221)
Mientras que de (6.169) y (6.215),

u™t = S(fY) fa- (6.222)

Por otro lado para demostrar que (UZ% - i, A% S% ), forma una algebra de
Hopf, es necesario hacer ver que los mapeos cumplen los axiomas de coasocia-
tividad, counidad y de la antipoda. Para el axioma de la counidad es necesario
mostrar,

(e @id) AT (€) = £ = (id @ &) AT (€). (6.223)
Para el lado derecho de la ecuacion,
(e ®id)AT (&) = (e ® id)(f “6F” @ f ulof p)
=e(toGT ) ubof 5
—e(fM)e(&)e(FD)f u&of 5. (6.224)
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Al considerar la identidad,
FFl=1®1, (6.225)

se tiene,
1= (e®id)FF = (c@id)( T’ @1 p)
=e(f)e(f7)f of 5. (6.226)
De (6.224) y (6.226), se obtiene finalmente,
(e @ id)AT(€) = e(&1)62 = €. (6.227)
Por otro lado, para el lado izquierdo,

(id @ e) A7 (§) = (id @ &) (&1’ @ falafp)

Zfa&fﬁf(fafzfﬁ) )
= [ e(fa)e(E2)e(fo)- (6.228)
Al aplicar (6.226) a esto anterior se obtiene finalmente,
(id® AT (&) = &e(&) = & (6.229)

De (6.227) y (6.229), queda demostrado esta propiedad. Tanto el axioma de
coasociatividad y la antipoda se muestran de una forma similar.

6.4.5. Deformacion de Jordan 0:(UZ)”.

Se denota con d¢(UE)” al algebra de Jordan de difeomorfismos, cuyos gen-
eradores satisfacen las relaciones de conmutacion,

[0¢, 0] = dexn- (6.230)
con los mapeos,
AF(8¢) = FAG)F Y, ef(0¢) =e(8¢) =0, ST (6¢) =uS(6e)u™", (6.231)
definidos a partir del twist de Drinfeld,
F = e 20"0u00, (6.232)

Como se menciono en la seccidén anterior, este twist satisface las condiciones
(6.176) y (6.179), ya que el algebra de Lie de derivadas parciales es abeliano.
Calculando explicitamente el coproducto A% (d¢),

AT (5e)=FA(6¢) F~!
= 30000 (5, @14 1 ® b )es? IS (6.233)

Esta expresion puede desarrollarse teniendo en cuenta la relaciéon de Hadamar
(6.193) al identificar,

V=0®1+1® d, (6.234)
A= féewa# ® 0y, (6.235)
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se obtiene,

—ipnv
(A, 0] = =5 (104 © 0,0 © 1] + [0, © 0,10 3]
—igH
= (5@5) ®0+0,® 5@5))’ (6.236)
donde se ha definido,
[8,,, 55] = 6(3[}@. (6.237)

Por lo cual, a primer orden se tiene,

J24
A (5) = (5@5) ® 0y + 0, ® 5(6V€)> + 0O(6?). (6.238)

En tanto para la antipoda S}—((Sg),

57 (6¢) =uS(d¢)u~
- [i (") ()| st [i (=5) stmer]
- [fj (9) -0t (-0 [i (‘Z””)n<—8ﬁ)aﬂ
= I §ee 5 O (6.239)
Identificando términos,
U =4, (6.240)
Az—%@‘“’@u&,. (6.241)

De aqui,

i v
[A, W)=~ 26"(9,0,, &

7: v
= =20 (0,00, 0¢] + [0, 06]01)
i nv
= =50 (9u0(0,0) + 00,0 ) = 0. (6.242)
Por lo tanto de la relacion de Hadamar (6.193) se obtiene finalmente S7 (d¢),
ST (6¢) = —d¢. (6.243)
La counidad de esta algebra es la misma que para el caso no deformado,

e7 (8¢) = (d¢) = 0. (6.244)

6.4.6. Deformaciones de Jordan para U(H(3,1)).

En esta seccion se presentaran dos deformaciones del algebra U(H(3,1)).
Estas deformaciones se obtendran por medio de los twist’s,

_ ,i0°°P,®P;s
Fo = €2 B,

Fy = etfanX"0X7 (6.245)



6. Grupos cuénticos. 119

Estos elementos pertenecen al algebra universal envolvente Fy, 5 € U(H(3,1))®
U(H(3,1)), ya que los elementos polinomiales que se obtienen de expandir la
exponencial pertenecen a esta algebra. Para la primera representacion se usara
Py > X# = 6f,, Mientras que para la segunda se considerara X > P, = §.

Deformacién de Jordan U”7¢(H(3,1)).

Los generadores del algebra de Jordan U”7¢ (H (3,1)) satisfacen las relaciones
conmutacion,

[X*, X¥]=0, (6.246)
[Py, P]=0, (6.247)
[XH, P, =1id". (6.248)

Con los mapeos,
Ao (XM = FaA(XMF, L, AT(P,) = FoA(P,)F, L, (6.249)
efo(XP) = e(XH) =eT(P,) = e(P,) = 0, (6.250)
STo (XM =uS(XMu~t, ST (P,) =uS(P,)u !, (6.251)

definidos con del twist de Drinfeld,
Fo = 30" Pa®Ps, gy — _gue, (6.252)

Con estas estructuras U”7¢ (H (3, 1)) forma una algebra de Hopf. Antes de mostrar
esto ultimo se mostrara que Fy es un buen twist, es decir satisface las condiciones
de coasociatividad (6.176) y counidad (6.179). Primeramente para la coasocia-
tividad por un lado,

oo -9aﬂ n
FRA©idF=F2 S <z : ) (A@id)(P" ® P})

n=0
_ rl2 29 n mn
=Fy Z (2 ) (A(Pa)" @ Pg)
n=0
:]:'9126%9”[’(Pa®1®Pﬁ+1®Pa®Pﬂ)
= (Fp @ 1)e2?"" (Pa®I1®Ps +10Pa®Pj)
— 3977 (Pa®Pp®1) 507 (Pa®1®P3+1® Pa®Pp)
igas
2620 (Prx®P[3®1+P(1®1®P[3+1®PQ®P[3), (6253)
mientras que,
FB(id® A)Fy = eb0 18P8R) 40 (PuBPIOLEP.O10P))
igas
2629 (1®Pa®P5+PQ®PB®1+PQ®1®P5)7 (6254)
De (6.253) y (6.254) se satisface la condicion,

Fi2(A®id)Fy = F2(id @ A) Fp. (6.255)
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Para la counidad por una parte,

(c@id)(Fp)=Y (’9

>n(€ ®id)(P! ® P})

=> ( 92 ) (e(P)"®@Py) =€ =1, (6.256)

por otro lado,

(id ® €)(Fp) i(

(%

68

) (id®e)(Py @ Pg)

168

) (Pr@e(Ps)") =€ = 1. (6.257)

De (6.256) y (6.257) queda satisfecha la condicion,
(e ®1id)(Fy) = (id @ €)(Fp)- (6.258)

Ahora se procedera a calcular explicitamente los coproductos. Primeramente
para ATo(XH),

AT (XH) = FoAXM)F, !
=30 Pa®Ps (X1 @1 4 1@ XM)e 30" Pa®Ps  (6.259)

Esta expresién puede desarrollarse teniendo en cuenta la relacién de Hadamar
(6.193) al identificar,

T=X"@l+10 XA, (6.260)
A= %eaﬁPa ® Pj. (6.261)

Dado que,

(A, @)= ;eaﬁ[ ® Py, X* 1] + 26°° [P, © P5, 10 X"]
= 200 ([Pa, X¥] @ Py + Po @ [Py, X¥))

- %0“5(1 ® Ps) + %ea“(Pa ®1). (6.262)

En tanto,

%[A, A, 0] = (;9a5> (;9“5) [Po ® Ps,1® Py

() ) omon
= (;9a6> (;guﬁ) P, ® [Ps ® Pg]

+ (;oaﬁ) (;é)w) [Pa,Pa]®Ps=0.  (6.263)
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Por lo tanto se obtiene,
AT (XM =XF@1+10 X!+ %eﬂﬁ(l ® Pg) + %aa“(Pa ®1).  (6.264)

Mientras que para A7¢(P,),
A}—G(Pu) :]:9A(Pu)~7:9_1

=30 Pe®Ps (P @1+ 1® P,)e 20" P8P (6.265)
Identificando,
V=P, ®1+1Q F,, (6.266)
A= %aaﬁpa ® Ps. (6.267)
Dado que,

[A, 9] =567 [Po ® Ps, P, © 1] + 56 [Po @ P5,1® P]

_Z
)

se obtiene para A (P,),

0°?([P., P,] ® Ps + P, ® [P3, P,]) = 0. (6.268)

AT (P)=P,®@1+1®P,. (6.269)
Para la antipoda S%¢(X*),

SFo (XM =uS(XH)u~!

=[5 () reseen]sexn| 3 (25 seeneg]

n=0 n=0

= i0oPN\" = i\
[Z( . ) Pa(Pg)](X”){Z( . ) <Pa>Pg}

n=0 n=0
— o5 PaPs x5 PPy (6.270)

Identificando términos,
U =X" (6.271)
A:—%eaﬁpapﬁ. (6.272)

De aqui,

A, 0] = —%eaf’[PaPﬁ, XM

_r
2
- %eﬂapa - %eﬂﬂpﬁ = 0. (6.273)

0°F (Po[Pg, X"] + [Pa, X"|Pg)

Por lo tanto de la relacién de Hadamar (6.193) se obtiene para S%¢(P,),

S*o(p,) = —P,. (6.274)
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Para la antipoda S7¢(P,),

s*o(p,) = uS(P,)u!
N AN N o
[ S () s (55 sew
n=0 n=0
« o0 af
AR (T memfen B (5) o
=0 n=0
=— (6.275)
Al identificar,
U=P,, (6.276)
A:—%aaﬁpapﬁ, (6.277)
se obtiene,
[A,T] = 0. (6.278)
Por lo tanto de la relacion (6.193) se obtiene finalmente,
S*e(pP,) = —P,. (6.279)

Las counidades de esta algebra U”¢(H (3, 1)) son las mismas que las del algebra
no deformada U(H(3,1)),

Fo(x¥) =e"(P,) = 0. (6.280)

Deformacién de Jordan U7 (H(3,1)).

El algebra de Jordan U”¢(H(3,1)) se define a partir de las relaciones con-
mutacion,

[X*, X¥]=0, (6.281)
[Py, Po] =0, (6.282)
(X" B,)=idk. (6.283)

Con los mapeos,
AFI(XM) = FpAXMFY, ATI(P,) = FsA(P,)Fy (6.284)
efo(XH) = e(XH) =P (P,) = e(P,) =0, (6.285)
STo(XH) = uS( XMt ST(P,) =uS(P,)u™", (6.286)

definidos a partir del twist de Drinfeld,
Fy=edlasX0X% g — g, (6.287)

Con estas estructuras U7¢(H(3,1)) forma una algebra de Hopf.
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El elemento Fj es un buen twist, es decir satisface las condiciones de coaso-
ciatividad (6.176) y counidad (6.179). Primeramente para la coasociatividad por
un lado,

Bap\" A
o) (@ s id(xe) s (7))

FP(A@id) Fy=F;> ) <
n=0

=y (52) ey e o)

(Fs® l)e%éaﬁ(xa®1®xﬁ+1®xa®){5)
— ¢300s(X X ®1) 04005 (Xa®1OX5+10X*®X)
:6%6‘15(XQ®XB®1+X”®1®X5+1®X“®X5)7 (6.288)
mientras que,
fggg(Zd ® A)]:g = eééaﬁ(1®XQ®XB)€%éaﬁ(xa®x’8®1+xa®1®xlg)

éag(1®XQ®X"+X“®Xﬁ®1+X"‘®1®Xﬁ)7 (6.289)
De (6.288) y (6.289) se satisface la condicion,
FR(A®id)Fy = F2(id @ A)Fy. (6.290)

Para la counidad por una parte,

(e @id)(Fg)=> <waﬁ> (e@id)(X*)" ® (X%)")

n=0

53 (i%ﬁ)n(e(xa)” @XM =" =1 (6:291)
n=0

por otro lado,

s 27 =3 (%52) Gamaceny e (x°))

:7;) (m;ﬁ)n((Xa)” Re(XP)") = =1 (6.292)

De (6.291) y (6.292) queda satisfecha la condicién,
(e @id)(F5) = (id ® £)(F5). (6.293)
Para A7e(XH),
AT (XM = FpAXH)Fy
= e30es X OXT (xu g1 41 @ XH)ems0as X" OXT (5.994)

Esta expresion se desarrolla con la ayuda de la relacion de Hadamar (6.193)
teniendo en cuenta la identificacion,

P=X'®1l+1e X", (6.295)
A= %éagxa ® X5, (6.296)
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Dado que,
[X,Y)= 005X © X7, X" @1] + 205 [X* © X%, 1 © X]
- %éaﬁ([xa, XM @ X%+ X @ X7, X"]) =0. (6.297)

Por lo tanto,
AT (XM = XF @1+ 10 X1 (6.298)

Por otro lado para A4 (P,),
AT0(P,) = FaA(P)F; !
= 306X OX" (P @1 4 1@ P,)e 30sX X" (§5.299)
Identificando,
V=P, ®14+1Q P, (6.300)
A:%éaﬁX“ ® XP, (6.301)
se obtiene para el primer conmutador,
[A, 0] = %éaﬁ [X*®X° P, 1] + %éag [(X*® X7 12 P,

7 -
= 505X P ® X7 + X @ [X7, P))

_ %%(1 2 XP)+ %‘éa,i(xa 21). (6.302)
En tanto,
%[A, A, ] = 0. (6.303)
Por lo cual,

AFH(P) = Pu® 1410 Pyt 20,5018 X7) + S00,(X° 1), (6.304)

L
2
Para la antipoda S77(X#),

|:n—0 n=0
- 2004 " a\n n = Zg@é " «@ n
> (52) x| | (B ) xerony]
n=0 n=0
C e XX XX (6.305)
Identificando términos,
U=X" (6.306)

A= fééaﬁxaxﬁ. (6.307)
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De aqui,
[A, U] = fééag[xaxﬁ, XM = 0. (6.308)
Por lo cual de la relacion de Hadamar (6.193) se obtiene,
S%a(P,) = —P,. (6.309)

Por otro lado para la antipoda S7o(P,),

ST (P,) = uS(P)ut
=[5 (%) sy sima | 3 (Foe) soey ey
n=0 n=0
- [fj (%) ey oxy-m) [i (%2) xeyeeny]
= —e—ié%‘*x“‘xﬁpueié%ﬂx“xﬁ. (6.310)
Al identificar términos,
V=P, (6.311)
A= —%éaﬁxaxﬁ, (6.312)

se obtiene,
Z‘ = a ﬁ
[A, U] = _ioaﬁ[X X", P,
_ _%éaﬁxa[xﬁ, P, - %éa,g[Xo‘,PM]Xﬁ
= %%Xa - %%Xﬁ = 0. (6.313)
Por lo tanto finalmente se tiene,
S*o(p,) = —P,. (6.314)

Las counidades de esta algebra U”7¢(H (3, 1)) son las mismas que las del algebra
no deformada U(H(3,1)),

efi(xV)=¢e"9(P,) =0. (6.315)

6.4.7. Deformaciones de Jordan para U(iso(3,1)).

Por ultimo en esta seccién se presentaran diferentes deformaciones para el
algebra universal envolvente U(iso(3,1)). Estas deformaciones seran compati-
bles con las algebras deformadas que se obtienen a partir de los productos-*
encontrados en el capitulo anterior.
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Deformacién de Jordan U7 (iso(3,1)).
En el algebra de jordan U”%(iso(3,1)) los generadores satisfacen el algebra,
[P, P,] =0, (6.316)
(M, P =110p P — 10 P (6.317)
(M, Mag| =mvaMus — npaMyg + nusMya — 103 Mua. (6.318)

Con las relaciones,

AT (M) = FoA(M,,)F, b, AT(P,) = FoA(P)F, L (6.319)
78 (M) = e(M,,) =" (P,) = ¢(P,) = 0, (6.320)
SFo(M,,) = uS(M,,)u™t, S¥(P,) =uS(P,)u!, (6.321)

definidas a partir del twist de Drinfeld,
Fy=e30"TPa®P g — g, (6.322)

Con estas estructuras el algebra U7 (iso(3,1)) forma un algebra de Hopf. En la

seccion anterior se mostro que Fy satisface las condiciones de coasociatividad y
counidad (6.255) y (6.258).
El coproducto A7¢(P,) es el mismo que el del algebra deformada U7 H (3, 1)),

AP (P,)=P,®1+1® P,. (6.323)
Para el caso de A7 (M,,),
AT (M) =FoA(M,,)Fp !
=30 PP (VL @1 +1® M, )e 20" Pa®Ps  (6.324)
Identificando,
V=M, ®1+1® M,,, (6.325)

A= %eaﬂPa ® Ps. (6.326)

Para el conmutador,

¢ (87
(A, 9] =50 ([Pa, M) @ Py + Po ® [Pg, Myu))

i
= ioaﬁ (Nua Py — MvaP) @ Ps + Po @ (MusPy — nusPy) |- (6.327)

Dado que este ultimo conmutador solo tiene dependencia de P’s que conmutan
entre si, se tiene,

%[A, [A, ]| = 0. (6.328)
Por lo tanto,
AT (M) =M, ®1+1® M,

7: «
+50°7 | (o Py = Mo Pu) ® P + Pa @ (nugPy = s Fy) | (6.329)
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La antipoda S7¢(P,) es la misma que la del algebra deformada U”¢ H (3,1)),
S*e(P,) = —P,. (6.330)
Para S7¢(M,,),

S70 (M) = uS(Myy)u™!

S s sonn [ () s

n=0

- Zeaﬂ " n - eaﬁ n
(R0 memfcnaly (5) cron
n=0 n=0
0B i0
—=—¢ 2z la M;we & (6.331)
Identificando términos,
¥= Mum (6.332)
A:—Qeaﬂpapﬁ, (6.333)

se obtiene,

A, )=~ 2 6% (ol Py, M) + [Pa, M)

= —%Gaﬁ(nuﬁpaPy - nyﬂpoép# + n,LLOtPl/P,@ — nllocP;LPﬁ) — 0(6334)

Por lo tanto de la relacion de Hadamar (6.193) se obtiene finalmente,
SFe(M,,) = —M,,. (6.335)

Las counidades para U”?(iso(3,1)) son las mismas que las de U(iso(3,1)).

Deformacién de Jordan U7 (iso(3,1)).
En el caso del algebra deformada U”%x! (iso(3,1)) el twist de Drinfeld es el
siguiente,

For = 0" PP T 1 fijos]; (0% = —0%); aAb=a®b—b®a. (6.336)

Los coproductos que se obtienen para esta algebra, a partir de (6.170) son los
siguientes,
Agri(Py) =Ao(Py) (6.337)
Agri (MHV) = A()(MHV) — le[(nk,upu — Nkw Plt) QP+ P ® (anPl, — anPu)]
0" (P — My P) @ P+ P ® (i Py — i Bu)] . (6.338)

De (6.170) se puede demostrar que tanto las counidades como las antipodas del
algebra U7 e (is0(3,1)), son las mismas que las de U(iso(3,1)),

So(P,) = —Pu; So(M,) = —M,,; €(M,,) = €(P,) = 0. (6.339)
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Deformacién de Jordan U7+ (iso(3,1)).
Para obtener el algebra U7 (is0(3,1)) se considera el twist de Drinfeld,

Fpoi = e PoAP i fijo ], (0% = —0'0). (6.340)
Los coproductos que se obtienen a partir de (6.170) para esta algebra son,

Agoi(P,)=Ao(P,) , (6.341)
AQM( ) AO( MV) - 901[(770#P — Nov P,U«) ® PZ + PO ® (ni,upt/ - niuP,u,)]
+6% (i Py — Miv Pu) @ Po 4 Pi ® (nou Py — novPyu)] - (6.342)

Las counidades y antipodas son las mismas que en el caso de U(iso(3,1)).

Deformacién de Jordan U”*(iso(3,1)).

Para el caso de U7~ (is0(3,1)) el twist de Drinfeld es,
Fo = e PiMMios [k fijo, i£k], (6.343)

Teniendo en cuenta (6.170) se obtiene,
Aw(Pu)=A0(Fy) + Slnh( D) N (13 Po = o P)

—|—(cosh(%Pk) —1) L (nipPs — nouFo) (6.344)

B(Mi) = Bo(M) + M A (=T
+i (M, Myo] A smh( Pk)
[[M#,,, M), Mig] L (cosh( ~P) 1) (6.345)
Mzo smh( Pk) (Vr P — XkP(])
—% (YrPo — xkPi) A Mzo(COSh( Pk) -1,
donde,

Y = 6yk50u - 5H’f501/; Xk = 6Vk5ilt - 5uk6iu§ alb=a®b+bRa. (6.346)

Las counidades y antipodas son las mismas que en el caso de U(iso(3,1)).

Deformacién de Jordan U”*(iso(3,1)).

El twist de Drinfeld para generar el algebra U”7#(iso(3,1)) es
Fr = e PAMu [ ] fijos . (6.347)
A partir de (6.170) se obtiene,

1
AR(PH) :AO(P/L) + Sln(%PO) A (nk,lLPl - nlupk’)

1
Heos(pe Po) = 1) L (Pt P), (6:348)
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1
AI%(M,U,V) :AO(M,U,V) + %Mkl A (n#OPlI - nuOP,u)
1
+1 []\4';“,7 Mkl] A\ Sin(%Po)
1
+ [[Muw Mkl] ,M}cl] 1 (COS(%P()) — 1)

1 . 1
+%Mkl Sln(%Po) 1 (YoPr — xoP) (6.349)

1 1
— P, P M, —PF)) —1
+21% (Yo P + xoPk) N kz(COS(% 0) — 1),
con

U = DA — MuaMws XA = MuAlkp — MpA k- (6.350)

Tanto las counidades como las antipodas de esta algebra son las mismas que las
de Ul(iso(3,1)).
Deformacién de Jordan U”*(iso(3,1)).

De forma analoga se construye el algebra U”=(iso(3,1)) a partir del twist,
Fr = e PAMu [ k1 — fijos, i# k1] (6.351)
Con (6.170) se obtiene,

. 1
Ag(Py)=A0(Py) + Sln(ﬁpz’) AN (MepPr — mpPr)

1
+(COS(ﬁPi) —1) L (euPr +muFr), (6.352)

1
AR(M;W) :AO(M/,“/) + ﬁMkl A (nuipv - nViP[L)

1
+1 [,Z\fwj7 Mkl] A sin(2 Pz)

R

+ [[Myu s Mya] , My] L (cos(;_Pi) —1)

KR

1 1
= My sin(—P,) L (6 Py — xiP .
+21_€ kl Sln(QR z) (wz k Xi l) (6 353)

1 1
— (¢Y; P, ; P M, —P;) -1
toz (Vi + xiPe) A kz(COS(QR ) — 1),
Las counidades y las antipodas de esta algebra son las mismas que para el caso
de U(iso(3,1)).
6.4.8. Composicion de twist’s.

Si J,G6 € A® A son dos elementos twist’s, entonces estos satisfacen las
relaciones,

J12(A ® id) T = Jas(id @ A) T, (6.354)
(e®id)T=(id®e)T =1, (6.355)
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G12(A ®id)G = Ga3(id @ A)G, (6.356)
(e®id)G=(id®e)g = 1. (6.357)

El elemento que surge como composicién de estos elementos,
F=GoJ e AR A, (6.358)
también es un twist, es decir, este también satisface las propiedades,

Fia(A ® id)F = Faz(id @ A)F, (6.359)
(e®id)F=(id®e)F = 1. (6.360)

A continuacion se demostraran estas propiedades. Para (6.360),

(e ®id)F=(c ®id)GJT
(id®e)gJ

(id@e)F =1. (6.361)

Mientras que para (6.359),

F12(A ® id) F =G12J12(A ® id)GT
=G12J12(A ®id)G(A ® id)T
=G12J12(A ®id)GT 5 Jas(id @ A) T
=Go3J23(id ® N)GTo3" Tas(id @ A)T
=Ga3J23(id ® A)G(id @ A)T
= Fos(id @ A)F. (6.362)

Esta propiedad resulta bastante ttil, ya que permite encontrar nuevas deforma-
ciones a partir de unas ya conocidas.

Deformacion de Jordan U7 % .« (iso(3,1)).

El algebra U7 " . (is0(3,1)) se obtiene con el twist de Drinfeld,
Fort e = Fort - Fre = Fr - Forr = 3 DMt PunPL o fijos. (6.363)
Haciendo uso de (6.170) se obtiene,
. 1
Agrt 5 (Pu) = Do (Py) + sinh(-Pi) A (13 Po = o Fi) (6.364)

1
H(cosh(z-Ph) = 1) L (miuPi — mouPo),  (6.365)
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1
ﬂMiO A (nuk:Pl/ - nl/kpu)

1
Mo] A sinh(ﬂpk)

Dby w (M) = Do (M) +
+i My,

= [Mys Mol M) L (cosh(-P1) ~ 1)

21 Mo smh( P) L (YP; — kao) (6.366)

fﬂ (P — ka) A Mio(cosh( - Pk) ~1)

—0" (M Py = Mk P) @ P+ P @ (i Py — i Py
ekl[(nlﬂp - 77lu P ) ® Pk + -F)l (nk[_LPl/ - nkupp,)]

+0" [[M,u,, Mio] , P L smh( —P) P
=™ [[Myu, Mio], Pi] L sinh(- Pk>P
+i6" [[[Myu, Mio] , Myo] , P] A (coshHPk) ~1)P,
—=i0*" [[[Myy, Mio] , Mio] , P2} A (cosh( Pk>—1>Pk(6 367)

Aligual que en los casos anteriores las counidades y las antipodas son las mismas
que para U(iso(3,1)).

Deformacion de Jordan U7  (is0(3,1)).
El algebra U”#% % (is0(3,1)) se obtiene a partir del twist,
Fooi = e3e OAMUHIOTPNP o4 |0 — Fijos., (6.368)
A través de (6.170) se encuentran los coproductos,
1
Agoi 7 (Pu) =Ao(Fy) + Sln(%Po) A (e Pt = M Pr) (6.369)

+(eos(5zPo) = 1) L (mep P +mpPr)

%
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Yy
1
AQOi,F@(MuV) = AO(M;U/) + %Mkl A (nMOPI/ - nVOPu)
1
+1 [MNW Mkl] N Sil’l(ﬁpo)
2k
1
+ [[Myu, Mya], My] L (COS(%PO) - 1) (6.370)

1 1

— My sin(—Fp) L P — xoP,

+2l% Kl Sln(% 0) L (YoPr — xoP))
1 1

+% (o P + xoPr) A Mkl(COS(%Po) -1)

_HOi[(UONPV — Nov P/J«) ® Pi + PO (29 (niu,Pu - niVPu>]
+0% (05 Py — Miv Pu) @ Po + P @ (0, Py — 10w Py)]

+0% [[M,,,, My] , Po] L sin(%Po)Pi

—0% [[M,, My], P;] L sin(iPo)Po

—i0% [[[My, Mi1] s M) , Po] A (COS(%PO) —1)P;

+i0% [[[Mu,, Mig] , Myg] , P A (COS(%PO) ~1)P, .
Las counidades y las antipodas son las mismas que para U (iso(3,1)).

Deformacion de Jordan U7 = (is0(3,1)).

El algebra U”%x (is0(3,1)) se obtiene a partir del twist,

i

Fooi s = e AMi0" PoAPe o4 o 10— fijos. (6.371)
A través de (6.170) se encuentran los coproductos,
o1
Agoi 5 (Pu) = Ao (Py) + Sln(ﬁpi) N (M Pr — i Pre) (6.372)

1
—|—(COS(%P¢) - 1) 1 (Ukupk + nl;LPl) ) (6373)
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Agoi (M) =Ao(My,) + %Mkl AN (NuiPy — 1wiPy)
+i (M, Mig] A sin(%ﬂ)
+ [[My, Mia], Mia] L (cos(o=Py) 1) (6.374)
+%Mkl Sin(%Pi) L (¥iPy — xiPY)
o (WiP XiPe) A Mig(cos(5-P) — 1)

_HOi[(UONPV — TNov P/J«) ® Pi + PO (29 (niu,Pu - niVPu>]
+0% (05 Py — Miv Pu) @ Po + P @ (0, Py — 10w Py)]

, 1
+6 [[le, Mkl] 7P0] 1 Sin(?R)Pi
K
, 1
—0% [[M,, My], P;] L sin(?Pi)Po
K
0i 1
—i0% [[[My, Mi1] , M) , Po] A (COS(ﬁPi) - 1P

+i0% [[[Mu,, Mig] , Myg] , P A (cos(%ﬂ-) —1)P. (6.375)
Al igual que en los casos anteriores, las counidades y las antipodas son las
mismas que para U(iso(3,1)).

De esta manera mediante la técnica de deformaciéon de Drinfeld, es posible un
algebra deformada solo en el sector coalgebraico, manteniendo las mismas rela-
ciones del sector algebraico. En el siguiente capitulo se aplicaran estas técnicas
con la finalidad de obtener una geometria no-conmutativa.
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Capitulo 7

Cosmologia.

7.1. Introducciéon

Los universos ciclicos no son un tema nuevo en la literatura. En 1922 Fried-
mann [152] presento el primer modelo oscilante que era consistente con la teoria
general de Einstein. Este universo surgié de forma muy natural en medio del
debate; si el universo debia ser abierto o cerrado. Este modelo se formulo bajo
las condiciones (K > 0y A = 0). La grafica que representa el radio de la 3-esfera
que describe el universo espacial en funcion del tiempo, tiene la forma de una
cicloide. Este modelo traia consigo dos serios problemas. El primero de ellos fue
que entre cada uno de estos ciclos existen rebotes que tienen lugar en cada etapa
en la cual el radio espacial se hace cero. En cada uno de esos puntos se genera
una singularidad espacio-temporal (donde la curvatura espacio-tiempo se hace
infinita). Esto ultimo hace que las ecuaciones de Einstein pierdan validez en
esa vecindad. Esto ultimo llamo la atencién del propio Einstein en 1930 [153].
El segundo problema que presentaba este modelo fue su descripcion termo-
dindamica. Especificamente este modelo no podia abordar la segunda ley de la
termodindmica, ya que aqui no existe un constante incremento de la entropia
debido a que en el modelo el término de materia se trata de un fluido perfec-
to, cuya entropia es constante. Por lo tanto la expansion es reversible, aunque
a una velocidad finita. En modelos més realistas, la generaciéon de entropia es
inevitable y surge de varias fuentes como el efecto de viscosidad en la creacion
de particulas. El incremento en la entropia conduce a la no reversibilidad que
prohibe idénticas oscilaciones. Fue Richard Tolman en 1934 [154, 155] el primero
en presentar una modificacion al modelo de Friedmann que resolvia de forma
satisfactoria este este segundo problema. Tolman sabia que si los ciclos eran
cada vez mas largos, entonces el problema de la entropia estaba solucionado.
En este punto el era consciente que para fluidos perfectos, las ecuaciones de
movimiento eran reversibles, por lo cual cada ciclo necesariamente tendria que
ser idéntico al anterior. Para construir un universo en donde el ciclo posterior
tiene una duraciéon mayor al anterior, Tolman postulo la presencia de un fluido
viscoso. La viscosidad conduce a la asimetria en la presiéon durante la expansion
y la contraccién, que a su vez se traduce en una progresiéon de ciclos cada vez
mas largos y los radios maximos de expansiéon son cada vez mayores. Este mo-
delo no pudo abordar el problema de las singularidades entre ciclos, por lo tanto
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tuvo que asumir esto a priori. Mas tarde con la teoria de la inflaciéon cosmica
fue posible describir la evolucion instantes posteriores al Big Bang.

Los modelos ciclicos quedaron précticamente olvidados por mucho tiempo.
Esto en gran medida se debi6é a que la justificaciéon de un rebote en modelos
ciclicos necesariamente implica hacer uso de los efectos de la gravedad cuéntica.
Hasta hace apenas a fechas recientes han surgido célculos detallados que han
dado luz sobre el tema. En gravedad cuantica de lazos las ecuaciones de Fried-
mann semiclasicas han tenido correcciones que producen rebotes [156, 157]. El
modelo ekpyrotic en teoria de cuerdas es otro ejemplo que incorpora los rebotes
de forma natural [158]. En este modelo la transicién de un ciclo al siguiente
tiene lugar mediante una colision de D-branas [148]. Desde este punto de vista,
la frontera del choque de branas corresponderia a la teoria efectiva 4D [149].
Al aproximarse dos branas entre si ocurrirfa una contraccién que convertiria
energia gravitacional en energfa cinética de branas [149]. Al momento de la col-
ision habria una conversion de energia cinética de branas en materia y radiacion
lo cual seria el combustible del big bang [149, 151]|. La colision y el rebote en
la frontera de interseccién de las branas corresponderia a la transicién desde
un big crunch y un big bang [150]. Estos resultados fueron motivates en esta
area de investigacion dando lugar al surgimiento muchos nuevos resultados. Par-
tiendo del hecho que la entropia del universo hoy es finita, e introduciendo la
hipoétesis que el incremento de la entropia a través de cada rebote conserva esta
propiedad, Zeldovich y Novikov [159] han estimado el namero de ciclos anteri-
ores a un estado inicial, el cual se postula no debe ser singular. Por otro lado en
[160] se analizé el comportamiento de modelos con diferentes combinaciones de
materia, radiacién y constante cosmologica para valores tanto positivos como
negativos de A. El estudio mostro la existencia de una A, tal que para A > A,
se interrumpen las oscilaciones una vez alcanzado el punto méaximo del ciclo e
inicia un régimen de Sitter. En este mismo trabajo se mostré que después de
un gran nimero de oscilaciones ciertos modelos ciclicos anisotropicos sufren una
transicion isotropica como consecuencia del incremento de la entropia.

Un concepto importante para los universos ciclicos es el de histéresis. En
[189] se muestra que la histéresis cosmologica es causada por una asimetria
en las ecuaciones de estado, durante los procesos de expansién y contraccion.
Esta asimetria es la responsable de la produccién de un loop de histéresis, el
cual se define como f PdV para cada ciclo. En este trabajo se muestra que
valores negativos en ¢ PdV, se traducen en incrementos en la amplitud maxima
(i.e expansion) de ciclos consecutivos. Este tipo de universos tendrian como
caracteristicas que reducirian su densidad isotropica a lo largo del tiempo y
ademaés estarian provistos de una flecha del tiempo.

En este campo de investigacion uno de los enigmas mas importantes es la
fuente responsable de generacion de entropia. En [161] se considera que la trans-
ferencia de energia irreversible desde el campo gravitacional hasta la generacion
de particulas seria esta fuente, mientras que en [162, 163, 164] se plantea que la
evaporaciéon de agujeros negros seria la responsable.

El modelo estandar de la cosmolégica esta basado en un universo propuesto
por Friedmann, Robertson y Walker (FRW), adicionado con un principio de
inflacion propuesto por Guth [171]. Este modelo predice un universo maximal-
mente simétrico con simetria radial y en expansion. La hipotesis fundamental
de este modelo lo constituye el principio cosmologico, el cual establece que a
gran escala el universo es homogéneo e isotrépico. Esto significa que el universo



7. Cosmologia. 136

observado es el mismo para cualquier observador, sin importar el punto des-
de el cual este observando o la direccion desde la que se haga; es decir a gran
escala la distribucién de materia en el universo es independiente de la direc-
cion y el lugar desde donde se haga la observacion. La hipotesis cosmologica
esta basada en la distribucién de galaxias y la radiacién césmica de fondo. Este
modelos es sumamente efectivo para predecir la evolucion del universo actual,
sin embargo tienen serios problemas cuando se trata de abarcar la evolucién en
las primeras etapas del universo. A partir de las observaciones hechas sobre el
fondo césmico de microondas (CMB) se sabe que el universo en una etapa tem-
prana fue sumamente inhomogeneo y anisotropico [172]. También se sabe por
evidencias observacionales que la transicién entre un estado y otro debi6 ocurrir
de forma sumamente dréastica. Por lo anterior, para realizar el estudio de este
periodo de transicién es necesario estudiar modelos cosmologicos inhomogenios
y anisotropicos en el regimen de Plank.

La no-conmutatividad recientemente ha sido considerada como uno de los
rangos fundamental del espacio-tiempo a nivel escala de Plank [180]. Por lo tan-
to se espera que de esta caracteristica del espacio-tiempo emerjan algunos de
los principales efectos de gravedad cuantica [181, 182]. En [177] es interpretado
como un campo magnético en una escala de horizontes. En [178, 179] se plantea
que la no-conmutatividad afecta campos materiales o de norma jugando un roll
importante en la produccién de inflacién. En el contexto de teoria de cuerdas, la
no-conmutatividad aparece cuando las D-branas son colocadas sobre un campo
tensorial constante antisimetrico Neveu-Schwartz B, [180]. Bajo estas condi-
ciones sobre la D-brana existen ciertas coordenadas Z*, tal que se satisface la
relacién no-conmutativa:

[Z#,2"] = 0", (7.1)

donde 6" es un tensor constante antisimétrico real, cuyas entradas son del
orden de longitudes de Plank [,. Por lo tanto, esto conduce a la relaciéon de
incertidumbre a nivel espacio-tiempo

AFHAGY > % | omv | (7.2)

A raiz de este y otros resultados [181] ha existido un gran interés por describir
teorias fisicas sobre espacios no-conmutativos.

En la seccion (§5.2.1) se mostré como a partir del elemento twist F =

igpo . . .
e29""Pp®Fs era posible construir el producto no-conmutativo,

frg=p{e 397080 f @ g} (7.3)

Aqui se considero P, = —id,. A partir de (7.3) es facil mostrar que a primer
orden el conmutador-x coincide con el paréntesis de Poisson:

[f.gls = frg—gxf
_ M{(l@1+%9P"89®80+0(92))f®g}

{11+ 200, 00, + 067 @ f)

= 07 {Fgkp + O@). (.4
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En este trabajo realizaremos un anélisis no-conmutativo a primer orden so-
bre el universo de Kantowksy-Sachs. La no-conmutatividad se introducira sobre
las ecuaciones de movimiento de las variables dindmicas Q(t), Pa(t), 8(¢), Ps(t)
de este universo. Esto se lograra fijando la algebra de Poisson (7.32). A partir de
estas ecuaciones de movimiento se encontrara la evoluciéon del volumen carac-
teristico [3(t) para este universo. Posteriormente se realizara una breve discusién
sobre los resultados obtenidos.

Antes de iniciar este estudio, es importante adelantar que los resultados que
se obtendran al final de este capitulo, tal vez puedan resultarle al lector en cierto
sentido alentadores y tal vez ambiciosos sin embargo es importaré aclarar aqui,
dos cosas muy importantes: a) la no-conmutatividad que se introduce es solo
a primer orden, b) este es un modelo de juguete que permite explorar algunas
ideas muy basicas sobre la introduccién de no-conmutatividad sobre un espacio
fase.

7.2. Universo Kantowski-Sach

Han habido muchos intentos por implementar modelos que describan uni-
versos inhomogeneos y anisotropicos, sin embargo la primera condicién lleva
a problemas de estabilidad que aun no se ha resuelto. Uno de los modelos
anisotropicos mas utilizados en la cosmologia es el de Kantowski-Sach [183].
Por otro lado este universo (a diferencia por ejemplo de Friedmann-Roberson-
Walker) esta caracterizado por medio de dos parametros (coordenadas), por lo
tanto brinda una excelente oportunidad (simplicidad) para abordar los efectos
de no-conmutatividad en espacio fase.

El modelo de universo de Kantowski-Sach, es el tinico modelo que no tiene
un subgrupo transitivo tridimensional. Tiene secciones espaciales S? x R, con un
grupo de simetria cuatro dimensional. El elemento de linea para este universo
se escribe como,

ds? = —=N2(t)dt* + a®(t)dr? + b (t)d6* + b*(t)sin®(0)dp? (7.5)

En la teoria general de la relatividad, las transformaciones de simetria son las
transformaciones de difeomorfismos. El grupo de Poincaré constituye un ca-
so particular de estas transformaciones. Por lo tanto para construirle una la-
grangiana a la teorfa general de la relatividad es necesario tener un escalar que
sea invariante ante transformaciones de coordenadas, que dependa solamente de
las componentes del tensor métrico g, (este serd el campo dinamico), y de sus
derivadas que en principio pueden ser de cualquier orden. El caso mas simple
y no trivial de un escalar que satisface esta propiedad es el escalar R de Ricci,
que solo depende de g, y de sus primeras y segundas derivadas. De hecho R es
el tnico escalar que se puede construir que no depende de derivadas superiores
a orden dos.

Partiendo del conocimiento, que la gravedad es una manifestaciéon de la cur-
vatura del espacio tiempo, adicionado a la condicionante que /—det gd*z es un
invariante de volumen ante difeomorfismos es como se construye la accién para
la gravedad (ver §2.3),

1
S — [ d%(mmmcmm) (7.6)
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Es a partir de esta acciébn como en esta seccion encontramos el Hamiltoniano
asociado a (7.5).

Primeramente se procedera a eliminar la dependencia espacial en (7.6). De-
bido a que que /—det g = a(t)b?(t)N(t)sin(f) y que R solo tiene dependencia
temporal (esto se mostrara explicitamente mas adelante), la tnica contribucion
temporal dentro de la Sigp la aporta sin(6). Definiendo Vo = [ sin(0)drdfdy y
restringiendo este estudio para el caso de L,qteria = 0, entonces se tiene

Vo
167G

Sl = (a(t)bz(t)N(t) R) dt. (7.7)

De aqui ficilmente se puede identificar el lagrangiano L = a(t)b?(t)N ()R, esto

debido a que S = K [ Ldt. Ahora procederemos a calcular explicitamente R.
A partir de (7.5) sabemos que,

CN2) 0 0 0
B 0 a(t) 0 0
G = 0 0 (1) 0 (7.8)
0 0 0 b2(t)sin?(0)

Por lo tanto, gi; = —N2(t), goz = a?(t), gz = b(t), gaa = b*(t)sin?(t) son las
Gnicas componentes no-nulas de este tensor métrico. De aqui es posible encontrar
los simbolos de Christoffel de segundo orden mediante

1
FZV = igK)\(aﬂg/\V + augy)\ - a)\guy)’ (79)

obteniéndose los siguientes que son diferentes de cero

I = xg% e = a](\tflé(zi;f)y o, = b](\?llzg)7
0 _ b(t)b(t) sin2(9)_ 1 ﬂ, 2 _ @
PSB - N2 (t) ’ FOl a(t) ’ 02 b(t) )
T2, = —sin(6) cos(d); T3y = bg;; T3, = ::((Z)) (7.10)
Ahora se procedera a obtener los tensores de Ricci mediante,
le = &erﬁu - 6/LF:1/ + FZVFQA - Fiurﬁw (7'11)
encontrado como resultado,
Ry = m <b(t)d(t)N(t) —b(t)N(t)a(t) + 2a(t)5(t)N(t)
—2a(t)N (t)b(t)) ,
_a®) B SN o
Rux = ~ gy (BOBONG — (ONDi(t) + 260N () ).
1
oz = s (HOUOHON (@) + BN + 0N
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Es a partir de estos tensores de Ricci como se obtiene el escalar de curvatura
mediante la contracciéon de indices

R=g¢" Ry, (7.13)
dando por resultado
R —m <b2 ON@a) + 20BN (1) — REN ({)a(t)

—2a(t)b(t)N ()b + 2b(t)b(t)a(t)N (t) + a(t)N>3(t) + a(t)N(t)bz(t)) . (7.14)

Es importante destacar como se menciono anteriormente que este escalar solo
tiene dependencia temporal. Por otro lado al introducir este escalar de cur-
vatura en (7.7), puede verse que las dos primeras integrales contienen términos
con segundas derivadas temporales. Estas integrales pueden ser sustituidas por
integrales que solo contengan términos con primeras derivadas temporales. Es-
to se logra mediante la formula de integraciéon por partes: f fla,b, N)i dt =
fla,b, N)r — ff(a, b, N)7 dt. Esto ultimo no solo simplifica la expresion sino
que ademas el hecho que solo existan a lo sumo términos con derivadas tem-
porales de primer orden en el lagrangiano sera importante para obtener, mas
adelante los momentos asociados. Teniendo en cuenta esto ultimo obtenemos
finalmente para (7.7),

S = — 4:% (_ a(t)b? (1) 2+ J\?th)d(t)b(t) . N(t;a(t)> & (715

De aqui se desprende el lagrangiano

L(a,b, N, , b) = a(t)b* (1) ;j\fzft()t)a(t)b(t) N N(t;a(t)7

(7.16)

donde el subindice es una etiqueta que especifica las variables con las que hasta
ahora se ha trabajado. Ahora bien, debido a que mas adelante requeriremos
obtener las ecuaciones de movimiento asociadas a nuestras variables dinami-
cas via paréntesis de Poisson, es necesario introducir una parametrizacién de
nuestras variables que nos permitan evitar lidiar con paréntesis de Poisson de
funciones inversas. En la parametrizacion de Misner [193],

a(t) = exp(V3B(t)), b(t) = exp(—2v3(8(t) + Q1)) (7.17)
A partir de esta parametrizacion se construye el siguiente Lagrangiano

N(#)a(t)

L(a,b,N,3,Q) =
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Para esto ultimo, solo fue necesario tener en cuenta en (7.16) que a partir de
(7.17) se tiene a(t) = V3a(t)5(t) y b(t) = —v/3b(t)(B(t) + Q(t)). Ahora se
procede a encontrar los momentos asociados a las variables dinamicas. Esto se
logra mediante TI¢ (t) = OL/JE(t). De aqui,

3a(t)b?(t) - 3a(t)b?(t) -
g(t) = ————=p6(t), Ia(t)=—-——+=9(t), Iy=0. 7.19
A partir de los momentos asociados a las variables dinamicas y el lagrangiano
es posible construir el hamiltoniano mediante la siguiente transformacion de
Legendre

H =T3A(t) + MaQ(t) + Ty N(t) — L. (7.20)
De aqui, teniendo en cuenta (7.16) y (7.18) se tiene
H(a,b, N, 3,9) = % (320 - 22)) - % (7.21)

Esta expresion se puede escribir en términos de los momentos asociados con
ayuda de (7.19), obteniéndose

N(t)a(t)

H(a,b,N,Tlg, o) = W(Hg(t) - Hg(t)) - (7.22)

Finalmente se aplican la transformacion: a(t) — 5(t) y b(t) — (t) con ayuda
de (7.16),

- N(t
(5,9, N.105, 1) = W e (VB (1) 23/30(0) (1830) 1T (1) 6 exp(~2v30(1)) ).
(7.23)
Este es el hamiltoniano que se buscaba. Ahora se procedera a encontrar las

constricciones del sistema. El Hamiltoniano (7.23) se puede expresar como H =
N()Y(t) con

T(t) = %exp(\/gﬁ(t) +2v30(0)) (T3(1) — TA(1) — Gexp(~2v30(1))). (7.24)

De la tercera ecuacion en (7.19) surge la primera constriccion del sistema Iy =~
0. Esta constriccién trae consigo una segunda constriccién,

Iy = {Tn(t), H()} = {TIn(t), N()T()} = =T (t) ~ 0. (7.25)
A partir de (7.24) se puede observar facilmente que
{Y(t), Iy ()} = 0. (7.26)
El hecho de que se satisfaga la relacion
{T@), Ht)} + u(){Y(t),lIx(t)} = 0, (7.27)

con u(t) un multiplicador de Lagrange arbitrario en el espacio face, implica que
no existen mas constricciones en el sistema y en virtud de (7.26) se deduce
que tanto Iy (¢) como Y(t) son constricciones de primera clase. Por lo tanto el
Hamiltoniano total del sistema se puede expresar de la forma

Hrp = H + u(t)Ty(1). (7.28)
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Es a partir de esto ultimo como se obtienen los siguientes paréntesis de Poisson,

BO~B0), He(®)}, Q1) = {00, Hr(®)},  N(t) ~ {N(0), Hr(t)},
s(t) ~ T (), Hr(0)}, Tla(t) ~ {Ta(t), Hr(®)}, Ty () ~ (T (1), Hr(1)}. (7.29)

Las ecuaciones I, 11, IV, V constituyen el conjunto usual de ecuaciones de Euler-
Lagrange para los grados de libertad 3(t) y Q(t). La ecuacion VI se satisface
trivialmente de (7.25). La ecuacion IT1 define la libertad de norma definida
sobre N(t). Como consecuencia de esta ecuacion u(t) = N(t) (i.e. una funcion
arbitraria dependiente del tiempo). El hecho que Y(t) = 0, permite su descom-
posicién de forma arbitraria. Una eleccion valida es Y(t) = p(t)S(¢) = 0 con
o(t) = (1/6)exp(v/36 + 2v3Q) y S(t) = 113 — I3 — 6exp(—2v/3Q) ~ 0. Al
considerar esto ultimo y fijando la norma N(t) = p~!, se obtiene el siguiente
hamiltoniano restringido a la norma mencionada

HY =TI35(t) — I3 () — 6 exp(—2V/3Q(1)). (7.30)

7.2.1. Ecs. de movimiento y no-conmutatividad

Ahora se procedera a encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema.
Para una variable dinAmica arbitraria ¢(t), sabemos que la ecuacién de movimien-
to asociada esta dada por: ¢(t) = {p(t), HY}. Por lo tanto

¢(t) = —2Lp(){Is(t), (1)} + 2l (t){Ila(t), ¢ (1)}
—12v/3 exp(—2v3Q(t){Q(t), o(t)}. (7.31)

Para esto ultimo se usaron las propiedades del paréntesis de Poisson {«, 5} =

—{B,a}, {aB,7} = a{B,7} + B{a, v} v {e**, 8} = ae®*{a,B}. Ahora intro-
duciremos la no-conmutatividad por medio de © y O fijando los siguientes
paréntesis de Poisson

{Q@), Ma()} =1, {8(1), (1)} = 1, {Q), 61)} = O, {la(t), (1)} = (? :
7.32
donde se ha considerado que © y © tienen unidades de longitud de Planck. Por
lo tanto a partir de (7.31) y (7.32) se obtiene

Q) = —20o(t),

o(t) = 20I4(t) — 12v/3e2V320),

B(t) = 2ls(t) — 12v/30e 2320,

Is(t) = 20Tg(t). (7.33)

El volumen caracteristico de este universo se puede expresar en términos de las
variables dindmicas mediante [187]

B(t) = a(t)b?(t) = exp(—V36(t) — 2v/3Q(t)). (7.34)

Debido a que el sistema (7.33) es no-lineal y las ecuaciones estan acopladas,
este no admite soluciones analiticas. Aqui se ha obtenido el comportamiento
de [3(t) resolviendo (7.33) e introduciendo en (7.34) de forma numérica. La
dindmica de este sistema se presenta a continuaciéon de forma gréafica En to-
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Figura 7.1: Evolucién de [3(¢) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universo
conmutativo-azul (© = 0,0 = 0), universo no-conmutativo solo en coordenadas-
rojo (© = 5,0 = 0), universo no-conmutativo solo en momentos-negro (6 =
0,0 = 0,12), universo ciclico amplitud maxima constante-verde (@ = 5,0 =
0,12), universo ciclico amplitud maxima en contracciéon-rosa (0 = 5, 0= 0,18),
universo ciclico amplitud maxima en expansién-amarilla (© = 5,0 = 0,23). B)
Universos no-conmutativos solo en coordenadas. Azul (© = 0,1,0 = 0), rojo

(6 =2,5,0=0), verde (0 = 5,0 = 0), amarillo (0 = 7,5,0 = 0).

do este estudio se tomaron las condiciones iniciales, Q(0) = 1,1, 8(0) = 1,
IIo(0) = 0,1, IIg(0) = 0,4. En la Fig. 7.1A se muestran las posibles evoluciones
de este universo segiin sus valores de (©,0). Se trata de seis familias de evolu-
cion: conmutativa (linea azul), no-conmutativa solo en coordenadas(linea roja),
no-conmutativa solo en momentos (linea violeta), ciclica con amplitud maxi-
ma constante (linea verde), ciclica con amplitud maxima en contraccion (linea
rosa) y ciclica con amplitud maxima en expansion (linea amarilla). Todas las
propiedades que se mencionaran a continuaciéon seran unicamente referidas a
(e, (:)). Es importante tener presente que algunas de estas propiedades pueden
modificarse de forma cualitativa a partir de un cambio en las condiciones ini-

ciales (€2(0), 5(0),IIn(0),II5(0)).

7.2.2. Analisis de resultados

Los universos conmutativos (© = 0,0 = 0) son una familia de universos que
solo presenta un ciclo a lo largo del tiempo. Nacen en —oo, se expanden hasta
alcanzar una longitud maxima y luego se contraen asintoéticamente por cero
hacia co. Tanto la longitud maxima como su periodo depende exclusivamente
de las condiciones iniciales.

Los universos no-conmutativos solo en coordenadas (© # 0,0 = 0) son una
familia de universos los cuales comparten todas las caracteristicas de los uni-
versos conmutativos adicionados con que ahora no solo las condiciones iniciales
tienen control sobre la amplitud maxima sino que ahora también ©. Como se
puede ver en la Fig. 7.1B un incremento en el valor de © se traduce en un
incremento en la amplitud maxima.
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Figura 7.2: Evolucion de [?(¢) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universos
no-conmutativos solo en momentos. Azul (© = 0,0 = 0,19), rojo (© = 0,0 =
0,2), amarillo (© = 0,0 = 0,21), verde (© = 0,0 = 0,22). B) Universo no-
conmutativos solo en momentos-verde (© = 0,0 = 0,01). C) Universo no-
conmutativos solo en momentos-verde (0 = 0,0 = 0,001).

Los universos no-conmutativos solo en momentos (© = 0,0 # 0) son una
familia de universos que presentan al menos dos ciclos a lo largo de su existencia.
La cantidad de esos ciclos depende del valor de ©, entre mas grande sea el valor
de © mayor sera la cantidad de ciclos presentes. En la Fig. 7.2A se puede observar
claramente un segundo ciclo (por problemas de escala no aparece el primer ciclo
el cual es practicamente simétrico en el origen ver Fig 7.1A linea color violeta) y
advertirse el nacimiento de un tercer ciclo. Una caracteristica importante aqui es
la ubicacion del segundo ciclo. Entre mas pequeiio sea el valor de © mas alejado
del origen se encontrara este segundo ciclo (ver Fig 7.2A). En la Fig. 7.2B se
puede observar que el segundo ciclo no aparecerd hasta ¢ ~ —180 para un valor
de © = 0,01, mientras que no sera hasta t ~ —1580 que apareceré el segundo
ciclo para © = 0,001 en la Fig. 7.2C. Para estos dos universos puede verse que ya
no existe un tercer ciclo. También de Fig. 7.2A B,C puede verse que al reducir el
valor © el valor maximo de la amplitud del segundo ciclo se incrementa de forma



7. Cosmologia. 144

sumamente notable. De aqui © = 0,2 — A ~ 40, © = 0,01 — A ~ 1,4 x 10
y © = 0,001 — A ~ 4 x 103%9. Extrapolando estas dos caracteristicas podemos
pensar que para © = 0 existird un (tnico) segundo ciclo en t = —oo, con
una A ~ oo. Los ciclos para este universo son de tipo contraccion, es decir la
amplitud maxima de un ciclo sera menor que la del ciclo antecesor.

Los ciclos de tipo expansion, son aquellos para los que la amplitud maxima
de un ciclo es siempre mayor que el del ciclo antecesor. Ahora se procedera a

realizar el analisis para universos con (6 # 0,0 # 0).

0.030 0.20 A
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0.015 A 0.10 A
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/ 0.005 / /
r T T T T 1 1
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0.20
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Figura 7.3: Evolucién de [?(¢) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universos

ciclicos amplitud maxima constante: amarillo (6 = 2,0 = 0,5), verde (0 =

3,0 = 0,3335), rojo (© = 4,0 = 0,25), azul (© = 5,0 = 0,2). B) Universos

ciclicos amplitud maxima en contracciéon: amarillo (6 = 5,0 = 0,16), verde

(© =5,0=0,17), rojo (© = 5,0 = 0,18), azul (© = 5,0 = 0,19). C) Universos

ciclicos amplitud maxima en expansion: azul (O = 5,0 = 0,21), rojo (O =
5

5,0 = 0,22), verde (© = 5,0 = 0,23), amarillo (6 = 5,0 = 0,24).

Dado un valor ©¢ # 0 siempre existe un cierto ©¢ # 0 tal que el universo
resultante (O¢, O¢) es de amplitud maxima constante. En la Fig. 7.3A se mues-
tran cuatro de estos universos. Asi por ejemplo, para © = 2 fijo existe un ©
en esto caso 0.5, que hace que la pareja (¢ = 2, (:)5 = 0,5) genere un universo



7. Cosmologia. 145

ciclico de amplitud maxima constante (linea amarilla).

Si valor elegido ©5 < ©¢ entonces el universo resultante (O¢, ;) sera de
amplitud maxima en contracciéon. En la Fig. 7.3B se muestra una familia de
universos ciclicos de amplitud maxima en contraccion los cuales tienen (O = 5)
y ©, =0,16,0,17,0,18,0,19 < @g = 0,20. Como se puede verse en esta figura al
incrementar el valor de © se reduce la amplitud de los ciclos.

Si valor elegido ©; > O entonces el universo resultante (O¢, ©,) sera de
amplitud maxima en expansion. En la Fig. 7.3C se muestra una familia de
universos ciclicos de amplitud maxima en contraccién los cuales tienen (O¢ = 5)
y ©5 = 0,21,0,22,0,23,0,24 > O, = 0,20. Como se puede verse en esta figura al
incrementar el valor de © se aumenta la amplitud de los ciclos.

P(1) P(1)

1.x 108
0.09
9.x 1074
0.08
8.x 107
0.074
7.% 107

0.06 6.x 1071

0.059 5.x 107
0.04 4.x 107
0.03 3.x 1074
0.024 2.x 107

7
0.01 1.x 10

Figura 7.4: Evolucion de [3(t) para un universo de Kantowski-Sach. A) Universo
ciclico amplitud maxima en expansién-verde (0 = 2,0 = 0,6). B) Universo

ciclico amplitud maxima en expansién-rojo (© = 5,0 = 0,40).

Una propiedad importante de estos universos ciclicos (0 # 0,0 # 0) es que
la frecuencia/periodo solo depende del valor de ©. Asi pues una vez fijado O
independientemente del valor © el universo resultante (O¢,©) tendra el mismo
periodo/frecuencia independientemente que se trate de un universo ciclico de
amplitud constante, contraccién o expansiéon. Esto se puede ver a través de Fig.
7.3A,B,C. El universo de amplitud constante-azul (@ = 5,0 = 0,2) de la Fig.
7.3A tiene el mismo periodo/frecuenca que toda la familia de universos ciclicos
de amplitud en contraccién de la Fig. 7.3B (© = 5,0 = 0,16,0,17,0,18,0,19) y
de toda la familia de universos ciclicos en expansién de la Fig. 7.3C (6 = 5,0 =
0,21,0,22,0,23,0,24).

Los universos ciclicos de amplitud en expansién tienen la propiedad que sus
ciclos no son simétricos. En la Fig. 7.4A puede advertirse muy bien esto ultimo.
Este hecho implica la existencia de una asimetria entre las presiones de expansion
y contracciéon en cada ciclo. Aqui especificamente, Peyp < Peont. También estos
universos tienen la caracteristica que son muy susceptibles a variaciones de ©.
En la Fig. 7.4B puede verse que para (6 = 5,0 = 0,40) el universo adquiere una
A ~ 1 x 108. Este ciclo corresponderia al tercer ciclo positivo (no se muestra)
de Fig. 3C (© = 5,0 = 0,21)-azul el cual tendria apenas una A ~ 0,08.
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7.3. Universo de K-S cuantico no-conmutativo.

En la seccion (§2.6.3) se mostro que la ecuacion de Wheeler-Dewitt para un
universo de Kantowski-Sach viene dada por

T3 — 113 — 6exp(f2\/§Q)}1/1(Q, 8) =0, (7.35)

donde Q = Q,Hg = —i0/08,llg = —i0/0N son operadores que satisfacen
el algebra conmutativa: [Q, 8] = 0, [lIg,g] = 0,[Q,IIg] = [8,Ig] = ih. Es-
to ultimo por construcciéon. Por otro lado en la seccion (§6.2.2) se presen-
to una técnica de deformacion algebraica. Esta técnica consiste en el mapeo
de una algebra conmutativa cuyos generadores X*, II,, satisfacen el algebra:
[X*, X¥] =0,[I,,1,] = 0, X* II,] = ihé",, en una algebra no-conmutativa
en coordenadas y momentos, i.e los generadores X© 11, satisfacen el algebra:
[(X*, X¥] = ih©m [11,,11,] = ihO,,,[X* 10,] = ihé*,. Explicitamente se
mostré que este mapeo venia dado por

v

S 4 1OHY .
XH==XH

9"t 2w

o Ou o0

I (7.36)

RTYTRET 9 ’

donde 1 = 2a¢—1. Teniendo en cuenta esto, se procedera a construir la ecuaciéon
de Wheeler-DeWitt no-conmutativa tanto en coordenadas como en momentos.
Primeramente al mapear el conjunto (£, 8, Ilo, IIg) en el conjunto ( ,3,11q, Hg)
via (7.36) y sustituir en (7.35) se obtiene

(G352 (5530 - o [ (G 50)]

Al desarrollar esto ultimo

[52<ﬂ%—ﬂ?z>+2m<ﬂ93—ﬂﬁﬂ>+v2(92—52>—6exp [~2v3(xQ-+n11y)]| (2, 8) = 0.
(7.38)

donde £ = 5, x = 5, = 2m9 yy = 209 Siguiendo el procedimiento de

cuantizacién de Dirac, se promueven las variables dinamicas a operadores,

Q—-0=Q 8- =0,

g —1I 9, i (7.39)
—_ = —q—-" —_— = —Q]— .
e e o PP a8

Teniendo en cuenta que 95/90Q = 0Q/03 = 0. La ecuacion (7.38) finalmente
toma la forma

0?02 .0
R R )

Esta es la ecuacion de Wheeler-DeWitt para un universo de Kantowski-Sach
no-conmutativo en coordenadas y momentos (espacio face). Esta ecuacion no
admite solucién analitica y en su solucién numérica aun estamos trabajando.

P(§2,8). (7.40)
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Para el caso particular en que solo las coordenadas no-conmuten (©+£0,06=0).
El hecho de considerar © = 0 = v = 0. Eligiendoa =¢=1=9=1= ¢ =
x=1n=1/2.

86;2—88;2—6exp[—2\/§<ﬂ—;§ﬁ)”¢(975)- (7.41)

La solucién de esta ecuacién se obtuvo a partir del método de separacién de
variables [80],

¥, (Q, 8) = VAL, {4e—ﬁ<9—ﬁ"@/2>] . (7.42)

Por lo tanto un estado cuantico en este universo viene dado por una superposi-
cién de estados ,

W(Q,8) = CeV L, {46‘“5(“‘“5”@/2)] : (7.43)

La amplitud de probabilidad esté representada en la Fig. 7.5. Para © = 4, se
tiene un drastico cambio en comparacion con el modelo conmutativo (ver Fig.
2.1). Ahora aparecen nuevos picos en la distribuciéon, que buscan ser el estado
mas probable del universo. El pico original ha cambiado en la coordenada 2. En
esta figura puede verse la existencia de tineles entre diferentes estados. De esta
manera al introducir la no-conmutatividad en este minisuperuniverso se crean
nuevos estados accesibles.

Figura 7.5: Variacion de || con respecto a Q y 3, con 0=4.

7.4. Direcciones en gravedad no-conmutativa.

El interés por el estudio de teorias no-conmutativas desde el punto de vista
presentado en el presente capitulo, tuvo un auge bastante importante a partir
del trabajo [194].
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En [196] se estudia la posibilidad de obtener una teoria de la gravedad no-
conmutativa a partir de la teorfa de cuerdas. El procedimiento que se uso para
lograr este fin, fue el mapeo de Seiberg-Witten. Los autores esperaban con este
mapeo en el limite de bajas energias obtener la teoria no-conmutativa presenta-
da en el presente capitulo. Los resultados fueron negativos ya que el mapeo de la
teoria de cuerdas obtenido contiene mas términos de interaccién a la teoria de-
formada. En [195] se presento por primera vez una solucion no trivial de la teoria
no-conmutativa de la gravedad (presentada en este capitulo). La solucion fue
para una simetria esférica (Schwarzschild). Los resultados obtenidos presentan
un comportamiento holografico; fuera del horizonte se obtiene una estructura
fuzzy, mientras que dentro de este se tiene una geometria no-conmutativa de
Sitter.

En [197] se estudia la no-conmutatividad para un universo FRW con un
campo escalar. Este estudio se realiza tanto para un escenario clasico como para
uno cuantico. Aqui se muestra que para este universo las soluciones obtenidas
son exactas. Por ultimo en este trabajo se realiza un analisis detallado sobre
los efectos de la no-conmutatividad en la evolucion temprana de este universo.
En [198] se presenta un universo de K-S no-conmutativo mediante un mapeo de
Seiberg-Witten. En [199] usando una aproximacion factorial cuantica, se obtiene
una familia de potenciales escalares iso-espectrales para una cosmologica cuan-
tica Wheeler-DeWitt no-conmutativa con un potencial V(¢) = V,e=*?. En este
trabajo se presenta un anélisis sobre los resultados obtenidos y la relacién de
estos con energia oscura. En [200] se encuentran explicitamente las ecuaciones
de Einstein no-conmutativas, mediante la aplicaciéon de un twist abeliano. Tam-
bién aqui se presentan las soluciones no-conmutativas para un universo FRW y
Schwarzschild. Por ultimo se muestra algunas de estas soluciones son compat-
ibles con la fenomenologia conocida para bajas energias. En [201] se presenta
una investigacion sobre los efectos causados por la no-conmutatividad en un
espacio fase generado por dos campos escalares conformes con una curvatura de
fondo tipo FRW. En este trabajo se muestra que el parametro de deformacion
introducido en el sector de momentos, es el tnico responsable sobre los efectos
no-conmutativos sobre universos planos. También aqui se muestra que las solu-
ciones no-conmutativas para campos escalares pueden ser simuladas por medio
de osciladores armoénicos. Por ultimo en este articulo se emplea el teorema de
Noether para explorar los efectos de la no-conmutatividad sobre las simetrias
subyacentes.
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Capitulo 8

Conclusiones y Trabajo
Futuro.

El objetivo principal de esta tesis fue el estudio de diferentes técnicas de
introducir no-conmutatividad en teorias fisicas, especificamente en el estudio
de simetrias y modelos cosmolégicos. Los trabajos originales que aporta este
trabajo son: se presenta un algebra de Poincaré descrita sobre un espacio fase
no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos, también se presentan
dos algebras Heisenberg deformadas por dos diferentes twists de Drinfeld, por
ultimo se presenta el estudio clasico de un universo de Kantowski-Sachs descrito
sobre un espacio fase no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos.

Mediante la técnica de transformacion de coordenadas se construyeron las al-
gebras deformadas tanto de Heisenberg y Poincaré denotadas por U g (H(3,1))y
U8 (iso(3,1)) respectivamente. Estas algebras se obtuvieron a partir de represen-
tar los generadores X* y P, que satisfacen las relaciones de conmutacion:[ X#, X¥] =
0, [P, P,] =0y [X* P, =ié*, en términos de X* y P, cuyas relaciones son:
[X*#, X¥] = iO* [P, P,)] = i©,, y [X*, P,] = i6*,. Aqui los parametros de
no-conmutatividad ©* y (:);w estan relacionados con la longitud de Plank [,. Se
demostro que estas algebras deformadas realmente forman un algebra de Hopf.
Se presento explicitamente el mapeo que permite pasar de una representacion a
la otra.

Mediante la técnica de Drinfeld, se presentaron dos deformaciones corre-
spondientes a dos twists para el algebra de Heisenberg. Los operadores X* y
P, son los generadores del grupo i.e. vectores tangentes que actian sobre un
espacio fase conmutativo de funciones. Los generadores de este espacio satis-
facen las relaciones: [z#,2"] = 0y [pu,p,] = 0. Mediante la aplicacion de los
twists: Fp = 307 Pa®Ps y Fy = e2%5Xa@Xs fue posible obtener las algebras
UZe(H(3,1)) y U”#(H(3,1)). Ahora los generadores de estas algebras defor-
madas actian sobre espacios no-conmutativos. Las relaciones de conmutacion
para los generadores de este espacio compatible con Fy son: [ZH, "] = i@ y
(D, Pv] = 0, mientras que: [T, 2] =0y [Py, ] = iéW para los generadores del
espacio compatible con F5. En este trabajo mostramos que tanto Fy como Fj
satisfacen las propiedades de un twist. Mostramos que tanto U”¢ (H(3,1)) como
U746 (H(3,1)) realmente son algebras de Hopf. Esta técnica de deformacion tiene
como caracteristica principal que preserva el sector algebraico y solo modifica
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el sector coalgebraico en este caso de U(H(3,1)). Presentamos explicitamente
los sectores coalgebraicos: (A7¢ eF0 SF0) para UT0(H(3,1)) y (A%e,e%a, §%0)
para U77(H(3,1)).

Realizamos una descripcion cléasica de un universo de Kantowski-Sachs sobre
un espacio fase no-conmutativo tanto en coordenadas como en momentos. En
este estudio no-conmutativo obtuvimos el volumen caracteristico 13(¢). A partir
de los resultados de este estudio, hemos encontrado algunos puntos que nos han
resultado interesantes y que consideramos merecen ser analizados con mayor
profundidad:

A partir del analisis anterior se puede observar que el parametro O, es fun-
damental en la evolucion ciclica de este universo. De la Fig. 7.3A, se puede ver
que estos ciclos son periddicos. Esto ultimo resulta muy interesante, ya que es
facil advertir una similitud entre este resultado y los reportados por R. Penrose
[142, 143] a partir de WMAP.

De la Fig. 7.4A es posible observar la existencia de una asimetria entre las
presiones de expansion y contraccion. Aqui especificamente, Pegp < Peont. Esta
asimetria conduce a la creacion de un loop de histéresis negativo (§ PdV < 0).
En [189] se demostro que para modelos anisotropicos, un valor negativo en un
loop de histéresis conduce a un decrecimiento en la densidad de la isotropia.

Uno de los mayores atractivos de los universos ciclicos es que los problemas
de horizonte y planitud son gradualmente aminorados conforme se incrementan
los ciclos y el universo se hace mas viejo y mas extenso. En la Fig. 7.3a, se mues-
tra como la amplitud de la longitud caracteristica [(t), entre un ciclo y su sucesor
sufre incremento, lo que se traduce en un loop de histéresis negativo. Esto ultimo
es una caracteristica no tinica pero si importante de los potenciales inflacionarios
[189]. En este caso en particular la taza de este incremento exponencial depende
directamente de los valores de © y ©. Los intentos por explicar los mecanis-
mos de inflacién como consecuencia de un principio de no-conmutatividad no
son nuevos. Una de las ideas centrales de la cosmologia moderna es que las
inhomogeneidades observadas en el universo en su etapa temprana tienen su
origen en las fluctuaciones cuanticas de los campos presentes durante el periodo
de inflacion [173, 174]. En estos esquemas, estas perturbaciones primordiales
crecieron a lo largo del tiempo debido a la inestabilidad gravitacional y even-
tualmente se transformaron en las estructuras observadas del universo. Aqui la
forma precisa de estas fluctuaciones depende de la cinematica y dinamica del
campo inflacionario empleado. Por ejemplo en los modelos inflacionarios més
simples, las fluctuaciones cuénticas tienen distribuciones gaussianas [175] y son
producidos mediante campos libres. En estudios mas sofisticados se introducen
campos mas complejos que dan lugar a fluctuaciones que siguen distribuciones no
gaussianas [176]. En [179] se plantea que una teorfa cosmologica no-conmutativa
introduce términos similares a los empleados en [176].

A partir de Fig. 7.4A, se puede ver que los rebotes de este universo son suaves
y continuos por lo cual la evolucion de este, carece de situaciones draméticas
exceptuando el punto t = —o0o, que es cuando la amplitud del volumen carac-
teristico [3(t) de este universo se anula.

El trabajo a futuro que surge de esta investigacion consiste en el anéli-
sis fenomenologico y las interpretaciones fisicas que surgen de las algebras de-
formadas propuestas en este trabajo. Por otro lado la realizacion del estudio
cuantico no-conmutativo tanto en coordenadas y momentos para el universo de
Kantowski-Sach. Esto ultimo implica trabajar en la solucion de (7.40).
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