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Algunos resultados sobre digraficas 4-transitivas

Patricio Ricardo Garcia Vazquez

Resumen

Sea D una digdfica con conjunto de vértices V(D) y conjunto de flechas A(D). Considérese
k € N, una digrifica es k-transitiva si para cualesquiera dos vértices u,v € V(D) tales que
existe una uv-trayectoria dirigida de longitud k, se tiene que (u,v) € A(D). Si k = 2 entonces
simplemente se dice que la digrafica es transitiva. Anteriormente se han estudiado varios
resultados relacionados con digréficas transitivas y 3-transitivas. En este trabajo abordaremos
algunas de las propiedades que conciernen a las digraficas 4-transitivas, cuya caracterizacién,
en el caso fuertemente conexo, fue dada por Herndndez-Cruz [17].

Un k-nicleo de una digréfica D se define como un subconjunto de vértices N C V(D) tal
que es k-independiente y (k — 1)-absorbente. En este trabajo se caracteriza a las digraficas 4-
transitivas que contienen un 3-niicleo y a las que tienen un 2-niicleo (o simplemente nticleo).
Ademss, utilizando este ultimo resultado se da una prueba de la conjetura de Laborde-Payan-
Xuong para digraficas 4-transitivas, la cual establece que para cualquier digrafica D se puede
encontrar un subconjunto de vértices independiente que intersecta a toda trayectoria de
longitud méaxima en D.

1 Introduccion

En este trabajo denotaremos como D = (V(D), A(D)) a una digréfica finita sin lazos y sin
felchas multiples en la misma direccién con conjunto de vértices V(G) y conjunto de flechas
A(D). Consideremos U,V C V(D). Decimos que (u,v) € A(D) es una UV-flecha si u € U y
v € V. Si suponemos que U NV = &, escribiremos U — V si para todo u € U y v € V se tiene
que u,v € A(D). En el caso de que U sea un conjunto unitario, digamos U = {u}, entonces
simplemente escribiremos uV-flecha en lugar de {u}V-flecha, del mismo modo escribiremos u —
V en lugar de {u} — V.

Un camino dirigido de una digréfica D es una sucesion alternada de vertices y flechas C' =
v1a1v2a9, ...an_1Vy tal que cada vértice de la sucesién es la cabeza de la flecha anterior a él y la
cola de la flecha posterior a él. Un camino dirigido cerrado es aquel que comienza y termina con
el mismo vértice, si estos son los Unicos vértices que se repiten en el camino dirigido cerrado C,|
entonces decimos que C' es un ciclo dirigido y lo denotamos por C' = (v, v2, ..., Un—1, Uy = V1).
La longitud de un ciclo dirigido C esta dado por el nimero de flechas que hay en C. Para
referirnos a un ciclo dirigido de longitud &k simplemente escribiremos k-ciclo. La circunferencia
de una digrafica D es el mayor entero k tal que D contiene un k-ciclo.

Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices. Si u,v € V(D) deno-
tamos a una uv-trayectoria dirigida T como T = (u = v1,v2,03, ..., Vp—1,Vk = V), la longitud
de una trayectoria dirigida T es la cantidad de flechas que hay en la trayectoria. En ocaciones
para referirnos a una trayectoria dirigida de longitud k simplemente escribiremos k-trayectoria.
Denotaremos por V(T') los vértices que estan en la trayectoria dirigida 7'. Si S es un subconjunto
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de V(D), abusaremos de la notacién y escribiremos S NT para referirnos a S NV (T), de igual
forma para un vértice v € V(D) escribiremos v € T en lugar de v € V(T).

La distancia entre dos vértices u y v, denotada por d(u,v), es el minimo entero k tal que
existe una wv-trayectoria dirigida de longitud k, si u = v entonces d(u,v) = 0 y si no existen
uv-trayectorias dirigidas, entonces escribimos d(u,v) = oco. Si x € V(D) y U C V(D) es un
subconjunto de los vértices de D, denotaremos por d(z,U) = min{d(z,u)|u € U}.

Dado un vértice v € V(D) definimos la invecindad del vertice v como

Np(v) ={u e V(D)|(u,v) € A(D)}
Analogamente definimos la exvecindad de v como
Nj(v) = {u € V(D)|(v,u) € A(D)}

y la vecindad de v como Np(v) = Np(v)UNZ (v). A los elementos de N (v) y N (v) se le llama
invecinos 'y exvecinos de v, respectivamente. En caso de que no exista ambiguedad obviaremos
el subindice D.

Definimos también el ingrado (exgrado) de un vértice v € V(D) como el nimero de invecinos
(exvecinos) de v, y lo denotamos como dp,(v) (d5(v)). De igual forma se omitird el subindice D
cuando sea posible.

Una digrafica D es fuertemente conezra si para cualesquiera u,v € V(D) existe una uv-
trayectoria dirigida y una vu-trayectoria dirigida. Decimos que H es una componente fuertemente
conexa de D si H es una subdigrafica de D fuertemente conexa méaxima por contencién con
esta propiedad. La condensacion de una digrafica D es la digrafica D* tal que V(D*) consta
de todas las componentes fuertemente conexas de D y (Dy,Dz2) € A(D*) siy s6lo si existe
una DiDo-flecha en D. Notamos que D* es una digréfica aciclica, pues de contener un ciclo
C = (D1, Do, ..., Dy, = Dq) implicaria que para cualesquiera u,v € D existe una uv-trayectoria
dirigida y una vu-trayectoria dirigida, por lo que la digréfica inducida por V(C) serfa fuertemente
conexa y por lo tanto constaria de una tinica componente fuerte.

Dado que D* es aciclica, entonces contiene vertices iniciales y vértices terminales, es decir,
vertices de ingrado y exgrado cero, respectivamente. Si H es una componente fuertemente conexa
de D tal que d,.(H) = 0 entonces decimos que H es una componente inicial de D. Analogamente
si dBk (H) = 0 entonces decimos que H es una componente terminal de D.

Es posible definir digraficas a partir de graficas, algunas formas de hacerlo son la siguientes.
Una biorentacion de una grafica G es una digréafica D obtenida al sustituir cada arista {x,y} €
E(G) por la flecha (x,y) o la flecha (y,x) o por el par de flechas simétricas (z,y), (y,z). Una
digrafica semicompleta es una biorentacién de una grafica completa. Una orientacion de una
grafica G es una biorentacién asimétrica D de G, es decir, en D no hay flechas simétricas. Un
torneo es una orientaciéon de una grafica completa. Observamos que toda digrafica semicompleta
contiene un torneo.

También es posible obtener una grafica a partir de una digréafica. Definimos la grdfica sub-
yacente de una digrafica D, como la gréfica obtenida al sustituir cada flecha (z,y), o (y,x), o el
par de flechas simétricas (x,y), (y, z) por la arista {z,y}. La denotamos por UG(D).

Sean D = (V(D), A(D)) una digrafica donde V(D) = {v1,v2, ..., vn} vy H1, Ha, .,, Hy, digrafi-
cas. Definimos la composicion D[Hy, Ha, ..., H,] como la digrafica cuyo conjunto de vértices esta
dado por ULV (H;) y conjunto de flechas por Ui A(H;)U{(u,v)|u € V(H;),v € (Hj) y (v;,v;) €
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V(D)}. En particular si D = H[Sy, Se,...,S,] v S; es una digréfica sin flechas para toda
i €{1,2,...,n}, entonces decimos que D es una extension de H.

Sea D una digrafica, un subconjunto N de V(D) es k-independiente si para cualesquiera
u,v € N tenemos que d(u,v),d(v,u) > k, y decimos que N es l-absorbente si para todo u €
V(D)\N existe v € N tal que d(u,v) <, en cuyo caso decimos que v l[-absorbe a u 0 que w es I-
absorbido por v. Definimos un (k, [)-nicleo de una digrafica D como un subconjunto N C V(D)
que es k-independiente y l-absorbente. Un (k,k — 1)-nicleo es un k-nicleo y un 2-nicleo es
simplemente un nicleo. El concepto de niicleo fue introducido por Von Neumann y Morgenstern
en [21].

Una digréfica D es 4-transitiva si la existencia de una 4-trayectoria T' = (v1, v2, U3, V4, Us)
implica que la flecha (v, v5) € A(D). En general una digréfica D es k-transitiva si la existencia de
una uv-trayectoria dirigida de longitud k implica que (u,v) € A(D). Dicha familia de digréficas,
asi como la de digréficas k-cuasi-transitivas se introdujeron en [13]. Una digrafica D es k-
cuasi-transitiva si la existencia de una wv-trayectoria dirigida implica que (u,v) € A(D) o que
(v,u) € A(D).

En [1] Bang Jensen y Huang dan una caracterizacion recursiva de familia de digraficas cuasi-
transitivas (2-cuasi-transitivas) con lo cual se pudo caracterizar las digréficas cuasi-transitivas
hamiltonianas, digréficas cuasi-transitivas con 3-reyes (un k-rey de una digrafica D es un vértice
que puede alcanzar a cualquier otro vértice de D con una trayectoria de longitud a lo més k) y
la conjetura de Laborde-Payan-Xuong para digrificas cuasi-transitivas.

En [6], Galeana-Sanchez, Goldfeder y Urrutia dan una caracterizacién de las digraficas 3-
cuasi-transitivas fuertemente conexas y en [16] Herndndez-Cruz caracteriza a las digréficas 3-
transitivas fuertemente conexas, y aquellas digraficas 3-transitivas que contienen un nucleo, estas
resultan ser aquellas digraficas en las que ninguna componente fuertemente conexa terminal es
isomorfa a C3. En la secciéon 2 se demuestra un resultado similar, en donde se caracterizan las
digraficas 4-transitivas que contienen un 3-nicleo.

En la secciéon 3 demostramos algunos lemas para determinar cuales digraficas 4-transitivas
fuertemente conexas contienen un ntcleo, y después generalizamos este resultado a digraficas
4-transitivas en general.

Finalmente en la seccién 4 probamos que la conjetura de Laborde-Payan-Xuong es cierta
para cualquier digrafica 4-transitiva D. Para esto encontramos un conjunto S de vértices en las
componentes terminales de D de tal forma que D\S contenga un ntcleo y analizamos que ocurre
con las trayectorias de longitud méxima al regresar este conjunto a la digrafica D.

2 3-Ntcleos en digraficas 4-transitivas

En esta seccién buscaremos caracterizar las digraficas 4-transitivas que contengan un 3-
ntcleo, es decir un conjunto 3-independiente y 2-absorbente. Utilizaremos el siguiente lema
sobre digraficas que tienen como subgrafica una extensién de un 3-ciclo.

Lema 1. Sea D una digrdfica 4-transitiva que tiene como subrgdfica H una extension de un 3-
ciclo con patricion ciclica {Vy, V1, Va}, si existe (v, v) € A(D), dondevy € Vo yv € V(D)\V(H),
entonces Vo — v.

Demostracion. Sea (v, v) € A(D) con vy € Vo yve V(D)\V(H). Si Vo= {v}, trivialmente
obtenemos que Vy — v. Supongamos que |Vp| > 2. Consideramos un vértice arbitrario y € Vj,
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y # vg. Como H es una extensién de un 3-ciclo, entonces podemos encontrar v1 € V1 y vg € Va
tales que (y,v1,v2,v0) es una 3-trayectoria en H, lo que implica que (y,v1,v2,v,,v) €s una 4-
trayectoria en D. Por ser D 4-transitiva, obtenemos que (y,v) € A(D) para todo y € Vj, es decir
Vo — w. [ ]

También haremos uso de los siguientes lema y corolarios que estan demostrados en [17].

Lema 2. Sea k > 2 un entero, D una grifica k-transitiva y C = (vg, v, ..., Un—1,v9) un ciclo
dirigido de longitud n, con n > k. Siv € V(D)\V(C), tal que (v,v9) € A(D), entonces v —
S=A{vlie(k—1)Z,}.

Del hecho de que si (k—1,n) = 1, entonces (k —1)Z,, = Z,, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3. Sea k > 2 un entero, D una grdfica k-transitiva y C un n-ciclo, conn > k y
(k—1,n)=1. Sive V(D)\V(C) es tal que eziste una vC-flecha en D, entonces v — C.

Dualmente podemos concluir que si v es tal que existe una Cv-flecha, entonces C' — v.

Corolario 4. Sea k > 2 un entero, D una grdfica k-transitiva y C = (vg, V1, ..., Un—1,00) un
ciclo dirigido de longitud n, conn > k. Siv € V(D)\V(C), tal que existe una vvg-trayectoria
dirigida en D, entonces v — S = {v;|i € (k —1)Zy}.

Corolario 5. Sea k > 2 un entero, D una grifica k-transitiva y C' un n-ciclo, con n > k y
(k—1,n)=1. Sive V(D)\V(C) es tal que eziste una vC-trayectoria dirigida en D, entonces
v— C.

Dualmente podemos concluir que si v es tal que existe una C'v-trayectoria dirigida, entonces
C — .

Observamos que los Corolario 3 y 5 se cumplen para k = 4 y paran = 4 6 5, lo cual nos
serd de mucha utilidad en nuestro estudio de digraficas 4-transitivas que contengan ciclos de
longitud 4 6 5.

El siguiente lema, también demostrado en [17], nos dice que sélo hay dos posibilidades para
una digréafica 4-transitiva fuertemente conexa con circunferencia 2.

Lema 6. Sea D una digrdfica 4-transitiva, fuertemente conexa y con circunferencia 2. Entonces
D es una biorentacion completa de la estrella K1,, n > 1 o es una biorentacion de la estrella
doble Dy, .

En la Figura 1, extraida del articulo [17], se puede observar la doble estrella Ds 4.

La siguiente caracterizacién de las digraficas 4-transitivas fuertemente conexas fue demos-
trada por C. Hernandez-Cruz en [17].

Teorema 7. Sea D una digrdfica fuertemente conexa, entonces se cumple exactamente una de
las siguientes afirmaciones.

(1) D es una digrdfica completa.

(2) D es una extension de un 3-ciclo.
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Figura 1: Estrella doble Ds 4.

(3) D tiene circunferencia 3, contiene una extension de un 3-ciclo como subgrdfica generadora
con particion ciclica {Vy, V1, Va}, eziste al menos una flecha simétrica en D y para cada
flecha simétrica (vi,viy1) € A(D), donde v; € V; para j € {i,i+ 1} (mdd 3) se tiene que
Vil =10 |[Via| = 1.

(4) D tiene circunferencia 3, UG(D) no es 2-conexa por aristas, consideramos {S1, S2, ..., Sn}
los conjuntos de vértices de las componentes mdximas por contencion 2-conexas por aristas,
entonces S; = {u;} para toda 2 < i < n, D[S;] contiene una extension de un 3-ciclo como
subgrdfica inducida con particion ciclica {Vo, Vi, Va}. Existe un vértice vy € Vy (sin perdida
de generalidad), tal que (vo,u;), (uj,v9) € A(D) para todo 2 < j < n. Ademds |Vp| =1
y D[S1] tiene la estructura descrita en (2) o (3), dependiendo de la existencia de flechas
simétricas.

(5) D es un 5-ciclo simétrico.
(6) D es una biorentacion completa de la estrella Ky, n > 3.
(7) D es una biorentacion completa de la estrella doble Dy, .

(8) D es una digrdfica fuertemente conexa de orden menor o igual a 4 no incluida en las
familias descritas anteriormente.

En la Figura 2, extraida de [17], se pueden observar digréficas de las familias (3) y (4)
descritas en el Teorema 7.

En el siguiente lema veremos que las uinicas digraficas sin 3-nicleo pertenecientes a la familia
(8) ¥ que tienen orden 4 son aquellas que son isomorfas a un ciclo dirigido de longitud 4.

Proposiciéon 8. Sea D un digrdfica 4-transitiva, fuertemente conexa y de orden 4 tal que D #
Cy. Entonces D tiene 3-nicleo.

Demostracion. Como D tiene orden 4, entonces D puede tener circunferencia 2, 3 6 4. Si D
tiene circunferencia 2, entonces por el Lema 1 tenemos que D es una estrella K, 1 o una doble
estrella Dy, . Si D = K, 1 entonces el vértice central es un 3-ntcelo para D. Si D = D, ,,
entonces cualquiera de los dos vértices centrales es un 3-nicleo para D.
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Figura 2: Digraficas de las familias (3) y (4) del Teorema 7.

Si D tiene circunferencia 3, entonces contiene un 3-ciclo C' = (v1, ve, v3,v1), sea vy el vértice
que no pertence al C'. Como D es fuertemente conexa, entonces existe una v4C-flecha, por lo
que (vq,v;) € A(D) para alguna i € {1,2,3}, de esta forma {v;} es un 3-nicleo para D.

Finalmente, si D tiene circunferencia 4, entonces contiene un 4-ciclo C' = (v1, ve, v3, v4, v1),
como D # (4, entonces existe una flecha en A(D)\ A(C), hay dos posibilidades, que D tenga una
flecha simétrica (v, vit1), (Vi+1,vi) € A(D) (méd 3) para alguna i € {1,2,3,4}, en cuyo caso
{v;} es un 3-nucleo para D, o que D tenga una diagonal del ciclo C, es decir (v;,vi+2) € A(D)
(méd 3) para alguna i € {1,2,3,4}, en este caso {viy2} (méd 3) es un 3-niicleo para D. |

A continuacion damos la caracterizacién de las digraficas 4-transitivas que contienen un
3-nticleo. Empezamos con las digraficas 4-transitivas fuertemente conexas.

Lema 9. Si D es una digrdfica 4-transitiva fuertemente conexa que no es isomorfa a Cy, en-
tonces D tiene un 3-nicleo.

Demostracion. Consideraremos la notacién utilizada en el Teorema 7.

Si D es como en (1), (5) o (6), entonces cualquier vértice es un 3-nticleo para D.

Si D es como en (2) o (3), entonces D contiene una extension de un 3-ciclo como subgrafica
generadora con particién ciclica {Vy, V1, Va}, por lo que cualquier clase V; de la particién es un
3-ntcleo para D.

Si D es como en (4) entonces vy € Vy (el vértice que cumple que (vo,u;), (uj,vo) € A(D)
para todo 2 < j < n) es un 3-nicleo para D. Si D es como en (7), entonces es una estrella doble
y por lo tanto cualquiera de sus centros es un 3-ntcleo para D.

Finalmente, si D es como en (8) y D tiene orden menor o igual a 3, entonces trivialmente
cualquier vértice de D es un 3-nucleo. Si el orden de D es 4, como supusimos D no es isomorfa
a (4, entonces por la Proposicion 8 concluimos que D tiene 3-nticleo. ]

Teorema 10. Sea D una digrdfica 4-transitiva con componentes fuertes Dy, Da, ..., Dy. En-
tonces D tiene 3-nicleo si y sélo si ninguna componente terminal es isomorfa a Cy.

Demostraciéon. Supongamos que ninguna componente terminal de D es isomorfa a Cy. Pro-
baremos que D tiene 3-nicleo por induccién sobre el niimero de componentes conexas. El Lema
9 comprende el caso k = 1.
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Ahora, supongamos que para toda digrafica D con k — 1 componentes fuertemente conexas
podemos encontrar un 3-ntcleo N para D. Sea D una digrafica con k componenetes fuertemente
conexas D1,Ds,...,D;. v supongamos sin perdida de generalidad que D7 es una componente inicial
de D. Por la hipétesis inductiva sabemos que D\ D; tiene un 3-nicleo N.

Si N es tal que 2-absorbe a todo vértice de Dy, entonces N es un 3-nticleo para D. Supon-
gamos que existe un vértice z € V(D) que no es 2-absorbido por N, entonces d(z, N) > 3.
Observamos que como D; es una componente inicial de D entonces ningun vértice en D\ D,
alcanza a = por lo que d(N,z) = oo y por lo tanto N U {z} es un conjunto 3-independiente de
D.

Si Dy es como (1), (5) o (6), entonces, por la observacién anterior N U {z} es un 3-ntcleo
para D.

Si D; es como en (2) o (3), entonces D contiene a una extensién de un 3-ciclo como subgrafica
inducida con particién ciclica {Vp, V1, Va}, supongamos sin perdida de generalidad que x € Vj.
Sea y € Vj con y # z. Veamos que d(y, N) > 3.

Si d(y, N) = 1, entonces (y,n1) € A(D) para algin n; € N, por el Lema 1 Vy — ny, lo que
contradice que N no 2-absorbe a .

Si d(y, N) = 2, entonces existe una trayectoria (y, z,n;1) para algin n; € N, lo que implica
que podemos encontrar vy € V1 y vy € Vo tales que (z,v1,v2,y,2) es una 4-trayectoria en D,
por lo que (z,z) € A(D) y entonces (z,z,n1) es una 2-trayectoria en D lo que contradice que
d(z,N) > 3.

Entonces d(y, N) > 3 para cualquier vértice y € Vy por lo que N U Vj es un conjunto
3-independiente y por lo tanto un 3-ntucleo para D.

Si Dy es como en (4) y x = vg, entonces N U {x} es un 3-ntcleo para D.

Si z € V7, entonces, con un argumento analogo al utilizado en el caso anterior tenemos que
d(y,N) > 3 para todo y € Vi, por lo tanto N U Vj es un ntcleo para D.

Entonces podemos suponer que vy y Vi estdn 2-absorbidos por N (pues de lo contrario
ya encontramos un 3-ntcleo para D). De esta forma si w; es 2-absorbido por N para toda
i €{2,3...,n} y existe x € V4 que no es absorbido por N, al igual que en el argumento anterior
tenemos que d(y, N) > 3 para toda y € Vo y asi N U V5 es un 3-ntcleo para D.

Si existe u; que no es 2-absorbido por N para alguna j € {2,3...,n} entonces {u;} 2-absorbe
a toda u; y al conjunto V5, dado que supusimos que vy y V7 ya eran 2-absorbidos por N, entonces
N U {u;} es un nicleo para D.

En el caso que D; sea como en (7), D1 = D, ,, es una doble estrella, denotemos al centro
como {u,v}. Si x =wu o x = v entonces N U {z} es un 3-nicleo para D.

Entonces podemos suponer que u y v son 2-absorbidos por N. Sea S el subconjunto de
vértices que no son 2-absorbidos por N. Como supusimos que existe un vértice no absorbido
por N en Dy, entonces N(u) NS # @ o N(v) NS # @. Si ambos conjuntos son no vacios, basta
elegir un vértice en cada conjunto, digamos y y z, y asi N U {y, z} es un 3-nicleo para D (pues
{y, z} 2-absorbe a todo vértice de D; y d(z,y) = d(y, z) = 3, por lo que es 3-independiente). En
el caso de que alguno de los conjuntos N(u) NS, N(v) NS sea vacio, basta elegir un vértice y
en el que no lo sea y asi N U {y} es un 3-nucleo para D.

Finalmente, si D; es como en (8) y es de orden menor o igual a 3, entonces N U {z} es un
3-ntcleo para D.

Supongamos que D; tiene orden 4. Si tiene circunferencia 2, entonces D es como en el caso
(6) o (7) y si D; tiene circunferencia 3, tenemos que D; es como en (2), (3) o (4).
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Supongamos que D tiene circunferencia 4, entonces D contiene a C4; como subgrafica,
ademas sabemos que Dy alcanza a alguna componente terminal D;, por ser D; terminal sabemos
que existe ny € Dj N N y dado que D1 alcanza a Dj, entonces existe v € D1 tal que existe una
vni-trayectoria dirigida en D, por el dual del Corolario 5 tenemos que D1 — n1, lo que contradice
que existe un vértice en D1 que no es absorbido por N.

Como para todos los casos posibles tenemos que D tiene 3-nucleo, el resultado se sigue por
el Principio de Inducciéon Matematica. ]

3 Nicleos en digraficas 4-transitivas

La busqueda de familias de digréficas que contengan k-nicleos ha sido un problema en el que
se han hecho importantes avances recientemente. Un resultado clasico respecto a la existencia
de nicleos es el teorema de Richardson, este dice que si D es una digrafica que no contiene ciclos
dirigidos de longitud impar, entonces D tiene ntucleo. Notamos que este teorema implica que
toda digréfica aciclica tiene ntcleo.

Una digrafica D es unilateral si para todo par de vértices u,v € V(D) se tiene que existe una
uv-trayectoria dirigida o una vu-trayectoria dirigida. En [12] se demuestra que toda digrafica
unilateral ciclicamente k-partita (equivalentemente, una extensién de un k-ciclo) posee un k-
ntcleo.

En [10] se prueba la existencia de k-nticleos, con k > 3, para algunas familias de generalizacio-
nes de digraficas transitivas, a saber, digréficas pretransitivas derechas (izquierdas) fuertemente
conexas en las que todo 3-ciclo es simétrico.

En [9] se propone una conjetura que dice que toda digrafica D con circunferencia [ tiene
l[-nicleo. En el articulo se prueba esta conjetura para digraficas (I — 1)-fuertes con circunferencia
[ v para digraficas ex-semicompletas con circunferencia [. Para la prueba de estos resultados se
demuestra que una digrafica D ex(in)-semicompleta tal que para un entero fijo I > 1 la existencia
de la flecha (u,v) € A(D) implica que d(u,v) <[, entonces D contiene un (k,[)-nicleo para toda
k> 2.

Encontrar (k, [)-nicleos se puede extender a digraficas infinitas, en [11] se estudia la existencia
de (k,l)-nticleos en diversas familias de digréficas infinitas, e.g. digraficas transitivas, digraficas
cuasi-transitivas, digraficas transitivas derechas (izquierdas), digréaficas ciclicamente k-partitas,
por mencionar algunas.

En [16] se da una caracterizacién de las digraficas 3-transitivas fuertemente conexas, las cuales
resultan ser digraficas completas, digraficas bipartitas completas o un ciclo dirigido de longitud
3 con ninguna, una o dos flechas simétricas. Con este resultado se caracterizan también aquellas
digraficas 3-transitivas que contienen un ntcleo, y en [13], Galeana-Sénchez y Herndndez-Cruz
demuestran que una digrafica k-transitiva D tiene n-nicleo para toda n > k, por lo que el estu-
dio de k-nticleos en digraficas 3-transitivas se ha completado. Buscando lo mismo para digraficas
4-transitivas, caracterizamos en la seccion anterior aquellas digraficas 4-transitivas que contie-
nen un 3-nucleo, en esta seccién se da una caracterizacién de las digraficas 4-transitivas que
contienen un nucleo. Con este resultado se tendran caracterizadas las digraficas 4-transitivas
que tienen k-ntcleo para los casos k = 2,3 y por lo tanto se completa el estudio de k-nicleos
para digraficas 4-transitivas.

Al igual que en la seccién anterior, primero caracterizamos a las digraficas 4-transitivas
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fuertemente conexas que contienen un nucleo, para después generalizarlo a digraficas que tienen
mas de una componente fuertemente conexa.

Lema 11. Sea D una digrdfica 4-transitiva fuertemente conexa. Entonces D tiene nicleo si y
solo si D no es isomorfa a una de las siguientes familias de grdficas:

i) Extensiones de un 3-ciclo
ii) Digrdficas semicompletas fuertemente conexas de orden 4 sin vertices de ingrado 3.

iii) Digrdficas de la familia (3) descritas en en el Teorema 7 que no tengan nicleo, es decir,
aquellas en el que el nimero de flechas simétricas de V; a Vi1 (mod 3) sea menor a |Vii1|
para toda clase V; donde ocurran flechas simétricas.

Demostracion. De nuevo consideramos la notacién utilizada en el Teorema 7 y analizamos las
diferentes posibilidades para D. Supongamos que D no es isomorfa a ninguna de las familias
descritas en i), i) e ii).

Si D es como en (1), cualquier vértice en V(D) es un nucleo para D.

Dado que D no es isomorfa a una extensién de un 3-ciclo, entonces D no es como en (2).

En el caso de que D sea como en (3), entonces D contiene una extensién de un 3-ciclo con
particién ciclica {Vp, V1, Va} ademds como D no es isomorfa a la familia descrita en #ii), tenemos
que existen clases V;, Viy; (mod 3) tales que hay el mismo nimero de flechas simétricas de
Vi a Vi41 que vértices en V41 por lo que V; absorbe a V;_1 y a V;11 (mod 3) y por lo tanto
es nuicleo para D. Si D es como en (4), entonces con la notacién del Teorema 7, el conjunto
{ua, us, ...un } UV es un nicleo para D. Para el caso (5), D es un 5-ciclo simétrico, y por lo tanto
contiene un 5-ciclo C' = (v1, va, v3,v4, v5,v1), asi {v1,v3} es un niicleo para D. Si D es como en
(6), entonces es una estrella simétrica, por lo que el centro de D es un ntcleo para D.

En el caso (7) D es una dobre estrella, denotamos como {u, v} al centro de D. Notamos que
N (u) es un conjunto independiente que absorbe a todo vertice de D y por lo tanto es un nicleo.

Para el caso (8), si D tiene circuenferencia 2, entonces es como en (6) o (7). Si tiene cir-
cunferencia 3, por hipdtesis tenemos que D no es como en (2) y por lo tanto es como en (3)
o (4). Finalmente si D tiene circunferencia 4, entonces D tiene orden 4 y contiene un 4-ciclo
(v1,v2,v3,v4,v1). Si suponemos que D no es una digrafica semicompleta, entonces existen v; y v;
tales que (vs,vj), (vj,v;) € A(D), por lo que {v;,v;} es un conjunto independiente que absorbe
a los 2 vertices restantes.

Si D es una digréfica semicompleta, entonces por hipdtesis existe un vértice v tal que d~ (v) =
3 y por lo tanto {v} es un nicleo para D. Agotados los casos, el teorema se sigue.

|

Diremos que una componente terminal es del tipo ), i7) o iii) si dicha componente es isomorfa
a una digréafica de la familia i), i) o iii) respectivamente. Pasemos a la caracterizacién de las
digraficas 4-transitivas que contienen un nucleo. En la Figura 3 se muestra un ejemplo de una
digréfica de la familia #ii).

Teorema 12. Sea D una digrdfica 4-transitiva con componentes fuertemente conexas D1, Do,...,
Dy, entonces D tiene nicleo si y sélo si D no contiene componentes terminales isomorfas a las
familias descritas en el Lema 11.
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Figura 3: Digrafica de la familia iii) descrita en el Lema 11.

Demostracién. La demostracion se hard por induccién sobre k. Si kK = 1 entonces D es fuer-
temente conexa y el resultado se sigue por el Lema 11.

Supongamos que el resultado se cumple para digraficas con k — 1 componentes fuertemente
conexas y supongamos que D es una digréfica con £ > 1 componentes fuertemente conexas D1,
Do, ..., Dy. Sin pérdida de generalidad supongamos que D; es una componente inicial de D, por
la hipétesis inductiva tenemos que existe un nicleo N para D — Dy.

Si N es tal que absorbe a todo vértice de D1, entonces N es un ntucleo para D. Entonces
podemos suponer que existe un vértice x € V(D7) que no es absorbido por N, lo que implica
que d(z, N) > 2. Como D; es una componente inicial de D ningun vértice en D — D; alcanza a
x, por lo que d(N,z) = oo y por lo tanto N U {z} es un conjunto independiente de D. Con la
notacién del Teorema 7 consideremos las diferentes posibilidades para D;p. Si D; es como en (1)
entonces N U {x} es un nicleo para D.

En el caso de que D sea como en (2) o (3) sabemos que D contiene a una extensién de un
3-ciclo como subgrafica generadora con particién ciclica {Vj, Vi, Va}. Observamos que si algun
vértice v; € V; es absorbido por NN, entonces por el Lema 1 tenemos que todo el conjunto V;
es absorbido por N. Observamos también que como D es una componente inicial y & > 1
entonces alguna flecha sale de Dy hacia alguna otra componente Dj, sin perdida de generalidad
supongamos que (vg, z) € A(D) con vg € Vo y z € Dj, veamos dos casos, dependiendo si z estd o
no en nucleo.

Si z € N entonces V| es absorbido por N. Como supusimos que D1 no estd completamente
absorbido por N, entonces existe alguna otra clase de la particion que no esta absorbida por V.
Si V5 no es absorbido por NV entonces N U V5 es un ntcleo de D.

Si V5 si es absorbido, entonces V4 no lo estd y por lo tanto, N U V; es un nucleo para D.

Ahora, si z ¢ N, existe un vértice ny € N tal que (z,n1) € A(D) (pues N absorbe a todo
vértice en D — D7). Podemos encontrar vy € Vi y ve € V tales que (v1,v2,vg, 2,n1) es una 4-
trayectoria en D y, asi, V] es absorbido por N, haciendo un anélisis andlogo al anterior, tenemos
que N UVy o N UV, es un nucleo para D, dependiendo de si V es o no absorbido por V.

En el caso de que D; sea como en (4), consideramos S C {ug,us, ..., u,} el subconjunto de
los u;’s tales que no son absorbidos por N. Supongamos que S # &. Notamos que S absorbe a
Vo. Si V4 no es absorbido por N, entonces N U S U Vs es un nicleo para D. Si V5 es absorbido
por N pero V; no, entonces N USUV] es un nicleo para D. Y si ambos, Vi y V2 son absorbidos
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por N, entonces N U S es un nucleo para D.

Supongamos ahora que S = &. Entonces u; esta absorbido para todo i € {2,3,...,n} por lo
que (uj,n1) € A(D) para alguna j y para algin n; € N, lo que implica que podemos encontrar
vy € Vo, v1 € Vi y vg € V5 tales que (v, v2,v0, uj, n1) es una 4-trayectoria dirigida y por lo tanto
(v1,n1) € A(D), el Lema 1 nos dice que Vi — n; y asi Vj estd absorbido por N. Ahora, si Vj
no esta absorbido por N entonces N U Vj es un nucleo para D y si Vj esta absorbido por NV,
entonces V2 no lo estd (de lo contrario N absorberia a todo Dy), asi N U V5 es un ntcleo para
D.

Si suponemos que D; es como en (5), entonces D contiene un 5-ciclo C' = (v, vg, v3, v4, v5)
y dado que de D; alcanza a una componente terminal D;, entonces existe ny € D; N NV tal que
hay una Cni-trayectoria dirigida. Por el dual del Lema 5 se tiene que C' — ny, contradiciendo
la suposicién de que D no es absorbido por N.

Si D es como en (6), entonces D; es una estrella, sea {u} el centro de Dy, si u no es absorbido
por N entonces N U {u} es un ntcleo para D. Si u es absorbido por N, entonces consideramos
a S C V(D) el conjunto de vertices no absorbidos por N, de esta forma d(s, N) > 2 para todo
s € § y entonces N U S es un conjunto independiente y absorbente para D.

Ahora, para el caso de que Dy sea como en (7), tenemos que D; es una doble estrella con
centro {u, v}, consideramos S C V(D) el subconjunto de vértices de D; no absorbidos por N.
Siu,v ¢ S entonces S es un conjunto independiente y asi N U S es un nicleo para Dy. Siu € S,
entonces u € N(v) NS, que es un conjunto independiente que absorbe a todo vértice de Dy y por
lo tanto NU(N(v)NS) es un nicleo para D. Analogamente si v € S, tenemos que NU (N (u)N.S)
es un nucleo para D.

Finalmente, si D; es como en (8) entonces D; puede tener circunferencia 2, 3 o 4. Si D tiene
circunferencia 2, entonces D; es como en (6) o (7), y si tiene circunferencia 3, entonces D; es
como en (2), (3) o (4).

Supongamos que Dj tiene circunferencia 4. Entonces D; tiene orden 4 y un 4-ciclo C' =
(v1,v2,v3,v4,v1). Sabemos que D; alcanza a una componente terminal D; y por lo tanto podemos
encontrar n1 € D;NN tal que existe una C'n;-trayectoria dirigida. Por el dual del Lema 5 tenemos
que C' — ny, contradiciendo la suposicién de que N no absorbe a D;.

Dado que estos son todos los casos posibles, obtenemos el resultado por Inducciéon Mateméti-
ca.

[ |

4 La conjetura de Laborde-Payan-Xuong para digraficas
4-transitivas

El teorema de Gallai-Roy-Vitaver dice que el nimero cromatico de una digréfica D es a lo
mas el orden de la trayectoria de longitud méaxima en D (Ver [14],[19] y [20]). En [18] Laborde,
Payan y Xuong generalizan este resultado planteando la siguiente pregunta ;Para toda digrafica
D existe un conjunto independiente de vértices I, tal que para cualquier trayectoria dirigida de
longintud méaxima 7" en D, se tiene que T'N I # @7 A dicha conjetura se le conoce como la
conjetura de Laborde-Payan-Xuong, la cual sigue abierta para digraficas en general, sin embargo
su veracidad se ha probado para varias familias de digraficas,

Como veremos en esta secciéon un nticleo es un conjunto independiente que intersecta a toda
trayectoria de longiud méaxima y por lo tanto la conjetura es cierta para digraficas que tienen
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ntcleo.

También en [18] se demuestra que para digraficas simétricas existe un conjunto independiente
que intersecta a toda trayectoria de longitud maxima, mas ain, se demuestra que cada vértice
de dicho conjunto independiente es el vértice inicial de una trayectoria de longitud méaxima
(resultado que también se conjetura para toda digréfica).

A continuacién mencionaremos algunas de las familias de digraficas para las cuales se ha
probado la conjetura de Laborde-Payan-Xuong.

Como ya se menciond, en [1] se carcaterizan las digraficas cuasi-transitivas, este resultado se
utilizé para resolver, entre otros problemas, la conjetura de Laborde-Payan-Xuong para digraficas
cuasi-transitivas.

En [22] Wang y Wang describen completamente la interaccién entre componentes fuertemente
conexas de digréficas 3-cuasi-transitivas (caracterizadas en [6]) con lo cual se demuestra esta
conjetura para digraficas 3-cuasi-transitivas.

En [8] Galeana-Sanchez, R. Gémez y Montellano-Ballesteros demuestran la conjetura de
Laborde-Payan-Xuong para digraficas localmente semicompletas, localmente transitivas y digrafi-
cas que poseen trayectorias dirigidas de longitud méaxima a lo mas 4.

En [7] también se se prueba esta conjetura para digraficas de lineas y para varias generali-
zaciones de torneos, como torneos locales por flechas, digraficas cuasi-transitivas, digraficas con
trayectorias fusionables, digraficas in-semicompletas, ex-semicompletas y digraficas semicomple-
tas k-partitas.

En esta seccién confirmaremos este resultado para digraficas 4-transitivas. Para esto veamos
los siguientes resultados.

Lema 13. Sea D una digrdfica con nicleo N. Entonces para cualquier trayectoria dirigida de
longitud mdzima T en D, tenemos que NNT # &

Demostracion. Sea N un ntcleo de Dy T = (uq, us, ..., u) una trayectoria de longitud maxi-
ma. Supongamos que TN N = &, entonces u; ¢ N para toda i € {1,2,...,k}, en particular
up ¢ N. Como N es un nucleo, sabemos que existe n; € N tal que (ug,n1) € A(D) lo que es
una contradiccién ya que 7" = (ug, ug, ..., ug, n1) es una trayectoria de mayor longitud que 7. Wl

Lema 14. Sea D una digrdfica 4-transitiva, entonces existe un subconjunto S de los vértices de
las componentes fuertemente conexas terminales de D tal que D\S tiene nicleo.

Demostracion. Sean Dy, Do, ..., D, las componentes terminales de D. Notamos que si ninguna
componente terminal es isomorfa a digraficas de las familias descritas en el Lema 11, entonces
por el Teorema 12 tenemos que D tiene nicleo y asi S = &.

Observamos que si alguna componente terminal D; es del tipo ) o i), entonces D; tiene
una extensién de un 3-ciclo como subgrafica generadora con particién ciclica {Vp, Vi, Va}. Y que
en particular D;\Vj tiene nicleo N; = V5.

Por otro lado si alguna componente terminal D; es del tipo ii) entonces D; es una digréfica
semicompleta de orden 4, tal que d~(v) < 3 para toda v € V(Dj). Sin embargo sabemos que
existe algin vértice v en D; tal que d™ (v1) = 2, sean {v2,v3} los invecinos de v;. De esta forma
sélo hay un vértice v4 que no esta absorbido por vy, por lo que D;\{v4} tiene nicleo N; = {v;}.

Tomando en cuenta estas observaciones definimos para cada componente terminal D; de D
el conjunto S; de la siguiente forma:
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AN Vi
\@ L T

Figura 4: Eleccién de los vértices del conjunto S para componentes terminales fuertemente
conexas del tipo 4), i) y #¢) en la prueba del Lema 14.

O

Vo si D; es del tipo ) o i) y tiene patricién ciclica {Vp, Vi, Va}
Si =< {v4} si D; es del tipo ii) y vq € V(D;) no es absorbido por v, donde d™ (v1) = 2
@ en cualquier otro caso
T
Definamos S = U S; que es un subconjunto de los vértices de las componentes terminales de

1=1
D y que ademds D\S ya no tiene componentes teminales del tipo i), ii), o #ii). Por el Teorema

12, D\ S tiene nicleo.

Mas atn, si N es un nicleo de D\S y D; es una componente terminal de D del tipo ) o ii4)
con particién {Vp, V1, Va}, entonces Vo C N (pues es el tnico conjunto independiente que puede
absorber a Vi en D;\Vj). Anédlogamente, si D; es una componente terminal de D del tipo i) y
vy4 es el vértice no absorbido por vy, donde d~(v;) = 2, entonces v; € N. [ |

Observamos que por el Lema 13 el nicleo de una digrafica es un conjunto independiente
que intersecta a toda trayectoria de longitud maxima, hecho que utilizaremos para demostrar la
conjetura de Laborde-Payan-Xuong para digraficas 4-transitivas.

Teorema 15. Sea D una digrdifica 4-transitiva, entonces existe un conjunto independiente de
vértices I tal que para cualquier trayectoria dirigida de longuitud mdxima T, se tiene TNI # .

Demostracion. Sea D una digrafica 4-transitiva, por el Lema 14 podemos encontrar un sub-
conjunto S de los vértices de las componentes terminales de D tal que D\S tiene nicleo N.
Afirmamos que N = I es el conjunto independiente que buscamos.
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Sea T una trayectoria de longitud maxima en D. Si T'N.S = &, entonces T es una trayectoria
de longitud maxima en D\S, por el Lema 13 tenemos que N N T # &.

Ahora, supongamos que TN S # & y escribamos T = (u,u2, ..., Uy, ). Observamos que como
TNS # @y .S esun subconjunto de las componentes terminales de D, tenemos que 1" alcanza
a una y s6lo una componente terminal D;, mas ain, el vértice terminal u,, de T" esta contenido
en V(Dj) (pues de lo contrario implicarfa que hay alguna flecha que sale de Dj).

Supongamos que D; es del tipo ¢) o i), entonces D; tiene como subgrafica generadora una
extensién de un 3-ciclo con particién ciclica {Vp, V1, Va} y por la construccién de S en la prueba
del Lema 14 tenemos que SN D; = Vy y que Vo C N, por lo que T'NS C Vp. Supongamos ahora
que T no pasa por Vs, es decir que T'N Vo = @. Ademaés u,, € V(Dj), por lo que u,, € Vj o
U € V1.

Si uy, € V4, como T no pasa por Vo entonces existe vy € Vo tal que T = (ug, ug, ..., U, v2)
es una trayectoria dirigida en D de longitud mayor a la de T', contradiciendo la eleccién de T'.

En el caso de que u,, € Vy y D; sea del tipo i), entonces T" no pasa por Vi, pues toda
V1Vo-trayectoria dirigida pasa por Vo lo que implica que podemos encontrar v; € V; tal que
T = (u1,ug, ..., Um,v1) €s una trayectoria dirigida en D de longitud mayor a la de T, lo que es
una contradiccién.

Si uy € Vo, Dj es del tipo iii) y no existen flechas simétricas de Vj a Vi , entonces toda
V1 Vo-trayectoria dirigida pasa por Vs, al igual que en el caso anterior podemos encontrar una
trayectoria T” de longitud mayor a la de T'.

Si wy, € Vo, Dj es del tipo 4ii) y existe al menos una flecha simétrica de Vy a Vi, entonces
Vo] = 1 0 |Vi| = 1. Si |Vp| = 1 entonces upy,—1 € Vi pues de lo contrario tendriamos que T'
no pasa por Vi y por un argumento igual al de los casos anteriores podriamos encontrar una
trayectoria de mayor longitud. Pero como u,,—1 € Vi, entonces podemos encontrar v € V5 tal
que 77 = (u1, ug, ..., Upm—1, V2, Uy, ) €8 una trayectoria en D de longitud mayor que la de T', lo cual
no es posible.

Ahora si |Vi| = 1, entonces T puede contener lo més dos vértices de Vj, en cuyo ca-
so tenemos que U;,_2,Uy, € Vo ¥ um—1 € Vi, pero entonces existe vo € Vo tal que TV =
(U1, U2y ooy U —2, U —1, V2, Up,) €S una trayectoria de longitud mayor a la de T lo que es una
contradiccion.

Concluimos que TNV, # @ y por lo tanto TN N # &.

Si Dj es del tipo ii) entonces por la construccion de S en la prueba del Lema 14 tenemos
que SN D; = {v4} en donde vy es el vertice no absorbido por vy, con d™(v;) = 2 y sabemos
también que v1 € N. Notamos que como D; es una digrafica semicompleta fuertemente conexa,
en particular contiene un torneo fuertemente conexo, lo que implica que D; contiene un ciclo
hamiltoniano C' = (vy4, v3, v2,v1,v4), por lo que toda trayectoria de longitud maxima que alcance
a D; debe pasar por sus 4 vertices, en particular T'Nv1 # &, lo que implica que TN N # @.

Como S solo contiene vértices de componentes del tipo i), i) o iii), hemos agotado los casos

posibles.
[ |

Es importante mencionar que la conjetura de Laborde-Payan-Xuong es un caso particular de
la «directed path partition conjeture (DPPC)», esta dice que para cualquier digréfica D y para
cualesquiera enteros positivos A1 y A2 tales que A(D) = A\; + A2, donde A\(D) denota el orden de
la trayectoria de longitud méxima de la digrafica D, entonces existe una particién {Vi, Va} de
V(D) tal que A(D[V;]) < \; para i € {1,2}.
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Existe también una versién mas fuerte de esta conjetura planteada por Bondy en [2] en la
que se pide que se de la igualdad A(D[Vi]) = \; para i € {1, 2}.

Esta conjetura tiene una versién andloga para gréficas (no dirigidas) llamada simplemente
«path partition conjeture(PPC)», en [5] J. E. Dunbar y M. Frick muestran que la «path partition
conjeture» es cierta para la familia de gréaficas sin garras, es decir graficas que no contienen a la
bipartita completa K 3 como subgréfica inducida.

5 Conclusiones

En la ultima seccién de este trabajo se prueba que la conjetura de Laborde-Payan-Xuong
es cierta para digraficas 4-transitivas. Es natural preguntarse que ocurre con otras conjeturas
para esta familia de digréficas, como por ejemplo la conjetura de Seymour de la segunda ex-
vecindad que establece que toda digrafica D asimétrica sin lazos contiene un vertice v, tal que
INt+(v)] > [NT(v)| en donde

N )= |J NT)\N*(v)
ueNT(v)

Llamamos a N*(v) la (primera) ex-vecindad de v y a N™7(v) la segunda ex-vecindad de v.
Proponemos dicha conjetura para digraficas 4-transitivas.

Conjetura 16. Sea D una digrdifica 4-transitiva sin lazos ni flechas simétricas, entonces existe
v € V(D) tal que |INtH(v)] > [NT(v)].

La busqueda de algoritmos con los cuales se puedan encontrar ntucleos y otras estructuras
en familias de digraficas es otro de los problemas que se han estudiado en el pasado. En [4],
V. Chviétal demuestra que el problema de determinar si una digrafica dada tiene nticleo es
NP-completo. Recientemente Hell y Herndndez-Cruz demostraron en [15] que el problema de
encontrar 3-nicleos en digraficas es también un problema NP-completo.

Por otro lado, sabemos que existen varios algoritmos que resueleven el problema de encontrar
componentes fuertemente conexas en tiempo lineal, uno de ellos se puede encontrar en [3] (pag.
320-325) , aqui también se encuentra la prueba de que la complejidad de dicho algoritmo es
O(p + q), donde p es el orden de la digréfica y ¢ su tamano.

Ademss, el verificar que componentes fuertemente conexas terminales no son isomorfas a
ninguna de las familias del tipo i), ii) o iii) se puede resolver en tiempo polinomial, por lo que
el problema de encontrar ntcleos en las familia de digraficas 4-transitivas se puede resolver en
tiempo polinomial, del mismo modo podemos concluir que el problema de encontrar un 3-ntcleo
para digraficas 4-transitivas se resuelve en tiempo polinomial.

Como cada vez que se encuentra una familia “bien portada” de digraficas, resulta pertinente
preguntarse que otros problemas que usualmente son dificiles se simplifican para la familia de
digraficas 4-transitivas, como por ejemplo, el problema de determinar si una digréfica 4-transitiva
es hamiltoniana, si cumple «la path partition condition» o la conjetura de la segunda ex-vecindad.
Esta es una linea de trabajo que puede resultar fructifera y nos puede acercar un pequeiio paso
a la verificacién en general de las conjeturas antes mencionadas.
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