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Introd ucción 

La intención de este trabajo no es otra que la de una tesis de licenciatura y 
COl1l0 tal se limitará a nu{.'Stros escasos cOIlOÓ llI icnlos de la Illa t cm útica y sobre 
todo de historia de las matemáticas. Decimos escasos conocimientos, porque el 
estudio sobre el origen de los números complejos, a trav~s del estudio de los 
problemas que dan cuenta de la aparición de los numeros complejos es basto, 
así no es posible abarcar en un trabajo de tesis todos los problemas. Por lo que 
IlOS a bocalllos a aspectos particulares sobre el origen de los números complejos, 
que dan cuenta de la importancia de R en la constitución de las cantida
des imaginari as (cant idades no reales que surgen de la resolución de la ecuación 
x'I + Axn-l + B xn-2 + o •• = O) en cantidades de la. forllla A1 + N H. Pero 110 
por ser particulares le quita generalidad a los problemas que estudiaremos, en 
los cuak'S, la manera en quc sc nos pn.'Sclltau los números cOlilplcjoo, I...'S detcr
minante para las preguntas que contestaremos asociadas con la "representación" 
geomét rica de los números complejos, incluyendo la "representación" misma. 

Hoy día, es común asociar un número real con un segmento: así, representa
Inos a. los Ilümcros reales :sobrc una línca reda (la reda rcal). En estc sentido. ~ se 
asocia con un segmento. Pero siendo un ángulo, lo podemos representar como la 
inclinación de dos líneas recta.,>. O si inscribimos el ángulo en un círculo de radio 
igual a la unidad , lo podemos representar como un arco de circunferencia. Por 
tanto, teuemos tres formas diferentes de representar ~. Por otro lado, si consi
dentlllos las cantidades: Iínc<lS, superficil...'S y sólido:>. La longi tud , árca y volúllIcn 
tienen como represent.ación cl segmento de línea recta, el cuadrado y el cubo 
respectivamente, que a su vez, son un caso particu lar de las líneas, superficies 
y w lidos respectivamente. ¿Qué hace diferente al cuadrado de las demás figuras 
rectilíneas (equivalentes en área). como. por ejemplo, de los paralelogramos? ¿por 
qllé elegi r el cuadrado? ¡.Qué hacc diferentc al cuho rlc los demás sólidos rcct.ili
neos (equivalentes en volúmen), como, por ejemplo, de los para lelepipedos? ¿por 
qué elegi r el cubo? ¿por qué asignar un segmento a un ángulo rectilíneo y no la 
incl inación mu t.ua entrc dos líneas rect.as o un a rco de ci rcunferencia? De hecho, 
cuando penasal1los en la tercera parte de un á ngulo, ¿por qué lo represcntarnos 
<,omo la inclinal'Íón oe dos rectas o lIn arco ell' circullf('fl'nl'Í a y no como un seg
mento? Lo ant.erior nos conduce inevitablemente a prcbru ntSI'IlOs ¿qué significa la 

'" 
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representación de una cantidad y qué la determina?1 

Por otro lado, también es común asociar a un número complejo una repre
sentación polar (M + NH = r(cose + H sine)). Así, en el caso r = 1, cose 
y sin e son base y altura de un triángulo rectángulo respectivamente, que se co
rresponden con la parte real e imaginaria de la representación polar del complejo 
(cose+ ,/=Isine). ¿Pero, qué nos conduce a esta representación? ¿será acaso 
que no hay otra representación de los números complejos , a diferencia de las 
demás cantidades (reales) y por eso, siendo única la representación, los represen
tamos de esta forma? ¿O será acaso que hay otra representación? Si este es el 
caso, ¿qué nos conduce a elegir entre una y otra representación?, más aun, ¿por 
qué elegir? 

Ahora, con respecto a la representación de los números complejos hasta don
de tengo conocimiento, no se sabe por qué elegimos la representación que hoy 
tenemos . En este sentido, el matemático ingles John Wallis (1616-1703) fue el 
primero en hacer una contribución importante a la representación, no así al por 
qué, ya que da una representación diferente a la que hoy tenemos. Esto marca 
la pauta para preguntarnos ¿por qué elegimos una representación y no la otra? 
Para contestar esta pregunta, se aborda en el primer capítulo, dividido en dos 
partes, el problema de la divsión de una línea tal que el rectángulo formado por 
estas divisiones sea igual a un área dada. Problema que exhibe la imposibilidad 
de asociar a los complejos con un segmento. Debido a que este problema primero 
se traduce en resolver la ecuación: x2 + b2 = ax donde, a, b son la longitud de 
la línea dada y b la longitud del lado del cuadrado igual al área dada. Segundo, 
para resolverla se intersecta un círculo con una línea recta. Así, cuando hay in
tersección las dos raíces reales se asocian con un segmento y si la línea recta no 
intersecta al círculo, las raíces de la ecuación son complejas y no hay segmento 
con que asociar a las raíces complejas. Entonces, surge la pregunta ¿qué sucede 
cuando hay racíces complejas, por qué no es posible asociarlas con un segmento? 
Para contestar esta pregunta, se aporta la asociación del problema de la división 
externa tal que el rectángulo formado por las divisiones sea igual a un área dada. 
Con la ecuación x2 = ax+ b cuyas raíces son siempre reales. Que junto con lo 
hecho por \i\Tallis para dar cabida a una representación de las raíces complejas de 
la ecuación: x2 + b2 = ax. Demuestran, que la imposibilidad esta asociada con 
que el punto de división no yace más sobre la línea en cuestión. De esta forma, 
los complejos encuentran una asociación con un segmento, que no yace sobre la 
línea en cuestión, sino fuera de ella y determinado por un ángulo y la longitud 

1 Para mayor detalle, con respecto al origen y contestación de estas preguntas. Veáse el 
apéndice C. 



INTRODUCCiÓN v 

de un seglllent.o. 

En el segundo capítulo. con respecto a los complejos que surgen de la reso
lución de ecuaciones cubicas. di\'idido en dos partes. Se aborda, en la primera 
pa rte, el problema de la trisección de un ángulo asociado con las dos raices positi
vas de la ccuación: x3 + rtl)1 = 3p2x . Awdadón at.ribuida a DcsC'art.cs. Pero C'uya 
construccion de la raíz, hemos incluido la dada por Al-khayyam (1048- 1131 ) y 
no la dada por Descartes, para poder mostrar otra forllla de construir esta raíz 
haciclluo énfasis en las propiedades que el segundo hat.:e dc las t.:ólli(;<.lS que el 
primero no. También, se abordan las formulas dadas por Cardano para resolver 
las ecuaciones cubicas: x3 + B = Ax, x3 = Ax + B. Además de observar que los 
complejos que surgen de esta fórmula están asodados con la raíz real negativa de 
x3 + B = Ax que no esta asociada con la trisección de un ángulo. Debido a que, 
Dcscart<.'S solo asodó las otras dos raÍl:<.'S positivas (;011 la triS<..'Cción dc uu ángulo. 
y se da COllstestación a la pregunta ¿qué interpretación tiene la raíz negativa (o 
falsa como la nombra Descartes) de esta ecuación, raíz positiva de x3 = Ax + B? 
Asociando esta con la trisección de un ángulo. Además se aporta otra construc
ción de la raíz positiva de la ecuación x3 = Ax + R , diferente a la dada par 
AI-khayyü lII y Descartes. En la segunda parte, se muest.ra quc la raiz cuhica del 
número complejo que aparece en la fórmula de Cardano, es nuevamente de la mis
ma forma M + N J=T solo utilizando el cálculo de los números complejos. Esto 
es , cálculo que opera con M + N A , como suma y producto de números reales, 
eOIl la salvedad de que (A)2 = -1. Sin utilizar la representación polar y como 
consccuencia si ll usar las identidades trigonométricas, ya que <.'Sta rcpreselltadón 
supoue lo que queremos mostrar, a saber que la parte real y la parte ilnagi naria 
se representan el! un sistema de ejes ortogonales, una sobre el eje real y la otra 
sobre el eje de las ordenadas respectivamente. Además, se da una representa
ción geométrica de estos complejos consecucucia dc asociar la raíz real posi tiva 
de x 3 = Ax + B mn la trisección de un ángulo y de expresar ~ta raíz como 
la suma de dos complejos conjugados. Así) se asocia la trisección de un ángu
lo con la extracción de raíz cubica de un número complejo independientemente 
de las identidades trigonométricas o en su defecto de la representación polar de 
un número complejo. Por último, se muestra que la reprcscntación geométrica 
dada por Wallis, no hace compat.ible la suma de complejos conjugados COIl la 
representación dada, también por Wallis. Sin embargo, se muestra que ambas 
representaciones de la suma de complejos conjugados, por un lado la dada par 
V,Ia Uis y por otro) la que se originó con el problema de la trisección de un ángulo. 
Tienen en común reducir la suma a la proyección, sobre el eje real de la diagonal 
del paralelogramo determinada por los complejo conjugados. 

Finalmente, en el (;a pítulo 3 se aborda la generalización del problema de la 
trisección de UII ángulo a l problcllla de la divisióu dc un ángulo en n- partes 
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igua les, donde n denota un número natural. Siendo lA gC!l('mlización, la que 
permit.e que la potenciación de un número complejo: (x + iy)" = x" + Vn asocie 
a: x , y con la base y al tura respectivamente de un triángulo rectángulo cuyo 
ángulo opuesto a la base es un ángulo dado, y a x,,, Yn con la base y la altura 
respectivamente de un t riángulo rectángulo cuyo ángulo opuesto a la base es la 
n-csima parte del ángulo darlo. Es d0Cir , la generalización hace compatible el 
cálculo con los números complejos, cuyo origen es la resolución de la ecuación: 
X'I + A X ,, - l + Bx 'l - 2 + ... = 0, con la representación de los números complejos, 
donde la parte real y la parte imaginaria se asocian con la base y alt ura de un 
t riángulo rectángulo respectivamente. 

Israel Ralllos Garda, 2010. 
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Capítulo 1 

Sobre la representación de las raíces complejas de la 
ecuación x2 + b2 = ax 

l. Introducción 

En este capítulo se aborda el problema de la representación geométrica de las 
raíces complejas que surgen de la ecuación x2 + b2 = ax. A su vez, el capítulo 
esta dividido en dos partes. La primera parte (que comprende las secciones 2 y 
3) , aborda la imposibilidad de asociar las raíces complejas con un segmento (mas 
no, que imposibilita esta asociación). Asociando las ecuaciónes x2 + b2 = ax y 
x2 = ax + b2 con el problema de la división interna y externa de un segmento 
dado tal que el rectángulo formado por dichas divisiones sea igual a cuadrado 
dado respectivamente. Y mostrando que, cuando las raíces de estas ecuaciones 
son reales, las raíces reales se asocian con un segmento que esta contenido en 
la línea recta que contiene al segmento a dividir. De esta forma, no es posible 
asociar las raíces complejas de x2 + b2 = ax con un segmento, si, el segmento 
esta contenido en la línea recta que contiene al segmento a dividir. En la segunda 
parte (que comprende las secciones 5, 6 y 7) primero se aborda, qué imposibilita 
asociar las raíces complejas con un segmento, pero no con un segmento contenido 
en la línea recta que contiene a los segmentos reales positivos y negativos. Sino 
mostrando qué imposibilita asociar la parte imaginaria de la raíz compleja con 
un segmento. Imposibilidad que a su vez, impide asociar los números complejos 
(no puros, esto es, con parte real diferente de cero) con un segmento. Segundo, 
la asociación de la parte imaginaria de un número complejo con un segmento, 
que, permite asociar a los números complejos con un segmento que yace fuera 
de la línea recta real. No esta de más comentar, que en esta representación la 
parte real no es ortogonal a la parte imaginaria, como la representación que hoy 
tenemos de los números complejos. 

2. El problema de la división de una línea 

Teniendo en cuenta que en la antigüedad, la existencia de las cantidades esta 
asociada con exhibir una construcción que muestre, que la asociación de una can
tidad real con un segmento de línea recta es posible. 1 Marca la pauta para que 
los números negativos y complejos fueran nombrados cantidades imposibles. En 

1Vcr apéndice B. 
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este sentido, por ejemplo , si asociamos los números negativos que surgen de la 
ecuación: x +a = b, cuando a > b cuya raíz es b - a. Con el problema geométrico 
de cortar un subsegmento [a] de un segmento dado [b], el cual es posible si a < b 
e imposible si a > b. Entonces, comprendemos por qué los números negativos, 
son cantidades imposibles. Esta imposibilidad, que surge de la asociación de la 
ecuación x +a = b con el problema geométrico de cortar un subsegmento, impide 
asociar [b - a] cuando a > b con un segmento de línea recta, como con la raíz 
real positiva (a< b) . Así, dar sentido a los negativos y complejos como lo hace
mos hoy, con el concepto de posición sobre una línea recta y con un vector (que, 
a su vez, tiene asociado un magnitud y dirección) en el plano respectivamente; 
Nos remite a que, cantidades que eran imposibles hoy son cantidades posibles, 
en tanto que, tienen un sentido en la geometría. De esta forma ¿qué es lo que 
es imposible, que no permite darles sentido en geometría? ¿Qué da status de 
cantidades igualmente posibles a las cantidades negativas y complejas? ¿Qué les 
da sentido en la geometría? 

Por otro lado, asociar la ecuación x 2 +b2 = ax con un problema de naturaleza 
geométrica, permitirá saber qué tipo de imposibilidad esta asociada en este caso 
con las raíces complejas . Que, impide, asociarlas con un segmento corno con las 
raíces reales. 

D 
A C B 

FIGURA l. División de una línea - Playfair 
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2.1. PROBLEMA (DIVISIÓN DE UNA LÍNEA - PLAYFAIR 1778). Dividir un 
segmento dado (ABJ (ver Figura 1), tal que el rectángulo formado por dichas 
divisiones sea igual a un cuadrado dado fb2 J. 

Sea AB = a la línea dada y b el lado del cuadrado dado. Supongamos que C 
es el punto buscado, entonces 

(AC)(CB) = b2
, 

y haciendo AC = x, se tiene 

(X) (a - X) = b2
, 

así pues 
ax - x 2 = b2 

luego 

x2 + b2 =ax (1) 

Por tanto, el problema se reduce a resolver la ecuación (1). Por otro lado, para 
resolver esta ecuación considerese lo siguiente: 

R 

N 

Q 

L M 

FIGURA 2. Soluciones de la ecuación: x 2 + b2 =ax - Descartes 

CONSTRUCCIÓN: 

l. Con centro N y radio N L = ~ trácese el círculo LQ R (ver Figura 2). 
2. Haciendo LM = b, y por el punto M trácese MQR paralela a LN. 
3. Afirmamos que, MQ y M R son las dos raíces de la ecuación. 
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DEMOSTRACIÓN. En efecto, por potencia de un punto [M] respecto a la 
circunferencia [LQR] se tiene: LM2 = (M R)(MQ) , entonces si M R = x, tenemos 
que MQ =a - x y así x(a - x) = b2 o x2 + b2 =ax. Pero, si hacemos MQ = x, 
entonces MR = a - x, y otra vez, (a - x)(x) = b2

. Además , si O es el punto 
medio de QR, 

MQ = OM - OQ = ~ - J ( ~ ) 2 

- b2 

y 

o 
Nótese que, cuando b < ~ las raíces son reales y están asociadas con los 

segmentos M Q y M R. Pero si M R es tangente al círculo, es decir, b = ~ . Las 
raíces serian iguales y estarían asociadas ambas con el mismo segmento; mientras 
que si b > ~, entonces la línea M R no encuentra al círculo y no hay segmento 
con que asociar a las raíces complejas. 

3. División interna y externa de una línea 

El planteamiento del problema de la división de una línea no contempla la 
división externa, 2 esto es, el problema esta planteado como: la división interna 
de una línea tal que el rectángulo formado por dichas divisiones sea igual a 
cuadrado dado. Al igual que el problema de cortar un subsegmento [AC =a] de 
un segmento dado [AB = b], el caso cuando a> b, es decir, b-a <O, es imposible 
asociar b - a con un segmento. Pero si extendemos continuamente el segmento 
AB en ambas direcciones, b-a (< O) se asocia con BC y no con CB como cuando 
b - a > O. Lo hecho para los negativos plantea la posibilidad de que el caso de 
la división externa tal que el rectángulo formado por dichas divisiones sea igual 
a un cuadrado dado , si, este es posible claro esta. Permitiría asociar las raíces 
reales y complejas de la ecuación: x2 + b2 = ax, con un problema de naturaleza 
geométrica: la división interna y externa de una línea tal que las divisiones formen 
un rectángulo igual a un cuadrado dado respectivamente. Como con los números 
positivos y negativos que están asociados con la posición interna y externa del 
punto C respecto al segmento AB respectivamente. 

Por otro lado, el problema de la división externa tal que el rectángulo formado 
por dichas divisiones sea igual a un área dada (o equivalentemente igual a un 
cuadrado dado). Hasta donde tengo conocimiento, es una aportación original, 
que permite dar cuenta de la imposibilidad de asociar las raíces complejas de 

2Como el problema de cortar un subsegmento de un segmento dado, impone que el sub
segmento tiene que ser menor que el segmento dado, ya que todo subsegmento es menor que 
el segmento del cual es parte. Así, este problema no contempla el caso cuando el subsegmento 
es más grande que el segmento, asocia.do con lo::; número::; negat ivos. 
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la ecuación x2 + b2 = ax con un segmento contenido en la línea recta que a 
su vez, contiene al segmento AB; Como cuando las raíces son reales. Ya que 
mostraremos que este problema esta asociado con las raíces (que son siempre 
reales) de la ecuación x2 = ax + b2

. 

e D e 

E A o B E 

FIGURA 3. División externa de una línea 

3.1. PROBLEMA. Dividir (externamente) un segmento dado AB, tal que el 
rectángulo f armado por dichas d'ivisiones sea igual a un cuadrado dado. 

CONSTRUCCIÓN: 

l. Tómese la hipérbola ACBC cuyo lado transverso es AB (Ver Figura 3) , 
tal que lado recto = 1 

lado transver so 
2. Constrúyase la ortogonal AD en A , hágase AD = b, b lado del cuadrado 

dado. 
3. Por el punto D trácese la recta CC paralela a AB. 
4. Prolónguese continuamente, en ambas direcciones , el segmento AB. 
5. Sean E, E proyecciones (sobre la prolongación de AB) de C, C . 
6. E es el punto buscado. 
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DEMOSTRACIÓN. Por propiedades de la hipérbola ,3 se tiene 

CE2 lado recto 

(AE)(EB) lado transverso 

luego 
CE2 = (AE)(EB). 

Por lo tanto 
(AE)(EB) = b2 

Notese que, si AB =a y EB = x. Sustituyendo en 

(AE)(EB) = b2 

se tiene 
(x - a)(x) = b2 

luego 
x 2 =ax+ b2 

Cuyas soluciones son 

y 

x_ = ~ - J ( ~ r + b2 

o 

De esta forma, si E esta a la izquierda de A, EB coincide con X+ y si E esta 
a la derecha de A, EB coincide con x_ 

Por tanto, notemos que cuando AD > A2
8

, esto es, b > ~ . La recta ortogonal 
levantada en D no interseca a la circunferencia de diámetro AB, pero si interseca 
a la hipérbola ABC (ver Figura 4). En otras palabras, no es posible dividir (inter
namente) un segmento dado AB tal que el rectángulo que forman las divisiones 
sea igual a un área dada, cuando el área dada es más grande que el cuadrado de 

la mitad del segmento dado (b2 > (~)\ Sin embargo, la división (externa) de 
un segmento dado tal que el rectángulo que forman las divisiones sea igual a un 
área dada, si es posible cuando b > ~· Así pues, dado que los problemas de la 
división interna y externa están asociados con las raíces reales de las ecuaciones: 
x2 + b2 = ax y x2 = ax+ b2 respectivamente. Entonces, las raíces complejas de la 
ecuación: x2 + b2 = ax, dan cuenta de la imposibilidad de la división, porque el 
punto no yace más sobre la línea recta que contiene a los puntos A y B . Pero esto 

3Esta propiedad que carateriza a la hipérbola , se puede encontrar en la proposición 12 del 
libro l <le las Cónicas de Apolonio. Pero también , se pue<le deducir del siguiente hecho: una 
hipérbola cuadrada tiene como ecuación x2 -y2 = r 2 . Así, si O punto medio de AB es el origen 
y r es la dist ancia del punto O al punto B. Tenemos que, y2 = r 2 

- x2 = (x - r)(x + r), esto 
es, CE2 = (OE - OB)(OE + OB) = (OE - OA)(OE + OA) = (EB)(AE). 
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e D e 

FIGURA 4. División interna y externa 

no explica qué imposibilita asociar las raíces complejas con un segmento. Qué si, 
con un segmento contenido en la línea recta que contiene al segmento AB. 

4. La ininteligibilidad de los números complejos 

Para entender qué imposibilita asociar las raíces complejas de x2 + b2 = ax 
con un segmento. Retomaremos el modo de resolver esta ecuación con el método 
conocido en la antigüedad como, aplicación de una área por defecto a lo largo de 
un segmento dado . 

ECUACIÓN: 

x2 + b2 =ax 

A NÁ LISIS: 

l. Sea ACDE un cuadrado de lado x (ver Figura 5), sobre DC aplíquese el 
rectángulo DB equivalente a b2

.
4 

2. Luego, AB =a, ya que x2 + b2 =ax. 
3. Por tanto, para determinar el lado del cuadrado [x] se requiere aplicar so

bre el segmento AB un área D B [b2] y que sea deficiente (que la aplicación 
sea menor) en un cuadrado [AD]. 

4Esta construcción, se conoció como la aplicac ión de un á rea [DB] por yuxtaposición sobre 
un segmento dado [DC] . 
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E D F 

x2 

A e B 

FIGURA 5. Análisis de la ecuacion x2 + b2 =ax. 

4.1. PROBLEMA. Dado un segmento AB, se requiere aplicar un área dada {b2 j 
que sea deficiente en un cuadrado. 

D H E 

G 

A e B 

FIGURA 6. Aplicación de un área sobre un segmento por defecto. 
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CONSTRUCCIÓN: 

l. Constrúyase sobre la mitad de la línea AB el cuadrado BCDE (ver Figura 
6); con vértice en D constrúyase el cuadrado FGDH equivalente a c2 = 
(~ )2 - b2. 

2. Complétese el cuadrado AD. 
3. Trácese la diagonal DB y prolónguese FG en ambas direcciones. 
4. Afirmamos que AF es el área dada [b2

] y BF el cuadrado, por el que la 
aplicación sobre la línea dada [AE] es deficiente. 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, dado que CB =~'entonces CEDE-GFHD = 
c2 

- ( ~ ) 2 = b2 . Y dado que el ractángulo C F es igual al rectángulo FE y el 
rectángulo EG es igual al rectángulo AG. Se sigue que CF +FE+ FE, que a su 
vez es igual a b2

, es igual al rectángulo AF. Por otro lado, para ver que FE es un 
cuadrado. Cuando dos cuadrados como, DF y DB comparten vértice, entonces 
están colocados en torno de la diagonal del cuadrado mayor , en este caso del 
cuadrado DE. Así, FE es un cuadrado. O 

F G 1 --------- -------------------- ---- ---

' ' 
----------------~---------------- ------------.------

' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' 
: : iF - --- - - -- - - - - - - - - ... - - - - - - - - - - - - - - - - -.- - -- - - - - - - - -- --
' ' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' 

A J e B 

FIGURA 7 

Ahora bien, el cuadrado DG H F [c2
] es igual a ( ~ )2 

- b2
. Cuando el vértice 

F del cuadrado DG H F yace dentro del cuadrado C B DE (ver Figura 7). Esto 
es, b < ~, c2 > O. Y cuando el vértice F coincide con el vérice D del cuadrado 
DGHF, b = ~ y c2 = O. Luego, cuando F yace fuera del cuadrado CEDE, 
pero sobre la diagonal DB. Nos gustaría que c2 < O (ya que b > ~) se asocie 
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con el cuadrado DF.5 Pero, esto no sucede ya que los lados del cuadrado DF 
son negativos. Así, el área es positiva y no negativa como nos gustaría. Ahora, 
también el rectángulo AF es igual a b2

, el área dada a aplicar sobre el segmento 
dado AB = a, y el lado del cuadrado BF raíz de la ecuación x2 + b2 = ax . 
Así, cuando F yace fuera, nos gustaría que AF = b2

, pero b2 = ( i) 2 
- c2 y 

teniendo en cuenta que c2 < O, entonces la diferencia de cuadrados en realidad 
es una suma. Y cuando F yace en el interior de C EDE, b2 es la diferencia de 
cuadrados ( i )2 

- c2 y no la suma . Incluso estando F fuera, el rectángulo AF es la 
diferencia de los cuadrados (i) 2 y - c2

. y no la suma ((i) 2 
- c2

) como se requiere 
para que el lado del cuadrado BF sea raíz de la ecuación x2 + b2 = ax, cuando 
b > i . Esto es, cuando las raíces son complejas. Dado que el rectángulo J D 
es igual al rectángulo DI y el rectángulo KG igual al rectángulo DI. Entonces 
KG = J D y si quitamos el cuadrado DF se obtiene el rectángulo K F. Y dado 
que el rectángulo AF es igual a la suma de los rectángulos J K y K F . Entonces 
AF = K J + J D - DF = (i) 2 

- (-c2
). La cual es diferente de (i) 2 

- c2
. 

Por tanto, si c2 = ( i ) 2 
- b2

, entonces cuando i > b, e = J ( i) 2 
- b2 es el 

lado de un cuadrado. Pero, si i < b, e ya no es el lado de un cuadrado, ya que +e 
o - e, forman un cuadrado de área positiva: (+e)( +e) = +c2 o (-c)(-c) = +c2. 
Y no un cuadrado de área negativa: -c2 = ( J=lc)2

, con e > O. Que es lo que se 
requiere. En este sentido, no es posible sustraer (o cortar) un cuadrado de área 
mayor a uno de área menor, esto es lo que no es posible entender si nos limitamos 
a esta asociación del cuadrado de un número c2 con el cuadrado (figura) de lado 
c. Así, la imposibilidad de asociar las raíces complejas de la forma: M + N J=I 
con un segmento de línea recta, yace en la imposibilidad de asociar el lado: r-CI 
de los cuadrados negativos: -c2 con un segmento de línea recta, como con las 
raíces (o lados) reales: -/C2 =±c. 

Pero ¿qué nos impide superponer dos cuadrados y cortar el mayor [b2
] del 

menor [a2]? Y el exceso de área asignarla con la diferencia de las áreas [a2 
- b2

] 

¿No acaso se hace lo mismo con los segmentos? Se superponen y se corta el mayor 
[b] al menor [a], pero extendiendo el segmento menor en ambas direcciones, el 
segmento que excede se asigna con la diferencia de los segmentos [a - b]. 

5. Sobre los números imaginarios 

Hemos notado que la imposibilidad de asociar un segmento a las raíces com
plejas de la ecuación x2 + b2 =ax, yace en la imposibilidad de asociar r-CI con 

5Esta forma de proceder es análoga a cuando diferenciamos la posición de un µunto, sobre 
una línea recta, con respecto de otro que, yace sobre la misma línea, pero que es un punto de 
referencia. Designado así, con una cantidad positiva, si el segmento t iene tlno de sus extremos 
a la derecha de este punto y una cantidad negativa, si tiene uno de sus extremos a la izquierda. 
En este caso, el punto de referencia es D, y diferenciamos la posición de F, sobre la diagonal 
DF, con respecto a D . 
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UII segment o. ConsC<'uencia de asociar el ("" uadrado de' un nÚn1PTO con el (""naclrado 
(figura). En este sentido. lo que permite a John Wa ll is (1616- 1703) considerado el 
primero en hacer una importante contribución al tratamiento geométrico de los 
números complej~, resolver este problema. Es primero, dar sent ido a los núme
ros negativos en geometría con, el movimiento cont inuo de un punto sobre una 
línea rC<' ta respecto a un punto de referencia que yace sohre esta. Si ('1 movi
miento es hacia adelante respecto del punto de referencia, el segmento de línea 
recta determinado por el movimiento de este punto es denotado con el signo + 
y s i cl Hlovimieuto es haón atrás es denotado eOIl el s igno - Segundo, hacer el 
cuadrado equiva lente a un rectángulo por medio de la construcción de la media 
proporcional entre dos segmentos dados: 

ab =x2 <==> a:x::x: b 

Así, la media proporcional ent re una cantidad positiva y una negativa: 

-a: x:: x: b <==> x = J(-a)(b) 

y su com .. 'Spolld icntc const rucción dan cabida a la cxpn.,'sión 

cqui valeutc a 

Por otro lado, la construcción de la media proporciona l oculta. la respuesta 
a nuestra pregunta respecto a corta r un cuadrado mayor (en área) de uno me
nor, que produce los euadm(lo:; de área nega t. iva. Si procedemos n SII¡)('rponer los 
cuadrados, el área excedente no tiene la forma de un cuad rado. Así, para lleva rla 
a un cuadrado se procede como lo hicieron los antiguos, construir un rectángulo 
equi valente en área al excedente. Conocido como el mét.odo de yux taposición de 
un á rea a lo largo de un segmento dado. Luego, se hace este rectángulo equi
valente a un ('uadrado, mediante la constTl\('(""ión de la media proporcional. De 
esta forma, dado que los lados del rectángulo son d iferentes, este es susceptible 
de asignarse con un área negativa. No así. el cuad rado que t iene lados iguales. 
Luego, ex presando la d iferencia de cuadrados como el producto de dos segmentos 
d ist.intos. Nos perm ite, construi r los cuadrados de área negativa . 

5 .1. Construcción de la raíz cuadrada d e los númc ros ncgativos . 

CONST RUCCiÓN: 

Si hacia adelante de A tomamos A B = +b; Y de B tomamos BC = +c; 
haciendo AC = AB + BC = +b + e cl d iámetro de un círculo (ve r Figura 8). 
Entonces el seno, o media. proporcional BP = J+bc. 
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p 

B ·'------f--~----~------1 C 
A B 

FIGURA 8. Construcción de la raíz de números negativos - Wallis 

Si hacia atrás de A tomamos AB = -b; y de B tomamos hacia adelante 
BC = +e; haciendo AC = AB + BC = -b + e el diámetro de un círculo . 
Entonces la tangente o media proporcional BP = Fbc. 

Después de introducir los cuadrados de áreas negativas , asociando la dife
rencia de cuadrados con la media proporcional entre un número positivo y uno 
negativo. Para construir las raíces complejas M + N ..;=T se hará uso del siguiente 
problema. Que a su vez hace uso de la construcción de los cuadrados de áreas 
negativas. 

5.1. PROBLEMA (CONSTRUCCIÓN DE UN TRIÁNGULO - WALLIS). Cons
truir un triángulo sobre una linea AC (de longitud indefinida); en el que uno de 
los lados AP es dado; junto con (el ángulo L.PAC y consecuentemente) la altura 
PC; y el otro lado P B ( < AC) (ver Figura 9): se requiere encontrar la base AB. 

CONSTRUCCIÓN: 

l. Constrúyase la ortogonal PC a AC desde su punto C . 
2. Con centro en P y radio P B trácese el círculo D B B. 
3. Con centro el punto medio M de PC y radio M P trácese el círculo P BC. 
4. Trácese AP; P B 
5. AB es el lado requerido. 
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D 

p 

A (3 e (3 

FIGURA 9. Construcción de un triángulo dado dos de sus lados y 
su altura (PE < PC) - Wallis 

DEMOSTRACIÓN. Dado que PC es diámetrro, entonces 

L.PEC = R, 6 

luego CE es tangente en E a PEE y 

CE2 = -(PC- PE)(PC +PE) 

así pues 

por lo tanto, 
AE+ = AC+CE+ = AC +ECR 

y 
AE_ = AC+ CE_= AC-ECR 

6 R, denota un ángulo de !JOº. Tambiéu nombrado, en la antigüedad , ángulo recto. 

13 
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6. Construcción geométrica de las raíces de la ecuación 
x2 ±ax+ b2 =o 

T 

s ' s 
' ~ ----------------~p 

A B e B 

FIGURA 10. Construcción de las raíces [reales] de la ecuación 
x2 ± ax + b2 = O - Wallis 

ECUACIÓN: 

x 2 ±ax+ b2 =O 
CONSTRUCCIÓN : 

l. Sea Aa =a diámetro del semicírculo AaT con centro en el punto C (ver 
Figura 10) ; CT radio ortogonal en Ca Aa. 

2. Hágase CP = b; S proyección de P sobre la semicircunferencia AaT y B 
proyección de S sobre el segmento Aa. 

3. AE, Ea son las raíces buscadas. 

DEMOSTRACIÓN . Dado que PC = SE, ya que BCPS es un rectángulo y 
que el t riángulo D:.CSB es rect ángulo, entonces BC = ±JCS2 - SE2 , es decir , 

EC =±V (i) 2 
- b2 . Por otro lado AE = AC - EC y Ba = EC +Ca luego 

AB = ~ ::+= J ( ~ ) 2 
- b2 y Ea = i ± J ( ~) 2 

- b2
. O 

Ambas raíces positivas o negativas, si en la ecuación se tiene -ax o +ax. 
Cuando ES incrementa, E se aproxima a C y CE decrece (la semidiferencia de 
las raíces). Ya que ES nunca puede ser más grande que CT (semidiametro): Por 
tanto , siempre que b > ~ el caso propuesto para esta construcción es imposible. 
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p 

p 

FIGURA 11 . Construcción de las raíces: reales y complejas de la 
ecuación x2 ± ax + b2 = O - Wallis 

Cuando la ecuación x2 ±ax+ b2 =O, presenta casos posibles e imposibles, es 
decir, si ( ~) 2 

es o no menor que b2 , la construcción es la siguiente: 

CONSTRUCCIÓN: 

l. Sea ACa =a, constrúyase la perpendicular CP =b en C punto medio de 
A Ca y tomando P B = ~, constrúyase el triángulo rectángulo P B C (ver 
Figura 11) . Cuyo ángulo recto estaría en C o en B según sea P B > PC 
o PB < PC 

Notese que, las líneas rectas AB, Ba son los dos valores de x. Ambos positivos 
si (en la ecuación) esta -ax, ambos negativos , si esta +ax. Los cuales son reales, 
si el ángulo recto esta en C, pero imaginarias7 si esta en B . En ambos casos (si 
el ángulo recto esta en C o en B) el punto B puede indiferentemente ser tomado 
sobre uno u otro lado de PC, en posición semejante. Y los dos puntos B , B , son 
aquellos que la ecuación designa. En el primer caso, A Ba es una línea recta y lo 
mismo para ACa. En el segundo caso, ABa hace un ángulo , tal que ACa es igual 
a Aa y sobre la cual si ABa es proyectada, B cae sobre (3 . En el primer caso, 
AB + Ba = Aa = a. En el segundo caso, no para B pero si para su proyección, 
A(3 + (3a = aa = a. 

7La connotación de raíces imaginarias viene de una manera de contradistinguir a las que 
ellos llamaron raíces reales: positival:> o negativas. 
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7. Sobre la construcción de las cantidades imaginarias puras 

FIGURA 12. Construcción de las cantidades imaginarias puras 

En la sección 5.1 se construyó la raíz de las cantidades negativas denotadas 
aquí con el nombre de cantidades imaginarias puras y se construyeron las canti
dades imaginarias de la forma: M + N J=I, donde M y N denotan cantidades 
reales. Así, la parte imaginaria [NJ no se representa sobre una recta ortogonal 
respecto a la recta donde se representa la parte real [ M]. ¿Qué determina a esta 
representación? No basta la introducción de las cantidades negativas en la geo
metría sino que también es importante la forma en que son introducidas , por 
ejemplo: 

CONSTRUCCIÓN: 

l. Sea A el origen (ver Figura 12) , AE = +a una cantidad positiva, AC = 
-b una cantidad negativa (a 1- b) . 

2. Descríbase el círculo EPC cuyo diámetro es CE. 
3. Constrúyase la ortogonal AP en A sobre CE. 
4. AP es la media proporcional entre AE y AG. 

Esta construcción ( J (a) (-b)) , a reserva de que todo rectángulo es equivalente 

a un cuadrado, construye la raíz de los cuadrados negativos ( J-( ab) = J=C2), 
es decir , construye las cantidades imaginarias puras . Además, la representación 
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es sobre Ulla recta ortogonal a la recta donde se representall las cantidades reales 
(ncgativas o positivas). 

Por otro lado, la representación de las cant.idades imaginarias puras no es 
independiente de la representación de las cant idades imaginarias de la forma: 
M + N R , ya que la construcción que hace Wall is de estas esta sujeta a la 
propied ad AB + BC = AC (ver sección 5.1), propiedad fi ne permit ió const rui r 
las raíces complejas de la ecuación X2 ± ax + ¡p = O (vcr scccion 5.1). Propiedad 
que no cumplc esta construcción, ya que lo que se requiere es que la cantidad 
Ilcgativa o segmellto AC tenga como punto iHicial el punto final dc la ca nt.idad 
posit iva O segmento AB, así pues, se requiere que A = B . Lo cual no sucede en 
esta const.rucción (ver Figura 12). 

8 . Conclusión 

Asociar los números negativos con el problema de cortar un subsegmento de 
un segmento dado, most ró qué imposibilita asocia rlos con un segmento. Pero si 
cxtendemos cont inuamente el segmento en ambas direcciones, es posible asiguar
les un seglllento. Así, la dist inción de la posición de un punt.o n..'~pecto de un 
segmento marca la pauta para esta asociación. Por otro lado, el problema de la 
división de una línea, mostró que es imposible asociar los numeras complejos con 
un scgmento. Incluso extendiendo la línea en a mbas direcciones y dando cabida 
al problema de la división externa . Así, la d isti nción de cant idades reales y com
plcjas no yace cn la distinción del problema de la di visióu de uu línea en división 
inten la y externa respectivamente. Esto a su vez, da. cuenta de la. imposibil idad de 
asociarl as con un segmento, cuando el segmento esta contenido en la línea recta 
que coutiene al segmento a dividir. En este sent ido, a d iferencia de los negativos 
(en In que la d istinción, de cantidades posit ivas y negat ivas, yace en la posición 
interna y externa respecto de un segmento), los complejos marcan otro t ipo de 
imposibilidad, asoc iada con los cuadrados de área negat iva. Así, nuevamente lo 
que da cabida a la asociación de los números negat ivos con un segmento, me
diante el movimiento continuo de un punto sobre una línca recta . No se aplica 
para dar sent ido a los cuadrados de área negativa , como se mostró en la sección 
4 (Figura 7). Oc cst.a forma, 10$ cuadrados de área negat iva marcan ot,ro tipo de 
imposibilidad que la asociada con los números negat ivos. Razón por la cual, los 
números complejos se asocián con la posición de un punto que yace fuera de la 
línea recta que contiene a los números positivos y negat ivos. 

Por ot ro lado, la asociación de los números de la forma: M + N FI con las 
raíces de la eCllación : x2 ± ax + b2 = O. Det.ermina la. represent.ación goomét.rica 
de las cant idades imaginarias de la forma: M + N R , ya que es la propiedad : 
x+ + x _ = +a que se traduce en la propiedad AB + l3a = Aa (ver sección 6) la 
quc dctermi nó la reprcsentación de las raíces t:olllplejas. ),rlisula que dcterllli uó la 
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n' presentación de la raíz de los cuanrados negat ivos. De esta forma, el pa.w ele 
una cant idad posit iva a una cantidad negativa se hace a t ravés del mO\'imiento 
(cont inuo) de un punto sobre una línea recta. En otras palabras, no basta con 
int roducir las cant idades negativas en geomet ría, sino que la interpretación física 
de estas, por ejemplo, impide pasar de una cant idad posit iva a ulla cantidad 
negativa que no sea por el movimicnto cont iuuo de un punto . Como lo muestra 
la Figura 12 en la que el paso de la cantidad positiva AB a la cantidad negativa 
AG, sc hace a través del movimiento de un punto que recorre primero el segmento 
AB y luego da un salto al punto A y recorre el segmento AG, este movimiento 
interrumpe la cont inuidad del movimiento de un punto que recorrería primcro 
el segmento AB, luego el BA y finalmcnte el segment.o AG. Y de esta forma 
pasar de una cantidad positiva AB a una c3ut idad negativa AC por medio de 
un Illovimiento cont inuo. 



Capítulo 2 

Sobre la representación de los números complejos que 
surgen de resolver la ecuación x3 = Ax + B 

1. Introducción 

En este capít.ulo se aborda la representación geométrica de los números complejos 
que surgen de la formula de Cardano para resolver las ecuaciones x3 + B = Ax 
y x3 = Ax + S , donde A > O, B > O. Cuando sus tres raíces son reales. A 
su vez , el capítulo esta dividido en dos partes. La primera (que comprende las 
sect:iones 2 y 3) aborda la asociación del problema de la trisección de un ángulo 
con la resolución de las ecuaciones x3 + S = Ax y x3 = Ax + B. La construcción 
geométrica de las raíces, por medIo de la posibilidad de la intersecdón de dos 
secciones cónicas. Y la deducción de la fórmu la (dada por Cardano) para re
solverlas. r ... lostrando que la fórmula contiene expresiones imaginarias (números 
complejos), cuando la raíz de la l.'C uación x3 = Ax + S , esta asociada con el pro
blema de la trisección de un ángulo. Lo cual muestra que la raíz es real, ya que 
esta asodada con la cuerda del arco que es la tercera parte del ángulo a t risecar. 
Así, la fórmula expresa a la raíz (la mayor en valor absolu to de las tres raíces 
reales) como, la suma de dos números complejo conjugados, y no como, la suma 
de las ot.ras dos raíces reales (ya quc por ausencia del término C"uadrat.ico cm la. 
ecua.ción, la suma de las t res raíces es igual cero). La segunda (que comprende 
las secciones 4 y 5) , aborda la representación geométrica de la extracción de la. 
raíz cubica de un número complejo, que a su vez es otro complejo que expresa a 
la raíz de la ecuación x3 = Ax + S COlIJO, la suma de este y su conjugado. Y se 
da C"ont.e~tac ión a la pregunta ¿por qué se elige entre una y otra representación 
(la que surge de la resolución de la ecuación X2 + b2 = ax y la que surge de la 
resolución de x3 = Ax + B)? 

2. Trisección d e un á n g ulo 

En la sección 6 del capítulo 1, se vió que las raíces de la ecuación 

19 
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en el caso real cumplen: 

AB + !3a a 

(AB)(Ea) = b2 

y en el caso complejo, no para el punto B que yace fuera de Aa, sino para su 
proyección {3: 

A(J +(Ja a 

(A f3)({3a ) < b2 

De hecho veremos al final de este capítulo que incluso considerando AE +Ea 
como suma vectorial, dada por la representación geométrica de AB, Ea (ver 
Figura 11 , sección 6 del capítulo 1) cuando AE y Ea. representan números com
plejos se tiene que AB + Ea. f:. a razón por la cual Wallis logra rescatar esta 
propiedad respecto a la proyección (J de E, pero no dice nada respecto al pro
d ucto (AB)(Ea.). No es difícil ver que (Af3)({3a.) < b2 consecuencia de que el 
punto B no yace más sobre la recta Aa.. Por lo tanto, esta dificultad para poder 
definir una operación de suma y producto de los números complejos asociado 
con esta representación geométrica que sea compatible con los números comple
jos: M + N FI como raíces de la ecuación: x2 ± ax + b2 = O, nos plantea la 
siguiente pregunta: ¿qué problema de naturaleza geométrica, hace compatible el 
cálculo de los números complejos: M + N FI con su representación geométrica? 

De esta forma, se motiva el estudio del viejo problema de la trisección de un 
ángulo y su correspondiente asociación con la resolución de la ecuación x3 +qrl = 
3Q2x, donde Q es el radio del círculo donde esta inscrito el ángulo a trisecar, q la 
cuerda que subtiende este ángulo y x la cuerda que subtiende la tercera parte del 
ángulo . Asociación que muestra que las condiciones bajo las cuales la trisección 
es posible, es decir, que la cuerda q sea menor o igual al diámetro del círculo 
donde esta inscrito. Son justo las condiciones bajo las cuales la raíz1 de la corres
pondiente ecuación contiene expresiones imaginarias2 Así, la extracción de la raíz 
cubica de un número complejo plantea la pregunta: ¿esta nueva cantidad imagi
naria es de la misma forma: M + N FI, que las raíces complejas que surgen de 
la resolución de las ecuaciones de segundo grado? La contestación a esta última 
pregunta permitirá saber que relación t ienen los numeras complejos: M + N FI, 
que surgen de la resolución de las ecuaciones: x3 ± 3Q2x + qQ2 = O. Con el pro
blema de la t risección de un ángulo, al mismo tiempo que, permitirá dar una 
contestación parcial de la primera pregunta (respecto de la compatibilidad del 

1Las condiciones, en la formula, que da Cardano para la raíz de esta ecuación. 
2Extracc ión de la raíz cubica de números complejos. 
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cálculo de las cantidades: M + NFf con su representación geométrica). 

2.1. PROBLEMA (DESCARTES 1637). Dado un ángulo rectilíneo (ver Figura 
1); se requiere trisecar el ángulo dado. 

o 

V 

FIGURA 1. Trisección de un ángulo - Descartes 

ZETETICA: 

l. Se requiere dividir el ángulo NOP o mas bien el arco circular NQT P , en 
tres partes iguales. 

2. Sea NO = f2 el radio del círculo, N P = q la cuerda que subtiende el arco 
dado y NQ = x la cuerda que subtiende un tercio de este arco. 

3. Trácese NQ, OQ , OT y QS paralela a TO. 
4. El L.NOQ es medido por el arco NQ; el L.QNS es medido por~ are QP o 

are NQ; el L.SQR = L.QOT que es medido por el are QT o NQ; por tanto , 
el L.OQN = L.NQR = L.QSR, el L.NOQ = QNR y el L.QRN = SRQ. 
Luego 60QN ,....., 6NQR ,....., 6QSR, por lo tanto, NO : NQ = NQ : 
QR=QR: RS. 

2 3 
5. Ya que NO= f2 y NQ = x, entonces QR = xº y RS = ~2 . 
6. Sea M el punto de intersección de OT y N P, así, N P = 2N R + M R = 

2NQ + M R = 2NQ + MS - RS = 2NQ + QT - RS = 3NQ - RS o 
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qrJ2 = 3[>2x - x 3 o x 3 = 3[>2x - q[>2
.
3 

G 

A 

1 e B 

FIGURA 2. Construcción de la ecuación x 3 +e= bx - Al-khayyam 

Ahora, para determinar la incognita4 x de la ecuación: x3 + q[>2 = 3[>2x, se 
determinara la incognita x de la ecuación: x 3 +e= bx, donde e, b denotan núme
ros reales positivos. 

ECUACIÓN: 

x 3 +e= bx 

CONSTRUCCIÓN: 

3Los antiguos no desarrollaron el álgebra. Para ser mas puntuales, la traducción de un 
problema en una ecuación y como consecuencia de ello trasladar la solución del problema a 
la de una ecuación, no es propio de la antigüedad. Aunque el librro II de Euclides, asociado 
con los orígenes del álgebra geométrica, permita interpretar estas proposiciones mediante un 
lenguaje simbólico propio del álgebra, no existe en la antigüedad un antecedente de trasladar un 
problema en una ecuación (ver apéndice 1). Por otro lado, Viete (1540-1603) a esta traducción 
le nombro Zetetica (ver apéndice 1). 

4Determinar la incognita x de una ecuación, se tradujo en la geometría corno la construcción 
de la ecuación. Así por ejemplo, sou los métodos antiguos de construcción de áreas y volúmenes 
(ver apéndice 1) , los que le permite a Al-khayyam (1048 - 1131), a quien se le considera el 
primero en concebir la geometría algebraica, clasificar (de acuerdo a la existencia de raíces 
reales) las ecuaciones de segundo y tecer grado (incluyendo el término cuadratico). Por otro 
lado, Vi etc , a la coustrucción de una ecuación, le dio el nombre de Exegetica (Ver apéndice 1). 
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1. Sea An = Vb, Be ort.ogonal a AB tal que 

(AB' )(BC) = e 

23 

2. Trácese la parábola DBE con vértice en n, eje AB y dc lado recto AB, 
f\.'i í la hipé rbola ECC con vért. ice C (vcr Figura 2), eje BC y diámcl ro 
trallsverso Be intersecta o no a la parábola DBE. 
Primer caso: (DBE) y (ECG) no se encuent.ran entonces, el problema es 
imposible. 
Segundo caso; Ellas se encuentrall en un solo ¡muto el cual es el punto de 
tangencia. 
Tercer caso: Ellas se encuentran en dos punt.os, sea E un punto de inter
sección; sea 1, H las proyecciones de E sobre llC y BA respectivamente. 

3. Afirmamos quc, BJ3 + e = b(BI). 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, por propiedades conocidas de la hipérbola, se 

t.iene 
(El' ) BC 

(BI)(lC) BC ' 
así pues 

E l ' = (BI )( IC) , 

de donde 
BI lE 

-
lE IC' 

por otro lado, por propiedades dc la parábola 

BI' = EH' = (BH )(BA ) 

de donde 
AB BI BI l E 

-
BI BH lE IC' 

as í pues 
AB2 BI 

BI' IC ' 
luego 

BI' = (AB' )( I C ) 

así ]JUI ... 'S 

BI' + e (o4B')(lC) + (o4 B')( BC) 

- (AB' )( IC + BC) 
_ (o4B' )(BI) 

b(BI) 

o 
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3. El Ars Magna y las ecuaciones cúbicas 

Esta lectura tiene la intención de recuperar las formulas que expone Cardano 
en el Ars Magna para la solución de las ecuaciones cúbicas sin termino cuadrático. 
Por lo cual las demostraciones que se expondrán no se corresponden con el texto 
de Cardano, se ha buscado otra forma de reencontrar dichas expresiones. 

3.1. Sobre el Cubo y el Número Igual a la Primera Potencia. 

3.1. PROPOSICIÓN. La ecuación 

x3 + B =Ax 

tiene como solución 

X~ - , ~ + j ( ~) 2 - (:) 3 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, sea x = -p - q, entonces 

(x + p)3 = -q3 

luego 

entonces 

así pues 

-q3 x3 + 3p2x + 3px2 + p3 

x3 + 3px(x + p) + p3 

-q3 - p3 = x3 - 3pqx, 

x3 + (q3 + p3) 

igualando los coeficientes de (2) y (3) 

3pqx, 

3pq =A 

q3 + P3 = B 

por otro lado, haciendo p' = p3 y q' = q3 , se tiene 

q' +p' = B 

p'q' = ( ~) 3 

(2) 

(3) 

Lo cual se ha mostrado que se corresponde con la resolución de la ecuación: 



y 
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Que tiene como soluciónes: 

por lo que, 

p'~ ~ +)(~)'-(~)' 

q' ~ ~ - V ( ~ r -( ~ r 
por lo tanto, 

y 

p~ w~, ~+J(~)'-G)' 

q ~ w ~ ' ~ -J ( ~)' -( ~ )' 
dado que 

X= -p- q 

entonces 

3.2. Sobre el Cubo Igual a la Primera Potencia y e l Número. 

3.2. P ROPOSICIÓN. La ecuación 

x3 =Ax+ B 

tiene como solución 

25 

o 

(4) 
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DEMOSTRACIÓN. En efecto, si x 1, x2, -x3 son solución de x3 + B = Ax y 
haciendo x3 = x 1 + x2 , entonces 

luego 

por lo tanto, 

( )3 3 3 2 3 .2 3 X1 + Xz X1 + X1X2 + X1 Xz + Xz 

Ax1 - B + 3x1x2(x1 + x2) + Ax2 - B 

x~ A(x1 + x2) - 2B + 3x1x2(x1 + x2) 

Ax3 - 2B + 3x1X2X3 

x~ = Ax3 + B 

ya que (x1)(x2)(-x3) = B. Luego x 3 es solución de (4), por tanto, si -x3 es 
solución de (2) entonces x3 es solución de (4) . Así, 

X~ , ~ + J ( ~) 2 (;) 3 + , ~ -J ( ~) 2 - (;) 3 

D 

Nótese que, ambas ecuaciones (x3 =Ax+ B , x3 + B =Ax) contienen expre

siones imaginarias en la expresión algebraica de su raíz, si ( ~) 2 < ( 1) 3 , en caso 

contrario, es decir, si ( ~) 2 2: ( 1) 3 , la solución x es real. Ahora, el problema de 
la trisección de un ángulo se corresponde con la resolución de la ecuación: 

x3 + qp2 = 3/x (5) 

donde q es la cuerda que subtiende el ángulo B, p el radio del círculo donde esta 
inscrito el ángulo () y X es la cuerda que subtiende la tercera parte del ángulo (). 
Así pues, se tiene 

O < () < 4R 

y 

o < q < 2p 

Por otro lado, la ecuación: 

x3 + B =Ax (6) 

tiene como solución 
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la cual es real si 

Igualando los coeficientes de (5) y (6) , se tiene 

B = qp2 

A= 3p2 

sustituyendo en (7) 
2 3 2 

<]!_ > (_!_)3 
2 - 3 

luego 

así pues 

y en el caso de la trisección de un ángulo, la construcción es posible si 

o< q < 2p 
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(7) 

Se observa entonces que la condición para que la expresión algebraica de la raíz 
contenga expresiones complejas, es la condición para que esta misma sea real. 

3.3. Pasaremos ahora a analizar el problema (geométrico) que yace detrás 
de la ecuación x3 = Ax + B. 5 

ZETETICA: 

l. Sea 4R < e < 6R, así, ~R < ~ < 2R. 
2. Trácese con centro O y radio OP el círculo PQR (ver Figura 3) ; marcamos 

el arco PS, el cual define el ángulo B-4R, que es dado ya que e es dado. 
Sean Q, R puntos sobre la circunferencia, tal que, LDPQ = LOQR = 

LORS = ~· 

5Descartes no asoció la trisección de un ángnlo con la ecuación: x 3 = Ax +B, ya que las dos 
raíces reales de la ec11ación: x 3 + B =Ax, están asociadas con la trisección de los áng11los (O) 
determinados por los arcos P N, N P (O < e < 4R, donde R := ~ ). Por otro lado, las cantidades 
imaginarias (raíces no reales) que apa recen en la formula de Cardano, c:.: uya suma es la raíz real 
positiva de x3 = Ax+ B raíz negativa de x 3 + B = Ax, ya que las tres raíces son reales y 
lfl suma de las tres raíces es igual a cpro por la ansencia de termino cnadratico. Así, a5ociar 
esta ecuación: x 3 = Ax+ B , con el problema de la trisección de un ángulo (4R < e < 6R) , 
permtirá dar otra representación geométrica de los números complejos, a la que se tenía con la 
resolución de ec:.: uac:.: iones de segundo grado dada por Wallis. 
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V 

FIGURA 3. Trisección de un ángulo correspondiente a x3 = 3p2x + qp2 

3. Trácese P S y prolóngese indefinidamente en ambas direcciones; trácese 
por Q una paralela a O R, y sea T el punto de intersección de esta con 
la prolongación de PS; prolóngese OR, y sea U el punto de intersección 
de esta con la prolongación de S P ; prolóngese OQ y sea V el punto de 
intersección de esta con la prolongación de SP. 

4. Afirmamos que PQ3 = 3(0P2)(PQ) + (SP) . 

DEMOSTRACIÓN. Dado que 

L.POQ = L.ROS 

entonces 

L.POQ - L.SOP = L.ROS - L.SOP, 

es decir, 

L.SOQ = L.POR; 

pero 

L.R'OQ = L.Q'OR, 

por ser opuestos por el vértice, por lo tanto, 

L.SOR' = L.Q'OP. 

Y como el 6PSO es isósceles, entonces L.PSO = L.OPS, así pues 

L.OSU = 2R - L.PSO = 2R - L.OPS = L.VPO, 



por lo t.anto, 
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LOSU - LVPO 

L POV = LSOU 

y ya que la ti Umél de los ángulos illl.eriore; de un triángulo = 2R, ent.om;cs 

LSUO = LOVP. 

Por otro lado, dado que ua 11 TQ, entOllccs 

LSUO = LUTQ; 

pero 

LSUO = LQVT = LOV P, 

por lo tanto, el bo vrQ es isósceles. Así pues 

LVOR = LVUR + LOVU = UOVU ; 

pero 

LVOR = LQ'OR = UQ'QR = UOQR = U PQO, 

ya que bo PQO = boOQR e isósceles, por lo tanto, 

LOVU = LPQO = LPQV, 

29 

así pues, el bo PQV es isósceles: y también se tiene que el boPQO es isósceles y 
COIl los mismos ángulos que los triángulos bo PQV y bo VTQ. Entonces si PQ = x, 
OP = p y SP = (J , por la semejanza boPQO ~ bo PQV ~ boVTQ se tiene 

luego 

pOI" otro lado, se mosl.ró 

X2 X2 
p: X :: X : :: - : VT 

p p 

x, 
VT =2' 

p 

LOVU = LOQR = LQRO = LQRU 

l' 
LVUO = LOVU 

t"Wí pw .. :s 
LVUO =LQRU 

lo cual implica que UT 11 QR; pero RU 11 TQ, por lo tanto, u rQo es un para
lelogra mo; ent.onces QR = UT, además QR = PQ y como bo PQV es isósceles, 
entonces PQ = V P; pero se mostró que los boV PO y b.SUO ticucn los mismos 
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ángulos y dado que SO = OP, entonces estos dos triángulos son congruentes, 
luego V P =SU, por lo t anto, 

además 

entonces 

por lo tanto, 

VT =V P + PS +SU+ UT = 3x + q, 

3 

VT=~ 
p2 

x3 

2 = 3x +q, 
p 

o 
3.4. Construcción de la ecuac10n x3 = px + q. Pasaremos ahora a la 

determinación de la incognita x de la ecuación: x3 = px + q,6 para ver si las 
condiciones bajo las cuales la formula de Cardano para la raíz real de esta se 
corresponden con las condiciones ba jo las cuales, la construcción 

de esta incognita vía la intersección de secciones cónicas, es posible. 

E 

F 

G 

FIGURA 4. Construcción de la ecuación: x3 = px + q 

6La construcción <le! segmento de línea recta asociado con x que satisface la ecuación, 
Descartes la realiza por medio la intersección de una parábola con un círculo y Al-khayyam 
por la intersección de una hipérbola con una parábola. Aquí, se realizará por medio de la 
intersección de una hipérbola con un círculo. 
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ECUACIÓN: 

x 3 = px + q 

CONSTRUCCIÓN: 

l. Sea AB = vfP, CD ortogonal a AB (ver Figura 4), tal que (AB) 2 (CD) = 
q. 

2. Con centro A y radio AD descríbasc el círculo DCE. 
3. Con vértice C, eje CF y lado transverso CF = DC descríbase la hipérbola 

ECG. 
4. Las dos curvas necesariamente se encuentran, sea E el otro punto de 

inetersección y H, su proyección sobre la prolongación de DC. I , la in
tersección de EH con el círculo DCE. 

5. Afirmamos que CH3 = pCH + q. 

e 

E 1 H 

FIGURA 5 

D EMOSTRACIÓ N. Prolónguese AB en ambas direcciones; M, N las intersec
ciones con la circunferencia DCE. Sean P, O las proyecciones de E, I sobre M N. 
Dado que A es centro y EI =PO cuerda, entonces 

PA=AO 
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luego 

y dado que 

entonces 

MP MA-PA 

HE+HI 

AN-AO 

ON 

BO=HI, 

PA+AB+BO 

AO+OB+AB 

AB+AB = 2AB. 

Por otro lado, por propiedadades de la hipérbola, se tiene 

(CH+ CF)(CH) = EH2
; 

y dado que CD = C F, entonces 

EH2 ((CH - DH) + CH)(CH)) 

= - (DH)(CH) + 2CH2
; 

y por propiedades del círculo, se tiene 

sustituyendo 

luego 

por lo tanto, 

o 

(CH)(HD) = (EH)(IH) 

EH2 = -(EH)(IH) + 2CH2 

(EH)(EH + I H) = 2CH2
; 

(EH)(2AB) = 2CH2 

CH2 = (EH)(AB). 7 

7El caso cuando H yace en el interior de DC es análogo, salvo que para C'ste caso: 

y 

luego 

HE - HI= 2AB 

EH2 ((CD+ DH) + CH)(CH)) 

(DH)(CH) + 2CH2
, 

(EH)(EH - IH) = 2CH2
, 

(8) 

(9) 
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de (8) y (9) se t iene, 
CH+CF EH 

--
CH CH 

y 
EH CH 
- -
CH AB ' 

luego 
CH+ CF EH CH 

--
CH CH AB ' 

entonces 
CH3 CD+ CH 
AB3 AB 

así pues 

CH3 (AB) 2(CD +CH ) 

(AB) 2(CD) + (AB) 2(CH); 

por lo t anto, 
CH 3 = pCH +q. 

D 

Nótese que, la expresión algebraica de la raíz , que contiene expresiones imagi
narias si ( ~) 2 > ( ~) 3 . Lo cual, no se corresponde con la construcción del segmento 
de línea recta asociado a la raíz de la ecuación , ya que esta [construcción] siempre 
es posible , no hay casos imposibles . También, para los mismos parámetros p, q, 
si O < e < 4R, la ecuación asociada con el problema de la trisección de un ángulo 
es: x 3 + qp2 = 3p2 x, y si 4R <e < 6R, la ecuación asociada con el problema de 
la t risección de un ángulo es: x3 = qp2 + 3p2x . 

Se puede ver también, al igual que en el la ecuación, x 3 + p2q = 3p2 x , la 
condición para que la expresión algebraica de la raíz contenga expresiones ima
ginarias, es la condición para que ésta vista como solución de la trisección de un 
ángulo , sea real. Esto para el caso de la trisección de un ángulo correspondiente a 
la ecuación x 3 = 3p2x + p2q. Por t anto, para ambas ecuaciones (x3 + p2q = 3p2x, 
x3 = 3p2x + p2q) , la expresión algebraica de la raíz (dada por Cardano) contiene 
expresiones imaginarias al mismo t iempo que las construcciones (de los segmentos 
de línea recta asociado a las raíces) de las ecuaciones, como problemas, muestran 
que las soluciones son reales. 

por lo tanto, 
(EH )(2AB) = 2CH 2 

así pues 
CH 2 = (EH )(AB) . 
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4. Sobre las cantidades imaginarias que nacen de la trisección de un 
ángulo 

4.1. PROPOSICICIÓN. 

donde: 

a a/2 

a 3 Aa + B 

b A/3 - (a/2) 2 

ANÁLISIS: 

l. Supongase que a + ../bi = 1 ~ + J ( ~) 2 
- ( 1) 3 . 

2. luego (a+ ../bi)3 = ~ + V(~) 2 
- (1)

3
. 

3. Desarrollando el binomio al cubo, 

igualando 

4. Pero 

luego 

5. Por otro lado, 

a3 + 3a2 Jbi - 3ab - Jb3 

a3 - 3ab 
B 
2 

J~(~)'--(~)2 

3a2 Jb - Jb3 = Jb(3a2 
- b) 

(a
3 

- 3ab)
2 = ( ~) 

2 

6. sumando (10) y (11) se tiene 

b(3a
2 

- b) 2 + (a3 
- 3ab)

2 = ( ~) 
3 

(10) 

(11) 



4. CANTIDADES IMAGINARIAS QUE NACEN DE LA TRISECCIÓN DE UN ÁNGULO 35 

por otro lado, 

b(3a2 
- b) 2 + (a3 

- 3ab) 2 b(9a4 
- 6a2b + b2

) + (a6 
- 6a4 b + 9a2b2

) 

9a4b - 6a2b2 + b3 + (a6 
- 6a4b + 9a2b2

) 

a6 + 3a2b2 + 3a4b + b3
, 

haciendo a2 = u, se tiene 

así pues 

por lo tanto , 

u
3 + 3ub

2 + 3u
2
b + b3 

= ( ~) 
3

, 

A 
ª2 + b = -3 · 

7. De (10) y (12), se tiene 

y 

luego 

así pues 

por tanto, 

z B 
a(a - 3b) = -

2 

A z b= - -a 
3 

a(a2 
- 3b) 2 A 2 a(a - 3( 3 - a )) 

B 
2 

a3 
- aA + 3a3 

a3 
- aA + 3a3 

4a3 
- aA, 

3 B A 
a = - +-a. 

8 4 
y haciendo a = ~, se tiene 

a 3 = Aa + B.8 

(12) 

8La deducción del planteamiento de esta proposición, se realizó por medio del método del 
análisis (ver apéndice 1), los pasos esbozados son los que permiten saber el por qué de las 
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4.1. Sobre la representación de la expresión \J ~ + j ( ~) 2 
- ( 4) 3 • 

Igualando los coeficientes de: 

x3 + B Ax 

y 

se tiene 

A= 3/, 

o 

S' 

FIGURA 6 

condiciones que satisfacen: a, by a. Así, la síntesis proceso inverso del aná lisis (ver apéndice 
1) sería la demostración de esta proposición. 
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por otro lado, 

donde: 

MP 
o: 
2 ' 

OP=p; 

' ~ + J(~)'-(~)' 

~ - J(ff(~)' 

OP' = p3
; PS = q 

MO JP2 - (~f J;- (~f 
P'S' p2q B 

ON' Jop12 _ P'N '2 

Nótese que las cantidades complejas que aparecen dentro de la r , el doble 
de su parte real y la parte imaginaria, son base y altura del D.O P' S' respectiva
mente (ver Figura 6), y las cantidades imaginarias que. surgen de la extracción 
de la raíz cúbica, el doble de su parte real y la parte imaginaria son base y altura 
del D.OPM respectivamente. Ahora, si L POQ =O, LPOS =O' y L OPQ = c.p 
entonces O' = 30 - 4R (ver sección 3.3 y Figura 3) . Pero c.p = R - ~ , luego 
LOPS = R - !L así pues LOPS = R - 3o-4R = 2R - 3li+4R = 3R - ª- O= 31/J 2' , 2 2 2 y 

Por otro lado, el problema de la trisección del ángulo 30 mayor que la cir-
cunferencia de un círculo (30 > 4R) , asociado con la resolución de la ecuación 
x 3 = 3p2x + qp2

, con el que estan asociadas la expresiones imaginarias de la 
formula de cardano para la solución de la ecuación x3 =Ax + B. También, nota
mos en la observación anterior , estan asociadas indirectamente con la trisección 
del ángulo LOPS, más aun, est án asociadas indirectamente con la trisección del 
ángulo L POS asociado con la resolución de la ecuación x3 + qp2 = 3p2x . 

Será la generalización del problema de la t risección de un ángulo al problema 
de la división de un ángulo en n-partes iguales, la que most rará qué relación hay 
entre la ecuación x 3 = 3p2x + q y la ecuación que surge de la generali zación en el 
caso particular en que n = 3. Problema en cuya generalización yace la formula 
de D 'Moivre: 

( cos o + i sin or = cos nfi + i sin nfi 

Tema de la segunda parte de este t rabajo, donde se clara una demostración 
geométrica de esta identidad . 
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5. Sobre la suma d e los números complejos como vectores 

En la l:OllstrucciÓIl de las cantidades <':olllplcjas dada por Wallís (ver sc<.:dón 
6), para el caso real 

AB + Ba = Aa 
y para el caso complejo 

A{J + {Ja = Aa. 

p 

A~s:t"""~Q f3 e f3 

FIGURA 7. Suma vectorial 

Así (ver F'igurn 7): 

AB + AB 

= a 

Aa, 

cuando b'l > (1f! la SUIlHI. es reducida a la suma 0(' scgl1lC'ntos de línea rC<'t.a, 
con la proyección {J de B: 

AB + AB := A(J + pa, 

ya que esta representación determinada por la resolución de la ecuación. x2 +b2 = 
lIX . a SlI vez determina la suma de cantidades complejo conj ugadas, así la suma 
vec torial: 

~ ~ ~ 

AB + Rrr = An 
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en la que Ba estaría asociada con: 

-aC + iCB 

si B esta a la izquierda de del punto C respecto a la línea PC, con 

-aC - iCB 

si B esta a la derecha de del punto C respecto a la línea PC, luego 

AB + Ba = (AC + iCB) + ( - aC + iCB) = 2iCB i= a= Aa 

AB + Ba = (AC - iCB) + ( - aC - iCB) = -2iCB i= a= Aa 

Por lo tanto, esta representación de las cantidades complejas impide la suma 
vectorial como la conocemos ahora. Pero esta definición, consecuencia de reducir 
la suma vectorial a la suma de segmentos de línea recta, muestra como al igual que 
en el caso de las demás cantidades reales (como son: ángulos, áreas y volúmenes) 
las cuales [sus operaciones] se redujeron al conocimiento de las [operaciones de 
las] líneas rectas, 9 siguen siendo los segmentos de línea recta (como magnitudes y 
no como magnitudes con posición) los que detreminan la forma de operar de los 
números complejos que hoy se representan como vectores en el plano (segmentos 
con magnitud y dirección). 

p 

FIGURA 8 . Ley del paralelogramo 

9Vcr apéndice C. 
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5.1. Sobre la Ley del Paralelogramo. Retomemos la construcción que 
hizo Wallis , recordemos que AC es la parte real y C B la parte imaginaria de 
AB = AC +CE (ver Figura 8), además se tenía que A/3 +(Ja = Aa = 2AC, 
AB+AB = 2AC. 

Si por B , B , se trazan la paralelas BD, BD a AB, AB y por D se traza la 
paralela DE a B /3. Se puede ver que l:o.A(J B ~ l:o.BDE (Bala derecha de M) , 
por lo que BE= A/3 (/3 a la izquierda de C) y se habría mostrado que A/3 = (Ja, 
por lo tanto, (JaEB es un paralelogramo, así pues , la proyección de AD sobre 
Aa es igual Aa, es decir , la suma de estos dos complejos (Aa = 2AC) es la 
proyección de la diagonal del paralelogramo que determinan estos dos complejos 
(AB, AB) .10 

Ahora, si se toma la representación que se hizo de estas cantidades con res
pecto a la trisección <le un ángulo, la diferencia ahora es que C B es ortogonal a 
AC, luego se tiene que la proyección de AD sobre Aa y Aa coinciden, es decir, 
la suma de las dos cantidades complejas es la diagonal del paralelogramo que 
determinan estos dos complejos. En ambas representaciones, de las cantidades 
complejas, la suma de cantidades complejo conjugadas es la proyección, sobre 
una recta de referencia donde se representan las cantidades reales: positivas y 
negativas, de la diagonal del paralelogramo que determinan ambos segmentos 
(AB , AB). 

6. Conclusión 

Resolver una ecuación (para la geometría) no es denotar las raíces con una 
formula, como lo hacemos hoy en un curso de álgebra, dando formulas para las 
soluciones de una ecuación, llamese ecuaciones de segundo grado, tercer grado 
y cuarto grado. Se requiere su construcción o segmento de línea recta con el 
que están asociados estas expresiones algebraicas de las raíces. En este sentido, 
las cantidades imaginarias como llamaron a las cantidades (no reales) que sur
gen de la resolución de ecuaciones de grado n, donde n es un número natural , 
contenidas en la formula: M + N H 11 no tienen asociada la magnitud de un 
segmento de línea recta (como el caso de las raíces reales), sino la posición de un 
segmento de línea recta, como se mostró en el caso particular de las ecuaciones 

10La operación: AE + AE := A.B + .Ba = Aa, esta bien defini<la, ya que P E 2 
- PC2 = 

-(PC- PE)(PC +PE) , y haciendo PE=~ ' PC = b (b >~),se tiene c2 = (b- ~ )(b + ~). 
Ahora, si consideramos la hipérbola: xy = c2

, se puede tornar corno x = PC +PE, y = 
PC - PE. Así, hay una infinidad de valores para x, y que cumplen: c2 = xy, todos lo puntos 
<lr la hipérbola que están por debajo de la i<lcntidad . Así, la proyección (.B) de todos los E' s 
cumplen: A.B + .Ba = Aa, ya que .B yace entre A y a, para cualquiera de las E' s. Por tanto, la 
operación esta bien definida. 

11No hay mas imaginarios que los números complejos. 
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de segundo y tercer grado. De esta forma se diferencian las reales de la complejas: 

Ecuaciones de segundo grado: 

Las cantidades de la forma ~ ± j ( ~) 2 
- b se asociaron con la magnitud del 

segmento AB, Bo: para el caso real y con la posición del segmento AB, AB para el 
caso imaginario , ahora en el caso real se debe a si L.B C A = 2R y si L.BC A < 2R 
para el caso complejo, lo cual muestra que para el caso real basta con la magnitud 
AB para determinar la posición de B y para el caso complejo es la magnitud AC 
y el L.BCA para determinar la posición del punto B . Por lo tanto , los números 
complejos se asocian con determinar las posición de un punto [ B] respecto de 
una línea dada [A o:J. 

Ecuaciones de tercer grado: 

Es el problema de la trisección de un ángulo, el que asocia la expresión alge
braica (que da Cardano) para las raíces de un ecuación cubica (de donde surgen 
números complejos) con el siguiente problema: Si nos es dado un ángulo [L.POQ] 
en magnitud y posición, tomamos un punto P arbitrario sobre la línea recta OP 
que determina el ángulo dado. Entonces OP y L.POQ determinan un triángulo 
isósceles 6.POQ. Trisecar el ángulo L.POQ, es trisecar el arco de circunferencia 
PQ que, a su vez, se reduce a conocer la cuerda [PQ] del arco NQ. Conocer 
PS es conocer la base del triángulo isósceles 6.POS. Por lo tanto, determinar 
el 6.POS es determinar sus lados y su ángulos, pero OP = OS y los ángulos 
L.SPO = L.OSP son dados. Entonces determinar su lados y ángulos se reduce a 
determinar PS o determinar .!..POS. Ahora, las cantidades complejas que apa
recen dentro de la ij, el doble de la parte real y la parte imaginaria son base y 

altura del triángulo 6.0 P' S' respectivamente y las cantidades que surgen de la 
extracción de la raíz cúbica, el doble de su parte real y su parte imaginaria son 
base y altura del 6.0PQ respectivamente. Respecto a la operación producto o 
extracción de raíz cubica de números complejos, los números complejos se aso
cian con el conocimiento de la base y altura de un triangulo isósceles, es decir , 
con determinar la posición de la línea recta PS. Pero es esta última construcción, 
la que se asocia con el problema: dado un ángulo, trisecar el ángulo dado. La que 
hace compatible el cálculo de los números complejos, que surgen de la resolución 
de las ecuaciones de tercer grado: x 3 ± qp2 

- 3p2x = O, 12 con su representación 
geométrica. 

12No se refiere a las ra íces complejas de estas ecuaciones , ya que estas t ienen tres raíces 
reales, se refiere a las numeros complejos que expresan a la raíz real (positiva o negativa) de 
las ecuacióucs: x 3 = qp2 + 3p2 x , x 3 + qp2 = 3p2x respectivamente. 



Capítulo 3 

Sobre la representación d e los números cOlnplejos 

1. Introducción 

En este capítulo se aborda el problema de la generalización de la trisección de un 
á ngulo a l problema de la división de un ángulo en n· partes iguales, donde n es un 
número natural. El cual permite asociar la parte real e imaginaria de un número 
complejo con la base: y altura de un triángulo rect.ángulo rcspCC't i"amente. Y cuya 
asociación es compati ble con el cálculo de los números complejos. Que a su vez, 
t iene su origen en la resolución de ecuaciones. 

2. Sobre las cant idades que nacen del círculo 

La generalización del problema de la t risección de un ángulo al problema 
de división de un ángulo en n-partes iguales permite ver como el cálculo de las 
cantidades de la forma x + yA es compatihle con el problema goomét.ric:o de 
det.erminar la relación de la base [xnJ y altura [Ynl de un t riángulo dado con la 
base [xl y altura [y] del t riángulo cuyo ángulo es la n-esima parte del ángulo de 
h.' uast: del t. ri ángulo dado, quc se n..-SUIllC en la identidad: 

(x + yi)" = Xo¡ + y"i 

Sin mas preámbulos, pasemos a la genera lización del problema de la trisección 
de un ángulo. PA.ra ello, se observa que, si LTOP = L~~P (ver Figura 1)' y dado 
que L /Ii/OP = L Q20 P , LNOP = LT~P . Entonces LNOP = LA~oP. Ya que 
011'/ y ON son perpendicula res a las bases PQ y PT de los 6.0PQ y 6.0PT 
respecti vamente. Entonces los 6.0PM y 6.0PN son rectángulos con ángu lo 
recto en M y N respectivamente y con la misma hipoteuusa O P . Por lo que si 
trazamos un círculo de diámetro OP, entonces /11 y N yacen sobre el círculo. 
Por lo tanto, el problema de la división de un ángulo en n-partes iguales se ha 
trasladado al siguiente problema con la salvedad: 

• Pri mcr caso) 
Dado un triángulo isósceles, cuyo ángulo opuesto a la base es O, y cuyos 
lados [igual('s] son iguales al radio del <'Írculo en donde se inSC'ri he el 
ángulo O; el problema es determinar la base del triá ngu lo isósceles cuyo 
ángulo opuesto es la n-esima parte del á ngu lo O y cuyos lados [iguaJes] 
son iguales al radio dd círculo doude se inscri ue el ángulo O. 

43 
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T 

FIGURA 1. Generalización de la trisección de un ángulo 

• Segundo caso) 
Dado un triángulo rectángulo cuyo ángulo opuesto a la altura del triángu
lo es e, el problema es determinar la base y altura de un triángulo 
rectángulo cuyo ángulo opuesto a la altura es la n-esima parte del ángulo 
e y cuya hipotenusa es igual a la hipotenusa del triángulo dado. 

Ahora, para mostrar la identidad de D'Moivre, haremos uso del siguiente 
lema. 

2.1. LEMA. Si ABCn denota un semicírculo cuyo diámetro es AB (ver Figura 
2), 6ABCn el triángulo rectángulo cuyo LCnAB = e y 6C1AB el triángulo 
rectángulo cuyo LC1AB = *· Y denotando por AB = z, ACi = Xi y BC; = Yi 
con i E {1 , ... , n}. Afirmamos que Xn cumple la siguiente relación: 
Si n es par: 

z 
Yn 
z 

n e n-2 2 e n-4 4 ( 1) !7' o n X - (n ,2)X Y + (n ,4)X y - ... - 2 X y 

e n - 1 e n-3 3 ( 1)!7' n - 1 (n,l)X Y - (n,3)X y - ... - 2 xy 
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e 

B 

FIGURA 2 

Si tL es impar: 

donde 

X n = x n _ C(n,2)Xn-2y2 + qn,4)X n - 4
y 4 _ . .. (_ l) !!f!xyn- ¡ 

z 
y.. e .. - 1 e n - 3 3 (1)9- n = (n, I )X Y - (n,3)X Y - ... - y 
Z 

q".k) . - C (.I - I.k) + q,, - l.k - I ) Vk E {1 ~ ... ~n - 1} 

q.t,l ) C(n,n) := 1 "In E N 
XI X 

z z 
y¡ .- y 
Z Z 

D EMOSTRACiÓN. En efecto, dado que 6.ACn C'1 ::::" 6. ABC,t _h eutonces 

AG" AB 
AGn AC,,_¡ 

y 6.BG,Cn ::::" 6. ABC .. _,. entonces 

CIC" BCn _ 1 

BC¡ AC,, _, 

,15 

(13) 
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Por otro lado , 

sustituyendo en (13) 

luego 

AGn AC1 - GnC1 
Y1Yn-1 

X1 - ---
Xn-1 

X1Xn-l - Y1Yn-l 

X¡Xn-1-YlYn - l 

Xn - 1 

Xn-1 

z 

Xn-1 

XnZ = X1Xn-l - Y1Yn-l 

análogamente se puede mostrar que si sustituimos: 

se tiene 

n f------+ n -1 

n-1 f------+ n-2 

Xn-lZ = X1Xn-2 - YlYn-2, 

por lo tanto, se tienen la siguientes relaciónes: 

X1Xn-l - Y1Yn - l 

X1Xn-2 - Y1Yn-2 

X1X1 - Y1Y1 

Dado que 6ABCn-l '.::::: 6BC1 Gn, entonces 

AB BGn 

BCn-1 

y 6AGnCn '.::::: 6ABCn-1, entonces 

GnCn 

ACn 

BCn-1 

ACn-1 

(14) 
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Por otro lado, 

y 

sustituyendo en (14) 

luego 

BGn BCn - GnCn 

z 

Yn-1 

XnYn -1 
Yn -

Xn - 1 

Y nXn- 1 - XnYn- 1 

Xn- 1 

AC1 -AGn 

( 
Y1Yn -1 ) 

X1 - X 1 - ---
Xn- 1 

Y1Yn-1 

Xn - 1 

Yn Xn - 1 -XnYn - l 

Xn - 1 

X n - 1 

Y1 Z = YnXn-1 - Xn Yn-1 

análogamente se puede mostrar que si sustituimos 

se tiene 

n t---t n-1 
n-l t---t n-2 

Y1 Z = Yn-lXn-2 - Xn-lYn -2 , 

por lo tanto, se tienen las siguientes relaciones: 

Y1Z YnXn-1 - XnYn- 1 

Y1 Z Yn-lXn-2 - Xn- lYn-2 

Entonces 

X1 

47 
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así pues 
ZZ + X2Z 

Y2Z=y1---
Xi 

sustituyendo, x2 z = xi - YI, se tiene 

zz + (x2 
- y2

) 
Y2Z Yi i 

1 

X1 

Yi ((z2 _ yi) +xi) 
Xi 

Yi (2xi) = 2XiY1 
Xi 

Ahora bien, dado que L.AGi+i Ci+i '.:::::' L.ABCi , entonces 

ACi+i ACi 
--
AGi+i AB 

y L.Gi+1BCi '.:::::' L.ABCi, entonces 

Por otro lado, 

sustituyendo en (15) 

luego 

entonces 

por lo tanto, 

G i+1C1 BCi 

BCi ACi' 

ACi - Gi+iCi 

AC _ BCiBCi 
i ACi 

XiXi - Y1Yi 

ACi+1 ACi 
X¡X;-y¡y; AB 

X; 

ACi+ixi ACi 

X1Xi - YiYi AB 

ACi+1 

AB 

XiXi - YiYi 
z z2 

iE{2, ... ,n-1} 

Ahora, dado que L.AGi+ICi+i '.:::::' L.ABCi, entonces 

Gi+i Ci+i BCi 
AGi+i AB 

(15) 
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y 6BC1 Gi+l ~ 6.ABC;, entonces 

luego 

Por otro lado, 

luego 

sustituyendo en (15) 

entonces 

así pues 

luego 

por lo tanto, 
Y i+l 

z 

BGi+1 AB 
BC1 AC; 

BC;+i - BGi+1 
ACiACi - BC1BC; 

ACi 

BC AB.BC1 
i+l - ACi 

ACiBCi+1 - AB.BC1 
ACi 

AC;BCi+I -AB.BC1 
ACi 

AC1AC¡-BC1BCi 
ACi 

AC1.ACi.BCi - BC1.BC'f + AB2 .BC1 
AB.ACi 

AC1.ACi.BC; + BC1(AB2 
- BC'f) 

AB.AC; 
AC1.ACi.BCi + BC1.AC'f 

AB.ACi 
AC1BCi + BC1ACi 

AB 

BCi+1 AC1BCi + BC1ACi 
AB AB2 

ViE{2, ... ,n-1} 

49 
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De lo anterior se t iene la siguiente tabla: 

X2 x2 -y2 
1 1 Y2 2X1Y1 

z z2 z z2 

X3 X1X2 - Y1Y2 Y3 X1Y2 + Y1X2 

z z2 z z2 

X4 X1X3 - Y1Y3 Y4 X i Y3 + YiX3 

z z2 z z2 

Xn- i XiXn-2 - YiYn-2 Yn-i XiYn - 2 + YiXn-2 

z z2 z z2 

Xn XiXn-i - YiYn-i Yn XiYn - i + YiXn-i 

z z2 z z2 

sustituyendo los valores del primer renglón en el segundo, los del segundo en el 
tercero y así sucesivamente obtenemos: 

Xi X Yi y 

z z z z 

X2 x2 - y2 
i i Y2 2XiYi 

z z2 z z2 

X3 3 3 2 Xi - XiYi Y3 
3 2 3 

XiYi - Yi 

z z3 z z3 

X4 4 6 2 4 
Xi - XiYi + Y1 Y4 4xfoi - 6x i yr 

z z4 z z4 

X5 5 1032 5 4 Xi - XiY1 + X1Y1 Ys 
54 1023 5 

X1Y1 - XiY1 + Yi 

z z5 z z5 

Xn Xn - qn,2)Xn-2y2 + ... (-l)~xOyn Yn qn,1)Xn-ly - ... (-l)~xyn- l 

z zn z zn 

Xn Xn - qn,2)Xn-2y2 + ... (-1) n21 xyn- 1 Yn 
e n-1 ( l)n - 1 n (n,l)X y - ... - 2 y 

z zn z zn 

El penúltimo renglón es para el caso de n par y el último renglón es para el caso 
den impar. 

o 
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Ahora bien, si retomamos el problema inicial a saber, determinar la base y 
altura del triángulo rectángulo cuyo ángulo opuesto a la altura es la n-esima par
te del ángulo dado, y si x, y designan la base y altura del triángulo a determinar, 
entonces si n es par: 

si n es impar: 

xn - Crn,2)Xn-2y2 + Grn,4)Xn-4y4 - ... (-1) n ~ l xyn-1 - Aoc~- 1 

e n-1 C n-3 3 ( l)n- 1 
n B cn-1 

(n,l)X Y - (n ,3)X Y - ... - 2 Y - O O 

o 
o 

donde A0 , B0 , C0 designan base, altura e hipotenusa del triángulo dado. 

o 
o 

Veamos ahora qué semejanzas hay entre el problema de la trisección de un 
ángulo (visto en el Capítulo 2) y el caso n = 3 de la generalización del mismo: 

o o 

~ 
p M Q 

C3 
p N s 

A B 

FIGURA 3 

• Para su solución, la base PQ = a es solución de la ecuación: 

x 3 = 3/x + p2q 



52 3. SOBRE LA REPRESENTACIÓN DE LOS NÚ~ ¡ EROS COMPLEJ OS 

• Para 511 solución, AG¡ = x y BG! = Y ::ion solución OC las ecuaciones: 

Xl _ 3xy'l - XlZ'l = O 

3x'ly _ yl _ YlZ'l = O 

• y tauto en el primer caso como en el segundo es la altu ra , luego se tiene 

y = J,r - (~) '1; Xl en el prirner caso es ~ y I en el segundo C8.'>O es x. 
Entonces 

.. 
x 3 _ 3xy'l = ~p'l 

2 

( ")' (,,) (, (")') q, 2" - 3 2" p - 2" = 2P 

.. 
(i = 3p'la + p'lq 

En el primer caso se demostró: 

donde el doble de la parte real y la parte imaginaria de cada cantidad compleja 
se (;orn ... -::;ponJían COII la base y la altura de UlI triángulo isós<:ck-::; cuyo cí. llgulo 

adyaccnte a la base es ~, si la cantidad compleja es la. afectada por la potencia 
cúbica y r.p para la otra cantidad compleja. Por lo que IIOS prcguntamos si para 
el segundo caso se cumple la misma relación , es decir , 

( .)" . ? X+y1 =xn+Ynf.. 

2.2. PROPOSICiÓN. Con las notaciones del Lema 2. 1, afiruutmos que: si Z = 1 

entonces (x + iy)rl = X n + iyu 
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D EMOSTRACiÓN. La demostración , la haremos Jlor inducción y lItili7.ando las 
idcll tidades demostradas en el lemma 2. 1: 

(x + yi)2 = X2 + 2xyi _ y2 

~ (x' - y') + (2xy)i 

- X2+Y2 i 

(x + Vi)' (x + yi)'(x + Vi) 
~ (x, + y,i)(xI + Yli) 

= XIX2 + x2yl i + XIY2i - YIY2 

- (X I X2 - YIY2) + (X IY2 + X2y¡)i 

Xl + yli 

En general se puede ver que si suponemos: 

(x + yir- I = Xn_1 + Yn- li 

entonces 

(x+yi)" ~ (X+yi)"-I(X+yi) 

- (X,, _I + Yn_ I i)(XI + Yli) 

- X,, _IXI + xn_ Iyli + XIYn_ li - YIYn - 1 

= (X IXn _1 - YIYn - ¡) + (J.:"IY,I _I + y ¡xn_¡)i 

= X'I + y,, ·i 

o 
Nótese que eu el primer caso A es el med io por el cual podelllos asociar el 

doble de la parte real y la parte imagi naria de una cau Lidad compleja, COII la base 
y altura. de un t riángulo isósceles respectivamente, y en el segundo caso A es el 
medio por el cual podemos asociar la base y la altura de un t riángu lo rect.ángulo 
COII la parte real y la parte iluaginaria de ulla cal lt.idad cOlllpleja respectiviunclltc. 

3 . Identidad D ' l\1o ivre 

En la sección anterior se observó que en el segundo caso, es decir, en la 
generalización del problema de la trisección de un ángulo, se cumplía la siguiente 
rclaciólt: 

(x + yi)" =X" +Yni, s"Í Z = 1 

Pero el segundo (:aso aport.a a lgo más. 
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3.1. P RO POSICiÓN. En el tnríngulo rccl.ríngulo .6C¡AB (delletna 2.1) cuyo 
ángulo opuesto a la altura es ~ se cumple la siguiente identidad: 

[COS (*) +Si n ( ~) i] "= cos(fJ ) + i sill(O) 
donde cos(O), si ll (O) son base y altura del triángulo del t::.ABC" 

D I;:MOST RAC IÓN. La demostración se hará por ind ucción y ut ili Jlanclo la no
tación e identidades deducidas en el lema 2.1 

Haciendo 

Se ticlle 

cos ('!.) ~ x¡, si" ('!.) ~ l!!. 
n z n z 

z, 
, , 2 

:::.x'-¡ "-,,Y,,-I XI Y¡ . , + --,-' z z 
= Xz + Y2 i 

z z 

cos ( ~~) + sin ( ~) i 

= ( :2+~Zi)(:¡ +~¡i) 
(x, + y,;)(x¡ + y¡;) 

,2 

z, 

(X¡X2 - Y¡Y2) + (XIY2 + Y¡X2)i 

Z2 

X¡X2 - Y¡Y'l XIY2 + YIX'l . 
2 + 2 1 

Z Z 

= X3 + YJ i 
, Z 

(30 ) (30 )' cos ~ +sill ~ 1 
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Eu gcucral si: 

[ (O) , (0 ,] ,,-1 ((11 - 1)0 ) ((n- 1)8) 
cos n + SlIl n)7. = cos n + sin n i 

entonces 

[cos (~) +sell(~}r - (COS( ~) +Sin(~)ir l (COS( ~) +Sill( ~)i) 
~ [cos(,n ~l l )O) +Sill('n ~ I)O}] x 

x [COS (~ ) + Sin(~}] 
= [Xn _l : Yn_li] [XI: Yli ] 

(XIX,, _I - YIYn - ¡) + (XIYn_1 + Yl xn_¡)i 
Z2 

XIXn_1 - YIYn- ] xlYn- l + Y 1X,, - 1 . 
2 + 2 1 

Z Z 
Xn + y", - -, 
Z Z 

= cOS (~) +sin(~~) i 
~ 005(0) + i sin (O) 

4. Reflexiones sobre las cantidades imaginarias 
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o 

Observar como imposible una pregunta en la cual toda la contradicción consiste 
en la manera que uno lo expresa algebraicamcnte, fue el ca.'io, por ejemplo, del 
concepto de cant idad negativa asociado al movimiento de un punto sobre una 
línea recta: 

Suponielldo que un bombre ha avanzado o se ha movido hacia 
adelante (de A hacia B) 5 yardas y elltonce'i retrocede (B hacia 
C) 2 yardas, si se pregunta ¿cuánto ha avanzado (sobre la marcha 
total ) cuando esta en C? o ¿cuántas yardas esta ahora adelan
te de cuando el estaba en A? lo encont ramos (qui tando 2 de 5), 
esto es avanzo 3 yarda.'i (por que +5-2= 3). Pero si a.vall zando 5 
yardas hacia B y desde allí retrocede 8 yardas hacia D. Y en
tOIl(;CS se pregunta ¿cuánto <.tyam:ó (;l\(tlldo esta. CIl D "! o ¿cuáuto 
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hacia adelante, cuando el estuvo en A? decimos - 3 yardas (por
que +5-8=-3) es decir, ha avanzado 3 yardas menos que la nada. 
Lo cual en conveniencia del lenguaje no puede ser, y por lo tanto 
en cuanto a la línea AB hacia adelante, el caso es imposible. Pero 
si (contrario a la suposición) la línea de A se continúa hacia atrás 
debemos encontrar D , 3 yardas detrás de A. Así decimos que él 
ha avanzado -3 yardas; porque debemos decir (en la forma del 
lenguaje común) el esta retirado 3 yardas; o el necesita 3 yardas 
de ser así hacia adelante para que el este en A. Lo cual no solo 
soluciona la respuesta negativamente a la pregunta hecha, que él 
no esta (como fue supuesto) o no ha avanzado del todo . Pero de
cimos además, que él esta en D, m ás hacia atrás por 3 yardas. 
Y consecuentemente -3, soluciona como también designa el pun
to D, como +3 designa el punto C. No hacia adelante como fue 
supuesto, pero si hacia atrás de A. Así que +3 significa 3 yardas 
hacia adelante y -3 significa 3 yardas hacia atrás: pero todavía 
en la misma línea recta. 1 

En el problema de la división de una línea tal que el rectángulo formado 
por las divisiones sea igual a una área dada, cuando el área dada es mayor que 
el cuadrado de la mitad de la línea dada, es imposible. Pero si contrario a la 
suposición, la línea se prolonga continuamente en ambas direcciones la división 
externa permite dicha división, de esta manera las dos ecuaciones: x2 = ax - b2 , 

x2 = ax + b2 que algebraicamente se diferencian en el signo del termino in
dependiente, las raíces reales están asociadas con la división interna y externa 
respectivamente. Y en el caso de la raíz negativa de la ecuación, x3 + qp2 = 3p2x, 
raíz positiva de x3 = 3p2x + qp2 (ya que la suma de las tres raíces es igual cero 
por la ausencia de termino cuadratico) esta asociada con la t risección del ángulo 
LOPS del triángulo 60PS, y no con la t risección del ángulo LPOS opuesto a 
la base , ya que este esta asociado a la ecuación x3 + qp2 = 3p2x , es decir, la raíz 
negativa vuelve falsa la suposición de la trisección de un ángulo inscrito sobre 
un círculo cuyo vértice es centro de este, ya que las dos raíces positivas están 
asociadas con la t risección del arco PS y SP respectivamente, sin embargo, si se 
plantea el problema de trisecar no el ángulo opuesto a la base, sino el adyacente 
a la base como es el caso del ángulo LOPS, esta raíz falsa como la denominaron 
los algebristas de la época se vuelve raíz positiva de la ecuación x 3 = 3p2x+qp2

. 

Así el signo menos que precede a esta raíz, indica una falsa suposición que ha 
sido hecha en el enunciado del problema, de ahí el nombre de raíz falsa. 

1[Smith 1959] p. 47. 
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Por ot.ro lacio, Ia.'i raÍC'c::; compleja.-; de la C<'nadón, xl + b2 = ltX , asociada con 
el problema de la división interna muestran que el caso es imposible debido a que 
el punto de división de la línea no yace más sobre esta , es decir , contrario a la 
!'}uposición (de que el punto yace sobre la línea) el cru;o es igualmente posible, no 
como la divsión de una línea sino como el problema de determinar la base [AB] 
de un triángulo C'llyo uno de sus lados lAr ] y cIlinglllo [L PAC] (o altura [PC]) 
son dados. En este sentido, las soluciones reales se cor responden cuando el punto 
B de la base del triángu lo a determinar yace sobre la línea [ACJ sobre la cual se 
levanta el triángulo y 1m; raícL'S complejas cuando !3 esta fuera de AG. 

Por lo tanto, no podemos hacer entrar en el planteamiento de un problema to.
das las condiciones que le pertenecen, así lo expresan la división interna-externa, 
movimiento hacia adelante-atrás, estar sobre-fuera de la línea y trisección del 
ángulo opucsto-adyacentc a la base de un triángulo dado. Estos a su vez se ex
presan como las raíees reales de las ecuaciones: X2 = ax - b2 , x2 = ltX + b2, en el 
caso división interna-externa respectivamente, con la raíz positiva y la negativa 
de la ecuación x + a = b, en el caso del movimiento hacia adelanl.e-atrás respec· 
tivamcnte, con las raíces reales y complejas de la ecuación: xl + Il = ax, ell el 
caso estar sobw·fuera de la línea respectivamente, COIl la raíces rcak'S positivas 
y la raíz negat iva de la ecuación: x3 + qp2 = 3p 2X , en el caso de la trisección del 
ángulo opuest<radyacente a la base de un triángulo dado respectivamente. 

La verdad no se aprcnde se 1-eaprende. 
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Apéndice A 

Los conceptos de la geometría antigua que dan 
fundamento a la representación de los números complejos 

Si bien, la representación de los números complejos, no es propia de la geometría 
antigua. Debido a que, ni siquiera distinguieron ulla cantidad pos itiva de ull a ne
gativa. Ohitinción que presupone el uso de un lenguaje s imbólico como el álgebra 
y el álgebra no es desarrollada en la antigüedad. ~·l ucho menos distinguieron una 
c-antid;"cl real de Hila compleja. Y menos aun , la necesidad de una representación 
de estas cant idades. La representación de los números complejos, encont ra ra su 
razón de ser en la geometría antigua. Como, la asociación de los números reales 
con un segmento de línea recta (que, de hecho, es la representación que, hoy, 
tenemos de los números reales), encuentra su razón de ser . ta mbién, en la geo
met ría antigua. Por otro lado, la aso<'iación de nn número real con un segmento. 
Permite, primero, dar cuenta que los procedimientos que permi t ieron la asocia
ción de un número real con un segmento. A su vez. no permiten asociar a los 
números complejos con un segmento. Debido a que, lo que se determina con esta 
asociación es la magnit ud de la cantidad . Conocido en la antigüedad como lo da
do en magni t ud . Y no la posición de un segmento. Esto es, lo dado en posir-ión , 
concepto con el que estara asociado la representac ión de los números complejos. 
Segundo, permite reducir el cálculo con las magnitudes de las cantidades de la 
geotncLría (que fueron: Jos segmentos dc línea recta, ... íllgulos rct:l ilíneos planos, 
las superficies y los sólidos) a solo el cálculo con la longitud de los segmentos. 
Que, a su vez , da cuenta del papel que juega el desarrollo de un cálculo con las 
magntiudes de las cant idades en la representación de las cantidades mismas. En 
estc sentido, será el cálculo, pero ahora de los complejos como expresiones de la 
forma 11'/ + N A, donde 111/ y N denotan cantidades reales, y el cálculo, como 
cálculo con números rea les, con la sa lvedad. de que ahora (;=1)2 = 1. El que 
determinara, en este caso, la representación de Jos números complejos. 

Por otro lado. la necesidad del desarrollo de Ull cálculo de las cant.idades (co-
1110 , por ejemplo, cálcu lo dc la longit ud de seglllentos de línea n.'<: t.a, de á rcas 
de figuras rectilíneas, de volúmenes de sólidos rectilíneos y de la división de un 
ángulo). Se debe a que, los problemas en geometría, para su solución hicieron uso 
de este cálculo. Prueba de ello, la encontramos en Jos problemas de la duplicación 
del cuad rado, duplicación del cubo, trisección de un á.ngulo y cuadratura de un 
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círculo. En los que yacen, un método para sumar áreas, sumar volúmenes, dividir 
ángulos y rectificar la circunferencia de un círculo respectivamente. Y a su vez , 
los antiguos hicieron uso de un método, para resolver problemas en geometría, 
conocido como el método del análisis. Que consistió en reducir el problema a un 
verdad conocida (o proposición ya demostrada) o a una construcción conocida 
(o construcción que podía ser exhibida). Ahora, con la reducción del cálculo de 
las cantidades a solo el cálculo con los segmentos, todo problema en geometría se 
redujo a poder exhibir la construcción de un segmento de línea recta (o cálculo de 
la longitud de un segmento de línea recta). Y así la posibilidad de solución quedo 
determinada por la posibildad de construcción de este segmento. Posibilidad que 
el análisis determino a través del concepto de diarismos. Esto es, el diarismos, 
permitió saber bajo que condiciones era posible la construcción de este segmento. 

Así reducir un problema a la posibilidad de la construcción de un segmento. 
Redujo, el problema de determinar la desconocida o término a encontrar (Esto 
es, segmento a construir), a construir la proporción entre el termino a encontrar 
y los términos conocidos. Proporción, que permitió con el desarrollo del álgebra 
traducir un problema en geometría a una ecuación. Y así, trasladar la posibi
lidad de solución de un problema a las condiciones bajo las cuales la ecuación 
tiene solución. De esta forma, la teoría de proporciones, tratada en libro V de los 
Elementos de Euclides, fue el concepto de la geometría antigua, que posibilito 
la transformación de un problema en una ecuación. A pesar de que, el álgebra 
(cuyo objetivo fue resolver problemas en geometría, a través, de sus ecuaciones), 
no fue desarrollada en la antigüedad. 

Por otro lado , teniendo en cuenta que el origen de los números complejos es 
la resolución de ecuaciones: 

... desde el tiempo en que los analistas investigaron que hay mu
chas ecuaciones que no tienen raíces a menos que se admitan canti
dades de la forma M + N H como un tipo peculiar de cantidades 
llamadas imaginarias distintas de las reales, estas cantidades su
puestas se han estudiado y se han introducido en todo análisis; 1 

Y que el objetivo del álgebra es, resolver problemas en geometría, a través , de 
sus ecuaciones. Entonces, la pregunta acerca de la representación, queda acotada 
por los problemas, en geometría, que dan cuenta de la aparición de los números 
complejos. Ahora, para el caso de las ecuaciones x2 +b2 = ax y x3 = Ax+ B, en las 
que aparecen, al resolverlas, los números complejos. Asociadas con los problemas 
de la división de una línea tal que el rectángulo formado por dichas divisiones sea 

1[Gauss 1799] p. l. 
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igual a un cuadrado dado y la trisección de un ángulo respectivamente. Hubo dos 
métodos para resolverlas , primero, los métodos ant iguos para construir áreas en 
el plano y volúmenes en el espacio permitieron asociar la raíz con un segmento de 
línea recta. A tráves, de la posibilidad de intersección de dos secciones cónicas . 
Segundo, el método que da Cardano en el Ars Magna para la resolución de estas 
ecuaciones. El método de completación de cuadrados y de completación de cu
bos respectivamente. Pero antes de los métodos de resolución esta el problema de 
asociar un problema de naturaleza geométrica a estas ecuaciones y el problema, 
<le transformar el problema en una ecuación. Transformación que permite, como 
hemos ya observado, el reducir el problema de determinar la raíz a el problema 
de construir la proporción entre la raíz y los datos conocidos. De esta forma, 
ambos métodos, permiten asociar a la raíz (real) con un segmento y con una 
formula (expresión analítica) respectivamente. Permitiendo asociar la raíz (real) 
con la longitud del segmento y las raíces complejas con la posición de un seg
mento, determinado por el conocimiento de un ángulo y la longitud del segmento. 

Por lo tanto, primero, la reducción del cálculo de las cantidades a solo el 
cálculo con los segmentos. La cual permite que, la proporción de áreas, volúme
nes y ánguós se reduzca a la proporción de segmentos . Además de que, para el 
cálculo de longitud de una línea, del área de una figura rectilínea y del volúmen 
de un sólido rectilíneo. La representación de estas cantidades sea: para la longi
tud con un segmento, para el área con un cuadrado y para el volúmen con un 
cubo.2 Segundo, la construcción de un segmento asociado con la solución de 
un problema. Esto es, la construcción de las cantidades asociada con el concepto 
de lo dado en magnitud. 3 Y tercero, la teoría de proporciones que, permite 
la transformación de un problema en una ecuación . Son los conceptos de la an
tigüedad que permiten dar sentido (o fundamento) a los números complejos en 
geometría. 

1. El análisis en la antigüedad 

Existe una cierta forma de buscar la verdad en matemáticas que 
se dice fue Platón el primero en haberlo descubierto. Theon le 
llamo análisis, el cual definió como suponer lo que se busca como 
si fuese admitido [y trabajando] a través de las consecuencias [de 
esta suposición] hasta lo que es verdaderamente admitido, como 
opuesto la síntesis, la cual es suponer lo que es [ya] admitido [y 

2Para mayor detalle vease el apéndice C. 
3Para mayor detalle vcase el apéndice B. 
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trabajando] a través de las consecuencias [de esta suposición] has
ta llegar y entender lo que se busca.4 

Por otro lado, las proposiciones matemáticas en la antigüedad fueron carac
terizadas de acuerdo a lo que se busca en teóricas y problemáticas. Así, hubo dos 
tipos de análisis: 

El que busca la verdad, el cual es llamado teórico; y el que obtiene 
[la solución de un problema] propuesto, el cual es llamado pro
blemático. Ahora, en el tipo teórico postulamos la cosa buscada 
como existente y como verdadera y entonces , según las hipotesis, 
pasamos a través de las cosas las cuales siguen en orden [de es
te], [las postulamos] como verdaderas y existentes, hasta alguna 
cosa admitida: si esa cosa admitida es verdadera, la cosa buscada 
también sera verdadera, y la prueba seria el opuesto del análisis; 
pero si sucede que alguna cosa admitida es falsa, la cosa buscada 
también seria falsa. En el tipo problemático postulamos [el pro
blema] propuesto como conocido y entonces a través de las cosas 
las cuales sieguen en orden [de este], [las postulamos] como verda
deras, hasta alguna cosa admitida: si las cosa admitida es posible 
y obtenible, lo que llamaron en matemáticas lo dado, el [probe
ma] propuesto también seria posible, y otra vez la prueba seria el 
opuesto del análisis; pero si sucediera que alguna cosa admitida 
es imposible, el problema también seria imposible.5 

En símbolos lógicos, estas definiciones se traducen en la siguiente sucesión, 
en la cual P representa la verdad buscada o la cosa busacada, según sea el 
análisis teórico o problemático respectivamente. K la cosa admitida, y P.¡ las 
proposiciones intermedias las cuales son consecuencia de P (o K): 

P __, P1 __, P2 __, · · · __, Pn __, K 

K __, Pn __, · · · __, P2 __, P1 __, P 

(análisis), 

(síntesis). 

El proceso de reversibilidad de esta sucesión, no siempre es posible depende 
de la proposición teórica y problematica de la que se haga el análisis, por ejemplo, 
la construcción de un triángulo dado tres rectas cualesquiera, es necesario que 
cumplan la desigualdad del triángulo (la suma de cualesquiera dos sea mayor que 
la tercera). Así, distinguir cuando la cosa buscada existe (o es construible) fue la 
función del diarismos, es decir, dio las condiciones bajo las cuales es posible la 

4[Viete 2006] p. 11 . 
5[Mahoney 1968] p. 322. 
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reversibil idad . Ahora, si J{ es falsa entonces P es falsa y si f( es imposible (no 
se puede cOlls t ruir) entonces P es imposible. 

En la antigüedad, la geometría trato sobre el est.udio de las cantidade; cont.i
nuas a diferencia de la. aritmética, la cual t rato sobre el est.udio de las cantidades 
disrretas (los nümcfOs) . Las cant.idades contiuufls fueron: la lín('fl recta, ángu
los planos, las superficies y los sólidos. Su estudio comprendió principalmente el 
desarrollo de un cálculo. Entendiendo por, cálculo, las operaciones que se pueden 
realizar (;OIllO fueron : la suma, resta, lIIultipli(;aciólI y división. Pero , la falta de 
una unidad en la geometría a diferencia de la unidad de la aritméti(;a condujo a 
los ant.iguos a desarrollar algoritmos para sumar áreas y volúmenes reduciendo 
la proporción de áreas y vólumenes a la proporción de segmentos de línea recta, 
y con respecto a los ángulos, la división de ángulos se realizo, por medio de la 
reducción de esta operadón a la la di visióu de segmeutos de línea recta. Así, la 
proporción de ángulos fue reducida a la proporción de segmentos de Hnea recta, 
permitiendo, así, la di visión de ángulos. De esta forma, el cálculo con las cantida
des continuas, propias de la geometría , descansa en el cálculo COII los segmentos 
de línea recta. Esta reducción permitió a los antiguos reducir la solución de un 
problema al cOllocinliento de la magni tud de algú lI segmcuto de Iíllea recta. Así, 
lo dado como, lo que es posible y obtenible (en el caso del a nális is problemáti
co), se t radujo en la geometría como la posibilidad de la construcción de algún 
segmento de línea recta. Ya que la mayoría de los problemas para su solución 
requ irió del cálculo con las cantidades (cont inuas). Y este, a su vez , se redujo a 
solo el cálculo COII los segmelltos de líuea recta. 

2. La transformación d e un proble ma e n una ecuación 

La posibil idad de construcc ión de un segmento de línea recta, la cual permi te 
la solución de un problema. Con el desarrollo del álgebra y la t rad ucción de un 
problema en una ecuación, se trad ujo, cn las condiciones bajo las cuak'::i la ecua
ción tiene solución. Sin embargo, a pesa r de que, el álgebra. no es desarrollada 
en la antigüedad: 

Unn ele las nocioncs matC'máticas en la cual UIlO licnc la llC<"csi
dad en la parte del saber conocido ba jo el nombre de mat.emática 
es J'art de I'algebre y d' al-muqiibala , desti nadas a determinar las 
desconocidas numéricas y geomét ricas. Cont iene especies [de pro
blemas] eu los cuales uno t iene la necesidad de especies de pro
posiciones previas muy difícilcs, y en ('1 ('ual la solución ha sido 
inaccesi ble a la mayoría de los que las han examinado. En cua nto 
a los a ntiguos, ninguno de sus propósitos sobre estas proposicio
nes no:; ha llegarlo; puede ser, dc'::ipúCS de tenerlas investigadas y 
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examinadas, no las han comprendido; o puede ser que su inves
tigación no les ha obligado a examinarlas ; en fin puede ser que 
nada de esto ha sido dicho ni ha sido traducido en nuestra lengua.6 

El método de construcción de áreas: 

Estas cosas, según Eudemo, son antiguas y fueron invención de la 
Musa de los pitagóricos, es decir, la aplicación de áreas por yux
taposición, por exceso y por defecto. Los geómetras posteriores 
tomaron estas denominaciones de los pitagóricos y las trasladaron 
a las líneas llamadas cónicas, de modo que una de ellas nombra 
la parábola, otra la hipérbola y otra la elipse, mientras que los 
hombres de la antigüedad, semejantes a dioses, veían que estos 
términos significaban la construcción de áreas , en el plano, sobre 
una línea recta finita. Pues cuando se tiene una línea recta finita 
y se extiende el área a todo lo largo de la línea, dicen que se apli
ca o yuxtapone el área. Pero cuando se hace la longitud del área 
mayor que la propia línea recta, dicen que la excede, y cuando se 
hace menor, en cuyo caso hay alguna parte de la línea recta que 
sobrepasa el área trazada, entonces dicen que es deficiente. 7 

Permite a Al-khayyam resolver las ecuaciones de segundo grado. Así, el méto
do de aplicación de áreas (método de construcción de áreas en el plano) por 
yuxtaposición, por defecto y por exceso los que permiten resolver las ecuaciones: 
x2 = b, x2 + b = ax y x2 = ax+ b respectivamente . Y el método de construc
ción de volúmenes , le permite hacer una clasificación de las ecuaciones cubicas 
:x3 ± ax2 ± bx ±e = O, entendiendo por clasificación para que valores de a, b, y e 
es posible construir un segmento de línea recta asociado con la raíz (real) de esta 
ecuación. Construcción que se hace por medio de la posibilidad de intersección 
de dos secciones conicas, por ejemplo, la intersección de una hipérbola con una 
parábola para la solución de la ecuación: x 3 +e = bx . Así los casos posibles e 
imposibles se refieren a sí dicha intersección se da o no, en cuyo caso la ecuación 
tiene o no una solcución real. Por tanto, son los métodos antiguos de construcción 
de áreas y volúmenes, los que permiten la resolución de las ecuaciones de segundo 
y tercer grado, aunque, no se haya desarrollado el álgebra en la antigüedad. 

Ahora, la traducción de un problema en una ecuación. A su vez, tiene su 
origen en el análisis: 

6[Al-khayyam 1999] p. 117. 
7[Euclides 1991] p. 255. 
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Aunque los antiguos propusieron solo [dos clases de] análisis, zete
tica y poristica, para lo cual la definición de Theon mejor aplica, 
he agregado un tercero , el cual puede ser llamado retica o exe
getica. La zetetica propiamente es por la cual uno establece una 
ecuación o proporción entre un termino que se debe encontrar y 
los términos dados, poristica por la cual la verdad de un teorema 
enunciado es probado por medio de una ecuación o proporción, 
y exegetica por la cual el valor del término desconocido en una 
ecuación dada o proporción es determinado. Por lo tanto todo el 
arte analítico, supone estas tres funciones por si mismas, puede 
ser llamado la ciencia del descubrimiento correcto en matemáti
cas. 8 
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Así, por ejemplo, el viejo problema de la trisección de un ángulo . Con Des
cartes se traduce a la ecuación x3 + q(/ = 3rlx, donde f2 es el radio del círculo 
donde esta inscrito el ángulo a trisecar , q la cuerda que subtiende este ángulo 
y x la cuerda que subtiende la tercera parte del ángulo y con Viéte a la ecua
ción x 3 = q' (212 + 3Q'2x, donde q' es la base de un triángulo isosceles que tiene 
como ángulos iguales (ángulos de la base) el ángulo a trisecar, (2

1 el otro lado del 
triángulo isósceles y x la base del triángulo isósceles, con lados iguales a los del 
triángulo isósceles cuyo ángulo de la base es el ángulo a trisecar, cuyo ángulo de 
la base es la tercera parte del ángulo a trisecar. La diferencia es que el ángulo a 
trisecar en Decart es opuesto a la base de un triángulo isosceles y para Viete el 
ángulo a trisecar es adyacente a la base del triángulo isósceles. 

3. La relación entre álgebra y análisis 

Las fomulas que da Cardano en el Ars Magna, para la resolución de las 
ecuaciones cubicas, sin t érmino cuadratico, expresan lo desconocido (lo cual se 
denoto con las ultimas letras del alfabeto: x , y, z) en términos de los conocido 
(los términos constantes de la ecuación, los cuales se denotaron con las primeras 
letras del alfabeto: a, b, e, etc. ) Por medio de las operaciones del algebra: +, - , 
X, j y r a las cuales se les conoció con el nombre de expresiones analiticas. 
Así, estas dos maneras de resolver una ecuación: la construcción del segmento 
de línea recta asociada a la raíz (por medio de la intersección de dos cónicas) 
y la expresión analítica de la raíz. Se diferenciaron, en que para el primer caso, 
se daba la construcción (del segmento de línea recta) asociada a la raíz y en el 
segundo, se designaba mediante un símbolo (expresión analítica ) la raíz de una 
ecuación: 

s¡viete 2006] pp. 11-12. 
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. . pues eso que es comúmncntl': llamado la solución dc una ('('ua· 
ción en real idad no es otra cosa que su red ucción a ecuaciones 
puras. Pues la solución de ecuaciones puras no se ensefla sino que 
:se pre:su pone; y :s i se ex presa las raíces de ulla ecuación x'" = a 
mediante y'a, de ninguna mancra se ha resuelto, y 110 se ha he
cho mas que si se diseilara un símbolo J1ma denotar la raíz de una 
ccuaClon ... y cstablecer la raíz igual a este ... y por lo tanto se 
t iene que censurar el que los matemáticos hayan denotado con un 
:símbolo especial sus raíces: Pero a purtir de que este símbolo es 
elevado a la dignidad, y comprendido bajo el nombre de expre
s io nes a na lít icas exactamente igual que los símholos m il.mél.icos 
para la adición, sust racción , multiplicación , di visión y potencia
ción ... 9 

Cabe observar , que expresar lo deconocido en términos de lo conocido, es en 
parte el objetivo del u7lálsio;, ya que este busca reducir la verdad buscada a una 
verdad cOllocida y la cosa buscada a una ya conocida. 

Por olro lado. cstablecer la raíz (de una ecuación) igual a c:ste símbolo (expre
sión analítica) , permite, por ejemplo, que ambos métodos de resolución designen 
las expresiones analít ica. ... de las raíces reales con la magnit,uo de un segmento 
dc línea recta y para las expresiónes analíticas asociada a los números comple
jos: /vi + N A , que surgen de la resolución de ecuaciones de segundo y t ercer 
grado, con la posición de un segmento de línea recta. Así, los conceptos de lo 
dado en magni t ud y en posición de la geometría antigua permiten dar cabida a 
la representac ión de los números complejos: 

Puntos, líneas y ángulos se dicen que son dados en posición, cua n
do ellos siempre ocupan el mismo lugar. 

Por otro lado, esta definición, al igua l que la definici ón de líneas paralelas,lo 
110 es operable en el sentido de que no nos da un criterio para saber , por ejemplo, 

!l¡Gauss 17991 p. IJ. 
100a definición de líueas paralelas dada por Euclides eu la¡: Elementos rc~a asl: 

$oH rectas paralelas las que esta ndo CH el mismo plano y siendo prolongadas 
inc]('finidanH'lIlc en ambos sent idos, no se encucntran una 1) 01 r1\ en ninguno 
de ellos. 

Esta definición no nos da un criterio practico para \'crifimr cuando dos líneas rectas son 
paralelas, así el quinto postulado de Euclides quc reza así: 
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cuando una línea es dada en posición. Determinar la posición de un segmento 
[AB], en la geometría antigua11, fue equivalente al siguiente problema: 

Si de un punto dado [C] a una línea recta dada en posición [Ao:] se 
dibuja una línea recta que haga un ángulo dado[L'.BCA] la línea 
así dibujada [AB] es dada en posición. 

Así, la asociación de un número complejo con su modulo y argumento tiene su 
origen en el concepto de posición en la geometría antigua. Ya que es la magnitud 
de un segmento de línea recta [AB] y un ángulo [L'.BCA] las que determinaron 
la posición de un un segmento [AB] respecto de otra línea recta dada en posición 
[Ao:], esta a su vez (la posición del segmento de línea recta [AB]) asociada con 
la posición de un punto [B] respecto de una línea dada [Ao:J. 

Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los ángulos internos del mis
mo lado menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente 
se encontrarán en el lado en el que están los (ángulos) menores que dos rectos. 

Nos permite tener un criterio para saber cuando dos rectas son paralelas y de esta manera de 
hecho construir dos rectas paralelas. 

11 En el Data de Euclides. 
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Apéndice B 

El concepto de construcción en la antigüedad 

Al geómetra en la antigüedad , nunca le es permitido razonar acerca de cosas que 
no existcll o 110 pueden ser exhibidas. Así lo exprcsó el coucepto de lo dado en 
matemáticas, como lo que es posible (existe) y obtenible (existe una const rucción 
geométrica que exhibe lo dado). Por ejemplo. el prohlema (le la trisección de un 
ángulo, en estos términos, se planteo de la s iguiente forma: dado un ángulo t rise
car el á ngulo dado. La solución de este problema supuso que el á ngulo se podía 
inscribir en un t riángulo rectángulo e hizo uso del conocimicnto de la posición de 
un scgmcnto, que permitió t risecar el ángulo dado. Luego, la t risección es posible 
s i el ángulo < ~ y obteni ble, si se puede const ruir este segmento. Const.rucción 
que se realizó por medio de la intersección de una hipérbola con un círculo. Por 
tanto, s i es dado un ángulo, los antiguos encontraron bajo que condiciones, la 
tercera parte de este ángulo es dado, esto I...'S, se puede construi r. Por otro lado, en 
geometría toda magnitud es representada por una de la misma clase. Líneas son 
reprcscntadas por una línea, ángulos por un ángulo, espacios por un espacio. Esta 
reprcscntación encuent ra su razón de ser, en el concepto de lo dado en magnitud: 
espacios , líneas y ángulos son dados en magnitud cuando podemos asignar un es
pacio, línca y <í.ngulo igual a ellos. Esto es, cuando podemos COllstruir o tras ladar 
(copiar) estas magnitudes en el plano. Así pues, la existencia de las magnitudes 
esta asociada con su construcción , que a su vez esta asociada con un forma de 
representar a las magnitudes . En el caso de lo dado cn magni t,ud , líneas con un 
segmento de línea recta, ángulos con la inclinación mutua de dos líneas rectas y 
espadas con figuras rectilínea.". 

Ahora, con respecto a la construcción de las cantidades. Pa ra los antiguos la 
construcción de los nÍlmeros: enteros, racional t:'S, de .,fi, -&'2 y 7i estuvo relacio
nada COII los siguientes problemas : 

Nún¡cros ellteros: 

Dado un segmento de línea red a, duplicar el segmento dado. 

Números racionales: 

Dado un segmento de línea recta . aplicar un rectángulo (o una 
figura rectil ínea) igual a una área dada. a lo largo del segmento 
de Hllca rccta dado. 
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v'2: 
Dado un cuadrado, duplicar el cuadrado. 

Dado un cubo, duplicar el cubo. 

Dado un círculo, encontrar un cuadrado de la misma área. 

Cada uno de estos números reales requirió para la construcción del segmento 
de línea recta asociado a este, el conocimiento de ciertas curvas geométricas y 
construcciones auxiliares, mismas a las que fueron reducidos estos problemas para 
su solución. En el caso de J2 asociado con el problema de duplicar un cuadrado 
se requiere de la construcción de la media proporcional entre dos segmentos de 
línea recta dados: 

Si a y b representan los segmentos dados, la media proporcional 
entre a y bes un segmento x que cumple: a : x :: x : b, equivalente 
a x2 = ab. Si a = 2, b = 1 entonces x = J2. 

Para {12" se requiere de la construcción de la incersión de dos medias propor
cionales entre dos segmentos de recta dados. 

Si a y b representan los segmentos dados, la incersión de dos me
dias proporcionales x y y entre a y b satisfacen: a: x :: x: y:: y: b, 
de la cual se sigue que x 3 = a2b. Si a= 1, b = 2 entonces x = {12". 

Y para 7r se requiere del conocimiento de la espiral de Arquímedes: 

Si una línea recta es trazada en un plano y si uno de los extre
mos permanece en el mismo lugar, y la recta gira a una velocidad 
constante un número cualquiera de veces hasta regresar a la posi
ción de donde partió; si además, durante la rotación de esta línea, 
un punto se mueve sobre la recta con una velocidad constante a 
partir del extremo fijo, el punto describirá una spirale en el plano. 
Llamaremos origen de la espiral al extremo de la línea de la recta 
que permanece inmóvil durante la rotación de la recta. Llamare
mos origen de la revolución a la posición de la recta a partir de la 
cual la recta comenzó a girar. 1 

1[Arquímedes 1971] vol. 2, p . 31: Des spirnles 
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y la const.rucción de la tangente: 

Si una recta es tangente a una espiral, descrita en la primera re
volución, al ext remo de la espiral, y si del punto que es el origen 
de la espiral se levanta la perpendicular sobre el origen de revolu
ción, esta perpendicular encontrará a la tangente, y el segmento 
de esta perpendicular comprendido ent.re la tangente y el origen 
de la espiral será igua l a la circunfercncia dcl primer dn.: ulo? 

y así, el problema de la cuadrat ura del círculo: 

Todo círculo es equivalente a un triángulo rect.ángulo en el cual 
uno de sus lados del ángulo recto es igual al radio del círculo y la 
base (1..'8 decir el otro lado del ángu lo recto) igual a l perímetro del 
círculo.3 

Requirió pa ra su solución encontrar un segmento de línea recta igual a la 
circunferencia del círcu lo, p.st,e a su VC7. rC<]uirío t tazar la tangente, en el punt.o 
extremo de la espiral cuando la recta que genera la espi ral regresa a l origen de 
revolución, a una espiral generada por un segmento de línea recta igual al radio 
del círculo a cuadrar. 

1. La clasificación de los problemas en: planos, sólidos y lineales 

Fue común en la antigüedad , asociar todo problema con ulla construcción. 
Prueba de ello, son las siglas Q.E.F. (Quod Erat Faciendum = Que es 10 que había 
que hacer). Para terminar la demostración asoc iada a la solución de un problema. 
A d iferencia de las siglas Q.E.D. (Quod Erat Demollstrandu!n = que es lo que 
había que demostrar) para terminar la demo~tradóll asociada a Ulla proposición 
tcorematic8. Así, la construcción de las cant idades: )2, {Y2 y 'Tr, asociadas con 
un problema de nat uraleza geométrica. Permi tió a los antiguos diferenciarlas, en 
tanto que problemas , de acuerdo a las construcciones que requirieron: 

Los antiguos admit ieron que los problemas pertenecían a tres 
géneros en geometría: los denominados planos, ot ros solidos y 
otros más lincalcs. Los planos, los que puedell scr n..'sueltos por IIlC

dio de líneas rectas y circunferencias de círculo; porque las líneas 
por medio de las cuales los problemas de este genero SOIl resueltos, 
encuentran su origen en el plano. El! cuanto a los problemas en el 

2(Arquímcdcs 19711 \'01.2 p. 41: Des spinues 
3[Arquímcdcs 19711 \'01.1 p. 138: La mesure du cercle 
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cual la solución invoca una o varias secciones del cono, son deno
minados sólidos; porque es necesario de hacer uso de superficies 
de figuras solidas para su construcción, particularmente de super
ficies cónicas. Resta el tercer genero de problemas denominados 
lineales, porque admiten otras líneas para su construcción, en el 
cual el origen es más variado y complejo, tales como las espirales, 
las cuadratrices, las concoides y las cisoides que poseen numerosas 
y asombrosas propiedades. 4 

De esta forma v'2, es ele naturaleza plana, ya que la construcción de la media 
proporcional se realiza por medio de la intersección de una línea recta y una cir
cunferencia . .v2, es de naturaleza solida, ya que el problema de la construcción 
de las dos medias proporcionales se realiza por medio de la intersección de dos 
cónicas y 7r, es de naturaleza lineal, ya que es la espiral de Arquímedes quien 
permite la rectificación de la circunferencia. Así, el problema de la naturaleza de 
los números reales esta relacionado con la forma y los medios con que la geo
metría aprehende a estos, como un segmento de línea recta y la construcción de 
curvas auxiliares son la forma y los medios respectivamente con que la geometría 
aprehende a los números reales. Razón por la cual el problema de asociar un 
objeto geométrico a los números complejos, en términos del análisis, esta aso
ciado al problema de la naturaleza de los números complejos, éste a su vez esta 
asociado con los problemas de naturaleza geométrica, que dan cuenta del proceso 
de aprehención de los números complejos por la geometría. 5 

2. La neusis como cláusula constructiva 

En los Elementos de Euclides los postulados que son 5, se distinguieron de 
las definiciones y nociones comunes, por ser clausulas constructivas. Esto es, 
postulaban una construcción. Por otro lado, hemos notado que la clasificación 
de los problemas en: planos, sólidos y lineales. Permite, diferenciar los problemas 
que se pueden construir con líneas rectas y circunferencias. De los que no . Los 
que no , como por ejemplo, el caso de las cantidades: .v2, 7r , y ~ asociadas con los 
problemas de la duplicación del cubo , cuadratura del círculo y trisección de un 
ángulo respectivamente. Para su construcción fueron reducidas a un problema (o 
construcción) común conocido como el problema de neusis: 

2.1. PROBLEMA (NEUSIS). Dado: dos líneas rectas L y M, un punto O (re
f erido como el "polo "de la neusis) y un segmento a (ver Figura 1); es requerido 

4[Pappus 1982] pp. 38-39. 
5Vcr apéndice 1. 
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B 

L 

A 
a 

M 

F ICURA 1. El problema de ncusis 

e'IU;olttmr 1lIW finea (1 tráves de 0 , que intersecla a L y Jl!/ en A y B 7"CSpectiva
m ente, tal que AB = a. 

He aquí las t.res construcciones a uxiliares que lItilizMon nCllsis: 

2.2. P n.OBLEr-.'IA ( T RISECCi ÓN DE UN ÁNCULO - PA PPUS). Dado un ángu
lo Le A B (ver Figuro 2 (P. J )); se requiere encontrar la tercem l)a7'te del ángulo 
dado. 

2.3. CONSTRUCCi ÓN. 

1. Completesc el rectángulo ABCD formado por cl ángu lo dado LCAB. 
2. Por neusis traccse AF a t ráves de A , intcrscctando a la prolo ngación de 

DC .r a BC cn E y F respectivaUlente, lal que EF = 2AC. 
3. LEAB = L F AB es la tercera parte del LGAB. 

2.4. PROBLEMA (Dos r..mDl AS PROPORCIONA LES - N ICOr.. IEDES). Dado: 
Dos segmentos dc finea 7'Cela a y b (ver Figum 2 (P. 2)); se 7'CQuiere C1LContm7' 
fas dos media.s pn>porcionales eut1'C x y y. 

2.5. CONSTRUCCiÓN. 
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(P.1) (P.2) L 
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FIGURA 2. Construcciones que hacen uso de la neusis 

l. Constrúyase el rectángulo OACB con lados OA =a y OB = b; Prolongue 
OA a ambos lados y OB hacia arriba; bisecte OA y OB en D y E 
respectivamente; trace DF perpendicular a OA; trace CE que intersecta 
a la prolongación de AO en G y haciendo GO = OA =a. 

2. Tomado H sobre DF tal que AH= OE = ~b ; trácese CH; trácese AJ 
paralela a G H . 

3. Por neusis trácese H J K a tráves de H , intersectando a la prolongación 
de AJ y OA en J y K respectivamente, tal que JK = OE = ~b. 

4. Trácese KC y prolónguese, esta intersecta a la prolongación de OB en L. 
5. x = H J y y= AK son las proporcionales requeridas . 

2.6. PROBLEMA (LEMA DE ARQUIMEDES). Dado un círculo con centro 0 y 
la tangente a este en el punto A {ver Figura 2 {P.3)), se requiere trazar la recta 
AP H de manera que la recta P H sea igual a una recta dada (N) .6 

A su vez, el problema de neusis se resolvió por medio de la curva llamada 
concoide: 

6En este caso la construcción es auxiliar para demostrar la proposición 18 del libro Des 
spirales de Arquimedeti , que trata sobre la rectificación de la circunfcreucia. 
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FIGURA 3. Concoide - Nicomedes 

Eutocio describió un instrumento que Nicomedes ha planeado para 
trazar esta curva; este consiste de dos reglas unidas perpendicu
larmente AB, CD y una regla movible EG. Las reglas CD y EG 
tienen ranuras a lo largo de sus líneas centrales; en O sobre AB 
y en F sobre EG clavijas han sido fijadas , las cuales caen en las 
ranuras. La distancia FG = a y AO = b son constantes. Cuando 
la regla EG ha sido movida, el punto G describe la concoide (ver 
Figura 3). 

2.7. CONSTRUCCIÓN - (NEUSIS POR MEDIO DE UNA CONCOIDE). 

75 

l. Trazar (ver Figura 4)una concoide con eje a lo largo de L y polo en O 
(esto puede ser realizado por el instrumento descrito arriba, ajustando la 
ranuras O y F tal que b sea igual a la distancia de O a L y a es igual al 
segmento dado); la concoide iteterseca a M en B. 

2. Trazar OB , este interseca a M en B. 
3. OAB es la línea requerida. 

Por otro lado, en la antigüedad la descripción o construcción de estas cur
vas (la concoide, espiral, cisoide, etc.) Les asoció una naturaleza mecánica y no 
geométrica. Corno por ejemplo, de naturaleza geométrica fueron las secciones 



76 B. EL CONCEPTO DE CONSTRUCCIÓN EN LA ANTIGÜEDAD 

o 
M 

a 

FIGURA 4. Neusis por medio de una concoide - Nicomedes 

corneas (incluyendo el círculo y la línea recta). La pregunta acerca de la natu
raleza de las curvas es un pregunta que aborda Descartes en la Geometría. Y 
observa que tanto el círculo como la línea recta para su construcción hacen uso 
de la regla y el compás, que son aparatos mecánicos. Luego no ve en dónde ra
dica esta distinción en la antigüedad, que no permite aceptarlas como curvas 
geométricas. Ya que, si las diferenciamos por los medios que nos permiten su 
construcción, tanto las que son consideradas mecánicas como las que no lo son, 
como el círculo y la línea, tendrían que consideraseles de naturaleza mecánica. 
Lo cual no sucedió. Así que , este no es el criterio que llevó a los antiguos a distin
guir las curvas mecánicas de las geométricas. Por otro lado, Viete, agrega como 
un postulado de la geometría, el problema de la neusis. Permitiendo así, que las 
construcciones que hagan uso de esta construcción. Sean legitimamente acepta
das en la geometría. Esto es, sean consideradas construcciones geométricas, por 
hacer uso, sólo de principios propios de la geometría. 

3. La construcción de las cantidades como condición de posibilidad 
para el desarrollo de un cálculo con las magnitudes de las 

cantidades 

Vía el análisis este a su vez, a través del diarismos. Dieron cuenta que la 
existencia de las cantidades esta asociada con la construcción de un segmento de 
línea recta. Ya que fueron reducidas a construcciones auxiliares que permitieron , 
a su vez, dar cuenta que esta asociación con un segmento de línea recta, era 
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posible. En el apéndice C veremos como esta reducción de una cantidad a la 
asociación de la construccion de un segmento de línea recta, permitirá reducir 
el cálculo de las magnitudes de las cantidades a solo el cálculo de la longitud 
de los segmentos de línea recta. Por tanto, su construcción (de las cantidades) 
permitió el desarrollo de un cálculo , es decir , permitió operar con ellas. Por otro 
lado, dado que la naturaleza de cada una de ellas era distinta, esto debido a la 
falta de una unidad en la geometría antigua.7 Ya que la existencia de una unidad, 
no diferencia a una de otra. 

A Descartes, la construcción de la cuarta proporcional8 le permitió intro
duciendo una unidad, que el producto de segmentos estuviera bien definido, es 
decir, que fuera nuevamente un segmento y no un rectángulo como en el caso 
de la antigüedad. Permitiendo (la introducción de una unidad) reducir el cálculo 
con las cantidades a solo el cálculo con los segmentos de línea recta. 9 En este 
sentido es que, no hay diferencia entre: segmentos de línea recta (longitudes) , 
ángulos rectilíneos planos , figuras (áreas) y sólidos (volúmenes). Pero la falta de 
una unidad no privó a la matemática antigua de esta reducción (el cálculo con 
las cantidades a solo el cálculo con segmentos de línea recta). 10 

7Ver apéndice C. 
8Sí u denota la unidad , entonces la cuarta proporcional x entre u , a y b cumple: u : a :: b: x, 

es decir , x = u · x = a· b. Así, sí u, a, b y x denotan segmentos de línea recta el producto 
[x =a · b) es nuevamente un segmento de línea recta [x] . 

9Ver apéndice C. 
10Vcr apéndice C. 
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Apéndice e 

El cálculo con las magntiudes de las cantidad es en la 
antigüedad 

En la antigüedad las operaciones realizadas sobre los números en la aritmética y 
las operaciones realizadas sobre los segmentos de línea recta en la geometría, las 
de la geomet ría no fueron la t raducción de las operaciones con números a los seg
mentos de línea recta. Dos segmentos de línea recta podían ser unidos (análogo 
a la SUnH\ de número::;) y un subscgmento o c un segment.o podía C"'ort.arse de este 
último (aná logo a la resta de números). Dos segment.os de línea a y b pueden ser 
combinados para formar un rectángulo rect(a, b) con lados a y b. Esta operación 
de alguna forma era análoga a la multiplicación de números en art itmética , sin 
embargo, difiere de la multiplicación en que el resultado, un rectángulo, era de 
dimensión diferente que los factores origi nales, ya que el producto de dos nümc
ros es de nuevo un número. Así, el producto de segmentos es un rectángulo y no 
un segmento. Por lo que no hay un elemento unidad con respecto a la formación 
de rectáugulos, en contraste a la mul t iplicación de números para la cual 1 fue el 
elemento unidad. La operación análoga de alguna forma a la división de números 
fue la aplicación ele un rectángulo R a un segmento ele línea recta a, es decir , la 
construcción de un segmento b tal que rcct(a , b) = R. Esta operación fue seme
jante a la div isión de números en el sentido de que dado la figura R y un segmento 
tic líuca a esta. provéc Ull segmento b tal que rect(a , b) = R. Sin embargo, fue 
diferente de la división de números, ya que esta operación involucró magnitudes 
de diferentes dimensiones, en particular una figura dos-dimensional y un segmen
to de línea. 

La falta de Ulla unidad ell la g<,.'olllctría y la ralta de ulla multiplicación 
debido a que la operación producto no esta bien definida , ya que esta opera
ción no es cerrada. Son las limitantes de la geometría con respecto a la mul
tiplicación en la aritmética. Estas operaciones con los segmentos de línea rec
ta: adj untar y cortar, más que una limitante para la geometría, si las com
paramos COIl las operaciones aritméticas, motivaron el d c:saHOUO de algorit
mos para sUlllar figuras (áreas) y sólidos (volúmenes), ya que si el producto 
de segmentos es nuevamente un segmento, la suma de figuras se reduce a la 
suma de segmentos: Figura_7·cctilinea(a ,b) = a' , esta igualdad a condicion de 
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que toda figura rectilínea sea equivalente (en área) a un rectángulo .1 entonces 
rectangulo(a, b) + rectangulo(c, d) = a'+ b' = e' . Análogamente, se puede ver 
que la suma de sólidos se puede reducir a la suma de segmentos, ya que un sólido 
sería igual en volumen a Solido( a, b, e)= abe= a'c = b'. Así, la suma de áreas y 
la suma de volúmenes se reduciría a la suma de segmentos de línea recta. 

l. Sobre la representación de las cantidades de la geometría 

El cálculo del área de un círculo hace necesario asignar un segmento a la 
circunferencia del círculo. Debido a que se busco encontrar un cuadrado de área 
igual al círculo. Así, Arquímedes redujo el área del círculo al área de un triángulo 
rectángulo de altura, el radio y base la circunferencia del círculo. Por otro lado, 
inscribir un ángulo en un círculo pemite a Euclides, reducir la razón de ángulos a 
la razón de los arcos de circunferencia que subtienden. Y el problema de trisecar 
un ángulo , el cual es un caso particular del problema de dividir un ángulo en una 
razón dada, conduce a los antiguos a construir curvas como la espiral , concoide y 
cuadratiz. Que permiten, las dos primeras la trisección de un ángulo y la última 
la división de un ángulo en una razón dada. Ya que por ejemplo, esta última tiene 
como propiedad principal reducir la razón de ángulos a la razón de segmentos. 
Así, representar un ángulo como la inclinación de dos líneas rectas, un arco de 
circunferencia y un segmento; están asociadas con el cálculo de la división de 
un ángulo en una razón dada para las dos primeras y el cálculo del área de una 
figura no-rectilínea (el círculo) para la última. 

Y el cálculo del área de una figura rectilínea y el volúmen de un solido rec
tilíneo, conduce a los antiguos a desarrollar métodos para construir áreas en el 
plano y volúmenes en el espacio. Métodos que permiten a su vez, sumar áreas y 
volúmenes. Reduciendo el área y volúmen al de un rectángulo y un paralelepipe
do rectángular de base cuadrada respectivamente. De esta forma la construcción 
de la incersión de una media y dos medias proporcionales entre dos segmentos 
dados: ~ = :Eb y ~ = :E = 1!.b. Permiten a su vez, reducir el área de un rectángulo 

X X y 

y el volúmen de un paralelepipedo rectangular de base cuadrada a la de un cua-
drado y un cubo respectivamente (~ = ~ =? x 2 = ab y ~ = ~ = t =? x 3 = a2 b). 
De esta forma, el área de una figura rectilínea y el volúmen de un sólido rec
tilíneo se reducen a conocer (determinar o construir) el segmento asociado con 
el cuadrado y el cubo, de área igual a la figura rectilínea y de volúmen igual al 
sólido rectilíneo respectivamente. La reducción del área a la de un cuadrado y 
del volúmen a la de un cubo se debe a que esto permite que la suma de áreas y 
volumenes este bien definida. Ya que, de todos los paralelogramos equivalentes 

1Conocido como el método de aplicación de una área sobre un segmento de línea recta por 
yuxtaposición 
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en área a la figura rC<'tilínea, se escoge el cuadrado, porque el cuadrado permite 
rcducir la comparación de áreas a la comparación de la longitud de un segmento 
(c1 lado del cuadrado), como es el caso de los segmentos. Para saber cua ndo uno 
es mas grande que otro, superponemos ambos segmentos si coinciden SOIl iguales 
(en longitud), sino UIlO es mayor que otro y a nálogamente, pa ra los volumenes. 
81 cubo, permite reducir la comparación de volúmenes a la comparación de la 
longitud de un segmento (el lado del cubo). Así, para mostrar que la suma de 
áreas esta bien definida, si escogemos cualesquiera dos para lelogramos equiva
lentes en árca a la figura rectil ínea, podemos supoller s. p.g. que SOIl rectángulos. 
Ahora, 110 podemos supcrponerlos y decir, si no conillcidclI uno es mayor (en 
área) qne otro, ya que podemos tener dos que no coincidan y sin embargo tener 
la misma área. Así, lo que nos permite el cuadrado, al igual que la superposición 
de segmentos, es utilizar el método de superposición para comparar áreas. Hace
mos estos n:dángulos (.'quivalentes (en área) a un cuadrado, luego superponemos 
los lados; si coinciden, son iguales. Esto basta para poder mostrar que esta bien 
defin ida la suma de áreas. El caso de la suma de volumenes es análogo. 

Por tanto, nuevamente el cálculo ahora del área de una figura rectilínea y del 
vol úmeu de Ull sólido r(.'Ctilíllco. Asociaron cstas magnitudcs con UIl segmento de 
línea recta, que a su vez permit ió la representación de estas magnitudes con un 
cuadrado y un cubo respecti vamente. En fin , el cálculo de las magni tudes marca 
la pauta para el por qué (de la representación de una magni tud) y el comó (se 
determi na la elección de una u otra. representación). 

Así pues la cuadratiz, la incersión de una y dos medias proporcionales entre 
dos segmentos dados. Permiten reducir la razón de ángulos a la. razón de segmen
tos , la razón de árc!.Cs a la razóu de segmentos (; = Í' ~ ;;. = i) y la razón de 

volúmenes a la. razón de segmentos (; = ~ = ~ ~ ;; = ~) respectivamente. He 
ahí, la d ist inción de los segmentos respecto de las demás magni tudes: ángulos, 
superficies (áreas) y sólidos (volúmenes) . Luego, el cálculo de estas magn itudes 
nuevamente marca la pauta, para saber por qué elegir el segmento de entre las 
dcmás magni t.udes. Existen ot ras operaciones con las á rcas y volúmenes como son 
la media , tercera y cuarta proporcional de áreas y volumellcs, que no se sabe (es 
un pregunta abiert.a) que se puedan construir. Como la media, tercera y cuarta. 
proporcional para segmentos, en las que se conoce cua l es su construcción. La 
respuesta a esta pregunta es una aportación original, que nos permi te ver nueva
mente la d ist inción de los segmentos respecto de las demás magni t lldes. Ya que 
basta n la media , tercera y cuarta proporciona l para segmentos para construir las 
correspond ientes para áreas y volúmenes. Por tanto, vemos que la reducción de 
estos cálculos a sulo los cálculo.s con los segmentos lIIarcan la pauta para saber 
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por qué, hoy, asociamos un número real ron un segmento y por qué represen ta
mos a los números reales sobre una línea recta. 

2. Reducción del cálculo con las magnitudes de las cantidades a solo 
el cálculo con las longitudes de los segmentos 

Los antiguos redujeron la razón de las áreas dc las figuras n.:ct ilíneas a la 
razón de segmentos de línea recta: 

En la proposición 13 del libro 13 de los Elementos, que trata sobre 
el problema de illscribir una pirámide en tina esfera dada, Eucli
des hace el uso del siguiente lema: En un triángulo rectángulo 
6 ABC con ángulo recto en C y DC ortogonal a. AB. Se cumple 
AB : BD :: AC' : DC'. 

y la razón de volúmenes de los sólidos rectilincos a la razón de segmentos de 
línea recta: 

En la proposición 59 del libro III de la La colleclioFl mathématique 
de Papplls, que trata sobre la demost ración y construcción de la 
duplicación del cubo y de las dos medias proporcionales, reza. así: 
Sea ABC un círculo con centro D ; sean ADC, BDE diámetros del 
círculo perpendiculares cntre ellos, y trazamos t rausvcrsallllcntc 
las rcctas EMN, BFGH de manera que FG = GH; afirmo que 
ED' : DC' :: ED : DM. 

De esta forma., la razón de cantidades más que una cantidad , como lo es la 
razón de dos llllmeros que es nuevamente un número, fue una relación entre can
t idades de la misma naturaleza. Es decir, razón entre segmentos de líuea recta, 
razón entre figuras rectilíneas y razón entre sólidos rectilíncos. Por ejemplo, la 
cuadmtiz: 

Una línea que extrae su denominación de su propiedad misma ha 
sido adoptada. por Dinostrato, icomedes y ciertos autores recien
tes para efect.uar la cuadratura del círculo; la han denominado la 
quadmtice, y he aquí su descripción (generación). Colocamos un -cuadrado ABCD y trazamos el arco BED COII cent.ro ell A. Mo-
vemos la recta AB de manera que el punto A pcn m\uezca fij o, el -punto B se desplace siguiendo el a rco BE D, y que la rect.a B D 
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pennanC'¿ca siempre paralela a la recta AD, acOlupañando al ¡mn
to B que se desplaza siguiendo la recta AB. Además, ya que la 
recta AB se ha movido de manera ulL ifo rme, el puuto B recorre el 
ángulo compnmelido hajo I<L'i redas BA y AD, es decir, ya que el -punt.o B recorre el arco BED al mismo tiempo que la recta Be 
de desplaza a lo largo de la rectaBA, es decir, ya q ue el punto B se 
desplaza siguiendo la recta BA. Será ev ident.e que las rcclas AB y 
{JC coincidi nm simultáneamente la una y la otra con la recta AD 
en H, En consecuencia, las rectas AB y Be se con,arán mut.ua
mente en un punto que es continuamcnte transporta~Jo con elln,." 
f!1 c:ufll dcscrihirá una línea cóncava de un mismo lado, BF H , en 
el mismo espacio comprendido entre las rectas BA, AD y el ar--ca BED. Línea que parece cómoda para encontrar un cuadrado 
equivalente a un círcul o dado. Su propiedad priucipal es tal que, 
si ulla recta cualquiera AFE es t razada transversalmente al a r--co, la recta B A será a la reda PC como el arco total BE D es 
al arco Ei5. Pues eso resulta evidente de la generación de la Iínea.2 

B e 
E 

G H D 

F ICURA l . Cuadratiz - Pappus 

Redujo la razón de ángulos rectilíneos a la. razón de segment.os rectilíneos, 
est.o a. su vez, permitió la. trisección de un ángulo. Así, el cálculo de la cantidades 

2[Pappus 19821 pp. 191 - 192. 
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cont.inuas ( propias de la geomet.ría) fue reducido al cá lculo de los segmentos de 
línea rec t.a. Ya que los problema.,> de la duplicación de un cUlldrado, dupl icación 
oc un cubo y t risección de un ángulo, doude I..>sla implícilo el oClSarrollo oe UII 
I:.í.kulo de las área. .. , de los volumencs y oc los ,iJ.lgll los n.'Spl..'(·1,jvamclLle. Fue 
reducido a la const.rnC'C'ión de la media proporcional ent.re dos se!,rmentos de línea 
recta dados, de la inserción de las dos medi a.,; proporcionales ent.re dos segmentos 
de línea recta dados y de la cuadrat iz rcspectivament,e. Así la media proporcional 
[xj entre dos segmentos de línea recta [a, bj permite reducir la razón de cuadrados 
a. la fazon d e segmentos de línea recta: 

~ = :: ;:::} (~ ) 2 = ~ . ~ = ~ . :: = ~ . (L2 = ~ 
x b x x x x b b " :r,2 b' 

la im¡erción de Ia.s dos medias proporcioualcs [x , yj cutre dos segment.os de línea 
recta [u, bJ permite reducir la. razón de C'uhos a. la raz<Ín de segmentos de línea 
recta: 

a x y (,,)3 a a a a x y a al a -=-=-;:::} - =_.-.-=_._._=- " -=-
xy b x xxxxybb""x3 b 

y cuadratiz perm ite reducir la razón de áng"ulos a la razón de segmentos de línea 
recLa: 
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