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Abstract: In this thesis the investigations center around mechanisms for
interpolating data and the implications and attributes of assessing computational
techniques for the efficient construction of approximations to functions which
are known only at a discrete, fixed number of points. While the properties of
standar approximation methods have been well cataloged, approximations based on
fractal methods using iterative techniques present new challenges. In constructing
polynomial approximations , it is well known that there are a significant number
of standar measures of quality which must be considered, and that problems can
develop in attempting to utilize polynomial approximations methods. Issues which
affect polynomial interpolation, such as data sampling, convergences rates and error
estimate, are well established for standard polynomial interpolation methods. In
contrast, fractal interpolation method and the possible advantages of using iterative
methods are less well established. If the graphs of the approximation becomes
extremely oscilatory, other methods such as splines interpolation or piecewise
interpolation are used. Thus, it is important to consider the design of algoritms
which can be used to construct fractal interpolation as well. There are many
other tecniques for finding approximations to data other than interpolation. In
interpolation the approximation p which is constructed has the property that
p(x;) = F; for every point (z;, F;). Alternative methods for fitting data include
least aquares approximation and other best-fit methods. While these are important,
they are beyond the scope of this work and the objetive is to compare and contrast
classical tecniques using polynomial interpolation with the fractal interpolation
method.

Keywords: fractal interpolation, polinomial interpolation, fitting data, fractal,
fractal dimension.
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Resumen: En esta tesis las investigaciones se centran en los mecanismos para
la interpolacion de datos y las implicaciones y los atributos de la evaluacién de
técnicas computacionales para la construccion eficiente de aproximaciones a las
funciones que se conocen sélo en forma discreta, es decir, en un numero fijo de
puntos. Mientras que las propiedades de los métodos de aproximacién standar
han sido bien catalogadas, aproximaciones basadas en métodos fractales usando
técnicas iterativas presentan nuevos retos. En la construccién de aproximaciones
polinémicas, es bien sabido que hay un ntmero significativo de medidas standar
de calidad que debe ser considerado, y que se pueden desarrollar problemas en el
intento de utilizar métodos de aproximaciones polinémicas. Problemas que afectan
a la interpolacién polindmica, como el muestreo de datos, las tasas de convergencias
y estimaciones de error, estdn bien establecidos para los métodos estdndar de
interpolacién por polinomios. En contraste, el método de interpolacién fractal y
las posibles ventajas del uso de métodos iterativos no estan bien establecidas. Si los
graficos de la aproximacién se vuelven extremadamente oscilatorios, se utilizan otros
métodos, tales como interpolacion por splines o interpolacién a trozos. Por lo tanto,
es importante tener en cuenta el disefio de algoritmos que pueden ser utilizados para
construir, también, la interpolacion fractal. En la interpolacion la aproximacién p,
que se construye, tiene la propiedad de que P(z;) = F; para cada punto (x;, F;).
Métodos alternativos para los datos de ajuste incluyen aproximacién por minimos
cuadrados y otros métodos de ajuste. Si bien estas son importantes, estdn méas alla
del alcance de este trabajo y el objetivo es comparar y contrastar tecnicas clasicas
mediante la interpolacién polinémica con el método de interpolacién fractal.

Palabras clave: interpolacion fractal, interpolacién polinomial, ajuste de datos,
fractal, dimensién fractal.







Introduccion

on muchas y muy distintas las situaciones en las que, en el quehacer
cientifico, aparecen series de datos que representan los resultados de
mediciones experimentales. De estos datos tnicamente se conoce su
comportamiento en una cantidad finita de elementos, entonces se necesita
encontrar una ley general que pueda describirnos su posible comportamiento
a lo largo de todo el intervalo en el que se encuentran los datos o mediciones
originales. A esa ley general a la que se adaptan esos datos no es mas que una
funcién que tome los valores predeterminados y con ella hallar aproximaciones
de otros valores desconocidos para la funcion con una precision deseable fijada,
siendo precisamente el objetivo de la interpolacién.

En otras palabras, dada una tabla de datos se trata de encontrar una
funcion que tome los valores requeridos en los puntos dados. Dicha funcién
de interpolacion o interpoladora sustituird a una funcién (si es que esta existe)
y tal funcién de interpolacién nos describira el comportamiento de los datos.

Las propiedades de los métodos tradicionales de aproximacién (métodos
de aproximacién polinomial) han sido bien catalogados, definidos y usados
para diferentes cometidos, las aproximaciones basadas en los métodos usando
técnicas iterativas son, ahora, el centro de estudio de este trabajo. En contraste,
el método de interpolaciéon fractal y las ventajas de usar un método iterativo
no estan bien establecidos.

La forma de proceder usualmente en los métodos tradicionales de
aproximaciéon para analizar datos que se obtienen de la observacién del
fenémeno es representar los datos graficamente en un subconjunto de R? y
después los datos son analizados geométricamente a través de una curva.

Por ejemplo, uno podria decir que una linea recta es una buena
aproximacién al comportamiento de los datos. O incluso, se podria construir
un polinomio de grado mayor a uno que sea un buen ajuste para los datos en
el intervalo definidos por los propios datos.

VII



VIII INTRODUCCION

Es asi que la geometria euclidiana, la trigonometria y el calculo nos han
ensefiado a pensar en el modelado de las formas que vemos en el mundo real en
términos de lineas rectas, circulos, parabolas y otras curvas simples. ; Podrian
ser estos buenos modelos? En una modelacién mas realista, la mayoria de los
fenémenos no podrian modelarse mediante curvas suaves o bien comportadas.
He aqui, que se propone a la interpolacién fractal como una alternativa a otro
tipo de analisis con modelos de curvas suaves a trozos.

Para el estudio de la interpolacion fractal se introduce un concepto llamado
funcién de interpolacion fractal que es la base de la interpolacién propuesta
por Michael Barnsley, creador de dicha técnica. Es asi que con dicha técnica
se pueden aproximar componentes de alguna imagen tales como los picos de
una montafia, los bordes de las nubes, etc. Pero en esta tesis se replantea el
uso de la técnica de interpolacion fractal mediante los factores de escala para
generalizar el comportamiento de datos mediante funciones de interpolacién
fractal que nos ayuden a saber u aproximar el valor de un punto desconocido.
Es entonces que la interpolacién fractal provee una forma alternativa, a la
interpolacién polinomial, para tratar datos experimentales.

A diferencia de los polinomios usados en los métodos tradicionales de
interpolacién, las funciones de interpolaciéon fractal poseen caracteristicas
fractales. Por ejemplo, la gréfica de dicha funciéon de interpolacion fractal no
tiene dimensién entera. Para generar la funcion de interpolacion fractal se usan
transformaciones afines llamadas Sistemas de Funciones Iteradas (IFS por sus
siglas en inglés).

Ahora, al hablar de interpolar (en métodos numéricos) nos viene a la mente,
rapidamente, la palabra error. Desafortunadamente esto es inevitable, en este
caso se propone, ademas de la implementacién del método para interpolar, la
forma de tratar su respectivo error de interpolacién.

El algoritmo permite graficar una cantidad finita de puntos, tales puntos
construyen la grafica de la interpolacion fractal. Los puntos se grafican de
forma iterativa, es por eso que al ser un método iterativo no se puede saber
con exactitud el valor que toma dicho punto a interpolar. Ergo, se propone
una modificacion al algoritmo original propuesto por Barnsley para hallar el
valor de algin punto desconocido. Adicionalmente se establece la complejidad
de dicho algoritmo con el objetivo de lograr una comparacién con los métodos
tradicionales.

En este trabajo, el algoritmo de interpolacién fractal ha sido modificado
para saber el valor que toma un punto desconocido. Y de esta manera
interpolar.

En general esta tesis estd compuesta de 4 capitulos. En el primero de
ellos se describe lo necesario para entender a los fractales asi como su bagaje
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histérico, como se generan y lo mas importante, se presenta una propuesta
de su definicion mas precisa mediante sus propiedades. Dado que la técnica
de interpolacion fractal requiere de un conocimiento acerca de fractales, se
describe el espacio en donde viven los fractales, su definicion, sus caracteristicas
y algunos ejemplos como es el conjunto de Cantor, uno de los més famosos, y
base de muchos otros fractales. Ademas se aborda, la forma de generar fractales
por medio de los IFS, mismos que son los fundamentos de la interpolacion
fractal y conlleva todas las propiedades de los fractales. De ahi la importancia
del capitulo.

En el capitulo dos se desarrollan las técnicas de interpolacién polinomial
(Lagrange, Newton y Splines ctibicos) como métodos numéricos, describiendo
las propiedades, caracteristicas y deduccién de cada uno de ellos. También se
mostraran algunos teoremas y propiedades indispensables para saber como es
que la interpolacion polinomial es una de las mas usadas en diversos campos
de aplicacién. De igual forma al verse como métodos numéricos, estos son
computables y en consecuencia presentan un error que también es abordado.
Usando estos métodos se hard una comparacion, abordada en el capitulo 4,
con la interpolacién fractal.

En el capitulo tres se encuentra la teoria necesaria para entender la
interpolacion fractal, de dénde se deriva y cémo es que se utiliza asi como
sus propiedades y su principal uso. Se tratan las funciones de interpolacion
fractal, las cuales son usadas para interpolar de forma fractal. Es aqui donde
se hace uso de los IFS, se hace énfasis en las transformaciones afines y en los
factores de escalamiento, pues se usan para construir los IFS lineales que en
este caso son necesarios para hacer la interpolacion fractal. Se elaboraran los
algoritmos y ejemplos para la implantacién numérica.

Finalmente, en el capitulo cuatro se presenta un caso mediante un problema
de aplicaciéon en la biologia en el que se hace uso de la interpolacion, para que
con cada unos de los métodos de interpolacion propuestos se haga un analisis.
De este comparativo se determina el por qué la interpolacion fractal es una
de las alternativas para el tratamiento de datos y de esta forma poder inferir
acerca de ellos. De igual forma, se presentan las caracteristicas y observaciones
propias de cada uno de los métodos. Se hace un énfasis en la interpolacion de
la forma fractal.

Tomando en cuenta que esta forma de analizar datos es pertinente si los
datos presentan una alta dispersiéon, es decir: que no se pueda intuir una
tendencia o algin comportamiento descrito por funciones continuas. Sin dejar
atras la homogeneidad de los intervalos definidos por cada par consecutivo de
datos (puntos de interpolacién).






Capitulo 1

Fractales

En geometria fractal nos preocupamos de las estructuras de subconjuntos
de varios y muy simples espacios geométricos. Tal espacio se denota como
X. Este es el espacio sobre el cual se piensa dibujar un fractal; este es el plano
donde viven los fractales. Entonces, ;Qué son los fractales? Para nosotros, por
el momento, es s6lo un subconjunto de un espacio.

El andlisis de lo que se denomina un monstruo matematico aparecié
hace mucho tiempo, con la composicién de figuras a través de la geometria
y a través de la experimentacion. He aqui donde se cuestiona la nociéon de
dimension. Fue en la década de los 20’s que Hausdorff propone una forma
de medir la complejidad de los objetos construidos y que se adapta mucho
mejor a esta clase de construcciones geométricas. La construccién de estos
objetos, llamados objetos fractales, se remonta a la construccién de funciones
continuas sin derivada. Esta idea puede sonar descabellada si la abordamos
desde el calculo clasico.

El campo de los fractales es fascinante. Principalmente, los fractales
aparecen en la naturaleza, un ejemplo es cuando se ve una rama de un arbol,
el cual es similar a otro arbol, entonces los arboles son un claro ejemplo de
un fractal. Otros ejemplos incluyen montafas, flores, rios, bordes de costas,
conchas de mar, etc.
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1.1. El espacio donde viven los Fractales

1.1.1. Espacios

Definicion 1. Un espacio X es un conjunto. Los puntos del espacio son los
elementos del conjunto.

Aunque esta definicion no lo dice, la nomenclatura de espacio implica que hay
alguna estructura en el conjunto, en el sentido que de tales puntos son cercanos
uno al otro.

Ejemplo 1. X = R. Cada punto que pertenece a X es un numero real. Es
decir; es un punto en una linea.

Ejemplo 2. El plano complejo X = C, donde cualquier punto z € X se
representa por
T =T + 1T, donde i = v/ —1,

para cualquier par de nimeros x1, x5 € R. Cualquier par de nimeros x1, x5 € R
determinan un punto de C.

Ejemplo 3. X = [, el espacio codificado sobre N simbolos. N es un entero
positivo. Los simbolos son los enteros {0,1,2,..., N — 1}. Hay una infinidad
de simbolos en esta secuencia. En general, para un elemento dado = € X,
podemos escribir

T = Tl 1X2X3TL4X5X¢ - - -

donde cada x; € {0,1,2,..., N — 1}.

1.1.2. Espacios Métricos

Definicién 2. Un espacio métrico (X, d) es un espacio X con una funcién
real valuada d: X x X — R la cual mide la distancia entre pares de puntos
xy y en X. Se requiere que d obedezca a los siguientes axiomas:

(7) Simétrica d(z,y) = d(y,x), Vr,ye X
(71) Definida positiva 0 < d(z,y) < oo, Vr,y € X,z #y
(7i) Que d(z,x) =0, VeeX
(iv) Desigualdad de triangulo d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vz,y,z€ X

Entonces d es llamada una métrica o distancia sobre X, y X junto con d es
llamado un Espacio Métrico (X,d) [1].
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Definicion 3. Dos métricas d; y dy en un espacio X son equivalentes si existen
constantes 0 < ¢; < ¢y < oo tal que

crdy(z,y) < do(z,y) < cody(z,y) V(z,y) € X x X.

Una nocion fundamental de el concepto de equivalencia métrica es que ningin
par de métricas equivalentes dan la misma nocién de que dichos puntos estan
juntos, y los cuales estan separadamente lejos. Es como si hubiera una forma
estandar para que, limitadamente, se deforme el espacio por medio del cual las
distancias se determinan antes y después de la deformacion.

Definicion 4. Dos espacios métricos (X1,d;) y (X2, d2) son equivalentes si
existe una funcion h : X; — X, la cual es uno a uno y sobre (i.e., es
invertible), de tal manera que la métrica d; sobre X; definida por

di(z,y) = da(h(x), h(y)) Vr,y e X

es equivalente a d;.

1.1.3. Secuencias de Cauchy

[2] La geometria fractal tiene que ver con la descripcion, clasificacién, andlisis y
observacién de subconjuntos de espacios métricos (X, d). Los espacios métricos
son usualmente, pero no siempre, de caracter geométrico intrinsecamente
simple. Hay un gran ntmero de propiedades de subconjuntos de espacios
métricos que son muy basicas y que forman parte de un vocabulario para
describir conjuntos fractales y otros subconjuntos de espacios métricos.
Algunas de estas propiedades son de caracter topoldgico. Es decir, que son
invariantes bajo Homeomorfismo. Lo que es importante, sin embargo, es que
hay otra clase de propiedades que son invariantes bajo equivalencia de espacios
métricos.

Definicion 5. Una secuencia {z,}>° ; de puntos en un espacio métrico (X, d)
es llamada una secuencia de Cauchy si, para algin nimero dado € > 0, existe
un entero N > 0 tal que

d(xp, xm) <€ ¥Ym,n > N.

En otras palabras, cuanto mas lejanos sean los puntos de la secuencia, estos
se van y cuanto mas cercanos se encuentren estos se convertiran en los puntos
de la secuencia. Figura [I.1]

Sin embargo, justo porque una secuencia de puntos se mueve muy cerca de
otro que va a lo largo de la secuencia, es decir se van acercando a un punto.

Definicion 6. Una secuencia {x,}>2 ; de puntos en un espacio métrico (X, d)
se dice que converge a un punto x € X si, para algin niimero dado € > 0,
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Xge

Magnificacion

Magnificaciéon

xl. x2.
Xg
X3o
Xs.
X
9

Secuencia infinita de
puntos en

Figura 1.1: Sucesivas magnificaciones de una secuencia de
Cauchy, una secuencia infinita de X. Los puntos
estan cada vez mas cerca como se muestra en las
magnificaciones.

existe un entero N > 0 tal que
d(zp,z) <e  VYn>N. (1.1)

En este caso el punto x € X, al cual converge la secuencia, es llamado el limite
de la secuencia, y se denota como

r = lim z,. (1.2)

El limite « de una secuencia convergente {xz,}> ; tiene la siguiente propiedad:
sea

B(z,e) ={y € X : d(z,y) <€} (1.3)
que denota una bola cerrada de radio € > 0 centrado en .
Cualquier bola centrada en x contiene todos los puntos x,, después de algunos

indices N, donde N tipicamente llega a ser mas grande y mas grande como €
llega a ser mas y mas pequeno. Figura [1.2

Punto
limite

Figura 1.2: Aumentos para ver el punto limite.
Mas puntos del conjunto son visibles al seguir
aumentando
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Teorema 1. Si una secuencia de puntos {z,}°°; en un espacio métrico (X, d)
converge a un punto z € X, entonces {z, }5°, es una secuencia de Cauchy.

Definicion 7. Un espacio métrico (X, d) es completo si cada secuencia de
Cauchy {z,}2%, en X tiene un limite z € X.

En otras palabras, actualmente existe, en el espacio, un punto x al cual es
convergente la secuencia de Cauchy. Este punto z es, por supuesto, el limite
de la secuencia. Si {z,,}°; es una secuencia de Cauchy de puntos en X y si X
es completo, entonces este es un punto x € X tal que, para cada € > 0, B(z, €)
contiene x,, para infinitamente muchos enteros n.

Definicion 8. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Un
punto z € X es llamado un punto limite de S si hay una secuencia {z,}>°, de
puntos z, € S x tal que

lim = z.
n—oo

Definicion 9. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). La
cerradura de S denotada por S es definida como S = SU Puntos limite de S. S
es cerrado si este contiene todos sus puntos limite, esto es S = S. S es perfecto
si este es igual al conjunto de sus puntos limite.

1.1.4. Conjuntos

Continuamos la descripcion de las propiedades bésicas que se usan para
describir conjuntos y subconjuntos de espacios métricos. Ahora tenemos dos
preguntas muy importantes: ;Doénde estan los fractales? y ;Qué son los
fractales?

Definicién 10. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). S
es compacto si cada secuencia infinita {z,, }°°; en S contiene una subsecuencia
que tenga un limite en S.

Definicion 11. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). S
es limite si existe un punto a € X y un nimero R > 0 tal que

d(a,z) < R  Vre X.

Definiciéon 12. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d).
S es totalmente limitado si, para cada € > 0, existe un nimero finito de
puntos {y1,vs,...,yn} C S tal que cuando =z € X, d(z,y) < € para algin
vi € {y1,%2,---,yn}. Este conjunto de puntos {y1,ys,...,yn} es llamada una
€ — red.

Teorema 2. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea S € X . Entonces S
es compacto si y sélo si es cerrado y totalmente limitado.



6 1.1. El espacio donde viven los Fractales

Definicion 13. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). S
es abierto si para cada x € S existe un € > 0 tal que B(z,¢) = {y € X :
d(z,y) <e} CS.

Definicién 14. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Un
punto x € X es un punto limite de S si para nimero ¢ > 0, B(x,¢€) contiene
un punto en X \ Sy un punto en S. El conjunto de todos los puntos limite de
S es llamado el limite de S, y es denotado 05S.

Definicion 15. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Un
punto x € S es llamado un punto interior de S si existe un nimero € > 0 tal
que B(x,e) C S. El conjunto de puntos interiores de S es llamado el interior
de S, y es denotado S°.

N

Espacio métrico X: el mundo.

2S La linea costera es
S =MAR el limite del cinjunto
TIERRA { |llamado TIERRA vy el
conjunto llamado
MAR.

ISLA

La materia humeda es el interior del mar.

Figura 1.3: Ejemplo pata ilustrar las definiciones anteriores

1.1.5. El Espacio Métrico H(X): El espacio donde viven
los Fractales

Definicion 16. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces H (X)
denota el espacio cuyos puntos son el subconjunto compacto de X, que no sea
el conjunto vacio.

Definicion 17. Sea (X, d) un espacio métrico completo, z € X,y B € H
(X). Se define
d(xz,B) = Min{d(x,y) : y € B}. (1.4)

Entonces d(x, B) es la distancia desde el punto = al conjunto B.
Definicion 18. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea A, B € H(X).

Se define
d(A,B) = Max{d(z,B) : x € A}. (1.5)

donde d(A, B) es la distancia desde el conjunto A € H(X) al conjunto B € ‘H
(X). Es decir, hay puntos & € Ay § € B tal que d(A, B) = d(Z, 7).
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Definicion 19. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces la distancia
de Hausdorff entre dos puntos A y B en H(X) esté definida como

h(A, B) = d(A, B) v d(B, A). (1.6)

Demostracion: Sean A, B,C € H(X).
(A, A) = d(A, A) = d(A, A\Vd(A, A) = d(A, A) = méx{d(z, A) : = € A} = 0.

h(A, B) = d(a,b) para algiin a € Ay b € B, usando la compacidad de Ay B.
Por consiguiente 0 < h(A, B) < cc.

Si A # B podemos asumir que hay un a € A tal que a ¢ B. Entonces
h(A, B) > d(a, B) > 0.

Para mostrar que h(A,B) < h(A,C) + h(C,B) primero mostramos que
d(A,B) < h(A,C) + h(C, B). Tenemos, para cada a € A

d(a,B) = min{d(a,b): b€ B}
< min{d(a,c) +d(c,b): be B} VeeC
= d(a,c) + min{d(c,b): be B} Vee C, entonces
d(a,b) < min{d(a,c): ce€C}+méx{min{d(c,b): beB}: ceC}
= d(a,C)+d(C,B), entonces
d(A,B) < d(A,C)+d(C,B).

De igual forma

d(B,A) < d(B,C)+d(C,A), por lo tanto

h(A,B) = d(A,B)Vd(B,A) <d(B,C)VdC,B)+d(A C)VdC,A)
— W(B,C)+ h(4,0).

1.2. Definicién y ejemplos

1.2.1. El conjunto de Cantor

Cantor (1845-1918) fue un matemético aleméan de la Universidad de Halle,
donde llev6 a cabo un trabajo fundamental que es conocido como teoria de
conjuntos. El conjunto de Cantor fue, el primero, publicado en 1883 y surgi6
como un ejemplo excepcional de conjuntos. Es justo decir que dentro del reino
de los monstruos matemaéticos (fractales) el conjunto de Cantor es por mucho
el mas importante, aunque es menos visualmente atractivo y mas distante a
una interpretacion inmediata natural que algunos de los otros. El conjunto de
Cantor juega un papel importante en muchas ramas de las matemaéticas, y
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de hecho, en un sentido muy profundo es, de alguna manera oculta, como el
esqueleto esencial o modelo por detrdas de muchos otros fractales.

El conjunto de Cantor [3] es un conjunto infinito de puntos en el intervalo de
la unidad [0, 1]. Es decir, se puede interpretar como un conjunto de ntimeros
determinados, como por ejemplo 0,1, %, %, é, %, g, %, 2—17, 2%, .... Trazados estos
y todos los demds puntos (suponiendo que pudiéramos saber lo que son) no
tendria mucho de una imagen en absoluto. Entonces vamos a usar un truco

poco comun.

Para su construcciéon comencemos con el intervalo [0,1]. Ahora quitar el

1 2

3 5), es decir, remueva el tercio medio de [0, 1], pero no los

nimeros % y %.Esto deja dos intervalos [0, %} y [%, 1} de longitud de % cada uno

y se completa un paso de construccién de base. Ahora repetimos, nos fijamos
en los demas intervalos {0, %} y [%, 1} y retire sus tercios medios respectivos,

intervalo (abierto) (

quedan cuatro intervalos de longitud é. Continuar con este procedimiento. En
otras palabras, hay un proceso de retroalimentacion en el que se genera una
secuencia de intervalos cerrados, una después de la primera etapa, dos después
de la etapa segunda, cuatro después de la tercera etapa, ocho después de la
cuarta etapa, etc. (es decir: 2" intervalos de longitud (%)n después del n—ésimo
paso). Si denotamos por ¢, a la unién de todos los subintervalos cerrados que
permanecen hasta el paso n (o n-ésima iteracion), el conjunto de Cantor es

C = lim C,,.
n—oo

La Figura muestra la construccion.

Figura 1.4: Conjunto de Cantor.

El conjunto de Cantor es el conjunto de puntos que quedan si llevamos a cabo
los pasos de extraccién infinitas veces. Un punto, se dice que esta en el conjunto
de Cantor si podemos garantizar que no importa cuantas veces nos dedicamos
a realizar el proceso de eliminacién, el punto no sera sacado. Obviamente
0,1, %, %, é, %, g, %, %, %, ... son ejemplos de tales puntos, ya que son los puntos
extremos de los intervalos que se crean en los pasos. Todos estos puntos tienen
una cosa en comun; se relacionan con potencias de 3 o mejor dicho, con
potencias de % Uno estd tentado a creer que cualquier punto en el conjunto
de Cantor es de este tipo, es decir, un punto final de uno de los intervalos

pequenos generados en el proceso. Esta conclusion es categoricamente erronea.
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Si el conjunto de Cantor eran sélo los puntos extremos de los intervalos del
proceso de generacion, facilmente podriamos enumerarlos. Esto significa que
el conjunto de Cantor serfa un conjunto contable sin embargo, se sabe que es
incontable. Asi que no hay manera de enumerar los puntos en el conjunto de
Cantor. Por lo tanto, tiene que haber muchos mas puntos que no son puntos
extremos.

Podemos construir el conjunto de Cantor por medio de “Ntumeros triadicos”.
Los nuiimeros triadicos son ntmeros que son representados con respecto a la
base 3. Esto quiere decir que solamente podemos usar los digitos 0, 1 y 2. La
siguiente tabla muestra como.

Decimal In Powers of 3 Triadic
4 1-3741-3° 11
17 1-324+2.314+2.30 122

0.333... 153~ 0.1
05 1-3714+1.324+1-3%+... 011l...

Figura 1.5: Representacion triadica.

Recalquemos la esencia de nuestro sistema decimal y su representacién. Cuando
escribimos 0.32573 queremos decir

3-107'+2-10245-102+7-10*+3-107°

En otras palabras, podemos escribir cualquier nimero z en [0, 1] de la siguiente
forma
r=a-10" +ay-10% 4 az-107° + ... (1.7)

Donde ay,as, as, ... son nimeros que pueden tomar los valores {0,1,2} y
entonces, para utilizar una representacion triadica, podemos expandirla en
base 3 como sigue:

r=a;-3 " 4ay-3%+a3-33+ ... (1.8)
0 1
00 o1 10 11
0oo |~901 010\011\\130 101 yyg 11
0 112 1

Figura 1.6: Expansion binaria mediante dos ramas.
Cualquier nimero en el intervalo [0,1] se puede
localizar usando la raiz del &rbol para la siguiente
direccioén.
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Figura 1.7: Expansion binaria mediante tres ramas.
Cualquier nimero en el intervalo [0,1] se puede
localizar usando la raiz del &rbol para la siguiente
direccioén.

Entonces, si queremos escribir algunos puntos del conjunto de Cantor como un
numero triadico: % es 0.1, % es 0.2, % es 0.01, % es 0.02. En general, podemos
escribir cualquier punto del conjunto de Cantor de la siguiente forma:

El conjunto de Cantor C' es el conjunto de puntos en [0,1] para los cuales
existe una expansion triadica que no contiene el digito ‘1.

Esto se debe a que para construir el conjunto de Cantor eliminamos el tercio
central en cada iteracion y, es precisamente, la parte central la que contiene al
digito ‘1’ en cada una de la iteraciones.

Direccionamiento y el conjunto de Cantor.

Volvamos por un momento a la construccién intuitiva geométrica del conjunto
de Cantor, eliminando tercios medios en cada paso de la unidad de intervalo
[0,1]. Después del primer paso, tenemos dos partes, una a la izquierda y la
otra a la derecha. Después de la segunda etapa, cada uno de estos a su vez se
divide en dos partes, una izquierda y una derecha, y asi sucesivamente. Ahora
disenamos un procedimiento de etiquetado eficiente para cada pieza creada en
los pasos. Las dos partes después de la primera etapa estan etiquetadas L y
R para izquierda y derecha respectivamente. Las cuatro partes después de la
segunda etapa se etiquetan LL, LR, RL, RR, es decir, la parte L del paso uno
se divide en una L y una parte R, lo que hace LL y LR, y del mismo modo
con la parte R. La Figura [1.§ resume los primeros tres pasos.

Para identificar los puntos en el conjunto de Cantor, tales direcciones,
obviamente, no son suficientes, ya que en cada intervalo, no importa lo
pequenio que sea, todavia hay infinitos puntos del conjunto de Cantor. Por
lo tanto necesitamos cadenas de direccion infinitamente largos para describir
con precisién la ubicacion de un punto de ajuste de Cantor.
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L R
L LR RL RR
I x oo« O T o T

o o
== 5 5 E T e

Figura 1.8: Conjunto de Cantor a través de direccionamiento.

Vamos a dar dos ejemplos. El primero es el punto de % Este estd en el intervalo
izquierdo de la primera etapa, que tiene la direccién L. Dentro de este esta el
intervalo segunda etapa. Esto es [%, %] con direcciéon LR. Dentro este esta
otra vez el subintervalo derecho con direcciéon LRR, y asi sucesivamente. Por
lo tanto, para identificar la posicién exacta del punto escribimos la secuencia
de intervalos de etapas consecutivas a la que pertenece el punto: LR, LRR,
LRRR, LRRRR, y asi sucesivamente. En otras palabras, se puede escribir la
direccién de los puntos con la cadena infinita LRRRR..., o utilizando una barra
para indicar la repeticiéon periddica. El punto % se encuentra en el intervalo
derecho de la primera etapa. Dentro de esa y todas las etapas posteriores, es

siempre en el subintervalo izquierdo. Por lo tanto, la direccion de % es RLLLL ...

Otra forma interesante de ver la situacién que se establece en este etiquetado
sistemético se muestra en la Figura[l.9] donde vemos un &rbol binario infinito
cuyas ramas se divide en dos ramas de arriba a abajo. Ahora bien, el arbol
se compone de nodos y ramas. Cada nivel del arbol corresponde a un cierto
paso en la construccion de conjunto de Cantor, si queremos saber en qué parte
del conjunto de Cantor se encuentra un cierto nimero (hasta un cierto grado
de precisién) sélo tenemos que mirar su expansion triadica y luego interpretar
cada digito 0 como L y cada digito 2 como R.

0 13 2/3 1

Figura 1.9: Conjunto de Cantor. Representacion mediante
arbol de direcciones.

La cardinalidad del conjunto de Cantor

Ahora podemos ver que la cardinalidad del conjunto de Cantor debe ser la
misma que la cardinalidad del intervalo de la unidad [0, 1]. Comenzamos con
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el intervalo [0, 1] y a continuacién mostraremos como cada punto corresponde
a un punto en el conjunto de Cantor.

(7) Cada punto en el intervalo tiene una expansién binaria.

(77) Cada expansion binaria corresponde a un camino en el drbol binario de
los niimeros binarios.

(77) Cada camino tiene una ruta correspondiente en el arbol triadico para el
conjunto de Cantor.

(iv) Cada ruta en el arbol triadico del conjunto de Cantor identifica un punto
tnico en el conjunto de Cantor por una direccion en expansion triadica.

Por lo tanto, para cada nimero en el intervalo, hay un punto correspondiente
en el conjunto de Cantor. Para ntimeros diferentes hay diferentes puntos. Por
lo tanto, la cardinalidad del conjunto de Cantor debe ser al menos tan grande
como la cardinalidad del intervalo. Por otra parte, no puede exceder esta
cardinalidad, porque el conjunto de Cantor es un subconjunto del intervalo.
Por lo tanto, ambas cardinalidades deben ser la misma.

Asi, tomando la autosimilitud como una propiedad intuitiva, tenemos que
tomar en cuenta que la propiedad de escalado del conjunto de Cantor
corresponde a la propiedad de invariancia siguiente. Tomemos un punto de
C'y se multiplica por % El resultado sera un C' de nuevo. Lo mismo ocurre si
primero se multiplica por % y luego agregue % Esto es evidente a partir de la
caracterizacion triadica.

= &

Figura 1.10: El Conjunto de Cantor es una coleccién de dos
copias exactas del conjunto entero de Cantor
1

escalado por el factor 3.

1.2.2. El tridAngulo de Sierpinski

El siguiente fractal clasico a tratar es unos 40 afos mas joven que el conjunto
de Cantor. Fue introducido por el gran matematico polaco Waclaw Sierpinski
(1882-1969) en 1916. Sierpinski fue profesor en Lvov y Varsovia. Fue uno de los
matematicos mas influyentes de su tiempo en Polonia y tenia una reputaciéon
en todo el mundo. De hecho, uno de los crateres de la Luna lleva su nombre.

Ahora, la construccion basica geométrica del triangulo de Sierpinski es como
sigue. Comenzamos con un tridngulo en el plano y luego aplicar un esquema
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repetitivo de las operaciones a la misma (cuando decimos triangulo aqui, nos
referimos a un entorno oscuro, tridngulo ‘relleno’). Elija los puntos medios
de sus tres lados. Junto con los vértices del tridngulo original, estos puntos
medios definen cuatro triangulos congruentes de los que se quita el triangulo
central. Esto completa la etapa de construcciéon de la base. En otras palabras,
después de la etapa primera tenemos tres tridngulos congruentes cuyos lados
tienen exactamente la mitad del tamano del tridngulo original y que toque
en tres puntos que son vértices comunes de dos tridngulos contiguos. Ahora
seguimos el mismo procedimiento con los tres triangulos restantes y repita el
paso basico con la frecuencia que desee. Es decir, se comienza con un triangulo
y luego producir 3, 9, 27, 81, 243, ... tridngulos, cada uno de los cuales es una
version exacta reducida de los tridngulos en la etapa precedente. La Figura[l.11
muestra algunos pasos del proceso. El triangulo de Sierpinski es el conjunto de
puntos en el plano que permanecen si se lleva a cabo este proceso infinitamente.
Es facil hacer una lista algunos puntos que sin duda pertenecen al tridngulo o
triangulo de Sierpinski, a saber, los lados de cada uno de los tridngulos en el
proceso.

Figura 1.11: Pasos para la construcciéon del triangulo de
Sierpinsky.

En este caso la caracteristica de autosimilitud es evidente. Esta integrado en el
proceso de construccion, es decir, cada una de las tres partes en el paso es una
versién escalada en un factor de % de toda la estructura en el paso anterior.
Autosimilitud o autosimilaridad, sin embargo, es una propiedad de los limites
del proceso de construccién geométrica. Similar a nuestra discusién anterior del
conjunto de Cantor podemos introducir un sistema de direccionamiento para
los subtridngulos (o puntos) del tridngulo de Sierpinski. Aqui hay que usar tres
simbolos para establecer un sistema de direcciones. Si tomamos, por ejemplo,
L (izquierdo), R (derecha) y T (arriba) obtenemos secuencias como LRTT o
TRLLLTLR y leer de izquierda a derecha para identificar subtridngulos en
la etapa de construccién respectiva del tridngulo de Sierpinski. Por ejemplo,
LRTT se refiere a un tridngulo en la generacién de la cual se obtiene de la
siguiente manera. Recoger el tridngulo de la izquierda en la primera generacién,
a continuacién, el de la derecha en el mismo, entonces la parte superior en el
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mismo, y finalmente de nuevo la superior en el mismo. (Véase la Figura (1.12]).

A#xeA Aexeh Aexél AexeA

Figura 1.12: LRTT denota un subtridngulo dentro del
tridangulo de Sierpinsky el cual puede ser
encontrado siguiendo la izquierda, derecha,
arriba, arriba.

Sin embargo, no hay que confundir nuestras direcciones simbdlicas con los
numeros triadicos. Hay varias maneras de asociar arboles con direcciones
simbélicas. Una construccion particular se basa en los triangulos que se han
suprimido en el proceso de construccion. Los nodos del arbol son los centros
de estos triangulos. Las ramas del arbol crecen iteracién por iteracion, como se
muestra en la Figura [1.13] Observe que algunas de las ramas se tocan cuando
vamos al limite. Por ejemplo, las ramas correspondientes a LTTT... y TLLL...
se tocan en el punto A.

Figura 1.13: Este arbol representa no solamente la estructura
del tridngulo de Sierpinsky sino también su
geometria.

Sierpinski ha anadido otro objeto a la galeria de los fractales clasicos, la
alfombra de Sierpinski, que a primera vista s6lo parece una variaciéon del tema
conocido (véase Figura [I.14). Comenzamos con un cuadrado (relleno) en el
plano. Subdividir en nueve cuadrados pequenos congruentes de los cuales se
quita el del centro, y asi sucesivamente. El objeto resultante que queda si
se lleva a cabo este proceso infinitamente a menudo puede ser visto como
una generalizacion del conjunto de Cantor. De hecho, si nos fijamos en la
interseccion de una linea que es paralela a la base del cuadrado original y que
pasa por el centro se observa precisamente la construccién del conjunto de
Cantor.
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Paso 1

Paso 3

Figura 1.14: Construccién de la alfombra de Sierpinsky.

1.2.3. La curva de Koch

Helge von Koch fue un matematico sueco que, en 1904, introdujo lo que ahora
se llama la curva de Koch uniendo tres copias debidamente giradas de la curva

de Koch se produce una figura, que por razones obvias se llama copo de nieve
o la isla de Koch (véase la Figura|1.15]).

Poco se sabe acerca de von Koch, cuyas contribuciones matematicas no eran
en la misma categoria que los de las estrellas como Cantor, Peano, Hilbert,
Sierpinski o Hausdorff. Pero en este capitulo de los fractales clasicos, la
construccion de Koch debe tener su lugar simplemente porque lleva a muchas
generalizaciones interesantes.

La curva de Koch es tan dificil de entender como el conjunto de Cantor
o el triangulo de Sierpinski. Sin embargo, los problemas con los que nos
encontramos son de una naturaleza diferente. En primer lugar, como el nombre
ya expresa, es una curva, pero esto no es inmediatamente evidente a partir de
la construccion. En segundo lugar, esta curva no contiene lineas o segmentos
que son suaves en el sentido de que podriamos ver una linea cuidadosamente
doblada [4]. Mas bien, esta curva tiene gran parte de la complejidad con la que
se veria en una costa natural, los pliegues dentro de pliegues en los pliegues, y
asi sucesivamente. Aqui esta la construccion geométrica simple de la curva de
Koch.

Comienza con una linea recta. Este objeto inicial también se conoce como
el iniciador. Después se parte en tres partes iguales. Luego reemplazar el
tercio medio de un triangulo equilatero y quitar la base. Esto completa la
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sidérer comme positif le cbté laissé & gauche quand on parcourt le segment
dans le sens positif. Pour abréger, nous désignons par £ cette opération
au moyen de laquelle on passe d'un segment rectiligne AB & la ligne po-
lygonale ACDER déviant de AB vers le oté positif.

]

A;\‘Aé' :

A 8 8 F H [ [] L L] []

Fig. 2.

2, Partons maintenant d'une ligne droile déterminée AP, le sens de
A vers B étant considéré comme positif (fig. 2). Par l'opération &, AB
est remplacée par la ligne brisée ACDER, les segments AC, CD, DE, EB
étant égaux entre eux et leur sens positif étant respectivement celui de A
vers C, de C vers D, de D vers E, de E vers B.

Effectuons l'opération & sur chacun de ces segments; la ligne ACDEB
sera remplacée par la ligne brisse 4FGHCIKLDMNOEPQRB composée
de 16 segments éganx AF, FG ete.

Figura 1.15: Construcciéon de la curva de Koch, detallada en
su articulo de 1906.

etapa de construccién de base. Una reduccion de esta figura, hecha de cuatro
partes, se volverd a utilizar en las siguientes etapas. A dicha reduccion se le
llama generador. Si hacemos esto sucesivamente para cada una de las lineas
resultantes se va construyendo, paso a paso, la curva de Koch. La Figura [I.15]
ilustra los primeros pasos. La autosimilitud esta integrada en el proceso de
construccion, es decir, cada una de las cuatro partes en el paso k-ésimo es de
nuevo una version a escala (por un factor de 3) de toda la curva en el paso
anterior (k — 1).

En realidad, Koch queria dar otro ejemplo para un primer descubrimiento
realizado por el matematico aleman Karl Weierstrass, quien en 1872 habia
precipitado una crisis menor en matematicas. Se habia descrito una curva que
no pudiera ser diferenciada, es decir, una curva que no admite una tangente en
cualquiera de sus puntos. La capacidad de distinguir (es decir, para calcular la
pendiente de una curva de punto a punto) una caracteristica central de calculo,
que fue inventado independientemente por Newton y Leibniz unos 200 anos
antes de Weierstrass. La idea de la pendiente es bastante intuitiva y va de la
mano con la idea de una tangente.

Si una curva tiene una esquina, entonces hay un problema. No hay manera
para adaptarse a una tangente unica. La curva de Koch es un ejemplo de una
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curva en un sentido que esta hecha de esquinas en todas partes, es decir, no
hay manera para adaptarse a una tangente a cualquiera de sus puntos.

Es casi obvio como se puede generalizar la construcciéon para obtener un
universo de estructuras autosimilares. Una construccion de Koch se define
por un iniciador, que puede ser una colecciéon de segmentos de linea, y un
generador, que es una linea poligonal, compuesta de una serie de segmentos de
linea conectados. Comenzando con el iniciador, se reemplaza cada segmento
de linea de una copia debidamente reducida de la curva del generador. Aqui
es necesario hacer coincidir cuidadosamente los puntos finales del segmento de
linea y el generador. Este procedimiento se repite ad infinitum.

Longitud de la curva de Koch

En cada etapa se obtiene una curva. Después de la primera, se nos deja con
una curva que se compone de cuatro segmentos de linea de la misma longitud,
después del segundo paso tenemos 4 x 4, y luego 4 x 4 x 4 segmentos de
linea después de la etapa tercera, y asi sucesivamente . Si la linea original
tenia longitud L, a continuacion, después del primer paso un segmento de
linea tiene una longitud L x 1/3, después de la segunda etapa que tenemos
L x 3%, después L x 3%, y asl sucesivamente.

Puesto que cada uno de los pasos produce una curva de segmentos de linea,
no hay ningin problema en la medicién de sus longitudes respectivas. Después
de la primera etapa es 4 x L x 1/3, y luego 4> x L x 1/3? y asf sucesivamente.
Después del k-ésimo paso L x 4% /3%, Observamos que, paso a paso la longitud
de las curvas crece en un factor de %. Ahora hay varios problemas. En primer
lugar, la curva de Koch es el objeto que se obtiene si uno repite la construccion
de los pasos infinitamente.

Tras unir 3 cuervas de Koch, debidamente giradas, se obtiene el llamado ‘copo
de nieve’ o ‘copo de Koch’ (Figura |1.17)).

1.2.4. Fractales como objetos matematicos

Los fractales [5] como objetos matematicos son conjuntos de puntos en el
espacio R™. En el espacio R" es posible definir una geometria, es decir una
métrica entre cualesquiera dos de sus elementos , lo que nos permite, entre otras
cosas, obtener una representacién grafica de dicho conjunto. En particular,
para los objetos fractales, estamos hablando de geometria fractal. Como
vimos en los ejemplos, una de las caracteristicas mas comunes de estos objetos
es la autosimilaridad. Esto es: si tomamos una parte del conjunto, es decir,
tomamos una vecindad y excluimos el resto del conjunto y lo amplificamos, el
objeto resultante luce igual que el original.
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5
Paso 4 _,._V‘f'\zi,_ﬁ._? :\,J'i._;’ MLE_.I\.

Paso 3 M QAS“ZA
/
o AT A

Paso 1 __/ Generador

Paso 0 Inicial

Figura 1.16: Construccion de la curva de Koch. En cada nivel
el nimero de segmentos de recta se incrementa
por un factor de 4.

El término “fractal” fue introducido en 1975 por Benoit Mandelbrot. El término
proviene de la palabra en latin fractus que quiere decir roto o fragmentado. Este
término fue usado para describir a los objetos que no pueden ser facilmente
explicados mediante los elementos de la geometria tradicional [6]. Por lo
general, los fractales son construidos mediante el uso de algoritmos recursivos.

Hay un gran ntimero de aplicaciones de los fractales, estas incluyen: el arte
fractal, en los modelos de prediccién del clima, crecimiento poblacional, en
modelos que describen el flujo de fluidos, etc. Como vemos, el principal objetivo
del uso de los fractales yace en la gran utilidad para representar el cémo
diversos fendmenos ocurren en la naturaleza.

Los fractales que no poseen la propiedad de autosimilaridad o que tienen
diferentes escalas de autosimilitud son més comunes de encontrar en la
naturaleza. Para hacer la comparacion entre fractales se usan varias medidas
que son llamadas “Dimensién fractal”. La dimension fractal provee de una
medida que nos dice cuan denso es un espacio métrico (este espacio métrico es
el conjunto llamado fractal). Asi, un plano es un fractal de dimensién 2 y una
linea es un fractal de dimensién 1, mientras que si un conjunto (fractal) tiene
una dimensién fraccionaria, este puede considerarse un fractal exacto [7].

Desafortunadamente, los términos dimensién y similitud son aplicables sélo
para una clase relativamente pequena de conjuntos autosimilares.

En su ensayo original, Mandelbrot define un fractal como un conjunto de
dimension de Hausdorff estrictamente mayor que su dimension topoldgica. (La
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Figura 1.17: Copo de Koch.

dimensién topoldgica de un conjunto es siempre un numero entero y es 0 si
se encuentra desconectado, 1 si cada punto tiene vecindades arbitrariamente
pequenas, con limites de dimensién 0, y asi sucesivamente). Esta definicion
demostré ser insatisfactoria ya que se excluye un numero de conjuntos
que claramente debe ser considerado como fractales. Muchos han propuesto
diversas definiciones, pero todas ellas parecen tener este mismo inconveniente

[6].

Asi, parece ser mejor considerar un fractal como un conjunto que tiene
propiedades tales como las enumeradas a continuaciéon, en lugar de buscar
una definicién precisa. Desde el punto de vista matematico, este enfoque no es
malo.

Cuando nos referimos a un conjunto F' como un fractal se suele tener en cuenta
lo siguiente:

(i) F tiene una estructura fina, es decir detalle en escalas arbitrariamente
pequenas.

(ii) F es demasiado irregular para ser descrito en el lenguaje geométrico
tradicional, tanto a nivel local como global.

741) A menudo F tiene alguna forma de autosimilitud, tal vez aproximada (6]
g
estadistica.

(iv) Por lo general, la “dimensién fractal” de F' es mayor que su dimensién
topoldgica.

(v) En la mayoria de casos de interés F’ se define de una manera muy simple,
quizas de forma recursiva.
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Figura 1.18: El conjunto de Mandelbrot. Se conoce asi en
honor al mateméatico Benoit Mandelbrot, quien
investigd sobre él y popularizé en la década de
los setenta del siglo XX.

1.3. Dimension fractal

1.3.1. Medida de Hausdorff

. Cuan grande es un fractal? ;Cémo se mide un fractal? Existen varias medidas
asociadas a los fractales. En general, nos referimos a ellas como dimension
fractal. Uno de los conceptos mas ampliamente utilizados para caracterizar los
objetos fractales es la dimension fractal, que fue popularizada por Mandelbrot.

[8] Una de las caracteristicas principales de cualquier objeto fractal es su
dimension fractal (normalmente se denota por D) y mide su grado de

irregularidad e interrupcion. No obstante, al contrario de las dimensiones

habituales, la dimension fractal puede bien ser una fraccién simple, como %
0 g, e incluso un numero iracional, como igig ~ 1,2618... 6 7. Asi, resulta

util decir que para ciertas curvas planas muy irregulares la dimensiéon fractal
estd entre 1 y 2, o decir que para ciertas superficies muy hojaldradas y llenas
de convoluciones la dimensién fractal es intermedia entre 2 y 3, y finalmente
definir polvos sobre la recta cuya dimensién fractal esta entre 0 y 1.

Muy a grandes rasgos, una dimensién proporciona una descripcion de
cuanto espacio llena un conjunto. Es una medida de la prominencia de las
irregularidades de un conjunto cuando se ve a escalas muy pequenas. Una
dimension contiene mucha informacién acerca de las propiedades geométricas
de un conjunto. Una palabra de advertencia es apropiada en este punto.
Es posible definir la dimensiéon de un conjunto de muchas maneras, algunas
satisfactorias y otras menos.
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Figura 1.19: Col. Un ejemplo de fractal encontrado en la

naturaleza.

Sea (X, d) un espacio métrico. Y sea F' € H(X) un subconjunto no vacio de

X . También definimos a U como un conjunto no vacio de H(X).

El didmetro [6] de un conjunto U que es un subconjunto de H(X), se define

como:
|U|=suplz—y|l: z,yeU

es decir; la distancia mas grande a partir de un par de puntos en U.

(1.9)

Donde U es una cubierta formada por conjuntos acotados completamente

arbitrarios.
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Figura 1.20: Diferentes cubiertas para el conjunto
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Entonces, si U; es una coleccion numerable de conjuntos de didmetro a lo més
0 que cubre a todo el conjunto F', es decir;

FclU, con 0<|Uj| <4, Vi (1.10)
Se dice que U; es una cubierta ¢ de F.

Para algin s > 0 se define

Hj(F) = inf {Z |U;|° : {U;} es una cubierta 6 de F} (1.11)
i=1

Nos fijamos en todas las cubiertas de F' que son conjuntos de didmetro a lo mas
0. Si tratamos de minimizar la suma de la s-ésima potencia de los diametros,
es decir; hacemos § — 0 entonces podemos escribir la siguiente ecuacién

H*(F) zgir%Hg(F) (1.12)
—
Llamamos a H*(F') la s-dimensional medida de Hausdorff de F.
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Figura 1.21: Cubiertas por cajas. Las cubiertas pueden
ser de tal forma que todo el conjunto quede
contenido en ellas.

Ahora, supongamos que los conjuntos U; son bolas, se sigue que: U; = B; [5].
De manera que tenemos lo siguiente:

Sea (X, d) un espacio métrico. Y sea F' € H (X) un subconjunto no vacio de
X . Sea € > 0. B(z,¢€) denota la bola cerrada de radio € y centro en un punto
x € X. Ahora definamos a N(F,€) como el nimero minimo de bolas cerradas
de radio € necesarias para cubrir a todo el conjunto F'. Es decir;

F C Lj\ﬂB(xn,e), (1.13)

n=1
para el conjunto de puntos {z,,n =1,2,..., M} C X.

La medida de Hausdorff-Besicovich por bolas [9] se define de la siguiente forma:

para un nimero real no negativo s y cualquier § > 0

B;(F) = inf {Z |B;|° : {B;} esuna cubiertaded de F por bolas} (1.14)
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e W3 ) =" ~

Tef.

Figura 1.22: Cubiertas por bolas.

con lo que se obtiene la medida

B*(F) = lim Bi(F). (1.15)

6—0

Un caso particular es cuando |B;| =€ Vi, entonces nos queda

Z |B;|* = N(g)e? (1.16)
Entonces redefiniendo
s _ 12 D
B*(F) —ll_l}I(l)N(E)E (1.17)
como una medida nos queda:
Mp = lim N(e)e? (1.18)

donde:

Mp = Es la medida del fractal.

N(e) = Numero de bolas de didmetro € necesarias para cubrir todo A.
¢ = Didmetro de la bola.

D = Dimension.

La medida de Hausdorff generaliza las ideas familiares de longitud, area y
volumen.

Se puede mostrar que para conjuntos de H(X), la medida de Hausdorff
es proporcional a la medida de Lebesgue n-dimensional [2]. La medida de
Hausdorff se define no sélo para niimeros enteros, sino que esta medida también
se puede definir para cualquier s € R.

1.3.2. Dimension de Hausdorff-Besicovich

Para un conjunto cualquiera F'y 0 < 6 < 1, B§(F') es una funcién no creciente
de s y de la ecuacion B*(F) = lims_,o Bi(F') se sigue también que B*(F') es
no creciente. De hecho si tomamos un t # s y {B;} es una d-cubierta de bolas
de F', entonces:

SUIB =Y |BilTCIBilP < Y 0BT =6 Y |Bf (1.19)
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M, =lim N(ek wLargo de una curvas
donde SETL
N(e)= Nimnero de intervalos de largo =, ‘/—4:"/ \i
/,7‘“'.‘\\\
[ %
f
\\\"
/ N~

M, =lim Nlek*
donde ;

Nig)="Niimero de cuadritos de drea g~

M; =lim Niek’
donde

Nle)= Niamero de chbitos de volumene™.

Figura 1.23: Dimensiones. Principales dimensiones
usadas para el volumen de un conjunto
F

Dado que |B;| < 4§, tomando el infimo de esta ecuaciéon y usando la definicion
dada por la ecuacion ([1.14)) se tiene que B§(F) < 0" *Bi(F).

Tomando el limite cuando ¢ tiende a cero y usando la ecuacién (|1.15)) se llega
a
t . 2 t <l t—s s . 2 t—s 11 s )
B*(F) %13(1)355(}7) _(1512%5 Bj(F) (1513%5 (lslir(l)B(;(S(F) (1.20)

Para aquellos valores de s en los que la medida de Hausdorff de un conjunto
F sea cero o infinita, se dice que la medida B*(F') del conjunto es degenerada.

Seleccionamos aquel valor de s para el cual B*(F') es no degenerada [5], de
manera que:

si t —s > 0 entonces lims_,o 0 = 0, por lo tanto B*(F') = 0 en tanto que
si t — s < 0 entonces limgs_,o 0"~* = oo, por lo tanto B*(F') = oo,
por lo tanto si t # s , entonces la medida de B*(F) es degenerada.

Concluimos que soélo existe un valor de s para el cual la medida de Hausdorff
es no degenerada, puesto que tal medida brinca de infinito a cero en el valor
de s.

El valor de s para el cual la medid a de Hausdorff de F es finita y diferente de
cero es llamada la dimensién de Hausdorff del objeto I’y se denota como
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Dy (F). Dicha dimension de Hausdorff satisface que

B(F) =

{oo si s < Dy (F) (121)

0 sis>Dy(F)

Es decir [6]: Dy (F) = inf{s: H*(F) =0} =sup{s: H*(F) = oo}.

De manera que si s = Dg(F), entonces H*(F') puede ser cero o infinito, o
satisface
0< H*(F) < 0. (1.22)

Ver Figura

HF)

0 1 E
0 dimy F n

Figura 1.24: Gréafica de H*(F') contra s para el conjunto F'

1.3.3. Dimension y medida fractal

La idea fundamental de la dimensién fractal es el concepto de “medida de
una escala 0” donde esto significa medir un conjunto de tal manera que se
ignoren las irregularidades del mismo en un tamafio menor que 9 y se estudia
el comportamiento de dicha medida cuando 6 — 0.

La medida fractal se define en términos del niimero de veces que cabe una regla
de longitud § en el objeto F', lo que serd proporcional a 6!, o alternativamente
el ntimero de cuadros de lado § que caben en F', lo que es proporcional a § =2, de
manera que nos damos cuenta que si denotamos a Ns(F') como esta cantidad,
entonces se obedece la siguiente ley de potencia cuando § — 0,

Ns(F) ~ cd* (1.23)

donde ¢ y s son constantes y donde la dimension fractal es s que se puede
calcular a partir de esta relacion en la siguiente forma:

= {20 (1.2
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Definicion 20. Sea A € H (X) donde (X,d) es un espacio métrico. Para
cada e > 0, N(A,¢) denota el nimero minimo de bolas cerradas de radio € > 0
necesarias para cubrir A. Si

— lim In(N(A,¢))
o= (M7 )

existe, entonces D es llamada la dimension fractal de A.

Es importante observar como se escala la cantidad Ns(F'). Si ampliamos F'
a una escala nF', y al mismo tiempo cambiamos a § por nd, es claro que el
numero de lados de la poligonal no cambia y por tanto

N5(F) = Nps(nF). (1.26)

El concepto de medida hasta aqui queda muy vago puesto que por lo regular
se le da toda la importancia a la dimensiéon fractal. Para definirla recurrimos
a analizar sus propiedades, como mencionamos anteriormente la intencién de
definir una medida es para generalizar el concepto de longitud, area, volumen,
etc. Lo importante es ver como se escalan estas cantidades con la dimension,
por ejemplo si una longitud escala de L a nL, el drea escala de A a n?A, el
volumen de V a n3V, etc. de manera que la medida de dimensién s debe de
escalar de la siguiente manera:

M,s(nF) = n°Ms(F).
Una posible definicion que satisface esta propiedad es la siguiente:

M,s(nF) = 0°Ns(F) (1.27)
que permite definir la Medida fractal de ' en dimensién s, como:

M*(F) = lim Mj (F) = lim 5° Ny (F) (1.28)

Sea F'un conjunto acotado no vacio de H (X) y sea Ns(F') el nimero minimo de
conjuntos de didmetro a lo mas 0 de tal manera que cubren a F'. La dimensién
fractal de F' se define como:

Djrae(F) = lim { (1.29)

6—0

log Ns(F)
—logé |-

Con respecto a esta medida se puede mostrar [10] la siguiente propiedad

00 818 < Dippge(F)

1.30
0 508> Dippge(F) ( )

w(r) = {
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Dimensién del fractal mas importante. El conjunto de Cantor C.
Propiedades del conjunto de Cantor.

(1) C mide cero.

(2) C es un conjunto infinito no numerable.

(3) La medida de C' es diferente a la medida del conjunto donde se encuentra
([0,1]). u(C) =0 # u([0,1]) = 1! Paradoja.

Para probar las propiedades, primero vamos a sumar lo que le quitamos al
conjunto inicial [0, 1] para obtener el conjunto de Cantor denotdndolo como

1(C).

1
Paso 1: —
3
1 2
P 2: -+ —
aso 3 + 32
1 2 22
P 3: -4 =+ —
aso 3 + 32 + 33
P k 1+2—|—22+23+ +2k71
aSO : p— _ _ _ .« .. [
3 32 33 34 3k

LA cuanto equivale lo que le quitamos?

€) = Thely (2)2+ (2>3+ + <2>k1 +
M= 3 7373 3 3

i

- 3\1-2

1 <1>

5\

=1
Ahora, p(CUC) =1 = p(C) +u(C) . 1(C) = 0. Esto enuncia la primera
propiedad.

La segunda propiedad tiene que ver con que cada elemento de C' puede ponerse
en correspondencia con cada elemento del intervalo [0, 1], es decir; tienen la
misma medida o cardinalidad. Es entonces que llegamos a la tercera propiedad
que resulta ser una paradoja. Debido a tal propiedad es necesario calcular la
medida-dimension de Hausdorff-Bessicovich para C'.

Tomando la ecuacién tenemos lo siguiente:
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.

Mp = lim N (¢)e”

e—0

Figura 1.25: Medida del Hausdorff de C'

Sea g, = %sn_l con gy = 1.

N(&O) = 1
1
N(51 = 550) = 2
1
N(€2 ?50) = 22
N(en = mcg) = 2"
En = —&0) =
3n "

Entonces, en vez de hacer tender ¢ a cero, hacemos lo equivalente; hacer tender
n a infinito.

Asi la medida de Hausdorff queda de la siguiente manera:

1 \P 2\"
Mp = lfm N(en)eP = lim 27 (37150> — ¢ 1im (?)D)

n—oo n—oo n—o0

2 In2
Sl37D>1 — Mp =00 y D<E
2 In2
i — <1 Mp = D>—
si 3D< — p=0 y >ln3
2 D In2
si 3D 1 - Mp = ¢ vy 3 0.6309
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Siendo D la dimensién del conjunto de Cantor.

1.3.4. Otras propiedades

Transformacién de autosimilaridad

En el espacio donde se encuentra nuestro objeto, un real r positivo determina la
transformacion de autosimilaridad cuando un punto # = (x4, xe, ..., x,) € R",
se transforma como 7 (%) = (rzy,rzy,...,rx,) € R™. Asi esta transformacion
aplicada al subconjunto F' de H(X) define un nuevo conjunto r(F') como
r(F)={r(¥): ¥€ F}.

Congruencia entre dos conjuntos

Se dice que dos conjuntos son congruentes, si son idénticos, excepto por
desplazamiento o rotaciones, la congruencia se denota por F ~ G.

Conjunto autosimilar

Se dice que un conjunto F' en R" es autosimilar en las razones {ry,ro,...,74}
cuando

F=UF (1.31)
donde F; ~ r;(F) y ademas F; N F; # @.

En otras palabras, se dice que un conjunto F' en R™ es autosimilar cuando
I esta formado por copias idénticas a €l pero, a la vez, cada copia escalada,
siendo {71, 72, ...,7,} los factores de escala. Cuando 1 =1y = ... =1, = r se
dice que F' es autosimilar con respecto a la razén r y al entero q.

La ecuacion de dimension de autosimilaridad puede solamente ser aplicada
cuando todas las piezas son escaladas por la misma cantidad, es decir: razones
iguales 1y =ry = ... =1, =1.

Sin embargo, muchos fractales autosimilares estan hechos de piezas escaladas
por diferentes cantidades (razones diferentes). Mediante el uso de la ecuacion
de Moran, se calcula la dimension de autosimilaridad de estos objetos fractales
autosimilares més generales [11].

Tenemos que reescribir la féormula
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Dado que los factores de escala pueden ser separados uno del otro, se cambian
los valores individuales de r en diferentes valores r;. Haciendo

Reescribiendo como:
1 1\¢
dlog <> = log(N) = log () = log(N).
T r

d
Elevamos exponencialmente de ambos lados (%) = N. Es decir, 1 = Nr¢. Y

asi, 1 = r¢+ ... + r%. Donde tenemos una r para cada una de las N copias del
fractal en la descomposicion.

Reemplazando cada copia de r con r;, vemos que la dimension de similaridad
d debe satisfacer
L=r+ . +r%. (1.32)

Esta es la ecuaciéon de Moran. Mientras que cada uno de los r; satisface
0 < r; < 1, la ecuaciéon de Moran tiene una solucién tnica, y esa solucién
es la dimensién de autosimilaridad d = d;.

Vamos a ilustrar un ejemplo

i, b,
A AN

h&liﬁ. b LEI.%F.
A SnBhSE  SRERER
#‘Et ke b, Bk B

*{. Lﬁk&gl ;EEEEPER:}PL&‘EE (144

(a) (b)

Figura 1.26: Fractal autosimilar (a) y su descomposicién en
copias de si mismo con diferentes razones (b).

Para algunos valores de la 7;, la ecuacion de Moran se puede resolver
exactamente, pero a menudo hay que resolverla numéricamente.

Para la figura anterior la ecuaciéon de Moran queda de la siguiente forma:

(0.5)4 + (0.5)* 4+ (0.5)* + (0.25)* = 1

Ya que el fractal estd compuesto de tres copias de él mismo escaladas por un
factor de % y una copia escalada i.
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Para nuestro ejemplo, la ecuacién de Moran se puede resolver analiticamente,

2
ya que i = (%) . Entonces la ecuaciéon Moran

()"~
()~

El intercambio de exponentes de la segunda parte de la izquierda obtenemos

) -

d
Haciendo (l> = 1z, la ecuacion de Moran se convierte en la ecuacién de

puede escribirse como

2
segundo grado 3z + 2.

La ecuaciéon de segundo grado da como resultado z = (7%\/173)
Recordando z = (%)d, lo cual es positivo, hacemos x = % y asi la solucién

de la ecuacion Moran es

log (—3 + V/13)
d= 210g(%)

finalmente:

d=1,72368.

Un ejemplo més es la Figura [I.27]

(a) (b)

Figura 1.27: Este fractal (a) puede ser descompuesto en tres
piezas (b) con 1 = 1o = 13 = %, y una
con ry = % Asi, la ecuacion de Moran es
3(0,333)? + (0,667) = 1.

Usando los métodos para resolver la ecuacion
Moran, vemos que d = 1,65196.
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1.4. Sistema de Funciones Iteradas
para la construcciéon de fractales

1.4.1. IFS

La terminologia de Sistema de Funciones Iteradas (IFS en inglés Iterated
Functions System), fue introducida por Barnsley y Demko [12] en 1985, que
pretendia describir un nuevo esquema para entender la geometria fractal
desde un punto de vista completamente diferente al habitual. Este esquema
posee muchas propiedades en comin con los sistemas dindmicos, que son
susceptibles de aplicarse facilmente a la generacion grafica de objetos de
estructura compleja, por medio de los algoritmos simples, atin en situaciones en
las cuales los objetos no presentan la autosimilaridad, cualidad primordial de
los objetos fractales, los cuales también pueden generarse globalmente dentro
del sistema de Barnsley y Demko.

[13] Sea M un espacio métrico compacto y H el conjunto no cerrado de
subconjuntos de M. Entonces H es una métrica compacta con la métrica de
Hausdorff.
Sea w, = M — M paran € {1,2,..., N} continuo.

{M,w, :n=1,2,.... N}
Es llamado un sistema de funciones iteradas (IFS).

Considere wy,(A) = {w,(z) : © € A}. Definimos W : H — H por

W (A) = wi(A) Uwa(A) U .. Uwn(A) = Jw,(A4), A€ H

Sea G C H tal que W(G) = G es llamado un atractor para el sistema de
funciones iteradas.

De a cuerdo con Barnsley [2] las IFS siempre admiten como minimo un
atractor. Asi una IFS es llamada hiperbdlica si, para algin s,0 < s < 1y
ne{l,2, .., N},

d<w7’b(l‘)7wn(y)) < S'd(l‘,y>, Vfay € M.

Dado un conjunto de puntos {(z;,y;)) € I x R : i = 1,2,..., N}, donde
I = [z, zn] C R es un intervalo cerrado.

X X b X X X

Figura 1.28: I = [z9,2n] C R.
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Las funciones que nos ocupan son funciones f : I — R las cuales interpolan
los datos {y; :i=0,1,2,..., N} tal que

f(xl) =Y, 7 = 0, 1, 2, ,N

como se ve en la siguiente figura.

hgl
My

Yo
M
Mz

X X % ko Xy X

Figura 1.29: f: ] — R.

Las graficas de tales funciones G = {x, f(z) : € I} son atractores de los
sistemas de funciones iteradas (IFS). En otras palabras existe un subconjunto
compacto M de I x R, y una colecciéon de mapeos continuos w,, : M — M
tal que el tnico atractor de las IFS es G.

Aqui trabajaremos con un espacio métrico compacto M = I X [a, b] para algin
—o0 < a < b < 00, con la métrica Euclidiana o una métrica equivalente.

d((c1,dr), (c2,da)) = {|c1 — cal, |dy — dal}.

Asignando I, = [x,41,2,] v sea L, : I — I, paran € {1,2,... N} un
homeomorfismo contractivo tal que

Ln(XO) = Tn-1, Ln(xN) = Tn,

|Ln(01) — Ln(02)| S l|Cl — CQ| VCl,CQ € I,

para algin [, 0 < [ < 1. También el mapeo F,, : M — [a, b] es continuo para
algiin 0 < g <1 que satisface

Fo(%0,40) = Y1, Foul(TN, YN) = Yn,
|Falc, di) — Fu(ce, d2)| < qldy — da,
para todo ¢ € I, dy,ds € [a,b], yn € {1,2,...,N}.
Ahora definimos funciones w,, : M — M paran € {1,2,..., N} por
wy(x,y) = (Ly(2), Fu(x,y)), n=1,2,...,N.

Teorema 3. Los sistemas de funciones iteradas (IFS) {M,w, :n=1,2,..., N}
admiten un unico atractor GG, el cual es la grafica de una funcién continua
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f 1 —la,b], y esta funcién satisface f(z;) =v;, 1 =0,1,2,...,N.

El tipo de transformaciones que analizamos son llamadas afines, las cuales
tienen la propiedad de transformar las rectas en rectas, de manera que son de
la forma:

W(r)=A-r+b, (1.33)

en donde r es el vector de posicién de un punto en el plano , A es una matriz
de 2 x 2 con elementos a;; y b es un vector constante con componentes b;, la
transformacion afin puede verse como un sistema dinamico en el plano definido
por:

Tpy1 = a11Tn + @12y, + by

(1.34)
Ynt1 = 21Ty + G22Yn + b2

por lo que la transformacién afin es un mapeo que transforma a un punto
(1, yn) del plano en otro punto (z,11,Yn+1). En general la distancia entre dos
puntos P y @) cambia cuando se les aplica la transformacién ([1.33), asi:

W (P) =W@)I <s-[[P-Q, (1.35)

en donde s es un nimero no negativo, el niimero menor s para el cual se
satisface la desigualdad [1.35] se conoce como la constante de Lipschitz para
W. Las transformaciones afines se clasifican en contractivas cuando s < 1, de
simetria cuando s = 1 y expansivas para s > 1.

La constante de Lipschitz para dichas transformaciones esta dada por:

S = \/a11a22 — 120921 (136)

1.4.2. Funciones de Conjunto Valuado

Ahora en lugar de considerar una transformacion afin contractiva, consideremos
dos de tales transformaciones, asi consideraremos la funcién de conjunto

valuado (FCV) definida como:
W(r) = {wi(r),ws(r)} = wy(r) Uws(r), (1.37)

se dice que es una funcién de conjunto valuado, porque a cada punto 7, se le
asocia dos puntos, que se obtiene al aplicar w; y wsy al vector r. Por lo que
ahora al aplicar iterativamente la funcién se obtiene en general un conjunto de
puntos:

W2(r) = W(W(r))
W (wi(r), wa(r))
= A{wi(wi(r)), wi(wa(r)), wa(wi(r)), wa(wa(r))}  (1.38)

de manera que W™(r) estara formada por un conjunto de 2™ puntos.
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Se define el conjunto atractor de la funcion W(r), como el conjunto de puntos
A(ro) resultante de aplicar iterativamente la funcién W al punto rq, es decir:
A(rg) = lim W™ (ro). (1.39)

Si el conjunto atractor es el mismo para todos los puntos en una regién C, se
dice que C' es la cuenca de atraccion del atractor A, o sea:

C= {T A= lim Wm(r)} (1.40)
m—0o0

de manera que al aplicarle W a un punto x € A encontramos el conjunto de

puntos Y = {wi(x),ws(x)}, tal que , por lo que A es un punto invariante

de la transformacion W, esto no significa que los puntos que forman A sean

invariantes ante la transformacién. Claramente el conjunto atractor A es un

subconjunto de la cuenca de atraccion C.

Otra propiedad importante del conjunto atractor A, es que esta formado por

la unién de los conjuntos wq(A) y wy(A), ya que por la ec. (1.37)):
W(A) = {wi(A), ws(A)} = wi(A) Uws(A).
Ejemplo 4.

Ahora ilustremos esta teoria, consideremos la transformaciéon de conjunto
valuado formada por las funciones.

it

wN

que estan definidas en el intervalo [0, 1]. wy (x) atrae todos los puntos del eje real
al punto a; = 0, en tanto que wq(z) los atrae al punto as = 1. Para analizar el
comportamiento de la funcién conjunto valuado W = {w;, wy} expresaremos
todos los niimeros de ese intervalo en base 3, de forma que para = € [0, 1]
tenemos:

7

ase3 = 0.01bobg -+ =) —
Lbased 10203 L3
donde b; solo puede tomar los valores 0, 1 y 2.

Al dividir el nimero = entre 3, se obtiene:

(37> — 0.0bybobs - - -
3 base3

y al sumarse %, se tiene:

r 2
Sy Z — 0.2b,byby - - -
(3 + 3>base3 172

de manera que al aplicarle la funcién w; a un nimero en el intervalo [0, 1], se
le agrega un cero después del punto, en tanto que cuando se le aplica ws se le
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agrega un 2 después del punto, corriéndose todas las demas cifras significativas
un lugar a la derecha. Utilizando estos resultados tenemos que las primeras
cuatro iteraciones de la funciéon W son:

W(x) = {0.0bybsbs...,0.2b1bobs...}

W?2(x) = {0.00b1bybs...,0.02b1b5bs..., 0.20b1bobs..., 0.22b1bobs...}

{0.000b1bybs..., 0.002b1bbs..., 0.020b1 bybs..., 0.022b; bobs...,

0.20001 bybs..., 0.202b1bobs..., 0.220b1bobs..., 0.222b; bybs... }

W4 (z) = {0.0000b1bybs...,0.0002b1bsbs...,0.0020b;bybs. .., 0.0022b; bobs. .,
0.0200b;bobs..., 0.0202b1bybs. .., 0.0220b, bybs..., 0.0222b; bybs..,
0.2000b;babs..., 0.2002b1 babs..., 0.2020b, babs..., 0.2022b; bybs...,
0.2200b,bobs..., 0.2202b1babs. .., 0.2220b1bobs. .., 0.2222b, bybs...., }

=
w
g 8
|

Se trata de un conjunto con 2" elementos, los cuales se obtienen al considerar
todos los posibles arreglos de los primeros n digitos significativos donde cada
cifra significativa puede ser 0 6 2.

Estamos ahora en posibilidad de encontrar el conjunto atractor de W usando
su definicién dada por la ec. , ya que el conjunto A serd el formado por
todos aquellos nimeros tales que en ternario sélo tienen ceros o dos como cifras
significativas, es decir [14]:

n

A= {x: x:O.alagag)---:Z%, con a; = 0, 2} (1.42)

=1

pero esta es precisamente la definicién del célebre conjunto de Cantor que
definimos en el primer capitulo.

De manera que al aplicar dos funciones lineales, cada una de ellas con un
atractor muy simple, al momento que entran en competencia estos atractores
se obtiene un conjunto atractor A, de estructura muy compleja, de hecho
el conjunto de Cantor es un objeto fractal con una dimensién de Hausdorff
D=0.6309...

Otra propiedad del conjunto atractor que se ha obtenido es que es
independiente del punto inicial seleccionado, asi que podemos comenzar por
un numero al azar en el intervalo y al aplicarle la funciéon W repetidamente,
obtenemos el conjunto de Cantor.

Vamos a ilustrarlo:

Para desarrollar una intuicion geométrica sobre nuestro resultado haremos un
andlisis grafico sobre la aplicacion repetida de las funcién de conjunto valuado
W, pero ahora en lugar de aplicarsela a un punto z, se la aplicaremos a un
conjunto de puntos, por ejemplo a todo el dominio de definicion de W. Para

tal objetivo consideraremos el intervalo Ly. wy(Lg) contrae el intervalo en 3 y
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lo coloca en el origen, wy(Lp) también contrae el intervalo en 5 pero lo coloca
en 2. De manera que el efecto que ejerce W(Lo) = wy(Lo) Uwa(Lo) es dividir
Lo en tres partes iguales y borrar la parte central.

O

L

(1] (%)

Hinn

y=ux)

O

|:| | w(x)

0

Hjun
| |

L
| | | |
wiLy) wa(Ly)
| | | | | | | |
;@9 Ly) wiow(ly) wouw(L) o (L)
00O OO0 OO0 oo
£ £ f :f ; f
a— o o o - . & ]
£ or £ oF ;O S
o o ] o o °

£oF £ fF = ER

Figura 1.30: Conjunto de Cantor.

wy(Lg) toma el intervalo con su agujero medio, hace dos copias reducidas por
un factor de %, coloca una en el origen y otra en %, siendo la longitud de los
pequenos segmentos igual a Ly = %, claramente aplicaciones sucesivas de W
repiten este proceso.(Ver Figura, como en cada paso se reduce la longitud
de cada segmento por un factor de %,en la aplicacion n-ésima, la longitud de
cada pequeno segmento es de L, = z—,?

Generalizando todo lo anterior, podemos definir una funcién de conjunto

valuado (FCV) como un conjunto de ¢ mapeos contractivos cuyo dominio de
definicién es el plano R?, asi:

W(r) = {wi(r), wa(r), ..., wy(r)} (1.43)
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de manera que una FCV asocia a cada punto en el plano un conjunto de ¢
puntos en R?. El conjunto atractor A de una FCV, se define como:
_ 4 m

A= lim W (r0)- (1.44)
Cuando los mapeos son contractivos satisfacen la llamada condicion de
contractividad promedio de Elton, la cual entre otras cosas garantiza que
el atractor es independiente del punto inicial ry. Como los mapeos son
contractivos al conjunto atractor no depende del punto inicial, siendo

denotados solamente por A, y todos los puntos del dominio de definiciéon de
forman la cuenca de atraccion del atractor A.

Las propiedades que posee el conjunto atractor son:

(a) El conjunto atractor es un conjunto Fijo de la FCV W (r) o sea:

W(A) = A (1.45)

(b) El conjunto atractor es la unién de todos los conjuntos {w (A4), we(A), .. .,

w,(A)} ya que de la ec. ([1.43)) se sigue:
W(A) = wi(A) Uwy(A) U...Uwy(A) (1.46)
y por el conjunto invariante se sigue de la ec. (|1.45])

A = w(A) Uws(A) U ... Uw,(A). (1.47)

Esta ecuacion nos dice que el atractor es la uniéon de sus transformaciones
ante W, si las w; son mapeos afines, entonces cada w; es una copia reducida y
deformada linealmente del conjunto A, por lo que en este caso la ecuacién
anterior nos dice que A estd formada por la uniéon de copias reducidas y
linealmente deformadas de si mismo, esto se parece mucho a las propiedades
de autosimilaridad de los conjuntos fractales, sin embargo, es mas general.

Un fractal exactamente autosimilar pueden generarse por medio de un sistema
de funciones iteradas, ya que un fractal de este tipo esta compuesto por la
unién de copias reducidas de si mismo, por lo que si consideramos el caso
particular en que las transformaciones afines w; corresponden a compresiones
por un determinado factor r, y ademés que todas las regiones w;(A) no tengan
puntos en comin con cada w(A) entonces el atractor de la transformacién W
es un fractal autosimilar.

Para analizar lo anterior consideremos una transformaciéon que nos lleve del
cuadro OPQR al paralelogramo OP'Q)'R’, en donde OP’ forman un angulo 3
con OP,y |OP'| = ry|]OP]|, en tanto que OR forman un édngulo o con OR y
la longitud de ambos segmentos estd relacionada por |OR'| = ri|OR|, donde
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Figura 1.31: Paralelogramo resultante de la
transformacién.

tanto 71 como 1 son cantidades menores que la unidad, (ver Fig. [1.31]).

La forma explicita de w que “deforma linealmente” a la region OPQR en
OP'Q)'R’ est4 dada por:

W(r) = rycosa resina (x
~ \rysina recosf) \y

y la constante de Lipschitz es:

s = \/riracos (a + f3)

Para lo cual tenemos los casos especiales de deformaciones lineales (transformaciones
afines) son:

a) Las compresiones, con diferentes razones, en cuyo caso o = 5 = 0:

e s )

b) Las compresiones, con iguales razones, en cuyo caso a = =0, 1 =

vor-ao-(; ()

g =1T:



1.4. Sistema de Funciones Iteradas
40 para la construcciéon de fractales

c¢) Rotaciones alrededor del origen por un angulo «, en cuyo caso f = —a:

wor =)= (e e ()

m=r=(y %) (1)

e) Las translaciones también son transformaciones afines de la forma:

W(r) =T(r) = <(1) (1)> @ ! @2)

Recordando la definicion de Conjunto autosimilar:

d) Reflexiones:

Se dice que un conjunto acotado S, es autosimilar con respecto a la razéon r y
a un entero N cuando:

5251U52U53U...USN
con S;N S, =0.

En donde Sy es congruente con el conjunto r(S), el cual se obtiene al aplicarle
a S una comprensién por un factor r. O sea r(S) = {C(x)|z € S}.

Dando un conjunto S, podemos encontrar un conjunto congruente a r(S) al
aplicarle sucesivamente al conjunto S una operacién de reduccioén, por un factor
r, con lo que se obtiene r(S), y como dos conjuntos son congruentes cuando
ambos son idénticos excepto por rotaciones y translaciones, la aplicacion de
una de rotacién seguida de una traslacién, nos permite construir cualquier
conjuntos congruente con r(S) de manera que los conjuntos Sy se pueden
construir de las siguiente manera:

Sk:RRC(S):wk(S):A(S)—Fb

En donde la matriz A es el producto de las matrices de comprensién por la
matriz de rotacién, y el vector b se obtiene de la matriz de traslacién, esto nos
permite obtener la transformaciéon afin wy asociada con el subconjunto Sk.

Ejemplo 5.

Consideremos la determinacion de las transformaciones afines que nos permiten
determinar la conocida curva de Koch o conjunto K, que esta formada por
cuatro partes autosimilares, cada una de ellas siendo una reduccién de la
original por un factor de % y colocadas cada una de la siguiente forma: la
primera con vértice en (0,0), la segunda en (%, 0) y rotada por 60 grados, la

tercera con vértice en (%, %) y rotada por 60 grados y la cuarta con el vértice en
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(%, 0). Asi las transformaciones afines que generan el conjunto K estan dadas
por:

wi(r) = C-r
wg(T’) = Rl'C'T+b2
’wg(?") = RQ'C'T+b3
wy(r) = C-r+by
en donde:
10 cos60 —sin 60 cos60  sin60
— (3 — =
“=10 : = \sin60  cos0 2=\ _sin60 cos60
y los vectores b son:
1 1 2
b= (3] o= (E]) o= (3
0 3 0

Este procedimiento es justamente el que construye al fractal de Koch. |I|

Transtormalion
Hnew 0.333 0.000 Hold 0.000
Yew| 0000 0333 ||y | |0.000
2 [gpen] 0165 | -0285 |[%a| [0333
Yoow| (0285 01865 ||yea|® [0.000
3 [iew] 0165 10285 |[#]| [0S00
Yew|  |-0.285 0165 ||yoa| |0.288
(e | 0333 0000 ||tea| [0666
Yoew| 10000 0333 ||yow|  |0.000
1.00
¥ max Fractal
¥ min Space
0.000
|0.000 | | 1.00 |
X min % max

Figura 1.32: Los 4 sistemas de funciones iteradas
para construir la curva de Koch.

LGréaficas obtenidas con el software: Fractal Attraction™™ 1.2, by Kevin D. Lee and Yosef Cohen. Corre
bajo plataforma iOS.
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Figura 1.33: Poligonos iniciales correspondientes a los 4

IFS’s.
*:“L«.;n,ir\}
X {
¢’ :

§ 3

Figura 1.34: Resultado de las iteraciones: Curva de Koch.

El proceso antes descrito puede aplicarse siempre que el conjunto fractal sea
autosimilar, pero claramente las transformaciones afines son mas generales por
lo que podemos generar objetos fractales mucho més sofisticados, por ejemplo
que no sean autosimilares y a pesar de ello tengan una estructura que no
se simplifique ante ampliaciones sucesivas. Este tipo de fractales se generan
cuando se quita la restriccién de que los conjuntos Sy sean ajenos. El ejemplo
clasico encontrado por Barnsley de un fractal no autosimilar es una hoja de
helecho, la cual se convirtio en el logotipo de su empresa “Iterated Functions
Systems”.

Figura 1.35: Hoja de helecho de Barnsley.
Logotipo de “Iterated Functions
system”.



Capitulo 2

Interpolacién clasica

La interpolacién polinomial clasica es la mas utilizada en las aplicaciones. El
objetivo es la obtenciéon del polinomio de interpolacion, que es el polinomio
de grado menor o igual que n que pasa por n + 1 puntos (z;v;), @ =
0,1,....,n, también llamados nodos de interpolacion. Planteando directamente
las condiciones anteriores se obtiene un sistema de ecuaciones lineales
con soluciéon tnica, pero generalmente mal condicionado. Los polinomios
de Lagrange permiten obtener una expresion explicita del polinomio de
interpolaciéon. Numéricamente es mucho mas tutil la forma de Newton del
polinomio de interpolacion. Su evaluacién no presenta los inconvenientes de
los polinomios de Lagrange, y sobre todo, se puede actualizar facilmente si se
aniaden nuevos nodos de interpolacion.

Hoy en dia, el uso de la computadora nos hace mas facil realizar calculos, sin
embargo esto nos obliga a trabajar con una matemética discreta a pesar de
que los modelos y resultados tengan naturaleza contiua.

2.1. Interpolacién polinomial

En el andlisis numérico el concepto de aproximacion es de vital importancia,
es por ello que, a diferencia del andlisis diferencial, el analisis numérico
opera con vectores y matrices[I5] (operadores discretos). Tomando en cuenta
el significado de la palabra aproximacion debemos de pensar en la no
exactitud, dicha inexactitud nos lleva a un error que es llamado error de

43
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aproximacioén. Es por lo que, en la préctica, no se logra hallar una solucién
exacta del problema planteado.

Esto ocurre principalmente porque la soluciéon no se expresa en funciones
elementales o en otras funciones conocidas. Por eso adquirieron gran
importancia los métodos numéricos. Los métodos numéricos reducen el
procedimiento de la solucion de un problema a operaciones aritméticas y logicas
sobre los nimeros, que pueden ser realizadas por una computadora. Segin
el grado de complejidad del problema, la exactitud establecida, el método
aplicado, etc.; puede ser necesario cumplir desde varias decenas hasta muchos
miles de millones de operaciones.

La solucion obtenida por un método numérico es aproximada, es decir, hay
cierta diferencia no nula entre la solucién exacta y la soluciéon numérica. Las
causas principales de la diferencia son las siguientes:

1) Falta de correspondencia entre el problema (modelo) matemético y el
fenémeno fisico real.

2) Errores en los datos iniciales (pardmetros de entrada);
3) Errores de un método numérico usado para resolver el problema;

4) Errores de redondeo en operaciones aritméticas.

Los primeros dos errores son inevitables. En la mayoria de los casos
supongamos que las operaciones aritméticas se realizan idealmente e ignoramos
errores de redondeo.

Ahora se describen tres conceptos principales [15] relacionados con modelos y
algoritmos numéricos (en este caso la interpolacién):

1. La aproximacién: La proximidad de un modelo numérico al modelo
original, o el grado de aproximacién, caracteriza el error que se introduce
al hacer discreto el modelo continuo. El grado de aproximacion n se
estima mediante un factor que tiene el error entre dos modelos. Asi, el
grado de aproximacién caracteriza la rapidez de reduccion del error entre
dos modelos cuando el nimero de truncamiento N tiende al infinito.

2. La estabilidad: Es una caracteristica muy importante de la calidad
de cada método. La estabilidad caracteriza la manera de propagacion
de los errores iniciales dentro del algoritmo en el proceso de célculo. Si
el incremento de errores iniciales es considerable y sin ningiin control,
entonces el método numérico se llama inestable. Al contrario, si errores
de calculos dependen continuamente de los errores iniciales, entonces el
método se llama estable.
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3. La convergencia: La convergencia significa que la solucién numérica
converge hacia la solucién exacta cuando el nimero de truncaciéon N
tiende al infinito.

L Qué es la interpolacion?

Muchas veces, una funcién y = f(x) se da s6lo en puntos discretos [16], tales
como (o, Yo), (T1,41), - (Tn, Yn). ;COmo se puede encontrar el valor de y en
cualquier otro valor de z7 Asi, una funcién continua f(x) puede ser utilizado
para representar los valores de n + 1 datos con f(x) pasando por los n + 1
puntos. Entonces uno puede encontrar el valor de y en cualquier otro valor de
z. Esto se llama interpolacién (Figura: [2.1)).

f&)

T

(x3, y3)

(x1, y1)

(X2, y2)

(Xo5 Yo)

> X

Figura 2.1: Interpolaciéon de ciertos puntos.

Entonces, ;Qué tipo de funcién f(z) debe elegir uno? Un polinomio es una
eleccién comtn de una funcién de interpolacién porque son faciles de (A)
evaluar, (B) diferenciar, e (C) integrar en relacién con otras opciones como
una serie trigonométrica y exponencial.

La interpolacion polinémica implica encontrar un polinomio de orden n que
pasa a través de los n + 1 puntos.

Una de las clases de funciones mas ttiles, y por demés conocidas, en el conjunto
de los ntimeros reales es la de los polinomios algebraicos, es decir; el conjunto
de funciones de la forma

P.() = ap + 17 + agx® + - + al!

donde n es un entero no negativo y ay,...,a, son constantes reales. Dichos
polinomios son de vital importancia ya que se aproximan de manera uniforme
a las funciones continuas. Dada una funcién cualquiera, definida y continua en
un intervalo cerrado, existe un polinomio que estd muy cercano a la funcién
tanto como se desee.
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Teorema 4. (Teorema de aproximacion de Weiestrass) [17]

Suponga que f estd definida y es continua en [a, b]. Para cada ¢ > 0, existe un
polinomio p(z), con la propiedad de que

|f(z) —p(x)] <€,  paratoda z en [a,b].

fix) + ¢
= P(x)
f(x)

= f(x) - ¢

Figura 2.2: Aproximacion |f(z) — p(z)| < €

Otra razon (quizas la méas importante) por la cual se considera a la clase de
polinomios en la aproximacion de funciones, es que la derivada y la integral
indefinida de un polinomio son faciles de determinar y también sus polinomios.
Por estas razones, con frecuencia se usan los polinomios para aproximar a las
funciones continuas.

Los polinomios de Taylor son una de las bases fundamentales del andlisis
numérico. Los polinomios de Taylor coinciden en lo posible con determinada
funciéon en un punto especifico, pero concentran su actitud tnicamente cerca
de él. Sin embargo, una buena interpolacion polinémica debe ofrecer una
aproximacion “relativamente” exacta sobre todo un intervalo, y los polinomios
de Taylor no lo hacen de esa forma. Este tipo de dificultad es muy comun, ya
que los polinomios de Taylor tienen la propiedad de que toda la informacién
que se usa en la aproximacion se concentra solamente en un punto.

2.2. Interpolacién de Lagrange

Supongamos que o, Ty, - , T, = {T;}I-, son n+1 puntos distintos del eje real
y que f: R — R estd definida sobre I = [a,b] con {z;}I, C [a,b]. Tenemos
entonces :

Teorema 5. Existe un tnico polinomio P(z) de grado no mayor que n que
interpola a f en los puntos xg, zq, - ,Tp:

P(z;) = f(zy) Vi=0,1,---,n
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Unicidad. Sea Q(z) otro polinomio de grado menor o igual que n que interpola
a fen {z;}",. Entonces:

es un polinomio de grado menor o igual que n que cumple
h(z;) = P(z;) — Q(z;) = f(x;) — f(xi) =0

o sea, h(z) tiene al menos n + 1 ceros distintos = h(z) = 0 (idénticamente
nulo). = P(z) = Q(z), V.

FExistencia. Dicho polinomio debe de cumplir que
f(l’k) = Yk Vk = O, 1, ey N

En primer lugar construiremos un polinomio de grado n que sea nulo en todos
los puntos x; salvo en uno xj, en el cual valga 1. Tiene que ser de la forma:

Li(z)=a]] (x—z), a€cR
=
Para satisfacer la condicién de que Lg(x;) = 0 se requiere que el numerador de
Ly(x) contenga el término (x — xo)(x —x1) -+ (x — 1) (x — Tpa1) -+ - (T — 24)
y para satisfacer Ly(xy) = 1, el denominador de Ly(x) debe de coincidir con

este término cuando se evaltie en x = x;. Entonces, como su valor para x = xy,
debe ser 1 tenemos:

1
i=0 (l' - :L‘Z)
itk
con lo que queda

O ()
b = 11 (@ — )
ik
(z —@o) (@ — 1) -~ (& — 2p—) (@ — Tpr) -+ (2 — @)

2.1
(zr — o) (p — @1) (T — Tho1) (T — Thy) -+ (Th — T) 1)
Verificandose entonces que
1, si 1=k
Li(z;) = 0r; (Delta de Kronecker) = f(x)= (2.2)
0, si i#k

y esto para ¢ = 0,1, ...,n, dentro de cada k = 0, 1, ...,n. Por tanto, si se desea
un polinomio de grado n que tome respectivamente los valores 4o, y1, -+, Yn
en los puntos xg,x1,- - - ,x, basta tomar:
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p(x) = yolo(r) +y1Lla() +- - + ynLln(z)

= zn:ykLk
k=0
= Sull
k=0 =0 (mk :E,)
itk
B (x —x)(x —29) -+ (x — )
= e —a)(w—w2) (w0 wa)

(= wo)(x — @5) -+ (¥ — )
(1 —x0)(21 — T2) - -+ (W1 — )
(x — @o)(x — 1) (2 — 3) - -~ (£ — @)
Ty — o) (xe — 1) (22 — 23) -+ (2 — Tp)

(@ —xo)(x —m1) -+ (& — @p)

+ +

+ 2 +ot

(@n — 20)(@n — @2) -+ (T — Tn-1)

que se denomina férmula de Lagrange del polinomio de interpolacion.

2.3. Diferencias divididas

Supongamos que pg(z) es un polinomio que se ajusta a una serie de datos
Xo, L1, ..., T que concuerdan con una funciéon f.

Sea pg(x) el polinomio de interpolaciéon en los puntos xg,z1, ...,z (grado
maximo = k). Considerando pg(z), pr—1(x) y su diferencia:

qx(7) = pe(x) — pr—1()

vemos que para los puntos xg, r1,...,Tr_1 tenemos que:

peo1(®) =vyi=pr(z;) 0<i<k-—1

y también para el siguiente punto x; tenemos que pg () = yx, sin conocerse el
valor a priori que pueda tener py_1(xy). Por tanto, el polinomio g (z) verifica :

@ (i) = pr(wi) —pra(vi) =yi—yi =0, 0<i<k-—1
Ahora bien, gi(z) es un polinomio de grado méaximo k ya que es la resta de
dos polinomios, pg(x) de grado k y pr_1(z) de grado k — 1 y segin se acaba de
ver se anula en los k& puntos anteriores de tal forma que se puede expresar de
la siguiente forma:

k—1

qr(z) = ag(z — xo)(x — 1) -+ (. — Tp—1) = g, l:[o(x — ;). (2.3)

Por otra parte, en el punto z; se cumple:
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Qk(ﬂik) = pk(ﬂ?k) - pkfl(xk> = ak(iﬁk - SUO)(JJk - 1’1) T (37k - 361@71)

y despejando entonces ay, de esta tltima identidad tenemos [18]

Yr — Pe—1(Tk)
(z — zo)(z — 1) -+ (& — Tp—1)

con lo cual podemos poner:

ajp =

pr(x) = pr_1(r) + qu(z)
donde lo que parece complicado es calcular el a;, que es el coeficiente de x*
en el polinomio pi () pero para esto se pueden utilizar las diferencias divididas.

Las diferencias divididas de f respecto a xg,x1,..., ) Se usan para expresar
pr(x) de la forma

pr(x) = ap+ay(z—x0) +as(x—xo)(x—x1)+- - Fan(z—x0)(x—21) - - - (T — %)

para las contantes apropiadas ag, ay, ..., a,.

Es decir; para determinar la primera constante ag escribimos pg(z) = ag +
a1(x — xg) y al evaluar pg(zo) dnicamente queda la constante ay y podemos
afirmar que ag = pr(xo) = f(z0).

De forma similar, al evaluar p(z) en x, los Gnicos términos diferentes de cero
son los términos constante y lineal. Asi:

f(zo) + ar(x1 — o) = pr(z1) = f(21).

Despejando a; tenemos:

B f(iﬂl) - f(l"o)
a; = ——F——
Tr1 — Xy
Entonces denotamos las diferencias divididas como f[z;] = f(z;), esta ecuacion

es la llamada diferencia dividida cero.

La primera diferencia dividida de f respecto a z; y x;11 se denota f|x;, x;1]
y se define

ZT; — J|Z;

floi, ziva] = flaen] = flad (2.4)
Tig1 — X4

La segunda diferencia dividida f[z;, x;11, Z;12] se define como:

LTit1, T4 - T, T
flTi, i1, Tigo] = flwisn, Tiv] ~ /1 +1 (2.5)
Tit2 — L4

Y asi la k-ésima diferencia dividida esta dada por

f[$¢+1> Lig2y .- - 7$z’+k] - f[%‘, Tit1y--- 7$i+k—1] (2.6)

f[i% Tit1,-- -$i+k] =
Livk — T4
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Ahora, tras evaluar la primera constante a;, podemos evaluar la constante a; 1,
asi sucesivamente hasta la constante a; que esta definida como:

ar = flxo, 1, 2o, ..., 2] Vk=0,1,2,...,n. (2.7)

Definicion 21. Dada la funcién f de la cual se conoce su valor en los puntos
Xo,T1,..., Tk, se llama diferencia dividida de f en los puntos xg, z1, ..., 2, al
valor ay, = flxo, z1,..., x| vy se calcula recursivamente como sigue:

flzi] = flz) =wi

flon ] = flin] — flai]
Tit1 — T4
f[a:- T T ] _ f[xi-i-laxi—i-%---,xz‘-i-k] - f[xi,$i+1,-~-7$i+k—1]
iy Li+1y - Litk Ton — T
Lema.
f[xiy Tigt, ... 7~ri+k] _ f['xi-‘rl? Tit2, .- >$i+k] - f[$7,7 Tit1y - - 7$i+k—1] (28)
Titk — L4

Demostracion. Sea p;(z) el polinomio de grado < j que coincide con f(z) en

los puntos x;, Tit1,...,Ti+; y sea gx_1(z) el polinomio de grado < k — 1 que
coincide con f(x) en los puntos i1, Tit2, ..., Ti1k. Entonces:
T — T Titvk — T
p(r) = ——q1(v) + ———pr_1(2)
Tipk — Ty Tivk — Ty

es un polinomio de grado < k que verifica:

p(z;) = f(z;), paraj=1i,i+1,...,i+k

ya que:
. Tipp — T
Parai: p(z;) = +7191@_1@) =y = f(z;)
Titvk — Ty
. Titk — T
Para i + k : p($i+k) = +7%71(%%) = Yi+k = f($i+k)
Titk — T4
. . . T — I Tivk — T
y para cada j = i+1, ..., i+k—1: p(z;) = ——"qp_1(x;)+—+ Lpp_1(z;) =
Tijtk — Ty Titk — T4
N +$z’+k—%’ . Titk T X —

7
Titr — 4 Titk — L4 LTitk — Ty
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Por tanto, por la unicidad del polinomio de interpolaciéon, tendremos que
p(z) = pr(x) y entonces

flzi,it1, ..., k] = coeficiente término principal de pg(z) =

coef. término principal de gx_1(z)  coef. término principal de py_1(x)

Litk — Ti Titk — Ty
Tit1, L; R 7] — flxz;, x; e Tt fo
:f[xi,xi+1,~~-,xi+k} _ f[ i+1y Li+2) ) H—k] f[ iy Li41, s Li+k 1]
Livk — T4

Enseguida mostramos una pequena tabla que muestra la forma de obtener las
diferencias divididas.

To — Yo = f[x0] \u

f[X(th] \,
1 — y=fln] f[x0, %1, 2] ™\

f[.'l?l,.’l'g] / f[X07X1,X27X3]
T2 — g2 = flz2] fley, w2, 23] /7

f[.'.l?;,l'g]

T3 — Y3 = f[Ts]

Figura 2.3: Primeras diferencia divididas.

Ahora, tras evaluar la primera constante a;, podemos evaluar la constante a; 1,
asi sucesivamente hasta la constante a; que esta definida como:

ar = flxo, x1, 0, ..., 2k Vk=0,1,2,...,n. (2.9)
Por lo tanto podemos escribir el polinomio interpolador de f como:

n

P,(x) = flxo] + ]; flzo, 1, ..., xp)(x — o) -+ (& — x)_1) (2.10)

Ahora procedemos al calculo del polinomio de interpolacién en los puntos
(20, 90): (T1,91), (T2,¥2), - - -, (Tn, Yn) de la siguiente forma:
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po(x) = ao= flzo] = f(x0) = vo
pi(z) = po(z) + ar(z — ) = flzo] + ar(z — x0)

flzo] + flzo, 21](z — o)
pa(z) = pi(x) + as(z — x)(z — 1)

flzo] + ar1(x — o) + az(x — x0)(x — 1)

= [flwo] + flwo, 21](x — wo) + flwo, 21, w2] (2 — @0) (2 — 1)

p(x) = ap+ ar(x — xo) + az(x — x0)(z — 27)

+ ot ag(r—xo)(r— 1) (T — 20 1)
pu(x) = flzo] + flzo, 1](x — o) + flzo, x1, 22](x — 20)(x — 21) + - -

+flzo, x1, .., xn)(x — zo)(x — 1) -+ (T — Tpq)

O también de forma mas concisa:

pn() ZZ:f[ZE0,$1,~~7$i] ZHO(x—xj). (2.11)

Que se denomina férmula de interpolacion de Newton en diferencias
divididas.

De la misma forma podemos escribir el polinomio interpolador de f como:

n

P,(x) = flxo] + Z flzos @1, ..., xe)(x — o) -+ (& — 2p—1) (2.12)

k=1

2.4. Interpolacién con Splines cubicos

La interpolacién polinomial tiene el inconveniente de que el polinomio
interpolador puede oscilar fuertemente entre los puntos interpolados. Para
muchas aplicaciones practicas interesa un algoritmo que proporcione una
funcion interpoladora que se comporte suavemente. El modelo mas sencillo
es una interpolacién lineal a trozos, constituida por rectas que unen los
puntos interpolados. Sin embargo, este tipo de aproximacién tiene una
derivada discontinua en los puntos de interpolacién. Para muchas aplicaciones
practicas, en las que se incluyen la resolucién de ecuaciones diferenciales en las
que intervienen funciones medidas experimentalmente, interesa una funcién
aproximadora que tenga derivadas continuas hasta un orden dado, aparte de
ser continua.

El método de splines se basa en encontrar funciones que cumplan estas
caracteristicas.
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Definicion 22. [17] Dada una funciéon f definida en [a,b] y un conjunto de
puntos (nodos) ag = xg < 1 < -+ < &, = b un interpolante de spline ciibico
s para f es una funcién que cumple con las condiciones siguientes (Figura: [2.4)):

a. s(x) es un polinomio ctbico, denotado s;(z), en el subintervalo [z}, z41]
para cada 7 =0,1,....n—1

b. s(z;) = f(z;) para cada j =0,1,...,n
c. s(zj+1) = sj(z;41) para cada j =0,1,...,n — 2
d. §'(wj11) = s5(7j41) para cada j =0,1,...,n — 2

e. Sll(ijrl) — ng(ijrl) para Cadaj = O, 17 e, n — 2

5(x) 4

Sixpa) = fD) = Sja(xan)
Silen) = Sjs (e
Sfen) = Sl
N
t t t t t + e
X X Xy eae X X1 Xjig  eee Xpg Xy X, X

Figura 2.4: Propiedades de un spline ctubico.

Se define un spline de orden m en una serie de n 4+ 1 puntos de interpolaciéon
(20,Y0), -5 (T, Ypn) como un conjunto de n funciones si(x).

Supongamos que tenemos los n + 1 puntos: Py(zk, yx), donde y, = f(zx), k =
0,1,....,n en los cuales se quiere interpolar la funciéon f. En esta seccién
trataremos la interpolaciéon polinémica a trozos. La idea es encontrar
polinomios cibicos ¢x(z) que interpolen la funcién f en el subintervalo
[Tk, Tk1], k = 0,1,..,n — 1. (Frecuentemente polinomios de orden m)
definidos en el intervalo [z, xx41], que satisfacen

Sk(ﬂfk) = Sk+1($k)
Sp(xe) = spyq(or)
Sp(wr) = Spyi(Tr)
n—1 n—1
st (@) = st ()

Los splines més utilizados son los ciibicos, debido a que son los mas sencillos
con segunda derivada continua, y por lo tanto son adecuados para aproximar



54 2.4. Interpolacién con Splines ciibicos

funciones que intervienen en ecuaciones diferenciales de segundo orden. Si
escribimos

sp = ap, + bp(z — ) + cp(x — 23)* + dip(x — 21)°
sy = bp(z — x1,) + 21z — 24) + 3dp (2 — 21
sp = 2ck(x — xp) + 6dy(x — x1)
Definicion 23. La funcién s(x) se llama cibica a trozos en [xg, ] si existen
polinomios cubicos qo(z), ¢1(x), ..., g—1(x) tales que :
s(x) = qp(x) en [zy, vp11], parak=0,1,...,n— 1.

dicha condicién es llamada de interpolacién.

Para que s(x) interpole en los puntos Py, P, ..., P, los qx(z) han de verificar:

Qk(Ik) = Yk
{ @ (Trr1) = Yot (2.13)

lo cual supone 2n condiciones. Llamaremos a s(z) spline ciibico, o simplemente
spline [19] , si los polinomios gi(x) tienen la misma pendiente y la misma
concavidad en los nodos que las unen, o sea :

G () = gy ().
lo cual supone 2(n — 1) condiciones a cumplir. Al tener que verificar las
condiciones (2.13)) y (2.14) se asegura que s(x) tiene su primera y segunda

derivadas continuas en [z, z,]. En este caso se dice que s(x) es un spline
interpolador para Fy, P, ..., P,.

qk(x) solo existe en[x ,x ] CJ“(

k> T+l

Figura 2.5: Interpolacién polinémica a trozos.

Si s(x) es cubica a trozos en el intervalo [xg,x,], su derivada segunda s(x)
es lineal en el mismo intervalo e interpola en los puntos (zx,s”(zx)) y
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(Tgs1, 8" (xg41)) en [Tk, xpy1]. Por tanto, gx(x) es un polinomio de grado uno
que interpola en los puntos (zx, s"(zx)) v (Tgr1, 8" (Tp11)):

T — Tpt1
! ) = S// xk;
Qk( ) ( )xkz = Tk Tiy1 — Tk

Denotando como:

hk:xk+1_xk-7 k’ZO,l,...,n—l.

"
o, =5"(zr), k=0,1,...n.
tenemos

qp(z) = %(wk+1—x)+%(x—xk), para k=0,1,....n — 1. (2.15)
k k

Donde hy, y oy son constantes (todavia falta determinar oy).

Integrando dos veces
(z) = Tk (-1 — xk)?’ Opy1 (T — -Tk)?’
Y R he 6

donde el término lineal lo podemos escribir como:

Ck -+ Dkl' = Ak(ZL‘ — l‘k) + Bk:(xk:-i-l — {L‘)

siendo A y Bj constantes arbitrarias, quedando entonces:

Ok (%4 — l‘k)g Ok+1 (37 - $k)3

T h 6 he 6
Aplicando a (2.17)) las condiciones ([2.13)):

qr(z) + Ap(x — xg) + Br(z41 — ) (2.17)

h3
o = TE TR g A0 4 Buhy = ZER2 + By (2.18)
hy, 6 R, 6
op1 by Ok+1 9
Ykt1 = — + Aghy, = hi, + Agly, (2.19)
hi, 6 6

y despejando de aqui Ay y By y sustituyendo en (2.17)) resulta

g s — T 3
() = Fk [(kﬂhk) — hp (g1 — I)}
Ops1 | (T — $k)3 2.20
+ — hk([E — Ik) ( . )
6 hi
+yk W:|+yk+l |:x_$k:|7 parak:0717"'7n_1
hy hy,
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que es la ecuacion del Spline g (x).

Nos falta atin conocer los valores og, 071, ..., 0, (n + 1 incognitas) para lo cual

usamos ([2.14)); derivando en ([2.20)) tenemos:

— _ 2 _ 2 .
/(x):@ 3(Tps1 — ) +hk]+%[w—hk]+M

o 6 hi, 6 I I
por tanto
Gh(x) = 2 (=2hy) + T (—py) 4 PRI (2.21)
6 6 I
Qoo (1) = 75 () + T (21y) + LI (2.22)
6 6 hi

Reemplazando k por k—1 en (2.22)) para obtener g;_1(z) e igualando a (2.21)
nos da:

hk_lak_l + Q(hk_l + hk)O'k + hkak+1 =6 (yk+1 — - L yk_l) (2.23)

D, hi—1
o también
A Ay
hk_lak_l + Q(hk_l + hk)O'k + hko'k+1 = 06 (hykk - hik 1) (224)
-1

o incluso

hi—10k-1 + 2(hj—1 + hi)ok + heogyr = 6 (flok, Tpa] — flow—1, zx])  (2.25)
Para k=1,2,...,n — 1.

Como el indice k varia de 1 a n — 1, se producen n — 1 ecuaciones lineales
con n + 1 incognitas oy, o1, ..., 0,, lo cual produce un sistema subdeterminado
que tiene infinitas soluciones. Existen varias estrategias para eliminar oy de la
primera ecuacién y o, de la (n — 1)-ésima produciendo un sistema tridiagonal
de orden (n — 1) en las variables oy, ..., 0,_1.

La alternativa mas facil es especificar el valor de s(x) en los puntos extremos:
oo = s(xo) y 0, = s(x,). Si se pone o9 =0, 0, = 0 se denomina spline cibico

natural.

En forma matricial, el sistema tridiagonal que resulta es:
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o7

2(ho + hy)
hy
0

hy
2(hy + hs)
ho

2(hn—3‘+'hn—2)
ha

0
0
0

hn—?

2(hn72‘+'hnflx

flz1, 2] — flwo, 21]
flza, 23] — flwy, 2]
f f

(23, x4] — fla2, 23]

jﬁwn71>xn]__j1$nflvxnfﬂ

que es un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas. Este sistema se
puede resolver facilmente por eliminacion de Gauss. Cada paso de eliminacion
se aplica solamente a la fila inmediatamente inferior, ya que los elementos
inferiores de la columna son nulos.

O también puede expresarse de la siguiente forma:

_2(h0 + hy)

hl 0 01
hy Q(hl + hg) 0 09
O h2 0 03
E 5 z(hn43'+'hn72> hn72
L 0 0 hg Q(hngg +'hn71)_ _Un,1
[ Ayr _ Ayo ]
h h,
L?b A51
Ah2 Ahl
=6 el
Aynfl Ayn72
L hn—l hn—2 J

2.5. Error de polinomio de interpolacién

Teorema 6. (Error) Sea f : I — R, {z;}y C I, x; # wz;; parai # j
y supongamos que f es derivable n + 1 veces en I con derivada continua
= Vo € I, J¢ € menor de los intervalos que contiene a los puntos
Xg, 1, ..., T, tal que:

(n—1)
E = f(z) - ple) = m< o)) (r — 2).

donde p(z) es el polinomio que interpola a f en {x;}! .
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Demostracion. Si x es uno de los puntos x;, no hay nada que probar ya que
ambos miembros se anulan para cualquier &.

Si x es un valor fijo diferente de los xj, consideramos la funcién auxiliar
F = F(t) definida por:

(2.26)

y donde estamos llamando

L(z) = (x — zo)(x — 1) -+~ (2 — m,) = [[(z — ). (2.27)

1=0

Tenemos F(xy) = f(xr) —p(zy) —cL(zy) = yp—yr—0 = 0 parak = 0,1,2,...,n
y también F(z) = f(x) — p(x) — cL(x) = 0, por definicién de c.

La funcion F' tiene entonces al menos n + 2 ceros distintos en el intervalo I.
Por el teorema de Rolle, F' debe tener por lo menos n+ 1 ceros en el menor de
los intervalos que contiene a x y los xy, la segunda derivada de F' debe tener
no menos de n ceros ,---, la (n + 1)-ésima derivada debe tener por lo menos
un cero. Sea &, tal cero. Derivando (n + 1) veces la ecuacién y haciendo

t=¢&,:

0=Fn+1)(&)=fn+1)(&)—cn+1) (2.28)

ya que la derivada (n + 1)-ésima de p(x) es cero. Por tanto, usando (22.28))
tenemos:

1
_ o _ (n+1)
cLix) = F(z) = ple) = gy V€ L)
De esta manera cL(x) es el error de interpolacién que se comete al tratar de
ajustar ciertos datos mediante un polinomio p(z).

2.5.1. Error en el cmputo numérico

Las dos formas de solucionar un problema matematico son: analitico y
numeérico. Las soluciones analiticas estan libres de error. Por el otro lado,
los métodos numéricos son una divisién de las mateméaticas [20] la cual nos
ayuda a resolver los problemas usando maquinas que computen. Sin embargo
el computo numérico esta plagado de errores, errores que son inevitables. Para
un mejor tratamiento del error es necesario entender la fuente, la propagacién,
la magnitud y el grado de crecimiento de dichos errores.

Hoy en dia, las computadoras juegan un papel muy importante, ya
que problemas largos y complicados se pueden resolver en un tiempo
significativamente menor.



2. Interpolacién clasica 59

Fuentes de error

En los métodos numéricos ocurren 3 tipos de errores:

i)

ii)

Error de procedencia: Este tipo de error se presenta en la declaracién
del problema mismo, antes de determinar la solucién. Los errores de
procedencia ocurren cuando se genera el modelo. Este se debe a como se
obtienen los datos, por ejemplo; si se obtienen de mediciones fisicas de
los parametros del problema.

Error de redondeo: Generalmente los métodos numéricos se trabajan
usando una computadora o una calculadora. Para el computo numérico
todos los numeros son representados mediante una fraccién decimal.
Asi, ntimeros como % y % no se pueden representar con un numero
finito de digitos. Entonces, para obtener el resultado, el nimero debe

ser redondeado en un numero finito de digitos.

Errores de truncamiento: Estos errores ocurren al representar un
proceso infinito. Un claro ejemplo es cuando se usa la serie de Taylor
para aproximar el valor de una funciéon en un punto especifico. No se
puede calcular el infinito de términos de la serie, asi que se toman sélo
unos cuantos y se trabaja con ellos. El error de truncamiento también
depende de la computadora.

Por ejemplo: Al resolver un problema, matematico, se usan dos tipos
de ntimeros: los exactos y los aproximados. Los ntimeros exactos dan el
valor real de un resultado y un ntimero aproximado da un valor cercano
al valor real.

Se sabe que no hay instrumentos de mediciéon absolutamente exactos;
cada uno de ellos tiene su propia precision.

Independientemente, los nimeros como 1,2,4/2, m, e, escritos de esta
manera son exactos, sin embargo una aproximacion del nimero 7w es
3.1416, una mejor aproximacion es 3.14159265, pero no se puede escribir
el valor exacto de 7.

Otro claro ejemplo es el redondeo, en el cual se reemplaza un nimero
con muchos digitos decimales por otro con menos digitos decimales.






Capitulo 3

Interpolacién fractal

Hasta hace poco, la interpolacién y aproximaciones han sido talladas con
la ayuda de funciones suaves. Estas funciones son a veces infinitamente
diferenciables.

Por desgracia, en el mundo real nos ocupamos de senales que no poseen
tales cualidades de suavidad. Las funciones de interpolacion fractal (FIF)
son considerados como un importante avance en este campo, porque los
interpolantes de la FIF no son necesariamente diferenciables en un conjunto y
en ciertos casos ni siquiera son diferenciables punto a punto. Es por eso que
parecen ideales para la aproximaciéon de las funciones naturales que presentan
algin tipo de autosimilaridad.

Es aqui que se retoma el marco tedrico del capitulo 1 para entender los
conceptos de los que se habla.

En los ejemplos presentados se hace uso de los programas 1 y 2 (Anexo A.1l.
y A.2.) para realizar la interpolacién fractal de ciertos datos. Algunos de los
ejemplos aparecen en el libro “Fractals Everywhere” y fueron reproducidos
exitosamente mediante la adaptacion del algoritmo que Barnsley propone. Para
programar los algoritmos usé MATLAB.
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3.1. Funciones de Interpolacion fractal

Sea un conjunto de puntos {(x;,y;) € IXxR: i=0,1,...,N}, donde [ =
[x9,zn] C R es un intervalo cerrado y zg < r1 < 23 < --- < xy. Nos interesan
las funciones continuas f : I — R que interpolan los datos de acuerdo a

f(z:) = v, parai=20,1,2,..., N,

ver Figurai3.1}

Figura 3.1: f(z;) = v

Asi que f es llamada una funcién de interpolacién fractal (FIF Fractal
Interpolation Function en inglés).

Los puntos (z;,¥;) € R? se llaman puntos de interpolacién. Decimos que la
funcion f interpola los datos y que la grafica de f pasa a través de los puntos
de interpolacion.

Nos centramos en la existencia, la construccion y las propiedades de tales
funciones f : I — R cuyas graficas

G=A{(z,f(z)):zel}

son atractores de una IFS. Es decir, es un subconjunto compacto K de Ix R,y
una colecciéon de aplicaciones continuas w,, : K — K tal que el tinico atractor
del TFS {K,w, : n = 1,2,...,N} es G. Nos referiremos a las funciones f
como funciones de interpolacién fractal: a menudo la dimensiéon Hausdorft-
Besicovitch de G sera no entera, entonces f puede ser Holder continua pero no
diferenciable.

Vamos a trabajar en el espacio métrico compacto K = I x [a,b] para —oco <
a < b < 0o, con la métrica euclidiana

d((e1,dy), (c2,ds)) = max{|c; — cal, |d1 — da|} para (c1,dy), (c2,ds) € K

Establecemos I, = {z,_1,2,} ysea L, : I — I, paran € {1,2,..,N} un
homeomorfismo contractivo tal que
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Ln(70) = Tp1, Ln(zN) = Tn,
|Ln(c1) — Lyp(ea)| <1 er — o siempre que ¢, ¢y € I,
para algin 0 <[ < 1.

Ahora se definen funciones w,, : K — K paran € {1,2,..., N} como

wy(z,y) = (Ln(x), F(2,9)).

En este caso los IFS son de la forma {R?* w,, n = 1,2,..., N} donde los
mapeos son trasformaciones afines de una estructura especial

o (2= 90+ ()

Las transformaciones estan limitadas por los datos de acuerdo a

_ ZTo . Tn—1 - TN B T, B
wy, = <F0> N (Fn1> y o w, = <FN> = (Fn> paran =1,2,...,N.

Esto se resume en la siguiente figura (Figura: .

Figura 3.2: Como una IFS es usada para construir una
funcién de interpolacién fractal.

Sean € {1,2,3,..., N}. La transformacién w, se especifica por 5 niimeros reales
Qp s Cny dn,y €n, fn los cuales obedecen a 4 ecuaciones lineales

anxo + €, = Tp_1
an*N + € = Iy

cnto +dpFo+ frn = Foq
cntny +doFy+ f, = F,
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en cada transformacion hay un parametro libre d,. d, es el factor de
escalamiento vertical en la transformacion w,,.

Sea d, un numero real , resolviendo el sistema de ecuaciones de arriba para
G,y Cnyen vV frn en términos de los datos y de d,,.

Tenemos el primer sistema de ecuaciones. Restando la segunda de la primera
tenemos

an (To — xN) = (Tp_1 — Tp)

despejando a,, tenemos

0 — (xn—l - $n) _ (xn - xn—l)
" (zo —7N) (xn — o)

sustituyendo en la segunda ecuacion;

7(36" — xn_l)xN +e, =1x,

(zn — 20)
o (xn - xn—l)
€n = Ip N
(zn — o)
_ (TN — 20) Tp — (T — Tn1) TN
IN — X
_ TnER — LTy — TpdN + TNTp-1
IN — X

INITp—1 — ToTn

e, =
TN — Zo

El siguiente sistema de ecuaciones esta dado por las tercera y cuarta ecuaciones.
Restando la cuarta de la tercera

Can_CnxO—i_anN_anO:Fn_anl
Cn<$N_$0)+dn(Fn_F0):Fn_anl
Cn<xN_xO):(Fn_Fn—l)_dn(Fn_FO)

(Fn_Fn—l) _dn(Fn_FO)

T oy — 20) (zn — 20)

sustituyendo esta tultima ecuacién en la cuarta ecuacién
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_ [FE-F) (B FO)]

fn F, —d,Fy [ (on — o) d, (T — 70) N
_ _(Fn_Fn—l) . (Fn FO):L‘
= F,—d,Fy (@ — 7o) N —dy (o — 20) N
— _(Fn_Fn—l) N (Fn_FO)I
= I (&~ — 7o) N —dy [(xzv—io) N+FN1

IN — Zo

. Fo_1xy — Fhxg _d

IN — Zo

Fyxy — Foxn

TN — Zo

Finalmente tenemos las 4 siguientes ecuaciones.

(Tp — Tp—1)

IN — Zo

PN — Fhrg — Fpay + Foan 4 LExan — Forn — Exvan + Fnao

a, = (o — o) (3.1)
o= G 53
e R = e

Teorema 7. Sea N un niimero entero positivo mayor que 1. Sea {R?;w,,n =
1,2,...,N} denotan los IFS definido anteriormente, asociados con el conjunto

de datos {(z,, F,) :
compacto no vacio G C R? tal que

G = | w.(G).

n=1

Demostracion: Se define una métrica d sobre R? por

d((z1,91) ; (22, 42)) = w1 — 2| + 0 [ th — 2 |

n = 1,2,..., N}. En particular, hay un tdnico conjunto

donde 6 es un nimero real positivo. Sea n € {1,2,..., N}. Sean los niimeros

G, Cn, €n,y fr, €NtONCES tEnemos

d (wn(z1,91), wa(T2,72)) =

IN

d ((anmy + €n, cny + dytn + fn)

(anTa + €, ity + dpyo + fn))

anlz1 — 22| + Olen (11— 22) + dp (Y1 — 2) |
(lan| + Olca]) |21 — 2| + Oldnlly1 — y2]
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|"En_$n71|

Noétese que |a,| = e < 1 porque N > 2.Sic¢i =cy =---¢, = 0 entonces
elegimos € = 1. De otra manera elegimos

min{l — |a,|: n=1,2,..,N}

0 —
{2|en|: n=1,2,...,N}

Entonces se sigue que

d(MN(x17yl)vwn(x2792)> < (|an| + Q|Cn|) |x1 - :L‘2| + Q|dn||y1 - y2|
< alxy — za| + 05]y1 — yol
< max{a,}d (21 — 1), (22 — ¥2)) ,
donde
1 A : =1,2.... N
Y - 7+max{\an\ n ,2,.., N} <1
2 2
0 = méx{|d,]: n=12,...N}<Ll
]

Ejemplo 6. Consideremos los puntos (0, 0), (30, 50), (60, 40), (100, 100) y los
factores de escalamiento vertical 0.5, —0.5, y 0.23. El resultado de correr el
programa 1 es la grafica de la Figura E| . Dicha grafica corresponde a la IFS
que pasa a través de los puntos H y es el tnico atractor admitido para los datos
para los factores de escalamiento vertical mencionados (siguiente teorema).

B0

a0 / e *"‘T

Figura 3.3: Grafica de interpolacién fractal para los puntos
(0,0), (30,50), (60,40), (100,100)

Teorema 8. (Ijnico atractor) Sea N un ntimero entero positivo mayor que 1.
Sea {R* w,,n =1,2,..., N} denotan los IFS definido anteriormente, asociados

lEjemplo que muestra Barnsley para mostrar la funcionalidad de su algoritmo. Este ejemplo fue
reproducido exitosamente usando el programa del Anexo A.l.

2Gréfica obtenida con el programa 1. Anexo .1.1
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con el conjunto de datos {(x,, F,) : n = 1,2,...,N}. Sea el factor de escala
vertical d,, que obedece 0 < d, < 1 paran = 1,2,..., N, de modo que la
IFS es hiperbdlica. Sea G que denota el atractor de la IFS. Entonces G es
la grafica de una funcién continua f : [zg,xy] — R que interpola los datos
{(z;, F;) :i=1,2,..., N}. Esto es,

G =A{(z, f(z)) : x € [xo, zN]},

donde
f(z;) = F; para1=0,1,2,3, ..., N.

Demostracion: Véase [2]

Definicion 24. La funcién f(x), cuya grafica es el atractor de un IFS

se llama una funcién de interpolacién fractal correspondiente a los datos
{(z;, F;) :i=1,2,..., N.

Una consecuencia del hecho de que la IFS {R?;w,,n = 1,2, ..., N} asociada a
un conjunto de datos {(x,, F,) : n =1,2,..., N} es hiperbdlica es que cualquier
conjunto Ay € H (R?) conduce a una secuencia de Cauchy de conjuntos {A,}
que converge a (G en la métrica de Hausdorff. En la forma usual definimos

W H (R?) — H (R2) por W(B) = UY_,w.(B), VBeH (R.

Entonces {4, = W"(Ap)} es una sucesion de Cauchy converge a G en la
medida de Hausdorff. Esto se muestra en la Figura 3.4 (Figura tomada de [2]).

3.2. Interpolantes con FIF’s Polinomiales (con
C" FIF’s)

[21] En la practica, es menos probable que se quiera reconocer una C™ FIF para
la construccién de una interpolacion través de determinados puntos (x;,y;).
Las mas simples C™ FIF’s se construye a partir de polinomios de grado n + 1.
Con todos los a; puestos como 0, el resultado es un spline clasico, pero el caso
general ofrece algunos nuevos giros algebraicos.

Teorema 9. [2I] Dados un entero positivo n, puntos de interpolacién
(z;,y;) conj = 1,2,..., N, factores de contracciéon horizontal a; = mé;%gol
y factores de contraccién vertical a; con |y < af. Suponga que f es una c"
FIF asociada con estos parametros donde las ¢;’s son polinomios de grado a lo
mas n + 1.

Sea r; el vector n-dimensional dado por (r;); = f®(x;), k = 1,2,...,n. Sea
y = (Yo, Y1, -, yn). Hay n X n matrices Cy y Dy y una n X (N + 1) matrices
Ex dependiendo solamente de a;, «; tal que

CNr0+ (DN — I)rN+ENy= 0
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\ \_//
}RN \,‘j“\;‘i\

Figura 3.4: Los ejemplos de la convergencia de
una sucesion de conjuntos {A,} en la
métrica de Hausdorff, a la gréafica de
una funcién de interpolacién fractal.

donde I es la matriz identidad. Cualquiera de las dos Cy o (Dy — I) o ambas
pueden ser singulares. Ambas son no singulares si, para los a; dados, los «;
son lo suficientemente cercanos a 0.

Demostracion: Para continuar con la demostracion véase [21].

Finalmente (de la demostracién) obtenemos las férmulas recursivas

C; = T (Cj1—B5y)
Dj = erDjfl—i_ﬁ] j:172,...,N
By = TiE; 1+ P

J

3.3. FIF’s lineales

Como un caso particular de los interpolantes con FIF’s polinomiales tenemos
los FIF’s lineales, que suelen ser mas facil de usar.

Definimos una Funcion de Interpolacion Fractal Lineal que se obtienen a partir
de mapeos afines

r — Xy

=0y Tt ey,
(zn — 20)

Ln(l‘) =Tp_1+ (xn - zn—l)
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Fn(xvy)zcn'x+dn'y+fn

donde las constantes reales ¢, y f,., dependiendo del parametro ajustable d,,,
son elegidos para asegurar

Fo(®o,90) =¥Yn1 Y Fal@n,yn) = Yn.
Esto es; d, € (—1,1) es elegido y entonces

(yn — Yn—1 — dp - (yN - yo))
(N — 20)

by, =

Jn =Yn-1—dn-yo—bn - o paran € {1,2,...., N}.
Entonces w,, mapea el paralelogramo P sobre el paralelogramo P, (Figura .

(xn, ¥n)

(%0, Yo)

Figura 3.5: Paralelogramo de wy,
Encontrar una IFS hiperbélica de la forma {R? z;,w,} donde w; y wy son
transformaciones afines en R? cuyo atractor es la funcién cuadratica que
interpola los datos (0,0), (1,1) y (2,4).
Solucion:
Se pide encontrar una IFS cuyo atractor sea una parabola que pase por los

puntos. La forma de la pardbola esta definida por Az? + Bx + C, entonces
definimos f(x) = 22 y las IFS de la forma

) R ) 9 R V) R O R A T RS 9

sustituyendo en los sistemas de ecuaciones

(i) = erriren) w(ih) = (e, )

asi que en para ambos casos tenemos que
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(a;x + &) = c;x + diz® + f;

entonces calculamos

o_1-0_1 _0-0__
179 _0 2 "o 0
2-1_1 _2-0_
Ao == —— = — = — =
T 20 2 790
1-0 . 0-0 1 0—0 0-0
e A % - —d _
A=y hypT3 % h=ggdhy=0
4-1 4-0 3 2-0 0-0
@=5 g b= 72 L= hy

de esto se obtiene

()

1
= (2 — 2d1) x + dll'z

1 2

al resolver la ecuaciones

;—le—O
-
ahora
1, _ 9 2
4x +x+1—2x 2dax + doz” + 1
1:2—2d2
ol

también tenemos c; = 0y co = 1 y finalmente

(-6 90 ~)-C

La gréfica es la siguiente: (figura

== O
~
/N
< R
~_
+
7 N
— =
~_—
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Figura 3.6: Interpolacion fractal de los puntos (0,0), (1,1)
y (2,4) con d1 = d2 = %
Obtenida con el programa 2 (Anexo A.2.) .

[22] Ejemplo 7. Consideremos la funcién de interpolacién lineal para los
puntos (0,0), (1,1) y (2,0) con los factores de escalamiento vertical d; = dy =

L encontramos que
x " 1
y 1)’

29

= O
~
PR
< R
~__
S
(V)
PR
< &y
~__
Il
VR
| N =
DN |
= O

1
Ly(z) = §x+1, Fi(z,y)=—=x+ -y +1

08 /
06
041

02}

Figura 3.7: Interpolacién fractal de los puntos (0,0), (1,1)
y (2,0) con d1 = d2 = %
Obtenida con el programa 2 (Anexo A.2.) .

Sin embargo, para los mismos puntos podemos definir otra funciéon de
interpolacién fractal. Una buena interpolacién para los datos es la funcion

3Las gréficas fueron obtenidas con los programas del Anexo A.1.



72 3.4. Dimension fractal de una funciéon de interpolacién fractal

f(x) = 22 — 22 en el intervalo [0, 2]. Entonces pedimos que G sea el atractor
de la IFS hiperbdlica {R?; w1, ws}, donde

()= 96) =0)-(96)-0)

El atractor G = w(G) Uws(G) es la siguiente gréfica [ (Figura [3.8):

N 02 0.4 0.6 U‘E 1 1.2 1.4 18 1.8 \é
Figura 3.8: Atractor G = wi(G)Uwa(G)
Las FIF correspondientes son:
1 1 1
Li(z) = 2% Fi(z,y) = Sty
Ly(z) ! +1 Fy(z,y) ! + ! +1
r) = =x x,Y) =—=x+ —
2 9 3 2\ T, Y 9 4y

Ejemplo 8. Sea f la FIF que pasa a través de los puntos (0, 0), (%, 1), (%, —1),(1,0)
con

1 3
Li(z) = 27 Fl(xay)zzy‘f'%
1 1 3
3 1 3
Ly(x) = 1+1x F3(3573/):Zy—1+55

La grafica de dichas FIF’s es la SiguienteE] (Figura :
3.4. Dimension fractal de una funcién de

interpolacién fractal

Teorema 10. Sea N un entero positivo més grande que 1. Sea {(z,, f,) €
R?:n =1,2,..., N un conjunto de datos. Sea {R?* w,,n =1,2,..., N} una IFS

4Gréfica obtenida con el programa 2. Anexo A.2.
5Gréfica obtenida con el programa 1. Anexo A.1.
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Figura 3.9: Interpolacion fractal de los puntos
(07 0)7 (%7 1)7 (%7 _1)7 (17 O)

asociada a dichos datos.

El factor de escalamiento vertical d,, obedece que 0 < d,, < 1. Sea G que
denota el atractor de la IF'S, de modo que G es la grafica de una funcién de
interpolacién fractal asociada a los datos. Si

N
> |da| > 1,
n=1

y no todos los puntos de interpolacion se encuentran en una sola linea recta,
entonces la dimensién fractal de G es la tinica solucién real D de

N

d,|aP~t =1.
> dalay,
n=1

De lo contrario, la dimensién fractal de G es uno.

Ejemplo 9. Sea el conjunto de datos {(0,0),(1,1),(2,1),(3,2)}. Vamos
a construir la interpolacién fractal con diferentes dimensiones D. con los
factores de escalamiento vertical di = —dy = d3 = 3P2 para D =
1,1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6 y 1.7,. D es la dimensién fractal de la funciéon de
interpolacion fractal.

(a) (b)
D=1,d =3"'1=033 D=11,d; =37°°=0.37



74

3.4. Dimension fractal de una funciéon de interpolacién fractal

D=16,d =3% =064

D=17d =3 =0.72

Figura 3.10: Miembros de la familia de funciones de
interpolacion fractal correspondientes a las
diferentes dimensiones fractales D. Gréaficas
obtenidas con el programa 1. Anexo A.1



Capitulo 4

Analisis de los métodos
propuestos

La interpolaciéon polinémica consiste en obligar a que la funcién interpoladora
sea un polinomio. Este tipo de interpolaciéon posee la ventaja de que los
polinomios son funciones muy faciles de tratar y ademas son sencillas de
derivar e integrar. No obstante, la interpolacion polinémica no es adecuada
para aproximar funciones que son acotadas ya que los polinomios no tienen
esta propiedad. El caso mas sencillo de interpolacion sera intentar hallar una
funcién (polindmica) que pase por dos puntos. En este caso, sabemos que por
dos puntos diferentes pasa una tnica recta (polinomio de grado 1). Lo mismo
sucede con tres puntos distintos por los que pasa una unica parabola (polinomio
de grado 2).

4.1. Construcciones preliminares

Ahora se aborda el problema de construir un polinomio que coincida en un
numero especifico de puntos. Dados n+ 1 puntos distintos x; , 2 =0, ...,n y los
valores de y; para el respectivo x;, el polinomio de menor grado n que coincida
con y(z;) es el polinomio de interpolaciéon en los puntos z;, i=0,...,n.

75
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Asf es como llamamos p(z) a este polinomio [[] de grado n tal que p(z;) =
f(&:z) = Yi, ZIO,,TL

Notamos que el polinomio p es tnico, pero admite diferentes representaciones,
diferentes formas de implementacion, atendiendo a la base elegida en la
construcciéon. Respecto a esto, se tiene varias consideraciones:

1. El orden de los datos no influye en el polinomio, aunque si posiblemente
en su representacion.

2. La eleccién de la base de los polinomios de grado n, esto es, la eleccién
del método de construccién, no influye (salvo errores de redondeo) en el
polinomio, pero si en su representacion.

3. Desde el punto de vista numérico es de gran importancia la férmula
elegida para implementar dicho polinomio.

En una primera aproximacion se escribe:
2
p(z) = co+ c1x + coz” + -+ - + .

En términos de la base {1, z,...,z"}. Con las condiciones de interpolacién se
obtiene:

co+ a1z + cox? 4+ - 4 e, 1=0,..,n

Los procedimientos tratados en este trabajo (capitulo 2) son procedimientos
diferentes para obtener directamente el polinomio de interpolacion.

4.2. Caso de aplicacién y resultados

Para empezar a analizar los métodos tradicionales de interpolacién necesitamos
datos para trabajar con ellos y hacer una comparacion. Intencionalmente, los
datos fueron elegidos de tal forma que al graficarlos en el plano no pudiese
intuir un comportamiento. Los datos presentan una dispersién considerable,
es por ello que parecen ser utiles para el tratamiento y analisis que se les dara.

Se eligi6 el caso del andlisis de los chirridos de los grillos, los cuales se piensa
que estan relacionados con la temperatura del ambiente.

Se mide la frecuencia (el nimero de vibraciones por segundo de un ala) de
chirridos (o pulsos de sonido) realizados en un terreno de grillos sometido a
diferentes temperaturas. Dado que los grillos son ectotermos (de sangre fria), la
tasa de sus procesos fisiologicos y su metabolismo en general se ven influidos por
la temperatura. Por lo tanto, hay razon suficiente para creer que la temperatura

1En general, la interpolacién es el proceso matemético de calcular nuevos datos a partir de los disponibles,
procurando que comparten la misma "forma".
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tiene un efecto realmente profundo en los aspectos de su comportamiento: como
la frecuencia del chirrido emitido por ellos.

La siguiente tabla muestra la relacién entre chirridos por segundo de un campo
de grillos y la temperatura del suelo correspondiente. E|

Temperatura(°F) 69.4 71.6 75.2 76.3 79.6 80.6 83.5 84.3
Chirridos/seg. 154 16 155 144 15 171 17 18.4

Tabla 4.1: Chirridos de un grillo en diferentes temperaturas

Para comenzar con el andlisis se tratan primero las formas polinomiales. Es
asi que por el método de Lagrange, el polinomio interpolador es de la siguiente
forma:

2Datos tomados de The songs of insects, George W. Pierce, 1948, Harvard University Press in Cambridge,
Mass .
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P(z)= — 72x10"
(z — 83.5)

+ 39x107°

(z — 83.5)

— 3.7x107

(x —71.6) (x — 75.2) (x — 76.3) (x — 79.6) (z — 80.6)
(z — 84.3)
(x —69.4) (x — 75.2) (v — 76.3) (x — 79.6) (v — 80.6)
(z — 84.3)
(x —69.4) (xz — 71.6) (v — 76.3) (z — 79.6) (v — 80.6)
(z — 83.5) (v — 84.3)
+ 49x107* (z —69.4) (x — 71.6) (z — 75.2) (x — 79.6) (z — 80.6)
(z — 83.5) (z — 84.3)
— 6.9x107*(z —69.4) (x — 71.6) (z — 75.2) (x — 76.3) (z — 80.6)
(z — 83.5) (z — 84.3)
+ 6.8x107*(z —69.4) (v — 71.6) (x — 75.2) (x — 76.3) (z — 79.6)
(z — 83.5) (z — 84.3)
— 1.8 x107*(z —69.4) (x — 71.6) (x — 75.2) (x — 76.3) (x — 79.6)
(z — 80.6) (
+ 9.6 x 107°(
(z — 80.6) (

— 84.3)
x —69.4) (x — 71.6) (x — 75.2) (z — 76.3) (x — 79.6)
— 83.5)

P(x)= — 7.5x10%46.9x 10"z — 2.7 x 10%°* + 5.9 x 10*2® — 771.12* + 6.0392°
— 2.6 x107%2% +4.8 x 107°z"

Para la representacion del polinomio de Lagrange es notable la presencia del
truncamientd], pues se hace uso de la notacién cientifica para simplificar el
manejo del polinomio interpolador.

Ahora, la gréafica de dicho polinomio es la Figura

El siguiente método es el de Newton Diferencias Divididas.
La tabla de diferencias divididas es:

0.0000

0.0007  -0.0000

0.0072  -0.0015 -0.0009

0.0446  -0.0206 -0.0026  0.0071

0.2191  -0.1380 0.0329  0.0565 -0.0163

0.4823  -0.5473 0.4461 0.2686  -0.1832 -0.0710

1.7500  -0.0345 2.1000  0.1818  -1.0000 -0.1389 0.2727

Tabla 4.2: Tabla de diferencias divididas para el ejemplo.

3Factor importante en el manejo de los datos y los resultados obtenidos (pues usando un método numérico
es muy dificil obtener exactitud.)
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Chirridas / 5
=
T

Temperatura

Figura 4.1: Interpolacion con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por Lagrange

El polinomio de interpolacién resultante de usar el método de Newton es el
siguientd'}

P(x) = 15.4+0.27273(x — 69.4)
—0.070968(x — 69.4)(x — 71.6)
—0.016268(z — 69.4)(z — 71.6)(z — 75.2)
+0.0071318(z — 69.4)(x — 71.6)(x — 75.2)(z — 76.3)
—0.00087096(z — 69.4)(x — 71.6)(z — 75.2)(z — 76.3)(x — 79.6)
+4.5269(107%) (z — 69.4)(x — 71.6)(z — 75.2)(x — 76.3)
(z — 79.6)(x — 80.6)
+4.8884(107%) (z — 69.4)(z — 71.6)(z — 75.2)(z — 76.3)
(z — 79.6)(x — 80.6)(z — 83.5)

Y simplificando el polinomio tenemos:

P(r) = 0.0000487" — 0.0262° 4+ 6.0392° — 771.108z" + 59025.362°
—2708717.892% + 69003066.652 — 752748282.3

Cuya gréfica es la Figura [4.2]

Se hace notar que se obtuvo el mismo polinomio para los métodos de Newton
y Lagrange debido a que la forma de Newton es una alternativa a la forma
de Lagrange sin embargo, forma de Lagrange presenta una desventaja esencial
(esto se comenta en la siguiente seccién). Estos métodos dan lugar al mismo
polinomio interpolador porque este es tinico. La diferencia radica en la forma
en la que se obtiene (Véase primer teorema del capitulo 2).

4Este es el polinomio que arroja el programa de interpolacién de la forma de Newton, Anexo B.2.



80 4.2. Caso de aplicacion y resultados

Chirridos / s
o
T

Temperatura

Figura 4.2: Interpolaciéon con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por Newton

El tercer método es por el método de Splines ctbicos. La particularidad de
este método es que se pueden elegir intervalos a conveniencia. Para este caso
los intervalos se definen con cada par consecutivo de puntos, es decir; se
tienen 8 puntos interpoladores y en consecuencia estos 8 puntos definen 7
intervalos. Dado lo anterior, se obtienen 7 polinomios interpoladores (uno por
cada intervalo). Obteniendo la siguiente funcién interpoladora:

902.4 — 38.91z + 0.562% — 0.002723 69.4 <z <716

8995.06 — 377.99x + 5.302% — 0.024723 71.6 <x <752

—57409.10 + 2271.112 — 29.922? + 0.131323 75.2<x<76.3

P(z) =<{ —27126.15 + 1080.43z — 14.322* + 0.06322> 76.3 <2 <79.6
368917.59 — 13845.84x + 173.192% — 0.7220x 79.6 <z <80.6
—169288.39 + 6186.63x — 75.342* + 0.3058z> 80.6 <x <83.5
316591.15 — 11270.11x + 133.712? — 0.5287x3 83.0 <x <84.3

La correspondiente grafica es la Figura [4.3]
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Chirridos / &
=
T

Temperatura

Figura 4.3: Interpolacion con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por Splines cibicos

Finalmente, la forma de la interpolacion fractal, diferente (en todos los
aspectos) a las formas polinomiales es una alternativa para el mismo fin:
interpolar y de esta forma inferir acerca del comportamiento de los datos.

Por medio de la interpolacién fractal podemos obtener diferentes graficas ya
que los factores de escalamiento son arbitrarios y la forma de la grafica depende
en gran medida de estos factores. La Figura [4.4] es la grafica de interpolacién
fractal para estos puntos. Podemos observar que, aunque no es una funcién
continua hay valores suficientes en cada subintervalo definido por cada par de
puntos consecutivos como para construir una grafica. Obsérvese la mayoria de
los puntos estan por debajo de cada par consecutivo de puntos. Este hecho se
debe a que los factores de escalamiento son todos iguales y es asi que dichos
factores podrian no servirnos para una buena interpolacién.

Chirridos / 5

Temperatura

Figura 4.4: Interpolacion con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por medio de interpolacién fractal.
Los factores de escalamiento correspondientes
son: d1:d2:d3:d4:d5:d6:d7:0.5
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Podemos manipular los factores de escalamiento de manera que la grafica
resultante se parezca a una funciéon continua. Aunque, si se hace tender
el nimero de iteraciones a infinito (en la interpolaciéon fractal) la grafica
resulta ser una funcién continua. La Figura resulta de nuevos factores de
escalamiento. Esta es, quizas, una mejor aproximacién ya que no hay tantas
variaciones entre puntos muy cercanos.

Chirridos/s

Temperatura (°F)

Figura 4.5: Interpolacion con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por medio de interpolacién fractal.
Los factores de escalamiento correspondientes
son: d1 = 0.5 dg = 0.25 d3 = 0.5 d4 = 0.35 d5 =
0.25 dg = 0.30 d7 = 0.52

Sin embargo, para mostrar una de las ventajas de la interpolacién fractal,
se proponen nuevos factores de escalamiento, de tal manera que la gréfica
de parezca lo mas posible a las graficas de los métodos anteriores cuya
caracteristica principal, por ser polinomios, es la continuidad y la suavidad. Al
variar dichos factores de escalamiento se obtienen muchas graficas. Un ejemplo,
una més es la Figura [1.6] aunque se puede notar que atin presenta variaciones
muy grandes en dos subintervalos; el tercero y séptimo.
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Chirridosfs
a*
-

Temperatura (°F)

Figura 4.6: Interpolacion con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por medio de interpolacién fractal.
Los factores de escalamiento correspondientes
son: d1 = 0.1 d2 = 0.25 d3 = 0.5 d4 = 0.35 d5 =
0.25dg = 0.30d7 = 0.25

Finalmente, al usar nuevos factores de escalamiento podemos obtener una
grafica que se parece mas a una funcién continua (aunque en iteraciones
infinitas esta también lo es), es decir; no presenta tantas variaciones como
las anteriores. Es por eso que, esta gréafica , serd tomada para seguir con la

interpolacién (Figura [4.7).

Chirridosss

| S
14 4 \M* y

i

Ternperatura (°F)

Figura 4.7: Interpolacion con los datos de chirridos de grillos
y temperatura por medio de interpolacién fractal.
Los factores de escalamiento correspondientes
son: d1 =0.1 d2 = 0.25 d3 = 0.09 d4 = 0.35 d5 =
0.25 dg = 0.30 d7 = 0.25

Es entonces que se tienen 7 Sistemas de ecuaciones que conforman el IFS, los
sistemas son los siguientes: E]

5Resultados obtenidos de correr el programa 1 de Interpolacién fractal.
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v\ _ (01477 0 () (591530
iy ) = \o.0201 0.1) \y 12.4627
oo [® 0.2416 L (548322
2\y —0.0839 025 17.9721
o 0.0738 v\ (700765
ly —0.0940 009 y 20.4808
o [® 0.2215 v\, (609295
y —0.0403 035 y 11.0346
wo [F) = (00671 0 (@) (749423
\y/) — 10.0906 025/ \y 4.8621
wo [F) Z (01946 0\ [z (67.0926
o\y) ~ \-0.0671 030/ \y 17.1377
wo (*) = (00537 0 (@) (797738
"\y) ~\0.0436 0.25) \y 10.1225

Las funciones de interpolacién fractal correspondientes a cada IFS son las
siguientes:

x
Y

(z) = 0.1477z + 59.1530 Fy(z,y) = 0.0201z + 0.1y + 12.4627
(r) = 0.2416z + 54.8322 Fy(x,y) = 0.0168z + 0.25y + 18.6856
(z) = 0.0738z + 70.0765 Fy(z,y) = —0.0919z + 0.09y + 20.4951

Ly(z) = 0.2215z + 60.9295 Fy(z,y) = —0.0302z + 0.35y + 11.106
(r) = 0.0671x + 74.9423 Fs(x,y) = 0.0906z 4 0.25y + 4.8621
(r) = 0.1946z + 67.9423 Fs(x,y) = —0.0671z + 0.3y + 17.1377
(z) Fy(z,y)

= 0.0537z 4 79.7738 = 0.0436z + 0.25y + 10.1225

I?
3 x,

Z,

Podemos seguir intentando con otros factores de escalamiento, pero obtendriamos
graficas cuyas variaciones seran mas notorias debido a que el nimero de puntos

y la distribucion de estos si afecta seriamente a la grafica de la interpolacion
fractal. Ciertamente, se debe tratar con varios factores de escalamiento,
primero con uno y dependiendo de la grafica que genera se elige el segundo y
asi sucesivamente. Sin embargo, pueden ser elegidos al azar y seguir probando
con otros aleatoriamente.

Es esta, quizas, una de las grandes desventajas de usar la interpolacion fractal.
Las graficas son muy manipulables y se pueden adaptar a lo que queremos
encontrar. Este hecho es, de igual forma, una gran ventaja si lo que queremos
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es que los datos sigan un comportamiento que nosotros queremos.

Desde luego que el lector es libre de tomar a su conveniencia dicha técnica
para manipular comportamientos de datos.

4.3. Interpolacion

Ya que tenemos las funciones que nos describen el comportamiento de los datos
en el intervalo de los puntos de interpolacién, entonces, corresponde hacer una
pregunta. ;Cudl es la frecuencia de chirridos a una temperatura, por ejemplo,
de 78.5°F.

Lo primero que debemos hacer es sustituir el valor de 78.5° en los polinomios
interpoladores de Lagrange, Newton, Splines, mas adelante explicaré cual es el
procedimiento que propongo para la interpolacion fractal.

Se decidi6é tomar este valor a conveniencia, pues, para hacer un buen analisis
de los métodos, se eligié un intervalo en el que se presentara una variacion
relativamente considerable.

Para identificar claramente que método estamos utilizando, a partir de ahora
llamaremos al polinomio interpolador de Lagrange como L(x), al polinomio
interpolador de Newton como N (z), al polinomio interpolador de la forma de
Splines S;(x).

Ahora bien, para conocer cudl es la frecuencia de chirridos que hacen los grillos
a una temperatura de 78.5° sustituimos dicho valor, primero en el polinomio
interpolador de Lagrange, de la temperatura en la funcién

L(z)= — 75x10°+6.9 x 10" — 2.7 x 10°%2% + 5.9 x 10*2* — 771.12*
+ 6.0392° — 2.6 x 107%2°% + 4.8 x 10~ %27

es decir; x = 78.5, entonces

L(785) = —7.5x10°+6.9 x 107(78.5) — 2.7 x 10°(78.5)
+5.9 x 104(78.5)> — 771.1(78.5)" + 6.039(78.5)°
—2.6 x 1072(78.5)° + 4.8 x 107°(78.5)"

L(78.5) = 13.4377

Esto es; para una temperatura de 78.5° se obtiene una frecuencia de chirridos
de 13. 4377.
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La gréafica que muestra el resultado es la Figura [4.8, El punto interpolado esté
marcado con un * verde.

13 L L L L 1 L L L
[at:] 70 72 74 76 78 80 82 84 86

Temperatura (°F)

Figura 4.8: Interpolacién de Lagrange para el punto 78. 5

Lo mismo ocurre para la forma de Newton. Ya que el polinomio interpolador
N(z) es el mismo que L(x), en consecuencia también la grafica, saltaremos el
paso de la sustitucién en el polinomio interpolador. La grafica es la Figura[4.9]

13 ! ! ! ! 1 ! ! !
[z 70 72 74 76 78 a0 gz 84 5

Temperatura (°F)

Figura 4.9: Interpolacién de Newton para el punto 78. 5

Ahora es turno de la forma de Splines cibicos. La funcién asociada a esta
forma es:

902.4 — 38.91z + 0.562% — 0.002723 69.4 <x <71.6

8995.06 — 377.99z + 5.302% — 0.024723 71.6 <2 <752

—57409.10 4 2271.112 — 29.922 4 0.131323 75.2<x<76.3

P(z) =< —27126.15 + 1080.43x — 14.32z* + 0.06322 76.3 <z <79.6
368917.59 — 13845.84x + 173.1922 — 0.7220x3 79.6 <z <80.6
—169288.39 + 6186.63x — 75.342% + 0.3058z> 80.6 < x <83.5
316591.15 — 11270.11x + 133.7122? — 0.5287x3 83.5 <z <843
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El punto 78.5 cae en el cuarto polinomio Sy(z) = —27126.15 + 1080.43z —
14.322% +0.063223 asi que en este se sustituira el valor de la temperatura para
la cual queremos conocer la frecuencia de chirridos. Entonces

Su(z) = —27126.15 + 1080.43(78.5) — 14.32(78.5)% + 0.0632(78.5)°
cuyo resultado es: S(78.5) = 13.6109

Es decir; a una temperatura de 78.5° los grillos dan una frecuencia de 13.6109
chirridos por segundo. La gréfica es la Figura [4.10]

Chirridos / 5
=]
T
|

13 1 | | | 1 1 | |
[ 70 72 74 76 78 &0 a2 84 &6

Temperatura (°F)

Figura 4.10: Interpolaciéon de Lagrange para el punto 78. 5

Finalmente el método principal de este trabajo; la interpolacién fractal. La
grafica de la interpolacién fractal esta dada por las N — 1 transformaciones
afines descritas en el capitulo 3 que son usadas para que, recursivamente, el
algoritmo programado dé los puntos que forman la grafica correspondiente,
por lo que no hay una funcién tal en la que podamos sustituir y encontrar el
respectivo valor para la incégnita. Ahora bien, esto no impide que podamos
conocer el valor buscado, o por lo menos una aproximacién. Como sabemos,
un polinomio es continuo en todo R y es por eso que hay un infinito de puntos
entre cada dos de ellos. El algoritmo de interpolacion fractal grafica puntos,
tedricamente si se grafican un infinito de puntos entonces se tiene una grafica
continua, dichos puntos son apenas suficientes para que a la vista parezca ser
una funcién continua. Desde luego que la computadora no podria, jamas ,
graficar una infinidad de puntos, es por eso que al programa, cuyo resultado es
la grafica de la interpolacién fractal, se le ha indicado que grafique tinicamente
15000 puntos. Debido a esto es muy dificil que en alguna de las iteraciones salga
exactamente el punto del cual queremos saber su valor en la grafica resultante.
Es por esto que se ha modificado el algoritmo para que con un margen de
error de 0.0001 pueda calcular el punto que buscamos. Es asi como se tiene el
programa 3 localizado en el anexo A.3.
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El hecho es que al tratarse de un sistema dindmico discreto, se necesita de una
semilla para empezar a iterar y, sin importar cual sea, al final se puede tener
una aprorimacion muy buena.

Es asi como para un valor de la temperatura de 78.5°F se tiene lo siguiente:

el programa arrojé una aproximacion para x de 78.4997 y para y de 13.5519.
En la siguiente grifica (Figura [£.11] ) se muestra dicho resultado. Esto quiere
decir que al estar los grillos en una temperatura de 78.5° estos dan 13.5519
chirridos por segundo.

18 4\}
/
t 7
F \.‘N\_ ﬂ‘rwl
16 M
,/—,-\.Mf\')\m\
N
§ 140 \N\‘ f,,/- W
', \’;‘«"

Temperatura (°F)

Figura 4.11: Interpolacion fractal para el punto 78.5

Ahora, analizamos los resultados mediante una tabla.

Forma (método) Temperatura(°F) | Chirridos / s
Lagrange 78.5 13.4377
Newton DD 78.5 13.4377
Spline cibico 78.5 13.6109
Interpolacién fractal 78.4997 13.5519

Tabla 4.3: Resultados de la interpolaciéon para el punto 78.5

No hay mucha diferencia entre los resultados obtenidos por los diferentes
métodos (tomando en cuenta que entre los métodos de Lagrange y Newton
comparados con la interpolacion fractal la diferencia es de mas de una décima).
En el caso de la interpolacion fractal se pueden generar otros resultados, sin
embargo hicimos que la grafica de la interpolacién fractal se parezca a las
otras que se habian obtenido. Debido a esto se obtienen resultados parecidos.
Es natural comparar cosas que se parecen mucho, para poder decidir cuél es
la que nos convine méas o, en caso dado, cual es la mas facil de usar e incluso
cual es la de méas agrado.
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Ahora bien, un intervalo en el que las graficas de las funciones no se parecen
es el comprendido entre los dos primeros puntos [69.4,71.6]. Para analizar el
comportamiento de los polinomios interpoladores y de la interpolacion fractal
elegimos el punto 70.5. Consecuentemente se tiene las siguientes graficas para
cada uno de los métodos analizados.

Chirridos /5
=]
T
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13 1 | | | 1 1 | |
[ 70 72 74 76 78 &0 a2 84 &6

Temperatura (°F)

Figura 4.12: Interpolacion de Lagrange para el punto 70.5
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Figura 4.13: Interpolaciéon de Newton para el punto 70.5
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Chirridos / 5
=
T
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Figura 4.14: Interpolacion por splin ctibico para el punto 70.5
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Figura 4.15: Interpolacion fractal para el punto 70.5

La tabla que muestra los resultados obtenidos es la siguiente:

Forma (método) Temperatura(°F') | Chirridos / s
Lagrange 70.5 17.2605
Newton DD 70.5 17.2605
Spline cibico 70.5 15.6612
Interpolacién fractal 70.4999 15.4603

Tabla 4.4: Resultados de la interpolaciéon para el punto 70.5

Esta vez es evidente una gran diferencia entre los dos primeros métodos
(Lagrange y Newton) y los dos siguientes pues, entre estos, existe una diferencia
de casi 2 unidades (he considerado que la diferencia de més de 5 décimas es
pardametro suficiente para decir que la diferencia es muy grande). Para las
formas de splines cubicos e interpolacion fractal no hay mucha diferencia. Se
puede pensar que tal vez los mejores métodos que se pueden usar para este fin
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son splines cubicos y la interpolacién fractal. Desde luego que esta es sélo una
propuesta. De tal forma que propongo a la interpolaciéon fractal como un buen
método para interpolar.

Dado que los resultados de las formas de Lagrange y Newton son los
mismos (debido a la propiedad de unicidad, entonces sélo cambia la forma
de obtenerlos) Podria dar los mismo elegir cualquiera, sin embargo la forma de
Newton requiere de menos operaciones y en cuestiones de computo eso genera
menos costos. Ademas de las ventajas que la forma de Newton representa.

Es bien sabido que la interpolacién por Splines (ctibicos) es muy usada por
la enormes ventajas que estos representan. Observamos que los resultados
que arrojan la interpolacion por splines y la interpolacion fractal son muy
parecidos, de forma que si decidimos tomar a la interpolacion fractal para
describir el comportamiento de nuestros datos seria una buena opcion. De
hecho, la mayoria de los fenémenos en la naturaleza no se aproximan a lo
descrito por una curva suave, para tener un mejor modelo propongo a la
interpolacion fractal porque esta representa de mejor manera un fenémeno.
Por ejemplo, un fenémeno que tiene que ver con seniales o pulsaciones como
los chirridos que producen los grillos a una determinada temperatura.

Por otra parte, Barnsley [2] usa, principalmente, las funciones de interpolacion
fractal para aproximar componentes de una imagen, tales como; perfiles de
montanas, nubes, etc. Y para construir una imagen se hace un montaje de
varios de estos elementos, pero cada componente es modelado de manera
independiente. Debido a la complejidad de dichos elementos, no es posible
construirlos con funciones elementales o graficas de funciones euclidianas.

De tal forma que la interpolacion fractal provee de un medio alternativo para
el ajuste de datos experimentales, que debido a su naturaleza (comportamiento
atipico) resultaria no factible usar un modelo con funciones elementales. Por
ejemplo, la geometria clasica no seria una buena herramienta para el analisis de
de voltajes, en el cerebro humano, tal como lo muestra un electroencefalograma.
Es asi que las funciones de interpolacién fractal pueden ser usadas para ajustar
dichos datos experimentales.

Y de igual forma, las funciones de interpolaciéon fractal comparten con las
funciones elementales el caracter geométrico, es decir; se pueden representar
por férmulas y se pueden computar. Sin embargo, la principal caracteristica y
diferencia es su caracter fractal.

4.4. Generalidades (observaciones)

4.4.1. Lagrange

Recordemos el polinomio de interpolacién de Lagrange:



92 4.4. Generalidades (observaciones)

p(x) = >_viLi(x). (4.1)

con

El célculo del polinomio de interpolacion a partir de la férmula mencionada
requiere de muchas operaciones. Ademas una vez determinado el polinomio de
interpolacion en los puntos {zo, ..., z,} C [a,b]. Si anadimos un nuevo punto
xn41 distinto a los anteriores y queremos hallar el polinomio de interpolacién
de los nuevos puntos {zo, . .., Z,, T,+1} debemos repetir todo el proceso, dado
que cambian todos los polinomios basicos

{Lo(x), ..., Ln(x)}.

Observaciones

a) Uno de los métodos fundamentales para encontrar una funciéon que pase
a través de datos es el de usar un polinomio.

b) Seemplea generalmente para interpolar funciones complejas e implementar
facilmente en la computadora.

c) Las funciones L;(x) son independientes de los datos y;, i = 0,...,n
dados.

d) La férmula representa de forma explicita la solucién en términos de los
datos. Una vez calculadas las funciones L;, ¢ =0, ...,n se puede escribir
inmediatamente el polinomio de interpolaciéon de cualquier funciéon en
los puntos x;, ¢ = 0,...,n incorporando los datos y;, ¢ = 0,...,n
correspondientes.

e) Esta férmula es de mayor interés tedrico que préctico, aunque existen
algoritmos para calcular de manera eficiente la férmula de Lagrange. ﬁ

f) Esta férmula tiene el inconveniente de que si se anade otro punto de
interpolacién, el nuevo polinomio de interpolacién no se puede calcular
a partir del anterior, habria que repetir todo el proceso.

g) No siempre funciona correctamente con cantidades mayores de seis
puntos.

6Tal algoritmo se encuentra programado en el anexo B.1.
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h) Es complicado para célculos manuales.

i) Al existir una creciente variacién entre puntos de control consecutivos,
genera que la aproximacion entre estos dos puntos sea muy distinta a lo
esperado.

Numero total de operaciones aritméticas que se requieren para
interpolar por medio de la forma de Lagrange

Para computar (n + 1) factores (x — zy), (z — x1), ..., (x — z,,).

Para computar L;(xr) n sustracciones para el denominador, (2n — 2)
multiplicaciones para el numerador y el denominador y una divisiéon para
ambos.

Ahora, computar todos los L;(z), i=0,1,2,...,n (n+1)nrestas, (n+1)(2n—
1) multiplicaciones y divisiones.

Luego, (n + 1) multiplicaciones de L;(x) por y;, i=0,1,...,n.

Finalmente n adiciones para Y7 v L;(x).

Haciendo un recapitulado, se necesitan:

(n+1)+ (n+ 1)n = (n+ 1)? restas.
(n+1)(2n—1) + (n+ 1) = (n + 1)2n multiplicaciones y divisiones.
n adiciones en Y y; L;(x).

En total, el ntimero de operaciones aritméticas para la interpolacion de
Lagrange son

(n+1)?+(n+1)2n+n=3n2+5n+1,

donde n es el nimero de puntos a interpolar.

4.4.2. Newton

El método de Newton es un tanto mas eficiente para la construccién de un
polinomio de interpolacién.

Para empezar, supongamos que, una vez calculado dicho polinomio necesitamos
incluir otro punto de interpolaciéon. Puede haber diversas razones; se han
obtenido nuevos datos experimentales, etc. o queremos obtener los polinomios
de los distintos grados para saber cual nos interesa mas.

Dado que la formula de Lagrange no es 6ptima para esto, entonces necesitamos
una férmula que permita encontrar un nuevo polinomio de interpolacién
a partir del que ya teniamos, de forma que el trabajo realizado pueda
aprovecharse.
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Observaciones

a) Es un método de interpolacién muy preciso. m

b) Es un método muy algoritmico por lo que resulta cémodo en algunos
casos.

c) Es un método perfecto para los casos de polinomios de grados elevados.
d) Es un poco més complicado que el método de Lagrange.

e) Es complicado para célculos manuales.

Operaciones aritméticas usadas en la forma de Newton diferencias

divididas

n restas para computar (xr — ;).
n multiplicaciones por (x — z;).
n adiciones de (z — ;).
parai=0,1,2,...,(n — 1)

Las operaciones aritméticas totales usadas para la evaluacion del polinomio
son 3n.

Ahora, las operaciones aritméticas para preparar la tabla de diferencias
divididas de la forma de Newton son:

Para computar la primera columna se requiere de 2n restas y n divisiones.
Para computar la segunda columna se requiere de 2(n + 1) restas y (n — 1)
divisiones.

Para las n columnas n(n + 1) restas y 4(n + 1) divisiones son necesarias.

Entonces, el nimero total de restas y divisiones para preparar la tabla son:
n 3n
2 2

Finalmente, el nimero total de operaciones aritméticas para calcular la tabla
y el polinomio son:

nn+1)+ z(n+1)=—(n+1).

3n

5 (n+3).

3
3n+?n(n—|—1):

"Dicho algoritmo ha sido programado y se encuentra en el Anexo B.2.
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En conclusion, notamos que el nimero de operaciones aritméticas para
construir la tabla y evaluar en el polinomio interpolador es menos que
(3n? + 5n + 1) el ntimero de operaciones aritméticas que se requieren en la
forma de Lagrange.

3
3+ S+ 1) < 30% 4 50+ 1

4.4.3. Splines

La interpolaciéon polinomial se usa para interpolar datos mediante curvas
suaves, pero la interpolacion de Lagrange o Newton de un orden muy grande
ya no es usable para este propdsito ya que mientras més grande sea el orden del
polinomio interpolador, en los métodos anteriores, se produce un problema de
oscilaciones muy grandes. Para ello, los splines ciibicos presentan continuidad
C° C' y C?, por lo tanto su trazado es més suave que en los casos antes
mencionados.

Los splines ctibicos naturales se definen mediante una serie de puntos de control
y polinomios ctibicos que interpolan dichos puntos de control (el spline se dibuja
sobre los puntos de control). Si definimos un spline con n puntos de control,
los coeficientes de los polinomios dependen de todos los puntos de control.

Observaciones

a) Los splines ctibicos interpolan entre dos puntos utilizando un polinomio
de grado 3.

b) Los polinomios de grado 3 son los de menor grado que permiten la
existencia de un punto de inflexién.

c) Intentan evitar oscilaciones y complejidad de interpolacién polinémica,
al aumentar el nimero de puntos. E]

d) Si el polinomio es de grado m, 3 en este caso, se puede imponer que
la curva global sea continua hasta el orden m — 1 (C™!), en este caso:
grado 2. Es decir, podemos imponer que sea continua la curva, la primera
y la segunda derivada, es decir, curvas suaves.

Muy frecuentemente se dispone de una gran cantidad de datos relativos
a una funciéon, conocida o no, que se desea aproximar. Las técnicas de
interpolacién polindomica dan lugar en general a interpolantes que presentan
grandes oscilaciones. La interpolacion spline desempena un papel fundamental
en el tratamiento de este tipo de problemas.

8El programa de este algoritmo se encuentra en el anexo B.3.
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4.4.4. Interpolacion fractal

Hemos visto como los métodos de interpolacién tradicionales no brindan
grandes beneficios y al mismo tiempo poseen ciertas desventajas.

Ahora es turno de la interpolacion fractal. El tema principal de este trabajo
estd relacionado con la interpolacién fractal cuyos beneficios y para lo que fue
hecha tiene que ver con las graficas por computadora. Desde hace tiempo se ha
tratado de crear imagenes complejas, esto requeria de un computo muy pesado
y laborioso, hoy en dia ese no es quiza el problema ya que las computadoras
modernas pueden trabajar con un gran nimero de datos.

La palabra interpolacién nos remite a que, por medio de una funciéon, podemos
saber el comportamiento de datos a partir de s6lo un conjunto de estos.
Es por eso que la técnica de interpolacién fractal, en este trabajo, se usara
precisamente para eso, para conocer el comportamiento de algunos datos,
aunque el propoésito de la interpolacion fractal no sea precisamente el de
interpolar. En los métodos analizados anteriormente aparece una funciéon que
nos describe los datos a lo largo de un intervalo. No es el caso de la interpolacién
fractal. No podemos obtener una funcion tal. A pesar de que la gréfica, que se
obtiene por medio de los programas del Anexol, describe a los datos, esta es
generada por medio de iteraciones. Estas iteraciones se deben a que se cuenta
con n transformaciones lineales de la forma

w z\ _ f(a, O T n en

"\v ¢ dn) \Yy fa
El siguiente paso es una funciéon de conjunto valuado, porque cada punto r,
se le asocia n puntos, que se obtiene al aplicar wy, wo, ..., w, al vector r. Por

lo que ahora al aplicar iterativamente la funciéon se obtiene un conjunto de
puntos: la grafica.

El programa grafica 15000 puntos, todos ellos distribuidos de igual manera
entre cada uno de los intervalos definidos por cada dos puntos consecutivos.
Es decir, para los datos de los chirridos de los grillos y la temperatura se
tienen 7 intervalos cada uno de ellos con 2142 puntos. Esto se debe a que
en el programa interviene la aleatoriedad (k=round((N-1)*rand());), y al ser
una distribucién uniforme, entonces tenemos la misma probabilidad de que un
punto caiga en todos los casos para todas las transformaciones lineales.

En el caso en el que el nimero de puntos se haga tender a infinito dicho
conjunto de puntos nos genera una grafica continua, sin embargo debido a que
ninguna computadora puede graficar un ntimero infinito de puntos, tenemos
que tomar una cantidas considerable de ellos para construir una grafica. Y
es asi como 15000 puntos son necesarios para que a la vista esto parezca un
funcién continua (aunque no lo sea).



4. Analisis de los métodos propuestos 97

Observaciones
a) La interpolacion fractal requiere de muchas operaciones.

b) Este método no da una funcién que describa el comportamiento de los
datos.

c) Se tienen que introducir factores de escalamiento. Dichos factores son
aleatorios y son a conveniencia del usuario.

d) Presenta oscilaciones que varfan dependiendo de los factores de
escalamiento que se introduzcan para que la grafica resulte como se
quiere.

e) Para calcular el valor de un nuevo punto se tiene que tomar en cuenta
un error que depende del nimero de puntos que conformaran la grafica.

f) Se pueden tener infinidad de graficas que se pueden usar para el fin de
inferir sobre el comportamiento de los datos (pues estas dependen de los
factores de escalamiento), sin embargo el usuario tiene que elegir la que
mejor le convenga.

En este trabajo se propone que los factores de escalamiento se elijan de tal
forma que la gréafica resultante se parezca lo mas posible a una gréafica suave.
Una forma de lograrlo es poniendo factores de escalamiento negativos si se
quiere que los puntos que conforman la grafica queden por encima de los dos
puntos correspondientes y positivos si se quiere que los puntos queden por
debajo de los dos puntos en cuestién. Estos factores varian en 0 < d,, < 1.
Si se tienen n puntos entonces se tienen n — 1 factores de escalamiento cuyos
valores, mientras mas pequenos sean menos oscilaciones se presentaran a lo
largo de la grafica, esto es muy importante porque el factor de escalamiento no
solo influye en el intervalo correspondiente sino que también hace presencia a lo
largo de toda la grafica debido a la principal propiedad que tiene los fractales,
autosimilaridad. Y también a la forma en la que se construyen, por medio de
IFS’s

Hablando de la autosimilaridad, se ve a simple vista, en las graficas generadas
con la técnica de interpolacion fractal, que la misma forma prevalece a lo largo
de cada subintervalo definido por cada par de puntos consecutivos. Es decir;
la grafica de la interpolacién fractal se compone de n — 1 copias de si mismo,
solo que en cada una de ellas es afectada por los factores de escalamiento
correspondientes.

Operaciones aritméticas usadas para la interpolaciéon fractal

Para computar b = z(N) — x(1) se requiere de una resta. [

95610 en este caso usaremos a n = N — 1 donde N es el niimero de puntos interpoladores.



98 4.4. Generalidades (observaciones)

Para los elementos de la matriz de la transformacion afin asociada a la IFS:

para a(n) = (z(n + 1) — xz(n))/b se requiere de una resta y una division,

para e(n) = (z(N) * z(n) — (1) * z(n + 1)) /b se necesitan 2 multiplicaciones,
1 resta y 1 division,

para c¢(n) = (F(n + 1) — F(n) — d(n) x (F(N) — F(1)))/b hacen falta 1
multiplicacion, 3 restas y 1 division,

para f(n) = (x(N)*F(n)—xz(1)*F(n+1)—d(n)x(x(N)*«F(1)—z(1)*F(N)))/b

finalmente 5 multiplicaciones, 3 restas y 1 division.
Esto por n, ya que se deben tener n transformaciones afines.
Para calcular los puntos de la grafica:

1 multiplicacién y 1 suma para: newx=a(k)*xx+e(k);
y 2 multiplicaciones y 3 adiciones para: newy=c(k)*xx+d(k)*yy+f(k);

Se calculan 15000 puntos.

finalmente se tienen 1 operacion para b, 18n para las transformaciones afines
y 2z * 7 para graficar los puntos.

Se requieren de 1+ 18n + 7 z operaciones aritméticas. En este caso z = 15000
y se obtiene un total de 15001 + 18n donde n = N — 1 y N es el nimero de
puntos iniciales.

Si no se consideran las operaciones necesarias para generar la grafica de la
interpolacion fractal (ya que en los demés métodos no se toma en cuenta)
entonces podemos decir que es un algoritmo, computacionalmente hablando,
rapido.

En este caso de aplicaciéon se usaron 8 puntos interpoladores y las operaciones
necesarias para cada uno de los algoritmos (excepto para splines cibicos) se
muestran en la siguiente tabla.

Método Newton  Lagrange Fractal
No. Operaciones 131 233 144

Tabla 4.5: Operaciones aritméticas necesarias para tres
métodos de interpolacién

Dimensién fractal

Ya que la gréafica resultante posee propiedades fractales, al ser construida por
medio de IFS’s, entonces la dimension de tal grafica es no entera. Vamos a
usar la ecuacién de Moran para obtener la dimension de la grafica resultante.
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Se tienen los factores de escalamiento 0.1, 0.25, 0.1, 0.4, 0.25, 0.3 y 0.25.
Entonces la ecuacion de Moran queda de la siguente forma:

(o) + () (o) + () + (B + )+ (5) =

Para resolver la ecuacién vamos a usar el paquete Mathematica¥| usando la
siguiente instruccién:

FindRoot[.17d+.257d+ .17d+.4"d+.257d+.37d+.257d==1,{d,1}]

el resultado es: D = 1.37883.

Ahora, para probar esto vamos a usar un paquete llamado Fractal Analysis.
que usa el algoritmo de conteo de cajas para calcular la dimensiéon de una
imagen. Se tiene la grafica de la interpolacién fractal E y es usada para el
andlisis en dicho paquete, Figura: [£.16]

Figura 4.16: Grafica de la interpolacion fractal tinicamente
con los puntos, lo necesario para su andlisis de
dimension.

Una vez abierta en el paquete, este nos arroja un resultado esperado, dimension
no entera como muestra la Figura: [£.20]

10Se us6 Wolframalpha, una aplicacién de Mathematica para la Web. la direccién es:
http://www.wolframalpha.com/

HTiene que ser en formato .bmp. Matlab permite guardar la grifica en formato de imagen con esta
extension
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Figura 4.17: Resultado del paquete: Dimensién
fractal. Encerrada en rojo.

El resultado es una dimension fractal de 1.12. Comprobamos asi que la gréfica
de la interpolacién fractal cumple con una de las propiedades mas importantes
de los fractales.

4.5. Error

Como deseamos utilizar el polinomio de interpolaciéon para sustituir la funciéon
f en puntos que no pertenecen al conjunto de puntos de interpolacion
{zo,...,%n, Tns1} estamos interesados en estimar el error

En(n) = f(il?) - Pn(x)> S [aa b]

Sin hipétesis adicionales, no podemos decir nada acerca de esa cantidad pues
podemos cambiar la funcién f en puntos que no sean los de interpolacién.
Ademas si la funcion f estd tabulada y no se conoce su expresion analitica,
entonces, estrictamente hablando, es imposible estimar el error correspondiente
al polinomio de interpolacion.

Para la interpolacion fractal tampoco existe una funciéon con la cual se pueda
comparar para estimar un error. A pesar de esto, no quiere decir que no exista
un error. Debido a que la cantidad de puntos es finita, es muy dificil que en
alguna de las iteraciones el punto en cuestion sea exactamente el buscado.

En el caso de la interpolacion polinomial nos hay problema a la hora de querer
conocer el valor de un punto que se encuentra en el intervalo, por ejemplo; en la
seccion anterior se hizo una interpolacion para el punto 78.5, basta solamente
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sustituir dicho valor en el polinomio interpolador y el resultado es inmediato.

Para la interpolacién fractal se ha modificado el programa 1 (Anexo A.1.) de
tal forma que cuando el punto a interpolar sea muy cercano, con una diferencia
a lo mas de £0.001 (el error tiene que estar entre £0.0001 y £0.001), entonces
se tome ese punto y que el programa arroje el valor. Es asi que se tiene lo
siguiente:

Modificacién al algoritmo original

if xx>=70.499 y xx<=70.501 (error permitido)

plot(xx,yy,’g*") (grafica el punto buscado)

XX (valor de la coordenada en x)
vy (valor de la coordenada en y)
end

Con esto se obtienen los resultados de la interpolacién para los puntos 78.5 y
70.5 que se muestran en las tablas [£.3] y [.4] correspondientes.

Asi es como estos dos resultados cumplen con las caracteristicas deseables de

error (Tabla [4.6).

Interpolacién fractal | 78.4997 | 13.5519
Interpolacién fractal | 70.4999 | 15.4603

Tabla 4.6: Resultados de la interpolacion para los puntos 78.5
y 70.5

Para ser més precisos podriamos graficar una cantidad muy grande de puntos
y asi minimizar el error. Entonces la probabilidad de que, incluso durante las
iteraciones se llegue a presentar el punto exacto para el cual queremos saber
la interpolacién correspondiente, es mas alta y quizas en vez de graficar 15000
puntos se puedan graficar 100000. El problema es que esto toma mucho tiempo
(relativamente) pues depende de la computadora con la que se esté trabajando.

Actualmente, creo que la cantidad de operaciones ya no es un problema, pues
los equipos de cémputo son mas robustos y soportan y realizan una gran
cantidad de operaciones tan rapido que esto deja de ser un problema a tomar
en cuenta.

La siguiente figura es la grafica de la interpolacién fractal con un total de
50000 puntos cuyo programa arrojé tres resultados diferentes. (Los resultados
son para el punto 78.5).
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Chirridos/s

Temperatuta [°F)

Figura 4.18: Resultado para 10000 iteraciones
x=78.5004 y=13.5331
x=78.5004 y=13.5331

] N
g

Chirridos/s

Ternperatura [*F)

Figura 4.19: Resultado para 50000 iteraciones
x=178.4999 y=13.5463
x=78.5007 y=13.5396
x=178.5003 y=13.5434
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Chirridos/s

Temperatura [°F)

Figura 4.20: Resultado para 100000 iteraciones
x=78.5009 y=13.5357
x=78.5001 y=13.5445

Si bien el error depende del nimero de puntos que se grafiquen, la distribucién
de los puntos es equitativa en cada uno de los intervalos. Es decir; si se grafican
1000 puntos, hay (aproximadamente) 142 puntos en cada intervalo.

Mientras mas puntos se grafiquen la grafica parece, a la vista, ser una
curva continua. Para una tultima prueba, se traté con 1000000 de puntos.
Afortunadamente, el programa arrojo el valor exacto buscado, 78.5000. Pero
antes se incrementé la exactitud, se le pidié al programa que nos arrojase un
valor entre 78.4999 y 78.5001.

Para 1000000 puntos el programa arrojo dos resultados:

x = 78.4999 y = 13.5463
x = 75.0000 y = 13.5452

Es notable que mientras mas puntos tenga la gréfica, la probabilidad de que
se encuentre el valor exacto es mayor.






Capitulo 54

Conclusiones

Con la técnica de interpolacion polinomial cldsica al aumentar el nimero
de puntos de interpolacion, aumenta el grado del polinomio. Como se sabe,
los polinomios de grado alto plantean problemas de estabilidad debido a su
caracter oscilatorio. Ademas su célculo requiere de un niimero de operaciones
relativamente grande, con el consiguiente aumento de los errores de redondeo.

La elecciéon del tipo de funcién y la forma de aproximarla se aborda
matematicamente desde diferentes puntos de vista segin la naturaleza del
problema y el conocimiento que se tenga de la funcién original.

Los resultados obtenidos muestran que la interpolacién fractal es una buena
herramienta cuando las caracteristicas del problema, tales como una dispersién
notablemente grande o que el problema obedezca a un comportamiento no
tratable por funciones elementales, permiten su uso.

El algoritmo de la interpolacion fractal propuesto por Barnsley genera la gréfica
de las funciones de interpolacién fractal. Sin embargo, s6lo hace eso. El objetivo
es interpolar y para eso, después de haber obtenido las FIFs, necesitamos
saber los valores que toman valores desconocidos mediante un tratamiento no
encontrado en la literatura. La modificacion que hice al algoritmo me permitié
hacer esto, sin dejar atras el respectivo error; consecuencia de tratarse de un
método iterativo.

En cuanto a los factores de escalamiento, su manipulacion presenta un
inconveniente si no se cuenta con tiempo para tratar con varios de ellos.
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Estos factores de escalamiento plasman la autosimilaridad a diferentes escalas,
caracteristica esencial de los fractales. De hecho, los sistemas de funciones
iteradas, que son a su vez mapeos afines, definen las caracteristicas fractales
que se presentan en el primer capitulo. Es por eso que, como resultado natural,
la grafica de la interpolacién fractal presentd dimensién no entera.

Elegir los factores de escalamiento de tal forma que la grafica resultante se
parezca lo més posible a una funciéon continua, es para establecer el puente
entre un sistema dinamico discreto y las funciones polinomiales que también
son mencionadas en el capitulo 2.

Los métodos clasicos de interpolacién fueron usados para mostrar que la
interpolacién fractal es una herramienta por demas aceptable para el ajuste
de datos experimentales. Para lograrlo, el problema de biologia fue una buena
opcion debido a la su naturaleza. Y, tomando en cuenta las caracteristicas
de cada uno de los métodos presentados, se pudo establecer una comparacién
entre lo tradicional y la nueva propuesta; objetivo de este trabajo, mostrando
asi los inconvenientes y la factibilidad de uso de esta técnica.

Es por eso que para el desarrollo de esta tesis recurri a la mencién del error
como algo inherente al tratarse de un ajuste y una aproximacién. Cuya teoria
tradicional esta bien establecida para las formas polinomiales pero no para el
caso de la interpolacién fractal.

Es conveniente decir que al tratarse de un sistema dinamico discreto, se toman
conceptos como; atractor, que es la grafica resultante de iterar con las funciones
de interpolacién fractal. Siendo las funciones de interpolacién fractal lineales
la base de este procedimiento. Y cuyas caracteristicas fractales hacen de este
método la diferencia frente a lo polinomial (a lo clasico).

Por otra parte, la mayoria de los métodos propuestos fue computado para
mostrar que el nimero de operaciones necesarias para cada método es
importante si nos interesa el factor tiempo. Hoy en dia los equipos de
computo son tan sofisticados que esto podria dejarse atras, pues los costos
computacionales no presentan un problema tratandose de una cantidad de
operaciones relativamente pequena.

El hecho de que en la ciencia se trate de hacer modelos mas realistas nos orilla
a crear y experimentar con nuevos métodos. Los mas simples son continuos, sin
embrago, en otros dominios, la realidad de revela tan irregular que el modelo
continuo fracasa y puede no servir como aproximaciéon al fenémeno.

Es por eso que debo senalar el hecho, y objetivo de esta tesis, de proponer la
técnica de interpolacion fractal como un método viable y bastante aceptable
para ajustar datos. Asi mismo me atrevo a proponer la inclusién de dicha
técnica en el temario de alguna de las materias como métodos numéricos o
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sistemas dinamicos.

Adicionalmente de cumplir con el objetivo principal, creo que atin hay muchas
cosas por hacer. Pero considero que esto es suficiente para mi cometido. Sin
embargo, todavia se puede seguir contribuyendo al desarrollo de esta técnica
usando, por ejemplo, IFSs no hiperbdlicas o llegar a tratar la técnica con
conceptos propios de caos y obtener resultados colaterales y/o derivados de
este trabajo que pueden ser considerados como trabajos futuros.






Anexo A

Programas de Interpolacion
fractal

Los siguientes programas fueron hechos en MATLAB v7.12.

A.1. Programa 1

Programa para interpolacién fractal en el cual se calculan las constantes

ana CT'L? en y fn

El programa es una adaptacion del algoritmo de Barnsley para interpolacion
fractal que aparece en su libro Fractals Everywhere [2].

hold on

%Coordenadas de los puntos a interpolar

x=[x(1) x(2) ... x(DT;

F=[F(1) £(2) ... F(D];

/%Factores de escalamiento
d=[d(1) 4(2) ... d(N-1)];

N=length(x);
a=zeros(1,N-1);
e=zeros(1,N-1);
c=zeros(1,N-1);
f=zeros(1,N-1);
for n=1:N-1

b=x(N)-x(1);

a(n)=(x(n+1)-x(n))/b;
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e(m)=(x(N)*x(n)-x(1)*x(n+1))/b;
c(n)=(F(n+1)-F(n)-d(@m)*(F(N)-F(1)))/b;
f(n)=(x(N)*F(n)-x(1)*F (n+1)-d(n) * (x (M) *F (1) -x (1) *F(N)) ) /b;

end

xx=x(1);
yy=F(1);

for i=1:15000

k=round ((N-1)*rand());
if k<1

k=k+1;
end

J%transformacién afin
newx=a (k) *xx+e (k) ;

newy=c (k) *xx+d (k) *yy+f (k) ;
XX=Newx;

yy=newy;

plot(xx,yy,’.’, Markersize’,2)

end

A.2. Programa 2

En este programa se tienen que ingresar los valores de las constantes a,,, c,, e,
Y fa-

hold on

%Coordenadas de los puntos a interpolar

x=[x(1) x(2) ... x(D];

F=[F(1) £(2) ... FDI;

J%Factores de escalamiento
d=[d(1) d4(2) ... d(N-1)];

N=length(x);

a=[a(1) a(2) ... a(N-1)];
e=[e(1) e(2) ... e(N-1)];
c=[c(1) c(2) ... c(N-D]I;
f=[£f(1) £(2) ... £(N-1)];
xx=x(1);

yy=F(1);

for i=1:5000

k=round ((N-1) *rand());
if k<1

k=k+1;
end

J%transformacién afin
newx=a (k) *xx+e (k) ;

newy=c (k) *xx+d (k) *yy+f (k) ;
XX=newx;

yy=newy;

plot(xx,yy,’.’, Markersize’,2)

end
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A.3. Programa 3

Programa modificado para poder encontrar el valor correspondiente del dato
que se quiere.

%Programa de interpolacién fractal
axis([69 85 10 19]1)

clear;

clc

hold on

x=[69.4 71.6 75.2 76.3 79.6 80.6 83.5 84.3];
F=[15.4 16.0 15.5 14.4 15.0 17.1 17.0 18.4];
d=[0.1 -0.25 0.09 0.35 0.25 0.3 0.25];

N=length(x);

a=zeros(1,N-1);
e=zeros(1,N-1);
c=zeros(1,N-1);
f=zeros(1,N-1);

for n=1:N-1

b=x(N)-x(1);

a(n)=(x(n+1)-x(n))/b;

e(n)=(x(N)*x(n)-x(1)*x(n+1)) /b;
c(n)=(F(n+1)-F(n)-d(n)*(F(N)-F(1))) /b;

£ (n)=(x(N)*F (n)-x (1) *F (n+1) -d (n) * (x (N) *F (1) -x (1) *F (N) ) ) /b;

end

xx=x(1);
yy=F(1);

for i=1:15000

k=round ((N-1) *rand()) ;
if k<1
k=k+1;
end
newx=a (k) *xx+e (k) ;
newy=c (k) *xx+d (k) *yy+f (k) ;
XX=newx ;
yy=newy;

%modificacién al algoritmo original

if xx>=70.4999 && xx<=70.5001 Yerror permitido
plot(xx,yy,’g*’)
xx %valor de la coordenada en x
yy %valor de la coordenada en y

end

plot(xx,yy,’.’, ’Markersize’,2)
end

plot(x,F,’r*’,’Markersize’,5)
xlabel (’Temperatura’) ;
ylabel(’Chirridos’)






Anexo B

Programas de interpolacién

clasica

B.1.
de Lagrange

clc

clear

xi=[69.4 71.6 75.2 76.3 79.6 80.6 83.5 8
yi=[15.4 16.0 15.5 14.4 15.0 17.1 17.0 1

n=length(xi);

x=sym(’x’); %esta funcién nos permite dejar la variable

for j=1:n
producto=1;
for i=1:j-1

Programa de interpolacién por el método

3];
4]; % entrada de datos.

producto=producto*(x-xi(i)); % céalculo del producto 1 superior de L

end

producto2=1;

for i=j+1:n
producto2=producto2*(x-xi(i)); %

end

producto3=1;

for i=1:j-1

célculo del producto 2 superior de L

producto3=producto3*(xi(j)-xi(i)); % calculo del producto 3 inferior de L

end
productod4=1;
for i=j+1:n

producto4=productod*(xi(j)-xi(i)); %calculo del producto 4 inferior de L

end

L(j)=(producto*producto2)/(producto3*productod) ;

fprintf(’\n L%d:\n’,j-1)

%calculos de las L para
%poder hallar el polinomio

disp(L(j)) %la funcién disp nos permite visualizar variables o texto
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’x’ como simbdélica y asi poder trabajar con ella, sin ten
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114 Diferencias Divididas

% en el workspace

end
pn=0;
for j=1:n
pn=pn+L(j)*yi(j); %calculo del polinomio interpolante
end

fprintf(’\n POLINOMIO INTERPOLADOR: \n’)

%disp(pn) % esta ejecucién la podemos utilizar cuando no necesitamos
%simplificar la expresién

pn = simple(pn); ’%este comando nos permite simplificar toda la expresién
disp(pn)

opc=input (’\n Desea aproximar un valor (si/mo): ’,’s’);

J%este comando nos permite saber si el usuario quiere obtener una
%aproximacién de un punto dado, en el polinomio que se acaba de obtener
if opc==’si’

x=input (’\n Ingrese el punto a aproximar: ’);

y=eval(pn); ’evaluar el punto en el polinomio

disp(’\n La aproximacién a f(x) es:’)

disp(y)

end

B.2. Programa de interpolacion por el método
de Newton Diferencias Divididas

clear;

clc
x=[69.4 71.
y=[15.4 16.

75.

80.6 83.5 84.3];
15. .1

6 2 76.3 79.6 3.

0 5 14.4 15.0 17 17.0 18.4]; % entrada de datos.
Xa=x;

yasy;

% Formacién de las diferencias divididas
d=zeros(length(y));
a:,1)=y’;
for k=2:length(x)
for j=1:length(x)+1-k
d(j,k)=(d(j+1,k-1)-d(j,k-1)) / (x(G+k-1)-x(j));
end
end

% Formacién del polinomio
for w=1:length(x)
ds=num2str(abs(d(1,w)));
if w>1
if x(w-1)<0
Sg1=’+’;
else
sg1=’-’;
end
end
if d(1,w)<0
sg2=’-7;
else
sg2="+7;
end
if w==
acum=num2str(d(1,1));
elseif w==
polact=[’(x’ sgl num2str(abs(x(w-1))) ’)’ 1;
actual=[ds ’*’ polact];
acum=[acum sg2 actuall;
else
polact=[polact ’.*’ ’(x’ sgl num2str(abs(x(w-1))) ’)’ 1;
actual=[ds ’*’ polact];
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acum=[acum sg2 actuall;
end
end

% Presentacién de resultados
fprintf(’x = ’);
disp(xa);
fprintf(’y = ?);
disp(ya);
fprintf (’Polinomio interpolador de Newton : %s ’,acum);
x=input (’\n Punto a interpolar x = ’);
if x>max(xa) |x<min(xa)
fprintf (’\n Punto fuera de rango. El resultado puede ser equivocado’);
end
xinterp=x;
yinterp=eval (acum) ;
fprintf(’ Y(%g) = %g ’,x,yinterp);

% Grafica de los puntos

fprintf (’\n Pulse cualquier tecla para ver la grafica de los puntos’);
pause

xg=linspace (min(xa) ,max(xa));

x=xg;yg=eval (acum) ;

plot(xg,yg,xa,ya,’.r’ ,xinterp,yinterp,’or’);

B.3. Programa interpolacién por el método de
Splines cubicos

clear;
clc
X=[69.4 71.6 75.2 76.3 79.6 80.6 83.5 84.3; 15.4 16.0 15.5 14.4 15.0 17.1 17.0 18.4]; % entrada de datos.

n=length(X(1,:));

for i=1:n;
a(i)=X(2,1);
end

for i=1:n-1;
h(i)=X(1,i+1)-X(1,1);
end

for i=2:n-1;
alfa(i)=3/h(i)*(a(i+1)-a(i))-3/h(i-1)*(a(i)-a(i-1));
end

1(1)=1;
mu(1)=0;
z(1)=0;

for i=2:n-1;
1(i)=2*(X(1,i+1)-X(1,i-1))-h(i-1)*mu(i-1);
mu(i)=h(i)/1(i);
z(i)=(alfa(i)-h(i-1)*z(i-1))/1(i);

end

1(n)=1;
z(n)=0;
c(n)=0;

for i=n-1:-1:1;
c(i)=z(i)-mu(i)*c(i+1);
b(i)=(a(i+1)-a(i))/h(i)-h(i)*(c(i+1)+2xc(i))/3;
d(i)=(c(i+1)-c(i))/(3*h(i));

end
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for i=1:n-1;
x=X(1,i):0.1:X(1,i+1);
y=a(i)+b (1) *(x-X(1,1i))+c(i)*(x-X(1,1)) .7 2+d (1) *(x-X(1,1)) .73;
hold on;
plot(x,y,’b’);
end

for i=1:n;
hold on;
plot (X(1,1),X(2,1),’.r’);
xlabel (’ Temperatura’)
ylabel(’Chirridos’)

end



Referencias

[1] B. Victor, Metric Spaces Iterations and Applications, New York:
Cambridge University Press, 1987.

2] M. F. Barnsley, Fractals Everywhere, Second Edition, Atlanta, Georgia:
Iterated Systems, Inc. 1993.

[3] H. Peitgen, H. Jurgens y D. Saupe, Chaos and Fractals: New Frontiers of
Science, Second Edition, New York: Springer-Verlag, 2004.

[4] Jean-Luc Charlbert, Medio siglo de fractales: 1870-1920.

5] E. 1. de la Cruz, “Un punto de vista mecédnico estadistico sobre
multifractales”, Tesis de maestria en ciencias con especialidad en fisica,
Instituto Politécnico Nacional, México D.F., 2001.

6] K. Falconer, Fractal Geometry: Mathematical Foundations and
Applications, Second Edition, UK: University of St. Andrews, 2003.

[7] S. R. Moore, “Fractal Interpolation Techniques”, Bachelor thesis, The
University of Southern Mississippi, 1999.

[8] B. Madelbrot, Les objets fractals : forme, hasard et dimension, Quatriem
édition, France: Flammarion, 1995.

[9] Sistemas dindmicos II, Notas de clase, Matemadticas aplicadas y
computaciéon, UNAM, semestre 2013-1.

[10] del R. J. Luisy J. L. Garcia, Dimension de Autosimilaridad y la Dimensién
de Hausdorff-Besicovich, UAM-I.

[11] Fractal Geometry, Yale University, M. Frame, B. Mandelbrot
(1924-2010), N.  Neger, August 2013, [Online].  Available:
http://classes.yale.edu/fractals/

[12] M.F. Barnsley and S. Demko, [lterated function systems and the global
construction of fractals, London: Proc. Roy. Soc., 1985.

117



118

REFERENCIAS

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

G. Ramesh, “Fractal Interpolation”, M.S. thesis, Department of
Mathematics, University of Central Florida: Collage of Sciencies, 2008.

del Rio C. J. Luis, Generacién de fractales por computadora usando un
sistema de funciones iteradas, presentado en el II Taller internacional
de procesamiento de imagenes y visién, Departamento de Fisica, UAM-
[ztapalapa, 1990.

Y. N. Skiba, Introduccion a los métodos numéricos, UNAM, Direcciéon
general de publicaciones y fomento editorial, 2001.

Holistic Numerical Methods, Transforming Numerical Methods Education
for the STEM Undergraduate, University of South Florida, Tampa,
Febrero 2013. [Online]. Available: http://nm.mathforcollege.com

R. L. Burden and J. D. Faires, Numerical Analysis, U.S.A. Boston: PWS
Publishing Company, 2002.

S. C. Chapra and R. P. Canale Métodos numéricos para ingenieros,
México, D.F. : McGraw-Hill Interamericana, 2003

B. S. Pablo, H. M. Victoria, D. S. Claudia, El ABC de los Splines, México,
D.F.: Sociedad Matematica Mexicana, 1996.

Mudhumangal Pal, Numerical Analysis for sciences and engineers,
Oxford, U.K.: Alpha International Ltd., 2007.

M. F. Barnsley and A. N. Harrington, “The Calculus of Fractal
Interpolation Functions”, Journal of approximation theory, vol. 57, pp.
14-34, 1989.

M. F. Barnsley, “Fractal Functions and Interpolation”, Constructive
Approximation 2, pp. 303-329, 1986.



	Portada

	Índice General

	Resumen

	Introducción

	Capítulo 1. Fractales

	Capítulo 2. Interpolación Clásica

	Capítulo 3. Interpolación Fractal

	Capítulo 4. Análisis de los Métodos Propuestos

	Capítulo 5. Conclusiones

	Anexos

	Referencias


