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Resumen

Comprender el proceso de fecundacion es fundamental para la vida. De manera
tedrica se puede abordar este problema a través de la creacién de modelos matemati-
cos simples que incorporen elementos esenciales del proceso y recuperen su feno-
menologia. Estos modelos permiten identificar comportamientos y parametrosque
contribuyen a un mejor entendimiento del fenémeno bioldgico y ayuden a proponer
nuevos experimentos in vitro.

De los estudios documentados sobre erizos de mar, se sabe que la quimiotaxis
puede favorecer al encuentro de los gametos femeninos y masculinos.

En este trabajo se prestd atencion principalmente a dos procesos involucrados
en la fecundacién que son relevantes para la quimiotaxis: la forma del nado del es-
permatozoide y las fluctuaciones de iones calcio intraflagelares. Debido a que ambos
procesos presentan comportamientos periédicos o cuasi periddicos, surgié la motiva-
cién de realizar un modelo utilizando ecuaciones de osciladores.

Los resultados obtenidos en la tesis son los siguinetes:

= Se construyé un modelo en el cual se hizo una propuesta de retroalimentacién
en ambas direcciones entre el nado del espermatozoide y las fluctuaciones de
calcio intraflagelar.

= Bajo la hipdtesis de que la sincronizacién de los procesos mencionados en el
punto anterior es un aspecto importante para que se lleve a cabo el proceso
de quimiotaxis, se hizo un barrido en los valores de la frecuencia de las fluc-
tuaciones de calcio intraflagelar y la frecuencia del nado del espermatozoide.
Los resultados obtenidos, a través de la interpretacion de graficas de las trayec-
torias del espermatozoide generadas con el modelo, fueron que las frecuencias
deben ser cercanas entre si, tal y como sucede biolégicamente, de lo contrario
las graficas referentes al nado del espermatozoide presentan comportamientos
no observables en las trayectorias que describen los espermatozoides en los
laboratorios.
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RESUMEN

= Se considerd la razén que existe entre ambas frecuencias y se hizo variar, con

ello se obtuvieron cambios cualitativos en el nado, lo cual permitié identificar
a esa razén como un parametro de control de la quimiotaxis.

Al variar la fase considerada en el modelo y fijar las frecuencias de ambos pro-
cesos, a partir de datos obtenidos experimentalmente, se encontraron rangos
de valores para la fase corresponden a comportamientos observados in witro,
los cuales fueron coherentes con rangos para la fase determinados experimen-
talmente.

Se identificaron parametros basicos relacionados con la retroalimentacién del
nado del espermatozoide hacia las fluctuaciones de calcio intraflagelar, los cua-
les al ser modificados en el modelo generaron cambios en las trayectorias del
nado, lo que contribuyd a un mejor entendimiento de trabajos experimentales
en proceso.

Una aportacién general de la tesis es poner de manifiesto que la generacién de

modelos matematicos simples que incorporan aspectos fundamentales de fenémenos
biolégicos pueden contribuir a su mejor comprension y plantear lineas de investiga-
cion futuras.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los procesos fundamentales para la preservacién de las especies es la fe-
cundacién. En el caso de las especies con reproduccion sexual, es el proceso donde los
gametos masculinos y femeninos se unen para formar un nuevo individuo. Por game-
to! masculino entenderemos espermatozoide, y se tienen tres maneras equivalentes
de referirse al gameto femenino: évulo, ovocito o huevo.

Existen dos tipos de fecundacién: interna y externa. La primera sucede dentro del
tracto genital femenino, mientras que la segunda fuera de él. Para que la fecundacion
se lleve a cabo, debe existir una interacciéon entre el espermatozoide y el 6vulo que
promueva su encuentro. Una forma en que ocurre la interaccion entre los gametos
es a través de compuestos quimicos llamados quimioatrayentes que son secretados
junto con el ovocito y que lo rodean.

Las especies con fecundacion externa han desarrollado estrategias que optimizan
la exploracion espacial para que el encuentro con el huevo ocurra de modo eficiente.
Una de ellas es la quimiotaxis®, que consiste en re-orientar la trayectoria del esper-
matozoide en funcion de la concentracién del quimioatrayente.

Un ejemplo de fecundacién externa que ha sido muy estudiado es la del erizo de
mar (equinoides), debido a que en los laboratorios reproducir el ambiente en el cual
se reproducen estos es mas simple que reproducir el ambiente para el caso de los
mamiferos. Los datos experimentales que empleamos en este trabajo provienen de
tres géneros diferentes de erizos: Arbacia punctulata, Strongylocentrotus purpuratus
y Lytechinus pictus.

De estos tres géneros, dos de ellos son considerados quimiotéacticos: A. punctulata

LCélula sexual.
2Del griego khymia, dlquimia’, 'qumica’; y el griego tzis, 6rden’, *formacin’

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

y L. pictus; el estimulo a los que estos reaccionan son un dodecapéptido® llamado
resact y un decapéptido llamado speract, respectivamente.

En el caso de S. purpuratus se sabe que in vitro responde también a speract y se ha
observado que parece describir una trayectoria aleatoria, por lo que no se le considera
quimiotéactico. Sin embargo, recientemente se tienen indicios experimentales de que
la quimiotaxis puede estar presente a distancias muy cortas del huevo, zona donde
el gradiente de concentracion del estimulo presenta pendiente muy grande.

Se cree que una de las razones por la cual la quimiotaxis se da en las dos prime-
ras especies es que en su etapa de reproduccién se encuentran en aguas profundas,
mientras que S. purpuratus se localiza en costas donde la turbulencia del agua es
mas fuerte que los otros casos.

En adelante, al hablar de quimiotaxis en el erizo de mar se tratara de L. pictus;
en caso contrario se hara la aclaracién.

Una vez que el flagelo del espermatozoide del erizo, que se encuentra moviéndose
en el mar, entra en contacto con el estimulo, se desencadena una serie de procesos
bioquimicos intracelulares (ver Apéndice B). Entre estos se presta particular atencién
a la generacion de fluctuaciones de calcio intraflagelar, ya que éstas estan relacionadas
con el redireccionamiento en la trayectoria que describe el espermatozoide para llegar
al ovocito y fecundarlo.

Para el estudio de la fecundacion del erizo de mar, en este trabajo se conside-
ran dos procesos, uno mecanico, el nado del espermatozoide; y otro bioquimico, las
fluctuaciones internas de calcio. Ambos son considerados procesos oscilatorios; el
primero se asemeja a circulos cuando no hay estimulo, y el segundo por referirse a
fluctuaciones cuasi periddicas.

Basados en las observaciones hechas en los experimentos realizados in vitro, los
objetivos a alcanzar en este trabajo son:

3Péptido.- Molcula formada por la unin covalente de dos o ms aminocidos

Figura 1.1: Erizos de mar. A la izquierda Arbacia punctulata, al centro Strongylocentrotus
purpuratus y a la derecha Lytechinus pictus [2, 3, 4].



1) Plantear ecuaciones que recuperen de manera cualitativa algunos aspectos de
la fenomenologia observada en los experimentos que contribuyan a entender el
comportamiento tanto de las fluctauciones internas de calcio como del nado del
espermatozoide.

2) Explorar el comportamiento dindmico del modelo planteado; hacer una pro-
puesta de como interactuan el nado del espermatozoide y las fluctuaciones de
calcio intraflagelar.

3) Al variar pardmetros, identificar elementos relevantes al encuentro del esper-
matozoide y el é6vulo que sugieran experimentos futuros.

4) Establecer bajo cudles condiciones se sincronizan ambos procesos.

5) Determinar condiciones conducentes a quimiotaxis.

El propésito de la tesis es elaborar un formalismo matematico que incorpore la
retroalimentacion que opera en ambas direcciones entre los dos procesos considerados:
cémo las fluctuaciones de calcio intraflagelar afectan al nado del espermatozoide, y
cémo el nado determina la manera en que se producen las fluctuaciones. La hipdtesis
del trabajo es que la sicronizacién entre ambos procesos es fundamental para que se
lleve a cabo la fecundacion.

En el capitulo 1 (los preliminares) se presenta una recopilacién de trabajos re-
levantes para nuestro estudio. En dichos trabajos se introducen modelos donde sélo
se observa la manera en que las fluctuaciones internas de calcio modulan la forma
en que cambia la trayectoria del nado, pero no se plantea como el nado regula las
fluctuaciones de calcio intraflagelar.

En el capitulo 2 se plantean un par de ecuaciones fenomenolégicas dependien-
tes del tiempo, con las cuales se recupera de manera cualitativa el comportamiento
del nado del espermatozoide y de las fluctuaciones de calcio intraflagelar observado
experimentalmente. También se presenta una propuesta de cémo el nado, a través
de la interaccién con el estimulo, puede afectar como se producen estas fluctuacio-
nes, es decir, se exhibe explicitamente una forma en que puede llevarse a cabo la
retroalimentacién en ambos sentidos.

Con base en los planteamientos anteriores, en el capitulo 3 se construye un modelo
donde se exhibe de manera explicita la forma en que interactian las fluctuaciones de
calcio intraflagelar y el nado del espermatozoide. Ademéds se da una interpretacion
del modelo.

En el capitulo 4, al hacer modificaciones en la frecuencia del nado del esperma-
tozoide y la frecuencia de las fluctuaciones de calcio intraflagelar se hace un analisis
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para ver bajo qué condiciones se sincronizan ambos procesos. Se comparan los resul-
tados obtenidos con el modelo contra los resultados experimentales y de este tltimo
se pudieron generar hipdtesis para trabajos experimentales y tedricos posteriores.

Para finalizar, en el capitulo 5 se hace un analisis del trabajo realizado en la tesis
y de los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Preliminares

A principios del siglo pasado, en 1901, se sabia que los microorganismos ciliados
y flagelados se mueven describiendo trayectorias helicoidales, y que estos parecian
reacionar a estimulos; sin embargo, no se sabia cémo. Asi, H.S. Jennings [5] discute la
forma en que se mueve el espermatozoide, tanto el batido flagelar como la propulsion,
desde un enfoque mecénico, sin poderlo relacionar con lo que sucede dentro del
espermatozoide.

Luego, a mediados del siglo J. Gray [6] probd que en organismos flagelados el
batido del flagelo cambia al haber una interaccién con el estimulo (Fig.2.1); ademas
describe el tipo de trayectorias que los espermatozoides describen en el plano.

- s%n _ ..Iu
Figura 2.1: Imagenes tomadas usando iluminacién estroboscépica usando fondo oscuro.
Modificado de [6].

En la década de los noventas del siglo pasado H.C. Crenshaw [7, 8, 9, 10, 11]
considera diferentes marcos de referencia para simular la trayectoria que describe
un organismo flagelado. En sus trabajos hace descripciones matematicas de ellos
calculando curvatura y torsiéon. Luego, considerando al espermatozoide como una
particula moviéndose en el espacio sobre una trayectoria parametriazada 7(t), ob-
tiene diferentes marcos de referencia: el primero es el dado por las tres coodenadas

7



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES

cartesianas x, y y z. Luego, considera al organismo moviéndose sobre una hélice en
términos de tres direcciones z ] y k: donde k se refiere al eje central de la hélice
e y ] forman el plano ortogonal a k. Por ultimo, colocandose sobre el organismo
y tomando en cuenta el marco de referencia o triedro de Frénet, obtiene la tercera
descripcion de movimiento en términos de los vectores tangente, normal y binormal
de ¥(t) en cada tiempo t (Fig.2.2). En estos trabajos, bajo consideraciones exclusi-
vamente mecénicas, se llega a la conclusion de que el eje central de la hélice sobre la
cual se desplaza el espermatozoide debe alinearse de forma perpendicular respecto a
la direccién en que se propaga el gradiente del estimulo.

Figura 2.2: Marcos de referencia del movimiento de un organismo ﬂagelado en el espacio.
En verde se muestra el marco cartesiano, en negro el dado en coordenadas ¢, j y ¥ referente
a la hélice sobre la cual se desplaza el espermatozoide, y en azul el marco de referencia de
Frénet.

En 2003, trabajando con A. punctulata, U.B. Kaupp et al. [13] muestran que las
fluctuaciones de calcio son provocadas debido al contacto del flagelo del espermato-
zoide con el péptido estimulo llamado resact. Ademds, notaron que después de que
se producen esas fluctuaciones, ocurre un cambio tanto en el batido del flagelo como
en la trayectoria que describe el nado del espermatozoide (Fig.2.3).

En ese mismo ano C.D. Wood et al. [14] reportan que S. purpuratus y A. pun-
ctulata sufren cambios en la trayectoria del nado, concomitantes con cambios intra-
celulares al entrar en contacto con los péptidos speract y resact, respectivamente.

En el 2005 M. Bohmer et al. [15] observan que el espermatozoide de A. punctu-
lata, al ser estimulado in vitro con resact uniformemente distribuido presenta una
fluctuacion de calcio intraflagelar grande, la cual poco a poco va decreciendo para
quedar en fluctuaciones menos marcadas; mientras que la trayectoria que describe
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Figura 2.3: En la parte superior se muestran los cambios en el batido flagelar y en la
parte inferior, senialado con una estrella la posicién en la trayectoria donde se encuentra el
espermatozoide al tener esta forma. Modificado de [13].

el nado del espermatozoide, que es un circulo casi uniforme, cambia, dando lugar
a un circulo que se desplaza, similar a una cicloide que eventualmente se estaciona
para quedarse trazando otro circulo, pero esta vez de mayor radio que el primero,
el cual poco a poco decrece y queda menor que el inicial. Es decir, una vez que el
espermatozoide entra en contacto una sola vez con el estimulo, éste se traslada a otra
zona, y su comportamiento se vuelve semejante al inicial (Fig: 2.4).

En los estudios teéricos reportados en [17] y [18] se obtuvieron diversos resultados,
tales como:

i) El batido flagelar provoca nados circulares.

ii) Proponen que una buena estrategia para que haya quimiotaxis es que el es-
permatozoide muestree un gradiente de manera circular, en dos dimensiones, o
bien en manera helicoidal, en tres dimensiones.

iii) Dan la descripcién tedrica del movimiento en dos y tres dimensiones. Conside-
rando que las trayectorias que los organismos describen son hélices con radio
uniforme, desplazandose en el espacio, que se dirigen al centro del gradiente.
También considerando pequenas perturbaciones al trazar las trayectorias que
describen el nado del espermatozoide (Fig:2.5).

iv) Proponen que las fluctuaciones de calcio deben afectar la manera en que cambia
el nado del espermatozoide.

En [23] los autores explican que debido al comportamiento de microtubulos del
axonema en el flagelo del espermatozoide, se provoca un batido flagelar pronunciado
que lo desplaza en trayectorias circulares (Fig.2.6).
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Figura 2.4: Dindmica del Ca®* en A. Punctulata. (A) Sefiales de Ca®T en célula tinica a lo
largo de su trayectoria después de haber sido estimulada; (B) Los cambios antes, durante
y después de la estimulacién tanto en la fluorecencia de Ca®* (rojo) como en los cambios
de la curvatura del nado (azul). Modificado de [15].

Ademas, se hizo un anélisis entre los nados en dos dimensiones y tres dimensiones.
Desde 1901, se sabia que las trayectorias que recorren los espermatozoides al nadar
son de tipo helicoidal, es decir, se llevan a cabo en un espacio tridimensional; sin
embargo, los estudios in vitro reportados hasta entonces habian sido inicamente en
dos dimensiones. Esto se explica ya que a partir de una trayectoria descrita en dos
dimensiones (como se observa en el laboratorio) no es posible obtener una tnica
trayectoria en tres dimensiones, es decir, no existe una biyeccién entre trayectorias
en dos dimensiones y tres dimensiones (Fig.2.7).

Por dltimo, en [24] los autores proponen una relacién explicita entre los cambios
en las fluctuaciones de calcio intraflagelar con la curvatura de la trayectoria del nado
del espermatozoide en dos dimensiones, relacién que esta dada a través de la razon
de cambio en el tiempo de las fluctuaciones de calcio intraflagelar. Se observo que la
curvatura del nado era mayor cuando ocurrian cambios abruptos en la concentracién
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200 um c(x)

Figura 2.5: Trayectoria cicloidal con ruido del nado r(t). De color verde la trayectoria del
nado en un campo de concentracién radial del quimioatractor ¢(z), el cual estd en color
azul; luego en color rojo esta representada la trayectoria de los centros de circunferencia
R(t) por los que se desplaza la cicloide. Modificado de la tesis doctoral de B.M. Friedrich
[16].
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Figura 2.6: Corte transversal del axonema del espermatozoide. Modificado de [23].

de calcio, mientras que la curvatura disminuia en caso contrario (Fig.2.8).

Ademas, a partir de resultados experimentales, ajustaron la forma algebraica en
que se relacionan la curvatura de la trayectoria del nado con la razén de cambio en
las fluctuaciones de calcio intraflagelar, la cual esta dada por:

d|Ca?T);
dt
Aqui k denota la curvatura en el tiempo ¢, kg la curvatura con que inicia el nados
del espermatozoide, (3 1[1n&;+§:onstante de proporcionalidad, la cual se puede obtener
d[Ca

de los experimentos y =—5— la razon de cambio en el tiempo del calcio intraflagelar.

K(t) = Ko+ S
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Figura 2.7: Proyeccién de las trayectorias a dos dimensiones del nado del espermatozoide
que es en tres dimensiones. Modificado de [23].
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Figura 2.8: La sefal de Ca?* determina la forma de la trayectoria del nado. Tanto en A,
B y C se se tiene la comparacién grafica de la sefial de fluorecencia de Ca®t en color verde

: d[Ca?t]; . .
en la parte superior y de ==;—" en color rojo en la parte central, contra los cambios en la
curvatura en el nado que se muestra en color morado. En las figuras de la parte inferior se
muestran con puntos azules los lugares con mayor curvatura en la trayectoria que describe
el nado del espermatozoide y se hace referencia en las gréficas, también con un punto azul,

en el momento en que estas curvaturas suceden. Modificado de [24].
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Capitulo 3

Construccion del Modelo

En este capitulo se muestra el desarrollo del modelo matematico que relaciona
el nado del espermatozoide con las fluctuaciones de calcio intraflagelar, asi como
su interpretacién. Se empieza por analizar cada uno de los procesos a partir de los
trabajos mencionados en los preliminares, luego se proponen ecuaciones dependien-
tes del tiempo que recuperan la fenomenologia observada. En el caso del nado del
espermatozoide se modelara la trayectoria promedio que describe la cabeza del es-
permatozoide.

También se presenta la propuesta de la retroalimentacién del nado del espermato-
zoide hacia las fluctuaciones de calcio intraflagelar, resultante de recorrer el gradiente
del estimulo.

3.1. Analisis de los procesos y planteamiento de
las ecuaciones del modelo

El anélisis empezard por describir el comportamiento de las fluctuaciones de calcio
intraflagelar. En el laboratorio la fluorescencia de las fluctuaciones de calcio pueden
ser registradas y expresadas por medio de una gréafica; esta ultima es la que se trata
de reproducir como una funciéon dependiente del tiempo. De aqui en adelante se
denotard por F(t) := [Ca*"]; a la concentracién de calcio intraflagelar como funcién
del tiempo.

Como una primera aproximacién en esta tesis se propone describir a F'(t) como
una funcion sinusoidal; esto debido a que la fluorecencia de las fluctuaciones de calcio
intraflagelares registrada que se obtiene es una gréafica que oscila de manera cuasi
periédica (Fig: 3.1).

15
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Figura 3.1: Fluctuaciones de calcio intraflagelar F(t) = [Ca®*];. En verde, la grafica ge-
nerada a partir del registro de la fluorescencia producida por las fluctuaciones de calcio

intraflagelar. En morado, los cambios en la curvatura en la trayectoria de nado del esper-
matozoide. Modificado de [24].

Por otro lado, las observaciones hechas en el laboratorio sugieren que la funcién
relevante al nado es la derivada F’(t), puesto que la grafica de la razén de cambio con
que se generan las fluctuaciones de calcio se ajusta mejor a los cambios que presenta
la curvatura de la trayectoria del nado del espermatozoide, tal como se muestra al
comparar la Figura 3.1 con la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Tasa de cambio de las fluctuaciones de calcio intraflagelar % = %.
En rojo, la grafica generada a partir de derivar el registro de la fluorescencia producida
por las fluctuaciones de calcio intraflagelar. En morado, los cambios en la curvatura en la

trayectoria de nado del espermatozoide. Modificado de [24].

Como primera propuesta para obtener la grafica de la razéon de cambio de las
fluctuaciones de calcio intraflagelar en este trabajo se plantea la siguiente ecuacion:

F'(t) = Agsin(w,t), (3.1)

donde Ay y w, denotan la amplitud y frecuencia iniciales de F’(t), respectivamen-
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te.

Ahora, para obtener la ecuacién de la grafica que describe la trayectoria del nado
del espermatozoide, denotada por ~y(t), se considera la trayectoria que éste describe
antes de entrar en contacto con el estimulo, la cual describe tinicamente circulos, es
decir, tenemos que la ecuacién para este primer desplazamiento esta dada por:

y(t) = (r(t) cos(wot), r(t) sin(wpt)), (3.2)

donde en un pincipio se considera al radio constante, es decir, r(t) = 1, y wo es
la frecuencia inicial del nado.

Luego de [24] se sabe que la variacién de la curvatura en el tiempo de forma
algebraica esta dada por la ecuacion:

K(t) = ko + BE'(), (3.3)

Donde kg es la curvatura inicial, S es una constante de proporcionalidad que se
puede obtener de los experimentos y F'(t) := d[cg:ﬂi denota la razén de cambio
respecto al tiempo de las fluctuaciones de calcio intraflagelar.

Por otro lado, como la curvatura de una circunferencia es el inverso multiplicativo
de su radio, x = 1, al multiplicar el radio inicial de y(t) por el inverso de (3.3) en

esta tesis se propone que la ecuacién para el radio de y(t) en funcién del tiempo sea:

CTO
t) = Ko + BF'(t)’ (3.4)
con ry el radio inicial de () y ¢ una constante de proporcionalidad.

En la Figura 3.3 se muestra que efectivamente se estan dando los cambios en el
tamano de los radios, es decir, para cada tiempo ¢ hay un cambio en la ecuaciéon y
por tanto la trayectoria se desplaza por diferentes circunferencias.

Sustituyendo (3.4) en (3.2), se tiene una primera ecuacién para reproducir la
trayectoria que describe el nado del espermatozoide:

(o
ko + BF'(1)

De manera alternativa se utilizara ver la gréfica de la trayectoria de 7(t) reali-
zando un levantamiento, el cual se obtiene al agregar una dimensién mas al graficar,
desplazado los centros de las circunferencias que describen las trayectorias a lo largo
del eje z, este ultimo perpendicular al plano de giro original, como se muestra en la
Figura 3.4:

y(t) = (LOF,@) cos(wot),

" sin(wot)) : (3.5)
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Figura 3.4: Visualizacién del cambio en la curvatura al hacer un levantamiento en tres
dimensiones.

3.2. Planteamiento de la retroalimentaciéon de ~(¢)
a F(t)

Para incorporar la retroalimentacion del nado del espermatozoide hacia la gene-
raciéon de las fluctuaciones de calcio intraflagelar, se supondra que hay quimiotaxis
y que el sistema bioquimico se ha activado, es decir, que uno de los receptores de
speract del flagelo del espermatozoide ha entrado en contacto con el estimulo; el cual
presenta un gradiente de concentracion en el agua. A partir de ese momento, el nado
del espermatozoide se realizara dentro de dicho gradiente que proviene de las capas
exteriores que cubren al 6vulo.

Para los fines del modelo que se presenta, se ha considerado un gradiente estacio-
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nario, denotado por V.S. Es decir, se considerd que el estimulo se ha difundido en el
medio y que la velocidad con la que cambia es despreciable en relacién a la velocidad
con que el espermatozoide lleva a cabo la exploracion espacial.

En los experimentos in vitro, se observa que después de haber activado artificial-
mente el estimulo con luz ultravioleta, aproximadamente 200 milisegundos después,
el espermatozoide cambia la manera en que nada, y por lo tanto, la curvatura de la
trayectoria que describe: aparece una curvatura grande, a la cual se hara referencia
como giro, y luego una pequena, reminiscente a un nado recto. Estos movimientos
permiten que la trayectoria del espermatozoide se redireccione y dirija hacia el centro
del gradiente (Fig:3.5).

A . 4© ]
Y 2 b :

centracion relativa de

Figura 3.5: Trayectoria del nado del espermatozoide de A. punctulata en un gradiente de
resact. En (A) se simula el gradiente de resact generado artificialmente con luz ultravioleta.
En (B) se muestran las trayectorias de varios espermatozoides proyectadas en el plano, una
por cada color que se muestra. Modificado de [15].

De lo anterior se proponen en esta tesis dos maneras de cémo el nado del esper-
matozoide afecta a la tasa de cambio de las fluctuaciones de calcio intraflagelar; la
primera es a través de una funcién que cuantifica la cantidad de estimulo a la cual
se enfrenta el espermatozoide y la segunda es una funciéon que exprese la cantidad
de speract que se va adhiriendo al flagelo del espermatozoide, ambas considerando
el nado dentro del gradiente VS.

Para poder hacer un analisis cualitativo de ambas propuestas se han hecho un
par de consideraciones: se estda suponiendo que hay quimiotaxis y por lo tanto, en
promedio, 7(t) se dirige al centro del gradiente, y que debido a la manera en que
nada el espermatozoide, segtiin las observaciones in vitro, éste se acerca y aleja del
centro del gradiente en cada vuelta que da.

Entonces, para la primera propuesta, que es cuantificar la cantidad de estimulo a
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la cual se enfrenta el espermatozoide al ir nadando dentro de un gradiente, se obtiene
una grafica como la que se muestra en la Figura 3.6(B).

Figura 3.6: (A) Representacién del nado del espermatozoide con una cicloide dirigida al
centro de un gradiente de concentracién gaussiano.(B) Gréfica, denotada por C(t), que
resulta de cuantificar la cantidad de estimulo en cada tiempo. (C) Gréfica de la funcién
I(t), que representa la cantidad de estimulo que se le adhiere al flagelo del espermatozoide.
Graficas realizadas utilizando Wolfram Mathematica 9.

Luego, la funcién de la segunda propuesta, que es la cantidad de estimulo que se
adhiere al flagelo del espermatozoide, tiene dos comportamientos, cuando la trayec-
toria del nado del espermatozoide entra al gradiente, esta funcién debe ser creciente,
pues percibe en cada tiempo mas estimulo, mientras que al nadar en direccién con-
traria y salir del gradiente, el comportamiento puede presentar dos variantes, segin
sea la pendiente del gradiente: puede ser constante o crecer mas lento que en la fase
ascendente anterior.

A esta ultima funcién se le llamard intensidad del estimulo y estard denotada
por I(t) :== I(v(t), VS), escribiéndola de esta forma para enfatizar que I(t) depende
tanto del nado como del gradiente del estimulo y es a la cual se considerara para
realizar la retroalimentacién.

Supongamos entonces que en ¢t = t; es el primer instante para el cual existe un
intervalo de tiempo J en el cual I'(t;) <~ [I'(t;) para todo t; en J con t; > t;, es
decir, se tiene un cambio en la pendiente de tal manera que después de este punto
la cantidad de estimulo que se adhiere al flagelo es menor o igual a la registrada
un instante anterior, y por lo tanto, el espermatozoide estd nadando en direccién
contraria al centro del gradiente, sin dejar de girar. Una vez que empieza a nadar
en esa direccion, segun las observaciones hechas en laboratorio, viene un tiempo de
activacién, al cual se le asociara una fase 7;. Luego de este periodo se produce el
primer incremento grande de las fluctuaciones de calcio; esto hace que el esperma-
tozoide redireccione su nado hacia el centro del gradiente. De esta forma, se puede
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relacionar a los cambios en la pendiente de I(¢) con los cambios pronunciados en las
fluctuaciones de calcio intraflagelar.

Aqui se propone que I’(t) estd modulando la amplitud en la ecuacién sinusoidal
(3.6), la cual se planteé para F’(t), ecuacién (3.6) de la seccién anterior. A estos
incrementos en la amplitud se les llamara picos de F'(t).

Por lo tanto, la ecuacion propuesta para describir a la derivada de las fluctuaciones
de calcio intraflagelar es la siguiente:

Ay

=70+

sin(wet + 74), (3.6)
donde:

» Aj es la amplitud en estado basal de F'(t).
= )\ es una constante de proporcionalidad.

» ['(t) es la derivada de I(t).
. % es la amplitud del primer pico de F’(t), el cual se puede calcular de las
graficas obtenidas experimentalmente.

= w, es la frecuencia de F'(t); y

= 7, es la fase asociada al tiempo de activacion de la via de senalizacién del calcio.

Se tiene entonces que, a través de I(t), el nado del espermatozoide influye a la
forma en que se producen los picos en F'(t), ya que I(t) depende de ~(t) y por la
regla de la cadena se tiene

dI(y(t)) _dI dr(r)
dt dydt

Sustituyendo (3.7) en (3.6), la retroalimentacién del nado hacia las fluctuaciones
de calcio intraflagelar es:

(3.7)

Ao

dl  ~(t)
E'W—F(S

F'(t) = sin(w.t + 74) (3.8)

En principio la ecuacién (3.8) es la que se necesita para dar la retroalimentacién
en ambas direcciones; sin embargo, en la préctica, no se cuenta con una ecuacién
explicita para I(t). En este trabajo se propone la siguiente ecuacién para I(t) que
recupera la fenomenologia observada en la Figura 3.6:
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I(t) = vsin(woet) + €Vt (3.9)
Donde v y £ son constantes.
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Figura 3.7: Intensidad del estimulo. Considerando v = 0,03 y £ = 1,5 en (3.9).

Ademés, se considera que y(t) debe heredarle a I(t) la frecuencia que debe tener,
pues I(t) depende de () y V.S que, como se menciond, es un gradiente estacionario.
La grafica que se obtiene para F'(t) con retroalimentacién, tomando a /(t) como en
(3.9) se muestra en la Figura 3.8.

Figura 3.8: Derivada F’(t) del calcio, considerando el modelo con retroalimentacién. Con
v=0,03y&=15en (3.9).

Encontrar de manera explicita la ecuacién para I(t) considerando a VS un gra-
diente estacionario o no estacionario, da pie a trabajos tedricos posteriores.
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3.3. Modelo utilizando ecuaciones de osciladores

Un proceso es considerado oscilatorio si estd compuesto por oscilaciones; recor-
demos que una oscilacién es la repeticién de un evento de manera peridédica o cuasi
periddica. El ejemplo clasico es un péndulo sin friccion, cuyas oscilaciones consisten
en estar yendo y viniendo de un lado a otro, por efecto de la gravedad, sin detenerse
a menos que alguna fuerza externa lo frene o afecte de alguna manera su vaivén.

En nuestro caso, tenemos que tanto el nado del espermatozoide como las fluctua-
ciones de calcio intraflagelar pueden ser considerados procesos oscilatorios ya que,
por un lado, el nado a falta de estimulo se encuentra dando vueltas en un circulo, lo
cual es el caso de un oscilador armonico simple; y una vez que ha detectado estimulo,
la curvatura de la trayectoria que describe cambia de pequena a grande una y otra
vez hasta localizar al ovocito.

Por otro lado, los experimentos in vitro muestran que a la via de senalizacion
bioquimica del calcio interno activada por el estimulo se le confiere un comporta-
miento cuasi periddico, de aqui que podemos considerar a las fluctuaciones de calcio
intraflagelar como un oscilador, propiedad que se hereda a su derivada F”(t).

De lo anterior surge la motivacién para estudiar el nado del espermatozoide como
un problema de dos osciladores acoplados, para los cuales la retroalimentacion es
determinante.

Considerando las ecuaciones que simulan el comportamiento de ambos procesos,
planteadas en las secciones anteriores, se puede obtener un sistema de ecuaciones
diferenciales de movimiento, y asi ver como el nado y las fluctuaciones de calcio
intraflagelar estan interactuando.

El procedimiento inicia con la ecuacién fenomenolégica que describe la trayectoria
del nado, v(t), que en coordenadas cartesianas estda dada por

A(t) = (2(2) cos(wot),%sin(wot)) (3.10)

con k(t) = ko + BF'(t).

Definanse u(t) = g(t") cos(wot) y v(t) = % sin(wot).

Como v(t) es la solucién general a la ecuacién diferencial que se construird, se
tiene que tanto u(t) como v(t) también son soluciones, de hecho son las soluciones
particulares al problema, y se trabaja con ellas para construir la ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden.

Sin pérdida de generalidad, se tomard a u(t) para la construccién, sin embargo,
el procedimiento es el mismo si se comenzara tomando a v(t).

Derivando a u(t), obtenemos
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/
W(t) = Sxfeos(unt)] + |45 cos(wot)
— —wo% sin(wot) — ';((f)) g(g’) cos(wot)
Por lo tanto,
K'(t
u'(t) = —wov(t) — K,((t)) u(t). (3.11)
De (3.11) se despeja v(t):
1 K/ (t)
t)=—— [u/(t t)] - 12
o(0) = - [+ St (3.12)

(K10 ] u@} 513)

Considerando la primera definicién que se dio para v(t), es decir,

u(t) = %sz’n(wot), al derivarla se obtiene:

V(1) = wou(t) —

(t). (3.14)

Si se sustituye (3.12) en (3.14) se tiene que:

o () = woult) + — [Rl(t)u’(t) + <”—(t)) u(t)] (3.15)

wo | k(1) K(t)

Igualando (3.13) con (3.15) y haciendo un cambio de variable, u(t) por y(t), se
llega a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden de la cual ~(t) es
solucion:

Sult) K1) du(t) R
iz ) dr (wo " W) ut) =0, (3.16)

con k(t) = ko + SF'(1).
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Para construir la ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden para las fluc-
tuaciones de calcio intraflagelar, basta con derivar una vez a

F'(t) = %Sm(wct + 74) (3.17)

donde a(t) = I'(t;) + 6.
Al derivar (3.17), se obtiene,

/\Aowc a'(t) )\A[)

= —— sin(w.t 3.18

a0 a(0) alt) sin(w.t + 74) (3.18)
Reagrupando términos en (3.18) se llega a la siguiente ecuacién diferencial de

segundo orden, que tiene como solucion la ecuacion de las fluctuaciones de calcio

intraflagelar:

F//(t)

cos(wet + 74) —

FI(t) = 2 cos(wet + 7). (3.19)

F"(t) + ot

3.4. Interpretacion del modelo con ecuaciones de
osciladores

Recordemos que la forma de la ecuacion diferencial de un oscilador arménico
amortiguado y forzado es la siguiente:

d*u du

m-——+b-—+c-u=f(¢ 3.20
b o (3.20)
donde m es la masa de la particula u objeto en movimiento; b es la constante de
amortiguamiento, la cual depende sélo de la velocidad y actia en direccién opuesta
al movimiento; ¢ es la constante de restitucion, la cual depende de la posicion y se
encarga de regresar al sistema a su posicién de equilibrio; y f(¢) es un forzamiento

externo. Tanto b como ¢ pueden ser también funciones dependientes del tiempo.
Si tomamos en la ecuacion (3.20) u(t) = y(t), m=1,b= 2%, c=wj+ 'Z((tt)) y

f(t) = 0, obtenemos:

GG (s m-e o
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donde k(t) = ko + SF'(t), con F'(t) := d[cgjﬂi’ es decir, se tiene la ecuacién
diferencial de segundo orden (3.16) obtenida en el capitulo anterior, de la cual wu(t)
es solucion.

Se observa en (3.21) que 7(t) es solucién a una ecuacién diferencial ordinaria
homogenea en la cual F”(t) forma parte de la fuerza de restitucién y en la fuerza de
amortiguamiento.

Que F'(t) afecte a la fuerza de restitucién se ajusta al hecho de que la razén
de cambio de las fluctuaciones de calcio intraflagelar modula la curvatura del nado.
Ahora, como aparece también en la fuerza de amortiguamiento, indica que de algu-
na forma estd modulando la velocidad a la cual se desplaza el espermatozoide. De
consultas hechas a los doctores Alberto Darzon y Adan Guerrero del Laboratorio
Nacional de Microscopia Avanzada de la UNAM, sabemos que el tiempo que dura
el nado recto y el giro del espermatozoide son del mismo orden, y ademas, que la
distancia recorrida en el nado recto es mayor que la del giro, lo que implica que el
espermatozoide tiene cambios en la velocidad durante su recorrido, siendo mayor en
los nados rectos.

Se puede relacionar el hecho de que las fluctuaciones de calcio, ademéas de modular
la curvatura de la trayectoria del nado, también modulan la velocidad con la cual se
desplaza el espermatozoide, puesto que al haber un pico en la razén de cambio de las
fluctuaciones de calcio intraflagelar la velocidad empieza a aumentar y aparece un
nado recto, luego disminuye cuando aparece un giro, momento en el cual hay cambios
menos pronunciados en las fluctuaciones de calcio intraflagelar, como se observa en
la figura 3.9.

Por otro lado, si en (3.20) se toma, u(t) = F(t), m =1, b= “8 ¢ =0y

K(t) ?
f(t) = <5 Cos(w.t + 74), llegamos a la ecuacién (3.19)

F'(t) = % cos(wet + 7a), (3.22)
donde a(t) = I'(t) + d, que es la ecuacién diferencial obtenida para F(t) en el
capitulo anterior.

Se tiene entonces que F(t) := [Ca®"]; satisface un oscilador, donde () a través
de a(t) = I'(t) + 6, afecta a la fuerza de amortiguamiento y al forzamiento externo
del sistema.

Que ~(t) afecte la fuerza de amortiguamiento y con esto haga que el sistema
sea disipativo, puede deberse a que en su nado el espermatozoide por momentos
nada hacia dentro del gradiente y en otros hacia afuera, y esto haga que el sistema
se relaje, lo que coincide con los datos experimentales donde se propone que en el
momento en que el espermatozoide nada “hacia afuera” del gradiente hay un periodo

F// (t) +
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Figura 3.9: Cambios en las concentraciones de calcio intraflagelar. La linea negra repre-
senta la trayectoria que describe el nado del espermatozoide y la coloraciéon representa los
cambios en la concentracion de calcio intraflagelar segin la posicién del espermatozoide
en la trayectoria. El color rojo representa una mayor concentraciéon. Nétese que en la zona
donde aparece el color rojo empiezan los nados rectos, y cuando la concentracion de calcio
intraflagelar disminuye aparecen los giros. Considerando que los segmentos de trayectoria
de nados rectos y giros son recorridos en tiempos iguales, y que las distancias son diferen-
tes, siendo mayor la del nado recto, se tiene un cambio en las velocidades en cada tipo de
segmento del nado. Modificado de [23].

de desensibilizacion en los receptores de estimulo en el flagelo, como ya se menciond,
y por lo tanto haya un relajamiento en el sistema bioquimico, pues deja de recibir
activadores.

Por otro lado, ¥(t) actiia como fuerza externa en el sistema bioquimico, a través
de a(t), el comportamiento del sistema oscilante F'(¢) depende del movimiento del
espermatozoide dentro del gradiente de concentracion del estimulo.

De esto tultimo podemos concluir que si se considera la propuesta hecha de como
el nado del espermatozoide influye en la generacion de las fluctuaciones de calcio
intraflagelar a través de la funcion de la intensidad del estimulo, se obtiene un proceso
de retroalimentacion en ambas direcciones entre los procesos considerados.
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Capitulo 4

Resultados a partir del modelo

Trabajando con las ecuaciones (3.16) y (3.19), se hacen modificaciones en sus
parametros para ver bajo que condiciones se puede dar la sincronizacién de ambos
procesos. Asi también se busca tener informacién sobre cuales son los parametros
relacionados con el proceso de quimiotaxis.

4.1. Sincronizacion de los procesos.

Al considerar la quimiotaxis, resulta fundamental la temporalidad de los procesos
subyacentes. Nuestra hipotesis de trabajo es que es que se da la quimiotaxis gracias
a un ajuste fino entre la frecuencia de las oscilaciones del nado del espermatozoide
y la frecuencia de las oscilaciones de la via de senalizacion del calcio. Este ajuste
involucra un proceso de “sincronizacién”, en el sentido amplio de la palabra.

En este trabajo, con base en el comportamiento de la trayectoria del nado del es-
permatozoide, y(t), al modificar valores en los parametros del sistema, se encontraron
regiones de “sincronizacién”.

El procedimiento que se siguié fue contrastar las trayectorias de y(t), considerando
la retroalimentacién en ambas direcciones, con las trayectorias de los espermatozoides
que se observan en los experimentos in vitro.

Lo primero que se hizo fue utilizar la razén que existe entre las frecuencias natu-
rales de ambos procesos, y con esto establecer las regiones de sincronizacion de las
frecuencias a partir del factor de proporcionalidad.

Luego, variando la fase 7; asociada al tiempo de activacion de la senal bioquimica,
se encontraron regiones de valores para 7,4 en las cuales la trayectoria que describe
v(t) vuelve a ser comparable con las trayectorias de los espermatozoides observadas
en laboratorios. Estas regiones de valores son importantes pues favorecen el proceso

29
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de quimiotaxis, ya que, depende de 7; que el espermatozoide gire en tiempo para
redireccionar su nado al centro del gradiente.

4.1.1. Utilizando la razén entre las frecuencias w. y wy.

Los resultados se obtuvieron al graficar la trayectoria del nado ~y(t), ver Apéndice
A, considerando que existe la retroalimentacién del nado hacia las fluctuaciones de
calcio intraflagelar, haciendo un levantamiento a tres dimensiones, agregando como
tercera coordenada en la parametriazacion de «(t) al tiempo, como se muestra abajo
en la ecuacién (4.1), es decir, se considera al eje Z como centro de la hélice que
describe la trayectoria del nado del espermatozoide.

Las graficas se realizaron utilizando Wolfram Mathematica 9.0 y considerando
las siguientes ecuaciones:

I(t) = vsin(wot) + €Vt

, B )\AO
PO=5Tm
k(t) = ko + BF'(t)

sen(wet + 74)

_ Sro
r(t) = w(0)
v(t) = (r(t) cos(wot), r(t) sen(wot), t) (4.1)

Donde v, ¢, A y £ son constantes de proporcionalidad.

De los experimentos realizados in vitro, se sabe que para los géneros de L. Pictus y
S. Purpuratus, en nados L. Pictus presenta 1.67 vueltas por segundo y S. Purpuratus
1.45 vueltas por segundo; éstas son sus frecuencias naturales de nado. En el casos de
las fluctuaciones de calcio intraflagelar ambos presentan dos oscilaciones por segundo;
sin embargo, en el caso de S. Purpuratus también pueden presentarse 1.5 oscilaciones
por segundo [25].

Con las ecuaciones anteriores se hizo una exploraciéon modificando los valores
de los parametros wy y we, que son la frecuencia del nado del espermatozoide y
la frecuencia naturales de las fluctuaciones de calcio intraflagelar, respectivamente,
dejando fijos los valores de las otras variables como se muestra en el Cuadro 4.1. Estos
cambios en las frecuencias se hicieron, fijando a w. y considerando que wy = a w,
con « € [0, 1]. Nétese que o es un nimero adimencional pues a = o

Las trayectorias que se obtienen considerando los valores anteriores son las que
se muestran en la Figura 4.1 para L. Pictus y Figuras 4.2 y4.3 para S. Purpuratus.
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Parametros | L. Pictus | S. Purpuratus
Bo 0.06 0.06
To 25 17

T I
o ro ro
Ag 0.3 0.3
iz : :
A 0.05 0.02
¢ 0.007 0.007
v 0.03 0.05
19 1 1
5 Ao)B AoAB

3 3

31

Cuadro 4.1: Valores de los parametros, considerando datos experimentales obtenidos
de [22].

(a) (b)

Figura 4.1: Trayectorias del nado de L. Pictus utilizando datos experimentales, o = 0,835.
(a) Vista lateral. (b) Vista superior.
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Figura 4.2: Trayectorias del nado de S. purpuratus utilizando datos experimentales, w. =
1,5y o =0,97. (a) Vista lateral. (b) Vista superior.

Figura 4.3: Trayectorias del nado de S. purpuratus utilizando datos experimentales, w, = 2
y a = 0,725.(a) Vista lateral. (b) Vista superior.
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Después considerando wy = aw,. se hizo un primer analisis fijando w,, en los
dos géneros, y haciendo variar a « € [0,1]. Al graficar lo anterior se obtuvieron las
trayectorias para el nado del espermatozoide que se muestran en las Figuras A.1 y
A.2 para L. Pictus y Figuras 7?7 para S. Purpuratus.

De lo anterior, y considerando en ambos géneros que la quiralidad del nado siem-
pre es igual por [26], se tiene que para el caso referente a L. Pictus, o puede tomar
valores mayores o iguales a 0.45 y estrictamente menores a 0.9.

Considerando los valores de S. Purpuratus, y haciendo variar a a como antes,
se obtuvieron las trayectorias que se muestran en la Figura A.5 y Figura A.6 con
we. = 2y w. = 1,5, respectivamente. En este caso, los intervalos correspondientes a
cada frecuencia para « son [0.25,0.9) y [0.25,1].

Del analisis anterior puede concluir que las ecuaciones propuestas para la tra-
yectoria que describe el nado del espermatozoide y de la razén de cambio de las
fluctuaciones de calcio intraflagelar, considerando la retroaliemtacion en ambas di-
recciones, se ajustan a lo observado en los experimentos in wvitro, pues los valores
para « experimentales, pertenecen a los intervalos de a obtenidos al graficar las
trayectorias.

Ademas, en todos los casos donde los comportamientos de las trayectorias gra-
ficadas son coherentes con las obervadas experimentalmente, la relacién entre las
frecuencias de los procesos es que la frecuencia del nado es menor que la frecuencia
de las fluctuaciones de calcio intraflagelar, tal como sucede en los experimentos in
vitro.

4.1.2. Utilizando el tiempo de activacion

Otro parametro importante a considerar es el tiempo que le toma a la senal de
calcio reaccionar, asociado a la fase 7.

Haciendo variar a 74 entre 0 y 7, que son los valores entre los cuales se encuentra
una fase, se obtuvieron las trayectorias que se muestran en la Figura A.7 para L.
Pictus y Figuras A.8 y A.9 para S. Purpuratus.

37r]
Y

De las gréficas, en el caso de L. Pictus la fase 74 pertenece al intervalo [g, 5

mientras que para S. Purpuratus, 74 € [0, 5].

Los resultados obtenidos son consistentes con los resultados experimentales. Pa-
ra L. Pictus se muestran en la Figura 4.4, mientras que por [26] se corroboré la
informacion para S. Purpuratus.
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Figura 4.4: Tiempo de activacién. (A) Trayectoria del nado, dividiéndola en cuatro partes
iguales, correspondientes a los intervalos donde 7; toma valores, ya sea en la fase ascendente
o en la fase descendente. (B) Graficando por repeticién de eventos, se observa que para el
caso de L. Pictus la mayoria de los casos de la poblaciéon préxima al centro del gradiente se
dan entre los 15 y 90 grados, equivalentes a {5 y 5. Bajo las condiciones en que se realiz6 el
experiento, en el caso de S. Purpuratus, no se muestra ninguna preferencia por la regién a
la cual deba pertenecer 7;. Modificado de [22].

4.2. Sobre el proceso de quimiotaxis

Por quimiotaxis se entiende el proceso mediante el cual un organismo responde
a alguna sustancia de tal forma que modifica su trayectoria para lograr algiin obje-
tivo, ya sea localizar comida, alejarse de toxicos o como el caso del espermatozoide,
fecundar.

De los dos géneros de espermatozoides que se estan considerando, L. Pictus y S.
Purpuratus, experimentalmente al primero se le ha considerado quimiotactico, mien-
tras que al segundo no. Sin embargo, una hipotesis que se tiene es que S. Purpuratus,
en distancias muy cercanas al évulo, reacciona quimiotacticamente. A esto tltimo
se le da la interpretacion de que S. Purpuratus requiere gradientes de concentracion
con mayor pendiente, por estar proximo al huevo, para presentar quimiotaxis.

Al considerar los valores experimentales en los parametros del sistema y graficar
las trayectorias de ambos géneros, se obtienen las graficas de la Figura 4.5. Se observa
que las graficas correspondientes a S. Purpuratus, presentan una regiéon donde el
comportamiento de la trayectoria se sale del cuadro de visualizacion que se interpreta
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100 [ oM ‘

A

Figura 4.5: Trayectorias del nado del espermatozoide utilizando datos experimentales. (a)
L. Pictus, w. =2y wo = 1,67. (b) S. Purpuratus, w. = 1,5 y wo = 1,45. (¢) S. Purpuratus,
we = 2y wy = 1,45. Se observa que en los casos (b) y (c¢) la trayectoria presenta un
comportamiento aleatorio a partir, aproximadamente, de ¢t = 45. Mientras que en el caso
(a) no se tiene este comportamiento.

cémo estrategia de fecundacion para localizar al évulo, el espermatozoide realiza una
mayor exploracion espacial debido a las condiciones en que se reproduce este género,
que es en costas, a diferencia de L. Pictus, el cual una vez que ha percibido el estimulo,
presenta soélo pequenos nados rectos para redireccionar su nado.

Considerar incrementos en la pendiente de la funcién I(t), a través de la cual se
propone la retroalimentacion del nado hacia las fluctuaciones de calcio intraflagelar,
es equivalente a estar simulando que el espermatozoide ha llegado a una distancia
corta del 6vulo.

La ecuacién de la grafica que describe cualitativamente el comportamiento de
I(t), es

I(t) = vsin(wet) + Eh(t), (4.2)

Donde v y £ son constantes y h(t) es una funcién dependiente del tiempo.
La parte sinusoidal es heredada del movimiento del espermatozoide. Y tanto v,
€y h(t) estan determinadas a partir de la distribucién espacial del estimulo. La
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amplitud depende del registro espacial del gradiente que realiza el espermatozoide, &
se relaciona con la pendiende del crecimiento que se le desee dar al gradiente y h(t)
estd determinada por la forma del gradiente. En las graficas de la secciéon anterior se
consideran, v = 0,05, £ = 1 y h(t) = V1.

Para generar cambios en la pendiente de I(t), es necesario modificar la constante
¢ de forma significativa, como se muestra en la figura 4.6.

10

10r
sk

6k

L L L L L L
5 10 15 20 25 30

Figura 4.6: Cambios en las variables de la funcién I(¢). En morado se representa I(t) con
¢ = 1. En azul se representa I(t) con & = 2.

Los cambios que se dan en la grafica de la trayectoria y(t) para el género de S.
Purpuratus al hacer las modificaciones en el parametro ¢ se muestran en la Figura
A.10.

Efectivamente, se produjo una correccién en la trayectoria, que se puede interpre-
tar como el hecho de que, al estar tan cerca del 6vulo, el espermatozoide no necesita
ya de los nados rectos, y por lo tanto, sélo da pequenos giros para acertar en el huevo.

Considerando resultados experimentales preliminares, cabe mencionar que el mo-
delo no soélo predice la adquisicién de quimiotaxis, sino que pone de manifiesto como
el aumento en el gradiente del estimulo interviene en la dindmica.

El compendio de los resultados del capitulo 3 se muestra en el Cuadro 4.2.
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Casos Género Resultados
L. Pictus v €[0.45,0.9)
Frecuencias conmen-
Con w. =1,5
suradas, S. Purpuratus
Wo = a W, - Surp « a€[0.25,1)

Con w, =2

« o €[0.25,0.9).

Cambio en la fa-

L. Pictus

T 37
Td € [g, T]
El nado recto més pronun-
ciado

5€ Tq se daen 74 ~ 7.
Con ambas frecuencias,
we = 1,5 v wg = 2 se obtuvo:
s
S. Purpuratus = 72 € [0, 5]
= El nado recto més pronun-
ciado
se daen 74 &~ %
El segmento de la trayec-
toria y(t) que parece tener
. un comportamiento errati-
Al variar &, P

la pendiente de la
funcién 1(t).

S. Purpuratus

co, mostrado en la Figura
4.5, se corrige. Con lo cual,
se puede considerar que a
distancias cortas del évulo,
el comportamiento de este
género es quimiotactico.

Cuadro 4.2: Compendio de resultados.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

El propédsito de esta tesis es el contribuir a la comprension del proceso de fe-
cundacion a través de modelos mateméticos con base en los estudios experimentales
realizados con espermatozoides de erizo de mar.

De trabajos experimentales realizados in vitro con espermatozoides de diferentes
géneros de erizos de mar, A. punctulata, L. pictus v S. purpuratus, se desprenden las
siguientes caracteristicas del proceso de fecundacién:

= Los espermatozoides reaccionan a estimulos quimicos provenientes de las capas
exteriores del 6vulo.

= Al entrar en contacto con el estimulo se producen fluctuaciones internas de
calcio que modulan la trayectoria del nado del espermatozoide.

» A. punctulata y L. pictus son considerados quimiotacticos, es decir, una vez que
entran en contacto con el estimulo se desplzan en direccién al 6vulo, mientras
que S. purpuratus no parece ser quimiotactico.

Debido a que ambos procesos, tanto las fluctuaciones de calcio intraflagelar como
el nado del espermatozoide, presentan comportamientos periddicos o casi perioddicos,
surge la motivacion de realizar un modelaje relacionado con osciladores.

Los objetivos por alcanzar son: plantear un modelo matematico que acople las
fluctuaciones de calcio intraflagelar con el nado del espermatozoide; determinar re-
laciones entre los parametros del modelo que favorezcan quimiotaxis; explorar la
importancia de la sincronizacion de ambos procesos para la quimiotaxis, y poder
generar propuestas para trabajos tedricos y experimentales futuros.

41
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El procedimiento para determinar el tipo de oscilador adecuado para los procesos
involucrados, se basé en el planteamiento de ecuaciones dependientes del tiempo que
recuperasen de manera cualitativa el comportamiento de cada uno de estos.

A partir de la forma de estas ecuaciones, se obtuvo un modelo matematico com-
puesto por un sistema de ecuaciones diferenciales cuya forma es de osciladores, con
parametros dependientes del tiempo y con forzamiento, resultantes de la retroali-
mentacién entre ambos procesos.

Trabajando con las soluciones de las ecuaciones diferenciales, se recuperaron com-
portamientos de trayectorias comparables con las observadas en los experimentos in
vitro.

Bajo la hipdtesis de que la sincronizacion es un aspecto importante para la qui-
miotaxis se procedié a hacer un barrido en los valores de la frecuencia de las fluctua-
ciones de calcio intraflagelar y la frecuencia del nado, w. y wy respectivamente. Los
resultados que se obtuvieron son:

» Las frecuencias w,. y wy deben ser cercanas, tal y como sucede bioldgicamen-
te; de lo contrario, las trayectorias graficadas presentan comportamientos no
observables en los laboratorios.

= Variaciones en la razon de ambas frecuencias producen cambios cualitativos en
el nado de los espermatozoides, lo cual se ejemplificé al incorporar los datos
experimentales para los géneros de L. Pictus 'y S. Purpuratus (Ver Cuadro 4.2).

Por otro lado, haciendo variar la fase, fijando las frecuencias segin los datos
experimentales, se encontraron rangos de valores para la fase, que determinan com-
portamientos observados, coherentes con rangos determinados experimentalmente.

Por ultimo, para el caso considerado no quimiotactico, al hacer modificaciones en
la pendiente de la ecuacién de adherencia del estimulo al flagelo del espermatozoide,
se producen cambios en la trayectoria del nado, de tal manera que este caso pueda ser
interpretado como quimiotactico. Lo cual pusé de manifiesto que la retroalimentacion
del nado del espermatozoide a las fluctuaciones de calcio intraflagelar planteada en la
tesis, es importante para la quimiotaxis. Esto contribuy6 a un mejor entendimiento
de trabajos experimentales recientes en proceso.

Una aportacién general de la tesis es poner de manifiesto que la generacion de
modelos matematicos simples que incorporan aspectos fundamentales de fenémenos
biolégicos pueden contribuir a su mejor comprension y plantear lineas de investiga-
cién futuras.
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Apéndice A

Figuras

Figura A.1: Trayectorias del nado de L. Pictus utilizando datos experimentales y variando
a, we=2.(a) a=0,1. (b) a=03. (¢c) a=05. (A)a=0,7. (e) a=1. (f) a=1,1
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(d) (e) (f)
Figura A.2: Trayectorias del nado de L. Pictus utilizando datos experimentales y variando

a, w. = 2, haciendo una proyeccién al plano XY. (a) a = 0,1. (b) « = 0,3. (¢) o = 0,5.
(d)a=0,7. () a=1. (f) a=1,1
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Figura A.3: Trayectorias del nado de S. purpuratus utilizando datos experimentales y
variando a, w, = 2. (a) a =0,1. (b) a =0,3. (¢c) a =0,5. (d)a=0,7. (e) a=1. (f) a=1,1
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Figura A.4: Trayectorias del nado de S. purpuratus utilizando datos experimentales y
variando «, w, = 2, haciendo una proyeccién al plano XY. (a) a = 0,1. (b) @ = 0,3. (c)
a=05. (dJa=0,7.(e) a=1. (f) a=1,1
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Figura A.5: Trayectorias del nado de S. purpuratus utilizando datos experimentales y
variando «, w, = 1,5. (a) a = 0,1. (b) @ = 0,3. (¢) @ = 0,5. (d)a = 0,7. (¢) @ = 1. (f)
a=11(g) a=12.
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Figura A.6: Trayectorias del nado de S. purpuratus utilizando datos experimentales y
variando «, w. = 1,5, haciendo una proyeccién al plano XY. (a) a« = 0,1. (b) a = 0,3. (¢)
a=05. (dJa=0,7. () a=1. (f)a=11 (g) aa=1,2.
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Figura A.7: Cambios en la trayectoria para los valores referentes a L. Pictus, haciendo
variar a 74 entre 0 y II. Con w, = 2 y wo = 1,67 (a)rg = 3. (b)7g = &. (0)g = ¥,

(d)Td = % (e)Td = % (f)Td =1L
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Figura A.8: Cambios en la trayectoria para los valores referentes a S. Purpuratus, haciendo
variar a 74 entre 0 y II. Con w, = 1,5 y wg = 1,45 (a)7q = §. (b)7g = L. (c)ry = &,

(dra=5. (g =4 (F)ra =1L
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Figura A.9: Cambios en la trayectoria para los valores referentes a S. Purpuratus, haciendo
variar a 7 entre 0 y IL. Conwe = 2y wop = 1,45 (a)ry = ¥. (b)rg = Y. ()ry = §. (A)ry = &
(e)Td = % (f)Td =1II.
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10

0}

Figura A.10: Trayectoria del nado referido a los datos del género S. Purpuratus. A la
izquierda se muestran los cambios hechos en la pendiente de la funcién I(t) haciendo variar
& entre 0y 1.7 y a la derecha las modificaciones que se producen en la trayectoria del nado

v(t).



Apéndice B

. Qué sucede biolégicamente?

B.1. El proceso bioquimico.

Para que se lleve a cabo el proceso de reproduccion en las especies con reproduc-
cién sexual es necesario que exista una comunicacion entre los gamentos femeninos
y masculinos.

Sabemos que el ovocito, o bien el gamento femenino, debe ser fecundado por el
gameto masculino, es decir, por el espermatozoide. ;Pero cémo sucede ésto?

El espermatozoide esta compuesto por una cabeza y un flagelo. En la cabeza se
encuentra el nucleo donde se encuentra el ADN compactado; el acrosoma, el cual
contiene enzimas que seran utiles para su fision con el ovocito, y un centriolo, que
es una estructura de donde nace el axonema. Sin embargo, la parte que nos interesa
estudiar es el flagelo, pues es éste el encargado de la propulsion y movilidad del
espermatozoide, lo cual le permite cumplir con su funciéon principal: fecundar al
ovocito y depositar en él su material genético.

El espermatozoide encuentra al ovocito debido a un intercambio de iones a través
de su membrana plasmatica, éste intercambio le permite un cambio en su movilidad
y un cambio interno que le permite luego poder fecundar.

Los canales ionicos son proteinas que permiten el flujo de iénes a favor del gra-
diente de concentracion, es decir, de mayor concentraciéon a menor concentracion, a
través de la membrana y se encuentran uniformemente distribuidas a lo largo del
flagelo. Entre las funciones basicas de los canales ionicos estan la selectividad iénica,
la dependencia de voltaje, la regulacién por pH dada por segundos mensajeros (calcio
Ca?*t, AMPc, GMPc, IP) y por el estado de fosforilacion.

El estudio de las mediciones de las cantidades de idnes que son intercambiadas
del exterior all interior, y viceversa, de espermatozoide han ayudado a interpretar lo
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que sucede en el proceso de reproduccion. Estas mediciones, a pesar que el esper-
matozoide sea una célula tan pequena, se han podido hacer debido al desarollo de
moléculas flourecentes que detectan selectivamente cambios en las concentraciones
intracelulares de calcio®™ ([Ca®"];), potencial de hidrégeno (pH;), sodio™ ([Na™];),
potencial eléctrico de la membrana (Em) y otros. Estas mediciones se han hecho en
poblacién y en célula tnica.

El movimiento flagelar estd generado por el axonema, que es un aparato complejo
formado por cientos de proteinas. Este movimiento estd regulado por la composicion
del medio intracelular y especialmente por el Ca?*.

Se ha visto que el ovocito de erizo de mar en las capas m&s externas que lo
rodean se encuentran péptidos que regulan la movilidad del espermatozoide. Se tienen
estudios de tres especies de erizo de mar: la especie Arbacia Punculata responde a
muy bajas concentraciones de un dodecapéptido llamado resact, mientras que las
especies Strongylocentrotus purpuratus y Lytechinus pictus reaccionan al decapéptido
llamado speract.

Una vez que se ha detectado el péptido al cual reaccionar, se desencadena la
siguinete serie de procesos:

1. Se activa transitoriamente una guanilato ciclasa que aumenta temporalmente
la concentraciéon de GMPc.

2. La elevacién del GMPc activa un canal selectivo para K+ que hace méas negativa
a la célula, es decir, la hiperpolariza.

3. La hiperpolarizacién estimula un intercambio de Na™ por H' a través de
la membrana pldsmica; aumenta el pH; y activa intercambiadores Na™/Ca*"
disminuyendo el [Ca2+];, y también estimula a una adenilato ciclasa, elevando
los niveles de AMPc. Ademas la hiperpolarizacion remueve la inactivacién de
los canales de C'a®' voltaje dependientes.

4. La hiperpolarizacion y el aumento de AMPc activan un canal iénico del esper-
matozoide llamado SpHCN de la familia HCN que depolariza la célula.

5. Se abren los canales de C'at.

6. El Ca®T activa los canales CaKC' (canales de calcio y potacio) produciendo
una hiperpolarizacién nuevamente.

7. Seregresa al punto tres y se repite el proceso; es decir, se producen fluctuaciones
de calcio.
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Estas fluctuaciones de en la concentracién de Ca?* estdn relacionadas con la
simetria del batido flagelar (especificamente quien se relaciona es d[CZ:ﬂ", ver [24])
y esto a su vez produce cambios en la curvatura de la trayectoria que recorre el
espermatozoide en busqueda del ovocito.
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