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Capítulo 1

Introducción

Los motores de imán permanente sin escobillas presentan ventajas en ciertos
escenarios de operación sobre los motores convencionales. Tienen una mayor razón
de par por inercia lo que genera un mejor desempeño en cuanto a la aceleración
y desaceleración del rotor, por lo que se prefieren en aplicaciones de robótica y en
motores aeroespaciales. Sin embargo, al igual que cualquier otro motor eléctrico,
presentan problemas en el tema del control. Esto se debe a que el sistema es no
lineal, los parámetros varían considerablemente respecto a los valores nominales,
y además las señales medidas están contaminadas con ruido. El objetivo ideal del
control es generar un comportamiento idéntico con respecto a la consigna que se
le entrega, también llamada referencia. Cualquier algoritmo de control para algún
motor eléctrico tiene ventajas y desventajas dependiendo del tipo de régimen de
operación que se imponga. Conocer cuales son las limitaciones entre un esquema y
otro resulta conveniente al momento de implementarlo en alguna aplicación.

Se inicia este primer capítulo, con una sección en la que se encuentra el objetivo
de la tesis, así como, el alcance y la estructura de la misma. Una breve introducción
sobre el motor eléctrico y sus variantes se anexa posteriormente. Se analizan a grandes
rasgos, los avances técnicos y algunas características del motor de imán permanente, y
se discute el caso particular cuando este es de flujo axial. La última sección contiene
un resumen sobre algunas de las publicaciones que han diseñado algún algoritmo
de control para motores de imán permanente sin escobillas de corriente directa o
síncrono.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Objetivo de la tesis

Comparar esquemas de control para motores de imán permanente sin escobillas
a través de simulaciones numéricas que consideren el seguimiento a referencias de
velocidad variantes con el tiempo y cambios en el par de carga y el momento de
inercia de la misma.

1.1.1. Alcances de este trabajo

Los modelos matemáticos se desarrollarán para MIPSE’s trifásicos de flujo axial,
que después se representarán en un marco bifásico referido a la velocidad del rotor.
Se asumirá que las fases son simétricas y con parámetros iguales en todas ellas. No se
tomarán en cuenta efectos de saturación en el núcleo. Se asumirá que las corrientes y
voltajes son medibles en todas las fases y no se incluyen los efectos de la implantación
digital de las leyes de control.

En este trabajo no se diseñan leyes o algortimos de control, sino que se recuperan
algunos esquemas de control disponibles en la literatura y se compara el desempeño
de un mismo motor controlado por estos esquemas cuando están sujetos a una misma
señal de referencia o a una misma perturbación en los parámetros del modelo.

Los algoritmos de control a evaluar son: 1) Linealización por retroalimentación
de estados, 2) Control basado en pasividad y 3) Control basado en pasividad por
asignación de interconexión y amortiguamiento (IDA).

La evaluación se realizará con base en los resultados de simulaciones numéricas y
será de tipo cualitativo basándose en respuestas transitorias y permanentes. Todas
las simulaciones se llevarán a cabo en MATLAB.

1.1.2. Estructura de la Tesis

La tesis se distribuye de la siguiente manera

La introducción: contiene el objetivo, el alcance y la forma en la que está
comformada la tesis. También incluye una breve introducción sobre motores
eléctricos y algunos resultados previos de algoritmos de control; todo esto está
enfocado a motores de imán permanente sin escobillas.

Modelo matemático del motor de imán permanente sin escobillas: aquí se anexa
el modelado matemático del motor, el cual se usa en motores eléctricos de flujo
axial, y que termina expresado en el marco de referencia del rotor.
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Esquemas de control: sección en la que se pueden encontrar los diversos al-
goritmos de control, como son: linealización por retroalimentación de estados,
control basado en pasividad y control pasivo por asignación de amortiguamien-
to.

Simulación y resultados: capítulo donde se hallan los resultados obtenidos de los
algoritmos de control, usando los parámetros de un motor de imán permanente
de flujo magético axial.

Las últimas dos secciones de la tesis corresponden a las conclusiones y el apéndi-
ce, en este último se anexan de manera somera algunas definiciones y conceptos
básicos que se utilizan en algunos capítulos previos.

1.2. Máquinas eléctricas

Se denomina máquina eléctrica al dispositivo que convierte energía mecánica en
energía eléctrica o energía eléctrica en energía mecánica, ver referencia [3, pág. 1].
Se le llamará motor eléctrico a la máquina eléctrica que convierte energía eléctrica
a mecánica, y se llamará generador a la máquina eléctrica que convierte energía
mecánica en eléctrica. El motor eléctrico puede manejar tasas de energía desde los
microwatts hasta los megawatts y se divide en dos clases: motores de corriente directa
(MCD) o motores de corriente alterna (MCA), ver referencia [24]. Cada una de estas
clases puede tener diversas ramificaciones, sin embargo, a lo largo de este trabajo
sólo un tipo de motor eléctrico que pertenece a la clase de MCA con características
muy particulares será analizado. El término de motor o motor eléctrico se ocupa sin
distinción. El esquema de la Figura 1.1 muestra una breve clasificación de motores.

A grandes rasgos los elementos que componen a un MCA o a un MCD son
similares, la Figura 1.2 muestra las partes más importantes de un motor. La parte
del motor que es estacionaria se denomina estator y la parte que gira se denomina
rotor. El eje del motor es una extensión del rotor en dirección del eje de giro. Una
bobina es un selenoide de cobre el cual genera un dipolo magnético. Al conjunto de
todo los selenoides de un motor se le nombrará devanado. Si el devanado tiene una
estructura dentada que lo soporte y dicho grupo de selenoides quedan distruibuidos
a lo largo de los dientes, entonces a este tipo de estator se le conoce como estator de
polos salientes. Cuando no hay dicho soporte dentado entonces se dirá que el estator
es de polo no-saliente o sin núcleo, ver referencia [5, Pág. 153].

Los motores eléctricos están diseñados para que los campos magnéticos del estator
y del rotor (ya sea campos inducidos o permanentes) generen un par electromecánico,
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Figura 1.1: Clasificación de motores.

como resultado de esta interacción magnética el par mutuo genera movimiento de
rotación en el eje, el cual se transfiere al instrumento o equipo unido a este. El campo
magnético inducido por el estator se genera cuando el devanado se energiza, para
esto se utiliza un equipo electrónico de potencia llamado inversor; el inversor pueder
utilizar un modulador de ancho de pulso (MAP), delta MAP, etc., y su tarea consiste
en alimentar eléctricamente el devanado con señales, a las cuales se les puede variar en
frecuencia y magnitud. El desempeño en la conmuntación de la señal depende del tipo
de transistores que contenga el inversor; estos pueden ser transistores bipolares de
puerta aislada (o IGBT’s), rectificadores controlados de silicio (o SCR’s), transistores
de efecto de campo metal-óxido-semiconductor (o MOSFET’s), tiristores (o GTO’s),
etc. Las señales se modifican de acuerdo a la posición del rotor con respecto al estator,
por lo que es común que el motor tenga sensores de posición; ya sean de efecto hall
o codificadores, ver referencia [24].

El motor trifásico induce en su devanado tres dipolos, desfasados 120◦ uno del
otro. Esta orientación, también, se relaciona con que las corrientes (o los voltajes)
tengan un desfase de 120◦ entre cada bobina.

1.3. Motor de imán permanente sin escobillas
El motor de imán permanente (MIP) es resultado de los avances en tecnología de

materiales, su diseño carece de escobillas y generalmente tiene un devanado trifásico.
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Figura 1.2: Partes que componen un motor eléctrico. Fuente: www.bosch.de

Se clasifica en dos tipos: el MCD sin escobillas y el MIP síncrono. Estas variantes
tienen relación con el tipo de alimentación eléctrica que se observa en las bobinas
del estator, y es debido al tipo de distribución que se da a las bobinas cuando se
ensambla el devanado. El MCD sin escobillas siempre tiene una fuerza contra elec-
tromotriz (FEM) en forma trapezoidal y el MIP síncrono tiene una FEM sinusoidal,
ver referencia [19, Pág. 1]. En ambos casos se utilizará el acrónimo de MIPSE (Motor
de imán permanente sin escobillas.), ya que los dos motores tienen imanes en el rotor
y no tienen escobillas.

El MIPSE está sustituyendo a los motores con rotor convencional1 ya que satis-
facen esencialmente las mismas necesidades, pero mejora tanto la eficiencia como el
factor de potencia, ver referencia [24]. Por ejemplo, se obtiene mayor eficiencia en el
motor cuando este trabaja en sincronía, i.e. no hay deslizamiento en el rotor. Además,

1Motores que generan la excitación en el rotor, como los motores de inducción.
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si el motor tiene un «alto» factor de potencia entonces se reducen las pérdidas de
cobre en el devanado. Por otro lado, el rizo en la forma de onda del par2 que presenta
el MIPSE en bajas velocidades se debe a variaciones dependientes de la posición en
el par mutuo, lo cual genera en repetidas veces una aceleración y desaceleración en
la carga cuando el par aumenta o disminuye, respectivamente. Sin embargo, en el
rotor del MIPSE siempre hay un número par de magnetos permanentes, los cuales
afectan el tamaño de paso y el rizo del par. Tener más magnetos reduciría el tamaño
de paso y la ondulación del par. En aplicaciones de alta velocidad, como bombeo,
ventilación, etc., el rizo en la forma de onda del par no es importante, ver referencia
[7, Pág. 62].

Debido a la investigación en materiales magnéticos, ahora es posible disponer
de modernos magnetos permanentes que suministran grandes cantidades de flujo
magnético, y como resultado es posible la construcción de motores con diseños más
compactos. Desde los años 50’s el material más destacado fueron las aleaciones de
ferrita. A finales de los 50’s siguieron las variantes de AlNiCo (aluminio, nickel y
cobalto), en los anõs 60’s aparecieron las aleaciones de tierras raras, y ya en los
ochentas la aleación de neodimio, boro y hierro (NdBFe) logró tener la más alta
energía de flujo magnético por volumen (BHmax), ver referencia [23], (ver Figura
1.3).

Comparando al MIPSE contra algún motor de otra categoría, con propiedades
semejantes, este resulta más pequeño, con mayor par y requiere de menos servicio.
Aunque, como ya se mencionó antes, presenta oscilaciones tanto en la parte eléctrica
como en la mecánica.

Una opción para reducir el rizo en la forma de onda del par en el MIPSE es usar el
devanado de amortiguamiento. Como el nombre lo indica, esta clase de bobina sirve
para absorver las oscilaciones del rotor en los intervalos de arranque. Si el motor
no tiene dicha amortiguación, entonces se deben controlar «apropiadamente» las
corrientes del inversor. Es decir, el inversor debe de ser iniciado con una variable de
retroalimentación al arranque del motor para contrarrestar las oscilaciones. Aquellos
MIPSE’s que tienen un devanado de amortiguamiento suelen ser más confiables pero
tienen un desempeño poco preciso, ver referencia [12, Pág. 522]. También, para que
el MIPSE tenga pequeñas ondulaciones en las corrientes se debe de optar por un
motor con alta inductancia de sincronía en el núcleo, ya que los inversores de estado
sólido presentan desventajas en la conmutación, ver referencia [5, Pág. 126].

El par eléctrico nominal (Ten) es el par bajo el cual el motor trabaja la mayor
parte del tiempo. El par crítico (Tec) es el límite máximo de par bajo el cual se puede
entregar movimiento rotatorio por el rotor. Ambas momentos determinan una impor-

2Traducción del Inglés ripple torque.
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Figura 1.3: Desarrollo de magnetos permanentes. Fuente [23].

tante región de operación del motor. La Figura 1.4 muestra las curvas características
de un motor síncrono. Cuando el par de carga (TL) es mayor a Tec, el motor se detie-
ne, ya que el campo magnético del rotor deja de estar «unido» al campo magnético
del estator. A este fenómeno se lo conoce como pérdida de sincronía, y se debe a que
el par electromagnético del motor se invierte. Aunque los modelos MIPSE’s soportan
grandes cargas, el inversor puede sobrecargar las corrientes, pero los voltajes picos
no puede exceder los del bus, ver referencia [14, Pág. 312]. Para no detener el rotor
repentinamente, es importante conocer las restricciones que tiene el motor.

Los MIPSE de CD son preferidos en aplicaciones donde el rizo en la forma de onda
del par no es un inconveniente, además de que el control presenta una ventaja por su
simplicidad. Los MIPSE síncronos se utilizan en aplicaciones donde es necesario un
alto desempeño, ver referencia [25]. Pero, como ya se mencionó antes, este desempeño
queda restringido en aplicaciones de baja velocidad o donde la magnitud del par no
tenga un papel esencial.
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Figura 1.4: Gráfica de par contra velocidad del rotor (ωr). La Figura muestra las
curvas características de un motor síncrono. Re-editado de la referencia [14].

1.4. MIPSE de flujo axial
Desde hace varios años se han tenido dos vertientes en los MIPSE, aquellos que

tiene flujo radial y aquellos que tienen flujo axial. La Figura 1.5 muestra dos varian-
tes del MIPSE, el de flujo radial y el de flujo axial. En particular, los MIPSE de
flujo axial han tenido una amplia gama de aplicaciones tales como: generadores de
alta velocidad, vehículos eléctricos, bombas de velocidad ajustable o motores para
propulsión de barcos, ver [26, Pág. 35].

Las forma que puede tener el estator va desde una estructura simple hasta una
estructura multidisco, ambas se muestran en la Figura 1.6. Las estructuras multidisco
pueden tener un rotor y dos estatores o un estator y doble rotor. Los motores de
flujo axial multidisco se ocupan porque tienen menos pérdidas de cobre y acero, e
imcrementan la densidad de potencia, ver referencia [26, Pág. 39].

Los motores de flujo axial sin núcleo operan con alta eficiencia, pero debido a la
ausencia del estator ferromagnético el rotor debe tener una mayor área de imanes
permanentes, ver referencia [5, Pág. 153]. Otra característica de los motores con
estator de polo no-saliente es que se elimina el rizo en la forma de onda del par, lo que



1.5. RESULTADOS PREVIOS DE ESQUEMAS DE CONTROL 9

Figura 1.5: MIPSE de flujo radial (izquierda) versus flujo axial (derecha). Imagen
re-editada de las referencias [20] y [13].

genera giros «suaves» del rotor a bajas velocidades. Estos motores se han montado
en sillas de ruedas que utilizan alimentación solar, con bobinas que se fabrican a
partir del apilamiento de capas de películas de cobre en el estator, ver referencia [5,
Pág. 154]. Incluso esta misma tecnología se utiliza en los microgeneradores3.

Una desventaja del motor de flujo radial, con respecto al axial, es que el flujo
magnético genera un cuello de botella en los dientes del rotor, y que, tienen proble-
mas de enfriamiento. Estas limitaciones cambian solamente si se usa otro diseño de
devanado versus rotor; es decir, se debe cambiar de motor, ver referencia [16, Pág.
300].

1.5. Resultados previos de esquemas de control

En la literatura de control, tanto en los artículos de investigación como en los
libros de texto, se encuentran diversos tipos de controladores, los cuales pueden tener
relaciones particulares. Esto se debe principalmente a la forma con la que se modela
la dinámica de la máquina eléctrica, es decir, es claro que no todos los motores
son físicamente idénticos. Sin embargo las suposiciones que se hacen sobre estos

3Motores de escala micrométrica con bobinas que pueden tener una longitud radial de 200µm,
ver referencia [5, Pág. 157].
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Figura 1.6: Tipos de estructuras del MIPSE axial. (a) Estructura sencilla, (b)-(c)
Estructuras multidisco con rotor interno y estator interno, respectivamente. Fuente
[27].

generan que los esquemas de control resulten similares; como ejemplo está el control
para un MIPSE de CD y un MIPSE síncrono. Como se mencionó en las primeras
secciones, los motores eléctricos abarcan una familia muy diversa, y la mayoría de la
veces estos esquemas se diseñan «a la medida». Es decir, los controles son capaces
de trabajar, en la medida de lo posible, sólo en ciertas condiciones de operación.
Las condiciones impuestas al motor se clasifican respecto a las señales de entrada,
el tipo de perturbación externa (par mecánico), restricciones de entradas y salidas
del sistema, perturbaciones parámetricas y estructurales (fricción de inercia), y las
caracteristicas de la fuente de poder (inversor).

Existen dos tipos de control muy conocidos, tanto en la academia como en la
industria, el control de campo orientado (CCO) y el control directo de par (CDT).
El CCO requiere que las ecuaciones que modelan al motor se tranformen al sistema
coordenado que gira en sincronía con el rotor, conocido como marco d − q. En el
marco d−q las variables de flujo están separadas de la dinámica mecánica por lo que
se puede controlar por «separado» la parte eléctrica y el par del rotor; normalmente
se usa un control integral-proporcional. El CDT es, a grandes rasgos, un algoritmo
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sistemático que selecciona los voltajes representados como vectores que se aplican al
estator del motor. En este esquema el tipo de alimentación se selecciona de acuerdo
a la referencia de velocidad, a la región en la que se encuentra el vector del voltaje
(definido en una tabla) y al error, tanto del par como de los flujos. La ventaja del
CDT es que sólo es necesario conocer un parámetro del motor; las resistencias del
devanado.

El método que utiliza parte de la extensa teoría de geometría diferencial es la
linealización por retroalimentación no lineal del estado. Este acercamiento conduce
a una linealización exacta del modelo en una vecindad abierta para alguna condición
inicial del estado. Para el caso de un sistema de múltiples entradas y múltiples sa-
lidas se obtiene un comportamiento entrada-salida desacoplado localmente. Las dos
ventajas que aporta esta teoría son la similitud con conceptos de control lineal (como
observabilidad, grado relativo, etc.) y la posibilidad de que al modelo linealizado se
le puede aplicar alguna técnica de control conocida. Han pasado varios años des-
de que este tipo de control entró al campo de los servo controladores. Bojan Grcar
menciona en la referencia [6] que el trabajo que marcó el inicio en estos esquemas
de control pertenece a Taylor, D. G. et al, titulado A feedback linearizing control
for direct-drive robots with switched reluctance motors (1986). Después, se encuentra
el trabajo de Georgiou, G. y Le Pioufle B., con el título Nonlinear speed control of
synchronous servomotor with robustness (1991), en el cual se introduce el problema
desde la perspectiva de robustez. Posteriormente se publicó un esquema adaptivo
gracias al trabajo de Riccardo Marino, en Adaptive input-output linearizing control
of induction motors (1993). El trabajo de Bojan Grcar es una de las aportaciones
más recientes en este rubro, porque publica un esquema de control completo para un
MIPSE síncrono utilizando la linealización exacta por retroalimentación de estados.

El concepto de pasividad surge de los amplios trabajos en problemas de mecánica
clásica. El punto clave de los esquemas de control pasivo es obtener una desigualdad
en la que se asegura que el sistema no almacena más energía de la suministrada. El
trabajo de Anchour, en la referencia[2], propone un control que sigue la referencia de
velocidad para un MIPSE síncrono. Este esquema utiliza los flujos de encadenamiento
como estados y no a las corrientes del marco d−q, directamente; es más, las corrientes
se utilizan como una especie de entrada de control virtual. Zhai, por otro lado, utiliza
el modelo del MIPSE en su forma de Euler-Lagrange, ver referencia [28]. Pero, este
control basado en pasividad se implementa en un MIPSE de CD y los resultados se
comparan contra un control proporcional-integral; este último esquema de control
resulta tener una respuesta dinámica más pobre. Abdelyazid, en la referencia [1],
se diseña un control con observador; la razón de usar un observador es para poder
reconstruir los estados de velocidad y corrientes, ya que por hipótesis, sólo se supone
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conocer la posición y los voltajes. La publicación más reciente pertenece a Ramirez-
Leyva, ver referencia [25], en la que se presenta un esquema basado en pasividad que
hace uso de una retroalimentación del error del estado para disipar la energía total
del sistema.

La técnica de control de asignación de amortiguamiento por interconexión (IDA)
se introduce por Romeo Ortega et al., ver referencia [17]. Este método resulta ser una
variante de los esquemas de control pasivos. Es decir, se mantiene como prioridad
el espíritu de disipación de energía del sistema, pero, a partir de la estructura de
interconexión. La asignación de interconexión surge de resolver la ecuación diferencial
parcial que arroja el método, llamada ecuación de compatibilidad. Petrović, V. en
la referencia [21] desarrolla un control basado en IDA para un MIPSE síncrono.
Posteriormente Petrović, en la referencia [22], publica el mismo control pero agrega
un análisis del cual desprende una similitud entre el ajuste de las ganancias del IDA
el ajuste de ganancias de controles industriales, mencionados anteriormente.

En esta tesis se incluye un esquema de control por linealización de retroalimen-
tación de estados, un esquema de control pasivo y un control pasivo por asignación
de interconexión de amortiguamiento.



Capítulo 2

Modelo matemático del MIPSE

Las ecuaciones que describen las dinámicas eléctrica y mecánica del motor son
primordiales para obtener un modelo de menor orden, el cual tiene un marco refe-
renciado al rotor, el cual se nombra como marco d − q. Se inicia el capítulo con la
deducción del sistema de ecuaciones eléctricas referenciados al estator y su expresión
en el marco d − q. En seguida se deduce la expresión matemática de la dinámica
mecánica y su equivalente al marco d− q. Se cierra el capítulo con algunas observa-
ciones acerca de la notación. El siguiente material se consultó de las referencias [4],
[7], [11] y [12].

2.1. Ecuaciones de voltaje
El modelo dinámico ideal del MIPSE se obtiene bajo las siguientes suposiciones:

No hay pérdidas en el núcleo.

No hay efectos de saturación, por lo que el flujo de encadenamiento del circuito
es una función lineal de las corrientes de fase.

No hay efectos debidos al ranurado en el rotor.

El MIPSE tiene reluctancia constante, es decir, tiene un entrehierro uniforme.

No hay magnetización cruzada o acoplamiento mutuo entre los circuitos d− q.

El ángulo del estator (en radianes) se denota como θs, el cual está en relacionado
con el ángulo mecánico del rotor (θr) por la ecuación

θs = Pθr, (2.1)

13
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donde P es el número de pares de polos magnéticos que se ubican de frente al flujo
del devanado del rotor. La velocidad del rotor (ωr) se obtiene derivando la posición

dθr
dt

= ωr. (2.2)

Entonces
ωs := Pωr. (2.3)

Suponga que un motor de P polos tiene una densidad de vueltas del conductor
en la i-ésima bobina del estator (con unidades [vuelta

rad
]), de tipo senusoidal, dada por

Nsi =
Ns

2
|sin(Pθs)| 0 ≤ θs ≤ 2π, (2.4)

donde Ns es el número máximo de vueltas, o la máxima densidad de conductores
en cada fase. Integrando (2.4) sobre el intervalo de un polo1 se obtiene el número
total de conductores en el mismo (y es igual a Nsi/P , es decir, en cada polo hay 2Ns

conductores). La ventaja de integrar (2.4) para cada bobina del estator (Nsa, Nsb y
Nsc en el caso de un motor trifásico) es que proporcionan el valor de la componente
fundamental de la distribución real. Por lo anterior las densidades de vuelta en las
fases a, b y c son

Nsa(θs) =
Ns

2P
|sin(Pθs)|

Nsb(θs) =
Ns

2P
|sin(Pθs − 2π/3)|

Nsc(θs) =
Ns

2P
|sin(Pθs − 4π/3)| ,


(2.5)

respectivamente.
La fuerza magnetomotriz (mmf)2 del entrehierro, o densidad de flujo, tiene una

distribución cosenoidal debida a la ley de Faraday. Se deduce que el campo magnético
en el entrehierro es

Bsa(isa, θs) =
µ0Ns

2Pg
isa cos (Pθs)

Bsb(isb, θs) =
µ0Ns

2Pg
isb cos

(
Pθs −

2π

3

)
Bsc(isc, θs) =

µ0Ns

2Pg
isc cos

(
Pθs −

4π

3

)


(2.6)

1Pole pitch.
2Del inglés Magneto Motive Force.
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donde µ0 es la permeabilidad del vacío.
La densidad de flujo magnético total en el estator Bs(·) producida por las co-

rrientes es la suma de la densidad de flujo en cada fase, entonces usando (2.6) resulta
que

Bs(isa, isb, isc, θs) :=
µ0Ns

2Pg

{
isa cos (Pθs) + isb cos

(
Pθs −

2π

3

)
+

isc cos

(
Pθs −

4π

3

)}
. (2.7)

La densidad de flujo del rotor Br(·) para un motor con P -pares de polos se
describe como

Br(θr) :=
Bm

P
cos (Pθr) , (2.8)

donde Bm es una constante3, dada por la longitud del entrehierro, la permeabilidad
del vacío, etc. Para determinar cada una de las auto-inductancias La, Lb y Lc primero
es necesario calcular el flujo de encadenamiento de cada bobina, el cual se genera por
la corriente que circula en esa fase. Para determinar las inductancias mutuas Lab,
Lac y Lbc primero es necesario calcular el flujo de encadenamiento de una bobina
inducido por el flujo de corriente que circula en alguna otra fase. En ambos casos el
flujo de encadenamiento se obtiene por la siguiente ecuación

λsi(t) :=

∫ α2

α1

Nsi(θ)

∫ θ

θ−π
Bs(isa, isb, isc, θ

′)dθ′dθ, (2.9)

donde i ∈ {a, b, c} y (α1, α2) ∈ {(0, π), (2π/3, 2π/3 +π), (4π/3, 4π/3 +π)}. La expre-
sión final para el flujo de encadenamiento del devanado se deduce de (2.9) (utilizando
(2.5) y (2.6)), y resulta serλsaλsb

λsc

 =

La Lab Lac
Lba Lb Lbc
Lca Lcb Lc

isa(t)isb(t)
isc(t)

 . (2.10)

La matriz en (2.10) se le llama matriz de inductancias mutuas, y se denotará como

Ls :=

La Lab Lac
Lba Lb Lbc
Lca Lcb Lc

 . (2.11)

3Ver referencia [4, Página 418].
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Para calcular el flujo de encadenamiento que generan los imanes del rotor y el
devanado se utiliza la siguiente fórmula

λri(t) :=

∫ α2

α1

Nsi(θ)

∫ θ

θ−π
Br(θs)dθ

′dθ, (2.12)

donde i ∈ {a, b, c} y (α1, α2) ∈ {(0, π), (2π/3, 2π/3 + π), (4π/3, 4π/3 + π)}.
De (2.5), (2.8) y (2.12) se obtiene el flujo de encadenamiento del rotor

Λm :=

λraλrb
λrc

 =

 kE
P

cos(Pθs)
kE
P

cos(Pθs − 2π/3)
kE
P

cos(Pθs − 4π/3)

 , (2.13)

donde kE es una constante positiva y representa el coeficiente de la fuerza contra-
electromotriz.

Como se supone que el MIPSE es ideal, es decir que no tiene efectos de satura-
ción, entonces es válido sumar los flujos de encadenamiento. Por lo que el flujo de
encadenamiento total es

Λabc :=

λsaλsb
λsc

+ Λm. (2.14)

Utilizando (2.11), la ecuación (2.14) se puede reescribir como

Λabc := LsIabc + Λm (2.15)

con Iabc := [isa, isb, isc]
T .

La ecuación eléctrica o ecuación de voltaje queda expresada como

Vabc = RIabc +
d

dt
Λabc, (2.16)

donde Vabc := [vsa, vsb, vsc]
T y R := diag[ra, rb, rc].

De suponer que el sistema magnético es lineal se tomara a Ls, en (2.11), constan-
te4. Desarrollando dΛabc/dt resulta

d

dt
Λabc =

La Lab Lac
Lba Lb Lbc
Lca Lcb Lc

 d

dt

isa(t)isb(t)
isc(t)

−
 kEωs sin(Pθs)
kEωs sin(Pθs − 2π/3)
kEωs sin(Pθs − 4π/3)

 . (2.17)

4Ver en referencia [11, Capítulo 3].
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Si además, por simplicidad, se supone que Lab = Lba = Lac = Lca = Lbc = Lcb = M
y La = Lb = Lc = L, entonces la ecuación (2.17) se reescribe como

d

dt
Λabc =

L M M
M L M
M M L

 d

dt

isa(t)isb(t)
isc(t)

−
 kEωs sin(Pθs)
kEωs sin(Pθs − 2π/3)
kEωs sin(Pθs − 4π/3)

 (2.18)

Si las corrientes de cada fase están balanceadas, es decir

isa + isb + isc = 0,

entonces se obtiene queL M M
M L M
M M L

isa(t)isb(t)
isc(t)

 =

L−M 0 0
0 L−M 0
0 0 L−M

isa(t)isb(t)
isc(t)

 . (2.19)

Finalmente se utiliza que ra = rb = rc = R, entonces de (2.16), (2.18) y (2.19) se
obtiene

d

dt


isa(t)

isb(t)

isc(t)

 =


−R
L−M 0 0

0 −R
L−M 0

0 0 −R
L−M



isa(t)

isb(t)

isc(t)



+


kE
L−Mωs sin(Pθs)

kE
L−Mωs sin(Pθs − 2π/3)

kE
L−Mωs sin(Pθs − 4π/3)

+
1

L−M


vsa(t)

vsb(t)

vsc(t)

 . (2.20)

La ecuación (2.20) es el modelo matemático aproximado de la parte eléctrica del
MIPSE con referencia al marco abc, cuando el motor satisface ser un sistema magné-
tico lineal. Sin duda es de mayor interés obtener un sistema de ecuaciones de la parte
eléctrica del MIPSE cuando tiene una matriz variante en el tiempo, sin embargo para
los objetivos de este trabajo no se implementa la ecuación anterior por lo que resulta
innecesario.

2.1.1. Ecuaciones de voltaje en el marco del rotor

Se desarrolla un modelo dinámico de las ecuaciones de voltaje para el MIPSE
en un marco referenciado al rotor, es decir, un sistema de ecuaciones equivalente
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al de la ecuación (2.20) pero en el marco d − q; ya que de esta forma se obtiene
independencia de la fuerza contra electromotriz respecto a voltajes y corrientes en el
estator. La deducción que se presenta más adelante en esta subsección se reproduce de
la referencia [12, Capítulo 9], este método se incluyó porque es intuitivo y más directo.
Sin embargo, en el Apéndice (A) se anexa un método alternativo más «explícito» en
el desarrollo, pero bastante elaborado en el cual se utiliza la transformada de Park.

Se parte de la idea de imaginar un devanado ficticio asociado al estator, el cual
está girando a la misma velocidad que el rotor. Por lo cual se obtiene una velocidad
cero entre el devanado ficticio del estator y el campo magnético del rotor, se dice que
los circuitos eléctricos tienen un movimiento relativo nulo. Las ecuaciones del flujo
de encadenamiento del estator con marco de referencia al rotor son

urds = Rsi
r
ds +

dλrds
dt
− Pωrλrds

urqs = Rsi
r
qs +

dλrqs
dt

+ Pωrλ
r
qs,

 (2.21)

donde las tripletas vrds, irds, Rd y vrqs, irqs, Rq son el voltaje en terminales, la corriente
del devanado ficticio y la resistencia en el devanado, de los ejes d y q respectivamente.
Observe que la ecuación (2.21) utiliza la velocidad angular del rotor5 ωr. Los flujos
de encadenamiento del estator referenciados al rotor se definen como

λrds := Ls1i
r
ds + Lmi

r
qr

λrqs := Ls2i
r
qs + Lmi

r
dr,

donde Ls1, Ls2 son las auto-inductancias del estator en los ejes d − q y Lm es la
inductancia mutua entre el embobinado del estator y los magnetos del rotor.

Un análisis de la posición entre los ejes d − q y el campo magnético del rotor
nos lleva a una reducción del último par de ecuaciones. Como el plano d − q está
fijo al rotor, suponga que el eje d (el eje del devanado del estator) está alineado con
el eje magnético del rotor, entonces se tiene un trayecto con reluctancia máxima y
en consecuencia se tiene la mínima inductancia. Esta inductancia se denota como
Ld y se le llama inductancia del eje en directa. En esta misma posición el eje q
se encuentra entre los polos del rotor, donde la trayectoria del flujo no atraviesa a
ningún magneto (tan sólo al entrehierro y parte del rotor) lo que resulta en una
reluctancia más baja, y por tanto la inductancia es máxima. A esta inductancia se le
llama inductancia del eje q y se le denota como Lq. Claramente para poder calcular

5La expresión ωr = 1
P ωs =

2π
P f relaciona la frecuencia angular de la corriente de armadura con

la velocidad en el estator (s) o del rotor (r).
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los flujos de encadenamiento d−q basta con conocer las corrientes irqs, irds, irqr e irdr. La
excitación de los magnetos permanentes del rotor se pueden modelar con una fuente
de corriente6 im, donde el flujo de los magnetos sólo está en el eje d. De lo anterior
irdr = im, irqr = 0 y el sistema de ecuaciones para los flujos de encadenamiento con
las nuevas inductancias se reescribe como

λrds = Ldi
r
ds + Lmim

λrqs = Lqi
r
qs.

}
(2.22)

Después de sustituir (2.22) en (2.21) se obtiene
Ld
dirds
dt

Ld
dirqs
dt

+

 Rs −PωrLq

PωrLd Rs

irds
irqs

+

 0

Pωrλf

 =

urds
urqs

 . (2.23)

donde λf := Lmim.

2.2. Ecuación de movimiento
El movimiento del rotor para cualquier motor se describe por la ecuación

Jω̇r +Bωr + TL = Te, (2.24)

donde

J := momento de inercia del rotor, B := constante de fricción viscosa,

TL := par de carga aplicado al rotor, Te := torque electromagnético.

Para calcular el par electromagnético es necesario obtener, primero, la fuerza
debida a la densidad de flujo. El diferencial de fuerza que se genera en el estator del
motor de flujo axial se muestra en la Figura 2.1. Esta fuerza, se obtiene de la ecuación
de Lorentz. En el caso de que una corriente isj circule por el j-ésimo embobinado el
diferencial de fuerza d~Fj(r) se puede calcular con

d~Fj(r) =

(∫ π/P

0

isjNsj(θ)ldθ ×Br(θs)

)
rdr,

donde r es la posición donde se aplica la fuerza d~Fj y l es la longitud del conductor.
Por otro lado el par electromagnético generado por ~F es

6A la corriente if := irqr se le llama corriente de campo.



20 CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO DEL MIPSE

Figura 2.1: Diferencial de fuerza en el MIPSE de flujo axial [20].

~Tj(r) =~r × ~Fj(r).

Por lo anterior el par del MIPSE de flujo axial generado por la fase i en la región
[ri, ro] es

Tj(t) =

∫ ro

ri

∫ π/P

0

~r × (isjNsj(θ)l ×Br(θs))dθrdr, (2.25)

donde j ∈ {a, b, c}, y {ri, ro} son el radio interior y el exterior de la bobina, respec-
tivamente.

Resolviendo (2.25) para cada corriente se obtiene

Ta(t) = kEisa(t) sin (Pθs)
Tb(t) = kEisb(t) sin (Pθs − 2π/3)
Tc(t) = kEisc(t) sin (Pθs − 4π/3) .

 (2.26)

El par total es
Te := Ta + Tb + Tc.

Sustituyendo (2.26) en la igualdad anterior y factorizando queda

Te(t) = kE{isa(t) sin (Pθs)+isb(t) sin (Pθs − 2π/3)+isc(t) sin (Pθs − 4π/3)}. (2.27)



2.2. ECUACIÓN DE MOVIMIENTO 21

2.2.1. Torque electromagnético en el marco del rotor

En el marco d− q el par electromagnético (2.27) está descrito por la ecuación7

Te =
P

2

{
1

2
ITabcs

∂Ls
∂θr

Iabcs − ITabcs
∂Lsr
∂θr

Iqdr

}
. (2.28)

La ecuación anterior tiene variables referidas al marco abc del estator y al marco
d− q del rotor.

Para expresar a (2.28) en términos de flujos de encadenamiento y corrientes, con
variables en el marco d− q del rotor se utiliza la transformación (A.1) del Apéndice
A. Se obtiene que

Te =
P

2

{
1

2
(Irabcs)

T ∂Ls
∂θr

Irabcs − (Irabc)
T ∂Lsr
∂θr

Iqdr

}
=

3P

2

{
−Lmdirdsirqs + Lmqi

r
qsi

r
ds

}
. (2.29)

Utilizando la ecuación (A.4), del Apéndice A, se tiene que

Λr
qd0s =

−Llsi
r
qs − Lmqirqs

−Llsirds − Lmdirds
−Llsi0s

 .
Para simplificar los cálculos se supone que las inductancias de pérdida satisfacen
Lls == 0, por lo que usando el vector columna anterior y la ecuación (2.29) se
obtiene una expresión equivalente del par electromagnético (2.28) en términos del
marco d− q dada por

Te =
3P

2

{
λrdsi

r
qs − λrqsirds

}
. (2.30)

Usando (2.24) y (2.30) se obtiene

J
dωr
dt

= −Bωr − TL +
3P

2

{
λrdsi

r
qs − λrqsirds

}
. (2.31)

Al sustituir (2.22) en (2.31) queda

J
dωr
dt

= −Bωr − TL +
3P

2

{
(Ldi

r
ds + Lmim)irqs − Lqirqsirds

}
= −Bωr − TL +

3P

2
{(Ld − Lq)irds + Lmim} irqs. (2.32)

7La matriz Lsr tiene como elementos tanto de las inductancias mutuas entre el rotor y el estator
como de las inductancias de amortiguamiento.
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2.3. Modelo no lineal en el marco abc
En esta sección se presenta el modelo aproximado final del MIPSE, el cual consta

de las ecuaciones eléctricas y de movimiento obtenidas previamente. La dinámica del
motor está restringida a las suposiciones que se hicieron al inicio de este capítulo.

De (2.20), (2.24), (2.27) y (2.2) se obtiene

d

dt


isa(t)

isb(t)

isc(t)

ωr

 =



−R
L−M 0 0 −kE

L−M fa(θs)

0 −R
L−M 0 −kE

L−M fb(θs)

0 0 −R
L−M

−kE
L−M fc(θs)

kE
J
fa(θs)

kE
J
fb(θs)

kE
J
fc(θs)

−B
J


︸ ︷︷ ︸

:=A


isa(t)

isb(t)

isc(t)

ωr



+


1

L−M 0 0 0

0 1
L−M 0 0

0 0 1
L−M 0

0 0 0 −1
J


︸ ︷︷ ︸

:=B


vsa
vsb
vsc
TL

 . (2.33)

donde
fa(θ) := sin(Pθs)
fb(θ) := sin(Pθs − 2π/3)
fc(θ) := sin(Pθs − 4π/3).

La ecuación (2.33) tiene como referencia el marco abc. Las fuerzas magnetomotrices
tienen forma sinusoidal por lo que se infiere que el motor es un MIP síncrono. Para
modelar y controlar algún MCD de imán permanente se suele utilizar la ecuación
(2.33), en su forma «más general» de reluctancia variable, ver referencia [9]. Con la
ecuación 2.33 es posible obtener un control mediante la técnica CDT para los MCD
de imán permanente, tan sólo es necesario cambiar las funciones fi(θ) sinusoidales
por funciones trapezoidales8.

2.3.1. Modelo no lineal en el marco d− q
En esta subsección se anexa el modelo matemático final del MIPSE en términos

de las variables d − q. Esta ecuación diferencial será la que se utilice a lo largo del
siguiente capítulo.

8Ver en la referencia [12, Capítulo 9].
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Utilizando (2.3), (2.23) y (2.32) el modelo no lineal del MIPSE queda expresado
completamente como

Ld
dirds
dt

= −Rsi
r
ds + PωrLqi

r
qs + urds

Lq
dirqs
dt

= −Rsi
r
qs − PωrLdirds − Pωrλf + urqs

J
dωr
dt

=
3P

2
{(Ld − Lq)irds + Lmim} irqs −Bωr − TL.


(2.34)

Si se toma Ld = Lq, entonces la ecuación (2.34) en términos del rotor se reduce a

Ld
dirds
dt

= −Rsi
r
ds + PωrLqi

r
qs + urds

Lq
dirqs
dt

= −Rsi
r
qs − PωrLdirds − Pωrλf + urqs

2J

3P

dωr
dt

= λf i
r
qs −

2B

3P
ωr −

2TL
3P

.


(2.35)

donde λf = Lmim.
La ecuación (2.35) sirve como modelo dinámico del MIPSE de flujo axial en el

marco d−q, ver referencia [5, Capítulo 7]. Se concluye este capítulo con las siguientes
observaciones sobre la notación.

Observación 2.3.1. La ecuación (2.34) tiene algunos superíndices y subíndices que
en la literatura actual no se usan, ya que sólo «cargan la notación». Por lo que dicha
expresión se reescribe como

Ld
did
dt

= −Rid + PωLqiq + ud

Lq
diq
dt

= −Riq − PωLdid − Pωλf + uq

J
dω

dt
=

3P

2
{(Ld − Lq)id + λf} iq −Bω − TL.


(2.36)

donde λf = Ladim y ω la velocidad angular del rotor.

Observación 2.3.2. La ecuación (2.35) en su forma matricial se reduce a

Mẋ+ Cx+Nx = u+ γ (2.37)
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donde

M :=

Ld 0 0
0 Ld 0

0 0
2J

3

 , C :=

 0 −PLqω 0
PLdω 0 Pλf

0 −Pλf 0

 , N :=

R 0 0
0 R 0

0 0
2B

3

 ,

u :=

uduq
0

 , x :=

idiq
ω

 y γ =

 0
0
−2TL

3


con λf = Ladim, ω la velocidad del rotor y γ una perturbación.



Capítulo 3

Esquemas de control

En esta parte de la tesis se presenta el desarrollo de los esquemas de control que
se utilizan en las simulaciones del siguiente capítulo. La primera sección contiene
el control por linealización de retroalimentación de estado no lineal con acción in-
tegral. Este esquema de control se introduce en la referencia [6] y aquí se obtiene
un esquema análogo para regulación de velocidad. En la segunda sección se anexa
el control basado en pasividad, que se tomó de la referencia [25]. Finalmente, en la
tercera sección se anexa un control basado en la metodología IDA, el cual se publicó
originalmente en la referencia [22], pero el control que se presenta aquí se reproduce
de la referencia [8].

3.1. Linealización por retroalimentación de estados
Sea x ∈ D con D ⊂ Rn y las funciones f : D → Rn, suficientemente suaves y

continuas tales que f(0) = 0. Tome un sistema variante en el tiempo como

ẋ = f(x) + g(x)u (3.1)

donde la variable x representa a los estados del sistema, f es la dinámica del sistema
no forzado, g es la función de la entrada de control y u es la entrada de control.

Se define al conjunto de corchetes de Lie1 asociado a (3.1), que genera a Gl , como

Gl = span{adjfgi | 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ l}, (3.2)

con 0 ≤ l ≤ n− 2.
Para obtener un control integral por linealización para (3.1) se utiliza el siguiente

teorema; el cual se anexa sin demostración de la referencia [15, Cap. 2].
1Ver definición de derivadas de Lie en el Apéndice B.

25
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Teorema 3.1.1. El sistema no lineal (3.1) es localmente transformable en una ve-
cindad del origen U0, con una transformación de retroalimentación de estados no
singular (la cual consiste de un difeomorfismo Z(x) y de una retroalimentación de
estados u no singular), en un sistema lineal controlable en la forma del controlador
de Brunovsky con índices de controlabilidad2 κ1 ≥ ... ≥ κm i.e. existen m funciones
suaves φ1(x), ..., φm(x) tales que

< dφi,Gκj−2 >= 0, j ≥ i (3.3)

y la matriz

A =

< dφm, ad
κm−1
f g1 > ... < dφm, ad

κm−1
f gm >

... . . . ...
< dφ1, ad

κ1−1
f g1 > ... < dφ1, ad

κ1−1
f gm >

 (3.4)

es invertible en U0. Donde

u = −B

L
κm
f φm
...

Lκ1f φ1

+ B−1v (3.5)

con

B =

Lg1L
κm−1
f φm ... LgmL

κm−1
f φm

... . . . ...
Lg1L

κ1−1
f φ1 ... LgmL

κ1−1
f φ1


y

Z = [z1, ..., zn]T =
[
φm ... Lκm−1

f φm ... φ1 ... Lκ1−1
f φ1

]T
. (3.6)

si y śolo si en la vecindad del origen se satisface que
Gκi−2, 1 ≤ i ≤ m es involutivo y de rango constante.

rank Gκ1−1 = n.

El modelo del MIPSE, de la observación 2.3.1, escrito como en (3.1) tendría a

f(x) =

 − R
Ld
id + Pω Lq

Ld
iq

− R
Lq
iq − PωLd

Lq
id − 1

Ld
λf

3P
2J
{(Ld − Lq)id + λf}iq − B

J
ω − 1

J
TL

 ,

g =

 1
Ld

0

0 1
Lq

0 0

 , u =

[
ud
uq

]
y x = [id, iq, ω].


(3.7)

2Ver definición de índices de controlabilidad en Apéndice B.
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La dimensión del dominio es n = 3, por lo que utilizando (3.2) se puede calcular
G0, G1 y G2. Estos quedan dados por

G0 = span


1

0
0

 ,
0

1
0

 ,

G1 = span {G0, ξ1, ξ2} ,

G2 = span
{
G0,G1, ad

2
fg1, ad

2
fg2

}
,


(3.8)

donde

ξ1 =

 R
Ld

PωLd

Lq
3P
2J

(Ld − Lq)iq

 y ξ2 =

 −Pω Lq

Ld
R
Lq

3P
2J
{(Ld − Lq)id + λf}


Es claro que en G0 = R2. De G0 y de ξ2 resulta que G1 = R3. Por lo anterior se
deduce que R3 ⊆ G3. De lo anterior es posible calcular los índices de controlabilidad,
utilizando la ecuación (B.4) del apéndice B, los cuales resultan κ1 = 2 y κ2 = 1.
Utilizando estos índices se obtiene que rank Gκ1−1 = rank G1 = 3. Por otro lado,
como Gκ1−2 = G0 y Gκ2−2 = {∅}, son involutivos3 y de rango constante, entonces
del Teorema 3.1.1 existe una linealización por retroalimentación de estados u y un
difeomorfismo Z, que se obtienen de las ecuaciones (3.3)-(3.6).

Ahora se calculará φ1 y φ2, las funciones que corresponden a los índices de contro-
labilidad κ1 y κ2, respectivamente. Por lo obtenido en el párrafo anterior la ecuación
(3.3) es válida sólo para para κ1, por lo que esta resulta ser

0 =< dφ1,Gκ1−2 >=< dφ1,G0 > .

Es decir, se satisface que
∂φ1

∂id
= 0 y

∂φ1

∂iq
= 0.

En el caso de la matriz (3.4) se llega a que

A =

[
< dφ2, ad

0
fg1 > < dφ2, ad

0
fg2 >

< dφ1, ad
1
fg1 > < dφ1, ad

1
fg2 >

]

=

 ∂φ2

∂id

∂φ2

∂iq

<
∂φ1

∂x
, ξT1 > <

∂φ1

∂x
, ξT2 >

 ,
3Ver apéndice B, definición B.0.5.
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donde ξ1 y ξ2 están definidos en (3.8). Por lo anterior se llega a que

A =


∂φ2

∂id

∂φ2

∂iq

<

(
0, 0,

∂φ1

∂ω

)
, ξT1 > <

(
0, 0,

∂φ1

∂ω

)
, ξT2 >


=

 ∂φ2

∂id

∂φ2

∂iq
∂φ1

∂ω

−3P

2J
iq(Ld − Lq)

∂φ1

∂ω

−3P

2J
{(Ld − Lq)id + λf}iq

 .
Como φ1 = φ1(ω), y si

∂φ1

∂ω
= 1, entonces

φ1 = ω. (3.9)

El determinante de la matriz A resulta

det(A) =
∂φ2

∂id

−3P

2J
{(Ld − Lq)id + λf} −

∂φ2

∂iq

−3P

2J
iq(Ld − Lq).

Claramente el primer término del det(A) puede ser distinto de cero para todo x ∈ U0.
Por lo que una solución pertinente es

∂φ2

∂id
= 1 y

∂φ2

∂iq
= 0.

Del par de igualdades anteriores se observa que φ2 = φ2(id) satisface ambas ecuacio-
nes, por lo que

φ2 = id (3.10)
es una posible solución.

Para simplificar los siguientes cálculos, y además, para lograr obtener un sistema
con entradas de control desacoplado se supone que L = Ld = Lq y B = 0. Con ayuda
de (3.9) y (3.10) es posible calcular explícitamente la retro de estados u, ecuación
(3.5), dada por[

ud
uq

]
=

[
L 0
0 2JL

3Pλf

] [
R
L
id − Pωiq

R
L
iq + Pωid +

Pλf
L
ω

]
+

[
L 0
0 2JL

3Pλf

] [
vd
vq

]
. (3.11)

Por último se calcula el mapeo, de cambio de variable, Z(x). Utilizando (3.9) y
(3.10) en la ecuación (3.6) se obtienez1

z2

z3

 =

 φ2

φ1

L1
fφ1

 =

idω
ω̇

 =

 id
ω

3P

2J
λf iq −

1

J
TL

 . (3.12)
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Con la retroalimentación de estados y la transformación, halladas en (3.11) y
(3.12) respectivamente, es posible obtener la forma de controlador de Brunovsky
para (3.7). Para esto, primero se deriva (3.12), lo que resulta en

ż1

ż2

ż3

 =

 i̇d
ω̇

3P

2J
λf i̇q



=


−R
L
id + Pωiq +

1

L
ud

3P

2J
λf iq −

1

J
TL

3P

2J
λf

(
−R
L
iq − Pωid −

Pλf
L

ω +
1

L
uq

)
 .

Sustituyendo (3.11) en la igualdad anterior se obtieneż1

ż2

ż3

 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

z1

z2

z3

+

vd0
vq

 . (3.13)

Se desea que el control v, de (3.13), pueda regular la velocidad. Para ello es
necesario obtener el control que lleve al error e a cero. El error se define como

e = [eid, eω, eω̇]T = [i∗d − z1, ω
∗ − z2, ω̇

∗ − z3]T

donde [i∗d, ω
∗, ω̇∗] son los valores deseados de id, ω y ω̇. Por lo anterior el sistema

extendido del error con integral del error respecto a ω (σ̇ω = eω) es
ėid
ėω
ėω̇
σ̇id

 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0



eid
eω
eω̇
σω

+


vd
0
vq
0

 . (3.14)

El control final v = [vd, vq]
T para (3.14) resulta[

vd
vq

]
= −

[
kdeid

kIω
∫ t

0
eω dt+ k1eω + k2eω̇

]
, (3.15)

donde kd, kIω, k1 y k2 son constantes positivas.
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El control final por linealización por retroalimentación no lineal de estados para
el MIPSE, ecuación (2.36), con L = Ld = Lq y B = 0 se obtiene de (3.11) y (3.15).
Es decir[
ud
uq

]
=

[
L
(
R
L
id − Pωiq

)
2JL

3Pλf

(
R
L
iq + Pωid +

Pλf
L
ω
)]− [L 0

0 2JL
3Pλf

] [
kdeid

kIω
∫ t

0
eω dt+ k1eω + k2eω̇

]
.(3.16)

3.2. Control basado en pasividad
Antes de presentar el control basado en pasividad para el modelo dinámico (3.1)

se introducen algunos conceptos básicos.

Definición 3.2.1. Se dice que el sistema (3.1) es pasivo, si existe una función V (x)
continua diferenciable (llamada función de almacenamiento o función de energía)
semidefinida positiva, tal que,

uTy ≥ V̇ =
∂V

∂x
f(x, u) ∀(x, u) ∈ Rn × Rp.

Si además existe ρ(·) tal que

yTρ(y) > 0 y uTy ≥ V̇ + yTρ(y) ∀(x, u) ∈ Rn × Rp (3.17)

para todo y 6= 0, entonces se dice que (3.1) es estrictamente pasivo a la salida.

Definición 3.2.2. Se dice que el sistema (3.1) es de estado-cero observable si no
hay solución de ẋ = f(x, 0) que este en S = {x ∈ Rn| h(x) = 0} distinta a la trivial,
i.e. x(t) ≡ 0.

Teorema 3.2.1. El origen del sistema (3.1), en su forma ẋ = f(x, 0), es asintó-
ticamente estable si el sistema es estrictamente pasivo a la salida y de estado-cero
observable.

En la siguiente demostración, para probar que el sistema es asintóticamente es-
table, se utiliza el Teorema de estabilidad de Lyapunov.4

Demostración. Por hipótesis (3.1) es estrictamente pasivo a la salida por lo que
existen ρ(y) y V (x) (positiva semidefinida) tal que

yTρ(y) > 0 y uTy ≥ V̇ + yTρ(y) ∀(x, u) ∈ Rn × Rp ∀y 6= 0.

4Ver referencia [10, Cap. 4].
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De las desigualdades anteriores, haciendo u = 0 y tomando x ∈ Rn \ {0}, resulta que

0 > −yTρ(y) ≥ V̇ ∀y 6= 0.

Integrando de ambos lados, con δ > 0 y τ ∈ [0, δ], resulta

0 <

∫ τ

0

yTρ(y) dt ≤ V (x(0))− V (x(τ)) ∀y 6= 0. (3.18)

De la desigualdad anterior se obtiene que V (x(τ)) < V (x(0)) para x 6= 0. Usando
esta desigualdad en (3.18) se obtiene que∫ τ

0

yTρ(y) dt ≤ V (x(0)). (3.19)

Sea S como en (3.2.2). Suponga que existe x̂(0) 6= 0 tal que V (x̂(0)) = 0. De
(3.19) se tiene que ∫ τ

0

yTρ(y) dt = 0 ⇒ y = 0⇒ x̂ ∈ S.

Como el sistema (3.1) es de estado-cero observable, entonces x̂ ≡ 0 ⇒⇐.

De lo anterior se tiene que V (x) > 0 si x ∈ Rn\{0} y V (0) = 0. Por el teorema de
estabilidad de Lyapunov resulta que el sistema (3.1) es asintóticamente estable.

3.2.1. Control pasivo para el MIPSE

En esta subsección se anexa el control pasivo. Primero se utilizará el Teorema
3.2.1 para mostrar que el sistema asociado a la ecuación (2.37) es estable. Para esto
se propone a

V (x) =
1

2
xTMx (3.20)

como función de Lyapunov, donde M está definida en la ecuación (2.37).

De (2.37) se tiene que

ẋ = −M−1Cx−M−1Nx+M−1u,

por ser M invertible. Derivando (3.20) con respecto al tiempo y usando la igualdad
anterior resulta que

V̇ (x) = xTMẋ

= −xTCx︸ ︷︷ ︸
=0

−xTNx+ xTu

≤ xTu− xTNx. (3.21)
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Suponga que a la salida del sistema si miden todos los estados, i.e. y = x. Se
define

ρ(y) = ρ(x) := Nx.

Como y y u son vectores se cumple que yTu = uTy. De lo anterior la desigualdad
(3.21) se reescribe como

V̇ (x) ≤ uTy − yTρ(y). (3.22)

Por un lado, N es positiva definida por lo que se cumple que yTρ(y) > 0 para
toda y 6= 0. Por otro lado, de la desigualdad (3.22) se obtiene que el sistema asociado
a la ecuación (2.37) es estrictamente pasiva a la salida y de estado-cero observable.
Por lo anterior y por el Teorema 3.2.1 el sistema (2.37) resulta ser asintóticamente
estable para u = 0.

Se desea obtener un control pasivo tal que lleve a la dinámica del sistema hacia
un punto de operación deseado. Tal punto de equilibrio se le denotará como

x∗ :=
[
i∗d i∗q ω∗

]T
.

Se define el error de estado como

xe = x− x∗.

Para obtener la forma explícita del control pasivo del sistema asociado a la ecua-
ción (2.37), tal que xe → 0 si t → ∞, primero es necesario expresar el modelo del
motor del marco d − q en términos del error. Por un lado, se observa que para ob-
tener dicha igualdad no basta con sustituir el estado del error en el marco d− q, ya
que la matriz C de (2.37) está en función del estado. Por otro lado, la matriz C se
puede ver como función de la entrada de control, con la cual se puede construir una
aproximación lineal en forma de la serie de Taylor. Es decir, dado un control u para
el sistema (2.37) se tiene que

C(u) := C(u∗) +
∂C(u)

∂u

∣∣∣∣
u∗
ue, (3.23)

donde u∗ es el control que se debe inyectar al sistema para que ẋ permanezca en el
equilibrio x∗ (i.e. ẋ = 0),

ue = u− u∗ (3.24)

y C(u) = C(x, u).
La ecuación (2.37), en términos del equilibrio x∗ y del control u∗, resulta

Mẋ∗ = −C(u∗)x∗ −Nx∗ + u∗ + γ, (3.25)
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donde C(u∗) = C(x∗, u∗).
Restando (3.25) a (2.37) y desarrollando se llega a que

Mẋe = [C(u)− C(u∗)]x−Nxe + eu − C(u∗)xe. (3.26)

De (3.23) se tiene que C(u)− C(u∗) = 0, por lo que la igualdad (3.26) queda como

Mẋe = −Nxe + eu − C(u∗)xe. (3.27)

Se define a la función de Lyapunov para (3.27) como

Ve =
1

2
xTeMxe.

Derivando la igualdad anterior, y utilizando ẋe de (3.27), se obtiene que

V̇e = xTeMẋe

= xTe (−Nxe + eu − C(u∗)xe)

= −xTe C(u∗)xe︸ ︷︷ ︸
=0

−xTeNxe︸ ︷︷ ︸
>0

+xTe eu. (3.28)

Si se toma a eu en (3.28) como

eu := −K

1 0 0
0 1 0
0 0 0

xe (3.29)

con K ∈M(R)3×3 diagonal y positiva definida, entonces V̇e < 0.
Por lo anterior basta con encontrar u∗ para obtener la forma del control pasivo

de (2.37). Como el control deseado u∗ satisface que ẋ = 0 cuando x = x∗, se tiene
que 0

0
0

 =

 v∗d + Pω∗Lqi
∗
q

v∗q + Pω∗λf −Ri∗q
λf i
∗
q − 2

3p
(TL +Bω∗)

 . (3.30)

Finalmente el control u se obtiene de (3.24), (3.29) y (3.30), dado por[
ud
uq

]
=

[
−Pω∗Lqi∗q
−Pω∗λf −Ri∗q

]
−
[
k1 0
0 k2

] [
id − i∗d
iq − i∗q

]
. (3.31)



34 CAPÍTULO 3. ESQUEMAS DE CONTROL

3.3. Control pasivo IDA
El control pasivo por asignación de interconexión y amortiguamiento (IDA5) es

una segunda clase de controles pasivos6, en el cual no se fija la función de almace-
namiento sino se «moldea la estructura» en lazo cerrado para que algún punto de
operación pueda ser punto de equilibrio.
Definición 3.3.1. Se dice que un sistema tiene la forma de Hamilton de puerto
controlado (HPC) si la ecuación diferencial del sistema se puede escribir como

ẋ = [J(x)−N(x)]
∂H(x)

∂x
+ g(x)u+ γ︸ ︷︷ ︸

?

(3.32)

para x ∈ Rn, J(x), R(x) ∈Mn×n tales que

J(x) = −JT (x) N(x) = NT (x) ≥ 0 para toda x ∈ Rn,

H(x) : Rn → R+ suave, g(x) ∈Mn×m, u ∈ Rm y γ una perturbación externa.
Si en (3.32) no se tiene el término ?, entonces se dice que el sistema tiene la

forma HPC con disipación.
A las matrices J(x) y N(x) en (3.32) se les conoce como matriz de interconexión

y matriz de amortiguamiento, respectivamente. El resultado siguiente se publicó en
la referencia [18], y se anexa sin demostración.
Proposición 3.3.1. Sean las matrices H(x), J(x), N(x), g como en (3.32) y x∗ ∈ Rn

un punto de equilibrio deseado. Suponga que se puede encontrar β(x), Ja(x), Na(x) y
K(x) tales que satisfacen

[Jd(x)−Nd(x)]K(x) = −[Ja(x)−Na(x)]
∂H(x)

∂x
+ g(x)β(x), (3.33)

donde
Jd(x) := J(x) + Ja(x) = −JTd (x)

Nd(x) := N(x) +Na(x) = NT
d (x) ≥ 0

K(x) satisface
∂K(x)

∂x
=

[
∂K(x)

∂x

]T
K(x∗) = −∂H(x∗)

∂x
∂K(x∗)

∂x
> −∂

2H(x∗)

∂x2
.


(3.34)

5Por las siglas en ingles Interconeccting Damping Assigment.
6Ver referencia [17].
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Entonces el sistema en lazo cerrado u = β(x) tendrá una forma HPC con disipa-
ción, donde

Hd(x) := H(x) +Ha(x) (3.35)

y
∂Ha(x)

∂x
= K(x). (3.36)

La ecuación del MIPSE tiene la forma HPC. Para esto note que si se redefine el
vector de estados x como

x := (Ldid, Lqiq, (J0/P )ω) (3.37)

con J0 := 2J/3 y

H(x) =
1

2

[
1

Ld
x2

1 +
1

Lq
x2

2 +
1

J0

x2
3

]
u =

[
ud
uq

]

J(x) =

 0 0 x2

0 0 −P (x1 + λf )
−x2 P (x1 + λf ) 0

 g(x) =

1 0
0 1
0 0


N(x) =

R 0 0
0 R 0
0 0 0

 γ =

 0
0
−TL
P




(3.38)

entonces (2.36) se puede reescribir como (3.32).
En lo subsecuente se utilizará la notación dada en (3.38) para hallar un control

pasivo mediante la metodología IDA. En la referencia [22] se encuentra el control tipo
IDA mediante la solución de una ecuación diferencial parcial (EDP). Sin embargo, se
anexará el control IDA que se obtiene de resolver una ecuación algebraica, publicado
en la referencia [8]. Es decir, dada la ecuación (3.33) basta con proponer K(x) para
luego poder encontrar Ja y Na.

Sea el punto de equilibrio x∗ definido como

x∗ =

(
0,
LqTL
PLf

,
J0

P
ω∗
)
. (3.39)

Se desea que el sistema tenga una función hamiltoniana-deseada Hd(x) como

Hd(x) = H(x∗) +
1

2
(x− x∗)TM−1(x− x∗). (3.40)
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De (3.35), (3.36) y (3.40) se tiene que

K(x) =
∂Hd(x)

∂x
− ∂H(x)

∂x
= −M−1x∗. (3.41)

Por un lado, las incognitas Ja(x) y Na(x) se definen como

Ja(x) =

 0 −J12 J13

J12 0 −J23

−J13 J23 0

 y Na =

r1 0 0
0 r2 0
0 0 0

 .
 (3.42)

Por otro lado, las matrices Jd(x) y Nd(x) se obtienen de (3.34), (3.38) y (3.42),
las cuales resultan en

Jd(x) =

 0 −J12 Px2J13

J12 0 −P (x1 + λf )− J23

−Px2 − J13 P (x1 + λf ) + J23 0

 (3.43)

y

Nd(x) =

R + r1 0 0
0 R + r2 0
0 0 0

 , (3.44)

respectivamente.
Sustituyendo (3.41), (3.42), (3.43), y (3.44) en (3.33) y junto con (3.38) se obtiene

el siguiente sistema de ecuaciones R + r1 −J12 Px2J13

J12 R + r2 −P (x1 + λf )− J23

−Px2 − J13 P (x1 + λf ) + J23 0

−x∗1/Ld−x∗2/Lq
−x∗3/J


=

−r1 −J12 J13

J12 −r2 −J23

−J13 J23 0

−x1/Ld
−x2/Lq
−x3/J

+ g(x)u+ γ. (3.45)

Claramente las incógnitas en (3.45) son J12, J13, J23, r1 y r2, para encontrar estos
términos es necesario resolver una ecuación algebraica. Por lo que desarrollando el
último renglón se obtiene que

J23(x2 − x2∗) = Lq

{
x1

(
J13

Ld
+
Px∗2
Lq

)}
+
LqPλfx

∗
2

Lq
− LqTL

= Lq

{
x1

(
J13

Ld
+
Px∗2
Lq

)}
+ Pλfx

∗
2︸ ︷︷ ︸

=LqTL

+−q TL

= −Px1

(
−J13Lq
PLd

− x∗2
)
. (3.46)
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Los términos
J13 =

−LdPx2

Lq
y J23 = −Px1 (3.47)

son las constantes que hacen compatible la igualdad (3.46)
De los primeros dos renglones de (3.45) se obtiene

ud = −r1x1

Ld
− J12

Lq
(x2 − x∗2) +

J13

J
(x3 − x∗3)− Px2x

∗
3

J
(3.48)

y

uq =
J12x1

Ld
− r2

Lq
(x2 − x∗2)− J23

J
(x3 − x∗3) +

Rx∗2
Lq

+
Px∗3
J

(x1 + λf ). (3.49)

Sustituyendo (3.37), (3.39), (3.47) y J12 = −kx3 en (3.48) y (3.49) resulta

ud = −r1id + kJωiq −
kJωTL
Pλf

− LdPiqω + LdPiqω
∗ − PLqiqω∗

= −r1id + (kJ − LdP )iqω −
kJωTL
Pλf

+ (Ld − Lq)Piqω∗ (3.50)

y

uq = −kidJω − r2iq +
r2TL
Pλf

+ PLdidω − PLdidω∗ +
RTL
Pλf

+ Pω∗Ldid + Pλmω
∗

= −r2iq + (PLd − kJ)idω + Pλfω
∗ + (R + r2)

TL
Pλf

, (3.51)

donde k es una constante arbitraria y r1, r2 son variables tales que satifacen que la
matriz R es negativa semidefinida.
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Capítulo 4

Resultados de simulación

En este capítulo se analizan los resultados obtenidos de la simulación numéri-
ca para cada uno de los controles obtenidos en el capítulo anterior. Se obtienen
resultados como la respuesta de seguimiento y magnitud en el error. Se comparan
resultados debido a variaciones de ganancias, incertidumbre paramétrica y variación
de parámetros.

4.1. Parámetros del MIPSE
En esta sección se añaden los parámetros del MIPSE de flujo axial que se en-

cuentra en la hoja de datos1, con los cuales se obtiene los resultados numéricos en
las siguientes secciones.

P = 4 pares de polo.

R = 0.013 [Ω] resistencia de fase a fase en el devanado.

L = 0.0001 [H] inductancia de fase a fase en el devanado.

J = 0.0045 [Kg ·m2] inercia del rotor.

λf = 0.15 [N ·m] constante del par.

Torque de quiebre 90 [N ·m].

Velocidad máxima es de 5000 [rpm].
1Ver datos del motor en la página web: http://www.motenergy.com/me1115motor.html.

(23/Enero/2014).

39
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4.2. Variación de ganancias
En esta sección se anexan los resultados que se obtuvieron al variar las ganancias

de cada esquema de control. En cada esquema de control se muestra que las ganancias
propuestas mejoran la respuesta de control.

El primer control que se muestra es el esquema de linealización exacta, en el cual
se necesitó de la ecuación de Lyapunov para obtener las ganancias cuyos polos están
dados a priori. Las ganancias kd, k1, k2 y kI corresponden a los errores de la ecuación
(3.16). Los polos que se utilizan, así como la respuesta de velocidad, se muestran en
la Figura 4.1. Como se puede notar, cuando los polos están más alejados del origen,
el sistema responde mejor. La respuesta del error, para el control de linealización

Figura 4.1: Variación de ganancias; control por linealización exacta. Respuesta de
velocidad.

exacta, también mejora; la Figura 4.2 confirma lo anterior.
Para el caso de control pasivo la respuesta de velocidad se observa en la Figura

4.3. En este caso, por simplicidad, únicamente una de las dos ganancias de (3.31) se
varía. La primera ganancia k1 es 190, y la segunda, k2 varia sólo en las décimas. El
valor óptimo corresponde al par (k1, k2) = (190, 0.589). La respuesta del error que
corresponde al análisis anterior le corresponde a la Figura 4.4.

El esquema de control pasivo basado en la metodología IDA tiene como pará-
metros a r1, r2 y k, ver las ecuaciones (3.50) y (3.51). En este esquema se ajusta el
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Figura 4.2: Variación de ganancias; control por linealización exacta. Respuesta del
error.

parámetro r2. La Figura (4.5) muestra que la mejor conbinación de ganancias es la
tripleta (r1, r2, k) = (0.3, 6.5, 1.773) ya que se acerca lo más posible a la referencia.
La Figura 4.6 muestra que la magnitud del error es menor a 0.5, lo que significa que
tiene un porcentaje alrededor del 0.18 % respecto a la consigna de velocidad.

4.3. Respuesta de seguimiento y magnitud del error

Los resultados numéricos siguientes se obtuvieron con un par de carga de TL =
5 [N ·m], que equivale al 5.5 % del par de quiebre.

Se desea que el rotor siga una referencia de 272 [rad/s], que representa poco
más del 52 % de la velocidad máxima del motor. El primer resultado es la prueba
de seguimiento, el cual se muestra en la Figura 4.7. Como se observa en esta figura
la respuesta más lenta es la del control por linealización exacta, seguido del control
pasivo, y el más rápido es el control de la metodología IDA.

El error que se obtiene del seguimiento se muestra en la Figura 4.8. El control
que presenta mayor error en estado estable es el esquema pasivo, con una magnitud
de 0.5 que equivale a un 0.18 % de la velocidad de referencia. Por otro lado, el control
que tiene el mayor sobrepaso es el control por linealización exacta.
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Figura 4.3: Variación de ganancias; control pasivo. Respuesta de velocidad.

4.3.1. Respuesta de las entradas de control

En esta subsección se anexan las gráficas de los voltajes del marco d − q. Cabe
señalar que el voltaje en el eje d no es de gran interes para nuestro análisis, ya que
se busca que el motor alcance una velocidad de referencia constante. Sin embargo se
anexa estos resultados para observar cómo esta acción de control aparece cuando le
motor debe de frenar.

La Figura 4.9 muestra todos los voltajes del eje d de todos los esquemas de control.

Análogamente, la Figura 4.10 muestra todos los voltajes del eje q.

4.4. Variaciones y perturbaciones

4.4.1. Pruebas de par variable

En este apartado se presentan las gráficas obtenidas de simulación que muestran
el comportamiento de la velocidad del rotor cuando el motor está bajo la influencia
de un par variable. La magnitud de la variación del par fue de 10[N ·m]; se inicia con
un par positivo de 5[N ·m] al tiempo t = 0[s], después en t = 2[s] hay un incremento
y al tiempo t = 5[s] el par es TL = −5[N ·m] constante.
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Figura 4.4: Variación de ganancias; control pasivo. Respuesta del error.

La gráfica de la Figura 4.11 muestra las respuesta del rotor, cuando el motor
es controlado por un esquema de linealización exacta. Se observa un decremento de
velocidad en el intervalo en el que el par cambia de signo, pero cuando el par se
vuelve constante la velocidad vuelve a la referencia.

La respuesta de velocidad por variación del par del esquema pasivo se observa
en la Figura 4.12. Esta gráfica muestra que la respuesta del error se puede reducir
alrededor de dos décimas de punto.

El control por la metodología IDA tiene una respuesta de velocidad por variación
de carga dada en la Figura 4.13. La velocidad angular presenta un cambio de signo
debido al cambio de signo del par. Cuando el par se establece constante al tiempo
t = 5[s] la velocidad del rotor presenta un aumento en la magnitud del error de
estado estable.

4.4.2. Perturbación del par

En este segundo apartado se incluyen las gráficas obtenidas cuando el par del
motor se perturba un 15 % de la magnitud real, en este caso se supone una magnitud
de par de 5[N ·m]. El lapso de tiempo de dura la perturbación es de 1 segundo, de
t = 1[s] a t = 2[s].

La Figura 4.14 muestra la respuesta del rotor para el control por linealización
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Figura 4.5: Ajuste de ganancias; control IDA. Respuesta de velocidad.

exacta. Al tiempo t = 1[s] la velocidad se reduce debido a que existe un decremento
del par, pero al tiempo t = 1.5[s] el control hace que la velocidad angular del rotor
vuelva al valor de referencia correcto. Después, cuando la perturbación desaparece,
lo que significa que el rotor se encuentró ante un incremento positivo en el par,
la velocidad aumenta por lo que el control debe compensar ese exceso y al tiempo
t = 2[s] la velocidad alcanza la referencia una vez más.

En la gráfica de la Figura 4.15 se tiene la respuesta de velocidad del rotor ante una
perturbación en magnitud de la carga, cuando el motor se controla por un esquema
pasivo. Como la perturbación existe en el intervalo de tiempo que va de 1 segundo a 2
segundos, se tiene un cambio de velocidad en el rotor de casi una unidad, incluso esta
aumenta si la perturbación es mayor al 15 % porciento. A diferencia de la respuesta
de velocidad angular dada por variación de la carga, Figura 4.12, se tiene en este caso
una mayor magnitud del error. Quiza se deba a que el sistema este bajo un cambio
brusco del par, es decir, en un lapso de tiempo muy pequeño el par hipótetico no fue
idéntico al real.

La respuesta de velocidad del esquema IDA con perturbación de carga se muestra
en la Figura 4.16. A diferencia de los otros controles la velocidad del rotor presenta
sólo un decremento de la velocidad mientras el par está bajo una perturbación, este
decremento persiste el mismo intervalo de tiempo que la perturbación. Y además, la
magnitud de la velocidad del rotor cuando es constante y menor tiene un intervalo
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Figura 4.6: Ajuste de ganancias; control IDA. Respuesta de error.

de tiempo equivalente al lapso en el que la perturbación se matiene constante.

4.4.3. Perturbación del momento de inercia

Como el momento de inercia del motor es un valor que se puede medir y modificar
fácilmente en las pruebas de laboratorio, a diferencia de las resistencias del devanado,
se optó por realizar simulaciones en las cuales se observara el comportamiento de la
velocidad ante un caso hipotético en el que dicha constante fuera distinta. Bajo este
escenario la constante del momento de inercia, J dado en la sección 4.1, se varió
un 15 % respecto del valor inicial tanto un porciento arriba del hipotético como un
tanto porciento por debajo (esto se denota en las figuras como +15 % y −15 %,
respectivamente).

Como se puede observar en la Figura 4.17 la mejor respuesta de velocidad del
control por linealización exacta tiene un mejor desempeño cuando hay perturbación
menor al valor real ya que la velocidad no tiene sobrepaso y casi tiene el mismo
tiempo de asentamiento que las otras dos curvas.

La Figura 4.18 muestra las gráficas de respuesta de velocidad con perturbación
de inercia para el control pasivo. Se puede notar que el mejor desempeño se logra
cuando el valor del momento de inercia es mayor al real, por un 15 %. Esto se debe
a que la respuesta no tiene sobrepaso y tiene casi el mismo tiempo de asentamiento
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Figura 4.7: Seguimiento de velocidad.

que los otros dos casos.
La respuesta de velocidad con perturbación de inercia para el esquema de control

IDA se muestra en la Figura 4.19. En este caso para la diferencia que existen entra
los tres casos se está hablando de magnitudes de décimas de punto, por lo que resulta
poco útil si se comparan con respecto de la velocidad de referencia.

4.5. Discusión de resultados

De los esquemas de control que se simularon en este trabajo se observó que todos
logran seguimiento de una consigna de velocidad, salvo por diferencias en sobrepasos
y tiempos de establecimiento; si se comparan los sobrepasos en la velocidad con
respecto a la velocidad de referencia resulta que las magnitudes del sobrepaso son
menores al 1 %, por lo que no son relevantes en un escenario práctico. Sin embargo,
en simulación el mejor seguimiento se logró con el esquema de linealiación exacta ya
que tiene un error de cero en estado estable.

Sobre la sintonía de las ganancias se puede decir que los ajustes más complica-
dos pertenecen al control pasivo y la metodología IDA, ya que tienen más de dos
ganancias de las cuales no se pudo observar algún patrón que facilitara encontrar un
algoritmo de ajuste. Los valores que se presentan en las distintas gráficas se obtuvie-
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Figura 4.8: Magnitud del error.

ron mediante prueba-error.
Los resultados sobre las respuestas de voltajes que arrojan los controles nos dice

que el esquema que consume más voltaje es debido a la metodología IDA, esto se
debe, quiza , a que la respuesta de velocidad del rotor no tiene sobrepaso; esto lo
último se comprueba al ver la Figura 4.8. En segundo lugar se encuentra el voltaje
del control por retroalimación de estados y el control que utiliza menos voltaje es el
control pasivo.

En la última subsección de este capítulo se encontró que el par variable genera que
el esquema de control IDA empeore el desempeño de seguimiento. En esta misma
prueba, el control pasivo mejora cuando el momento de carga se opone al motor,
ya que la magnitud del error de estado estable se reduce. En las simulaciones de
perturbación de par el control con una respuesta de error más grande fue el esquema
pasivo, por lo que es un control sensible ante este tipo de escenario, pero también el
control IDA presentó un cambio considerable ante esta perturbación.

Finalmente, en las pruebas de perturbación de inercias los controles que mostraron
respuestas distintas son el control por linealización exacta y el pasivo. Esta última
prueba arrojó lo siguiente observación: resulta mejor dejar un momento de inercia
menor al real en el esquema de linealización exacta y un momento de inercia mayor
en el esquema pasivo, para mejorar la respuesta de seguimiento de velocidad en cada
control.
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Figura 4.9: Respuesta de los voltajes del eje d, de todos los esquemas de control.

Figura 4.10: Respuesta de los voltajes del eje q, de todos los esquemas de control.
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Figura 4.11: Torque variable; control por linealización exacta. Respuesta de velocidad
del rotor.

Figura 4.12: Torque variable; control pasivo. Respuesta de velocidad del rotor.
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Figura 4.13: Torque variable; control IDA. Respuesta de velocidad del rotor.

Figura 4.14: Perturbación del par; control por linealización exacta. Respuesta de
velocidad del rotor.
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Figura 4.15: Perturbación del par; control pasivo. Respuesta de velocidad del rotor.

Figura 4.16: Perturbación del par; control IDA. Respuesta de velocidad del rotor.
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Figura 4.17: Perturbación del momento de inercia; control por linealización exacta.
Respuesta de velocidad del rotor.

Figura 4.18: Perturbación del momento de inercia; control pasivo. Respuesta de ve-
locidad del rotor.
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Figura 4.19: Perturbación del momento de inercia; control IDA. Respuesta de velo-
cidad del rotor.
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Capítulo 5

Conclusiones

Se puede concluir, de la investigación acerca del motor eléctrico de imán per-
manente, que esta máquina eléctrica es resultado de mejores diseños de motores
eléctricos, así como, del desarrollo de mejores materiales magnéticos. El MIPSE es
capaz de sustitutir a varios tipos de motores, como el motor de inducción o el mo-
tor de DC con escobillas, igualando las capacidades de desempeño, reduciendo los
mantenimientos, con un volumen y peso menor. Se encontró que existen dos grandes
clases de MIPSES’s, el primero de flujo radial que se caracteriza por tener el flujo
magnético perperdicular al eje de giro del rotor. El segundo es el de flujo axial, el cual
tiene el flujo magnético paralelo al eje de giro del rotor. Ambos diseños se pueden
utilizar en aplicaciones indistintamente.

Como parte del estudio acerca de motores de imán permante se incluyó el desarro-
llo del conjunto de ecuaciones que modelan el comportamiento dinámico del motor.
Dichas ecuaciones se plasmaron en sus dos formas, tanto en variables estandar o
variables máquina, como en variables equivalentes del marco d − q. Se observó que
el conjunto de ecuaciones en variables máquina que modelan la dinámica del MIPSE
tienen dos vertientes: si se supone que el MIPSE de DC entonces el motor tendría
voltajes contraelectromotrices trapezoidales, y lo mismo la ecuación matemática. Si
se supone que el MIPSE es de AC entonces el motor tiene voltajes contraelectromo-
trices sinusoidales, al igual, que su modelo matemático. En el pimer caso el motor
se llama MIP de DC y en el segundo caso se llama MIP síncrono. En particular, se
encontró que el modelado matemático para los MIPSE’s de flujo radial, que comun-
mente se encontra en la bibliografía, también se aplica para los MIPSE’s de flujo
axial. Lo anterior reduce la complejidad de modelar mediante ecuaciones de electro-
magnetismo, más generales, la interacción entre el devanado y el conjunto de imanes
del rotor.
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En este trabajo se realizó investigación sobre algoritmos de control existentes en
la literatura para MIPSE’s de flujo axial con el fin de determinar su comportamien-
to y desempeño. El modelo matemático del MIPSE se representó de forma tal que
pudiera ser utilizado por todas las leyes de control seleccionadas. Se hizo la compara-
ción para tres leyes de control: linealización por retroalimentación de estados (LE),
control basado en pasividad (CBP) y control basado en pasividad por asignación de
interconexión y amortiguamiento (IDA).

Se realizaron numerosas simulaciones numéricas a través de MATLAB en las que
se evaluaron: respuesta transitoria y permanednte, robustez frente a cambios en el
sistema de cargas y facilidad de sintonización de los controladores. Los resultados se
pueden resumir en la siguiente tabla 5.1

Cuadro 5.1: Resumen de resultados (menor es mejor)

LE CBP IDA
Respuesta transitoria 3 2 1
Error de estado permanente 1 3 2
Esfuerzo de control 1 2 3
Pulso en par de carga 1 2 3
Transitorio por cambio de inercia 1 1 1
Facilidad de sintonización 1 2 3

A partir de los resultados de simulación el control que mostró mejor desempeño
global frente a las distintas medidas adoptadas fue el control por linealización exacta.
Sin embargo, falta aún por realizar la evaluación de estos algoritmos sobre un motor
real, donde los efectos de inexactitud en los parámetros modelo tendrán posiblemente
efectos mayores. Estos experimentos no se pudieron llevar a cabo por retrasos en la
importación de la plataforma experimental.



Apéndice A

Transformada de Park

En los años 20’s Rober H. Park introdujo un nuevo acercamiento al análisis de
máquinas eléctricas, el cual consistió en utilizar una transformación que envia las
variables de voltaje, corriente y flujos de encadenamiento de los devanados del estator
a variables asociadas a devanados ficticios que están en un plano fijo al rotor. La
matriz

Ks :=
2

3

cos θ cos(θ − 2π
3

) cos(θ + 2π
3

)

sin θ sin(θ − 2π
3

) sin(θ + 2π
3

)
1
2

1
2

1
2

 (A.1)

se le conoce como Transformada Park, y es muy útil ya que elimina a las inductancias
dependientes de la posición de la ecuación de voltaje; las cuales se generan a partir
del movimiento relativo de dos circuitos, ver referencia [11, Pág. 109]. La variable θ
representa el desplazamiento angular, y está en función del tiempo (t).

La velocidad angular se denota con ω. La velocidad y la posición están relacio-
nadas por la ecuación

θ(t) =

∫
ω(t) dt.

Sean Fabc, Fqd0 ∈ R3 (un par de vectores que representan, ya sea voltajes, co-
rrientes o flujos de encadenamiento) dados como

Fabc := [fa, fb, fc]
T y Fqd0 := [fq, fd, f0]T

y Ks ∈M3x3(R) la matriz en (A.1).
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La matriz Ks tranforma a los vectores del marco (a, b, c) al marco (d, q, 0), es
decir,

Fqd0 = KsFabc.

La matriz Ks resulta invertible, la inversa es

K−1
s :=

 cos θ sin θ 1

cos(θ − 2π
3

) sin(θ − 2π
3

) 1

cos(θ + 2π
3

) sin(θ + 2π
3

) 1

 . (A.2)

Sabemos que una máquina eléctrica síncrona está descrita, parcialmente, por las
siguientes ecuaciones1 de voltaje

vas = Rsias +
dλas
dt

vbs = Rsibs +
dλbs
dt

vcs = Rsics +
dλcs
dt


(A.3)

donde Rs, Vjs, ijs y λjs son la resistencia, el voltaje, la corriente y el flujo de enca-
denamiento en el j-ésimo devanado, con j ∈ {a, b, c}. El flujo de encadenamiento se
representa como

Λabcs = LsIabcs,

donde Ls es la matriz de inductancias definida como

Ls :=

Lls + L̂m − L∆m cos(θs)
−L̂m

2 − L∆m cos(θs − 2π
3 ) −L̂m

2 − L∆m cos(θs +
2π
3 )

−L̂m

2 − L∆m cos(θs − 2π
3 ) Lls + L̂m − L∆m cos(θs − 4π

3 ) −L̂m

2 − L∆m cos(θs + 2π)
−L̂m

2 − L∆m cos(θs +
2π
3 ) −L̂m

2 − L∆m cos(θs + 2π) Lls + L̂m − L∆m cos(θs +
4π
3 )

 ,
donde Lls representa la perdida en la inductancia, L∆m es la mitad de la amplitud de
la variación sinusoidal de la inductancia y L̂m es el valor promedio del la inductancia.

Aplicando la transformación de coordenadas Ks en (A.3), es decir

Vabcs
Ks→ Vqd0s = K−1

s Vabcs

Iabcs
Ks→ Iqd0s = K−1

s Iabcs

Λabcs
Ks→ Λqd0s = K−1

s Λabcs,

 (A.4)

1El subíndice s denota, que las constantes, las variables y las funciones, pertenecen al estator.
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nos queda que el sistema de ecuaciones de voltaje se reescribe como

vrqs = Rsi
r
qs +

dλrqs
dt

+ ωλrds,

vrds = Rsi
r
ds +

dλrds
dt
− ωλrqs,

vr0s =
dλr0s
dt

.


. (A.5)

El sistema de ecuaciones (A.5) describe a la máquina eléctrica síncrona con marco
de referencia a los ejes d− q, el cual se encuentra en el rotor.
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Apéndice B

Algunas definiciones básicas

Derivadas de Lie
Sean las funciones f, g, h : D → Rn, suficientemente suaves y continuas, tales que

f(0) = 0 y
ẋ = f(x) + g(x)u. (B.1)

Definición B.0.1. La derivada k−ésima de Lie de h respecto a f se define como

Lkfh(x) :=
∂(Lk−1

f h)

∂x
f(x) y L0

fh = h,

con k algún número natural.
El k-ésimo corchete de Lie de h con respecto a f se define como

ad0
fh = h,

ad1
fh =

∂h

∂x
f(x)− ∂f

∂x
h(x)

...

adkfh =
∂(adk−1

f h)

∂x
f(x)− ∂f(x)

∂x
(adk−1

f h),

con k algún número natural.

Definición B.0.2. El sistema no lineal (B.1) tiene grado relativo ρ, 1 ≤ ρ ≤ n, en
la región D0 ⊂ D si

LgL
i−1
f h(x) = 0, i = 1, 2, ..., ρ− 1; LgL

ρ−1
f h(x) 6= 0 (B.2)

para todo x ∈ D0.
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Definición B.0.3. Se define al conjunto de corchetes de Lie asociado a (B.1), que
genera a Gl , como

Gl = span{adjfgi | 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ l}, (B.3)

con 0 ≤ l ≤ n− 2.

Definición B.0.4. Los índices de controlabilidad {κ1, ..., κm} asociados al sistema
(3.1) se definen como

κi = card{mj ≥ i | j ≥ 0} 1 ≥ i ≥ m (B.4)

con

m0 = rank G0,

m1 = rank G1 − rank G0,
...

mn−1 = rank Gn−1 − rank Gn−2,

donde G· se define en la ecuación (B.3).

Definición B.0.5. Se dice que el conjunto Gl en (B.3) es involutivo si

∀a, b ∈ Gl ⇒ adab ∈ Gl .
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