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Introduccion

En este trabajo se presenta de manera introductoria la modelaciéon de series
de tiempo, usando los Modelos Dindmicos Lineales (DLM, por sus siglas en
inglés), ya que estos modelos poseen una mayor flexibilidad en el tratamiento de
series de tiempo no estacionarias, tienen una interpretacién mas sencilla que los
reconocidos Modelos Autorregresivos Integrados de Medias Méviles (ARIMA,
por sus siglas en inglés) y una mayor “libertad” en su implementacién.

Este trabajo estd determinado en escencia por dos bloques. En el primero,
se desarrollan los métodos estadisticos necesarios para el analisis de series de
tiempo mediante los DLM, para ello, se presentan los conceptos basicos para
la comprension del modelo. En este apartado se explicara el modelo de manera
tedrica, empezando con su representacion, asi como las herramientas que se ne-
cesitan para ello. Posteriormente se presentan las especificaciones del modelo,
como caso particular, también observamos que los ARIMA se pueden conside-
rar como un caso particulas de los DLM. También se incluye la metodologia
necesaria para la estimacion de los parametros del modelo. Cabe mencionar que
en la modelacién de algtin evento de interés, es comin encontrarse con parame-
tros desconocidos, al respecto existen distintos enfoques para estimarlos, ya sea
por el método de minimos cuadrados generalizados, por maxima verosimilitud,
o mediante un enfoque Bayesiano, en nuestro caso utilizaremos los dos 1ltimos.

El segundo consta de la implementacién de la metodologia presentada en el
primer bloque, para ello se utiliza el software estadistico R. En este apartado nos
enfocaremos tUnicamente en una de las aplicaciones del modelo, en particular,
en los modelos dindmicos de regresién. Para darle un contexto, utilizaremos lo
que en finanzas conocen como los Modelos de Valoracion de Activos Financieros
(CAPM, por sus siglas en inglés) por lo que también se incluyeron conceptos
bésicos para el entendimiento de este modelo, asi como una breve explicacién
del mismo. A partir de lo cual relajamos los supuestos de este modelo (CAPM)
mediante los mencionados modelos dindmicos lineales. Los datos utilizados en
este apartado se obtuvieron de internetT}

Lhttp: //finance.yahoo.com.



2 Introduccion

Una vez implementado el modelo se finaliza el trabajo con las conclusiones
que se obtuvieron del modelo y de su implementacion.

Antes de proceder con el apartado tedrico de este trabajo comencemos con
comentar una de las importancias de comprender las series de tiempo y su
relevancia en nuestro entorno. Para ello es clave darnos cuenta que nuestra vida
estd conformada por una serie de eventos y situaciones, en las cuales tenemos
que tomar decisiones que afectan nuestro futuro. Esto no es algo que se limite
unicamente a nuestra vida personal, sino que trasciende a otros ambitos en
los que nos desenvolvemos, como en el familiar, en el que un padre tiene que
decidir a donde llevara a sus hijos, si a un parque de diversiones o a un museo.
Igualmente en el empresarial, consideremos una tienda, que tiene que elegir
qué medidas tomar para el crecimiento de la misma. Asi como en estos casos,
existen muchos otros donde el objetivo es buscar la mejor opcién entre diversas
alternativas.

Uno de los aspectos importantes a considerar en la toma de deciones, es
la visién de posibles escenarios futuros. Aqui se encuentran dos aspectos im-
portantes, uno es la prediccion, con la que se intenta “calcular” algin hecho
futuro a través del anédlisis de los datos disponibles, lo cual no es una tarea
sencilla. El otro punto importante es el tiempo. Mucha de la informacion de la
que disponemos varia a través del tiempo. Una gran cantidad de informacién
que se usa para la planeacion y la toma de decisiones, se registra a intervalos de
tiempo regulares, a este conjunto de datos se les conce como series de tiempo.

El problema de las predicciones siempre ha estado presente en la teoria de
procesos estocdsticos y series de tiempo. Kolmogorov (1941) estudié el problema
en los procesos estocésticos discretos estacionarios, Wiener (1949) estudié los
procesos estocasticos continuos, reduciendo el problema de la prediccién a la
solucién de la también llamada ecuacién integral de Wiener-Hopf, pero atin
estaba sujeta a importantes limitaciones tedricas y practicas. Una nueva vista
del problema la dio Kalman (1960), usando la representacién Bode-Shannon de
procesos aleatorios y “estados de transiciéon” un método de analisis de sistemas
dindmicos. Su solucién, conocida también como filtro de Kalman, se puede
aplicar tanto a procesos aleatorios estacionarios como no estacionarios, aunque
fue reconocida en la literatura estadistica hasta tiempo después.

Los Modelos de Espacio de Estados aparecieron en la literatura de series de
tiempo en los 70’s, y se establecieron durante los 80’s, han tenido una expansién
rapida debido, por una parte, a los diversos campos de estudio en que se pueden
aplicar, y por otra, al desarrollo de herramientas computacionales, ya que uno
de los problemas que se presentaba en el modelo anteriormente se debia, en
mayor medida, a este tipo de problemas, que en su momento eran dificiles de
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resolver. Hoy en dia esas dificultades se estdn enfrentando por medio de los
métodos de Monte Carlo con el enfoque Bayesiano, permitiendo el manejo de
situaciones mas complejas.

Un caso particular de los Modelos de Espacio de Estados son los Modelos
Dinamicos Lineales, también conocidos como modelos de espacio de estados
lineales. Estos se empezaron a desarrollar a principios de los anos 60’s para
el monitoreo y control de sistemas dinamicos. El andlisis de series de tiempo
usando modelos dindmicos lineales fue ampliamente desarrollado en los 1970-
80’s.

Los Modelos Dindmicos Lineales estan basados en la idea de interpretar la
salida de un sistema dindmico. En ese sentido una serie de tiempo se considera
la salida de un sistema dindmico que es perturbado por errores aleatorios. He
aqui el punto clave, ya que esta interpretacién nos permite considerar a una serie
de tiempo como la integracién de varios componentes, tales como la tendencia y
estacionalidad, entre otros. Ademads de plantear una estructura probabilistica,
esto debido a los errores aleatorios. Asi, los problemas de estimacién y predic-
cion se resuelven por medio del célculo recursivo de la distribucién condicional
de las cantidades de interés, dada la informacién disponible. En este sentido,
es natural pensar su tratamiento mediante el enfoque Bayesiano.

Cabe recordar que el analisis de series de tiempo no estacionarias median-
te modelos ARIMA, requiere al menos una transformacién preliminar de los
datos para volverla estacionaria. En ese sentido es donde se encuentra una de
las principales ventajas de los Modelos de Espacio de Estados, que se pueden
aplicar a series de tiempo no estacionarias sin requerir alguna transformacién
preliminar de los datos, esto debido a la forma en que se plantean los modelos
dinamicos lineales.
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Introduccion a los Modelos
Dinamicos Lineales



Capitulo 1
Modelos Dinamicos

En este capitulo se abordan los conceptos sobre los que se sustenta la teoria
de los Modelos Dindmicos Lineales. Antes de iniciar con el plantemiento del
modelo haremos unas especificaciones en la notacién que se utilizara. Debido
a que haremos frecuentemente referencia a sucesiones finitas tanto de obser-
vaciones, como de sus posibles valores, se considerara la siguiente notacién;
Y,.:, denotara la sucesién de observaciones entre los periodos de tiempo s a t,
incluyendo tanto al momento s como a ¢, andlogamente, y,.;, representara los
posibles valores para estas observaciones. Las funciones de densidad de proba-
bilidad, se denotarén por 7(-), donde el argumento nos dird a qué distribucién
nos estamos refiriendo, por ejemplo, 7(y) denota la densidad de Y.

1.1 Modelos de Espacio de Estados

Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias asociadas a un
conjunto indice de niimeros reales, tal que a cada elemento del conjunto indice
le corresponda una y sélo una variable, es decir, {Y;;t € T}, donde T es el
conjunto indice y Y; es la variable aleatoria correspondiente al elemento ¢ de T'.
Con base en lo anterior, una serie de tiempo es un conjunto de observaciones
(y1,---,4t), generadas por un proceso estocédstico, cuyo conjunto indice se toma
con relacién al tiempo. En esta tesis se trabaja con series de tiempo donde el
conjunto indice 7" es un conjunto finito o infinito numerable, también conocidas
como series de tiempo discretas, ademas de considerar que las observaciones se
realizan a intervalos de tiempo iguales.

Sabemos que el comportamiento de un proceso {Y;};>1 queda completa-
mente determinado por la distribucién conjunta de las variables (Yi,...,Y:),
pero obtener dicha distribuciéon es una tarea complicada sin la suposicién de
independencia o intercambiabilidad, y estas son dificiles de sostener debido a
que harian esencialmente al tiempo irrelevante, lo que no es l6gico en una serie
de tiempo.



Una forma de abordar el problema con los modelos de espacio de estados,
es hacer uso de la propiedad de Markov para facilitar la tarea de especificar
la distribucién conjunta de las variables Y/s, pero suponer que nuestra serie
cumple la propiedad tampoco tiene mucho sentido, por lo que la solucién que se
ocupa en los Modelos de Espacio de Estados, es considerar otro proceso auxiliar
{6:}1>1 que nos ayude a obtener la distribucién que buscamos, para ello este
proceso debe cumplir la propiedad de Markov, ademéas de estar relacionado
con la serie, esta relacién queda especificada cuando definamos el modelo, a
este proceso auxiliar también se le llama proceso de estados, este nombre tiene
que ver con el hecho de que en los Modelos de Espacio de Estados se liga la
idea de un sistema dindmico, que a grandes rasgos es un conjunto de objetos
relacionados entre si que cambian con el tiempo, donde se dice que un sistema
dindmico queda determinado por su estado, con el anélisis de series de tiempo.
Ya que se considera a una serie de tiempo como el resultado de la interaccion de
estos objetos, es decir, como el resultado del sistema dinamico, de ahi el motivo
por el que al proceso auxiliar que estamos considerando, se le conozca como
proceso de estados, ya que este nos ayudara a determinar nuestro sistema.

Propiedad de Markov: Se dice que una sucesién de variables aleatorias {Y;}¢>1
es una Cadena de Markov si Vt > 1 :

T(Ye | Y1) = 7(Ye | Y1)

donde 7(y), es la distribucién marginal de Y. Esto significa que una sucesién
{Y;}i>1 es una Cadena de Markov, si la informacién que se tiene acerca de
la variable Y; de las observaciones al tiempo ¢t — 1, depende de que se posee
solamente de la observacién y;_1, bajo esta definicién se puede escribir la dis-
tribucién conjunta de la variables (Y7,...,Y};) como sigue:

() = 7o) T] 7005 | yy-)

Apartir de estas ideas surge la definicién de los modelos de espacio de es-
tados: Un modelo de espacio de estados consiste de los procesos real valuados,
{0, :t=0,1,..} eRP y {y: : t =0,1,...} € R™ que satisfacen:

(A.1) {6;} es una cadena de Markov.

(A.2) Condicionando sobre 6; las Y/s son independientes, Y; depende de 6;



solamente.

De lo anterior se nota que el modelo queda completamente especificado por
la distribucién inicial o distribucién a priori, m(6y), y las densidades condicio-
nales w(0; | 0:—1) y m(ye | 04), esto es Vt > 0:

7(00:¢, y1:¢) = m(6o) _li[lﬂ(% | 0j—1)7(y; | 05)-

Con lo que observamos que se pueden, ya sea condicionando o calculando
las marginales, obtener las distribuciones que sean de interés.
El “flujo de la informacion” o estructura de dependencia en el Modelo de Es-
pacio de Estados se puede representar mediante la Figura [I.I] que es un caso
particular de una gréfica aciclica, la cual puede usarse para deducir las pro-
piedades de independencia condicional de las variables aleatorias del modelo.
De hecho, se puede probar que dos conjuntos de variables, A y B, son condi-
cionalmente independientes dado un tercer conjunto de variables C, si y sé6lo
si C separa A y B, es decir, que no existe una trayectoria que conecta una
variable en A con otra variable en B sin que pase a través de Cﬂ Por ejemplo,
usando esta propiedad podemos demostrar que Y; y (6o.4—1, Y1.t—1) son condi-
cionalmete independientes dado 6y, por lo antes mencionado. La demostracién
consistirfa en mostrar que cualquier trayectoria que une a Y; con algin elemen-
to de (0g.t—1,Y1.4—1), tiene que pasar a través de 6;, por lo que se tendria que:

'/T(yt | 90:t—1,Y1:t—1) = 7r(yt | 9t)

De igual manera, podemos demostrar que 6; y (6o.t—2, Y1.t—1) son condicional-
mete independientes dado 6;_1, es decir:

7T(9t \ 90:t—27Y1:t—1) = 7T(9t | 9t—1)

1Para una introduccién a las graficas aciclicas y la demostracién consultar: Cowell
(1999), Probabilistic networks and expert systems, Springer.
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Figura 1.1: Grafica Aciclica: Estructura de Dependencia de un modelo de
espacio de estados

1.2 Modelos Dindmicos Lineales

Uno de los casos particulares y mas importantes de los Modelos de Espacio
de Estados son los Modelos de Espacio de Estados Gaussianos Lineales, tam-
bién conocidos como Modelos Dindmicos Lineales. Un Modelo Dindmico Lineal,
queda especificado por una distribucién a priori Normal p-dimensional, para el
estado del vector al tiempo t = 0, es decir;

90 NNp(mo,Co) (1.1&)
junto con el par de ecuaciones para cada tiempo ¢t > 1,

Y;g = Ft(% + Vg, Ve ~ J\/m(O, V;g) (].].b)
0t = Gtot_l + We, we ~ NP(O, Wt) (11C)

donde Y; es un vector de orden m, 6; es un vector de orden p, G; y F; son
matrices conocidas de orden pxp y mx p, respectivamente, y {v;}¢>1y {we}e>1
son dos sucesiones de variables aleatorias independientes con distribuciéon Nor-
mal, con media cero y varianzas {V;};>1 y {W:}i>1, respectivamente. La ecua-
cion es conocida como la ecuacion de las observaciones, mientras que
la equacién se le conoce como la ecuacién de los estados o sistema de
ecuaciones. Se supone ademds, que 0y es independiente de {v;} y {w;}. Con lo
anterior podemos mostrar por qué los DLM son un caso particular de los Mo-
delos de Espacios de Estados, esto es debido a que en los Modelos de Espacio
de Estados, se puede especificar cualquier otra distribucién a priori distinta a
la Normal, junto con las ecuaciones:



}/t - ht(gtavt),
O = ge(Or—1,wy),

para cualquier funcién g; y hy, y en los DLM, la distribucién a priori es Normal,
ademds de que g; y hy son funciones lineales, en los modelos de espacio de
estados no existe esta restriccién.

Cuando las matrices G, F; y las matrices de covarianza V; y W; son cons-
tantes, se dice que el modelo es invariante con respecto al tiempo. Los DLM
pueden ser considerados como una generalizacién de los modelos de regresién
lineal, porque permiten la variacién de los coeficientes de regresion a través del
tiempo, recordando que el modelo de regresién lineal simple describe la relacién
de la variable aleatoria Y y la variable no aleatoria explicativa x, mediate la
siguiente relacion:

Y =01 + Oy + €4, e " N(0,0?)
Donde se considera a (Y;,x¢), t = 1,2,--- como observaciones a través del

tiempo. Al permitir la variacién de los pardmetros de regresion, se puede mo-
delar la relaciéon no lineal entre x y y, ademéds de permitir el estudio de los
cambios estructurales del modelo. Con esta idea se puede formular un modelo
dindmico de regresién lineal simple de la siguiente forma:

Y =041 + 0074 + €, Etiﬂ/\/’(O,Utz)

junto con la ecuacién de estados, que describe la evolucién del sistema:

0y = Gi0y—1 + wy, Wy (S N(0, W)

que es un DLM con F; = [1, x¢] y estados 6; = (04.1,0;2)". Note que si Gy = I, la
matriz identidad, 0? = 02 y w; = 0 para cada t, se tiene el modelo de regresién
lineal simple.

1.2.1. DLM en R

Como mencionamos inicialmente, el software que utilizaremos para realizar el
anélisis de la serie de tiempo es R; para la representacién de los DLM, ocupa-
remos el paquete dlm, el cual permite ésto por medio de listas con una serie



de atributos, los cuales forman un objeto llamado “dlm”. Estos objetos pueden
representar un DLM constante o que varie en el tiempo. Ahora bien, un DLM
constante queda especificado una vez que se determinan los valores de las ma-
trices F, V, G, W, Cj y el vector mg. En R estos valores se almacenan, en un
objeto dim, mediante los elementos FF, V, GG, W, C0 y mO0, respectivamen-
te. Como ejemplo, consideremos un modelo que se utiliza en series de tiempo
univariadas {Y; : t = 1,2,...} conocido como random walk plus noise también
llamado modelo polimonial de primer orden, definido por las ecuaciones:

)/t = Ut + v, V¢ NN(O,V) (12&)
Mt = Ht—1 + Wt, Wt ~ N(O, W) (12b)

Donde podemos observar que F; = G; = [1], y los tinicos parametros del mo-
delo son la observacion y la evolucién de las varianzas V y W, que usualmente
son estimadas usando la informacién disponible y aplicando, ya sea el méto-
do de méxima verosimilitud o técnicas bayesianas. Ahora veamos un pequeno
fragmento de cédigo para definir un modelo polinomial de primer orden, con V
=0.5y W =0.05:

__________________________ Cédigo en R
> # Definimos un modelo polinomial de primer orden, con V = 0.5
>#y W=20.05
> mod.dlm <- dlm(FF =1, V= .5, GG =1, W = .05,
m0 = 0, CO = 100)

# Para obtener los componentes individuales del modelo,
# es de la siguiente forma:
FF (mod .d1lm)

(,1]
[1,] 1
>
> W(mod.d1lm)

[,1]
[1,] 0.05
>
> # 0 también se puede asignar un valor a una componente:
> V(mod.d1lm)<-0.8

VvV V V



Observemos que la media y la varianza de la distribucién a priori de 6
tienen que especificarse. El paquete dlm proporciona otras funciones para la
creacion de DLMs estandar, més adelante veremos algunas de estas funciones.
Aunque para modelos méas complicados siempre se puede usar simplemente
la funciéon general dlm. Consideremos ahora un DLM variable en el tiempo,
entonces al menos una de las entradas de F;, Vi, Gy o W, cambia con el tiempo.
Se puede pensar a las entradas de estas matrices como series de tiempo, es decir
las matrices se almacenan como series de tiempo multivariadas. Por tanto, en
lugar de almacenar completamente las matrices Fi, Vi, Gy y Wy, se tiene que
almacenar en una especie de plantilla o contenedor para cada una las entradas
invariantes, y las entradas que varien en el tiempo, en una matriz separada,
esta matriz es la componente X, una matriz de dimensiéon n x m, donde n es el
nimero de observaciones, que también se encuentra definida en un objeto dim.
Para lograr un manejo adecuado del modelo pensando de esta forma, se tiene
entonces que saber qué entrada de qué matriz corresponde a qué columna de X,
por lo que se utilizan las componentes llamadas JFF, JV, JGG y JW, también
definidas en el objeto dlm. Estas son matrices de enteros con dimensién igual a
las matrices FF, V, GG y W, respectivamente. Entonces, por ejemplo la entrada
(i,j) de JFF es cero si la correspondiente entrada de FF es invariante, 6 k si
el valor de Fi[i,j] es X[s,k] s > 1, es decir, k si los valores para los distintos
tiempos de F[i,j], son almacenados en X] k], de manera similar se usan JV,
JGG y JW.

Cabe hacer hincapié que se debe tener cuidado en la declaracién de las
matrices y considerar los valores predeterminados que tienen las funciones, asi
como con qué tipo de modelo se trabajara.
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Capitulo 2
Estimacion y Prediccion de
los Estados

Antes de comenzar con las estimacién de los estados, es importante mencio-
nar que una de las principales dificultades en muchos problemas estadisticos
es la construccion de los modelos, sin ser la excepcién los modelos de espacio
de estados. Se desea crear un modelo que sea claro y no tan complejo, donde
los estados tengan un significado intuitivo, y que el conocimiento que se tiene
sobre el evento de interés pueda reflejarse en probabilidades. Por el momen-
to consideremos que se tiene construido el modelo, partiendo de eso, uno de
los objetivos es la inferencia de los estados del sistema, para las predicciones.
Usando la informacién disponible, como ya se ha mencionado anteriormente, la
estimacién y prediccién se resuelve con métodos computacionales, para obtener
las distribuciones condicionales de interés.

Supongamos que disponemos de informacién hasta el tiempo t (i.e. y1.¢), ¥
estamos interesados en hacer inferencias del vector de estados, entonces desea-
mos obtener la densidad condicional 7 (05 | y1.¢), para ello tendriamos que dis-
tinguir tres diferentes casos en los que podriamos estar interesados: filtracion;
cuando s = t, prondstico; cuando s > t y suavizamiento o analisis retrospectivo;
cuando s < t.

2.1 Filtracidon

En el caso de filtracién, se considera que la informacién se puede ir actualizando
continuamente, apartir de ello el problema se resuelve obteniendo la densidad
condicional de 8; dado y1.; (i.e. w(6; | y1.¢)), la férmula que permite resolver esta
cuestion, que es actualizar la inferencia del vector de estados con los datos dis-
ponibles, o conforme nueva informacién es obtenida, se le conoce como: Filtro
de Kalman, y su nombre se debe a que, con los datos disponibles, se pasa de la
densidad 7(0; | y1.+) a (041 | Y1:641), & través de la densidad w(0;—1 | y1:4—1),



una especie de filtro, la férmula tiene ademas la ventaja de poder aplicarse
de manera recursiva, de ahi la idea de su implementacién computacional. Los
pasos a seguir para resolver el problema de filtrado de una manera general, son
los siguientes:

(i) Se obtiene la distribucién predictiva del estado 0,, dadas las observacio-
nes yi.t—1, (i.e. w(0: | y1..—1)), usando la densidad “filtrada” 7w(0t—1 | Yy1:4-1) ¥
la distribucién condicional w(0; | 0;—1);

(ii) Se obtiene la distribucién predictiva de la siguiente observacién y; dadas
las observaciones anteriores y1.t—1, (1.e. m(yt | y1.—1));

(iii) Se obtiene la distribucién filtrada 7(6; | y1.:) usando la regla de Bayes
con w(0; | y1.t—1) como la distribucion a priori y 7(y; | ;) como la de verosi-
militud.

Cabe mencionar que partiendo de la distribucién inicial g ~ 7(6g), los pasos
anteriores se pueden realizar de manera recursiva, parat = 1,2,.... Esta es una
de las ventajas de los modelos de espacio de estados, que se debe a la estructura
Markoviana de los estados y el supuesto de independencia condicional de las
observaciones.

Filtro de Kalman para los DLM

En general, aunque el filtro de Kalman es de gran utilidad, la obtencién de las
distribuciones condicionales relevantes necesarias en el proceso no es una tarea
sencilla, principalmente en el caso general, aunque en el caso de los DLM, esta
labor se reduce considerablemente debido a las suposiciones de las distribucio-
nes Normales. Se puede probar que el vector aleatorio (0o, 61, ...,0;, Y1,...,Y})
tiene una distribucién Normal para ¢ > 1, usando el hecho de la estructura
Markoviana del modelo, de lo que se sigue que, las distribuciones marginales y
condicionales tienen también distribucién Normal. La forma en que se resuelve
el problema de filtracién en el caso de los DLM, como se mencioné anterior-
mente, es a través del Filtro de Kalman, que enunciaremos a continuacion:

Proposicién 2.1 (Filtro de Kalman.) Consideremos el DLM especificado

en[1.]], y supongamos:
Or—1 | Y11 ~ N(mtflactfl)

Entonces los siguientes enunciados se cumplen:



(i) La distribucién predictiva (del primer paso) de 0, dado y1..—1 es Gaussiana
con pardmetros:

ar = E(9t | y1:t71) = Gymy_1,
Rt = V(l?"(@t | ylzt—l) = GtC’t_lG; + Wt. (21&)

(i1) La distribucion predictiva (del primer paso) de Yy dado y1.t—1 es Gaussiana
con pardmetros:

fe = E(Y; | y1:0-1) = Fray,
Qt = VGT(Y;; | ylztfl) = FthFt/ + ‘/t (21b)

(#4i) La distribucion filtrada de 0, dado y1.1 es Gaussiana con pardmetros:

my = E(0; | y14) = ar + R F}Q e,
Ct = Va?"(et ‘ yl:t) = Rt — RtFt/Qt_lFth, (21C)

donde ey = Y; — fi, es el error de prediccion.

DEMOSTRACION. Sabemos que el vector (6, 61,...,0:Y7,...,Y;) tiene una
distribucién conjunta Normal, al igual que las distribuciones condicionales y
marginales. De manera més general, cualquier subconjunto de este vector tiene
distribucién Normal, asi, como cualquier subconjuto del vector condicionado
a otro subconjunto, entonces, la distribucién predictiva y la de filtracién son
Normales, por lo que, para que estas queden determinadas, basta con obtener
sus medias y varianzas, que es lo que se hard a continuacién:

(i) Sabemos que 01 | y1..—1 ~ N(my—1,Ci—1), entonces: sea 0y | y1.4—1 ~
N(ay, Ry), se obtendran a; y Ry:

ar = E0; | y1:0-1) = E(E0; | 01—1,y1:0-1) | Y1:0-1)
= E(E(Gt0i—1 +wi | Or—1,91:4—1) | Y1:4—1)
=E(Gbi—1 | y1:4—1) = Gymy_1.



Ry =Var(0; | yr.e-1) = Var(E(0: | 0i—1,y1:4-1) | y1:0-1)
+EWVar(0: | 0s—1,y1:0-1) | Y1:0-1)
=Var(E(Gfi—1 +w; | 0i—1,91:0-1) | Y1:0—1)
+E(Var(Gifs—1 +wi | 0r—1,91:0-1) | Y1:6-1)
=Var(Gibi—1 | y1.0—1) + E(wy)
= GiC, Gy + W,

(i) Sea Yy | y1:e—1 ~ N (fi, Q¢), se obtendran f; y Qy:

fi=EX | y14-1) = E(E(Y | 0, 91:4-1) | Y1:4-1)
=E(E(F0,+ Vi | 0, y1:0-1) | Y1:4-1)
= E(Ftet | ylztfl) = Fiay.

Qi = Var(Yy | yi1i—1) = Var(E(Y: | 0, y1:0-1) | y1:6-1)

+ E(WVar(Y; | 0, y1:0-1) | y1:4-1)

=Var(E(Fb; +ve | 0, y1:0-1) | y1:0-1)

+ E(Var(F0; + vy | 0, y1:0-1) | Y1:0-1)

=Var(Fi: | y1.4-1) + E(ve)

= F,RF) +V,.
(iii) En este caso se aplica el teorema de Bayes, utilizando como distribucién
a priori a 7(0; | y1..—1), y como verosimilitud a 7(y; | 6¢), lo cual lleva a un

problema de inferencia bayesiana. Cabe resaltar que en el caso de los DLM, el
problema se puede plantear como un modelo de regresién lineal dindmico:

Y}:Ftﬁt—kvt UtNN(Ov‘/t)v

con pardmetro de regresién 6, con distribucién a priori N(0,V;), ademds se
supondra que V; es conocida, lo que conduce al resultadcﬂ

O | y1:t ~ N (my, Cy),

IPara ver esta parte de la demostracién completa, véase el [Apéndice A



donde:

my = ar + RtFt/Q;l(Yt — Fay)
Ct = Rt - RtFtIQ;lFth

Filtrado con informacion faltante

Cuando se realiza el andlisis de alguna serie de tiempo, o cualquier tipo de
informacion, es comin que los datos no estén completos. En lo que se refiere a
series de tiempo, se pueden identificar dos tipos de casos, el primero se refiere
a una pérdida total del vector de observaciones en algin punto del tiempo ¢,
mientras que el segundo implica una pérdida parcial, es decir, sélo se cuenta con
algunos componentes del vector de observaciones. En el caso de series de tiempo
univariadas solo se puede hablar de una falta de informacién o no, es decir, la
pérdida total de informacién. Ahora, la forma de enfretar este problema en los
modelos de espacio de estados, debido a su forma recursiva, es la siguiente, si
la observacion al tiempo ¢ falta, entonces y; no aporta ninguna informacion,
asi que

(0 | Y1) = (0 | Y1:0-1)

Esto implica, en el caso de los DLM, que debido a que 0; | y1.4 ~ N(a¢, Ry)
lo tnico que se necesita hacer es actualizar my = a; y C; = Ry, yent +1
el algoritmo se sigue realizando de manera usual, siempre que y;+1 no falte.
Formalmente, en un DLM, el que no se disponga de y; es lo mismo que, F; = 0
6 Vi = 00, en el primer caso y; no esta vinculado a 8; de ninguna forma, y en el
segundo, la observacién es tal que su informacién es poco confiable. Viéndolo
de manera més exacta en el algoritmo, consideremos un DLM, y suponga que
faltan algunas de las componentes de ¥, entonces consideramos a g; como el
vector que contiene sélo las componentes en las que se posee informacion, para
esto, denotemos a m; como la dimensién del vector 7; y consideremos a la
matriz M; de orden m; por m, que se obtiene al remover de la matriz identidad
las filas correspondientes a los componentes faltantes de v, asi que y; = My,
por lo que el hecho de tener el vector de observaciones y; implica que en la
actualizacién de la distribucién a priori M (a¢, R;) a la posteriori N (my, C;), se
tiene que considerar la siguiente ecuacién de observaciones:

Yr = ﬁtet +U U NN(O,‘Z)’



con f‘t = MF, y XN/t = M;Vymj}, por lo que simplemente lo que hacemos al
calcular el filtro de Kalman, es remplazar a F; con F; y a V; con V;.

Filtracion en R

El filtro de Kalman es implementado mediante la funcién dim Filter, cuyos ar-
gumentos son la informacién, y, en forma de un vector nimerico, matriz o serie
de tiempo, y el modelo, mod, un objeto de clase dim. Los datos de salida pro-
ducidos por la funcién incluyen, tanto los datos originales y el modelo, asi como
las medias de la distribucién predictiva y filtrada (componentes a y m), y la
descomposicién en valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés) de las va-
rianzas R; y C; de la distribucién predictiva y filtrada (componente U.R, D.R,
U.C'y D.C), ademés de la componente f que provee las predicciones del primer
paso. Es 1til mencionar que se pueden reconstruir las varianzas de su descom-
posicién en valores singulares mediante la funcién dimSvd2var implantada en
el paquete que estamos describiendo. Por tltimo, la funciéon dimFlilter acepta
informacion que contenga N A’s, sin necesidad de hacer ajustes. A continuacién
vemos un pequeno fragmento de cédigo para ver como se usa la funcién:

Cédigo en R

> # Definimos el filtro de Kalman de la siguiente forma:

> dlm.Filt <- dlmFilter(datos, mod.dlm)

>

> # Podemos observar que "mod.dlm" es un objeto de clase dlm:
> class(mod.dlm)

[1] "dlm"

>

> # Ademds un tipo de dato que se aceptan son de la clase "xst",
> # que son para series de tiempo:

> class(datos)

[1] "xts" "zoo"

>

> # Como mencionamos, podemos ver la salida que produce el Filtro
> # de Kalman

> 1s(dlm.Filt)

[11 "a" "D.C" "D.R" "f" "m" "mod" "U.C" "U.R" "y"

>

> # La funcién head(), arroja las primeras partes de un vector,
> # matriz, tabla, data frame o funcidn.



>
> # Podemos acceder a estos campos de la siguiente forma:
> head(dlm.Filt$m)
[,1] [,2]

0.00000 0.0000000
2012-01-03 -0.01513 0.0000778
2012-01-04 -0.01531 -0.0343681
2012-01-05 -0.01537 -0.1807432
2012-01-06 -0.01609 -0.2605561
2012-01-09 -0.01706 -0.2010143

2.2 Suavizamiento (Analisis Retrospectivo)

En series de tiempo usualmente se tienen observaciones {Y;} en un periodo de
tiempo T, cont = 1,...,T. El problema de suavizamiento, o anélisis retrospec-
tivo, consiste en la estimacién de algun estado 6; o “bloques” de estados, por
ejemplo (61, ...,0:), dada la informacién disponible, y1, ..., yr, de ahi el nom-
bre de andlisis retrospectivo. Este problema es frecuente en el anélisis de series
de tiempo, donde se busca reconstruir el comportamiento del sistema a partir
de los datos disponibles. Para ello se utiliza un algoritmo recursivo regresivo,
con el que se obtiene la distribucién condicional m(6; | y1.7), para cualquier
t < T, empezando con la distribucién filtrada 7(fr | y1.7) v estimando de for-
ma retrospectiva todos los estados. A continuacién presentamos el algoritmo
para el caso de los DLM:

Proposicién 2.2 (Kalman smoother.) Consideremos un DLM especificado

en[1.d], si:

Orv1 | yro ~ N(st41, Sev1), entonces 0 | yr.r ~ N (s, St), donde
sp =my + CoGy R (841 — arsr)
Si = Ci — CGy Ry (Rt — i) Ry G Gy

DEMOSTRACION. Por las propiedades de la distribucién Normal se tiene que
7(0; | y1.7) es normal, por lo que es suficiente con obtener su media y varianza,
esto es:

st =E@0; | yi.r) = E(E(0: | 0141, v1.7) | y1.1)



Sy =Var(b; | yr.7) = Var(E0; | 0141, v1.7) | y1.7)
+EWVar(0; | Oir1,y1.7) | y1:7)

Como ya se mencioné anteriormente, usando la grafica aciclica dirigida (DAG,
la figura , se puede probar que 6, y Yii1.7 son condicionalmente in-
dependientes dado 6;11, por lo que 7(6; | Oi11,y1.7) = 70 | Ora1,y1:4),
ademads, se puede probar que 6,11 y Y7.; son condicionalmente independientes
dado 0;, lo que permite expresar a la funcién de verosimilitud como, m(0;41 |
0t,91:4) = m(0e+1 | 6:). Con lo anterior se puede proceder de manera simi-
lar al dltimo inciso de la demostracién anterior para el filtro de Kalman,
es decir, se nota un modelo de regresién lineal dindmico (6;+1 = Gip160: +
wip1  wg ~ N(0,W,)), con pardmetro de regresién 6y, con distribucién a
priori (0 | y1.4) ~ N (my, Cy), y distribucién de Verosimilitudﬂ m(Opg1 | Ot) ~
NGy W Gey) T G W3 01, (G W), Lo que conduce a

E(0; | Oe1,y1:0) = my + Cthf+1(Gt+lctGi+1 + Wt+1)71(0t+1 — Gpmy)

=m; + CtGQHR;rll (041 — arya)
Var(0; | 6i41,y14) = Cr — CoGh R G G,

de lo que sigue que:

St = E(E(et | 9t+17y1;t) \ yl:T) =m; + CtG2+1Rff1(5t+1 - at+1)
Se =Var(E(0: | 041, y1:¢) | yr1) + E(Var(0: | 0e41,y1:4) | y1:7)
=Gy — GGy R G Gy + GGl R S R G G
=C — CtG;+1Rt_+11(Rt+1 — Si+1)Gi+1Cy
|

Observe que la recursividad depende de la informacién usando el filtro de Kal-
man.

Analisis Retrospectivo en R

El caso de suavizamiento, en R es implementado mediante la funcién dimSmooth,
cuyos argumentos son la informacion, y, en forma de un vector niimerico, matriz
o serie de tiempo, y el modelo, mod, un objeto de clase dim. Los datos de salida

2Para observar el desarrollo, véase el [Apéndice Al




producidos por la funciéon son una lista con los componentes, s, las medias de
la distribucién suavizada y U.S, D.S, sus varianzas, dadas en términos de su
SVD, al igual que en el caso de filtracién, se pueden reconstruir las varianzas
de su descomposicién en valores singulares mediante la funcién dimSvd2var
implantada en el paquete dlm, y también la funcion dimSmooth acepta in-
formacién que contenga N A’s, sin necesidad de hacer ajustes. A continuacién
vemos un pequeno fragmento de cédigo para ver como se usa la funcién:

Cédigo en R

> # Definimos un Suavizamiento de la siguiente forma:

> dlm.Smooth <- dlmSmooth(datos, mod.dlm)

>

> # Podemos observar que "mod.dlm" es un objeto de clase dlm:
> class(mod.dlm)

[1] "dIm"

>

> # Ademds un tipo de dato que se aceptan son de la clase "xst",
> # que son para series de tiempo:

> class(datos)

[1] "xts" "zoo"

>

> # Como mencionamos, podemos ver la salida que produce el

> # Suavizamiento

> 1s(dlm.Smooth)

[1] "D.s" "s" "U.s"
>
> # La funcién head(), arroja las primeras partes de un vector,
> # matriz, tabla, data frame o funcién.
>
> # Podemos acceder a estos campos de la siguiente forma:
> head(dlm.Smooth$s)
(.11 [,2]

0.004055 1.013
2012-01-03 0.004055 1.013
2012-01-04 0.004055 1.012
2012-01-05 0.004055 1.012
2012-01-06 0.004055 1.012
2012-01-09 0.004055 1.013



2.3 Pronéstico

En series de tiempo uno de los objetivos principales es realizar predicciones
adecuadas, asi que la estimacién de los estados es s6lo un paso para poder pre-
decir obsevaciones futuras. El “primer paso” seria la prediccion de la siguiente
observacion, es decir Yiy1, esto, basado en los datos disponibles y1.¢, es de-
cir, 7(Yit1 | y1.¢), esta distribucién también recibe el nombre de la prediccién
del primer paso. La idea es la siguiente, primero se estima el valor del estado
0¢+1, luego, basados en esta estimacién, se puede obtener la prediccién de Yiyq,
asi sucesivamente. Ahora, la densidad predictiva del estado del primer paso es
(041 | y1:t), observemos que estd basada en la densidad “filtrada” de 6;, a par-
tir de la cual se obtiene la densidad predictiva de la observacién del primer paso
m(Ye+1 | Y1.¢), €so suena bien, aunque se podria estar interesado no solamente
en la prediccién del siguiente dato, sino en una prediccién al tiempo t + k, por
lo que se tendria que hacer una estimacién del sistema al tiempo ¢t + &k (0y4%),
para alguna k > 1. Una forma de hacerlo es realizando “k-pasos”, es decir, rea-
lizar el primer paso k-veces, y asi, obtener la densidad predictiva 7 (0 | y1.¢)
para la observacién futura al tiempo ¢+ k. Cabe mencionar que algo que sucede
al hacer que nuestro horizonte de tiempo sea mayor es que nuestra prediccion
se vuelva maés incierta, pero también es cierto que podemos cuantificar esta
incertidumbre a través de la funcién de densidad de probabilidad, para ello, un
estimador 6ptimo del valor de Y;y; es la esperanza condicional E(Yiy1 | y1:¢),
que se obtiene minimizando la esperanza condicional del error de prediccion al
cuadrado. Como funcién de k, E(Y;+x | y1.t) es conocida como la funcion de
prediccion. En los modelos de espacio de estados, una ventaja es la existencia de
un algoritmo que se puede aplicar de forma recursiva, permitiendo la obtencién
de la prediccion de primer paso y conforme se actualiza la informacion repetir
el proceso. Esto supone que es posible realizar dicha actualizacién, lo cual no
siempre sucede.

Dada la naturaleza Markoviana del modelo, la distribucién filtrada al tiem-
po t, sirve como la distribucién inicial para la futura evolucién del modelo,
es decir, la distribucién conjunta del presente y futuros estados (0iir)k>0 ¥
futuras observaciones (Yi4)r>1 es la de un modelo de espacio de estados con
distribuciones condicionales 7(0pyr | Orrr—1) ¥ T(Yt+k | O1+k), v distribucién
inicial w(0; | y1.¢), es decir, la informacién acerca del “ futuro” estd contenida
en esta distribucién. En el caso de los DLM, para darnos una idea del funciona-
miento del algoritmo que resuelve este problema, recordemos cémo es el flujo de
informacion del modelo. En el siguiente diagrama podemos observar el camino
de Y.+ hacia Yy, y que Y7, proporciona informacién sobre 6, que a su vez



le proporciona informacién al estado futuro ;4 y consecuentemente a Y;,p,
ademds nos damos cuenta de lo que ya se ha mencionado, de que conforme
k es mayor, la informacién que se le proporciona a los prondsticos es menor,
haciéndolas mas inciertas:

0, 9t+1 . 0t+k
Yl:t }/t—}—k

A continuacién se enuncia el algoritmo que sirve para obtener la distribucién
de los pronésticos para los estados y observaciones:

Proposicién 2.3 Considera el DLM especificado en[1.1], y supongamos que:
at(O) =ms Yy Rt(O) = Ct.
Entonces los siguientes enunciados se cumplen:

(i) La distribucidn predictiva de 0,1y, dado y1..—1 es Gaussiana con pardmetros:

ai(k) = Geyrar(k — 1),
Rt(k) == Gt+th(lﬂ - 1)G;+k + Wt+kc

(i1) La distribucion predictiva de Yiiy dado y1.¢ es Gaussiana con pardmetros:

ft(k) = Ft+kat(k)7
Qi(k) = Fipr Re(k)Fy ) + Vigr.

Antes de proceder a la demostracién definamos los siguientes valores, para
k > 1, definimos:

arvk(k) = B0k | Y1), (2.3a)
Repi(k) = Var(Oeer | y1:e), (2.3b)
Jeer(k) = EYerr | Y1), (2.3¢)
Qurr(k) = Var(Yirr | yi:e). (2.3d)

DEMOSTRACION. Dada la formulacién de un DLM, sabemos que todas las
distribuciones condicionales son Gaussianas, por lo que basta proporcionar las



medias y varianzas. La demostracion se hace por induccién, entonces para k = 1
se cumple como vimos en la preposicién 2.1 ahora para k > 1:

ark(k) = B0k | y1:) = E(EOrsk | Orrr—1, Y1) [ Y1)
E(E(Giybi4k—1 + Witk | Orpr—1,Y1:0) | Y1:t)
= E(Giy1biyr—1 |il/1 t) = Gy E(Oryr—1 ‘ ylzt)
= Gryrar(k — 1),

Ry = VGT(9t+k \ yu) = VaT(E(et-He | Otsk—1,Y1:t) \ yl:t)
+ E(Var(Owk | Orvk—1,v1:0) | Y1:0)
=Var(E(GeyrOrrn—1 + Wik | Orr—1,Y1:¢) | Y1:¢)

+ E(Var(GiixOsyk—1 +wegr | Ovpr—1,y1:4) | Y1:t)
=Var(Geirbirr—1 | y1:4) + E(wesr | y1:e)

= GreVar(@ern—1 | y1:4) G + Wign

= G Ri(k — )Gy + Wi,

E(Yitr | y1:4) = E(EYt+ k| Ogr, v1:0) | Y1:t)
E(E(Fiyx0t4n + vevk | Orvrs Y1:e) | Y1:)

= E(Feirbirn | Y14) = FrpnE(Orvk | Y1:t)
F-Hcat(k)

fi(k)

Qur = Var(Yepr | y1:) = Var(E(Yesr | Orgr, y1:t) | y1:0)
+ E(Var(Yeir | O, y1:t) | yr:)
=Var(E(Fiy k0 ik + verr | Orins Y1:e) | y1:)

+ E(Var(FepiOin + vegr | Oirs Yr:e) | Y1:e)
=Var(FixOer | y1:4) + E(Vigr | y1:t)

= Ft+kVa7"(9t+k | y1:0) Fy o + Vs

= FrykRe (k) Fy g, + Vigs.



Pronésticos en R

En el caso de prondsticos, R proporciona los prondsticos del primer paso me-
diante la funcién dimFilter, es decir nos proporciona una prediccién al tiempo
posterior al que tenemos la informacién, para predicciones con un horizonte
de tiempo mayor, existe la opcién de usar la funciéon dimForecast, cuyo argu-
mento es un objeto de clase dlmFiltered (la salida producida por la funcién
dimF'ilter), el nimero de predicciones que se desea (nAhead), y el ntimero de
muestras que se quiere de las predicciones (sampleNew). Los datos de salida
producidos por la funcién son las medias y varianzas de las distribuciones pre-
dictivas de las observaciones (f y @ respectivamente) y de los estados (a, R
respectivamente), la funcién también acepta informacién que contenga N A’s,
sin necesidad de hacer ajustes. A continuaciéon vemos un pequeno fragmento
de codigo para ver como se usa la funcién:

Cédigo en R __________________________
> # Definimos un Pronéstico de la siguiente forma:

> dlm.Pron <- dlmForecast(dlm.Filt, nAhead = num_predicciones,
sampleNew = num_muestras)

# Donde nAhead es el nimero de predicciones que queremos

# obtener, y sampleNew el nimero de muestras que queremos

# de las predicciones.

# Podemos ademds observar que "dlm.Filt" es un objeto de clase
# dlmFiltered:

class(dlm.Filt)

[1] "dlmFiltered"

>

V V V V V V

> # Como mencionamos, podemos ver la salida que produce el
> # Pronéstico
> 1s(dlm.Pron)

[1] "a" " "newObs" "newStates" "Q"

[6] "R"

>

> # La funcién head(), arroja las primeras partes de un vector,
> # matriz, tabla, data frame o funciodn.

>

> # Podemos acceder a estos campos de la siguiente forma:

> head(dlm.Pron$f)

[1] 607.9 637.9 558.3 537.0 607.9 637.9



2.4 Procesos de Innovacién

Un aspecto importante en cualquier modelo es la verificacién del mismo, o
mejor dicho cémo podriamos determinar que un modelo es adecuado en nuestro
problema, y algo que nos puede ayudar es comprobar si los supuestos del modelo
se cumplen. En ese sentido los procesos conocidos como procesos de inovacion
son una ayuda:

Para los DLM’s ya vimos que podemos obtener la prediccién del primer
paso, ft = E(Y; | y1.4-1), entonces definimos al error de prediccién como:

ee =Y, —EYy | y1—1) =Y — fo.

Que puede escribirse, de manera alternativa, en términos del error en la esti-
macion del estado como sigue:

et =Yy — Fray = Fy + vy — Fiay
= Ft(gt — at) +’Ut.

ademads la sucesion, {e;};>1 de errores de prediccién cumple importantes pro-
piedades, a continuacién presentamos algunas:

Proposicién 2.4 Sea {e;}1>1 la sucesidn de errores de prediccion de un DLM.
Entonces las siguientes propiedades se cumplen:

(i) El valor esperado de e; es cero.

(ii) El vector aleatorio e; no estd correlacionado con cualquier funcion de
Yi,....Yi .

(i4i) Para cualquier s<t, e; y Ys no estdn correlacionados.

(iv) Para cualquier s<t, e; y es no estdn correlacionados.

(v) e es una funcion lineal de Yi,...,Ys:.

(vi) {et}1>1 es un proceso Gaussiano.

DEMOSTRACION.

(i) Tomando la esperanza:

E(e;) =E(E(Y: — fi | y1:-1))
:E(E(Yt | yl:t—l)) - E(ft | ylzt—l)-
=E(fi — fi)=E(0) =0



(ii) Sea Z = g(Y1,...,Y;_1) entonces:

Cov(es, Z) = E(e:Z) — E(er)E(Z)
=E(E(etZ | y1:1-1)) = E(ZE(et | y1:4-1))
=F(0)=0

(ili) De que ¥ s < t e; y Y, no estdn correlacionados se sigue de (ii), en
particular Z = Y si las observaciones son univariadas, en caso contrario, se
aplica componente a componente

(iv) De que V s <t e; y es no estdn correlacionados se sigue de (ii), en parti-
cular Z = ey si las observaciones son univariadas, en caso contrario, se aplica
componente a componente

(v) Recordando que (Y7,...,Y;) tiene distribucién normal y e; = Y; — f;, donde
ft = E(Y; | y1.t—1) se sigue que f; es funcién lineal de (Y7,...,Y:—1), lo que
implica que e; es funcién lineal (Y7,...,Y;)

(vi) Por (v), (e1,...,e;) es una transformacion lineal de (Y1, ...,Y:), que tiene
distribucién Normal conjunta, de lo que se sigue que (eq,...,e;) también tiene
distribucién Normal. Por lo tanto todo vector (e, ..., e;) finito tiene distribu-
cién Normal, asi que el proceso {e;};>1 es Gaussiano

|
Los errores de prediccién e;, son llamados también innovaciones. La represen-
tacion de Y; = fi + e; justifica la terminologia, ya que se piensa en Y; como
la suma de un componente f;, el cual se puede predecir a partir de las obser-
vaciones pasadas, y otro componente e;, el cual es independiente del pasado,
por lo que se considera que proporciona la nueva informacién a Y;. Es conve-
niente trabajar con esta forma el DLM, lo cual se logra tomando como nueva
variable de estados los vectores a; = E(0; | y1..—1), entonces la ecuacién de las
observaciones se deriva de e; = Y; — fy = Y; — Fray:

Y: = Fiay + ey, (2.4a)
tomando a; = G¢my_1, donde m;_1 esta dado por el filtro de Kalman:

/ —1
ar = Gymy_1 = Graz—1 + G Ry 1 Fy_1Qqer—1



asi, la ecuacién de estados se convierte en:
ay = Gtat,1 + ’U);k (24b)

con wy = Gth_lFt’_lQ;llet_l. El sistemaes la forma “innovada”del DLM.
Notemos que asfi los errores de las observaciones y los errores de los estados ya no
son independientes, es decir, la dindmica de los estados ya no es independiente
de las observaciones. La ventaja principal de esto, es que en la forma inovada
todos los componentes del vector de estados de los que no podemos obtener
informacion de las observaciones son removidos, y en este sentido se hablaria
de un modelo minimo.

Cuando las observaciones son univariadas, la sucesién estandarizada de
inovaciones, definida por € = \;&, es un ruido blanco. Esta propiedad pue-

de ser usada para verificar los supuestos del modelo, es decir, si el modelo
es correcto, la sucesién eq,...,e; obtenida de los datos deberia parecer una
muestra de tamano ¢ de una distribucién normal estdndar.

Pasando al caso en que las observaciones sean multivariadas, se procede
de una manera similar, en ese caso consideramos al vector estandarizado € =
Biet, donde B; es una matriz de pxp, tal que B;Q:B; = I. Esto hace a las
componentes de ¢; independientes e idénticamente distribuidas de acuerdo a
una distribucién normal estandar, y buscamos asi un analisis similar al del caso
univariado.

Procesos de Innovacién en R

En R las innovaciones estantarizadas pueden ser extraidas de los objetos de cla-
se dimFiltered usando la funcién residuals. A continuacién vemos un pequeno
fragmento de cédigo para ver como se usa la funcién:

Cédigo en R __________________________
# La funcién head(), arroja las primeras partes de un vector,
# matriz, tabla, data frame o funcidn.

# Habiendo definido un objeto de clase dlmFiltered (dlm.Filt),
> # podemos extraer las innovaciones de la siguiente forma:

> head(residuals(dlm.Filt, sd = FALSE))

2012-01-03 2012-01-04 2012-01-05 2012-01-06 2012-01-09 2012-01-10
-4.784e-06 1.089e-05 2.984e-01 1.061e-01 -5.595e-01 -6.907e-02
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Capitulo 3

Representacion alternativa de
los ARIMA

A continuacion describiremos una idea muy til que se puede aplicar con los
modelos dindmicos lineales en la préactica, que consiste en modelar cualquier
serie de tiempo como el conjunto de varias componentes, y cada una puede
representar un modelo dindmico lineal.

Uno de los principales problemas cuando se intenta modelar datos en la
realidad es, como se puede representar el modelo. En series de tiempo una idea
muy intuitiva, es el pensar a la serie que se intenta modelar, como el resultado de
combinar distintos componentes que caracterizan a esta serie, como lo pueden
ser la tendencia, la estacionalidad u otros componentes. Los modelos dinamicos
lineales, permiten utilizar esta idea, y asi considerar cada componente de las
que nos referimos, como un modelo dindmico lineal. Pero el punto es cémo
se logra, o como se pueden combinar estas componentes, y qué darian como
resultado. Para esto se emplea lo que se conoce como técnica de descomposicion
aditiva, que, como su nombre lo indica, es de forma aditiva a los componentes.
Ademas lo que se obtiene como resultado es un tnico modelo dindmico lineal,
que seria el que modelaria a la serie en cuestién.

Consideremos una serie de tiempo univariada {Y;}. Ahora suponemos que
la serie puede escribirse como la suma de componentes independientes:

Yi=Yi:++...+ Y (3.1)

donde Y; ; representa el i—ésimo componente, ¢ = 1,...,h, y puede ser repre-
sentado por un DLM de la siguiente forma:



Yie = Fi0ie + vy, Vip ~ N (0, Vi)
Oit = Gi0ii—1 + Wiy, wir ~ Np(0, W)

donde los vectores p; —dimensionales vectores de estados 6; + son distintos y las
series (Y;4,6i4) v (Yj+,6;+) son mutuamente independientes para toda i # j.
Entonces los DLM’s son combinados para obtener el DLM de {Y;}. Debido a
la independencia de los componentes se tiene que Y; = 2?21 Y, +, v es descrito
por el DLM:

Y, = Fi0; + vy, v ~ N (0, V)
0y = Gbi—1 + wy, wy ~ Np (0, Wy)
donde
01,
=1 :1, F:[Fl,tl |Fh,t]
Ont

Gt y Wi son los bloques de matrices diagonales

G Wi 4
Gt = . . 9 Wt = . . )
Gh Wh

Esta técnica le da al modelo una mayor flexibilidad a comparacién de los mode-
los ARIMA, permitiendo la modelacion de series no estacionarias directamente,
sin necesida de una transformacion previa.

Antes de pasar a la siguiente seccién, mencionaremos una de las peculiari-
dades de los modelos dindmicos lineales, y es que éstos, se podrian considerar
como el caso general de los modelos ARIMA.



3.1 Representaciéon de un ARIMA mediante un DLM

La flexibilidad de los DLM hace posible que cualquier modelo ARIMA pueda ser
representado mediante un modelo dindmico lineal, de hecho, se puede demostrar
que para cualquier ARIMA es posible encontrar un DLM cuyo proceso {Y;}
tiene la misma distribucién como la dada por el ARIMA, ademds de que este
espacio de estados no queda determinado de manera tnica. A continuacién
presentaremos una forma de hacer esta representacién, para ello, consideremos
un modelo ARM A(p, q), suponiendo que su nivel (i) es cero, entonces se puede
establecer la siguiente relacién:

T r—1
Yo=Y Vi + ) e +en
j=1 j=1

con r = max{p,q+ 1}, ¢; =0 para j > py ¢; =0 para j > g. Ademas
definimos las siguientes matrices:

F=[10 - 0 (3.2)
¢ 1 0 0
¢ 0 1 0
G = :
d)r—l 0 0 1
ér 0 0 0

R=[1 ¢n - t2 Y]

y se introduce un vector de estados r-dimensional 8, = (61,4, ...,6,+), entonces
para el modelo ARMA dado, se tiene la siguiente representacién en forma de
un DLM:
Y, = Fo,,
‘ ‘ (3.3)
9t == Gat_l + RGt.

Observe que éste, esun DLM con V =0y W = RR'0? donde o2 es la varianza
de la sucesién de errores {e:}. A continuacién se mostrard la equivalencia.



Observe que, de la ecuacién de observaciones, se tiene que y; = 614, y la
ecuacién de estados queda de la siguiente manera:

01,6 = $1014-1 + 0241+ €
ot = G201 -1 + 0341 + Y16

erfl,t = (brflel,tfl + er,tfl + ¢r726t
or,t = (ybrel,t—l + wr—let

sustituyendo la expresién de 65 ;, obtenida de la segunda ecuacién en la primera
ecuacion, obtenemos lo siguiente:

01,60 = 010141+ D201 -2+ 0312+ V161 + €
y procedidendo de manera recursiva, tenemos que:

Oe=¢101 1+ F+ b1 FV16e1+ - F U161 + €&

donde r = max{p,¢ + 1} y yi = 014, con lo que se llega a que es un AR-
MA. La representacién de un modelo ARTM A(p, d, q) mediante un DLM, con
d € Z > 0, puede derivarse como una extension del caso estacionario. Pa-
ra ello consideremos a Y;* = A%Y;, y ademés Y;* se puede modelar con un
ARM A(p, q), con lo que, basados en lo mencionado anteriormente, se puede
representar a este proceso mediante un DLM. Pero si la idea es modelar el pro-
ceso original {Y;} se tiene que recuperar de Y;*, se puede demostrar que para
d > 0, considerando Y;* = A%Y;, y que la siguiente igualdad se cumple:

J
AT, =Y+ AT, j=1,....d. (3.5)

i=1



Definimos ahora al vector de estados de la siguiente forma:

Y1
AY;

Ad—l}/t_l

vy (36)

GY O Y e = Y160
O3V g+ O Y ot e = D163

0+

Qbr)/,g*_l + 1/1?" — let

F=11 1 10 0],
M1 1 1 0 0]
1 1 0 0
1 1 0 0
G=10 - 0 o1 10 U (3.7)
Cee e e g 0 1 0
e e ¢r—1 0 .- 0 1
[0 - 0 Or 0 0 0 0]
R: [0 0 1 ¢1 te wr72 wrfl]/7

W = RR'c?

Con lo anterior podemos definir un modelo ARIM A para {Y;} por medio de
la representacion de un DLM, de la siguiente manera:

E = Fot;
(3.8)
0y = GOi—1 + wy, wy ~ N (0, W)

En la seccion anterior se mostré que debido a la estructura de los DLM es
posible realizar la modelacién directa de series de tiempo no estacionarias, ya
que se puede considerar el uso de componentes para la tendencia, o la estacio-
nalidad, por ejemplo. En esta seccién mostramos que es posible considerar a los
modelos ARIMA como un caso particular de los DLM, pero éstos, entre otras



cosas, no poseen la flexibilidad de modelar las series de tiempo no estacionarias
de manera directa, por lo que es poco usual la representacién de un modelo
ARIMA mediante un DLM.

A continuacién surge la pregunta ;como podemos usar estas ideas en algun
problema en particular?. En este sentido los modelos dindmicos lineales tienen
herramientas muy utiles para determinados casos, ;pero por qué para determi-
nados casos?, esto se debe a la idea de poder representar a una serie de tiempo a
través de distintas componentes, y cada una representarla mediante un modelo
dindmico lineal. En el caso de series de tiempo algunas de las componentes més
frecuentes son la tendencia y la estacionalidad. Explicaremos en las siguientes
secciones los modelos que cominmente se utilizan para estos casos. Ademads, en
la dltima seccién mostraremos el modelo para el caso en que se desea modelar
una serie de tiempo con factores que tengan alguna correlacién mediante la
generalizacién de los modelos de regresion lineal simple.

3.2 Modelos para la Tendencia

Dentro de los DLMs, los conocidos como Polinomiales, son los que comtinmente
se utilizan para describir la tendencia de una serie de tiempo, si consideramos
que la serie se encuentra en el tiempo ¢, la tendencia esperada de la serie
puede ser vista como el comportamiento esperado de Y;yx para k > 1, dada la
informacién al tiempo ¢, es decir, fi(k) = E(Yitr | y1:t), la funcién predictiva.
Se considera que un modelo polinomial de orden n es un DLM con matrices
constantes F; = F, Gy = G, y funcién predictiva:

fi(k) = E(Yign | y1:e) = a0 +agik+ -+ agn_1k""t, k>0, (3.9)

donde ay g, ,atn—1 son funciones lineales de m; = E(6; | y1.+) y son inde-
pendientes de k, por lo que la funcién predictiva es un polinomio de orden n—1
en k. Aunque se puede pensar en usar una n lo suficientemente grande para
aproximar el polinomio a la funcién predictiva, generalmente en la préctica
se utilizan valores pequenos, en particular n = 1 (Modelo Uniforme Local) y
n = 2 (Modelo de Crecimiento Lineal).

Modelo Uniforme Local

La caminata aleatoria mas un ruido o Modelo Uniforme Local, estd definido
por



Y = pe + v, v ~ N(0,V)

3.10
Mt = fhe—1 + Wi, wy ~ N (0, W), (3.10)

donde la sucesién de errores {v;} v {w;} son independientes, dentro de la se-
cuencia y entre secuencias. Vale la pena también mencionar que bajo este mo-
delo, el comportamiento de {Y;} estd influenciado por el cociente de las dos
varianzas, = W/V que se le conoce como el cociente signal-to-noise. Con el
filtro de Kalman se puede obtener:

pt | yre—1 ~ N(my—1, Ry = Cooq + W),
Yi|lyie—1 ~N(fe=mi—1,Qe = Ry + V),
pt | Y1 ~ N(me = my—y + Kpey, Cy = K V),

donde K; = R;/Q; y e; = Y; — f;, ademads la distribucién predictiva a k pasos
de este modelo es:

Yitr | y1e ~ N(my, Qe(k)), k>1, (3.11)

donde Q:(k) = Cy + 25:1 Wivj + Vigr = Ct + kW 4V, por lo que se puede
ver que la funcién predictiva fi(k) = E(Yix | y1..) = my es constante como
funcién de k. La incertidumbre en las observaciones futuras es resumida por la
varianza Q;(k) = Cy + kW + V que aumenta conforme el horizonte de tiempo
t + k lo hace.

Modelo de Crecimiento Lineal

El modelo local de tendencia lineal o modelo de crecimiento local esta definido
por las siguientes ecuaciones:

Y = pg + vy, v ~ N(0,V)
My = pe—1 + Bi—1 +we 1, wy NN(O,U,%% (3.12)
Bt = Br—1 + wy 2, vt ~ N(Oﬂf%),

con los errores vy, wy1 ¥ w2 no correlacionados y el vector de estados 0, =



(wt, Bt)’, donde gy es interpretado como el nivel y 8; como la tasa de crecimiento.
Si consideramos my_1 = (fiz—1,B:—1)’, se tiene que:

a; =Gmy_1 = [Mt_lﬂ_ Bt_l] (3.13a)
Bi—1
fe = Fay = fiu—1 + i1, (3.13b)
i fit—1 + Be_1 + keres
my = |5 | =as + Kiep = A ’ 3.13c
' {ﬂf} ! tt { Be—1 + ki 2eq ( )

Y la funcién de prediccion es:

fo= (k) = ji + kB, (3.14)

que es una funcién lineal respecto a k, por lo que el modelo de crecimiento
lineal es DLM polinomial de orden 2.

Modelo Polinomial de orden n

Tanto el modelo uniforme local como el modelo de crecimiento lineal son un caso
particular de los modelos polinomiales de orden n. El modelo general polinomial
de orden n tiene un espacio de estados de dimension n y estd descrito por las
matrices:

F=(1, 0, , 0) (3.15a)
1 0 ... 0
01 1 0 ... 0
G=|: (3.15b)
0 o011
0 e 0 1
W = diag(Wh,...,Wy) (3.15¢)
El modelo también puede ser escrito de la siguiente forma:
Yi=0i1+ v
Orj =01+ 01 j41+w; j=1,...,n—1 (3.16)

et,n = et—l,n + Wi n



Pero lo usual es usar valores de n pequenos.

3.3 Modelos para la Estacionalidad

A continuacién se mostraran dos maneras de modelar series de tiempo que
presentan algin comportamiento ciclico:

Como ejemplo, supongamos que tenemos una serie {Y;} trimestral y asumi-
mos que su media es cero. Mas especificamente, sélo consideremos que la serie
es estacional, por lo que podemos ver a la serie por medio de desviaciones de
la media (a;,i = 1,...4) las cuales serdn distintas en cada ciclo (trimestre).
Ahora consideremos que Y;_1 es la serie en el primer trimestre, por lo que

Yi 1 =a; +vig (3.17)
Y% =y + vy (318)

si consideramos a 0;_1 = (a1, a2,a3,04) vy F; = F = (1,0,0,0) lo anterior se
convierte en un DLM, con ecuacion de observaciones

Vi1 =F0i1 +vi

Pero hay que observar que para que quede bien definida la ecuacién de es-
tados en el tiempo t, se debe considerar a as por lo que se requiere que
0; = (a2, al, a4, a3)’, y una forma de lograr esto es considerando una matriz
de permutacion,

OO = O
O = OO
= O O O
o O O

La ecuacién de estados queda de la forma

0, = GO—1 + wy = (a2, a1, a4, a3)" + wy



En general, una serie de tiempo estacional con periodo s puede ser modelada
a través del s- vector de estados #; dimensional mediante un DLM, con F' =
(1,0,...,0) y G una matriz de permutacién. También es comuin imponer la
condicién de que la Z‘;:l aj = 0, lo cual implica que hay solamente s — 1
factores estacionales libres, lo que sugiere un representaciéon més parsimoniosa
con un vector de estados (s —1)-dimensional, y en este caso se puede considerar
la matriz de permutacién

Cabe mencionar que en el modelo estacional estatico, w; se convierte en un vec-
tor de ceros, pero se puede considerar que los efectos ciclicos pueden cambiar a
lo largo del tiempo, y en tal caso W; no serd cero. Una variacién en los compo-
nentes se puede introducir, por ejemplo, considerando W = diag(c2,0,...,0).

3.4 Modelos de Regresion

Como mencionamos anteriormente, los DLM pueden ser considerados como
una generalizaciéon de los modelos de regresion, por lo que la implementacion
de estos modelos de regresion, a un DLM parece adecuado. Ademas de tener
el extra de poder incluir variables explicativas en la serie, algo que no se podia
hacer en los modelos ARIMA.

Recordando, el modelo de regresion lineal simple, tiene la siguiente forma:

iid
Yy = b1+ Boxy + €, €4 ~ (0703)

Debido a que estamos interesados en su aplicacion a series de tiempo, el
suponer que los errores {e;} son i.i.d., no es algo razonable. Una solucién es
considerar la evolucién en el tiempo de la relacion entre x y y. A estos modelos
se les conoce como, modelos de regresion dindmicos, y tienen la, forma:



iid
Yy = B+ Boue + €, €t ~ N(OMT?)’

Lo que nos define a un DLM, con F; = [1 4], 6; = [B1,402,4), V = o2, v una
ecuacion de estado para 6;, es decir:

Y = 2,0, + vy, v ~ N(0,072)
0r = Giby—1 + wy, wy ~ N(0,W7)
donde x} = [z14,...,%p] son los valores de la p-ésima variable explicativa al

tiempo t. Una elecciéon comin es considerar a Gy como la matriz identidad y
a W como una matriz diagonal, en otras palabras, modelar los coeficientes de
regresion como una caminata aleatoria.

Modelos Dinamicos de Regresion Lineales en R

En R los modelos dindmicos de regresién pueden ser creados mediante la funcién
estdndar dimModReg, que bésicamente nos permite definir un objeto dim de
una manera maés directa, y cuyos argumentos son la informacién, y, en forma
de un vector numerico, matriz o serie de tiempo, la varianza del error de la
observaciones, dV, los elementos de la diagonal de la matriz de varianzas de los
estados, dW, la media a priori m0Q y la varianza a priori C0. Una vez definido
el objeto dlm, podemos ya sea usar la filtraciéon o suavizamiento como vimos
anteriormente. A continuacién vemos un pequeno fragmento de cédigo para ver
como se usa la funcién:
__________________________ Cédigo en R
> # Definimos un Modelo de Regresidén Dinamico Lineal de la

> # siguiente forma:

> dlm.ModRegDinLin <- dlmModReg(datos, dV = var.V, dW = var.W)
>

>

>

# Esto nos define un objeto "dlm"
class(dlm.ModRegDinLin)
[1] "dlm"



> 1s(dlm.ModRegDinLin)
[1] Ilcoll |IFF|| IIGG" n JFFH n JGG'I n JV" ||Jw|l llmoll IIVII Ilwll ||X||)

# Y podemos usarlo ya sea para filtracién o suavizamiento
dlm.Filt <- dlmFilter(datos, dlm.ModRegDinLin)
dlm.Smooth <- dlmFilter(datos, dlm.ModRegDinLin)

# La funcién head(), arroja las primeras partes de un vector,
# matriz, tabla, data frame o funcién.

V VV V V V V V.YV

head (dlm.ModRegDinLin$m)
[,1] [,2]
0.00000 0.0000000
2012-01-03 -0.01513 0.0000778
2012-01-04 -0.01531 -0.0343681
2012-01-05 -0.01537 -0.1811737
2012-01-06 -0.01609 -0.2607268
2012-01-09 -0.01706 -0.1994370
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Capitulo 4
DLM en la modelacion de
rendimientos

El precio de las acciones en el mercado cambia a través del tiempo; surgen
nuevas acciones, las existentes pueden desaparecer o combinarse con otras, una
gran cantidad de situaciones pueden suceder. Por ello, como implementacién
de los DLM, usaremos el modelo conocido como el CAPM (por sus siglas en
inglés, Capital Asset Pricing Model), el cual intenta estimar el rendimiento de
una accién o portafolio, en su sentido mas general. Para ello se presentaran
los conceptos bésicos para su implementaciéon. Cabe mencionar que el CAPM
no es el inico modelo para la predicciéon de los rendimientos de una accidn,
pero es considerado un buen modelo. El CAPM, tiene un rol importante en la
seleccién de portafolios conforme a las preferencias media/varianza, es decir, se
busca tener grandes rendimientos con el minimo riesgos.

4.1 Conceptos basicos

En la medicién del desempeno de un portafolio o una colecciéon de inver-
siones en acciones, lo que nos interesa es el aumento o disminucién del valor
de estas acciones en un periodo de tiempo. En las distintas teorias econémicas
existen muchos supuestos en lo referente a los rendimientos de las acciones, al
igual de que se consideran distintos tipos de mercado, entre otras cosas. Un
supuesto comtn en muchas de ellas, es el considerar que los individuos de una
economia actian de manera “racional”, es decir, que esperan ganancias racio-
nales y con un cierto grado de aversién al riesgo. Bajo estas circunstancias,
los precios y rendimientos pueden ser determinados con modelos que conside-
ren esta idea. Para ello consideremos una serie de tiempo de los precios de
una accion, P, ..., P,, por simplicidad supondremos que no paga dividendos
y no consideraremos la inflacién, nosotros estamos interesados en calcular el



rendimiento entre dos periodos. Es decir, los cambios en el precio de la accién
expresados como una fraccién del precio inicial. Con esta idea se define:

Definicién 4.1 (Rendimiento Simple) El rendimiento simple, sobre el pe-
riodo de tiempo de t — 1 a t, r¢, se define como:

Tt = (Pt - Pt—l)/Pt—l

Ahora, con esta sencilla definicién podemos comprender la idea del CAPM. El
CAPM se basa en dos ideas, la primera es la existencia de un portafolio del
mercado M, y la segunda en la nocién de un parametro que se le conoce como
beta, que vincula a cualquier accién con el mercado. En la teoria, el portafolio
del mercado incluye todas las acciones, pero en la practica, se considera algin
indice del sector o area de interes, como el NYSE | el IPC en México, el NAS-
DAQ), o el TOPIX.

Consideremos cualquier accién P con exceso de rendimiento 7p, y al portafolio
del mercado M con exceso de rendimiento rj,;, donde el exceso de rendimien-
to es el rendimiento total menos el rendimiento de una accién libre de riesgo,
usualmente se considera el rendimiento de algin bono. Entonces se define a la
beta de la acciéon P como:

Bp = Cov(rp,rym)
P Var(ra)

Donde observamos que beta es proporcional a la covarianza entre el rendimien-
to de la accién y el rendimiento del mercado. El nombre de beta es por que
el modelo puede ser visto como un modelo de regresién simple del exceso de
rendimiento de la accién, rp(t), en los periodos t = 1,..., T, es decir:

rp(t) = ap + Bpra(t) + vp(t)

La beta en el modelo se usa para separar el riesgo y el rendimiento en dos
partes, es decir, si conocemos la beta de alguna acciéon, podemos descomponer
el exceso de rendimiento de esa accién en una componente del mercado, donde
consideraremos el riesgo de mercado o sistematico, y una componente residual,
donde consideraremos al riesgo residual o especifico:

rp = fprm +0p



de donde obtenemos que:

2 _ 52 2 2
op =PBpon +Vp

donde VP? es la varianza de vp.

Ademaés de que en el modelo la componente residual 6p no esté correlacionada
con el mercado. La interpretacion de la beta se puede hacer similar a la de un
modelo de regresién, en este caso, por ejemplo, si el mercado sube, la compo-
nente de las acciones relacionada al mercado responden de acuredo a su beta,
si la beta es positiva, cuando el mercado sube, el rendimiento de la accién sube,
analogamente, cuando el mercado baja, entonces el rendimiento de la acciéon
baja. Y la magnitud de respuesta de la accién, estd determinada por la magni-
tud de la beta, si beta es uno, la acciéon tiene el mismo riesgo como el mercado,
entonces si el mercado sube 10%, el rendimiento de la accién sube 10% en
promedio, andlogamente, si el mercado baja 10 %, el rendimiento de la accién
baja 10 % en promedio. Si beta es mayor que uno, si el mercado sube 10 %, el
rendimiento de la accién sube mds del 10 % en promedio, es decir, incrementa
la volatilidad, por lo que tiene una respuesta mayor a lo que sucedede en el
mercado. Todas las acciones estan relacionadas al mercado, pero cémo cada
accién responde al mercado, es diferente. El término ap que es el promedio de
los rendimientos residuales, también tiene su interpretacion, ademés el CAPM
plantea algo especial acerca de los rendimientos que no forman parte del mer-
cado, establece que el rendimiento esperado de la componente residual de todas
las acciones y cualquier portafolio es igual a cero, es decir, E(6p) = 0, lo que
implica que el rendimiento esperado de la accién, E(rp) = pp, estd determi-
nado enteramente por el rendimiento esperado del mercado, E(ry) = pa, y la
beta de la accién, Bp:

E(rp) = BpE(rm) = Brim

Implicitamente, aqui estd uno de los supuestos del modelo, que todos los
inversionistas tiene el mismo rendimiento esperado, el cual difiere inicamente
por su tolerancia al riesgo. El término ap también esta relacionado con la pro-
porcién de informacién (IR, por sus siglas en inglés), usada en la evaluacién de
portafolios, ya que la idea es que capture la nocién de éxito de un portafolio,
es decir, qué tan buena fue la seleccién en el portafolio con respecto a otros
inversionistas. Pero volviendo al modelo, la idea es que los inversionistas son



compensados por tomar riesgos necesarios, pero no por tomar riesgos innece-
sarios. El riesgo en el portafolio del mercado es necesario: No se puede evitar
el riesgo del mercado. Por otra parte, el riesgo de la componente residual, o
el riesgo especifico, es auto - impuesto: todos los inversionistas pueden evitar
el riesgo residual. Es importante resaltar que el CAPM es una teorfa, y como
tal estd basada en supuestos que no siempre son tan precisos, por tal motivo
existe cierta controversia sobre el modelo, pero no recae en su légica, si no en
las conclusiones a las que se pueden llegar.

4.1.1. Linea del Mercado de Capitales y Linea del Mer-
cado de Titulos

Como complemento del CAPM, una definicién importante es lo que se co-
noce como la linea del mercado de capitales (CML, por sus siglas en inglés),
que relaciona el exceso de rendimiento esperado de un portafolio eficiente y su
riesgo, la CML, es:

R\ a0 iy )

Hp = pf+
oM

Donde P es un portafolio eficiente, M el portafolio del mercado, up = E[P],
el rendimiento esperado del portafolio, 1 ¢, el rendimiento de la accién libre
de riesgo, observe que es constante, py = E[M], el rendimiento del portafolio
del mercado, y op; y 0P, la desviaciones estandar de M y P. La pendiente
de la CML, ’”éi;f’”, es conocida como el Indice de Sharpe, que lo podemos
interpretar como cuanto debe incrementar el rendimiento esperado de nuestro
portafolio, si el riesgo del portafolio aumenta en una unidad. Veamos un ejem-
plo, consideremos que puy = 0.06, ups = 0.15 y oy = 0.22, entonces la CML,
estd representada Figura .1} Pero la CML se deriva para portafolios eficientes,
Lqué sucede en el caso que queramos considerar alguna accién en particular?.
Para ello sirve lo que se conoce como la linea del mercado de titulos (SML, por
sus siglas en inglés), que analogamente relaciona el exceso de rendimiento y su
riesgo (beta). Considerando cualquier accién j, usando el CAPM observamos
que:

pi — pog = Bj(par — pf)
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Figura 4.1: Ejemplo de la linea del mercado de capitales.

A esta ecuacion, se le conoce como la linea del mercado de titulos, donde
144, se considera como una funcién de 3;. Lo que trata de hacer la SML, es dar
la interpretacién que mencionamos anteriormente de la beta de forma gréfica,
tratando de medir la “agresividad” de la accién j, en el sentido de que la SML
considera a beta como una medida del riesgo y muestra el beneficio por tomar
este riesgo. Por definicién, la beta del portafolio de mercado es 1, por lo que
una regla usual es considerar:

B; < 1 ‘“agresiva”
B; = 1 “riesgo promedio”

B; > 1 “noagresiva’

Cabe mencionar que cuando se usa un modelo de regresién, se le suele llamar
linea caracteristica, en lugar de linea del mercado de Titulos, ya que la SML no
muestra explicitamente que los rendimientos esperados dependen del tiempo.
En la Figura[£.2] se muestra un ejemplo de una SML
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Figura 4.2: Ejemplo de la linea del mercado de Titulos.

4.2 Implementacion

4.2.1. Modelo de Regresién Simple

Los datos que utilizaremos abarcan el peridodo de: Enero del 2012 a Di-
ciembre del 2012, y son los siguientes:

e Precios de la accion: Apple.
e Precios del portafolio de mercado: SP&500.
e Rendimientos de la accién libre de riesgo: Bonos del gobierno (T-Bill).

A continuacién podemos observar la grafica de los precios normalizados, Fi-
gura Observemos como Apple, si bien no tiene un comportamiento muy
similar al del mercado, parece reaccionar hasta cierto punto a los cambios del
mercado, es decir, cuando los precios subieron los de Apple también, por tal
motivo podriamos esperar una beta positiva, pero también hay que notar que
esto no es tan claro. También se podrian observar los rendimientos para tener
una idea del posible valor de alfa, pero mejor implementemos el modelo.
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Figura 4.3: Precios Normalizados.

Recordando que el modelo de regresién es: rp(t) = ap + Bpra(t) + vp(t),
usaremos la funcién Im, obteniendo el siguiente resultado:

Cédigo en R

Im(formula = apple.exc.retornos.diarios ~ sp500.exc.retornos.diarios)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.00393 0.00232 1.69 0.092 .
market.exc.retornos.diarios 1.18709 0.12121 9.79 <2e-16 **x*
Residual standard error: 0.0157 on 248 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.279, Adjusted R-squared: 0.276
F-statistic: 95.9 on 1 and 248 DF, p-value: <2e-16

Donde observamos que para Apple la B = 1.187 y & = 0.004. El estimador
de Vp es 0.0157.



Ajuste con un Modelo de Regresion Simple

a =0.004
B=1.187

0.05 =

0.00 -

Accion

_ . —0.02 -0.01 0.00 0.01
Indice del Mercado

Figura 4.4: Modelo de regresién simple de los rendimientos de Apple.

Note que el valor R? para la regresién es del 27.9 %, es decir 27.9 % del riesgo
es debido al riesgo sisteméatico (8%03%,), y el restante 72.1% es debido al riesgo
especifico (V2), en la Figura podemos observar la representacién grafica del
modelo.

Ahora, se debe tener en cuenta un aspecto que no se ha mencionado, y es que
cuando estamos ajustando el modelo, tenemos que considerar el periodo de
tiempo que vamos a utilizar, si bien es cierto que entre mas largo es el periodo, se
dispone de mayor informacion, también es cierto que, en el modelo de regresiéon
simple, uno de los supestos que estamos considerando es que 3 es constante,
por lo tanto si usamos un periodo muy amplio, este supuesto no pareceria real.
Un “método” utilizado para verificar este supuesto, consiste en tomar lo que se
le llaman ventanas de tiempo, que consiste en considerar periodos de tiempo
mas pequenos, usualmente de medio ano, y ajustar el modelo, para asi observar
el recorrido de las betas, y ver qué tan adecuado es suponer que es constante.



4.2.2. Modelo de Regresion Simple Dinamico

Como mencionamos anteriormente, al utilizar el modelo de regresion simple,

el supuesto de que « y [ son constantes no es el mas adecuado, es ahi donde
entran los Modelos Dindmicos Lineales al considerar que tanto o como 3 cam-
bian a través del tiempo. Resaltaremos de nuevo que una de las ventajas de
los modelos de espacio de estados, es su flexibilidad, ya que éstos se pueden ir
adpatando de acuerdo a las necesidades que se tengan. En el caso de modelar
los rendimientos, en particular, se podria utilizar un modelo mas general sin
especificar una distribucién como en el caso de lo modelos dindmicos lineales,
o si se tiene un conocimiento “ profundo”, del comportamiento de las alfas o
betas, éste se puede implemetar en las ecuaciones de estados.
En nuestro caso mantendremos las cosas sencillas, consideraremos la generali-
zacion de los modelos de regresion a través de los modelos dinamicos lineales,
con el supuesto de que tanto a como 3 se comportan como una caminata alea-
toria. Con esta idea, podemos presentar a continuacién el modelo de regresiéon
dindmico, que es como el modelo de regresién simple presentado antes, pero se
le agregd “ dinamismo” al modelo:

TPt = apt+ BraTme + Vs
apt =Qpt—1+ Wit

Brt = Bri—1 + way
que se puede reescribir como:
rpy = Fif + v

Gt = Gat—l + wy

donde:

1 0
Ft:[l TM,t], GZ[O 1}7 HtZ[(;Z]; Yy wt:[gij



4.2.3. Estimacion por Maxima Verosimilitud

Hay que notar que en el modelo existen dos parametros desconocidos, las
matrices de varianzas W; y V;, para solucionar esto estimaremos los parametros
usando el método de maxima verosimilitud, utilizando la funcién dimM LE que
viene implementada en R. Procediendo de esta manera obtenemos que:

7.18¢~ 11
vy = 0.000227 y w; = [0'005353}
Con estas estimaciones podemos implementar el modelo. Como ya habiamos
mencionado, utilizaremos la funcién dim. Primero comentaremos los resultados
obtenidos usando el filtrado. En la Figura[4.5 podemos observar el recorrido de
la media de la distribucién filtrada de . y 3, las graficas de los resultados tanto
de la filtracién como del andlisis de regresién se mostraran en las siguientes
paginas.

De la grafica del recorrido de v y 8 podemos observar que se obtuvo al
final del periodo una a = 0.004055 y una 8 = 1.43774, por lo que cabe men-
cionar que usando el modelo de regresiéon simple se obtuvo una beta diferente,
de 1.187, mencionando que en el modelo de regresién simple, la alfa era signifi-
cativamente igual a cero, aunque en este caso, en modelo dindmico también se

obtuvo un cambio:

Regresién Simple Usando DLM Variacién
alfa = 0.00393 alfa = 0.00406 3.202 %
beta = 1.18709 beta = 1.43774 17.434 9,

Ahora observemos sus varianzas, esto a través de sus intervalos de confianza,
en la Figura [£.6] lo podemos observar, notemos c6mo es mayor la varianza al
inicio del periodo y conforme pasa el tiempo éstas disminuyen, en un momento
comentaremos sobre ello.

Ahora comentemos los resultados usando el andlisis retrospectivo. En este caso
no es de sorprenderse que al final del periodo se obtuvieron valores de alfa y
beta muy similares a los obtenidos con la filtracién, en la Figura [£.5] podemos
observar su recorrido. Andlogamente observemos sus varianzas a través de sus
intervalos de confianza, que vemos en la Figura .7 En este caso démonos
cuenta que su varianza es més estable, si bien en el caso de alfa parece mayor,
esto se debe a que los valores de alfa no variaron mucho, pero la varianza es
muy parecida al caso de filtracion al final del periodo.
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Figura 4.5: Recorrido de alfa y beta en el caso de suavizamiento y fil-
traciéon. Se puede observar como existe una mayor variacién de los valores
obtenidos en el caso de filtracién, ademas de que se logra percibir que el su-
puesto de los Modelos de Regresién Simple de que alfa y beta son constantes
a través del tiempo, no es muy adecuado.
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Figura 4.6: Recorrido de alfa y beta con sus intervalos de confianza del
95 % usando filtracién. Se puede observar como al inicio de los recorridos
tanto de alfa como de beta existe una mayor varianza, esto se debe a que
en el caso de la filtracién, para obtener la distribucién a un tiempo ¢, con-
dicionamos a la informacién que poseemos a ese periodo.



Recorrido de alfa (Suavizamiento)

0.0075—

0.0050 —
123
@
o
o
]
>

0.0025 —

0.0000 —

1 L} 1] 1] 1]
ene 2012 abr 2012 jul 2012 oct 2012 ene 2013
Fecha
= Alfa intervalos de confianza del 95%
Recorrido de beta (Suavizamiento)

1.8 —

1.5 —
(%]
<)
S12 -
]
=>

0.9 =

0.6 = 4 : :

ene 2012 abr 2012 jul 2012 oct 2012 ene 2013
Fecha
— Beta intervalos de confianza del 95%

Figura 4.7: Recorrido de alfa y beta con sus intervalos de confianza del
95 % usando suavizamiento, en el caso de alfa se muestra adems4s el recorrido
en una escala que permite ver mejor su variaciéon. Se puede observar como
las varizanzas de los recorridos tanto de alfa como de beta son més estables si
las comparamos con el caso de filtracién, de hecho se asemejan a la varianza
que se tiene al final en el caso de filtracién, esto se debe a que en el caso de
suavizamiento, para obtener la distribucién a un tiempo ¢, condicionamos
a toda informaciéon que poseemos.



Observando en conjunto las gréaficas podemos hacer algunos comentarios. El
primero surge al observar cémo cambia la varianza usando la filtracién a usan-
do el andlisis retrospectivo, este comportamiento es entendible si recordamos
cémo se realizaba la filtracion y el suavizamiento, por ejemplo, en el caso de
la filtracién, la distribucién al tiempo 10, por decir algtin valor, esta condicio-
nada con las primeras diez observaciones, mientras que en el caso del analisis
retrospectivo estamos condicionando con respecto al total de las observaciones
disponibles, por lo que si obervamos al final del periodo sus varianzas son muy
similares, es decir, los estados se actualizan por lo que sus varianzas también,
por lo que si iniciamos con una varianza muy grande, como es nuestro caso,
ésta se va ajustando al obtener informacion de los datos. Por ejemplo en el caso
de alfa (la interpretacién del caso de beta es similar), vemos como en el suavi-
zamiento hay muy poca variacién en los valores estimados, lo cudl es debido a
lo mencionado, ya que aqui condicionamos a toda la informacién disponible y
vamos obteniendo los valores anteriores sucesivamente, es decir con base a la in-
formacion que disponemos estamos tratando de reconstruir el comportamiento
que tuvo alfa a lo largo del tiempo, ademads de que en el caso de alfa su varianza
una vez que condicionamos a toda la informacién es pequena, lo cual también
se ve reflejado en que los valores varien poco, en la filtracion el enfoque es dis-
tinto, tratamos de describir a alfa en un tiempo, en base a la informacién que
disponemos a ese tiempo, por lo que podemos notar que conforme almacenamos
mas informacién, el comportamiento en el caso de suavizamiento y filtracién se
parecen, ya que al transcurrir el tiempo se asemeja la informacién que posee-
mos. Légicamente estos dos enfoques tienen distintos usos, el caso de filtracién
es importante cuando buscamos monitorear el comportamiento de una serie
casi al instante conforme vamos adquiriendo nuevo conocimiento, el caso de
suavizamiento cobra importancia cuando, por decir, tenemos informacién de
un evento a cierto tiempo, y buscamos reconstrurir su comportamiento previo
a ese tiempo, para poder observar algun cambio importante que ya sucedido
en la serie, y asi aumentar nuestro conocimiento sobre el evento de interés.

4.2.4. Estimacién por MCMC

Como hemos venido recordando, un atractivo de los modelos dindamicos es
su flexibilidad, a continuacién mostratremos uno de los aspectos de los que nos
referimos. Muchas veces al tratar de modelar cierto fenémeno en la realidad,
nos encontramos con muchas limitantes, una de las que observamos en nuestro
caso, es la estimacién de ciertos parametros desconocidos, ahi es donde pue-
de ayudarnos el anélisis bayesiano, con la caracteristica de que éste considera



“todo” lo desconocido como variable aleatoria, y donde las conocidas como dis-
tribuciones iniciales muestran nuestras creencias acerca de los posibles valores
de los pardametros desconocidos. La estimacion de estos pardmetros descono-
cidos se realiza usando el Teorema de Bayes, que actualiza nuestra creencias
conforme nueva informacion es observada.

Usaremos este efoque para la estimacién de las varianzas en el modelo. Recu-
rriremos a uno de los modelos mas comunes para la estimaciéon de varianzas,
el modelo conocido como de las d-gammas-inversas. A continuacién, mostra-
tremos el desarrollo general del caso univariado, cuyo supuestos son que ambas
matrices son invariantes ante el tiempo. Especificamente se tiene que:

Vt:¢;1; Wt:dzag(¢;i,7¢;7;)
donde ¢! (= 1/0?) es la precisién, y ¢y, g 1, ..., Pg, son independientes con
distribucién gamma, por lo que el vector (¢, L . i, el qﬁg)]l)) es el producto de

d = (p+ 1) densidades Gammas-Inversas. Las precisiones a priori se pueden
expresar de la siguiente manera, E(¢y) = ay, y E(¢9,i) = ag,;, cuya incertidum-
bre se refleja en las varianzas Var(¢y) = by, y Var(¢g;) = bgs, i = 1,...,p,
por lo que:
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De las hipétesis de un sistema de estados (A.1) y (A.2) tenemos:
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usando este hecho, podemos obtener lo siguiente:
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Ahora la idea es usar el método de Gibbsﬂ en el modelo de las d — gammas —
inversas, por lo que necesitamos obtener las distribuciones condicionales com-
pletas. En el caso de los estados, se puede usar el algoritmo conocido como
FFBSH (Forward Filtering Backward Sampling), que consiste en calcular el
filiro de Kalman, para poder simular los estados 67 ~ N(mg,Cy), y para
t =T -—1,...,0 calcular 6, a partir de la distribucién de 7(0; | 6¢11,y1.y),
ahora para el caso de ¢y, 9g.1,. .., ¢o,p, derivaremos un caso, y los demés son
analogos:
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1Para una introduccién a los métodos de Monte Carlo se puede consultar: Casella y Robert
(2009), Introducing Monte Carlo Methods with R, Springer. En else muestra el
algoritmo de Gibbs.

2Para conocer més sobre el algoritmo FFBS se puede consultar: Carter, C. y Kohn, R.
(1994), On Gibbs sampling for state space models, Biometrika 81:541-553.



Por lo tanto:
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En nuestro caso podemos escoger a, = 4405 y ap = (1.393e+10, 186.8)’, para
mostrar una creencia inical de que los valores son similares a los obtenidos por
la estimacién con maxima verosimilitud.

A continuacién en las siguientes figuras (de la a la mostramos un
breve diagnéstico de los resultados obtenidos de la simulacién, donde decidi-
mos realizar 12500 iteraciones con un periodo de calentamiento de 8500, esto
ya que realizando varias simulaciones se determiné que a partir de 8000 itera-
ciones aproximadamente, parecia que la simulacion empezaba a converger, se
consideraron 12500 iteraciones maés, ya que aunque se hubiera deseado realizar
mas iteraciones para notar si existia algtin cambio considerable en la simula-
cién o si se notaba una convergencia clara, esta al aumentar las iteraciones
aumentaba también su duracién de manera considerable. Mostramos 4 graficas
comparando 4 simulaciones (esto para cada pardmetro: V, Wy, y Ws), la pri-
mera muestra los valores obtenidos de la simulacién, la segunda las densidades
posteriores de los parametros, la tercera es la grafica de la medias moviles de
los valores de la simulacion, es decir, la media hasta cierta iteracion, y la ulti-
ma es la de las autocorrelaciones, en todos los casos, se descartaron los valores
iniciales de calentamiento. Al observar la grafica de los valores de las simu-
laciones y de las densidades posteriores, pareciera que la simulacién no tiene
problemas en cuanto a la mezcla, pero parece que atin no podriamos decir que
converge, en el caso de Wy y Wy pareciera que no existe problema, pero en
particular en V', podemos notar un problema, mas explicitamente en la gréfica
de las medias moviles, ya que parece que ain no se estabilizan, algunas de las
posibles soluciones son aumentar el niimero de iteraciones, en nuestro caso es
algo costoso en tiempo, ya que la duraciéon para terminar la simulacién al au-
mentar las iteraciones aumenta de manera importante, por lo que se necesitaria
revisar la implementacion y ver si el algoritmo se puede mejorar, o variar la
densidad a priori, esto es util ademéas para contrastar que tan adecuada fue
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Figura 4.8: Gréficas del didgnostico de la simulacién del pardmetro V:
Arriba tenemos la de los valores obtenidos de la simulacién, y abajo la de
las densidades posteriores. En las graficas podemos observar que parece no
haber problema en cuanto a la mezcla de la simulacién, tanto por los valores
que se obtuvieron en las 4 cadenas, como en sus distribuciones posteriores.
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Figura 4.9: Gréficas del didgnostico de la simulacién del parametro V:
Arriba tenemos la de medias mdviles de la simulacién, y abajo la de las
autocorrelaciones. Podemos observar con la grafica de las medias méviles,
que ain no podemos garantizar completamente la convergencia de la simu-
lacidn, en el caso de las autocorrelaciones no se observa ningin problema.
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Figura 4.10: Gréficas del didgnostico de la simulacién de los pardmetros
W1 y Wa: Arriba tenemos la de los valores obtenidos de la simulacién, y
abajo la de las densidades posteriores. En las graficas podemos observar que
parece no haber problema en cuanto a la mezcla de la simulacién, tanto por
los valores que se obtuvieron en las 4 cadenas, como en sus distribuciones
posteriores.
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Figura 4.11: Gréficas del didgnostico de la simulacién de los pardmetros
W1 y Wa: Arriba tenemos la de medias méviles de la simulacién, y abajo
la de las autocorrelaciones. Podemos observar con la grifica de las medias
moviles, que contrario al caso del pardmetro Vi, parece que la simulacién
estd empezando a converger, aunque es importante mencionar que estos
criterios son los bésicos para poder decir que la simulacién converge, en el
caso de las autocorrelaciones no se observa ningin problema.



nuestra distribuciéon a priori, lo laborioso para nosotros en este caso es que
tendriamos que analizar que distribucién a priori es adecuada para los datos,
y en base a ella realizar una nueva implementacion del algoritmo, pero debido
a que estamos enfocados més a la implementacién de los DLM, supondremos
que podemos en cierta medida estar seguros de la convergia de la simulacion y
usaremos estas simulaciones. Cabe resaltar que no existe un criterio absoluto
para la evaluacion de la convergencia de una cadena de Markov, no importa las
realizaciones que hagamos de ésta. Ademds de que los criterios que mostramos
serian los considerados como bésicos, por lo que aunque no existiera un proble-
ma con las medias moviles en el caso de V', esto no garantizaria que ya se haya
alcanzado la convergencia, por ejemplo, existen otros métodos méas complejos
para evaluar la convergencia, como el factor de reduccién (Gelman y Rubin,
(1992)), que hacen una comparacién de varianzas. Entonces para calcular las
medias a posteriori de las varianzas que se desconocen, podemos usar la funcién
memeMean, teniendo como resultado:

7.18¢~ 11
vy =0.000334 y w = {0. 00535}
Observemos que el resultado es parecido al que obtuvimos usando el método
de méxima verosimilitud, la razén de esto queda mas claro si hacemos cita de

dos teoremas:

- Teorema del limite central para estimadores maximos ve-
rosimiles: Bajo los supuesto adecuados y para una muestra lo suficiente-
mente grande, el estimador de méxima verosimilitud se distribuye apro-
ximadamente normal con media igual al verdadero pardmetro y varianza
igual a la inversa de la informacién de Fisher.

- Teorema de Bernstein-von Mises: Bajo los supuesto adecuados y
para una muestra lo suficientemente grande, la distribucién posterior de
0 es aproximadamente normal con media igual al verdadero parametro 6
y varianza igual a la inversa de la informacién de Fisher.

es decir, que el estimador bayesiano y el de méaxima verosimilitud tienen la
misma distribucién muestral, en una muestra lo suficientemente grande. Uno
de los supuestos del segundo teorema, es que la distribucion a priori no cambia
conforme se obtienen nuevos datos, es decir, toda la informacién que se obtiene
proviene de los datos iniciales. Los resultados al implementar las estimaciones
de la varianza al modelo, son similares a los de la seccién anterior, en este caso
el resultado al final del periodo fue; a = 0.0038 y 5 = 1.4091. A continuacién
mostramos las figuras (de la[4.12)a la de los resultados obtenidos.
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Figura 4.12: Recorrido de alfa y beta en el caso de suavizamiento y fil-
traciéon. Se puede observar como existe una mayor variacién de los valores
obtenidos en el caso de filtracién, ademas de que se logra percibir que el su-
puesto de los Modelos de Regresién Simple de que alfa y beta son constantes
a través del tiempo, no es muy adecuado.
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Figura 4.13: Recorrido de alfa y beta con sus intervalos de confianza del
95 % usando filtracién. Se puede observar como al inicio de los recorridos
tanto de alfa como de beta existe una mayor varianza, esto se debe a que
en el caso de la filtracién, para obtener la distribucién a un tiempo ¢, con-
dicionamos a la informacién que poseemos a ese periodo.
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Figura 4.14: Recorrido de alfa y beta con sus intervalos de confianza del
95 % usando suavizamiento, en el caso de alfa se muestra adem4s el recorrido
en una escala que permite ver mejor su variaciéon. Se puede observar como
las varizanzas de los recorridos tanto de alfa como de beta son més estables si
las comparamos con el caso de filtracién, de hecho se asemejan a la varianza
que se tiene al final en el caso de filtracién, esto se debe a que en el caso de
suavizamiento, para obtener la distribucién a un tiempo ¢, condicionamos
a toda informaciéon que poseemos.



Cabe mencionar que este método bayesiano para estimar las varianzas que
se escogib, sirviéo de acuerdo al problema que tenfamos, pero usualmente la
estimacién mediante el enfoque bayesiano usando MCMC, se realiza de acuerdo
al problema que se tiene, es decir, esta estimacién que usamos no funciona para
todos los problemas, por lo que si nos encontramos en otra situacion, tendriamos
que buscar y adaptar las ideas del enfoque bayesiano a nuestro problema.

También otro punto que no mencionamos fueron las predicciones, puesto
que en nuestra implentaciéon del CAPM, no se usa para la predicién de las
betas, sino para estimacién de acuerdo a los datos con los que se dispone, y
asi poder utilizar ese concimiento en distintos problemas, uno muy comtn es la
valuacién de proyectos. Independientemente de eso, en la Figura [£.15 podemos
ver como usando las predicciones que proporcionan la filtracién, la varianza au-
menta de forma considerable, en la figura se usaron los datos obtenidos con los
estimadores bayesianos de las varianzas y un periodo de 3 meses de prediccién.

Entonces, por lo que podemos observar de la figura, podemos tener una idea
del problema que tendriamos al utilizar predicciones de betas considerando ho-
rizontes de tiempo para predicciones medianamente grandes, cuando ademads

Recorrido de beta (Filtracién)

Valores

i ) | ) ] )
ene 2012 abr 2012 jul 2012 oct 2012 ene 2013 abr 2013
Fecha

-_— Beta intervalos de confianza del 95%

Figura 4.15: Evolucién de la varianza, usando filtracién.



otro de los puntos por los que no se busca predecir los valores de beta, es tam-
bién por que los datos se van obteniendo de una manera “continua”. Sobre este
aspecto de que la informacion fluya de manera continua, haremos un pequeno
comentario en un momento.

Como mencionamos casi al inicio del apartado, es importante mencionar que el
CAPM es una teoria y como tal es susceptible a equivocaciones, hacemos men-
cién de esto por que hasta el momento lo que hicimos fue implemetar el modelo,
ahora mencionaremos algunos aspectos en los que se debe que tener cuidado.
Es muy importante la seleccién de los datos, anteriormente comentamos que
en el caso de usar un modelo de regresion lineal simple para ajustar los datos,
suponia que nuestra beta era constante a través del tiempo, a continuacion
mostramos una grafica que nos da una idea de por qué este supuesto se puede
considerar erréneo, en la Figura se muestra lo que se conoce como betas
moviles, la idea es similar a las medias méviles, considerando periodos de 60
dias, que lo que hace es ajustar el modelo de regresién en periodos, usualmente
se le conocen como ventanas, de 60 dias, recorriendo el perido donde dispone-
mos de datos, es decir, consideramos los primeros 60 datos que corresponden a
los dias 1 al 60, y ajustamos un modelo de regresién, luego consideramos del dia
2 al 61, y ajustamos nuevamente el modelo, asi sucesivamente, a partir de los
valores obtenidos de este procedimiento podemos observar cémo ajustando el
modelo con los primeros 60 dias, obtenemos una 8 = 0.8, y al ajustarlo con los
ultimos 60 dias, donde disponemos de informacién, f = 1.78, y en los periodos
intermedios los valores varian. Por lo que no seria correcto suponer que beta
es constante. También es importante volver a mencionar que por lo que pode-
mos observar también en la gréfica, el periodo de tiempo que consideremos es
importante, en el caso de un modelo de regresiéon lineal simple, no es adecuado
considerar un periodo muy largo, por lo que acabamos de mencionar, en el caso
de los DLM, esto nos beneficia, ya que con los datos es como obtenemos la
informacién.

Este no es el tinico problema con los supuestos, por ejemplo, el suponer
que los rendimientos se distribuyen de manera normal. Con una grafica de sus
cuantiles (qg-plot, Figura se puede observar que no es adecuadoﬂ a es-
te respecto, en la realidad existen variaciones del CAPM, en algunas de ellas
suponen distribuciones que se adecuen més a los datos que se diponen, estas
variaciones del CAPM, se deben también a que, el considerar al mercado como
unico factor para modelar los rendimientos (a estos modelos se les conoce como
modelos de indice tnico), no es lo mds adecuado, por lo que usualmente se

3Para una mejor prueba existen por ejemplo la prueba de Anderson-Darling, que ya
estd implantada en R.
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Figura 4.16: Betas Modviles, usando una ventana de 60 dias.

consideran multiple factores (betas), esto lo mencionamos por que uno de las
posibles pruebas para validar los modelos dindmicos lineales es que los residua-
les se distribuyen normalmente de forma independiente, y por lo mencionado
anteriormente, en nuestro caso surgen algunos problemas principalmente en lo
referente a la normalidad. En el caso de la autocorrelacién e independencia
podemos observar la Figura donde la primera grafica muestra el qg-plot
de los residuos, en la segunda los residuos obtenidos, en la tercera se observa
la grafica de sus autocorrelaciones y en la tltima los p-values de la prueba de
Ljung-Box, cuya hipotesis nula es que los datos se distribuyen de manera inde-
pendiente. Otro aspecto que tiene que ver con la seleccién de los datos, es que
se tiene que tener en cuenta el indice de mercado que se utiliza, usualmente
se suele utilizar uno que se refiera al drea en el que estamos tomando nuestra
accion. En nuestro caso consideramos como accién Apple, e indice a SP&500,
pero se observaria un cambio en el ajuste del modelo si consideraramos como
indice el NASDAQ, que contempla acciones ligadas a la tecnologia. Concluimos
diciendo que para poder acercarnos a modelos que expliquen mejor la realidad,
es necesario comprender el fenémeno que se intenta modelar, para estar cons-
cientes de cémo los cambios en algunos supuestos afectan los resultados.
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Figura 4.17: Gréaficas para el diagndstico de los residuos del Modelo
Dindmico Lineal. Observamos como existe un problema con el supuesto
de Normalidad.






Parte V

Conclusiones



Comentarios Finales

Uno de los aspectos mas fuertes de los Modelos de Estados, es su flexibilidad.
Vimos que a partir de una idea sencilla y general como considerar a los fenéme-
nos que se pueden describir mediante ciertos estados en cierto momento y darle
un marco tedrico, hace que su aplicacién sea muy variada. Es importante men-
cionar que inicamente nos enfocamos a un caso muy particular de los modelos
de espacio de estados, en los modelos dindmicos lineales, los cuales simplifican
en gran medida el trabajo de la implementacion. Pero no por ello dejan de ser
“poderosos”, aunque en este caso se intercambia parte de la flexibilidad del
modelo, por simplicacién. Adn asi el modelo hace posible una variedad de mo-
dificaciones en las implemetaciones. Para mostrarlas rescatemos algunos puntos
mencionados en la tesis, es posible modelar la estacionalidad y la tendencia de
las series de tiempo, o describirlas como el conjunto de varios factores (mode-
los de regresién dindmica), pero el modelo va més lejos, mediante la técnica de
descomposicién aditiva, permite pensar en la serie como la unién de distintos
componentes, donde cada componente puede describirse mediante un mode-
lo dindmico; ademads, esta idea puede trasladarse al caso de series de tiempo
multivariadas, donde se busca aprovechar la correlacién de dichas series. En el
caso de series multivariadas existen otras implementaciones, como los modelos
dindamicos lineales jerarquicos, que consisten en considerar que los estados es-
tan determinados por otra variable, esta idea se puede extender, es decir, se
pede considerar también que esta nueva variable esta a su vez determinada por
otra variable y asi sucesivamentdﬂ que no mencionamos en la tesis, pero que
proporcionan ain mas flexibilidad al modelo.

Es importante decir, que esta flexibilidad también se podria considerar un
“arma de doble filo” si no se maneja de manera adecuada, su uso inadecuado
puede llevar a resultados errados o que no tienen nada que ver con el fenémeno
que se intenta modelar, es decir, muchas de las implementaciones que se le pue-
den hacer al modelo, recaen en qué tanto conococimiento se tiene del fenémeno

4Para una introduccién a estos modelos se puede consultar: Gamerman, D. y Migon, H.
(1993) Dynamic hierarchical model, Journal of the Royal Statistical Society, Series B 55:
629-642.



de interés, y cémo se puede usar en el modelo.

En la parte de la implementacién, escogimos una implementacion simple
pero que permitiera notar, de una manera sencilla y general, el uso que se le
puede dar a los modelos dindmicos lineales. Un punto llamativo, es que debido
a su construccién, es posible calcular los parametros del modelo de manera
resursiva, esta ventaja estd mas relacionada con la implementacién del modelo
y con su representacién computacional, que consistiria en aplicar una funcién
iterativa a los datos, como el filtro de Kalman. Aunque un aspecto que se podria
mejorar es lo referente a la retroalimentacién cuando llega nueva informacion,
ya que en este caso, se tendria que correr la funcién con todos los datos de
nuevo, y si el flujo de informacién es continua, o casi continua, esto no es
eficiente. Existe una solucién a este problema, que usa las ideas de las MCMC,
a estos métodos se les conoce como métodos de Monte Carlo Secuencialefl, que
no mencionamos en la tesis, pero puede tenerse en cuenta.

En lo referente al caso escogido para la implementacion, consideramos a
los CAPM por su sencillez pero con un importante uso en la préactica, aunque
como vimos, al ser mas un teoria, muchos de los supuestos del modelo no son
tan ¢ verosimiles 7, por lo cual existen variaciones del modelo que lo mejoran.
El uso de los modelos dindmicos lineales, como vimos, fue sencillo y de facil
interpretacién, muy similar a los modelos de regresién lineal simple, pero se
tiene que diferenciar dos aspectos en el uso del modelo, uno es, la facilidad
con que se puden interpretar los resultados, y el otro es su representacion,
es decir, como llevamos la parte tedrica a la realidad, en este caso, nosotros
obtuvimos gran ayuda de los paquetes de R, pero si lo que se busca es su
representancién en otros lenguajes, se tendrian que considerar también otros
aspectos de programacién. En la parte de la interpretacion del modelo logramos
observar su funcionamiento, pero en la representacion, nuestra intervencién fue
algo limitada.

En conclusién, los Modelos Dindmicos son como una caja de herramientas
muy amplia, que tiene tanto herramientas de uso muy sencillo, asi como otras
que requieren mayor practica para poder obtener el mayor provecho posible.
Nosotros tnicamente usamos unas pocas herramientas de un compartimiento,
en particular los modelos dindmicos lineales, pero esperamos seguir explorando
las restantes.

5Para conocer més sobre los métodos de Monte Carlo Secuenciale se puede consultar: Liu
J. (2001), Monte Carlo Strategies in Scientific Computing, Springer.



Apéndice A

Procedimiento completo de la demostracién del inciso (iii), de la preposicion
(Filtro de Kalman);
Consideremos un DLM especificado en[I.1}, y supongamos que:

01 | Y1:t—1 NN(mt—lyct—l)

Entonces se cumple que la distribucion filtrada de 6, dado y1.: es Gaussiana,
con pardmetros:

me = E(et | yl:t) = Q¢ + RtF{Q;let7
Cy=Var(0; | y14) = R — RF/Q; ' F,R,,

donde e; = Y; — fi, el error de prediccion.

Antes de proceder con el desarrollo, se presentard un pequeno resultado so-
bre matrices, necesario para la demostracién:

Teorema .1 (La Inversa de una Suma) Sean A € M,, y B € M,, matri-
ces no singulares y sean C'y D matrices de orden mxn ynxm, respectivamente.
Si la matriz A+CBD es no singular, entonces:

(A+CBD)~' =A=' — A"1C(B~' + DA~'C)~1DA™!

DEMOSTRACION. Observemos primero que (B~! + DA7!C) es una matriz no
singular:

det(B~' + DA™'C) = det(B~')det(I, + BDA™'C)
= det(B~1)det(I,, + A"'CBD)
= det(B)det(A Y )det(A+ CBD) #0



(A+CBD) Y (A — A~ 'C(B~' + DAT'C)'DA™Y)
=1I1,-C(B'+DA™'C)"'DA™' + CBDA™!
-~ CBD'C(B~ ' +DA'C) DA
=I,-C(B'+DA'C)"'-B
+BDA 'C(B~'+DAT'0)")DAT!
=I1,,0((I, + BDA™'C)(B~' + DA™ '0)"' —= B)DA™!
=1I,-C(BB'+DA'C)(B '+ DA 'C)"' —B)DA™!
=1I,-C(B-BDA ' =1,
|
Ahora continuemos con la demostracion, la idea es aplicar el teorema de Ba-
yes utilizando como distribucién a priori a w(6; | y1.+—1) y como funcién de
verosimilitud a 7(y; | 6;), lo cudl lleva a un problema de inferencia bayesiana,
notemos que la funcién de verosimilitud tiene una distribucién normal, mas es-

pecificamente, Y; | 6, ~ N (F;0;,V;), por lo que se puede expresar de la siguiente
manera;

1
T(Ys [ 0;) | V |_1/2 exp {_Q(yt - Ftet)lv_l(yt - tht)}

1
— eap {Q(y;vlyt 2V + 9;nglegpg)}

viendola como funcién de #; podemos observar que es proporcional al kernel de
una distribucién normal N ~ (m, C), con:

m = (F[VF) 'FlV 1y,
C=(F/V1F)™!

aplicando la férmula de Bayes, tenemos lo siguiente:
(0 | y1.t) x a priori x verosimilitud = w(0 | y1..—1)7(0 | y¢)

1 1
= exp {—Q(Gt —a) R0, — at)}emp{—§(Ft’V_1Ft€ — 29’F{V‘1yt)}

1
o exp {—2(9;F£V_1Ft + Ry N0y — 20,(F{V ™y, + Rtlat))}



donde fijandose bien, se puede identificar el kernel de una distribucién normal

N ~ (my, Cy), con:
my = Ct(Ft/Vilyt + Rt_lat)
Cy=(R; "+ FV'F)™!
Aplicando el resultado del Teorema|.1| a C}, obtenemos que:

Ct = Rt + RtFt/(FthFg + V)_lFth
=Ry + RF/Q; 'FiR;

y sustituyendo en my, tenemos;

my = Ct(FtIV_lyt —|— Rt_lat)
= (R; + Ry FlQ; ' FyR) (FIV Yy, + R ay)
= RyF]V 70, + a; — R F|Q; ' FiR(F[V™16,) — R.F|Q; ' Fray
=a; — RF/Q; ' Fra; + Ry F/(V™ — Q7' F,R, F[V 18,
se cumple que, (V=" — Q; 'F,R,F/V~") = Q; ', pues;
QVT = Q' RRFVT) =Q, VT - QQ; ' R F V!
= (FRF+ V)V -~ ERF/V
=1+ FRFV™' - FRFV™!
=1
con lo que llegamos a;
my = a; — RthQt_lFtat + RtFtIQt_let
=a; + RtFtHQt_l(et —ay)
=a; + RtFt”Qt_let

y concluimos que:

my = B0 | y14) = ar + ReF[Q; Vey,
Cy =Var(0y | yi.t) = Ry — RF/Q; ' Fi R,



Apéndice B

El algoritmo de Gibbs es uno de los métodos més sencillos de Cadenas de
Markov de Monte Carlo (MCMC, por sus sigla en inglés), ademds de ser un
caso especial del algoritmo méas general de Metropolis-Hasting. El algoritmo
de Gibbs genera variables aleatorias a partir de una distribucién (marginal) de
manera indirecta, sin necesidad de calcular la densidad, lo que permite descom-
poner problemas complejos, por ejemplo cuando la funcién objetivo (la funcién
de la cual se desea obtener una muestra) es de una dimensién grande, en pe-
quenos problemas donde la funcién objetivo es de menor dimension.

Supongamos que deseamos obtener un muestra de la varible aleatoria X, y
ademds que para alguna p > 1, X puede ser escrita como X = (Xy,...,X,),
donde las X; son variables aleatorias univariadas o multivariadas. Uno de
los supuestos del algoritmo, es que podemos simular las densidades condi-
cionadas f17 ey fp, es decir; Xz |N L1, L2503 Ti—1,Li41y---,Tp ~~ fz(lliz ~
1,22, .., %i—1,Tit1,...,Tp). Entonces parai =1,...,p, el algoritmo de Gibbs
es el siguiente:

Algoritmo de Gibbs:

Parat=1,2,..., dado z® = (xgt), R a:g)), generamos:
1. Xle) ~ fi(xy ~ab, ... ,x;;

2. X2(t+1) ~ fQ(ZL‘Q ~ l‘§+1, $§+17 s 733t )5

(t+1) ’ t+1 t+1,
p. Xp ~ fplor ~ oy T

Las densidades fi,. .., fp, son llamadas densidades condicionales completas,
observe que en el algoritmo son las unicas densidades que se utilizan, pero es
necesario poder simular de ellas para poder implementarlas, lo cual no siempre



es posible, por lo que se podrian utilizar métodos como los ARS o ARMS, u
otros métodos de Monte Carld?

6Para una introduccién a los métodos de Monte Carlo se puede consultar: Casella y Robert
(2009), Introducing Monte Carlo Methods with R, Springer.
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