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Abstract

In this thesis I study a three-dimensional model of two-phase flow in porous media

to simulate water injection into oil fields. The mathematical models are derived from
axiomatic formulation. This model consists of a set of partial differential equations, non-
linear and coupled, which are solved using the IMPES algorithm. I use the pressures
and saturations of water and oil phases in order to calculate the total velocity field
in the domain of interest. Streamlines are paths whose points are tangent to the
field velocity at given instant of time. To discretize the resulting system of equations
I used the Finite Volume Method (FVM) which is derived from the conservative
version of balance equations. The discrete system satisfies the principle of conservation
of the extensive properties of the model for each control volumes. The relationship
between the numerical algorithm and the principle of conservation is one of the biggest
advantages of FVM.
This thesis also presents the development and application of a three-dimensional, two-
phase streamline simulator applied to field scale multiwell problems. The underlying
idea of the streamline method is to decouple the full 3D problem into multiple 1D
problems along streamlines. Fluids are moved along the natural streamline grid, rather
than between discrete gridblocks as in conventional methods. Permeability effects and
well conditions dictate the paths that the streamlines take in 3D; the geometry and
density of the streamlines reflects the geological impact of preferential flow paths
introducing higher line density in regions of high porosity and permeability. The physics
of the displacement is captured by the 1D solutions mapped along streamlines. The
one-dimensional solution makes this approach extremely fast and effective to model
flows in fields where there are many heterogeneities.
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Resumen

En este trabajo se estudia un modelo de flujo bifasico en medios porosos en tres

dimensiones a fin de simular numéricamente la inyeccién de agua en yacimientos
petroleros. El modelo matematico se obtiene mediante la formulacién axiomatica. Este
modelo consiste de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, no lineales y
acopladas, las cuales se resuelven utilizando el algoritmo IMPES. La presién y la
saturacion de las fases agua y aceite ayudan a calcular el campo de velocidades total
en el dominio de interés. Las lineas de corriente son trayectorias que en cada uno
de sus puntos son tangentes a dicho campo de velocidad en un instante de tiempo
dado. La discretizacion del sistema de ecuaciones resultante se llevé a cabo mediante el
Método de Volumen Finito (MVF), que se deriva a partir de la forma conservativa de
las ecuaciones de balance. El sistema discreto, cumple con el principio de conservacion
de las propiedades extensivas del modelo para cada uno de los volimenes de control.
La relacién existente entre el algoritmo numérico y el principio de conservacién es una
de las mayores ventajas del MVF.
Esta tesis presenta también el desarrollo y la aplicaciéon de un simulador 3D de dos
fases aplicado a escala de yacimiento para problemas con multiples pozos. La principal
idea del método de Lineas de Corriente es descomponer un problema completamente en
3D en uno con multiples lineas de corriente 1D. Los fluidos se mueven a lo largo de las
lineas de corriente discretizadas, en lugar de entre los bloques de la malla de métodos
convencionales. Los efectos de permeabilidad y la distribucion de los pozos dictan los
caminos que llevan las lineas de corriente en 3D; la geometria y la densidad de las lineas
de corriente reflejaran el impacto geolégico sobre los caminos preferenciales del flujo,
introduciendo mayor densidad de lineas en regiones de alta porosidad y permeabilidad.
La fisica del desplazamiento es capturada por las soluciones 1D asignadas a lo largo
de cada lineas de corriente. La solucion unidimensional hace que este enfoque sea
extremadamente rapido y efectivo para modelar flujos en yacimientos en donde existen
muchas heterogeneidades.
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Capitulo 1

Introduccion

El modelado de yacimientos basado en lineas de corriente ha sido usado en la
industria del petréleo desde los afios 50’s, [15, 16]. Recientemente se ha incrementado
el interés en estas técnicas debido al desarrollo de nuevas formas de caracterizar los
yacimientos, [48]. Hoy en dia es posible obtener modelos estéticos que integran datos
geoldgicos y geofisicos en tres dimensiones muy detallados, [43, 50]. Lo anterior se
traduce en modelos de cientos de millones de nodos para una simulacién tipica [26],
que requieren de la capacidad de cémputo adecuada, [34, 40, 49]. El incremento en
la resolucién produce mas variables e incertidumbres que no pueden manejarse con
las técnicas estdndares (métodos basados en mallas numéricas), ni con los equipos
de computo actualmente existentes. En una simulacion numeérica se busca entender
y cuantificar el impacto de los elementos desconocidos del modelo estatico sobre el
flujo de los fluidos y el transporte de hidrocarburos, para realizar un manejo prudente
y eficiente del yacimiento, [25, 28, 36]. Los recientes desarrollos en las técnicas de
simulacién con lineas de corriente ofrecen un alto potencial para atacar este tipo de
problemas, pues proporciona herramientas para la simulacién rapida de yacimientos
a escalas finas, [42]. La evolucién de los frentes de inyeccién y su interaccién con las
heterogeneidades del yacimiento pueden ser visualizadas facil y rapidamente, y por lo
tanto proveen de una manera natural e intuitiva para caracterizar dindmicamente un
yacimiento. Los fundamentos de estas técnicas se remontan al siglo XIX, desde entonces
ha habido un constante desarrollo de este tipo de métodos, [1]. Una linea de corriente
es una trayectoria que en cada uno de sus puntos es tangente al campo de velocidad en
un instante de tiempo dado. Dado que la velocidad es dependiente del tiempo, entonces
las lineas se trazan usando campos de velocidades instantaneos.

La velocidad se obtendra a partir de la solucién numérica de la ecuacién de presion.
La ecuacién de presién satisface una ecuacion diferencial (parabdlica o eliptica) la
cual una vez obtenida sirve de base para definir y resolver una familia de ecuaciones

15



1. INTRODUCCION

hiperbdlicas (o, casi hiperbdlicas). Asi, la mayor resolucién se logrard aumentando la
finura del mallado para obtener la solucién de la presion y reduciendo los intervalos de
tiempo de las ecuaciones de transporte para las componentes.

Una vez obtenidas las presiones, se obtienen las velocidades mediante la ley de Darcy.
Usando las velocidades se trazan las lineas de corriente mediante el algoritmo de Pollock
y se calcula el Tiempo de Vuelo (TOF), por sus siglas en inglés, a lo largo de las mismas.
Tipicamente estas lineas comienzan en un pozo inyector y se hace el seguimiento
hasta los pozos productores. Las ecuaciones de transporte se resuelven sobre las lineas
de corriente, transformando el problema tridimensional a varios problemas en una
dimensién, [24]. Este célculo se puede realizar en paralelo simplemente repartiendo
grupos de lineas de corriente, a procesadores diferentes y en ellos obtener las soluciones
de transporte para cada uno de estos grupos, [8]. En simulaciones dependientes del
tiempo, se deben actualizar estos campos peridédicamente, pero los pasos de tiempo
pueden ser largos comparados con los pasos de tiempo usados en la solucién de
las ecuaciones de transporte, [17, 32, 45]. Cada vez que se actualiza la presion, las
saturaciones se interpolan de la malla numérica a las lineas de corriente y viceversa. Esto
puede introducir errores numéricos en el balance de masa, y posiblemente introducir
dispersién numérica.

Las lineas de corriente proveen imégenes instantaneas de los patrones de flujo en el
campo, que los ingenieros pueden utilizar para acortar el ciclo de ajuste histérico al
validar los modelos de los yacimientos, [5]. Las lineas de corriente también pueden
ayudar a los ingenieros a desarrollar estrategias de inyeccion y mejorar la eficiencia
del desplazamiento mediante el andlisis de los patrones de flujo y estimando las
relaciones inyector-productor en el campo durante los calculos de distintos escenarios de
prediccidn, [3]. Desarrollos recientes en métodos de lineas de corriente permiten ahora
para los simuladores de yacimientos basados en estos métodos, [6, 7], ser aplicados a
un conjunto més general de problemas, [9] que antes sélo podian ser resueltos usando
métodos convencionales como el de Volumen Finito.

16



1.1. Estructura de la Tesis

Objetivo

Desarrollar herramientas computacionales que implementen el método de lineas
de corriente para simular el desplazamiento de aceite por agua en un yacimiento
petrolero y evaluar el desempeno del Método de Lineas de Corriente contra los métodos
tradicionales, particularmente, el Método de Volumen Finito.

1.1. Estructura de la Tesis

En el capitulo 2 se aborda el concepto de simulacién de yacimientos, las distintas
maneras que existen de predecir su comportamiento, sus principales aplicaciones y la
terminologia usada en ingenieria de yacimientos, [1, 13, 36].

En el capitulo 3 entramos a la primera parte del proceso de modelado y simu-
lacién, pues se hace la descripcién del modelo conceptual del problema, [38, 25], es
decir, todas aquellas leyes y principios de la fisica que gobiernan el flujo de fluidos en
medios porosos, [14] y sus expresiones matematicas.

Ya en el capitulo 4, se hace un desarrollo de los modelos matemaéticos que describen
el desplazamiento un flujo de dos fases en tres dimensiones en un medio poroso. Di-
cho modelo matematico consta de ecuaciones diferenciales parciales que se deducen a
partir de la formulacién axiomatica, [2, 27] y la presentacién del método de Lineas de
Corriente y su planteamiento matematico.

El capitulo 5 describe el Método de Volumen Finito [32, 19, 45] y su aplicacién a
la discretizacion de las ecuaciones de presién y saturacion 1D para el método de Lineas
de Corriente.

En el capitulo 6 encontraremos la implementacién [39] de los algoritmos descritos
en el capitulo anterior a fin de resolver las ecuaciones discretas que conforman el modelo
matematico. Dicha implementacion se llevd a cabo en el lenguaje de programacion
C++ bajo la plataforma TUNAM, [18] asi como la visualizacién de los resultados con
OpenDx, [35]. Finalmente, el capitulo 7 consta de las conclusiones a las que llegamos
en este trabajo.
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Capitulo 2

Simulacion de Yacimientos

Un yacimiento petrolero es un medio poroso que contiene hidrocarburos. Las

dos caracteristicas importantes en un yacimiento son la naturaleza de la roca y de
los fluidos que contiene, [10, 30]. Un yacimiento es generalmente heterogéneo; sus
propiedades dependen en gran medida de la ubicacién espacial. Por ejemplo, un
yacimiento fracturado es considerado heterogéneo ya que se compone de un conjunto de
bloques de medios porosos (la matriz rocosa) y una red de fracturas. Las propiedades
de las rocas de un reservorio de esta naturaleza suelen cambiar drasticamente; su
permeabilidad puede variar de un milidarcy (md) en la matriz a miles de md en las
fracturas. Mientras que las ecuaciones que gobiernan los yacimientos fracturados son
similares a los de un yacimiento ordinario, presentan dificultades adicionales que deben
ser consideradas, como la incorporacién en los modelos de la distribucion variable de
porosidad y permeabilidad, véase [36].
Los principales objetivos en la simulacion de yacimientos son la determinacion de la
reservas y la prediccion de las tasas de recuperacién de los yacimientos y encontrar
la manera de optimizar la recuperacién de los hidrocarburos bajo diversas condiciones
operativas, prediciendo asi el desempeno a futuro del yacimiento, [20]. La simulacién
de yacimientos es pues, el proceso de inferir el comportamiento real a partir del
comportamiento de un modelo. Los modelos pueden ser fisicos, tales como modelos
a escala de laboratorio o matematicos.

Existen 4 etapas fuertemente ligas de modelado, [44], estableciendo primero
el modelo fisico, seguido del desarrollo de los modelos mateméticos,[22, 27],
posteriormente la discretizacién de dichos modelos [2, 4] y el diseno de algoritmos
computacionales, [21, 23, 47].
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2. SIMULACION DE YACIMIENTOS

2.1. Meétodos Clasicos en Ingenieria de Yacimientos

Los métodos clasicos de predicciéon de comportamiento de los yacimientos incluyen
métodos analogicos, experimentales y matemaéaticos. Los métodos analégicos utilizan las
caracteristicas de yacimientos maduros que son andlogos a los del yacimiento objetivo
en un intento de predecir el rendimiento de una zona o de un yacimiento. Los métodos
experimentales miden propiedades fisicas, tales como la presion, la saturacién y sus
relaciones en los ntcleos de laboratorio y luego se busca ampliar su escala para la
acumulacion de hidrocarburos en el yacimiento. Por ultimo, los métodos matematicos
usan sistemas de ecuaciones que suelen ser por lo general sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales para pronosticar el desempeno del yacimiento, ver [13]

2.1.1. Meétodos de Balance de Materiales

Los métodos matematicos son los més utilizados en la simulacion clasica de

yacimientos en la industria petrolera a fin de predecir el comportamiento del
yacimiento. Estos métodos incluyen el balance de materiales, curva de declinacién,
estadisticos y métodos analiticos.
Los métodos cléasicos de balance de materiales usan una representacién matematica de
un yacimiento o volumen de drenaje. Su principio bésico es la conservacién de masa,
es decir, la cantidad de masa de agua, aceite o gas que queda en el depodsito después de
un periodo de produccién es igual a la diferencia de la cantidad de masa originalmente
en su lugar y que fue removido del yacimiento debido a la produccién, mas la cantidad
de masa anadida debido a la inyeccion.

2.1.2. Meétodos de Curva de Declinacion

Los métodos clasicos de curva de declinacion usan uno de los tres declines
matemadticos (exponencial, hiperbélico y arménico) para describir la tasa de declinacién
en la produccion del aceite. Una curva de declinacion tiene la forma general

b = _1@

a qdt’

donde C' es un pardmetro de declinacién, ¢ es la tasa de producciéon (m?/d), y ¢

es el tiempo (dfas). Los casos para cuando b = 0,0 < b < 1 y b = 1 corresponden a
declinaciones exponenciales, hiperbédlicas y armonicas, respectivamente.

Los métodos de la curva de declinacién coinciden con los datos histéricos de
produccién para seleccionar una forma adecuada de la ecuacién (2.1). Después de la
forma que se elija, los datos histéricos son igualados por la eleccién de los parametros C'
y b que minimicen el error (utilizando a menudo el error de minimos cuadrados) entre
los datos y la ecuacién. Extrapolando los datos histéricos en el futuro, se predice el
desempeno del yacimiento mediante la ecuaciéon igualada. Un supuesto fundamental de
cualquier método de extrapolacion es que todos los procesos que ocurren en el pasado
continuaran en el futuro.

(2.1)
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2.1.3. Meétodos Estadisticos

Los métodos estadisticos emplean correlaciones empiricas que son estadisticamente
obtenidos usando los resultados anteriores de algunos yacimientos para pronosticar
el desempeno futuro de los demés. Se trata de una generalizacion de los métodos
analégicos. Una correlacién se desarrolla con datos de yacimientos maduros de la misma
region, con la misma litologia y bajo las mismas condiciones de funcionamiento. Para
tener confianza en el uso de un modelo de correlacién empirica, las propiedades del
yacimiento deben estar dentro del limite de la base de datos de regresion utilizado para
desarrollar un modelo. Los errores de prediccién con los métodos estadisticos pueden
ser tan altos como del 20 al 50 %.

2.1.4. Métodos Analiticos

Los métodos de analisis, como el de Buckley-Leverett, utilizan la solucién analitica
de un modelo matematico. El modelo consta de un conjunto de ecuaciones diferenciales
que describen el flujo y transporte de fluidos en un medio poroso, junto con un conjunto
adecuado de condiciones iniciales y/o de frontera. Para resolver estas ecuaciones
exactamente, se deban hacer suposiciones que simplifiquen el modelo y reduzcan
la complejidad del mismo. En general, estas suposiciones son muy restrictivas. Por
ejemplo, en el método de Buckley-Leverett para un flujo de dos fases se ignoran las
fuerzas de gravedad y capilares bajo la condicién de incompresibilidad. Sin embargo,
dado que gran parte de la fisica de un problema se mantiene, los métodos analiticos
a menudo se utilizan para determinar cémo los diferentes parametros influyen en el
rendimiento del yacimiento. Ademads, estos métodos pueden ser utilizados para validar
simuladores de yacimientos. Existen métodos mas sofisticados tales como la separacion
de variables, transformada de Laplace, y métodos integrales, [13].

2.2. Métodos de Simulacion de Yacimientos

2.2.1. Etapas de la Simulacion

La simulacién de yacimientos involucra cuatro etapas principales interrelacionadas,
figura 2.1. En la primera, el modelo fisico, se incorporan y desarrollan los procesos
relevantes que intervienen en el fenomeno de estudio, en este caso en particular,
el flujo de fluidos en medios porosos. En el modelo matematico, involucramos un
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales [33] no lineales y acopladas dependientes
del tiempo, analizando su existencia, convergencia y estabilidad. El modelo numérico
emplea esquemas numéricos adecuados de discretizacién, tales como diferencias finitas,
[31], volumen finito o elemento finito, integrando las propiedades bésicas de las dos
primeras etapas; modelos fisico y matematico. En la cuarta etapa, en el modelo
computacional se desarrollan algoritmos computacionales y sus codigos a fin de resolver
eficientemente el sistema lineal y no lineal de ecuaciones algebraicas asociado a la
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discretizacion numérica. Cada una de estas etapas es esencial para la simulacién del
yacimiento, en ocasiones es necesario iterar un determinado ntiimero de veces alguna de
las etapas de la simulacion a fin de ajustar los modelos fisicos, matemaéaticos, numéricos
y algoritmos computacionales para obtener un pronéstico preciso sobre el rendimiento
del yacimiento.

La creciente aceptacién de la simulacién de yacimientos puede atribuirse a los avances
en el desarrollo computacional, modelos matematicos, métodos numéricos, técnicas de
solucién y herramientas de visualizacion cientifica.

Figura 2.1: Etapas del proceso de modelado y simulacion.

2.2.2. Clasificacion de Simuladores de Yacimientos

Los simuladores de yacimientos se pueden clasificar de acuerdo a diferentes enfo-

ques. Los mas comunes se basan en el tipo de fluidos contenidos en el yacimiento de
estudio y los procesos de recuperacién que estan siendo modelados. Otros enfoques
incluyen el nimero de dimensiones (1D, 2D y 3D), el nimero de fases (monofésicos,
bifdsicos y trifasicos), y el sistema coordenado utilizado en el modelo (rectangulares,
cilindricos y esféricos). Los simuladores también pueden ser determinados por el tipo
de estructura de la roca o su respuesta (ordinarios, doble porosidad/permeabilidad,
acoplamiento hidraulico/térmico y fracturados).
Los simuladores basados en la clasificacion del tipo de fluidos en el yacimiento incluyen
gas, petréleo negro, y composicionales. Los simuladores de petréleo negro suelen ser us-
ados para recuperaciones convencionales pues los procesos simulados no son sensibles a
cambios composicionales en los fluidos del yacimiento. Los simuladores composicionales
son usados cuando los procesos de recuperacion de hidrocarburos son sensibles al ago-
tamiento primario de aceite volatil y gas condensado, en operaciones de mantenimiento
de presion en los yacimientos y en miultiples procesos miscibles.

Los Simuladores de yacimientos clasificados de acuerdo a los procesos de
recuperacién incluyen recuperaciéon convencional (petréleo negro), desplazamiento
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miscible, recuperacion térmica e incorporacion de quimicos. Los procesos primarios
de recuperacion de petroleo, agua, gas en solucién, expansion por gas, drenaje por
gravedad e imbibicion capilar, pueden ser modelados con simuladores de petroleo negro.
Ademas, las etapas de recuperacién secundaria, tales como la inyeccién de agua o gas,
pueden también ser modelado con estos simuladores. Existen mecanismos térmicos
de recuperacién que implican inyecciéon de vapor o la combustion in situ, y el uso
de ecuaciones tales como las de conservacion de masa y energia. Los simuladores de
adicién de quimicos incluyen inyeccién de alcalinos, polimeros, y/o espuma y se pueden
utilizar para cambiar la relacion de movilidad de forma dinamica en el desplazamiento
(polimero) o movilizar el aceite residual (surfactantes). Se deben considerar otros
efectos tales como la adsorcién en la roca, la reduccién de la permeabilidad y los
fluidos no newtonianos.

2.2.3. Aplicaciones de la Simulaciéon de Yacimientos

La simulacion de yacimientos es usualmente aplicada en los siguientes pasos:

= Establecer los objetivos de estudio de la simulacién. El primer paso en cualquier
estudio de simulacién de yacimientos es fijar objetivos claros. Estos objetivos
deben ser alcanzables y compatibles con yacimientos disponibles y datos de
produccion.

= Recopilar y validar los datos de yacimientos. Después de que los objetivos
de la simulacién se han establecido, se deben obtener datos del yacimiento
y la producciéon. Los datos que cumplan los objetivos son incorporados en el
simulador.

» Disenar el simulador. Una vez que los datos son recogidos y validados, se disena
el simulador. Este paso implica las cuatro etapas principales interrelacionados
descritas arriba: la construccién de un modelo fisico conceptual, el desarrollo
de modelos matematicos y modelos numéricos asi como el diseno de cédigos
computacionales.

= Validacion histérica del simulador. Una ves que el simulador es construido, este
debe ser calibrado con datos disponibles de produccion ya que gran parte de los
datos en un simulador tipico necesitan ser verificados.

= Hacer predicciones. En la etapa final de aplicacion, se evaluan diversos planes de
desarrollo y produccion llevandose a cabo un analisis de sensibilidad de diversos
parametros de produccion en el yacimiento.

Mientras que la simulacién de yacimientos es el método méas completo, los métodos
clasicos de ingenieria de yacimientos se encuentran todavia en uso para predecir el
comportamiento de los yacimientos. Estos métodos clasicos se pueden utilizar para
generar datos de entrada para simuladores de yacimientos. Por ejemplo, un analisis de
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acumulacion de presion se puede utilizar, en la caracterizaciéon del yacimiento, para
obtener la permeabilidad del dominio de estudio, mientras que los métodos de balance
de materiales proporcionan informacién sobre la intrusién de agua y el tamano del
acuifero durante la validacion histérica.

2.3. Términos Usados en la Simulacion Numérica

s Método numérico.- Un método numérico para resolver problemas de ecuaciones
diferenciales consiste en discretizar el problema, que tiene un nimero infinito de
grados de libertad, para producir un problema discreto, que tiene un nimero
finito de grados de libertad y pueda ser resuelto utilizando una computadora.
Existen diferentes métodos numéricos, entre ellos diferencias finitas, voliimenes
finitos, y el método de elementos finitos.

= Estructura de malla.- Es la geometria de una malla que se utiliza para
la simulacién numérica de un yacimiento. Esta puede ser cartesiana, radial,
logaritmica o distorsionada y 1D, 2D o 3D.

= Malla 2D.- Es una estructura hecha para mirar hacia abajo en el yacimiento.
Para un sistema de coordenadas cartesianas, es una divisiéon del yacimiento en
las direcciones z; — x5 v utilizando pasos espaciales hy y ho, figura 2.2.

xz‘

.
po

Figura 2.2: Malla para un area en 2D.

= Modelo en seccion transversal 2D.- Es una estructura que se impone a un
corte vertical a través del yacimiento. Para un sistema cartesiano, es una division
del yacimiento en las direcciones x; y x3 utilizando pasos espaciales h; y hz, como
se muestra en la figura 2.3. Este tipo de modelos se emplean para evaluar el
efecto de la estratificacion vertical en el yacimiento.

24



2.3. Términos Usados en la Simulacion Numérica

—>x

%

Figura 2.3: Corte transversal para un dominio 2D.

Transmisibilidad.- La transmisibilidad entre dos bloques adyacentes de una
malla mide la facilidad con la que fluye un fluido entre ellos.

Driscretizacion espacial.- Se refiere al proceso de dividir el dominio de estudio
en pequenos subdominios con pasos espaciales hy, hy y hs para después modelar el
flujo a través de un método numérico. En la simulacién numérica de yacimientos,
siempre se divide el yacimiento en bloques de malla y luego se modela el flujo de
fluidos entre los bloques.

Discretizacion temporal.- Se refiere al proceso de dividir un intervalo de
tiempo de interés en subintervalos con pasos de tiempo At y avanzar la simulacion
en tiempo.

Dispersion numérica.- Dispersion numérica es la propagacion de un frente
de inyecciéon en un proceso de desplazamiento, como sucede en la inyeccion
de agua en medios porosos. Este fenémeno es debido a efectos numéricos. En
concreto, es debido a la discretizacién en tiempo y espacio o a consecuencia
de un error de truncamiento que surge del mallado del dominio. Este frente de
propagacién tiende a conducir a la irrupcion temprana de agua y otros errores
en la recuperacion. La gravedad del error depende del proceso de recuperacion
de fluidos que esta siendo simulado (por ejemplo, inyeccién de agua e inyeccién
alternada de agua y gas), del los pasos de tiempo y espacio asi como de los
métodos numéricos utilizados.

Conservacién de masa.- Es un principio general que se utiliza para verificar la
exactitud de un método numérico en la simulacién de yacimientos. Se limita a lo
siguiente:

(masa dentro del bloque) - (masa fuera del bloqgue) = acumulacion de masa
dentro del bloque.

Los modelos de simulacién de yacimientos se componen bésicamente de la
conservacién de masa y la ley de Darcy, en relacién a la velocidad del fluido a un
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gradiente de presién. En los métodos térmicos también se anade la conservacion
de energia. El Balance de materiales es un término usado en ingenieria para la

conservacién de masa en un volumen fijo, que es normalmente un yacimiento de
hidrocarburos.
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Capitulo 3

Modelo Conceptual

3.1. Formacion del Aceite y Gas

El Petréleo es una mezcla de hidrocarburos que en forma natural se encuentran en
la corteza terrestre como gas, liquido o sélido y puede existir en una o varias fases en el
mismo lugar. Contiene cantidades menores de Nitrégeno, Oxigeno, Sodio, Azufre, etc.,
como impurezas, ver [30].

Un yacimiento es la acumulacion natural en la corteza terrestre de aceite y/o gas de la
misma composicion, comprendida en los mismos limites y sometida a un mismo sistema
de presion en una trampa petrolera. La roca generadora debe estar enterrada a una
profundidad suficiente, generalmente mayor a 1000 m, para que la materia orgdnica
contenida pueda madurar hasta convertirse en aceite y/o gas. Es necesario que la roca
generadora se encuentre dentro de una Cuenca Sedimentaria que sufra procesos de
subsidencia (hundimiento por su propio peso) y enterramiento, con un aporte suficiente
de sedimentos, figura 3.1.

Dentro de la roca generadora, no toda la materia organica se transforma en petréleo, se
estima que el 70 % permanece como residuo organico insoluble, por lo que el rendimiento
promedio de las rocas generadoras es de aproximadamente 30 %. Sin embargo, este
porcentaje no es el petréleo que finalmente obtenemos, pues se estima que sélo el 1%
del petréleo generado es capaz de migrar hacia la roca almacén y acumularse en ella,
mientras que el 99 % no llega a migrar o se pierde debido a que no existe un sello que
impida que el crudo o el gas escape de la roca almacén.

Por otra parte, se tiene el problema de la cantidad de petréleo recuperable con
rendimiento econémico de los yacimientos, por lo general menor al 60 %.
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Figura 3.1: Depositacién de la materia orgénica en ambientes reductores y su posterior
sepultamiento en la cuenca sedimentaria.

3.1.1. Transformaciéon de la Materia Organica

La materia orgénica acumulada en ambientes reductores, es decir, aquellos que
favorecen su preservacion, se cubren por sepultamiento dando lugar a una serie de
cambios junto con los sedimentos que contienen a dicho material orgdnico. Estos
procesos se llaman Diagénesis, Catagénesis y Metagénesis, ver [30].

= Diagénesis.- Es el proceso mediante el cual los compuestos organicos consti-
tuyentes de los seres vivos, tales como carbohidratos, proteinas, etc., son someti-
dos a un ataque microbiano, que se realiza a poca profundidad (con presiones
litostéticas entre cero y 300 bares) y bajas temperaturas (entre 0°C y 50°C). El
hidrocarburo generado durante esta etapa es el metano y compuestos como el CO,
y H2O. En esta etapa, se presenta generalmente la consolidacion del sedimento,
es decir, las fracciones sueltas se convierten en rocas sedimentarias y la mayor
parte de la materia organica que se conserva se transforma en kerégeno, que es
la fraccion insoluble y en menor proporcion se forma betumen que corresponde a
la parte soluble.

= Catagénesis.- Los sedimentos con materia organica se sepultan répida o
lentamente en funcion de las caracteristicas propias de la cuenca sedimentaria,
de la taza de sedimentacién y de su entorno. Cuando la roca generadora
alcanza profundidades mayores a 1 km inicia la catagénesis, es decir, inicia la
ventana de generacién debido al incremento en la presion y la temperatura. Las
temperaturas que se alcanzan en esta etapa son del orden de 50°C y hasta 225°C
aproximadamente, mientras que la presion varia de 300 a 1500 bares. A los 2.6 km
de profundidad y 100°C se alcanza el maximo pico de generacion de hidrocarburos
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3.2.

liquidos y termina a los 175°C. Entre los 3 y 3.5 km se produce menos aceite y
mas gas.

Metagénesis.- Es la tercera y ultima etapa en la transformacién de la materia
organica. Esta se desarrolla a temperaturas mayores a los 225°C, siendo aqui la
mayor generacion de gas. La generaciéon de metano acaba a los 315°C, con
profundidades cercanas a los 8 km, es decir, presiones litostaticas mayores a 1500
bares. La porosidad de las rocas en estas condiciones disminuye notablemente, por
lo que es dificil que se formen a estas profundidades yacimientos con rendimiento
econémico. Cuando el sepultamiento es mayor a los 10 km, el kerégeno residual
se transforma en grafito y es imposible considerar la produccién atin minima de
hidrocarburos gaseosos.

Sistema Petrolero

El llamado Sistema Petrolero constituye un sistema natural que incluye elementos y
procesos geoldgicos que intervienen en la formacion de un yacimiento de hidrocarburos.
El sistema petrolero es un modelo dinamico que estudia las entradas de materia
organica a la cuenca sedimentaria, la transformacién de dicha materia, la generacién
de hidrocarburos y su acumulacion en una trampa petrolera. Por otra parte, el sistema
petrolero esta compuesto por los siguientes subsistemas que deben estar concatenados
en tiempo y espacio para que se forme una acumulacion natural de petréleo en la
corteza terrestre, susceptible de ser explotada con rendimiento econémico, ver [12].

Roca Generadora.- Este tipo de roca debe ser rica en materia organica
y preferentemente de gran espesor, a condiciones adecuadas de presion y
temperatura se forman el aceite y el gas, los cuales se acumulan en la trampa
petrolera.

Migracién.- Es el movimiento de los hidrocarburos en los poros o a través de las
discontinuidades de las rocas, tales como fallas y fracturas. Este proceso describe
el desplazamiento desde la roca generadora hasta su acumulacion en la trampa
petrolera.

Roca Almacén.- Este tipo de roca debe ser porosa, permeable y tener
continuidad lateral y vertical. Las rocas almacenadoras permiten el flujo de fluidos
dentro de ellas debido a la intercomunicacién de los poros. Se dice que una roca
tiene una permeabilidad adecuada para permitir el paso de los hidrocarburos si
posee poros interconectados y de tamano supercapilar.

Roca Sello.- Para que los hidrocarburos puedan quedar confinados en las rocas
almacenadoras, es necesario que las paredes del depdsito estén selladas de manera
efectiva. Este tipo de rocas deben contar con escasa permeabilidad o, por contener
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poros de tamano subcapilar, no permiten el paso del petréleo, sirviendo como
cierre en su migracion o desplazamiento. Debido a que los yacimientos petroleros
estan asociados a zonas de actividad tectonica, las rocas sello, deben tener
comportamiento plastico, de manera que respondan a los esfuerzos mecéanicos
deformandose en el campo ductil, formando pliegues y no fracturdandose. El
espesor de la roca sello es variable, siendo reducido si tiene una excelente calidad
o de espesor mediano o grueso si la calidad de la roca es mediana o mala.

Entrampamiento.- La trampa petrolera es una caracteristica geolégica que
permite que el aceite y el gas se acumulen y conserven de manera natural
durante un cierto periodo de tiempo. Se tratan de receptaculos cerrados en la
corteza terrestre que cuentan con rocas almacenadoras y rocas sello en posicion
tal que permiten se acumulen los hidrocarburos. Las trampas petroleras tienen
una determinada forma, tamano y geometria.

Sincronia.- Involucra la sincronizacién en tiempo y espacio de los elementos
anteriormente citados, la figura 3.2 muestra estos elementos coexistiendo en
sincronfa. Algunas trampas presentan caracteristicas adecuadas para almacenar
hidrocarburos, con buena relaciéon entre la roca almacenadora y la roca sello;
sin embargo se encuentran vacias, siendo las principales causas: ausencia de roca
generadora, los hidrocarburos no alcanzaron la trampa, el petroleo se destruyé o
bien, la trampa se formo tardiamente.

Figura 3.2: Trampa tipica con sincronia de los distintos elementos del Sistema Petrolero.

3.3.

Propiedades de la Roca y los Fluidos en el
Yacimiento

3.3.1. Propiedades de la Roca

Poros.- Son pequenios pasajes interconectados existentes en una roca permeable.
Las conexiones entre los poros se conocen como “garganta de poro” y son éstas

30



3.3. Propiedades de la Roca y los Fluidos en el Yacimiento

las que controlan la presion capilar de entrada en un proceso de drenaje. Sus
dimensiones van desde 1 a 200 pm.

» Porosidad.- La porosidad es una medida de la capacidad de almacenamiento de
fluidos que posee una roca y se define como el porcentaje del volumen poroso
de la roca respecto al volumen total de la misma. De acuerdo a su conectividad,
figura 3.3, la porosidad puede clasificarse como porosidad total, la cual incluye
a los poros interconectados y a los que se encuentran aislados; y la porosidad
efectiva, que incluye solo los poros interconectados y es en realidad la que
interesa para la estimacién del hidrocarburo en sitio.

La porosidad total la denotamos como:

Volumen del espacio del poro

Volumen representativo

y la porosidad efectiva

_ Volumen del espacio del poro disponible

Pe =

Volumen representativo

en general
Pe < ¢

La porosidad esta en funcién de la presién debido a la compresibilidad de la roca,
la cual comtinmente se asume constante y presenta valores que oscilan entre 1076
y los 1077 psi~!. La compresibilidad de la roca la expresamos como

_19¢
¢ 0p

integrando es posible expresar a la porosidad de la siguiente manera

Cr

b= ¢0€CR(pfp°)

donde ¢° es la porosidad a la presién de referencia p°, la cual cominmente es la
atmosférica. Podemos hacer una expansion en series de Tylor y despreciando los
términos de alto orden para una roca ligeramente compresible obtenemos

¢~ ¢" (1+Cr(p—1").

Figura 3.3: A la izquierda, observamos poros interconectados y poros aislados a la
derecha.
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= Conductividad hidraulica.- Las interacciones entre fluidos y matriz porosa se
relacionan a través de la conductividad hidraulica que expresamos

K = kok?2?.

(07

En esta relacion, k es la permeabilidad intrinseca de la roca y k., es la
permeabilidad relativa de la fase a. La viscosidad queda denotada como fi,.
La densidad la denotamos con p, que es el cociente de la masa de un cuerpo entre
su volumen. La gravedad esta expresada por g.

= Permeabilidad.- La permeabilidad de una roca es la capacidad que conducir
fluidos a través de sus poros interconectados, se le conoce también como
permeabilidad absoluta y se mide en mili-darcy (md). La permeabilidad se
encuentra muy ligada a la porosidad, figura 3.4. A continuacién se muestra una
tabla con distintos valores de permeabilidad para rocas en yacimientos petroleros.

Clasificacién | Rango de Permeabilidad en (md)
Pobre 1-15
Moderada 15-20
Buena 50-250
Muy buena 250-1000
Excelente mayores a 1000

Tabla 3.1: Clasificacién de permeabilidad de rocas

Generalmente los sistemas continuos son anisotropos, para un caso 3D y donde
el sistema coordenado coincide con las direcciones de flujo se tiene entonces que

kn 0 0
k=0 kp 0
0 0 ks

Si el medio es isotropico: ki1 = ko = ka3.
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3.3.2.

Figura 3.4: Correlacién permeabilidad-porosidad

Propiedades de los Fluidos

Fase.- Es la regién quimicamente homogénea de un fluido que se separa de otras
regiones por una interfase. Las faces que generalmente se emplean en simulaciones
de yacimientos son aceite (0), agua (w) y gas (g).

Componente.- Es una especie quimica que puede estar contenida en una fase.
Por ejemplo, la fase acuosa (w) contiene componentes agua (H20), cloruro de
sodio (NaCl), y oxigeno disuelto (O), mientras que la fase aceite puede contener
cientos de componentes por ejemplo Nitrogeno, Oxigeno, Sodio, Azufre, etc.

Tipos de fluidos en el yacimiento.- En general, agua, aceite y gas pueden exis-
tir simultdneamente en un yacimiento petrolero. Estos fluidos pueden ser clasifica-
dos como incompresibles, ligeramente compresibles y compresibles, dependiendo
de como responden a la presion, figura 3.5. Un fluido incompresible es aquel
que tiene compresibilidad cero, es decir, su densidad no depende de la presion. El
agua y el aceite sin gas disuelto se consideran incompresibles. Un fluido ligera-
mente compresible es aquel que presenta una pequena compresibilidad que se
mantiene constante, tipicamente se encuentra en el rango de 107> a 107% psi~!, el
agua y el aceite sin gas, a condiciones de yacimiento, pueden ser considerados lig-
eramente compresibles. Un fluido compresible tiene una compresibilidad tipica
en el rango de 1072 a 10~* psi~!; de modo que la densidad incrementa a medida
que incrementa la presion pero se estabiliza a presiones altas. A condiciones de
yacimiento el gas es compresible.

33



3. MODELO CONCEPTUAL

Figura 3.5: Relacién densidad-presion.

» Compresibilidad.- Se define como el cambio de volumen (V') o densidad (p) en
funcién de la presién para una temperatura (7') dada.

e 1OV _10p
d V. op | pOp

integrando la ecuacién anterior tenemos que la densidad se expresa como

T

p= pOGCf (p—p°)

donde p° es la densidad a una presién de referencia p°. Usando una expansion
en series de Taylor y truncando los términos no lineales obtenemos una buena
aproximacién para la densidad en funcion de la presiéon para fluidos ligeramente
compresibles:

pp° (T+cr(p—1°)).

= Factor de solubilidad del gas.- El factor de solubilidad del gas R, es el
volumen de gas, medido a condiciones estandar, disuelto a presion y temperatura
del yacimiento por unidad de almacenamiento de aceite.

VGS
Ry =12 (3.1
El subindice s denota que el volumen es a condiciones estandar, mientras que
las letras Gy O representan las componentes gas y aceite respectivamente.
Usualmente las unidades se expresan en SCF/STB (standard cubic feet / stock
tank barrels). Nétese que
Wo We

VOS = ) VGs =
POs PGs
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de modo que la ecuacién (3.1) se convierte en

Weapos
R., = GPos
Wopas

Factor de formacién de volumen.- Describe la razon del volumen V' de una
fase medida a condiciones de yacimiento, entre el volumen V; de la fase medida
a condiciones estandar. Sus unidades estdn dadas por RB/ST B para liquidos
y RB/SCF para gases, donde RB es "reservoir barrels”. Para una fase («), el
factor en funciéon de la densidad es:

Pa,s
Ba(p7 T) = —.
Pa

Para el aceite que tiene gas disuelto observemos que

_W0+WG

de manera que el factor de formaciéon de volumen esta dado por

Wo + We)pos
WOpo ‘

BO:(

Densidad del fluido.- La densidad de una fase (agua, aceite o gas) estd dada

por
o=t

ik

Las fracciones de masa de aceite y gas disuelto en aceite son respectivamente:

C o WO o POs
Oo — - 3
Wo +Wea B,po
W RSO S
Ce 6] . PG

T We+We  Bopo

Tomando Cp, + Cg, = 1 obtenemos la densidad de la fase aceite

o Rsost + POs

Po B, .

Viscosidad.-Se denota con la letra p y es una medida de la energia disipada
cuando el fluido esta en movimiento resistiendo una fuerza de corte aplicada,
sus dimensiones son (fuerza/drea - tiempo) y sus unidades Pa-s = poise. En un
fluido gaseoso, las moléculas estdn muy separadas y presentan baja resistencia
a fluir a consecuencia del comportamiento aleatorio de las mismas. Por otra
parte, un fluido denso presenta gran resistencia a fluir debido a la naturaleza

35



3. MODELO CONCEPTUAL

cercana de sus moléculas. La viscosidad del agua a condiciones estandar es de 1
cp (centipoise). En general, la viscosidad depende de la presién, la temperatura
y de las componentes de cada fase. En la tabla 3.2 se muestran las viscosidades
tipicas a condiciones de yacimiento (4000-6000 psi y 200°F) de los diferentes tipos

de aceite.
Clasificacién Rango de Viscosidad en (cp)
Aceite ligero 0.3-1
Aceite intermedio 1-6
Aceite moderado 6 - 50
Aceite muy viscoso 50 - 1000
Aceite pesado mayores a 1000

Tabla 3.2: Valores tipicos de viscosidad en aceites.

3.4. Mojabilidad

El desempeno de un yacimiento se ve afectado por el hecho de que la roca sea
preferencialmente mojable por agua o por aceite, particularmente en las técnicas de
inyeccion de agua y recuperacion mejorada de hidrocarburos. La mojabilidad es la
preferencia de un sélido por estar en contacto con un fluido en lugar de otro. Una gota
de un fluido preferentemente mojante va a desplazar a otro fluido dispersandose por
la superficie, por el contrario un fluido no mojante formara gotas, disminuyendo su
contacto con la superficie del sélido, figura 3.6.

= Mojabilidad por agua.- La fase agua es la mojadora y forma una pelicula sobre
las paredes del poro atn incluso en aquellos que contienen aceite.

= Mojabilidad por aceite.- La fase mojadora es el aceite y forma una capa sobre
la superficie de la roca, atin en los poros que contienen agua.

= Mojabilidad intermedia.- Las fases agua y aceite son mojantes hasta cierto
grado en la matriz porosa. El equilibrio de estos casos creard un angulo de
contacto 6 entre los fluidos de la superficie que esta determinado por el equilibrio
de fuerzas resultante de la interaccion de las tensiones intersticiales.

Figura 3.6: A la izquierda un fluido no mojador, al centro una fluido de mojabilidad
intermedia y a la derecha un fluido mojador.
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3.5. Procesos de Desplazamiento de Fluidos

= Imbibicion.- Es el proceso de desplazamiento de un fluido que ocurre cuando la
fase mojadora se incrementa.

= Drenaje.- Proceso de desplazamiento de un fluido cuando la fase no mojadora
se incrementa.

= Imbibicion espontanea.- Este proceso ocurre cuando una fase mojadora invade
un medio poroso en ausencia de fuerzas externas. La fase mojadora invade bajo
la accién de fuerzas superficiales. La figura 3.7 muestra los procesos de drenaje
e imbibicion.

Figura 3.7: Procesos de drenajes e imbibicion

3.6. Interaccion Roca-Fluidos

» Saturacidén.- La saturacién (S) de una fase ya sea agua, aceite o gas, se define
como la fracciéon de el espacio de poro que ésta ocupa, de esta manera, en un
sistema trifasico tenemos que

S+ S+ 5, =1

La expresion anterior significa que las tres fases llenan completamente el espacio
poroso. La presién capilar, la permeabilidad relativa entre otras, dependen
fuertemente de la saturacion.

s Saturacién residual.- Denotada por S,., la saturaciéon residual de una
determinada fase « es la cantidad de dicha fraccién que queda atrapada en la
matriz porosa o es irreducible. La fase no mojadora residual es atrapada en los
poros por fuerzas capilares. Sin embargo, la cantidad de fluido atrapado depende
de la permeabilidad y mojabilidad de la roca.

= Presion capilar.- Cuando dos fluidos inmiscibles estan en contacto dentro de
los poros, una superficie curvada se forma entre los dos. Por ejemplo, para las
fases agua y aceite, la presion en el lado del fluido no-mojante de la interfase (p,),
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es mayor que la presién para el lado del fluido mojante (p,). Esta diferencia de
presiones se define como presién capilar (p.).

Pe = Po — Pw-

La presién capilar depende de la saturacién de la fase mojadora y de la direccion
de cambio de ésta (drenaje o imbibicién), figura 3.8. Cabe senalar que la p,.
depende también de la tensién superficial o, la porosidad ¢, la permeabilidad k
y el angulo # de contacto con la superficie de la roca de la fase mojadora, el cual
depende a su vez de la temperatura y de la composicion del fluido. En un flujo
de tres fases, se requieren de dos presiones capilares, a saber:

Pecow = Po — Pw 5 Pego = Pg — Po »

es posible obtener una tercera expresién de presion capilar haciendo

Pegw = Pg — Pw = Pcow + Pego-

Figura 3.8: En rojo se muestra la curva de drenaje primario e imbibicién en negro y
delimitan el comportamiento de la presién capilar. En verde p. para una saturacion
intermedia, en amarillo una inversion de los valores para la linea verde.

= Permeabilidad relativa.- Denotada por k,,, mide la habilidad de una fase para
fluir en una formacién porosa y en presencia de otras fases, pues la presencia de
mas de una fase en un sistema inhibe el flujo.

» Movilidad.- Se define como la razén de la permeabilidad relativa entre su
viscosidad. En un sistema trifdsico (w, o, g) tenemos
krw kro @

/\w: 7>‘o:_a)‘g:
o o g
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y denotaremos a la movilidad total como

A=+ Ao+ Ay

= Flujo fraccional.- Determina la razén de flujo volumétrico fraccional de una
fase bajo un gradiente de presiones dado, en presencia de otra fase:

A Ao Ay

fw:Tafozyafgzya

3.7. Etapas de la Recuperacion de Hidrocarburos

La explotacién de un yacimiento de petréleo ocurre basicamente en tres etapas.
En las dos primeras etapas se logra recuperar en promedio del 25 % a 30 % del crudo,
con lo cual el yacimiento contiene todavia un estimado de 60-80 % de hidrocarburos,
quedando atrapado en los poros de la estructura del reservorio debido a la viscosidad
y efectos de capilaridad.

= Recuperacion Primaria.- En esta etapa se aprovecha la presién natural del
yacimiento que lleva los hidrocarburos hasta la superficie debido a la diferencia
de presién entre el yacimiento y la presion atmosférica. Cuando la presion del
medio se hace inadecuada, o cuando se estan produciendo cantidades importantes
de otros fluidos (agua y gas, por ejemplo) termina la primera etapa. La taza de
recuperacién durante la fase primaria es del 12-15% de los hidrocarburos en el
yacimiento.

= Recuperacion Secundaria.- Es toda actividad encaminada a la recuperacion de
hidrocarburos adicional a la que se obtendria con la energia propia del yacimiento
(produccién primaria). Consiste en inyectar dentro del yacimiento un fluido menos
costoso que el crudo para mantener un gradiente de presién adecuado de modo que
la produccion vuelva a ser econémicamente rentable. La recuperacién secundaria
basicamente consiste en la inyeccion de agua (figura 3.9) en el yacimiento o
la inyeccion de un gas natural en la cima de la estructura, con el propodsito
fundamental de mantener la presion, o bien, de desplazar los hidrocarburos de la
zona de aceite, mediante arreglos especificos de pozos inyectores y productores.
En esta etapa se produce alrededor del 15 al 20 % adicional del petréleo.

» Recuperacion Terciaria o Mejorada.- Después de las recuperaciones primaria
y secundaria, el yacimiento contiene todavia un estimado del 60 % del crudo.
Numerosos métodos han sido estudiados para la recuperaciéon, al menos parcial,
de estas grandes cantidades de crudo remanente en los pozos. Los procesos
de Recuperacién Mejorada surgen como una alternativa para incrementar la
recuperacién de hidrocarburos, modificando las caracteristicas de los fluidos
y las fuerzas capilares que actian sobre ellos. La Recuperacion Mejorada se
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Figura 3.9: Inyeccién de agua en yacimientos petroleros.

fundamenta principalmente en técnicas sofisticadas en la operacion; suele ser
de alto costo, pero muy efectivas, asi pues, la Recuperacién Mejorada de
hidrocarburos se define como la produccion de aceite, mediante la inyeccién de un
fluido que, ademas de desplazar el aceite, modifica favorablemente los mecanismos
de recuperacién de hidrocarburos. Existen otros métodos pertenecientes a la
tercera fase de recuperacién con aditivos quimicos, sin embargo en ocasiones han
sido desechados principalmente argumentando la baja rentabilidad del proceso,
debido principalmente a los costos de los aditivos. También, bajo condiciones
optimas, una solucion de surfactantes inyectada al reservorio tiene el potencial de
solubilizar el crudo, dispersandolo de manera efectiva en forma de una emulsion.
Durante esta etapa el yacimiento entrega un rendimiento cercano el 70 %.
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Capitulo 4

Modelos Matematicos

4.1. Formulaciéon Axiomatica

En este capitulo se obtendran las ecuaciones que gobiernan el fenémeno de
transporte de fluidos a través de una matriz porosa aplicando la formulacién
axiomdtica, véase [27]. Dicha formulacién consiste en identificar las propiedades
intensivas y extensivas del fenomeno de estudio aplicando balances de ellas para
un volumen que denotaremos como B(t) y que representa un sistema continuo. Las
propiedades extensivas son aquellas funciones de variable escalar o vectorial que
podemos representar por medio de una integral de cuerpo,

E(B(1).1) = / b(z, ) dz,

B(t)

donde z representa la posicion y ¢ el tiempo. El integrando de la expresion anterior es
la propiedad intensiva representada por v (z,t). Esta ecuacién integral establece una
correspondencia biunivoca, es decir, a cada propiedad intensiva sobre un dominio que
ocupa cualquier cuerpo B(t) le corresponde una y solo una propiedad extensiva. El
cambio temporal en una propiedad extensiva E es debido a su generaciéon dentro del
sistema continuo o a que se importa por la frontera, esta relacion se escribe como:

dE  d
B(t) B(t) S()
donde ¢(z,t) y 7(z, t) son la generacion y el vector de flujo de la propiedad extensiva
respectivamente. Una representacién de un medio continuo B(t) se muestra en la

figura 4.1, donde n es el vector normal a la superficie S(t), y ds es una diferencial de
superficie.
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Figura 4.1: Representacion esquematica de un medio continuo

La ecuacién (4.1) se satisface para cada cuerpo B(t) de un sistema. Aplicando varios
resultados matematicos a la ecuacién (4.1) se obtiene:

/{%—f+v-(yw)} dz = /qdz+/V-Id£- (42)

B(t) B(t) B(t)

La expresion anterior trae como consecuencia que podamos escribir una ecuacién
diferencial de balance local para la propiedad extensiva 1),

%)
Y ) =gtV (4.3)

4.2. Forma Conservativa de las Ecuaciones de
Balance
Las ecuaciones de balance abordadas anteriormente pueden ser escritas en su forma

conservativa. Se requiere definir una funciéon de flujo F' = vy — 7, de modo que ahora
la ecuacién (4.2) la expresamos como:

/%—i}ngr/V'Ed&: /qdz, (4.4)

B(t) B(t) B(t)
lo que nos lleva a la siguiente ecuacion diferencial
O

— -F=q. 4.
8t+v_ q (4.5)

Las ecuaciones (4.4) y (4.5) son la forma conservativa de las ecuaciones (4.2) y
(4.3) respectivamente. El teorema de Gauss puede ser aplicado a la ecuacién (4.4),

obteniendo: 5
/a—fdz+/£-ndsz [ ad (4.6)

B(t) S(t) B(t)
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4.3. Modelo Matematico para Sistemas Multifasicos

Al igual que en el modelo de una fase, en los sistemas multifasicos la propiedad
extensiva es la masa de cada una de las fases «, y lo denotamos como:

o / S dz |
B(t)

para una porosidad del medio ¢ y donde p, y S, son la densidad y la saturacion de la
fase o (agua (w), aceite (0) o gas (g)) respectivamente. La propiedad intensiva asociada
al sistema es

VYo = prasa .

Para un sistema donde no hay difusién (7 = 0,) y aplicando la ecuacién (4.3),
obtenemos la ecuacién de balance local para la masa de fluido de la fase a, que
escribimos como:

A(PpaSa)

T + V- (v0paSa) = o -

La velocidad de Darcy para una fase a se denota por v, = v¢S,, de modo que la
ecuacion de balance de masa para la fase «, que forma parte de un sistema multifasico
se expresa CoOmo:

O(PpaSa
200e50) 4 G () = (4.7)
La Ley de Darcy para sistemas multifasicos es:
e
Vo =——(VDa = pag) , (4.8)

(67

donde k,, es la permeabilidad relativa de la fase «. La viscosidad se denota por
lla, 1a presion es p, y la densidad se expresa por p,. Sustituyendo la ecuacién (4.8) en
(4.7) y definiendo la movilidad de la fase & como:

)\a — k:’!'Ot’
Ha
llegamos a:
O(PpaSa
H00%2) 5 (pudk(Vpa — o) = - (49)

La ecuacién (4.9) es un si un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden y en general no lineales. Se emplean también en los modelos matematicos
ecuaciones constitutivas, en particular para un sistema multifasico totalmente saturado,
se usan las siguientes ecuaciones constitutivas

> S.=1, (4.10)
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Pcaias = Pa; = Pay 5 X1 # . (4.11)

Para N numero de fases, ademas «a; y «s son las fases no-mojadora y mojadora
respectivamente. Las ecuaciones (4.9), (4.10) y (4.11) forman un sistema de ecuaciones
fuertemente acopladas.

4.4. Formulacion Presion-Saturaciéon para Flujos
Bifasicos

El modelo de dos fases para un flujo que se desplaza en un medio poroso hace uso
de la siguientes suposiciones :

» Fl sistema consta de las fases agua (w) y aceite (o),
= Las fases se consideran incompresibles,

= La porosidad ¢ de la roca es constante.

Bajo las suposiciones anteriores y a partir de la ecuacién (A.8), ver apéndice A,
llegamos a:

—V Xk [fuVPw + foVPo = (fupuw + fopo)g ] — (Qu + Qo) = 0. (4.12)

Obtendremos una ecuacion en términos de la presion del aceite, por lo que usaremos
Pe = Peow = Po — Pw Para eliminar p,, en la ecuacién (4.12):

=V - (AEVpo) + V- (AkVpe) + V- (E(Awpw + AOPO)Q) — (Qu +Q,) = 0.

En problemas de este tipo, es usual que la presion capilar dependa de la saturacién
de agua, por lo que resulta conveniente expresar el gradiente de la presion capilar como
sigue:

Vpe(Sa) = jg VS, (4.13)

Haciendo uso de la ecuacién anterior, obtenemos la siguiente ecuacion para la
presion del aceite:

dp.
-V (ﬁ/\VPO) +V- (E)‘wﬁvsw) +V. (E(/\wpw + Aopo)g) = Qw + Qo' (414)

A fin de obtener una ecuacién de saturacién para la fase agua, partimos de la
ecuacion (A.9) y tomando en cuenta las suposiciones al inicio de esta seccién, obtenemos
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¢— +Vu, = Qu. (4.15)

Sustituimos ahora en la ecuacién (4.15) la Ley de Darcy para la fase acuosa, la
ecuacion p. = Peow = Po — Pw coN €l objeto de eliminar p,, y la relacién (4.13), de modo
que ahora llegamos a:

dpc
¢— -V (k»\wVpo) +V- (E)‘w%vsw) + V- (li)‘wpwg) = Qw' (416)

Las ecuaciones (4.14) y (4.16) se resolveran numéricamente en el capitulo 5.

4.5. Método de Lineas de Corriente

La idea en SLS es aproximar los cdlculos tridimensionales del flujo y transporte
de las diferentes fases, mediante la solucion de las ecuaciones de transporte en una
dimension a lo largo de las lineas de corriente. La solucién unidimensional hace que
este enfoque sea extremadamente rapido y efectivo para modelar flujos en yacimientos
en donde existen muchas heterogeneidades. La geometria y la densidad de las lineas
de corriente reflejaran el impacto geoldgico sobre los caminos preferenciales del flujo,
introduciendo mayor densidad de lineas en regiones de alta porosidad y permeabilidad,
véase [16]. La técnica de SLS ha sido aplicada con éxito en la inyeccién de agua y
gases, ver [5], tales como CO2, en yacimientos naturalmente fracturados donde los
efectos de las mallas son un problema numérico importante, especialmente cuando
existen multiples arreglos de pozos inyectores y productores.

4.5.1. Conceptos Fundamentales

» Lineas de Corriente (Streamline).- Las Lineas de Corriente son curvas
tangentes en cada uno de sus puntos al campo de velocidad local, figura 4.2.
Sélo la direccion de la velocidad del fluido es importante, no su magnitud. En un
campo de velocidad variante en el tiempo las lineas de corriente se trazan para
un instante de tiempo en particular. Un concepto relacionado es la linea de flujo
y se denomina asi a la trayectoria seguida por una particula de un fluido mévil.
En general, a lo largo de la linea de flujo, la velocidad de la particula varia tanto
en magnitud como en direcciéon. Si todo elemento que pasa por un punto dado
sigue la misma trayectoria que los elementos precedentes, se dice entonces que se
trata de un flujo estacionario. Para una velocidad constante, las lineas de flujo y
las lineas de corriente describen la misma trayectoria. En sistemas con velocidad
variable, las lineas de corriente son una representacién de un campo de velocidad
instantaneo, no una trayectoria fisica. Como consecuencia, las lineas de corriente
nunca se cruzan entre ellas a diferencia de las lineas de flujo.
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Figura 4.2: A la izquierda, el campo de velocidad en un dominio dado. A la derecha
observamos las lineas de corriente tangentes al campo de velocidad local. Iméagenes
obtenidas con OpenDx.

» Tubos de Corriente (Streamtube).- En dos dimensiones, un tubo de corriente
es la region comprendida entre dos lineas de corriente, figura 4.3. De la definicion
de la linea de corriente se deduce que no pasa fluido a través de las paredes
laterales de un tubo de corriente. Dentro de cada tubo, tenemos una descripcion
1D del flujo, asi mismo, se cumple la ecuacién de continuidad en cualquier seccién
normal al tubo. Ademas, tubos con suficiente espacio corresponden a flujos lentos,
mientras que tubos estrechos presentan flujos rapidos.

Figura 4.3: Tubo de corriente. Imagenes obtenidas con OpenDx.
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» Tiempo de Vuelo (Time of Flight).- Introduzca una particula en un pozo de
inyeccion y deje que la particula se mueva de acuerdo a la velocidad intersticial
instantanea y mida el tiempo que le toma a la particula en llegar a un punto
determinado, esa es la definicién de tiempo de vuelo 7(z,y, z) para dicho punto,
(figura 4.4). El tiempo de vuelo se usa como coordenada espacial, en otras
palabras, la distancia desde la entrada de un sistema se mide por este tiempo, no
por la distancia Fuclidiana. En simulacion con lineas de corriente, usar el tiempo
de vuelo como coordenada espacial es fundamental.

Figura 4.4: Tiempo de vuelo 7 para una particula de prueba.

» Funciones de Corriente (Streamfunction).- Es posible determinar la
velocidad de Darcy de un fluido a partir del gradiente de presion. Para flujo
de fluidos en 2D es posible determinar la velocidad a partir de la derivada de una
funcion llamada funcion de corriente. Una construccion grafica de la funcion de
corriente se muestra en la figura 4.5, dados una velocidad de Darcy, dos puntos
y una trayectoria que conecta ambos puntos. Se trata de una funcién escalar,
como la presion, y como ésta, la funcién de corriente se determina en relacién
a un punto de referencia, en este caso, el punto A, ¢4 = 0. Para determinar
la funcién de corriente en el punto B, dibujamos una trayectoria arbitraria del
punto A al B y calculamos el flujo total de Darcy que cruza dicha trayectoria.
La funcion de corriente en el punto B, es definida como el flujo volumétrico
normalizado por unidad de espesor. Del teorema de la divergencia, esta integral,
y por lo tanto la derivada de la funcion de corriente entre los puntos ¥4 y g es
independiente de la trayectoria, siempre que la trayectoria no cruce alrededor de
un pozo. Por definicién, dado que no hay flujo que cruce una linea de corriente,
la funcién de corriente es constante a lo largo de una linea de corriente. Como
consecuencia, cuando la funcién de corriente es conocida, los contornos de dicha
funcién pueden ser usados para determinar las lineas de corriente. El concepto de
funcion de corriente puede ser extendido a 2 y 3 dimensiones usando funciones de
corriente dobles. Esta teoria puede ser extendida también a flujos compresibles
usando una densidad efectiva.
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Figura 4.5: Una funcién de corriente no depende de la definicién de la trayectoria.

s Simulacién con Lineas de Corriente

En un tubo de corriente, la velocidad del fluido es igual al flujo volumétrico
por unidad de area. El flujo es constante a lo largo del tubo y el area de la
seccion transversal del tubo se calcula explicitamente. En una simulacién con
lineas de corriente, se calcula la velocidad a través de diferencias finitas y se
trazan las lineas de corriente usando dicha velocidad. Al igual que en los tubos
de corriente, se asocia un flujo volumétrico a cada linea de corriente. Es posible
obtener el area transversal efectiva a lo largo de la linea de corriente dividiendo
el flujo volumétrico por la velocidad; por lo tanto, la geometria espacial es
implicita. Resumiendo, los tubos de corriente calculan explicitamente la seccién
transversal de un tubo e implicitamente calculan la velocidad, mientras que, en
contraste, las lineas de corriente hacen lo opuesto. Para grandes cambios en un
fluido en movimiento, la velocidad es actualizada periédicamente, nuevas lineas
de corriente son determinadas y saturaciones remuestreadas.

4.5.2. Lineas de Corriente

Como se mencioné en el apartado anterior, las lineas de corriente son curvas que
son localmente tangentes a la direccién de la velocidad. Las componentes del vector
velocidad v son v, vy, y v, para el caso tridimensional. El vector local de longitud dr
tiene componentes dx, dy y dz. De a cuerdo a la figura 4.6, la pendiente de la linea
de corriente en cualquier punto estd dada por el cociente de las componentes de la
velocidad para un instante de tiempo tg:

@: Uy(x,y,z,to) : %: Uz(xayvzvt[))‘ (417>
dr vz y,2,t0) = dr  v.(x,y,z 1)

Estas ecuaciones diferenciales pueden ser integradas analitica o numéricamente
desde un punto (zg,yo, 2z0) y resolver para y(x) y z(z) a fin de determinar las lineas
de corriente que corren a través del punto de partida. Alternativamente, es posible
expresar estas mismas ecuaciones en su forma paramétrica:
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g A (4.18)
'Ux(x7yuzvt0) Uy<x7y727t0) Uz<x7y727t0)
y determinar x(t), y(t) y z(t).
La ecuacién de una trayectoria fisica (pathline) es muy similar, excepto que el campo
de velocidad puede ser independiente del tiempo.

dx dy dz
dt = = = . (4.19)
vi(z,y,2,t) vy (r,y,2,t)  v.x,y, 2, 1)

Esta diferencia nos recuerda que una linea de corriente es definida como una linea en
el espacio obtenida trazando el campo de velocidad instantdneo. Es importante recalcar
algunos aspectos, es posible definir lineas de corriente para cualquier velocidad, y si
la velocidad en la ecuacién (4.17) varia con el tiempo, entonces las lineas de corriente
cambiaran con el tiempo. Para las condiciones de estado no estacionario, se emplean
campos de velocidad instantanea para un tiempo de interés. A menudo, se aproximan
problemas de estado no-estacionario como series de campos de velocidad de estado
estacionario. Para definir lineas de corriente, la permeabilidad del medio puede ser
homogénea o heterogénea, isétropo o anisétropo y los fluidos pueden ser compresibles
o incompresibles.

v

Linea de Corriente

Figura 4.6: Una funcién de corriente no depende de la definicién de la trayectoria.

Existe una relacion entre el potencial y las lineas de corriente que se obtiene a partir
de la Ley de Darcy de una fase:

w1k Vo, (4.20)
1

donde ¢ denota el potencial del fluido, para nuestro caso en particular se trata de
la presion. Matematicamente, dr x v = 0. Para un medio poroso isétropo, donde el
tensor de la permeabilidad es un escalar, tenemos que:

dr x Vo = 0.
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Por lo tanto, los contornos del potencial son ortogonales a las lineas de corriente para
un medio isétropo.

4.5.3. Funciones de Corriente en 2D

Consideremos un flujo multifasico incompresible dentro de un medio permeable y
no-deformable en ausencia de la fuerza de gravedad y los efectos de capilaridad. La
velocidad total se define como la suma de las velocidades de Darcy para cada fase j,
esto es:

uw=> u;=-AVP. (4.21)
j

La movilidad total esta definida por A = >~ \A;, y la fuente o sumidero total como
J

¢t = Y q;. La condicién de compresibilidad requiere que:
J

V-u=gq, (4.22)

que se puede utilizar para obtener la ecuacion diferencial para la presion:

V- (=AVP) = q. (4.23)

Para flujos incompresibles, no hay una dependencia temporal explicita en la
ecuacion (4.22) ya que u es una velocidad instantdnea. A medida que ¢ varia, o se
produzcan cambios en la saturacion que provoquen que los coeficientes en la ecuacién
(4.23) cambien, u también cambia, de otra manera, permanece fija.

Consideremos ahora la velocidad total lejos de fuentes y sumideros, es decir, ¢; = 0.
Para fluidos en dos dimensiones, la ecuacién (4.22) la resolvemos si representamos la
velocidad en términos de la funcién de corriente de Lagrange ¢ (x,y).

o o
= =, 4.24
Ty T o (4:24)
Si la velocidad u es conocida, puede ser expresada como una integral para ¥ (z,y) :
o o
U(z,y) — o /d@/) / <8$ du + 3y dy) /(U:cdy uydz) (4.25)
0 0 0

La diferencia ¥ (x, y) — ¢y es el flujo total que fluye a través de una linea arbitraria
trazada desde (x,y) a un punto inicial. Por ejemplo, en la figura 4.7 observamos una
trayectoria que va de 0 a A y de A a (x,y). La primera porcién de la trayectoria es
a lo largo de una linea de corriente donde u, = 0. De la ecuacién (4.25), ningtin flujo
cruza la linea. Para la segunda porcién de la trayectoria, 0v /0y = u, > 0, la funcién
de corriente incrementa. En otras palabras, 1 es una coordenada de flujo. La diferencia
entre dos valores de la funcién de corriente es igual a la tasa de flujo volumétrico entre
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las dos lineas de corriente definida por estos valores. Esto define un tubo de corriente
en 2D. De la ecuacién (4.24) podemos observar que las unidades para v son de flujo
volumétrico por unidad de espesor.

Figura 4.7: Lineas de corriente, funcién de corriente y tubo de corriente en 2D.

La funcién de corriente tiene un valor constante a lo largo de las lineas de
corriente. Por lo tanto, una manera de trazar lineas de corriente en dos dimensiones
serd calculando la funcién de corriente y simplemente trazar sus contornos. La ecuacion
(4.25) definira la funcién de corriente ¢ si la velocidad es conocida. Por el contrario,
si la velocidad no es conocida, en su lugar podemos resolver para v, y luego obtener
la velocidad de la ecuacién (4.24). La ecuacién de la funcién de corriente se obtiene
de la ecuacion (4.21) mediante la integracién del gradiente de presién alrededor de un
bucle cerrado. Tal integral de linea debe anularse, independientemente de la funcion de
presion. A esta condicién se le conoce como “irrotacionalidad” y es un requisito para
la existencia de un potencial de velocidad. Esto es,

/ P =0,
0 en su forma diferencial:

L0 (OPY, 0 (PN _ 0 (1av\ 0 (1aw\ o
’ a$<3y)+3y(ax)_0x ()\ax)+8y ()\ay)_v (ATV). (4.26)

Esta es la ecuacion diferencial para la funcién de corriente. A diferencia de
la soluciéon en lineas de fuentes y sumideros, no esta limitada a medios porosos
homogéneos, pues la movilidad total (A) puede depender de la posicién.

4.5.4. Funciones de Corriente y Lineas de Corriente en 3D

Las funciones de corriente en 3D representan dos familias de superficies cuyas
intersecciones definen las lineas de corriente. Es posible representar cualquier campo
de velocidad en 3D en términos de tres funciones; p, v y x.

51



4. MODELOS MATEMATICOS

pu = Vi x Vy. (4.27)

Las funciones ¢ y x son conocidas como bifunciones de corriente. La “porosidad
efectiva” p es importante en la descripcion de los fluidos compresibles. Por el momento
p = 1, hasta que se trate a fondo la compresibilidad més adelante.

u= Vi x Vx. (4.28)

Las bifunciones de corriente tienen muchas de las ventajas de las funciones de
corriente en dos dimensiones. Del calculo vectorial llegamos a que V - (Vi) x V) = 0.
Es importante hacer notar que cualquier velocidad que se puede expresar de acuerdo
a la ecuacion (4.28), debe ser incompresible, esto es, que satisfaga:

V-u=0. (4.29)

Esta formulacién es lo suficientemente general para describir el flujo de fluidos tanto
en 2D como en 3D, aunque se requieren dos funciones de corriente para tal propédsito.
Puesto que u se trata de una velocidad instantdnea, tanto @ como y son funciones
de corriente instantaneas. Si u presenta una dependencia temporal, entonces, ¥ y x
variaran también.

A fin de obtener la funcién de corriente en dos dimensiones de la que hemos estado
hablando, hacemos 1) = ¥(x,y) v x = 2. Expandiendo la ecuacién (4.28) encontramos
que la componente z de la velocidad es cero y que las componentes x y y estan dados
por la ecuacién (4.24).

El campo de velocidad obtenido de las ecuaciones (4.27) o (4.28) tiene una inter-
pretacién geométrica. Tanto ¢ como x son funciones en el espacio. Consideremos ahora
las superficies definidas por ¢ = constante y por x = constante, la interseccién de am-
bos planos define una linea, que es la linea de corriente trazada por la velocidad w.
Es posible obtener diferentes lineas de corriente seleccionando diferentes valores con-
stantes para ¢ y x. En la figura 4.8, se muestran dos superficies definidas por ¢ y
otras dos por Y, las cuatro juntas definen un tubo en el espacio, con lineas de corriente
a lo largo de sus bordes.

Las trayectorias de las particulas nunca cruzan las superficies de corriente; el flujo total
que entra al tubo de corriente permanece en él.

La ecuacion (4.28) se puede integrar sobre el area del tubo,

AQ:AwAX://Q-ﬁda%Q-(SQ, (4.30)

Esto muestra que la rapidez |u| variard inversamente a la seccién transversal del
area del tubo |da|. La relacién inversa entre el drea y la velocidad es fundamental en
el modelado con tubos de corriente. Dicha ecuacién también demuestra la relacion
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Figura 4.8: Dos superficies de corriente en (a) y en (b) y sus intersecciones en (c)
definen un tubo de corriente. Los bordes del tubo de corriente son lineas de corriente.

explicita entre el flujo total y las diferencias en ¢ y x. En la préactica, nunca
serd necesario calcular ¢ o y, pero el flujo a lo largo de un tubo de corriente se
calcula a partir de la ecuacién (4.30), de esta misma ecuacién es posible observar las
unidades para 1 y x, por ejemplo, si ) esta dada en bbl/D, entonces ¢ tendra unidades
de bbl/D/ft y x unidades de ft (pies). Al igual que la funcién de corriente en dos
dimensiones, las ecuaciones para 1 y y pueden ser obtenidas integrando el gradiente
de presién f dP = 0 alrededor de una curva cerrada. En su forma diferencial tenemos
que:

0=V x (=VP) = V x G(wxvx)).

En contraste con la ecuacién (4.26) en dos dimensiones de una sola incégnita i (x, y),

éstas son ahora tres ecuaciones acopladas (uno en cada direccién) para dos funciones
desconocidas, 1 y x en tres dimensiones. En contraste a la utilidad de la funcién
de corriente en dos dimensiones, no existe manera obvia de resolver estas ecuaciones
acopladas.
Esta es una construccion formal de las bifunciones de corriente, que se deduce de
las ecuaciones diferenciales para la trayectoria, como se indica en la ecuacién (4.17).
Podemos integrar estas dos ecuaciones independientes para derivar dos funciones de
(z,y,2) que no dependen del tiempo ¢. De nuevo, este es un enfoque complicado
sin beneficios evidentes en comparacion con el cdlculo numérico de la velocidad.
Generalmente, las bifunciones de corriente no son ttiles como un medio de resolver
para la velocidad. Sin embargo, son muy ttiles como parte de la formulacién de tiempo
de vuelo, que abordaremos en la siguiente seccién.

4.5.5. Lineas de Corriente y Tiempo de Vuelo

El tiempo de vuelo se refiere a una coordenada en especifico que se usa a lo largo
de las lineas de corriente. El uso del tiempo de vuelo como una coordenada espacial es
especialmente efectiva representando los efectos de la heterogeneidad del medio en el
flujo.
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A partir de un campo instantdneo de velocidad, es posible definir las funciones ¥ (z, y, 2)
y x(z,y,2), tal y como se propuso en la seccién anterior. El tiempo de vuelo lo
denotamos como 7(z,y, z), podemos colocar una serie de trazadores en cada pozo
inyector y determinar el tiempo que le toma a las particulas alcanzar una determinada
posicién en el yacimiento. Para que esto sea el tiempo de transito real, el trazador debe
moverse a la velocidad intersticial, no la velocidad de Darcy. Por lo tanto, el tiempo
de vuelo se puede representar con la siguiente integral:

_ [
T_O/Mdg, (4.31)

La particula de prueba se mueve con velocidad intersticial u/¢, y £ es la distancia
espacial a lo largo de la linea de corriente. Durante una simulacién con lineas de
corriente, el calculo del tiempo de vuelo no requiere un calculo explicito de las
bifunciones de corriente, ¥ (z,y,2) v x(z,y,2). Una aproximacién de la integral en
la ecuacién (4.31) es basada en un esquema de diferencias finitas para el campo de
velocidad. La ecuacién (4.31) puede ser reescrita como una relacién diferencial:

w- VT = ¢, (4.32)
o de otra forma,
u A
¢ AT
Aunque el tiempo de vuelo se mide en unidades de tiempo, por ejemplo dias, se
usara como una coordenada espacial.
Ahora veamos la transformaciéon espacial del dominio (z,y,2z) a (7,7,x). El

Jacobiano de la transformacién relaciona los elementos de volumen en ambos espacios
coordenados,
‘ AT, ¥, x)

en términos de volumen tenemos que:

(4.33)

A(z,y, 2) = (VY x Vx) - V7| = |u- V7| = ¢, (4.34)

¢ dx dy dz = dr di dx. (4.35)

Una unidad de volumen en las coordenadas de tiempo de vuelo corresponde a
una unidad de volumen de poro en el espacio fisico. La ecuacién (4.35) muestra un
importante vinculo entre la discretizacién espacial en diferencias finitas y la simulaciéon
con lineas de corriente.

Los gradientes espaciales a lo largo de lineas de corriente también tienen una forma
muy simple en las coordenadas de tiempo de vuelo. Usando las coordenadas (7, x),
el operador gradiente se expresa ahora como:

9

V= (Vr)g + (V0

0
or + (VX5 (4.36)

o4



4.5. Método de Lineas de Corriente

Ya que u es ortogonal tanto a ¢ como a y, podemos escribir,
V=¢ 0 (4.37)
- or

La ecuacién (4.37) representa una relacién importante en la simulacién con lineas de
corriente, ya que servird para transformar ecuaciones del espacio fisico a coordenadas
de tiempo de vuelo de lineas de corriente.

4.5.5.1. Tiempo de Vuelo como Coordenada Espacial

La principal ventaja de la coordenada 7 se hace evidente si tenemos en cuenta la
ecuacion de conservacién para la fase agua en un flujo incompresible en dos fases, lejos
de fuentes y sumideros,

05y,
¢W+v'(Fth) = 0.

En la ecuacién anterior se han despreciado por ahora los efectos de la aceleracion
gravitacional y la capilaridad. F), representa el flujo fraccional y lo denotamos como
F, = M\y/A. Usando las ecuaciones (4.29) y (4.37) tenemos que:

0F,
v'(Fth) :Qt'VFwZQb?-

Nétese el uso del operador identidad de la ecuacién (4.29) para transformar del
espacio fisico a coordenadas de tiempo de vuelo, por lo tanto;

88, OF,
o T =0 (4.38)

Esta transformacion de coordenadas descompone el flujo del fluido tridimensional
en series de ecuaciones 1D para la saturacién a lo largo de las lineas de corriente. Esta
ecuacion es valida para una, dos y tres dimensiones, asi como para medios homogéneos
y heterogéneos. Lo que se requiere para la implementacion es el campo de velocidad y
el cdlculo de la integral de linea en la ecuacién (4.31).

4.5.5.2. Calculo del Tiempo de Vuelo y Lineas de Corriente en 2D y 3D

La unica caracteristica de los simuladores basados en el método de lineas de corri-
ente es el uso del tiempo de vuelo como una coordenada espacial. Para el calculo del
tiempo de vuelo 7(x,y, z) se sigue una construccién de las lineas de corriente que se
conoce como el algoritmo de Pollock, en el cual, el tiempo de transito de un punto
inicial a un punto del espacio se calcula una celda a la vez.

En la aproximacién de lineas de corriente, comenzamos con una soluciéon numeérica de
la ecuacion de presién. Para flujos incompresibles, por ejemplo, primero se obtiene la
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distribucion de presion en el yacimiento con un esquema adecuado de discretizacion
como el de volumen finito. Una vez conocida la distribucién de la presion, es posible
calcular los flujos volumétricos usando la Ley de Darcy.

Para ilustrar el algoritmo de trazado de lineas de corriente, consideremos una malla
en bloques de volumen finito de la ecuacién de presién, como se muestra en la figura
4.9. La solucién numérica nos proporciona la presion al centro del volumen de control y
la velocidad del flujo en las caras del volumen. El algoritmo de Pollock usa una submalla
de modelo de velocidad que se deriva de la suposiciéon de que cada componente de la
velocidad varia linealmente entre los valores para el par correspondiente de caras del
volumen. Esto quiere decir que la velocidad en el eje x varia linealmente solo en la
direccion del eje x y es independiente de las velocidades en las otras direcciones.

Figura 4.9: Bloque de volumen finito para el calculo del tiempo de vuelo.

Esto conduce al siguiente modelo de velocidad por celdas:

Uy = Uz + Cm(m - 1:1)7
uy = uy +cy(y — ), (4.39)
Uy, = Uy + CZ(Z - 21),

donde los coeficientes dependen de la diferencia de las velocidades de Darcy en las
caras del volumen,

Cyx = (ua:Q - le)/AiL’,
cy = (uy2 —uy,)/Ay, (4.40)
;= (Upp—uy)/Az.

Las trayectorias de las lineas de corriente seran hipérbolas dentro de los voliimenes,
las asintotas se alcanzan cuando u, = 0,u, = 0 6 u, = 0. De la ecuacién (4.40)
obtenemos que:
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V-u:ch:cx—Fcy—i-cz. (4.41)
j=1

Este es un resultado importante ya que hemos comprobado que si la solucion
discreta conserva el flujo, también lo hace la velocidad local dentro de la celda. Por
lo tanto, para flujos incompresibles, lejos de fuentes y sumideros, la soluciéon numérica
proporcionard ¢, + ¢, + ¢, = 0. Sin embargo, para flujos compresibles la suma es
diferente de cero porque el fluido y la compresibilidad de la roca actian como términos
fuente. El modelo de velocidad es 1til para generar lineas de corriente para fluidos
compresibles e incompresibles. Las lineas de corriente y el tiempo de vuelo dentro de
cada celda pueden ser calculados a través de la integracion directa de las velocidades

como se discutié en la ecuacién (4.18).

dx

dr dy dz

¢ Ug Uy Uy

(4.42)

Para las velocidades lineales del juego de ecuaciones (4.40), dichas ecuaciones
pueden ser integradas de manera explicita e independiente de cada direccién.
Considérese una particula en un punto arbitrario (zg,yo, 20) dentro de un volumen
de control como se muestra en la figura 4.9. La particula puede salir del volumen a
través de cualquiera de las 6 caras. Integrando la ecuacién (4.42) obtenemos el tiempo
de vuelo a cada una de las seis caras,

1

= - — ln 3
QZS Uzo + Ca:(x - ZL'()) Cy U0

o
Y1

ATy d 1 ;
Ty _ / y __m(%v, (4.43)
¢ uyo +¢y(y —v) ¢y Uyo

Yo

21

AT, / dz 1 ( Usyg )
§b U0 + Cz(Z - ZO) Cz U0

20

El indice ¢ = 1,2 indica las caras del volumen en cada direccion. el algoritmo de
Pollock especifica la cara de salida correcta la cual requiere de un tiempo de transito
minimo y positivo. Por lo tanto, el tiempo de vuelo para una particula estara dado por
el minimo sobre los bordes permisibles, esto es:

AT = MinPositivo (Aty, ATy, ATy, ATy, ATy, ATy), (4.44)

consideramos Unicamente los valores positivos para seleccionar el minimo. Cono-
ciendo el tiempo de vuelo de la particula, sus coordenadas de salida pueden ser ahora
calculadas si reordenamos las ecuaciones (4.44):
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echT/qb -1
T = Xo+ Uy (C—) = To + Uzg * Mo
ecyATﬂj) -1
Y = Yo+ Uy (c—) = Yo + Uy, * Ny, (4.45)
Y
eCZAT/¢ -1
2 = Zo+ Uy (c—) = 20 T Uz " Nz

El término en paréntesis incrementa con el tiempo y puede ser pensado como
pseudotiempos 7. Las ecuaciones (4.46) definen la ecuacién paramétrica de una linea
de corriente hiperbdlica, aunque en términos de 7 tienen una forma lineal.

Cuando la velocidad es constante a través del volumen en una direccion dada, por
ejemplo en la direccion x, entonces ¢, = 0. En el limite,

1 _
~ I (ﬂ)%x o (4.46)

Cx U0 Ux0
eCxAT/¢ AT
= — 4.47
7 ( - ) i (4.47)
T = To+ Uy AT/ . (4.48)

Como se espera, la posicién varia linealmente para una velocidad constante. Es
facil identificar las lineas y los puntos de estancamiento basandonos en el algoritmo
de Pollock. Cada vez que cualquiera de las velocidades interpoladas cambia de signo
a través de una celda, significa que en algiin lugar dentro de dicha celda la velocidad
es cero. Cuando esto ocurre, el tiempo de vuelo calculado a través de una celda en esa
direccién sera infinito. El tiempo de vuelo en las otras direcciones atin puede ser finito
todavia, sin embargo, si todas las velocidades cambian de signo, entonces tendremos
un punto de estancamiento.

Una vez descrito el algoritmo para el tiempo de vuelo, se ilustrara con un ejemplo
simple en 2D, figura 4.10. Supongamos una particula p situada en el punto (z,,y,) en
un tiempo ¢ que entra a una celda (7, 7) en el plano (z,y). El primer paso es calcular
el tiempo de vuelo de acuerdo a la ecuacién (4.44). De acuerdo con la figura 4.11,
el tiempo en en las caras y; y x9 estara dado por la interseccion de la trayectoria con
la extension de dichas caras de las celdas (en lineas punteadas). Para y; el tiempo
serd negativo, basandonos en la direccion del flujo. El tiempo para la cara x; es cero
porque es ahi donde la particula entra en la celda. Por lo tanto, el tiempo de vuelo
minimo serd en la cara y,, que es la cara de salida de la particula, una vez conocido el
tiempo de vuelo, podemos calcular la coordenada de salida usando (4.46).

El tiempo al cual la particula abandona la celda estd dado por ¢t = t, + A7. Esta
secuencia de célculos se repite y los tiempos de transito seran acumulados a lo largo de
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las multiples celdas, llevando eventualmente a un productor, o rastrear hacia atras a
un inyector, figura 4.12. La figura 4.13 muestra una linea de corriente en un sistema
tridimensional.

Figura 4.10: Particula en un esquema de celdas 2D para el calculo del tiempo de vuelo.

Figura 4.11: Calculo del tiempo de vuelo para una sola celda.
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Figura 4.12: Representacion del algoritmo de Pollock en 2D.

—— y
< /

Figura 4.13: Linea de corriente en un sistema 3D.

Este es el algoritmo usado para calcular el tiempo de vuelo hacia un pozo productor
para un punto arbitrario dentro del dominio. Para calcular el tiempo de vuelo al pozo
inyector, se utiliza el mismo enfoque, excepto que ahora se hace el seguimiento de la
particula hacia atras, es decir, para 7 negativa.



Capitulo 5

Modelo Numeérico

5.1. Método de Volumen Finito (MVF)

En esta seccién se obtiene la solucién numérica de las ecuaciones (4.14) y (4.16)
mediante el Método de Volumen Finito (MVF). E1 MVF se deriva a partir de las forma
conservativa de las ecuaciones de balance. En este método, el dominio de estudio se
divide en un numero de volimenes de control que no se traslapan, de tal manera que
hay un volumen rodeando a cada punto de la malla, figura 5.1. Luego, se integra
la ecuacién de balance (4.5) sobre cada volumen, lo cual es equivalente a aplicar la
ecuacién de balance (4.4) sobre cada volumen de control. Los flujos a través de las
caras de los volimenes se aproximan usando esquemas numéricos apropiados, y esto
da como resultado un conjunto de ecuaciones discretas, una para cada volumen de
control, las cuales deben resolverse para obtener una solucién numérica aproximada.
Las ecuaciones discretas que resultan usando esta estrategia, expresan el principio
de conservacion para la propiedad extensiva correspondiente en cada volumen de
control. De la misma forma, la ecuacién diferencial expresa el mismo principio para un
volumen de control infinitesimal. Esta caracteristica es valida para cualquier niimero
de volimenes sobre la malla y no solamente para un nimero grande de ellos. Por lo
tanto, aiin una solucién en una malla gruesa exhibira un balance exacto o fisicamente
realista, aunque para obtener una buena precision se requiere de un niimero grande de
volimenes o esquemas de alto orden. Esta clara relacion entre el algoritmo numérico y
el principio fisico de conservacion es una de las mayores atracciones del MVF. Se dice
que el MVF es un método conservativo. En las secciones siguientes se adoptara por
simplicidad la siguiente notacion; p, =p y S, = 5.
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5. MoDELO NUMERICO

Figura 5.1: Volumen de control en tres dimensiones. Las letras mayusculas representan
los centros de los volimenes de control, mientras que las minisculas las caras de dichos
volimenes.

5.2. Modelo Discreto de Flujo en dos Fases con
MVF

En esta seccién se aplica el MVF a las ecuaciones (4.14) y (4.16) descritas en la
seccion 3.5 del capitulo 3 correspondientes al modelo de flujo en dos fases.

5.2.1. Discretizacién de la Ecuacién de Presion
A fin de discretizar la ecuacién (4.14) definimos como funcion de flujo:

e g (5.1)

F = —kAVp+ kA, .
F=-EAVp+ kAo

Tomamos el tensor de la permeabilidad sélo con valores distintos en la diagonal
principal, como se muestra a continuacion,

ki 0 0
k=10 kp 0|,
0 0 ks

con ki1 # koo # ka3, asi pues, las componentes de la funcion de flujo son:
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B dp dp. 0S
Fac - _kll (/\%_Awdsa_x)a
op dp. 0S
F, = —ko|d——\p—5—
4 22 ( oy Y ds 0y) ’
B op dp. 08
Feo= —hs ()\82 ~ s 8z) ‘

Por lo tanto, la ecuacién (4.14) se escribe ahora como,

OF, OF, OF,
V- -F= 5z T o + 5 = Qu + Qo. (5.2)

Aplicamos ahora la ecuacién de balance (4.1) a la expresién anterior, de modo que,

oF,  OF,  OF, B
/<8x + 8y + az>dv_ /(Qw+Q0)dv7 (53)

AV AV

para dV = dx dy dz, la integracion se realiza sobre un volumen de control como
el mostrado en la figura 5.1, por lo que B(t) = AV. El volumen de control de dicha
figura representa un hexaedro donde sus ejes son paralelos a los ejes coordenados de un
sistema cartesiano, por lo que favorece la aproximacion de las integrales de la ecuacion

(5.3).

Con base en el volumen de control mostrado en la figura 5.1, el primer término
del lado izquierdo de la ecuacién integra como:

/f/n/ %Fxx dz dy dz = ((Fy)e — (Fo)uw)As, (5.4)

donde A, = AyAz es el area de aquellas caras del volumen de control paralelas
al plano yz. En la notacién (F,). significa que F, se debe evaluar en la cara e del
volumen de control. Aplicamos el mismo desarrollo al resto de los miembros de la
ecuacion integral (5.3), obteniendo:

((Fw)e - (Fx)w) Aw + ((Fy)n - (Fy)S)Ay + ((Fz)f - (FZ)b)Az = (Qw + QO)AV, (5~5)
donde A, = AzAz, A, = AzAy y AV = AzAyAz. Q, v Q, son promedios de Q,,
y @, dentro del volumen de control, respectivamente. Ahora veamos la evaluacién de

F, en la cara e:
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B dp dp. 0S
(Fa)e = —hu (/\8$ Aw ds 81‘)67

= (0 (G), - (v36). (30))
(o ()« () (P22,

donde las derivadas parciales son aproximadas a través del método de diferencias
finitas centrales y los subindices F y P indican que la variable se evaliia en el centro
del volumen de control correspondiente. Cuando evaluamos F) en la cara w se hace
de forma similar, por lo que el primer término de la ecuacién (5.5) quedaria expresado

por,

((Fx>e - (Fz)w)Ax = (C)Ax + (U)Aocy

donde

— dp, Sg— S
= (o) () (552))

- dp. Sp— 5
o= (o () < (n5). ()

donde Az, = xp — xw, Ax., = xg — xp, esto mismo aplica para las dos
direcciones, y y z. Las componentes Fy y F}, se evalian de la misma manera en las
caras correspondientes. Sustituyendo las evaluaciones en la ecuacién (5.5) y ordenando
términos obtenemos la ecuacién discreta de la presion para el volumen de control P.

appp = agPe + awpw + anpn + asps + appr + agps + qp, (5.6)

donde los coeficientes se definen como:
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k11(N) A,
g = II(A:Z = TE7
k11(A) A
aw = 11(Aa):w T = TW,
kaa(N)n A,
a = — T ;
N Ayn N
kaa(N)s Ay
a = = T y 57
s = A g, 57)
A
arp = k33(A)\Z); z = TF,
A
ag = k33(A)\Z)b z = TB,
b
donde:
ap =ag+ aw + ay + as + ar + apg = Tp; (5.8)

B dp. dp. dp. dp. dp. dp,
o = (] o [i] en ] on ] o [G] e [])

dp.
el s 7 [ﬁ}

dpe dpe

Ty |:dS:|fSF+Tb [dSLSB) + (Qu + Qo)AV;

donde los coeficientes estan definidos como:

kll ()\w)eAx
Az,

/{ZH ()\w)wAz
Az,

Fa2(dw)ndy (5.10)

AZb
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Figura 5.2: La matriz resultante presenta 7 bandas en el caso tridimensional.

Los coeficientes Tg v Ty, se conocen como transmisibilidades de cada volumen de
control, donde NB = P,E,W,N,S,F,B y nb = e,w,n,s, f,b, deben ser calculadas
adecuadamente o de lo contrario se introducen errores numéricos en la solucion.

Las transmisibilidades son dependientes de la movilidad total A\ asi como de la
movilidad del agua A\, y del cambio de la presion capilar p. respecto a la saturacion
S. Estas cantidades, al igual que la saturacién, deben ser evaluadas en las caras
(Mnbs Aw)nb ¥ (dpe/dS)np-

Las ecuaciones discretas para todos los volimenes de control de la malla arroja un
sistema lineal de ecuaciones que consta de 7 bandas distintas de cero para el caso
tridimensional, figura 5.2. Se trata de un sistema diagonalmente dominante dada la
forma de los coeficientes, por lo que se ha empleado el método iterativo de gradiente
conjugado en la solucién del sistema, ver apéndice B.

Las ecuaciones diferenciales (4.14) y (4.16) estdan acopladas, ésta ultima tiene
dependencia temporal, por lo tanto, la ecuacién discreta (5.6) se resolvera para cada
paso de tiempo a fin de obtener p"™!, usando informacién de la saturacién del paso
anterior S™.

5.2.2. Discretizacién de la Ecuacién de Saturacién

Busquemos ahora discretizar la ecuacién de saturacién (4.16), al igual que en la
ecuaciéon de presion, definimos una funcion de flujo:

F=—k\NVP+ @w%vs (5.11)

A diferencia de la ecuacion (5.1), en el primer término del lado derecho aparece la
movilidad del agua )\, en lugar de la movilidad total A. La obtencion de las componentes
F,, F, y F, es similar a como se hizo para la ecuacién de presién. Tomando la definicién
(5.11), la ecuacién de la saturacién (4.16) la escribimos como:
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oS (‘35 0F, O0F, OF,
- = p— = , 12
b TV E=0G T, o, = (5.12)
En términos de la ecuacién de balance (4.1), la ecuacién anterior la denotamos
como,
oS oF, 8Fy oF,
— 1
/¢8tdv+/(8x+6y ER )dV /deV (5.13)
AV AV

donde AV es el volumen de control de la figura 5.1, y B(t) = AV.

Las derivadas con dependencia temporal se tratan, en el MVF, haciendo una integral
de toda la expresién en el intervalo [t, ¢ + At]. Asi pues, integramos la ecuacién (5.13)
en dicho intervalo, obteniendo:

n+1
05 | OF,  OF, , OF.
— — = 0. 14
//<¢ 8m+8y+82 Qw>dV dt =0 (5.14)

n \%4

El término de la derivada temporal lo aproximamos como se muestra a continuacion:

¢/ / (_dv) i = ¢/ (57— 57)dv. (5.15)

AV n

Es necesario conocer la forma de S como funciéon de z para poder aproximar la
integral del lado derecho, esto se puede llevar a cabo mediante funciones lineales o
de mayor orden, pero la saturacion en el centro del volumen de control representa un
promedio de todo el volumen, Sp, por lo tanto tenemos que:

) / / {—dv} = ¢(SET — SEAV. (5.16)

El resto de los términos de la ecuacién (5.14) se aproximan de forma parecida a
como se hizo para la ecuacién de presiéon, obteniendo,

n+1 n+1

/ / (V- F—Q,)dVdt = / (prP_(bEpE+prW+prN+bSpS+prF+beB+QP))dtv

n AV
(5.17)

donde los coeficientes b son similares a los coeficientes a de la ecuacién (5.6), sélo
que en esta ocasién usamos la movilidad del agua A, en sustitucién de la movilidad
total A, incluso el término ¢p es similar al mostrado en la ecuacién (5.9), exceptuando
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que en el dltimo término sélo tenemos el promedio de la fuente de agua Q..

En el algoritmo IMPES, la ecuacién discreta de la saturacion se resuelve de manera
explicita, aplicando el esquema 6 a la ecuacién (5.17) obtenemos lo siguiente:

n+1

[ [ 7 F v = (s Gy 035+ i i ) )
n AV
(5.18)
Sustituyendo (5.16) y (5.18) en (5.14) y reordenando términos obtenemos la relacién
explicita para la saturacion:

At
Sutl = gn_ <b§gp$ — (VP + by Py + by Py + 055+ VrpE+ by +q}3)> AV (5.19)

de modo que los coeficientes quedan expresados como:

o nOwrar
E-7 AzegAz
o nQwar
o AzgyoAz
o EnOu)nAt
Mo AyupAy
koo (A )2 At
no— [2Vw)s T8 2

% Ay,pAy (5:20)
B e
o AzppAz
o kss( M)y At
B AzypAz

B = B 4 Dl - b+ B+ B D (5.21)

At n o n dpc " n dpc " n dpc " n dpc "
aav = (bE[dSL”W[dSLMN[dSL”S{dS ﬁ
n dpc " n dpc " n
s, o 5], )

ndpcnn ndpcnn ndpcnn ndpcnn
<bE {ﬁ] S5+ by [ﬁ] S+ 1 {ﬁ] S5 + 1 [ﬁ] Su+

n S

n dpc " n n dpc " n QZ
[ sr o [ 2] ) + % a2
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5.3. Condiciones Iniciales y de Frontera

Las transmisibilidades 7, son iguales a la definidas para la ecuacién de presion.
Ecuaciones como la (5.19) se derivan para cada volumen de control de la malla, pero a
diferencia de la ecuacion de presion, aqui no es necesario resolver ningiin sistema lineal
ya que todos los términos del lado derecho son conocidos.

5.2.3. Algoritmo IMPES

Las ecuaciones (4.14) y (4.16) representan un problema no lineal y fuertemente
acoplado, de modo que es preciso establecer una estrategia de linealizacién. Bajo la
formulacién presentada aqui, se empleard el método IMPES (IMplicit Presure Explicit
Saturation) vease [14], el cual se describe en el algoritmo 1.

Algoritmo 1 IMPES

1: Definir condiciones iniciales y de frontera del problema S°, p°, Toz, At, Az, Ay, Az.

2: while t < T,,,, do

3:  calcular los coeficientes de la ecuacién de presiéon usando (5.8), (5.9) y (5.11).
Dichos coeficientes se calculan usando valores de la saturacién del paso anterior.

4:  Resolver la ecuacién de presién (5.6) de manera explicita usando un método
iterativo.

5. Calcular los coeficientes de la ecuacion de saturacion usando (5.21) y (5.22).

6:  Resolver la ecuacién de saturacién (5.19) de manera explicita.

7.t t+ At

8: end while

5.3. Condiciones Iniciales y de Frontera

Las ecuaciones de presion y transporte requieren, para su solucion, la especificacion
de condiciones de contorno asociadas a los limites del medio y de condiciones iniciales
que proporcionen informaciéon sobre los campos iniciales de presién y saturacion.
Imponiendo las condiciones adecuadas nos aseguramos de tener un problema bien
planteado con solucién unica. En el caso de estudio, se han impuesto condiciones tipo
Neumann de no flujo en las fronteras del dominio y las siguientes condiciones iniciales.

Presion Saturacién
Condiciones iniciales | p(ty) = le+ 07 Pa | S(tg) =0

Tabla 5.1: Condiciones iniciales para la presion y la saturacion.

El modelo tiene en cuenta las siguientes consideraciones:

= Se desprecian los efectos de la fuerza de gravedad.
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= No hay fuentes ni sumideros.
» Los fluidos son incompresibles e inmiscibles.

En este problema definimos la saturacion efectiva como:

S-S
Set=1—c—c 5.23
d 1- Srw - Sro ( )
y las permeabilidades relativas como:
Ky = gf ) kro = (1 - Sef)o. (524)

El exponente ¢ vale 1 en el caso lineal y 2 para el caso cuadratico. Las saturaciones
residuales del agua y del aceite son S,, y S,, respectivamente. Para evaluar los
coeficientes definidos en (5.8) determinamos el valor de A en las caras nb=e,w,n,s,f,b
del volumen de control. Hacemos uso de las relaciones (5.23) y (5.24), la movilidad
total (A) se define como la suma de las movilidades de cada fase:

A:>\w_’_/\07

o bien " L
A== 4+ -2 (5.25)
P Ho

sustituyendo el valor de las permeabilidades relativas en funcién de la saturacion
efectiva tenemos que:

g 1_Seo
f+( )7

\ —
fhu fo
Haciendo las respectivas sustituciones y reduciendo términos obtenemos:
1 S — Srw)’ 1—S8.,—9)°
A= << ) —I—( ) ) (5.26)
(1 - Srw - Sro>a jo2n Ho

Si suponemos conocidos los valores de S para el instante n, podemos calcular A
para el mismo instante de tiempo de la siguiente manera:

1 (St — Smw)® (1= Sy — ”b)”)
AT, = n + wh) ) 5.27
(A (1 = Srw — Sro)? ( i Lo (5:27)

Para calcular los coeficientes de la ecuacién (5.21) necesitamos el el valor de A,

en las caras del volumen de control, calculamos dicho valor con las relaciones (5.23) y
(5.24) como se muestra a continuacién:

krw gf 1 S — Srw 7
Np= o = Zef o - (222w ) 2
v Ho Hw Hw <1 - Srw - Sro) (5 8)

Asi pues, el valor de A\, en las caras del volumen de control, para un instante de
tiempo n, lo calculamos como:
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n 1 771l — S"‘”LU 7
(Aw)np = ,u_ (1_5—_5) . (5.29)

5.4. Calculo de la Saturacion en las Caras

En las ecuaciones (5.27) y (5.29) notamos la necesidad de calcular los valores de la
saturacion en las caras de los volimenes de control. El valor de la saturacion es conocido
en todos los centros de los volimenes, mismos que provienen de la solucién de la
ecuacién (4.16), de modo que requerimos de un esquema que interpole adecuadamente
dicho valor a las caras. Se presenta el esquema Upwind para tales fines.

» Upwind.- Se comparan los valores de presién en los puntos vecinos a la cara del
volumen de control donde se desea evaluar la saturacion S™ tomandose el valor
de la saturacion del punto donde la presion es mayor.

if (pp < pj) then

Pp =P
gn _ gn p=Fg)
e — ME W P E EE
else -] o — —e—
Sr =53 " =
e P » P =P,
end if

Esta es una aproximacion lineal donde se asumen conocidos los valores de presion
para el instante n. Produce dispersion numérica, aunque se trata de un esquema estable,
por lo que es recomendable usar un numero considerablemente grande de volimenes
de control.

5.5. Calculo del Transporte a lo largo de las Lineas
de Corriente

Hemos visto que el principio basico de simulaciéon mediante lineas de corriente es
descomponer las ecuaciones de transporte multidimensionales en una serie de ecua-
ciones 1D a lo largo de las lineas de corriente.

En secciones previas se revisé la formulacion numérica del célculo de las lineas de
corriente y el tiempo de vuelo. Tratemos ahora en este apartado, la solucién 1D de la
ecuaciéon de saturaciéon a lo largo de cada linea de corriente usando el tiempo de vuelo
como coordenada espacial dada en la ecuacion (4.38).
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5.5.1. Discretizacién de la Ecuacién de Saturacién 1D

Tomaremos la discretizacién 1D en volumen finito de la ecuacién (4.38):

95, oR
ot or

donde F,, se define cémo:
Aw

F,=—. .
. (5.30)

En términos de la ecuacién de balance tenemos que:

/—dT /—dT_o

1 2

—> Discretizacion de 1:
integrando todo en el intervalo [t,t + At];

/—dT dt =0,
n+1
/ / Sdrdt = / (S"H — S™)dr,

AT n AT
= (S0 - SMAT.

n+1

= Discretizacién de 2

n+1 e n+1

/ / O gtdr = / [(Fu)e — (Fu)uw] dt,

Reacomodando términos:

Syt =8y = [(Fu)? — (Fu)u) %- (5.31)

Finalmente, empleando la relacién (5.30) obtenemos la ecuacién discreta de la
saturacion sobre las lineas de corriente:

Ao\ Ao\ At

En el capitulo siguiente abordaremos la codificacion para la soluciéon computacional
de la ecuacién anterior y, en general, de las ecuaciones discretas de presion y saturacion.
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Capitulo 6

Modelo Computacional y
Resultados Numéricos

Los modelos matemaéticos y numéricos abordados en capitulos anteriores necesitan
ser resueltos a través de la codificacién de un conjunto de algoritmos especializados a
fin de obtener una solucién numérica del problema que sea precisa, estable y eficiente.
En el presente trabajo se utilizard el sofware TUNAM (Templates Units for Numerical
Applications and Modeling), ver [18], el cual contiene algoritmos para el MVF y que
fue adaptado para dar solucién al Método de Lineas de Corriente.

6.1. Software TUNAM

TUNAM es un software desarrollado en un principio para resolver problemas de
conveccion natural en dominios rectangulares mediante el método de volumen finito.
En su construccion se hizo uso de los paradigmas de programacion orientada a objetos
(POO) y programacién genérica, de modo que es posible utilizar las herramientas de
TUNAM para resolver problemas de otras areas de estudio. Sus componentes estan
hechas en el lenguaje de programacién C++ haciendo uso intensivo de templates
que proveen una herramienta efectiva para desarrollar programas genéricos. Hace uso
también de la biblioteca Blitz++4, para el manejo de arreglos multidimensionales, véase
[11]. En TUNAM se hace uso de las siguientes definiciones:

Definicién 1 Una generalizacion (Generalization) propone la existencia de un
conjunto de elementos con caracteristicas comunes, por ejemplo sus atributos y
0peraciones.
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Definicién 2 Una especializacion (Specialization) se trata de un caso particular de
una entidad general que adiciona y/o redefine caracteristicas tales como atributos y
operaciones especiales.

Definicién 3 Un adaptador (Adaptor) es una implementacion particular de un
mismo concepto o algoritmo.

Tales definiciones pueden ser empleadas en el uso de templates, pues permiten
implementaciones alternativas de un mismo concepto a fin de generar codigo
optimizado. En la figura 6.1 se muestra un esquema general de TUNAM. Teniendo
en cuenta, los modelos conceptuales, fisicos, mateméaticos y numéricos mostrados en
los capitulos anteriores, es posible identificar:

= Generalizaciones :
GeneralMesh<> : Representa cualquier tipo de malla, por ejemplo la figura 5.1.
GeneralEquation<> : Representa la ecuacion general discretizada, por ejemplo
ecuacién (5.6), junto con sus respectivos coeficientes.
GeneralMatrix<> : Representa una matriz en general.

= Especializaciones :
StructuredMesh<> : Representa mallas estructuradas como que se muestra en
la figura 5.1.
TwoPhaseEquation<> : Son ecuaciones diferenciales particulares para flujo
bifasico.
SparseMatrix<> : Representa matrices ralas o dispersas, [41, 46].

= Adaptadores :
Uniform, NonUniform<> : Definen mallas uniformes y no uniformes en dominios
rectangulares.
CDS, Upwind, Quick<> : Definen los esquemas numéricos apropiados que se
emplearan en el calculos de los coeficientes de volumen finito.
Diagonal<> : Define matrices ralas en formato diagonal.
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(b)

Figura 6.1: (a) Arquitectura general de TUNAM. (b) Los paquetes FVM y Geom
se muestran de manera esquematica: las letras G, S y A, a la derecha de la figura,
significan Generalization, Specialization y Adaptor, respectivamente.

Se ha desarrollado un médulo nuevo para la simulaciéon mediante lineas de corriente.
Los objetos en TUNAM que interactian con el fin de resolver un problema se
definen y crean de la siguiente menara:

Specialization <Adaptor<prec_t , dim>> object (argl, ..., argN);

El compilador de C++ analiza la declaracion y genera el cédigo de acuerdo
con la implementacion de la especializacion y el adaptador correspondientes. Donde
object es un objeto perteneciente a la clase Specialization<Adaptor<prec, dim>>
y ademés argl, ..., argNson empleados en la construccion de object. El parametro
prec_t define la precision de los resultados, es decir float, double o long double, el
parametro dim define la dimensién del problema.

6.2. Implementacién

6.2.1. Calibracién 1D con el modelo de Buckley- Leverett

Las primeras pruebas para calibrar el método de lineas de corriente se haran sobre
un modelo 1D de Buckley- Leverett, el cual describe el desplazamiento de aceite por
agua en un dominio horizontal como el que se muestra en la figura 6.2. Se han
contemplado las siguientes suposiciones:
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Se desprecian los efectos de la presién capilar.

Se considera despreciable la accién de la fuerza de gravedad.

No hay fuentes ni sumideros.

Los fluidos son incompresibles e inmiscibles.

= El medio poroso es homogéneo.

o 2
—

o |
i |

A B

Figura 6.2: Medio homogéneo de 300 m de longitud, en un principio saturado de aceite.

En este caso, se contempla la inyeccion de agua a una razon de flujo constante en el
extremo izquierdo del dominio, el agua desplazara al aceite al extremo derecho donde
la presién se mantiene constante. Con las suposiciones anteriores, las ecuaciones (4.14)
y (4.16)se transforman en

—V - (kAVp) =0, (6.1)

oS
65 = V- (ENV) = 0, (62

parap, =py S, = 9.

A continuacién se muestran los modelos discretos 1D de Buckley-Leverett, (6.3) y
lineas de corriente, (6.4) para el cdlculo de la saturacién, ambas discretizaciones son en
volumen finito.

w

Ax T Ax Az
Ao\ Ao\ ulAt

n+l n o

R KA) (A)J NG (64)

Con las siguientes condiciones de frontera:

Sil = S”—[ ki _{k‘“w]" k[Aw]:z} Pn} At

k[Aw]e
e Pn w pn p
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Presion Saturacién
Condiciones iniciales p(ty) = le + 07 Pa S(ty) =0
Condiciones de frontera (g7")4 = 34722¢ = 07 m/s (Seut) 0
B =

(p°*)p = le + 07 Pa

Tabla 6.1: Condiciones iniciales y de frontera para la presién y la saturacién.

Las condiciones de frontera para la saturacién son de tipo Dirichlet, mientras que

para la presion, tenemos condiciones tipo Dirichlet a la salida y una condicién tipo
Neumann a la entrada dada en términos de la velocidad de inyeccion.
En este ejemplo se ha puesto una linea de corriente que parte del extremo izquierdo,
donde inicia la inyeccion, y termina en el extremo derecho, coincidente en sus puntos
con los centros de los volumenes de control, lo que nos permite hacer una comparacion
puntual entre ambos métodos. La figura 6.3 muestra una comparacién de la solucién
para la ecuacion de saturaciéon 1D con MVF en verde y SLS en rojo. Notese que
la solucién es muy similar, por lo que ambos métodos resuelven adecuadamente la
ecuacion de transporte.

Figura 6.3: Saturaciéon obtenida mediante lineas de corriente en rojo y con volumen
finito en verde.

Una manera de cuantificar el error de la aproximacion de ambas soluciones es
obteniendo el error cuadréatico medio, el cual lo denotamos como:

N 2
\/Zl (S} f)_Si(l)>

N bl

(6.5)
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el valor obtenido para las curvas de la figura anterior es de 387.59¢ — 6, lo que refleja
que la solucion a la ecuacion de transporte mediante lineas de corriente es una buena
aproximacién en una simulacién de este tipo.

6.2.2. Estudio de Caso

En esta seccién se resuelven numéricamente las ecuaciones (5.6) y (5.19) que
corresponden a la discretizacion en volimenes finitos de las ecuaciones (4.14) y (4.16)
respectivamente. En esta seccién se analiza un problema conocido como Five Spots
Pattern, la geometria del dominio de muestra en la figura 6.4. Se tienen cuatro pozos
productores en las esquinas por uno inyector en el centro del dominio. En las fronteras
del dominio de estudio se impone una condicién de no flujo. Los datos del problema se
muestran en la tabla 6.2. Se contempla un dominio en tres dimensiones inicialmente
saturado de aceite y un flujo bisafico.

Figura 6.4: Geometria del dominio del caso de cinco pozos.

Parametros Valores | Unidades en SI
dimension z 182.76 [m]
dimension y 182.76 [m]
dimension z 9.14 [m]
Razén de inyeccién de agua (Q,) | 3.86e-04 [m?3/s]
Permeabilidad absoluta (k) 0.9869¢-15 [m?]
Porosidad (¢) 0.2 -
Viscosidad del agua (p.,) 1.0e-03 [Pa - s]
Viscosidad del aceite () 1.0e-03 [Pa - 5]
Saturacién residual del agua (Sry,) 0 -
Saturacion residual del aceite (ST,) 0.2 -

Tabla 6.2: Datos para el caso de estudio.
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6.2.3. Caso homogéneo (MVF)

Para este caso se requiere de una especializacion particular de la ecuacién

general que tome en cuenta el medio poroso y las dos faces del fluido. La clase
TwoPhaseEquation hereda de GeneralEquation todos los atributos y operaciones para
describir un flujo en dos fases.
Para calcular los coeficientes de la discretizacién se requieren de varias definiciones
particulares, tanto para la ecuacion de presion como para la de saturacion. El calculo
de la saturacion en las caras de los volimenes de control se aproximé mediante el
esquema Upwind. El cédigo a continuacién es un fragmento de la implementaciéon del
problema en dos fases. Se definen los arreglos donde se almacenaran la solucién e
informacion durante la simulaciéon. Dichos arreglos son de Blitz++, por lo que TUNA
define una interfaz a estos arreglos.

typedef TunaArray<double,3 >::huge ScalarField3D;

lo anterior define el tipo ScalarField3D como una clase para construir arreglos
tridimensionales de doble precision. Enseguida, se define la malla para el problema, se
hace como se muestra a continuacion:

StructuredMesh<Uniform<double, 3> > mesh(length_x, num_nodes_x,
length_y , num_nodes.y,
length_z , num_nodes.z);

double dx = mesh. getDelta (X);
double dy = mesh. getDelta(Y);
double dz = mesh.getDelta(Z);
mesh . print () ;

El c6digo anterior define una malla estructurada 3D, uniforme y de precisién doble.
El objeto mesh es construido a partir de los argumentos de entrada length x, length y,
length_z los cuales representan las longitudes del dominio en las direcciones z, y y z,
los pardmetros num nodes_x, num nodes_y y num nodes_z el nimero de nodos en cada
direccién. Los datos son definidos por el usuario. El objeto mesh nos puede proporcionar
informacion de la malla. En las lineas 5, 6 y 7 obtenemos el tamano de la malla en
las direcciones x, y y z. Dicho objeto también realiza acciones como la impresion a
salida estandar en la linea 8. Es posible obtener informacion de la malla en términos
de los nodos y de los volimenes de control, resulta de utilidad para crear arreglos que
almacenaran la solucién del problema y otros que sean definidos sobre la malla. La
siguiente fraccion del cédigo implementa estas caracteristicas y define las condiciones
iniciales:

ScalarField3D p
ScalarField3D Sw
ScalarField3D p_-n
ScalarField3D Sw_n
ScalarField3D ul
ScalarField3D u2
ScalarField3D u3

mesh . getExtentVolumes ()
mesh . getExtentVolumes ()
mesh . getExtentNodes ()

mesh . getExtentNodes ()

mesh . getExtentVolumes ()
mesh . getExtentVolumes ()
mesh . getExtentVolumes ()

NN N NS S
— e

Sw = 0; // Initial condition
p = pres_out; // Initial condition
Range all = Range::all();

NumUtils:: interpolateToNodes (p-n, p);
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20 | InOut :: writeToFile_-DX (p-n, 0, ”./DataFS3D/pres.”, dx, dy, dz);
21 | NumUtils :: interpolateToNodes (Sw.n, Sw);
22 | InOut :: writeToFile_-DX (Swn, 0, ”./DataFS3D/satu.”, dx, dy, dz);

23
24

25

26
27
28
29
30

32
33
34
35
36

38

En las lineas 9 y 11 se generan arreglos p y p_.n para la presiéon en términos de
la extension de los voliumenes y los nodos respectivamente, para las lineas 10 y 12
los arreglos Sw y Sw.n almacenaran la informacién concerniente a la saturacién en
términos de los volimenes para el primero y en términos de los nodos para el segundo.
Luego, las lineas 13 a 15 definen el campo de velocidad del dominio almacenando la
informacion para cada direccién x, y y z. Por otra parte, las lineas 16 y 17 observamos
las condiciones iniciales para la saturacion y de la presion. La linea 18 utiliza una
herramienta de BLITZ++ para definir un rango de un arreglo. Las lineas 20 y 22
representan la salida a un archivo con formato OpenDX, ver [35], para su posterior
visualizacién, ambas corresponden de la interpolacién a los nodos de la malla para la
presion y la saturacién que se hace en las lineas 19 y 21 respectivamente. A fin de
definir el sistema lineal que contendra los coeficientes de la discretizacion producto del
MVF del sistema de ecuaciones diferenciales hacemos lo siguiente:

SparseMatrix< Diagonal<double, 3> > A(num-_nodes_x, num-nodes_y, num-_nodes_z);
ScalarField3D b(num_nodes_x, num_nodes_y , num_nodes_z);

La dicretizacion en MVF produce una matriz dispersa, en el caso tridimensional
contiene entradas distintas de cero que caen en 7 diagonales como lo muestra la figura
5.2. La clase SparceMatrix es una especializaciéon de GeneralMatrix, mientras que
Diagonal es un adaptador que hace de esta especializaciéon una implementacién éptima
para las matrices requeridas por el MVF. En la linea 23 se define un arreglo que
almacenara la matriz diagonal de 7 bandas, la linea 24 define el vector del lado derecho
del sistema lineal, el cual esta mapeado a cada punto de la malla. Ya definidos los
objetos p, A, b y mesh construimos las ecuaciones a resolver, comencemos por describir
la ecuacién de presién:

TwoPhaseEquation< FSIPl<double, 3> > pressure(p, A, b, mesh.getDeltas());

donde TwoPhaseEquation es una especializacion de GeneralEquation y FSIP1 es
un adaptador para calcular los coeficientes de MVF de la ecuacién (5.6). El objeto
pressure representa la ecuacién discreta (5.6) y es posible enviarle mensajes para que
ejecute acciones para definir caracteristicas del problema, tales como las condiciones
de frontera, como se muestra a continuacién:

pressure.setDeltaTime (dt);
pressure.setPermeability (permeability);
pressure.setPorosity (porosity);
pressure.setSrw (Srw) ;
pressure.setSro(Sro);
pressure.setViscosity_w (muw);
pressure.setViscosity_o(mu-o);
pressure.setInjection (injection);
pressure.setNeumann (LEFT_WALL) ;
pressure.setNeumann (RIGHT-WALL) ;
pressure.setNeumann (TOP.WALL);
pressure.setNeumann (BOTTOMWALL) ;
pressure .setNeumann (FRONT_-WALL) ;
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pressure .setNeumann (BACKWALL) ;
pressure.setSaturation (Sw);
pressure.print ();

en la linea 26 se define el paso de tiempo dt que se empleara en la solucion de la
evolucién temporal del problema. Las siguientes lineas de cédigo (27-33) establecen
los valores de permeabilidad, porosidad, saturacién residual del agua, del aceite, la
viscosidad del agua, la del aceite y la tasa de inyeccién de agua. Es importante
mencionar que los valores de permeabilidad y porosidad para este caso son homogéneas
en el dominio de estudio. Las lineas 34-40 establecen las condiciones de frontera,
tipo Neumann, para la presion. De manera similar, construimos ahora la ecuacién
de saturacién con sus respectivos parametros y condiciones de frontera:

TwoPhaseEquation< FSESl<double, 3> > saturation (Sw, A, b, mesh.getDeltas());
saturation.setDeltaTime (dt);

saturation.setPermeability (permeability);

saturation.setPorosity (porosity);

saturation.setSrw (Srw);

saturation.setSro(Sro);

saturation.setInjection (injection);

saturation.setViscosity_w (muw);

saturation.setViscosity_o(mu.o);

saturation .setNeumann (LEFT_-WALL) ;
saturation .setNeumann (RIGHT-WALL) ;
saturation.setNeumann (TOP.-WALL);
saturation .setNeumann (BOTTOM-WALL) ;
saturation.setNeumann (FRONT_-WALL) ;
saturation .setNeumann (BACKWALL);
saturation.setPressure(p);

saturation . print ();

Ahora, con el problema bien planteado resolvemos con:

while (t <= Tmax) {
pressure.calcCoefficients ();
Solver : : TDMA3D( pressure , tolerance,
pressure .update () ;
saturation.calcCoefficients () ;
Solver :: solExplicit3D (saturation);
saturation .update();
t += dt;
}

tdma_iter, 1.0);

Las lineas 59-67 implementan el algoritmo IMPES. En el ciclo del cédigo anterior,
se hacen iteraciones desde t=0 hasta Tmax con incrementos de paso de tiempo
dt. La funcién calcCoefficients llena la matriz A y el vector b, mientras que
Solver: :TDMA3D es una funcién que implementa el algoritmo descrito en el apéndice
B para resolver sistemas lineales. En la linea 62 se actualiza la presiéon. De manera
analoga, se calculan los coeficientes de la ecuacion discreta de la saturacion en la
linea 63 y se actualiza el valor de la saturacién en la linea 65. Notese que la presion
se resuelve de manera implicita (linea 61) mientras que la saturacién es resuelta de
manera explicita mediante la funcién Solver: :solExplicit3D (linea 64). La figura
6.5 muestra un cuarto del dominio de estudio y la evolucién del frente de saturacion

del agua. La simulacion se llevé a cabo para un tiempo de 1000 dias con incrementos
de 1 hora.
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Figura 6.5: Evolucién del frente de saturacion para un medio homogéneo.
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En la figura anterior, observamos el frente de saturacién para distintos dias de
la simulacién. Este evoluciona de manera geométrica, pues el medio es homogéneo e
isotropo, es decir, tiene las mismas caracteristicas de porosidad y permeabilidad en
todas las direcciones.

6.2.4. Caso no-homogéneo (MVF)

En esta seccién abordaremos la implementacion del caso heterogéneo, es decir, con

permeabilidad variable en el dominio de estudio, figura 6.6. Se han introducido val-
oreas aleatorios en las 3 direcciones; x, y y z, asi como un cuerpo de baja permeabilidad
al centro del dominio.
La forma de solucionar este problema es igual que el anterior, s6lo hay que modificar
la manera en la que se calculan los coeficientes de la presién y la saturacion para el
caso 3D y teniendo en cuenta que leeremos un valor aleatorio de permeabilidad en cada
nodo de la malla.

Figura 6.6: Valores de permeabilidad en el dominio de estudio, de izquierda a derecha:
permeabilidad en direccion z, y y z.

Primero hay que modificar la especializacién TwoPhaseEquation agregando los
nuevos campos escalares para las tres direcciones distintas como se muestra a
continuacion:

inline void setPermeabilityV_11(ScalarField & p) {perme_l1.reference(p);

)

}
inline void setPermeabilityV_22(ScalarField & p) {perme_22.reference(p);}
}

)

inline void setPermeabilityV_33(ScalarField & p) {perme_33.reference(p);

)

y agregando dichos campos en los atributos publicos

public:
ScalarField perme_11;
ScalarField perme_22;
ScalarField perme_33;

Modificamos ahora los adaptadores donde se calculan los coeficientes de la presion
y la saturacién. Para la presién modificamos a FSIP1 en la seccién donde se calculan
los coeficientes 3D como lo muestra el siguiente extracto del cédigo:
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mult_o_11 = perme_11(i, j, ki) / ( (1 — Srw — Sro) * mu.o );
mult_o_22 = perme_22(i, j, ki) / ( (1 — Srw — Sro) * mu.o );
mult_0_.33 = perme_33(i, j, ki) / ( (1 — Srw — Sro) * mu.o );
mult_-w_11 = perme_11(i, j, ki) / ( (1 — Srw — Sro) * muw );
mult_-w_22 = perme_22(i, j, ki) / ( (1 — Srw — Sro) * muw );
mult_-w_33 = perme_33(i, j, ki) / ( (1 — Srw — Sro) * muw );
aBE (i, j, ki) = ( (1 — Sro — Sw_e) * mult_-o_11 4+ (Sw_e — Srw) * mult_w_11 ) * dydz_-dx;
aW (i, j, ki) = ( (1 — Sro — Sw.w) * mult_.o.11 + (Sw.w — Srw) * mult-w_11 ) * dydz_dx;
aN (i, j, ki) = ( (1 — Sro — Swn) * mult_0.22 + (Sw.n — Srw) * mult_-w_22 ) * dxdz_dy;
aS (i, j, ki) = ( (1 — Sro — Sw_s) % mult-0-22 + (Sw_s — Srw) * mult-w_22 ) x dxdz_dy;
aF (i, j, ki) = ( (1 — Sro — Sw_f) % mult_o_33 + (Sw_f — Srw) * mult-w_33 ) * dxdy_dz;
aB (i, j, ki) = ( (1 — Sro — Sw.b) * mult_0-33 + (Sw.b — Srw) * mult-w_-33 ) * dxdy-dz;
aP (i, j, ki) =aE (i, j, ki) +aW (i, j, ki) +

aN (17 j7 k1)+as (17 j7 k1)+

aF (i, j, ki) + aB (i, j, ki);

Para el calculo de los coeficientes de la ecuacion de saturacion modificamos el
adaptador FSES1, al igual que en el cédigo anterior, dichas modificaciones se realizan
en el apartado 3D como se muestra a continuacién:

multx = perme_11(i, j, ki) % dt / ( porosity * dx % dx * (1 — Srw — Sro) * muw );
multy = perme_22(i, j, ki) % dt / ( porosity * dy * dy * (1 — Srw — Sro) * muw );
multz = perme_33(i, j, ki) % dt / ( porosity % dz = dz * (1 — Srw — Sro) * muw );
aE (i, j, ki) = (Sw-e — Srw) * multx;
aW (i, j, ki) = (Sw.w — Srw) = multx;
aN (i, j, ki) = (Sw-n — Srw) * multy;
aS (i, j, ki) = (Sw.s — Srw) * multy;
aF (i, j, ki) = (Sw.f — Srw) * multz;
aB (i, j, ki) = (Sw.b — Srw) * multz;
aP (i, j, ki) = aBE (i, j, ki) +aW (i, j, ki) +
aN (i, j, ki) +aS (i, j, ki) +
aF (i, j, ki) + aB (i, j, ki);

Concluidas las adaptaciones al codigo para llevar a cabo el calculo de los coeficientes
3D de las ecuaciones de presiéon y saturacién, implementamos el calculo de la
permeabilidad variable en el dominio de estudio como se muestra en la siguiente fraccién
de cédigo:

ScalarField3D k_11( mesh.getExtentNodes() ); // wvalores de permeabilidad
ScalarField3D k_-22( mesh.getExtentNodes() ); // wvalores de permeabilidad
ScalarField3D k_33( mesh.getExtentNodes () ); // valores de permeabilidad

double xmin = num_nodes_x / 3;
double xmax = 2 * num-nodes_x / 3;
double ymin = num_nodes_.y / 3;
double ymax = 2% num-_nodes.y / 3;
double zmin = 0;
double zmax = num_nodes_z;
for (int i = 0; i < num-nodes_x; i++ ){
for (int j = 0; j < num-_nodes_y; j++){
for (int k = 0; k < num_nodes_z; k++){
if (i < num_nodes_x / 2) { srand(ix*2); }
else srand(ix*2);
k_11(i,j,k) = permeability % rand();
if ( i >= num_nodes_x / 2) { srand(j=3); }
else srand (j=*3);
k_11(i,j,k) = permeability % rand();
if ( j < num_nodes_y / 2) { srand(i+3); }

else srand (i+3);
k-22(i,j,k) = permeability % rand();
if ( j >= num_nodes_y / 2) { srand(j=2); }
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else srand(j=*2);
k_22(i,j,k) = permeability * rand();
srand (k*2) ;
k_33(i,j,k) = permeability % rand();
if (i > xmin && i < xmax && j > ymin && j < ymax && k > zmin && k < zmax) {
k_11(i, j, k) *= 0.12457;
k22(i, j, k) #= 0.1;
k_33(i, j, k) = 0.1;
}
}
}
}

La permeabilidad es un campo que se ha guardado de manera independiente para

cada direccion, pues el tensor de permeabilidad presenta cambios en las 3 direcciones
principales, por ello, en las lineas 1 a 3 definimos campos 3D que almacenen los valores
de permeabilidad por nodo para cada componente. Las variables declaradas en las
lineas 4-9 nos serviran en la construccién del cuerpo andmalo, figura 6.6. El loop
que inicia en la linea 10 y concluye en la 34, barre las dimensiones del dominio de
estudio, mientras que los condicionales de las lineas 13, 16, 19, 22 y 27 establecen las
condiciones necesarias para la construcciéon de dicho cuerpo y su permeabilidad interna
(lineas 27-30) y la permeabilidad aleatoria del resto del dominio.
Una vez que la permeabilidad ya es variable y los coeficientes tienen en cuenta éstos
valores, se incorpora en el cédigo el llamado a los valores de permeabilidad, lineas 51-
53 para la presion y 73-75 para la saturacion y resolvemos como se hizo en el caso
homogéneo, los resultados se muestran en la figura 6.7.

SparseMatrix< Diagonal<double, 3> > A(num-_nodes_x, num-nodes_y, num-_nodes_z);
ScalarField3D b(num_nodes_x, num_nodes_y , num_nodes_z);
TwoPhaseEquation< FSIPl<double, 3> > pressure(p, A, b, mesh.getDeltas());
pressure.setDeltaTime (dt);

pressure.setPermeability (permeability);

pressure.setPorosity (porosity);

pressure.setSrw (Srw) ;

pressure.setSro(Sro);

pressure.setViscosity_-w (muw);

pressure.setViscosity_o(mu-o);

pressure.setInjection (injection);

pressure .setNeumann (LEFT_WALL) ;
pressure .setNeumann (RIGHT-WALL) ;
pressure.setNeumann (TOP.WALL);
pressure.setNeumann (BOTTOMWALL) ;
pressure.setNeumann (FRONT_-WALL) ;
pressure.setNeumann (BACKWALL) ;
pressure.setSaturation (Sw);
pressure.setPorosityV (phi);
pressure.setPermeabilityV_11(k_11);
pressure.setPermeabilityV_22(k_22);
pressure.setPermeabilityV_33(k-33);
pressure.print () ;
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TwoPhaseEquation< FSESl<double, 3> > saturation (Sw, A, b, mesh.getDeltas());
saturation.setDeltaTime (dt);

saturation.setPermeability (permeability);

saturation.setPorosity (porosity);

saturation.setSrw (Srw);

saturation.setSro(Sro);

saturation.setInjection (injection);

saturation.setViscosity_-w (mu-w) ;

saturation.setViscosity_o(mu.o);

saturation .setNeumann (LEFT-WALL) ;
saturation.setNeumann (RIGHT-WALL) ;
saturation.setNeumann (TOP.-WALL);
saturation .setNeumann (BOTTOM-WALL) ;
saturation.setNeumann (FRONT_-WALL) ;
saturation .setNeumann (BACKWALL);

saturation.setPressure(p);
saturation.setPorosityV (phi);
saturation.setPermeabilityV_11(k-11);
saturation.setPermeabilityV_22(k.22);
saturation.setPermeabilityV_33(k-33);
saturation.print ();

A continuacién se muestran imagenes a distintos tiempos de la simulacién.

Time = 11 days

Water Saturation

Figura 6.7: Evolucion del frente de saturacién para un medio de permeabilidad variable.

La imagen anterior nos muestra un frente de saturacion, que a diferencia del caso
anterior, ya no evoluciona de manera geométrica, esto es por la heterogeneidad del
medio al introducir una permeabilidad aleatoria en el dominio de estudio. Dado que
el agua encuentra mas dificil su recorrido por el domino, observamos que los dias de
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6.2. Implementacion

simulacion son maés, del orden de 4800 dias, a diferencia de los mil del caso anterior,
para llegar al pozo extractor. Notese que el cuerpo de baja permeabilidad impacta
directamente sobre el frente de saturacion, el agua se ve obligada a rodear el cuerpo y
muy poca penetra en él.

6.2.5. Lineas de Corriente caso no-homogéneo

En la simulacién con lineas de corriente es importante calcular el campo de velocidad
en todo el dominio, pues las lineas de corriente son tangentes en cada punto al campo
local. En este apartado se resolvera el problema con los datos de la tabla 6.2 para un
medio no-homogéneo. A continuacién la implementacion en TUNAM.

typedef TunaArray<double,3 >::huge ScalarField3D;
typedef TunaArray<double,1l >::huge ScalarFieldl1D;

A diferencia de la codificacién para volumen finito, en la simulacién con lineas de
corriente, ademas de declarar un arreglo 3D es necesario definir uno unidimensional,
(linea 2), pues recordemos que la saturacién se resolverd sobre cada linea de corriente.
Como en los casos anteriores, creamos una malla numérica de la siguiente manera:

StructuredMesh<Uniform<double, 3> > mesh(length_x, num_nodes_x,
length_y , num_nodes.y,
length_z , num_nodes.z);

mesh. print () ;

La malla sigue siendo del mismo ntimero de nodos, el dominio tiene 80 nodos en
las direcciones x y y y 4 en la direccién z.

ScalarField3D p ( mesh.getExtentVolumes () );
ScalarField3D p_n( mesh.getExtentNodes () )
ScalarField3D ul(num-nodes_x, num_vols_y , num_vols_z);
ScalarField3D u2(num_vols_x, num_nodes_.y, num_vols_z);
ScalarField3D u3(num_vols_x, num_vols_y, num_nodes_z);
ScalarField3D ul_n( mesh.getExtentNodes() )
ScalarField3D u2_n( mesh.getExtentNodes() );
ScalarField3D u3_n( mesh.getExtentNodes () )

En las lineas 13-20 vemos la declaracion de los campos escalares que almacenaran
la informacién concernientes tanto a la presion como a la velocidad. Hay que hacer una
distincion especial para el campo de la velocidad, ya que los campos con nomenclatura
ul, u2 y u3 son atribuidos a cada centro de volumen de control de la malla, de modo
que hay que interpolar a los nodos y para eso reservamos un espacio en memoria con
los nombres ul n, u2.n y u3_n.

// Inicializamos campos para el calculo sobre las lineas de corriente
ScalarField1D SwSLS[NlinesSLS];

En la linea 22 declaramos el campo unidimensional que almacenard la solucion de
la ecuacion de saturacion sobre las lineas de corriente. En la seccién anterior, se hizo el
calculo variable de la permeabilidad, asi que incorporamos esos valores en el calculo de
la velocidad (lineas 24-67) como se muestra en el siguiente fragmento de c6digo, una
visualizacién del calculo se observa en la figura 6.8.
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24 | // Calculo de la wvelocidad

25

26 | double Sef = (Sw(i, j, kk)—Srw)/(1—Srw—Sro);

27 | double krw = Sef;

28 | double kro = 1-—Sef;

29 | double lam_T = (krw/muw) + (kro/mu-o);

30 | double lam_w = krw / muw;

31

32 |for(int 1 = bi; i <= ei; ++i){

33 for(int j = bj; j <= ej; ++i){

34 for (int k = bk; k <— ek; ++k){

35 Sef = (Sw(i, j, kk)—Srw)/(1—Srw—Sro);
36 krw = Sef;

37 kro = 1-Sef;

38 lam_-T = (krw/muw) + (kro/mu.o);

39 lam_w = krw / mu.w;

40 ul(i,j,k) = —k-11(i, j ,k) * lam.T % ((p(i+1,j,k)
41 }

42 }

43 | }

44 | for (int 1 = bi; i <= ei; ++i){

45 for (int j = bj; j <= ej; ++i){

46 for (int k = bk; k <— ek; ++k){

47 Sef = (Sw(i, j, kk)—Srw)/(1—Srw—Sro);
48 krw = Sef;

49 kro = 1-Sef;

50 lam_-T = (krw/muw) + (kro/mu-o);

51 lam-w = krw / mu.w;

52 w2(i,j.k) = —k-22(i, j ,k) * lam.T = ((p(i,j+1.k)
53 }

54 }

55 | }

56 | for (int 1 = bi; i <= ei; ++i){

57 for(int j = bj; j <= ej; ++j){

58 for (int k = bk; k = ek: ++k){

59 Sef = (Sw(l, j, kk)—Srw)/(1—Srw—Sro);
60 krw = Sef;

61 kro = 1—Sef;

62 lam_T = (krw/muw) + (kro/mu.o);

63 lam_w = krw / mu.w;

64 w3 (i,j,k) = —k-33(i, j k) * lam.T x ((p(i,j, kt1)—
65 }

66 }

67 | }

—p(i-1

—p (i

p(i

k) /(2xdx));

JJ=1k)) /(2xdy));

Jok=1)) /(2xdz));

La velocidad se calcula en tres secciones de bucles, uno para cada componente de
la velocidad, ul, u2 y u3 para las direcciones x, y y z respectivamente. Dichos valores
se encuentran en los volimenes de control, pero habran de ser interpolados a los nodos
de la malla para fines de visualizacion, a continuacion las lineas de cédigo que llevan a

cabo dicha interpolacion.

68 | NumUtils :: interpolateToNodesUs(ul-n, ul);
69 | NumUtils:: interpolateToNodesVs(u2.n, u2);
70 | NumUtils : : interpolateToNodesWs (u3_.n, u3);
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Figura 6.8: Campo de velocidad para el dominio con permeabilidad variable.

La imagen anterior muestra el resultado del célculo de la velocidad con la
permeabilidad variable. Al centro del dominio observamos una zona de baja velocidad
que corresponde al cuerpo insertado de baja permeabilidad, dado que la velocidad de
Darcy depende de la permeabilidad, ésta se ve reflejada en los valores que adquiere
sobre el flujo de los fluidos al centro del dominio, donde esperamos poca penetracion
del frente de agua pues la velocidad es practicamente cero. Finalmente impactara en el
célculo de la saturacién sobre las lineas de corriente, ver [29]; dicho célculo corresponde
a la siguiente codificacion:

double Sef_sl, krw_sl, kro_sl, lam_T_sl, lam_w_sl ;
double Sef_s2, krw_s2, kro_s2, lam_-T_s2, lam_w_s2 ;
for(int i = 0; i < NlinesSLS; i++) {
for(int j = 1; j < NpointsSLS—1; j++) {

Sef_s1 = (SwSLS[i](j)—Srw)/(1—Srw—Sro);

krw_sl = Sef_sl;

kro_sl = (1—Sef_sl);

lam_T_s1 = (krw_sl/muw) 4+ (kro_.sl/mu.o);

lam_w_sl = krw_sl / mu.w;

Sef_s2 (SwSLS[i](j—1)-Srw)/(1—Srw—Sro);
krw_s2 = Sef_s2;

kro_.s2 = (1—Sef_s2);

lam_T_s2 = (krw_s2/muw) + (kro-s2/mu.o);
lam_w_s2 = krw_s2 / muw;

Dtao = calcDtao(ul.-n,u2.n,u3.n, xsls, ysls, zsls, porosity, dx, dy, dz, i, j);
SwSLS[is](js) = SwSLS[is](js) — ((lam-w_sl/lam_T_s1) — (lam_-w_s2/lam_T_s2))
* (dt/Dtao);
if (SwSLS[is](js) < 1.0e—10) SwSLS[is](js) = 0.0;
if (SwSLS[is](js) > 0.8) SwSLS[is] = 0.8;
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En el listado de las lineas 71-93 observamos el calculo de la saturacion sobre las
lineas de corriente. En particular, la linea 87 hace un llamado a la funcién, calcDtao,
que es la encargada de calcular el tiempo de vuelo para cada linea de corriente, a
continuacién su implementacion:

double calcDtao (ScalarField3D& ul, ScalarField3D& u2,ScalarField3D& u3,
double x*xxsls, double xxysls, double x*xzsls ,double porosity ,
double dx, double dy, double dz, int i, int j)
{
double a = xsls[i][j] / dx;
double b = ysls[i][]j] / dy;
double ¢ = zsls[i][j] / dz;
int I = static_cast<int>(a);
int J static_cast<int >(b);
int K = static_cast<int>(c);
double alpha a — I;
double beta b — J;
double gamma c — K;
double UI, VI, WI;
Ul =( ( ul(I ,J K ) * (1 — alpha) +
ul(I+1,J K ) % alpha ) % (1 — beta) +
(ul(r ,J4+1,K ) * (1 — alpha) +
ul (I4+1,J+1,K ) % alpha ) % beta ) x (1 — gamma) +
( (ul(r ,J ,K+1) = (1 — alpha) +
ul (I+1,J ,K+1) % alpha ) %= (1 — beta) +
(ul(l ,J4+1,K+1) * (1 — alpha ) +
ul (I+1,J4+1,K+1) * alpha ) * beta ) * gamma;
VIi=( (u2(I ,J K ) *x (1 — alpha) +
u2(I+1,J K ) x alpha ) * (1 — beta) +
(u2(r ,J4+1,K ) % (1 — alpha) +
u2(I+1,J+1,K ) % alpha ) % beta ) x (1 — gamma) +
( (u2(r ,J ,K+1) x (1 — alpha) +
u2(I+1,J |K+1) * alpha ) * (1 — beta) +
(u2(I ,J+1,K+1) = (1 — alpha ) +
u2(I+1,J+1,K+1) * alpha ) % beta ) * gamma;
WI=( (u3(lI ,J K ) % (1 — alpha) +
u3(I+1,J K ) % alpha ) % (1 — beta) +
(uw3(I ,J+1K ) = (1 — alpha) +
u3(I+1,J+1,K ) % alpha ) % beta ) x (1 — gamma) +
( (w3(I ,J ,K+1) * (1 — alpha) +
u3(I+1,J ,K+1) % alpha ) %= (1 — beta) +
(u3(l ,J+1,K+1) * (1 — alpha ) +
u3(I+1,J+1,K+1) * alpha ) % beta ) * gamma;

double Dxi = sqrt ( (xsls[i][j] — xsls[i][j—1])*(xsls[i][j] — xsls[i][j—1]) +
(ysls [1][3] = ysls [i][j—1])*(ysls [i][J] = ysls[i][i—1]) +
(rols (1113] = sl [ 113 1) e Conls [1113] = asls [1113-10) )

double Dtao = ( Dxi % porosity ) / sqrt(UI«UI + VI«VI + WI«WI) ;

return Dtao;

}

Recibe como argumentos los campos escalares de velocidad para las componentes
x, Yy y 2, las coordenadas de las lineas, la porosidad y los deltas espaciales en cada
direccion. Se trata de una interpolacion trilineal del campo de velocidad local a la
posicion j de la linea i en cuestion. La velocidad interpolada de los nodos de la malla
a los puntos de cada linea de corriente se hace por componentes, de modo que UI, VI
y WI son los valores para la direcciéon z, y y z respectivamente. Esta funcién es para
calcular el tiempo de vuelo segun la ecuacién (4.33). Los resultados que se muestran
en la figura 6.9 son una comparacién cualitativa de los métodos MVF y SLS.

90




6.2. Implementacion

uratian

Water Sat

10 days

91



6. MoODELO COMPUTACIONAL Y RESULTADOS NUMERICOS

Figura 6.9: Comparacién de los métodos MVFE y SLS en los mismos dias de la
simulacién.

En principio podemos observar que ambos métodos son sensibles al cambio de
permeabilidad, en particular para el cuerpo anémalo al centro del dominio. La baja
velocidad de esta zona repercute en el frente de saturacién de los dos métodos,
identificando zonas de drenado pobre de hidrocarburos.
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Capitulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo se describieron los modelos matematicos a partir de la
formulacién axiomatica y los modelos computacionales para describir un flujo de dos
fases a través de un medio poroso.

Se realizaron adaptaciones al software TUNAM para realizar céalculos de velocidad
sobre medios de permeabilidad variable y resolver la ecuacion de saturacién sobre
lineas de corriente. Se llevaron a cabo simulaciones usando los métodos de volumen
finito y lineas de corriente a fin de comparar los resultados de cada uno. Contrastando
los métodos de MVF y SLS, observamos un comportamiento cualitativo similar para
los pasos de tiempo inferiores a los 2000 dias de simulacién. Aunque ambos métodos
son sensibles al cambio en la permeabilidad del cuerpo al centro del dominio con bajos
valores de esta propiedad, observamos que el frente de saturacion de agua en las lineas
de corriente evoluciona de manera distinta al método MVF, una posible causa son
las interpolaciones que se hacen de la malla numérica, es decir, de los centros de los
volimenes de control a los nodos, y de la propia velocidad a las lineas de corriente.
Estas interpolaciones acarrean errores de aproximacién que se acumulan con el paso
del tiempo en los dias de simulacion, introduciendo un desajuste en el cédlculo de la
saturacion del agua. Queda realizar una interpretacién cuantitativa de este fenémeno,
llevando el valor de la saturacién de cada linea de corriente a la malla numérica y poder
hacer una comparacién al respecto contra los resultados mostrados con el método de
MVF.

El método de lineas de corriente se muestra como un método para identificar zonas
de drenado pobre de hidrocarburos pues la evolucién de los frentes de inyeccion y
su interaccion con las heterogeneidades del yacimiento pueden ser visualizadas facil y
rapidamente, y por lo tanto proveen de una manera natural e intuitiva para caracterizar
dindmicamente un yacimiento. La optimizacion de la locacion de Pozos basada en el
modelo geoldgico permite reflejar la geometria y heterogeneidad de los reservorios mas
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detalladamente. La aportacién del presente trabajo deja un coédigo computacional en
el lenguaje de programacién C++4 que es de caracter abierto y queda a disposicion
de la comunidad el mejorarlo, adaptarlo y compartirlo, pues cabe senalar que existen
simuladores comerciales de caracter general que incorporan este procedimiento, sin
embargo, no son accesibles a todo publico. El problema computacional es de gran escala
y se recomienda paralelizar los calculos de la saturacion sobre las lineas de corriente
y el gradiente conjugado para resolver el sistema lineal. Los modelos numéricos que
se utilizan para la simulacion de la extraccion mejorada de petréleo estan concebidos
para que puedan adaptarse a sistemas de computo paralelo.
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Apéndice A

Formulacion Presion-Saturacion

Un sistema de N fases para un flujo fraccional provoca que el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales se desacople. En un sistema desacoplado tenemos una ecuaciéon
para la presiéon y N — 1 ecuaciones de transporte para las saturaciones. Para resolver
sistemas de ecuaciones donde éstas se encuentran débilmente acopladas, empleamos
métodos iterativos. Bajo esta formulacion, la ecuacién de presion se resuelve de manera
independiente de la de saturacion, de modo que los resultados obtenidos de la ecuacion
de presion se usan para resolver las ecuaciones de transporte para la saturacion. Como
consecuencia, los resultados de la ecuacion de saturacién se insertan en la ecuacion
de presién a fin de obtener la solucion en el paso de tiempo siguiente. Dicho proceso
iterativo se repetird para un numero de pasos de tiempo previamente definido. Las
siguientes secciones muestran la manera de obtener una formulacién presién-saturacion
para sistemas multifasicos.

A.1. Ecuacion de Presion

La ecuacion de presién se deriva a partir de la ecuacion (4.7), para ello, dividimos
por p,, obteniendo:

1 |:a<¢pa5a)
ot

p —+V<paﬂa)_Qa:| :07

sumando ahora para todas las fases del sistema,

;{i {%JFV-(%%)—%H:&

Pa
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desarrollando la derivada temporal se tiene que:

1 0 0pa
Z{p_ |:poc «a ¢+¢S p +pa¢ +pav'ﬂa+ﬂa'vpa_(ﬁx:|}:0a

«

reordenando términos y aplicando la ecuacién (4.10) obtenemos:

L0, 1 Opa o
— V- — | pSa—— -Vpa| — — =0. Al
3t e+ Y o 08 V| - 2 (A1)
La velocidad total del sistema se define como:
u = Z U, (A.2)
aplicando el operador divergencia obtenemos:

Vou=V-> u,=Y» V-u, (A.3)

Insertando (A.3) en (A.1) llegamos a la siguiente ecuacion,

acb Opa Ga
SV +Z { n +ga-vpa}—§:p—a:o. (A.4)
De la definicién de la Ley de Darcy para un flujo miltifasico tenemos que:

u=> u,=y [—Qa(v ‘Pa — pag)} : (A.5)

Definamos ahora una funcién de flujo fraccional para la fase «, de manera que,

Aa

fa:7:>)‘a:foz>\a (A6)

donde A = >~ A, representa la movilidad total y como consecuencia se cumple que
> o fa = 1. Sustituyendo la ecuacién (A.6) en (A.5) llegamos a:

u=—Mk [Z JaVpa — Zfapag .

Con esta expresion de la velocidad total, la ecuacién (A.4) se transforma en una
ecuacion para la presion que denotaremos como:

(A7)

%—V Ak

Z faVpa — Z fapag

N R o

(A.8)
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A.2. Ecuacion de Saturacion

A.2. Ecuacion de Saturacion

Al dar solucién a la ecuacién (A.8), obtenemos la presién que ayudard a calcular
la velocidad que emplearemos para la ecuaciéon de saturacion. Es posible calcular la
saturacién directamente de la ecuacion (4.7). En un sistema de dos fases; agua y aceite,
se utiliza la presion del aceite a fin de generar una ecuacion para la presion, mientras
que la ecuacion de saturacion de la fase agua se expresa como

HPu5n) 4 9 - (put) = a0 (A9)

Hay que hacer notar que tanto la ecuaciéon (A.8) como la ecuacién (4.7) fueron
formuladas en términos de una presién de fase (la del aceite por ejemplo).
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Apéndice B

Gradiente Conjugado para Sistemas
Lineales Dispersos

El método de gradiente conjugado (CGM) por sus siglas en inglés, es un método
efectivo para sistemas simétricos y positivo-definidos, esto es A = A" y uTAu > 0

respectivamente, [37].
Descrito en una frase, el método es una realizacién de una técnica de proyeccion
ortogonal sobre el subespacio de Krylov K(r(®, A), donde r® es el residuo inicial.

La idea esencial del método consiste en construir una base de vectores ortogonales
en dicho subespacio y emplearla para realizar la busqueda iterativa de la solucion. El
vector solucion puede ser expresado como:

20 = 20) 4 o) pl),

Con el fin de ajustarse a la notacién estandar que se utiliza en la literatura para
describir el algoritmo, el indice de los vectores p ahora comienza en cero en lugar de
uno, como solia acostumbrarse. Ahora bien, en CGM los vectores residuales deben
satisfacer la recurrencia,

pU+) — () _ a(j)é]_?(j). (B.1)

Si se requiere que los vectores 1) sean ortogonales, entonces es necesario que
(r) — oW Ap¥) D) = 0y, como resultado:

(r, 1)
<é]_)(j)’£(j)> '

al) =

(B.2)
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B. GRADIENTE CONJUGADO PARA SISTEMAS LINEALES DISPERSOS

Ademas, es conocido que la Siguiente direccion de busqueda ij) es una

combinacién lineal de rU*1) y p , después ajustando la base de los vectores p
apropiadamente, se deduce que,

2_Q(j+1) — G+ 5(1)2_9(3')_ (B.3)
Por lo tanto, una primara consecuencia de la relacién anterior es que,
< éz_o‘”,z‘”) _ ( ApD) p) — 5071)9@71)) _ ( Ap?, B(j)> ,

porque Ap\) es ortogonal a p¥~Y). Entonces (B.2) se convierte en:

Por otra parte, escribiendo ;1_3(j +1) como se defini6 en (B.3) y dado que es ortogonal
a ApY, tenemos que:

(Tml)’ 4]2(3‘))

g = - (9. 4p)

Nétese que de (B.1), tenemos que:

ApY = b

= (rG+D) — )

y, por lo tanto
() ]_ (7‘(]"1‘1) (7’(]"1‘1) — T(]))) (7’(]"1‘1) 7’(]"‘1))
JC —— i — A
a(]) (ép(J)>p(J)> (7‘(])’ 7’(]))

Poniendo todas estas relaciones juntas da como resultado un algoritmo iterativo,
como se muestra a continuacion:

Algoritmo 2 CGM
1: Calcular r© = b — Az®  p© =4O
2: for j = 0,1, ..., hasta converger do
3 al) = (r0) r0) < é,jg“%]_o(j))
4 gUH) = 2 4 @) pl)
5 pUth =@ — U )Ap(a)
6 pU) = ( (G+1) TJ+1)) /( T(J))
7 =
8

: p(3+1) (J+1) ﬁ( )]_3(3)
. end for
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En este algoritmo, (-,-) es el producto interno adecuado al sistema lineal en
particular. Se debe considerar, en términos de memoria, almacenar 4 vectores (z, p, Ap

y 1), la solucién aproximada serd 21 y el vector residual es 1,

La gran ventaja del Método de Gradiente Conjugado radica en que cuando se utiliza
este procedimiento basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con
respecto al ultimo que se ha construido, para que automaticamente esta condicion se
cumpla con respecto a todos los anteriores.
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Apéndice C

Aplicacion del Método de Volumen
Finito

En este apéndice se describe la aplicacion del MVF a problemas de una fase, siendo
extensible a mas fases en un sistema.

= Se construye una malla con volimenes que no se traslapen como se muestra en
la figura 5.1(a).

» Integramos en el espacio del volumen de control de la figura 5.1(b), y en el
tiempo del instante t al tiempo t + At, equivalentes a los pasos de tiempo n y
n + 1 respectivamente.

n e nJrl8 n+l n e 02 82
P _ Pp O
///Edtdxdy—///F(éxQ—i-ayQ) dx dy dt.

donde I = k/pucr.

= Se aproximan las integrales
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C. APLICACION DEL METODO DE VOLUMEN FINITO

n+1

opl° op"
(phtt — ph)AzAy = F/ ([0_2} Ay+{a—§j Am) dt

S

n+1
PE —PpP PP —Pw
r — A
/ (( Az, Az, ) Y

PN —Pp PP —DPs
— Az |d
" ( AYn Ays ) x) t

n+1
= / (aEpE + awpw + anpN + asps

n

— <aE +aw +ay + as)pp> dt.

_1Ay. _ 1. Ay . _ Az . _ 1Az
donde aE—FAxe’aW_FAxw’a’N_FAyn’aS_FAyS'

La integral temporal se aproxima usando el esugema 6:

Dada una funcién f(z), la integral de n a n+ 1 de dicha funcién, se aproxima de
la siguiente manera

n+1

[ rde=1pr @ - o)miae

donde para # = 0 se tiene un esquema explicito (f™At)
esquema conocido como de Crank-Nicolson ([f"™! + f]

para 0 % se tiene un

A
%)
Usando un esquema implicito (6 = 1) se tiene que

n+l n+1 n+1 n+1 n+1 n
appp’ = GgPp +awpy +anpy +aspg’ + Sppp,

Ax A AzA
donde ap = agp + aw + ay + as + 222 y sp = B2

» Para cada volumen de control de la malla se obtiene una ecuacién discreta, lo que
genera un sistema lineal de ecuaciones. Dicho sistema tiene la forma mostrada
en la figura 5.2. La matriz del sistema es rala, simétrica y positivo definida.
Existen varios algoritmos para resolver este tipo de sistemas, en este trabajo se
empled el método de gradiente conjugado, ver apéndice B.
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