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Introduccion

Actualmente uno de los retos enfrentados por la fisica es la creacion de
una teoria que sea capaz de unificar los principios de la mecénica cuantica y
de la relatividad general, dos teorias aparentemente incompatibles que han
logrado describir con bastante precision diversos fenémenos fisicos.

Por un lado, la mecénica cuantica se ocupa de la descripcidon de siste-
mas a escalas muy pequenas, en donde la discretizacion de ciertas cantidades
fisicas, asi como el uso de calculos probabilisticos se vuelven trascendenta-
les. Por otro, la relatividad general se encarga principalmente del estudio de
fendmenos a gran escala; de acuerdo con esta teoria, el espacio fisico, de-
nominado espacio-tiempo, puede ser modelado a través de una variedad de
Lorentz 4-dimensional, y su deformacion o curvatura es lo que da origen a la
gravedad.

Como una primera aproximaciéon que conduzca a la unificacion de am-
bas teorias, algunos fisicos han propuesto comenzar con la discretizacion del
espacio-tiempo y emplear posteriormente algunas herramientas de la mecé-
nica cuéntica. Asi, el objetivo del presente trabajo es indagar en el desarrollo
de modelos matematicos que permitan avanzar hacia la formulaciéon de una
teoria de gravitacion cuéntica.

El Capitulo 1 es una introducciéon a los conceptos basicos que serviran
para modelar el espacio-tiempo. De esta forma, en el primer capitulo se defi-
nen los conceptos de simplejo, complejo simplicial, triangulacién y poliedro,
ya que el espacio-tiempo es descrito en capitulos posteriores como un espacio
simplicial (discreto).

En el Capitulo 2 se discute el modelo propuesto por Regge [13| para
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desarrollar la Teoria de la Relatividad General o de gravitacién en espa-
cios simpliciales. Para ello se comienza con la revision de algunos conceptos
bésicos de geometria sobre superficies y se describe el modelo que permite
calcular la curvatura de un espacio-tiempo discreto en 2 dimensiones. Al fi-
nal de este capitulo se hace una generalizacién para determinar la curvatura
de un espacio-tiempo discreto n-dimensional, y con ello obtener ecuaciones
analogas a las ecuaciones de campo de Einstein.

En el Capitulo 3 se discute un modelo cuantico de gravitacion en 3 dimen-
siones basado en los trabajos desarrollados por Penrose [11], y por Ponzano
y Regge [12]. Este modelo se apoya en algunos conceptos de la mecanica
cuantica junto con principios combinatorios. Para desarrollar el modelo se
parte de la descripcion de los tensores diagraméticos y la construccion de
las redes de espin, que seran los bloques constructores de los espacios dis-
cretos. Las coloraciones o estados admisibles de las redes de espin se definen
posteriormente con el proposito de desarrollar la version discreta de la in-
tegral de trayectorias en gravitacion. Al final del capitulo se vera que bajo
un cierto limite, la evaluacion de la red de espin conocida como simbolo {6j}
deriva préacticamente en la version discreta de la accidon S en la Teorfa de la
Relatividad General.



Capitulo 1

Triangulacién de variedades

En este capitulo se introducirdn algunos conceptos que serviran para desa-
rrollar el modelo discreto de gravitacion en los capitulos posteriores. Las re-
ferencias correspondientes a este capitulos son [1], [2] y [3]. Se comenzara
definiendo los conceptos de complejo simplicial, triangulacion, poliedros y
variedad simplicial. Se vera que los complejos simpliciales son objetos geo-
métricos formados por bloques denominados simplejos, los cuales pueden
ser puntos, lineas, triangulos, tetraedros y sus correspondientes analogos de
dimension superior. Un espacio topolégico M se dira triangulable si es ho-
meomorfo al espacio topologico generado por un complejo simplicial, y el
complejo simplicial junto con el correspondiente homeomorfismo se denomi-
nard triangulacion. A los espacios topologicos triangulables se les denominara
poliedros. Si ademas el espacio topologico es una variedad entonces se le de-
nominara variedad simplicial.

1.1. Simplejos

Definicion 1.1.1. Un conjunto {z, ..., z,} de puntos en R” es geométrica-
mente independiente si para cada escalar ¢; € R las ecuaciones

icz- =0 vy icixi =0 (1.1)
i=0 i=0

implican que ¢y = ¢; = ... = ¢, = 0. Es claro que el conjunto que consiste en
un solo punto es geométricamente independiente y en general, {zo,...,z,} es
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geométricamente independientes si y s6lo si los vectores x; — xo, ... , T, — Zo
son linealmentes independientes en el sentido del algebra lineal.

Definicion 1.1.2. Dado un conjunto geométricamente independiente
{zo,...,x,}, se define el p—plano generado por estos puntos como el conjunto
que consiste en todos los puntos x en R™ tal que

p

r = E C,T;

=0

p
para algunos escalares ¢; € Ry con Y ¢; = 1 . Puesto que los puntos z; son
i=0
geométricamente independientes, los escalares ¢; € R estdn determinados de
manera Unica para cada x. Notese que cada punto z; pertenece al plano P.

El plano P también puede ser descrito como el conjunto de puntos tales que

p
T =X+ Zcz(xz - ZL’()) (12)
i=1

para algunos escalares c;.

Definiciéon 1.1.3. Una transformacion afin T' de R™ es un mapeo que resulta
de la composicion de una traslacion seguida de una transformacién lineal no
singular. Si T es afin, es inmediato de la definicién que T preserva conjuntos
geométricamente independientes, y que lleva el plano generado por xy, ..., 7,
al plano generado por T'(zo), ..., T(z,).

Definiciéon 1.1.4. Sean {xz,...,z,} p+ 1 puntos de R" geométricamente
independientes. Se define el p-simplejo o? = <x0, e :L“p> con vértices o, ..., Tp
como el conjunto de puntos x en R™ tal que

p p
T = ch-:ci con ¢ >0 y Zci =1 (1.3)
i=0 i=0

Los ntmeros cy, ..., ¢, estan determinados de manera tnica para cada x
y se denominan coordenadas baricéntricas del punto x en o” con respecto a
L@y eeey Tp-
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o o—0

0-simplejo 1-simplejo 2-simplejo 3-simplejo

Figura 1.1: Los simplejos de dimension 0, 1, 2 y 3.

Ejemplo 1.1.1.
(a) (z0)= {0}, luego un punto es un O-simplejo.

(b) Si xy # x1 entonces
<:1c0,x1> = {cmo +(1—- c)xl‘ 0<ec< 1} )

Asi, un 1-simplejo es un segmento de recta con extremos zy y xi.

(¢) Si zg, 1, 2 no son puntos colineales entonces

2

2
(o, 21, 22) = {Zcz$z| 0<¢ <1, Zci = 1}

=0 =0
luego un 2-simplejo es el triangulo y su interior con vértices xg, 1, To.

Recordando que un subconjunto A de R™ se dice convero si para cada par
x,y € A, el segmento de linea que los une pertenece a A, entonces todo p-
simplejo es un conjunto compacto y convexo de R", y es igual a la intersecciéon
de todos los conjuntos convexos en R" que contienen a g, 1, ..., Z,. El nimero
p es llamado la dimension de o.

Definiciéon 1.1.5. Se define el p-simplejo abierto asociado a o”, denotado
por o(o?), como el conjunto de puntos

P p
o(a?) = Z cr; con ¢ >0y Z ¢ = 1.
=0 i=0

Al simplejo abierto o(o) a veces se le llama el interior de o.
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Definiciéon 1.1.6. Una cara de un p-simplejo es siempre cualquier simplejo
cuyos vértices son un subconjunto de {zo,... , z,}. Las caras distintas del
mismo simplejo 0P se denominan caras propias. Las O-caras o bien caras de
dimension cero se denominan vértices, las 1-caras se llaman aristas, y las
caras de dimension p-1 se denominan caras frontera. A la union de las caras
propias de un simplejo o se denomina frontera de o? y se denota como JoP.

1.2. Complejos simpliciales

Definicion 1.2.1. Un complejo simplicial K es una colecciéon de simplejos
en R” tales que si o} € K entonces todas las caras de o} también estan en
K, ysiol, o8 € K entonces o Nod es cara de ambos o es vacio.

Figura 1.2: Complejo simplicial.

Ejemplo 1.2.1.

(a) La coleccion K que consiste de un 2-simplejo y sus caras, es un complejo
simplicial. La coleccion K5 que consiste de dos 2-simplejos con una arista
en comun, junto con sus caras, es un complejo simplicial.
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(b) El h-esqueleto de K es un complejo simplicial o subcomplejo K, C K
que consiste en todos los simplejos de K de dimensién menor o igual que
h. Por ejemplo, el 0-esqueleto es el conjunto de vértices de K.

(c) Sea K la coleccion de todos los 1-simplejos o1, 09, ... y sus vértices, donde
o; es el 1-simplejo en R? que tiene como vértices (0,0) y (1,1/7).

Se define la dimension de K como el supremo de las dimensiones de los
simplejos de K. Un complejo simplicial K es finito si tiene un nimero finito
de vértices o equivalentemente, si tiene un nimero finito de simplejos.

Definicion 1.2.2. Sea K un complejo simplicial. Sea |K} el subconjunto de
R™ que es la uniéon de los simplejos de K:
K| = U o (1.4)

Dando a cada simplejo su topologia natural como un subespacio topolégico
de R™ | se puede topologizar |K }, declarando que un subconjunto A € ‘K |
sea cerrado en ‘K ! si y solo si AN oP es cerrado en o, para cada o en K. Al
espacio topolégico ‘K ‘ se le denomina el politopo o espacio subyaciente del
complejo simplicial K:

Notese que |K ‘ puede verse también como el conjunto de todas las com-
binaciones lineales finitas tales que

[K[2 =4 > no))o?|0 < p(o)) <1, Y plof) =1 (1.5)

odeK o)eK

de vértices 0 de K. El conjunto {u(c?)} son las coordenadas baricéntricas
del punto u de ‘K|

Lema 1.2.1. Un mapeo f : ’K| — X, es continuo si y solo si la restriccion
de f a o es continua para cada o € K.

Demostracion. =) Si f es continua entonces f |U también lo es, ya que o es
subespacio de K.

<) Supoéngase que cada mapeo f ‘U es continuo. Si A es un conjunto cerrado
de X entonces,

' A ne = (f’a)*l(A), el cual es cerrado en o por continuidad de f|0

Entonces f~!(A) es cerrado en ‘K ’ por defincion. ]
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Lema 1.2.2. |K‘ es Hausdorfl.

Demostracion. Dado xy # z1, existe al menos un vértice v tal que ¢,(xg) #
¢y(1). Escogiendo 7 entre estos dos ntimeros, entonces los conjuntos {x|c,(z) <
r} y {x|c,(x) > r} son los requeridos conjuntos abiertos disjuntos. O

Lema 1.2.3. Si K es finito, entonces |K‘ es compacto.

Demostracion. Si K es finito, entonces ‘K ! es una union finita de subespacios
o compactos, y por lo tanto es compacto. ]

Para estudiar las propiedades locales de |K }, en algunas ocasiones se usan
tres subespacios siguientes:

Definiciéon 1.2.3. Si v es un vértice de K, la estrella de v en K, denotada
por St(v), es la union de los interiores de todos los simplejos de K para los
cuales v es un vértice. Su cerradura, denotada por St(v) es llamada la estrella
cerrada de v en K, y es la unién de todos los simplejos para los cuales v es
un vértice, y es un politopo de algtin subcomplejo de K.

Notese que mientras la estrella abierta es un subconjunto abierto de }K
la estrella es una subcoleccion de simplejos en el complejo simplicial K.

I

K st(v)

Figura 1.3: Estrella de un vértice

Definicién 1.2.4. El conjunto St(v) — St(v) es llamado la union de v en K
y se denota por Lk v.

Definicion 1.2.5. Sea S una colecciéon de simplejos en K complejo sim-
plicial. La cerradura de S, cl(S) es el subcomplejo mas pequeno de K que
contiene a S.
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1.3. Triangulaciones

Definicién 1.3.1. Una triangulacion de un espacio topolégico M es un par
(K, ¢) que consiste en un complejo simplicial K junto con un homeomorfismo

¢: | K|—=M.

Definicion 1.3.2. Un poliedro es un espacio topologico M que admite al-
guna triangulacion. Si M es una variedad, entonces el poliedro se denomina
varitedad simplicial. Obsérvese que un poliedro puede admitir varias trian-
gulaciones y que cualquier complejo simplicial con p+1 vértices admite una
inmersion candnica dentro de un simplejo de dimensiéon p y, consecuentemen-
te, dentro de un espacio euclideo.

Ejemplo 1.3.1.

(a) El intervalo |0, 1] es un poliedro pues es homeomorfo al 1-simplejo. Otra
triangulacion de [0,1] es (I,,, f) donde n es un namero naturaly — f : |,
— [0,1] se define de manera que f(i) =iy f| ity €S UD homeomorfismo

i i+1
].

n’ n
(b) Considérese un cilindro cerrado. La subdivision en la Figura 1.4 (a) no
es una triangulacion para el cilindro ya que T'N7T" es (Fy, P) U (P).
En cambio la subdivision de la derecha si es una triangulacion, la cual

permite definir el complejo simplicial
K ={(PR), ..., (Ps), (Po, P1), ..., (Po, Ps), ..., (P3, Py, P5)}.

entre |{i,i+ 1}| y |

Figura 1.4: Triangulaciéon de un cilindro
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(c¢) La banda de Mobius y el toro también son poliedros. Una triangulacion
de estos espacios topologicos se muestra en la figura 1.5

1 2 3 1
4 5 6 4
Py P, P, P, ; ] 9 7
oo Rk R 1 2 3 1
Banda de Mobius Toro

Figura 1.5: Toro y banda de M&bius

De este modo, es posible ver que la estructura de variedades simpliciales
corresponde a la discretizacion de las variedades ordinarias.

En muchos casos, la triangulaciéon de una variedad no se da en un inicio.
En su lugar, se genera una variedad “pegando” wun conjunto finito de p-
simplejos {oP}.



Capitulo 2

Gravitacion en espacios
simpliciales

En este capitulo se describe la aproximaciéon matematica desarrollada
por Regge para formular las ecuaciones de campo de la relatividad general
en espacios simpliciales. Los espacios simpliciales se denominarédn espacios
discretos. Para alcanzar su objetivo, Regge tuvo que desarrollar métodos que
le permitieron medir curvaturas en variedades simpliciales, siendo el caso
particular para superficies (2-variedades) su primera aproximacion. Asi, es-
te capitulo comienza con la introducciéon de algunas nociones de geometria
en superficies. Al considerar una superficie como el caso limite de una su-
cesion de poliedros con un creciente numero de caras, cada superficie podra
ser descrita en términos de un apropiado poliedro. La integral de curvatura
para cada poliedro se definira a través del uso de triangulos geodésicos. Para
la generalizacion de los calculos de Regge en variedades n-dimensionales se
daran una serie de axiomas para la construccion de una métrica en términos
del complejo simplicial asociado. Finalmente se utilizaré el principio variacio-
nal para modelar el espacio-tiempo en espacios simpliciales. Las referencias
correspondientes a este capitulo son [3],[5] y [13].

2.1. Geometria en superficies

Definicién 2.1.1. Un subconjunto S C R? es una superficie regular si para
cada punto p € S existe una vecindad abierta V' de p en R3, y un mapeo
F:U — VNS de un subconjunto abierto U C R? tal que

17
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i) F es diferenciable. Esto significa que si F' se escribe como
F(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

las funciones x(u,v), y(u,v), z(u, v) tienen derivadas parciales continuas
de todos los érdenes.

i) F(U)=SNVyF:U— SNV es un homeomorfismo y

iii) La matriz jacobiana D, F tiene rango 2 para todo punto ¢ € U con

ox o
U gv
DF=| % %
U gv
9z 0Oz
ou v

Definicion 2.1.2. El mapeo F': U — SNV de la definicién anterior es lla-
mada una parametrizacion o un sistema local de coordenadas en una vecindad
de p. La vecindad V' NS de p se llama una vecindad coordenada.

Definicién 2.1.3. Sea S C R? una superficie regular, sea p € S. Entonces
T,S = {X € R*Je > 0 y una curva parametrizada o : (—¢,e) — S con
a(0) =py a/(0) = X} es llamado el plano tangente de S en p. Los elementos
del plano tangente son llamados vectores tangentes.

La manera en que se escoja una parametrizacion F' determina una base
{(OF/0u)(q), (0F/0v)(q)} de T,S. Las coordenadas de un vector w € 1,5
en la base asociada a la parametrizacion F' son determinadas como sigue: w
es el vector velocidad o/(0) de una curva a = F o 3, donde 3 : (—¢,¢) — U
estd dado por B(t) = (u(t),v(t)), con 3(0) = ¢ = F~'(p). Entonces

d d _OF OF

= 2(F 0 8)(0) = S F(u(t), v(t))(0) = - (@)u'(0) + 5~ (a)'(0) = w

'(0) Tt

Definicién 2.1.4. Sea S C R3 una superficie regular. Un campo normal
sobre S es un mapeo N : S — R?) tal que el vector N(p) es ortogonal a
T,S para todo p € S. Un campo normal sobre S se dice que es unitario si
adicionalmente ||N(p)|| = 1 para todo p € S.

Definicion 2.1.5. Una superficie S es orientable si existe un campo normal
unitario suave sobre S.
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Definicién 2.1.6. Sea S C R? una superficie regular orientable con campo
normal unitario suave N. Visto como un mapeo entre superficies, N : S — S?

S* = {(z,y,2) e R*|2* + " + 2* =1}
es llamado mapeo de Gauss.

Sea p € S. Considérese la diferencial de N en el punto p:
de : TpS — TN(p)S2

La diferencial d,N de N en p € S es un mapeo lineal de 7,5 a TN(p)S2.
Puesto que T,S y Tn(»)S* son planos paralelos, d, N puede ser visto como un
mapeo lineal sobre 7,,S. El mapeo d,N : 1,5 — T,S opera de la siguiente
forma: Para cada curva parametrizada «(t) en S con «(o) = p, considérese
la curva parametrizada N o a(t) = N(t) en la esfera S?; esto es la restriccion
del campo normal a la curva a(t). El vector tangente N'(0) = dN,(c/(0)) es
un vector en 7,(5). d, N mide la velocidad a la cual cambia el vector normal
N, restringido a la curva «a(t) a t = 0.

Definicién 2.1.7. Seap € Sysea d,N : 1,5 — T,S la diferencial del mapeo
de Gauss. El determinante de d,N es la curvatura Gaussiana K de S en el
punto p.

Definicién 2.1.8. Sea S C R3 una superficie regular. Un campo vectorial
sobre S es un mapeo v : S — R3.

Definicién 2.1.9. Sea S C R? una superficie regular, y sea a : I — S una
curva parametrizada. Un campo vectorial sobre S a lo largo de o es un mapeo
v: 1 — R tal que v(t) € Ty)S para toda t € [

Definicién 2.1.10. Sea S C R? una superficie regular, sea o : I — S una
curva parametrizada y sea w : I — R3 un campo vectorial diferenciable sobre
S a lo largo de . Para cada punto p € S sea II, : R* — T,S la proyeccion
tangencial, es decir si N(p) es un vector normal unitario sobre S en el punto
p, entonces

I,(X) = X — (X, N(p))N(p)

Entonces
D

Zu(t) = T (w'(1) (2.1)

t € I, es llamada la derivada covariante de w. D/dt(w(t)) es un campo
vectorial sobre S a lo largo de a.
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Definicion 2.1.11. Sea S una superficie regular, v un campo vectorial di-
ferenciable sobre S y w, € 1,5 un vector tangente. Entonces la derivada
covariante D,, v € T,S se define como sigue:

escoger una curva parametrizada « : (—¢,e) — S con o/(0) = w, y definase

D
Dy, v = —(voa)(0) (2.2)
dt
Definiciéon 2.1.12. Un campo vectorial w a lo largo de una curva parame-
trizada a : I — S se dice paralelo si Dw/dt = 0 para todo t € 1.

Definicion 2.1.13. Una curva parametrizada o : I — S es una geodésica
en t € [ si el campo de sus vectores tangentes o/(t) es paralela a lo largo de

« en t. Esto es:
Do/ (t)

dt

a es una geodésica parametrizada si es una geodésica para toda t € I.

= 0; (2.3)

Definicion 2.1.14. Sea w un campo vectorial diferenciable de vectores uni-
tarios a lo largo de la curva parametrizada o : I — S sobre una superficie
orientada. Puesto que w(t), t € I es un campo vectorial unitario, (dw/dt)(t)
es normal a w(t), y por lo tanto

Dw

= = MW x w(t).

El namero real A = A(¢), denotado por [Dw/dt] es llamado el valor algebraico
de la derivada covariante de w en t.

Definicién 2.1.15. Sea ¢ una curva regular orientada contenida en una
superficie S y sea «a(s) la parametrizacion por longitud de arco de ¢ en una
vecindad de p € S . El valor algebraico de la derivada covariante %o/ (s) =k,
de o/(s) en p es llamada la curvatura geodésica de ¢ en p.

Las geodésicas, que son curvas regulares, son caracterizadas entonces co-
mo curvas cuya curvatura geodésica es cero. El siguiente teorema es presen-
tado sin demostracion; una exposicion de ésta puede consultarse por ejemplo
en [5].

Teorema 2.1.1. (Teorema Local de Gauss-Bonnet) Sea x : U — S una
parametrizacion ortogonal de una superficie orientada S donde U C R? es
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homeomorfo a un disco abierto y x es compatible con la orientacién de S.
Sea R C x(U) una region simple de S tal que su frontera es a(/). Asuma
que « es orientada positiva, parametrizada por longitud de arco s, y sean
a(sg), ..., (sk) y b, ..., Ok los vértices y los angulos externos de a respectiva-
mente. Entonces

Sit1

k k
Z/ kg(s)ds+//Kda+29i = o
i=0 7 R i=0

donde k, es la curvatura geodésica de los arcos regulares de av y K es la
curvatura Gaussiana de S.

Una aplicacion del teorema de Gauss-Bonnet es la siguiente. Sea T un
triangulo geodésico (esto es, los lados de T son geodésicas) en una superficie
orientada S. Sean 6, 65, 03 los angulos externos de Ty sean ;=7 — 0,
w9 = T — by, py = ™ — O3 los angulos interiores. Por el teorema de Gauss-

Bonnet,
3
// Kdo+) 6; =2
T i=1

Entonces,

3 3

//Kda:27r—2(7r—goi) = —7T+Z<p,~

T i=1 i=1

En los siguientes parrafos se describira el método desarrollado por Regge

para describir la curvatura en poliedros. Dado un complejo simplicial X 2-
dimensional, se usara la notacién:

v(X) = namero de vértices de X
e(X) = namero de aristas de X
f(X) = namero de caras de X

Definicién 2.1.16. Sea S una superficie triangulada (X, ¢) y sea v un vértice
de X. Sean ay, ..., oy los d&ngulos interiores en los vértices v en todas las caras
(tridngulos) f de X para los cuales v es un vértice. Entonces

k

€, =21 — Y _a; se denomina defecto de dngulo de S en wv.
i=1
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Figura 2.1: Angulos interiores en el vértice v

Sera necesario para definir la integral de curvatura de un poliedro o de una
superfice compacta triangulada utilizar tridAngulos geodésicos. Si la geometria
dentro del tridangulo no es euclidea, por el teorema local de Gauss-Bonnet se
tiene que a+ [+ # m, donde «, 3, v son los angulos internos de t. La integral
de curvatura Gaussiana ¢, se puede definir como ¢, = a+ [ +v— 7. Si t
se reduce hasta convertirse en un punto p y el limite %Lr%) Z_tt existe, entonces

dicho limite se puede tomar como la definicién de la curvatura local gaussiana
en p.

Por otro lado, considérese la definicién original de la integral de curvatura
Gaussiana ¢; de t

e = / K(p)dA (2.4)

donde dA es el elemento de area de la superficie, K(p) es la curvatura gaus-
siana en el punto p y la integracion se lleva a cabo dentro de ¢.

Considérese ademas una superficie S sobre la cual se traza un tridngulo
t geodésico con angulos internos «, ,7. Si t yace completamente sobre una
de las caras de M, se tiene que £, = 0 ya que en este caso T es plano.
Este mismo resultado se obtiene si ¢ no contiene ningin vértice de M y
s6lo una arista lo cruza, pues la vecindad de un punto en una arista es
homeomorfa a una vecindad en el plano. Por lo tanto K (p) = 0 si p no es un
vértice. Si t contiene un sélo vértice V', la curvatura de t no dependeré de la
forma explicita de ¢ sino tnicamente de V. Es decir, la curvatura de ¢ es una
constante caracteristica de la deficiencia de V', ¢, = ey y se obtiene a través
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de la formula

ey = 21 — E Q;
i

donde 7 suma sobre todos los angulos «; en el vértice v. Si varios vértices
Vi, ..., V, estan dentro de t se tiene que

n
Et=€y1+ ... tEy, = E EVvi
i=1

Los resultados anteriores pueden condensarse en la formula original de la
integral de curvatura Gaussiana , siempre y cuando se considere la funciéon
K(p) como una distribuciéon de Dirac con los vértices como soporte, es decir
K(p) ~ > 6(p— V). Asi, con todo lo anterior se obtiene la relacion entre la

%
curvatura del poliedro y la deficiencia de sus vértices.

Si S es una superficie cerrada, el teorema global de Gauss Bonnet [5] une
la curvatura de S con la caracteristica de Euler x(S) =2 — 2g

/K(p)dA =2m(2 — 29) (2.5)

donde g es el nimero de asas de la superficie S, g = 0 para una esferay g = 1
para un toro. Por lo tanto en el caso de un poliedro, la deficiencia de angulo
en un vértice y la caracteristica de Euler estdn conectadas de tal manera que
es posible obtener la formula de Euler-Poincaré, que relaciona el nimero de
asas del poliedro con el ntiimero de aristas, vértices y caras. Si se denota por
ay, el angulo interno de la cara f con vértice n, se tiene que

Zafn =21 — ¢,
f

donde la suma se realiza sobre las caras f que tengan a n como vértice. Por
otro lado, es claro que
Za fo =T
n

donde la suma se lleva a cabo sobre todos los vértices que pertenecen a
la cara f. La suma ) «ay, puede llevarse a cabo de dos maneras distintas,

fn

sumando primero sobre todas las caras o bien sumando primero sobre todos
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los vértices. Con el primer método y empleando el teorema de Gauss-Bonnet
se obtiene:

Zozfn = 27mv — 271(2 — 29)

fn

con el segundo método

Zafn = Zﬂ' =uf
fn n

Dado que ambas maneras deben conducir a resultados iguales se tiene que
f=2(v—2+2g). Como las caras de S son triangulos, se tiene que 2e = 3f,
donde e denota las aristas. Asi combinando estas dos ecuaciones se obtiene
la formula de Euler para poliedros:

v—e+ f=2-2g. (2.6)

Ejemplo 2.1.1.

La triangulacion mas simple de S? es un tetraedro. Por lo tanto, la deficiencia
en cada vértice es ey = 21 — (a; + ag + a3) = 7. Esto da una curvatura de
471 que es el mismo valor que se obtiene al calcular la integral de curvatura

de una esfera de radio Ry K = 1/R? eg = [( KdA = 4.

Resulta importante notar que la geometria intrinseca de una superficie

compacta S estd completamente determinada por la matriz de conexion y la
longitud de las aristas. La matriz de conexion es esencialmente una lista de
todas las caras, aristas y vértices de S y una lista de sus mutuas relaciones.
Es decir, esta matriz especifica qué vértices y aristas pertenecen a una cara
dada. Asi, la matriz de conexion provee la informacion topoldgica necesaria
para la construcciéon de S.
Una vez que se da una division de S en triangulos, el conocimiento de las
longitudes de todas las aristas de S implican el conocimiento de todos los
angulos interiores a las caras y, en consecuencia, se conocen las deficiencias de
angulo y finalmente con ello la curvatura intrinseca de .S. La nociéon de una red
compuesta de simplejos reemplaza por tanto la nociéon de una red coordenada.
Si el numero de simplejos de la superficie se incrementa, la curvatura local
Gaussiana en p se aproximara a una funcién continua de la densidad de los
vértices p y su deficiencia e, K(p) = pe, siempre que la variacion de este
producto dentro del tridngulo sea pequena.
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2.2. Curvatura en variedades simpliciales

En el Apéndice A se hace una revision sobre algunos conceptos relacio-
nados con la geometria de variedades Riemannianas. Estos conceptos seran
utiles para entender el concepto desarrollado en el presente capitulo sobre
curvatura en espacios simpliciales o curvatura discreta, asi como el modelo
de gravitacion en espacios discretos.

Para generalizar el concepto de curvatura discreta sobre poliedros n-
dimensionales, se empleard ahora la nocién de transporte paralelo, es decir,
un mapeo ortogonal entre el espacio tangente TpM en el punto P y el es-
pacio tangente de ToM de otro punto (), siempre que los puntos P y @
estén conectados por una trayectoria a en M. Si en particular P = Q) y a es
un lazo, el transporte paralelo mapea TpM sobre si mismo. Este mapeo es
una rotacion de TpM alrededor de P por algtin angulo £(a). Puesto que la
rotacion es proporcional a la curvatura, se tiene que

c(a) = / K(P)dA

y por tanto e(t) = &;. La funcién ¢ es aditiva de los lazos, es decir, si a y b
son lazos, entonces €(ab) = €(a) + £(b). Siempre que un vértice yace sobre
el lazo, el transporte paralelo no se puede definir sin ambigiiedades. Si un
lazo a puede ser deformado continuamente a un lazo b manteniendo P fijo
y evitando la situacion mencionada anteriormente entonces (a) = (b) y se
escribe a = b. Asi, se considerara la homotopia de equivalencia solo en M \ w
donde w denota el conjunto de todos los vértices en M. De esta manera, el
grupo fundamental de M \ w, denotado por m(M \ w) , es no trivial si w # @.
La existencia de un conjunto de curvatura w implica la existencia de clases
de equivalencia en el conjunto de lazos con un punto final dado P.

Definicion 2.2.1. El grupo fundamental de un espacio topolégico M basado
en un punto P es el conjunto de clases de homotopia de curvas cerradas
(lazos) con la operacion producto entre las clases. Una descripcion méas amplia
del grupo fundamental de M \ w se encuentra en el Apéndice B.

Para el caso de una variedad M n-dimensional, se definiran generalizacio-
nes de poliedros donde la curvatura depende del (n — 2) — esqueleto C M.
Se comienza con una descomposicion de M en simplejos. Esto determina la
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topologia del espacio, pero no la métrica; ésta tiene que ser definida de la
siguiente forma:

Definicion 2.2.2. Se define una métrica sobre variedades simpliciales de
acuerdo con los siguientes axiomas:

1. La métrica en el interior de cualquier simplejo p-dimensional cerrado
oP es euclidea Asi, la distancia entre dos puntos dentro de o? se obtiene
definiendo un sistema de coordenadas, y dando los puntos coordenados
de los vértices de o”.

2. En la métrica de 0P, la frontera de o? se descompone en p+ 1 simplejos
cerrados oP~! y dichos simplejos son planos.

3. Si un simplejo 6”71 es una cara de o? y 77, la distancia entre dos puntos
de 0P~ ! es la misma en los sistemas de coordenadas de o? y 7P.

4. Si P € oP, P' € 77 y P, P’ estan lo suficientemente cerca de o?~!, se
define la distancia PP’ como d(P, P’) =inf gepo-1PQ + QP .

Con esta definicion, la métrica es euclidea también en el interior de o?~!
excepto quizés para el (p — 2)—esqueleto de o”~!. El problema con 0?2 es
que, con estos axiomas, no es posible definir una métrica, ya que comenzando
con la métrica sobre o?~! no se asegura que en su frontera la métrica segui-
ra estando bien definida. Puede suceder que la métrica definida sobre otros
oP~1 adyacentes sea diferente, de manera que la métrica seria ambigua. Esta
definicion es local pero es suficiente para unir simplejos de manera suave. La
variedad sera entonces euclidea en todas partes fuera de la uniéon w de todas
las fronteras de los (p — 2)-simplejos.

En una 3 — wariedad, Ms, el esqueleto esta formado por 1-simplejos,
a los que también se les puede denominar huesos. Cada hueso se conecta
con dos 0 — stmplejos. Si la longitud de los huesos estéd dado, la estructura
geométrica de los simplejos y de Mj3 esta determinada y en particular sus
angulos diédricos pueden ser calculados a partir de férmulas trigonométricas
esféricas. Si no existiera curvatura sobre un hueso, entonces la suma de todos
los angulos diédricos deberia ser 27.

La transicion de un espacio esqueleto hacia una variedad diferenciable
puede realizarse incrementando la densidad p de huesos mientras que al mis-
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mo tiempo se mantiene la curvatura local, pe, variando lentamente. Lo an-
terior ya se ha mostrado para 2-variedades. Aqui se procedera de manera
similar sobre una n-variedad M,, n>2.

Considérese un haz de huesos paralelos sobre Mj, el cual induce una
pequena curvatura. Sea U el vector unitario paralelo a los huesos. Pruébese
la curvatura transportando un vector V' alrededor de un pequeno lazo de area
) y vector unitario normal ﬁ), 3 =27 . Entonces, el vector V' seria rotado
alrededor del vector U por un angulo § = Ne, donde N es el numero de huesos
dentro del lazo y se asume que cada hueso contribuye con la misma deficiencia
€. Asumiendo una densidad uniforme de huesos y que Y. es paralelo a U, se
tiene que N = p(U, g), siendo el nimero de huesos que atraviesan el lazo o =
U. Supéngase que la rotacion es infinitesimal, de modo que a primer orden,
el vector rotado puede ser expresado como V' =V + (U x V). Entonces,
para el cambio del vector se obtiene

AV = pe(U,X)(U x V)
AV = (peU %) (e U3V,
con €7 igual a 1 si (aB7) es una permutacion par de (1,2,3), —1 si es una

permutacién impar y 0 si es indice repetido. Insertando §7 = (1/2)e’7e",
y definiendo Uyy = €aqpU By 3% = 9973 se obtiene

1
AV = 5pel]’yaUmz&M. (2.7)

Por otro lado, se conoce que si se transporta paralelamente un vector V

a lo largo de un curva cerrada, la desviacion AV del vector inicial puede ser
medida a través de la curvatura [3]:

AVH =V R! A" (2.8)

KAV

donde €*6” = (1/2)e*7%,. Comparando las ecuaciones (2.8) y (2.7) se obtiene

Ruaaﬂ = PEU;anB (29)

que tiene todas las propiedades de simetria del tensor de Riemann, como
la primera identidad de Bianchi U,,U.3 + UunUss + UygUysa = 0y con
U,-U" = 2 se tiene que el escalar de curvatura R = 2pe es independien-
te de la dimension n del espacio.
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2.3. Ecuaciones de campo en espacios simpli-
ciales

La manera mas directa de aproximarse al espacio-tiempo a través de
un espacio simplicial es usando el principio variacional calculado sobre el
esqueleto y variandolo sobre las longitudes de todas los 1—simplejos (tanto
el Principio variacional o de minima accién, asi como su aplicacién en la
obtencion de las ecuaciones de Einstein son discutidos en el Apéndice C). La
accion de Einstein Hilbert viene dada por la ecuaciéon

5= Rd*z\/—g (2.10)
167

donde g = det(g,,) es el determinante del tensor métrico y R es el escalar de
curvatura. Por otra parte, recordando la discusién respecto a la métrica se
debe notar que no hay una contribucion que provenga del interior de los 3-
simplejos y 4-simplejos. Esto significa que R es una distribucién con soporte
w. Por tanto, la accion Sgeqqe se puede expresar en términos de las deficiencias
de angulo, €,, y las areas de los huesos, los cuales son etiquetados por n:

SRegge = ZF(0721> (2.11)

La funciéon F' es la misma funcion para todos los huesos. Puesto que el hueso
es homogéneo, F(02) es proporcional al area del hueso F(02) = L, f(e,),
donde f depende tnicamente de ¢,. El simplejo o2 puede ser considerado
como la superposicion de dos huesos o2, y 02, con la misma forma y area
y tales que €, = €,y + €,. Se sigue que f(€,) = f(€y) + f(€y). La ultima
condicion implica que f(e) = Ce, donde C' es una constante. Este resultado
tiene que compararse con S = # [ ped*z en el limite discutido en la seccion
2.3 en donde el producto pe se varia lentamente, y para un haz de huesos
idénticos y con areas iguales. De la comparacion, se obtiene que C' = 8L7r y

1
S = S—W;enLn (2.12)

En una m—variedad M,, el resultado correspondiente es
1
S > el (2.13)

:8—7Tn
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donde L es la medida (m — 2) dimensional de o7, _,.

Puesto que las longitudes l, de todos los o simplejos contienen la misma
informaciéon que el tensor métrico, el siguiente paso es obtener la variacion
de S respecto a esas longitudes. Regge probd en el apéndice de [13] que
es posible llevar a cabo variaciones de & manteniendo las deficiencias ¢,
constantes, obteniéndose para una variedad M, un conjunto de ecuaciones
de campo (analogas a las ecuaciones de Einstein) de la forma:

Z alp (2.14)

donde p corre sobre todos los l—sunplejos en la descomposicion de la varie-
dad. Utilizando la ley de cosenos lg = lg, + lg,, — 2l lycos0,, para el d&ngulo
Opn opuesto a l, en oy, el hecho de que [, = \/m para cada arista A, y
%?2 2L se obtiene

oL,

dlp
siendo 0,, el dngulo opuesto a [, en o3. Finalmente se concluye que las
ecuaciones de Einstein para un espacio vacio en la aproximacion de Regge
estan dadas por

= l,ctgl,pn (2.15)

> enctgly, =0 (2.16)
n

donde la suma corre sobre todos los 2-simplejos que tienen la p-ésima aris-
ta en comun. En resumen, los calculos de Regge son una aproximaciéon de
una variedad Riemanniana n-dimensional en términos de una coleccion de
simplejos n-dimensionales, siendo estos planos en su interior y unidos en sus
caras de menos dimension. La curvatura de la variedad esta contenida en la
deficiencia de angulos del (n—2)-esqueleto junto con su medida. Permitiendo
que el nimero de (n — 2)-caras tienda hacia infinito y manteniendo el limite
K(P)= lzn% i variando lentamente se puede obtener la integral de volumen
del escalar de curvatura de la variedad suave original.



Capitulo 3

Gravitaciéon cuantica en
3-variedades

En esta seccion se discutird un modelo de gravitaciéon cuantica en tres
dimensiones, basado principalmente en el trabajo de Ponzano y Regge [12],
asi como en uno de los trabajos de Penrose [11]. A lo largo de este capitulo se
verd que una de las ideas fundamentales de este modelo es la construccion de
objetos matematicos conocidos como redes de espin; estas redes permitiran
discretizar el espacio-tiempo; ademas, el modelo hara uso de los conceptos
de amplitud e integral de trayectorias, los cuales aparecen en la formulacién
de Feynman de la mecanica cuantica (Ver Apéndice C).

Asi, al inicio de este capitulo se dara una descripcion del modelo de gravi-
tacion cuantica de Ponzano y Regge, en el que se describe la version discreta
de la integral de trayectorias en gravitacion. Posteriormente se desarrollara
el modelo de gravitacion cuéntica basado en el concepto de redes de espin, el
cual fue introducido inicialmente por Penrose y desarrollado posteriormente
por diversos autores [8], [9], [15]. Con el fin de evaluar o asignar una amplitud
0 peso a las redes de espin, se introducira la nociéon de tensor diagramético.
La funcién de particion o suma de estados serd definida como la suma de las
amplitudes sobre todos los estados admisibles de una 3-variedad simplicial.
Con ello se completara la descripciéon del modelo de sumas de estados de
gravitacion cuantica.

30
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3.1. El modelo de Ponzano-Regge

El primer modelo de gravitacion cuéntica en una variedad 3-dimensional
triangulada es el de Ponzano-Regge; este modelo tiene sus origenes en el tra-
bajo de Regge descrito en el capitulo anterior. El formalismo de la mecanica
cuantica es empleada en gravitacion para tratar de definir una integral de
trayectorias sobre métricas.

| eseniiDlg,, ) (3.1)

En particular, se pueden considerar dos métricas en tres dimensiones, una
inicial ¢’ y una final

gli=1=g
)
g

\t:():g/
donde Sgr es la accion definida entre t=0 y t=1.

Considérese una triangulacion A de una variedad espacio-temporal de tres
dimensiones. Como se vio en el capitulo 2, la acciéon de un campo gravita-
cional en un espacio tridimensional dado puede ser aproximado por la accién
de Regge, Sregge(ln) que depende de las longitudes [, de los 1-simplejos de
la triangulacion. Como la accién continua es una integral sobre el espacio-
tiempo, la accion de Regge es una suma sobre la acciéon individual de los
3-simplejos (tetraedros), v, de la triangulacion.

Shegge = Z S, (3.2)

Entonces, empleando la accion de Regge se puede obtener una version discreta
de (3.1) de la forma

7 = / dly ... dlyeSrease(ls), (3.3)
Usando (3.2) se puede escribir

7 = / dhy .. diy][e. (3.4)

Ponzano y Regge asumieron adicionalmente que las longitudes de cada
1-simplejo pueden tomar soélo valores discretos

ln:jn jn:1727374a“'
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en unidades en las cuales la longitud de Planck, [p, toma el valor de 1.
Entonces, la ecuacion (3.4) queda expresada como

Zpr =Y [[e*0. (3.5)

Jijn v

En las siguientes secciones se introduciran diversos conceptos que van a per-
mitir, al final del capitulo, desarrollar una expresion alternativa de la ecuacion
(3.5) para el caso tridimensional.

3.2. Tensores diagramaticos

En esta secciéon se comenzara con una descripciéon diagramatica del al-
gebra de matrices donde las matrices tienen varios indices. Puesto que los
tensores son tradicionalmente estos objetos (provistos con propiedades de
transformacion especificos), los diagramas que aqui se describiran pueden ser
llamados tensores diagraméaticos. Los tensores diagramaticos seréan utilizados
en secciones posteriores para asignar una amplitud a cada 3—simplejo.

De forma diagramdtica, una matriz M = (M3), con entradas sz para i, J
en el conjunto de indices I serd una caja con una cuerda superior para los
indices superiores y una cuerda inferior para los indices inferiores:

En general, un tensor tiene algunos indices superiores e inferiores. En una
representacion diagramatica, estos indices son lineas o cuerdas que emanan

de su caja correspondiente:
ijk
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La delta de Kronecker 0° entonces puede ser vista como cada una de las
entradas de la matriz identidad de 2 x 2. Asi,

(%) = ( - ) (3.6)

y 0y = 0f = 1 mientras 6} = 5 = 0. Las letras a y b en esta expresion
pueden tomar uno de dos valores, 0 o 1. En la notacién diagramatica, la delta
de Kronecker se denota por una cuerda estirada:

524—»\
b

La posicion de los indices sobre ¢ determina la localizacion de las etiquetas
sobre los extremos de la linea. Aplicando las definiciones se tiene

1 1
- |-
1 0

De acuerdo con la definicién de multiplicaciéon entre matrices:

(MN); =Y MNF.
k

Esta multiplicacion en la convencion de suma de Einstein (Apéndice A) se
escribe como M,iNj’?, donde la suma es sobre todos los posibles valores de
los pares de indices repetidos superiores e inferiores. La correspondiente con-
vencion de suma de las representaciones diagramaticas es que una linea que
conecta dos cajas implica la suma sobre todos los posibles valores que toma
el indice asociado a esa cuerda.
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i i

I

INK— M| Nf — |A|4I K[v] = [M]
%MkN./ k Nj |

J k
¥
J

traza(M) = tr(M)= ZM,Z — M!—
1

Figura 3.1: Operaciones matriciales diagramaticas

34

Asi, la matriz de multiplicaciéon equivale a conectar dos cajas, una encima
de la otra, y la traza de la matriz corresponde a conectar una caja sobre si

misma. Ahora se pueden escribir varios productos diagraméticamente:

a b
ab ij 1 pk \(
M NigiA. Bg <, LV | |1T| |l|9|
c d

En este ejemplo, ocurre un entrecruzamiento. En adelante se adoptaré la

siguiente convencion:
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a b
b
9q0c — ><
c d

Si la matriz identidad se asocia con una cuerda estirada, es razonable
identificar una cuerda doblada con una matriz que posee dos indices, o bien
superiores, o bien inferiores. De este modo, se cuenta con una cierta libertad
para escoger a dicha matriz. Una posibilidad es escoger la matriz antisimétrica
definida por los simbolos €., de la siguiente forma:

Dado el conjunto de indices I = {1,2}, € = € y

1 i<y
€ab = —1 Z>]

0 enotrocaso

=)= )

€ 4—»[-\
ab a b

se tiene que

Similarmente
a b
€ U

De acuerdo con las convenciones adoptadas, es posible escribir 05€., = €4p.
Después de un analisis sobre las identificaciones descritas en los parrafos an-
teriores, se pueden descubrir dos caracteristicas poco deseables.

Primero, los diagramas no se ajustan a los movimientos esperados para cuer-
das elasticas en un plano. Puesto que 5§ecdede5g = g% = —52, el estira-
miento de una linea genera un signo negativo
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Q
Q

Segundo, como consecuencia de €,4€5.€° = —€gp,
ab a b

Sin embargo, estas dificultades topoldgicas se pueden evitar si se modifica
la definiciéon de una linea doblada. Es posible multiplicar por una i a los
tensores antisimétricos

€ab —7 ’gab = l€qp

de modo que (¢,) = (€*) = ( 0. (Z) ) y

A
ab a b

Puesto que cada una de las caracteristicas mencionadas contiene un par
de matrices €, la 7 fija el problema de los signos. De modo que

— = kb _ b _
k _Zeake _5a -

Por otro lado, si se analiza la relaciéon 5355€ab = —¢, Nuevamente se
obtiene un comportamiento distinto al esperado para cuerdas pues
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QN
a b a b

Este problema puede ser eliminado asociando un signo negativo a cada
cruce. Asi, asociando una ¢ a cada € y un signo a cada cruce, los diagramas
se comportan como lineas continuamente deformadas en un plano. De este
modo, se tienen estructuras topologicas siempre que se puedan mover de este
modo. La asociaciéon de curvas a las matrices 0 y e permite llevar a cabo
calculos algebraicos moviendo lineas en el plano. Asi, es posible representar
a través de diagramas cualesquiera dos expresiones algebraicas equivalentes
las cuales pueden ser transformadas continuamente una en la otra.

De las definiciones anteriores se siguen otras dos propiedades interesantes:

1) El valor de un lazo simple cerrado toma un valor negativo

b
b = ~ ~ab =— € € 4 = —

Este resultado muestra que un tensor diagramatico cerrado es un niimero.

2) La relacion entre la multiplicacion de un par de matrices épsilon con un
par de productos de deltas esta dada por la siguiente ecuaciéon, conocida
como identidad espinorial.

oec = 5050 — 545",

De esta ecuacion y de la definicién de las matrices €, se puede ver que la
ecuacion anterior queda representada diagramaticamente de la siguiente
forma
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b\\/dj b d b d
a C

Las manipulaciones algebraicas de § y € y otras matrices de 2 X 2 es equi-
valente a las manipulaciones de lineas abiertas o cerradas. Cualesquiera dos
expresiones algebraicas equivalentes son representadas por dos diagramas que
pueden ser transformados continuamente uno en otro. Haciendo uso de un
resultado de Reidemeister junto con las identidades mencionadas se mues-
tra que los diagramas de redes de espin, que seran descritos en la siguiente
seccion, son topolégicamente invariantes en un plano [9].

3.3. Movimientos de Reidemeister

Un nudo en un espacio de tres dimensiones puede ser continuamente de-
formado en otro nudo si y sélo si la proyecciéon sobre el plano de un nudo
puede ser transformada en la proyecciéon sobre el plano del otro a través
de una sucesion de cuatro movimientos llamados movimientos de Reide-
meister. Aunque el modelo diagraméatico de tensores que ha sido descrito es
2-dimensional, los movimientos de Reidemeister son dados a continuacion co-
mo proyecciones de nudos en un espacio de tres dimensiones. Mientras que en
dos dimensiones solamente existe una interseccion, cuando dos lineas se cru-
zan en tres dimensiones se tiene un cruzamiento por arriba, un cruzamiento
por abajo, asi como la interseccion. Los cuatro movimientos permitidos son:

a) Movimiento tipo 0: En el plano de proyeccion, se pueden hacer deforma-
ciones suaves de la cuerda.
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b) Movimiento tipo 1: Un rizo se puede deshacer.

¢) Movimiento tipo 2: Curvas distintas superpuestas no forman un nudo.
DD

d) Movimiento tipo 3: Se puden llevar a cabo deformaciones planares por
arriba o por debajo de un diagrama.

H =X

Con una sucesion finita de estos movimientos, la proyeccion de un nudo
puede ser transformada en la proyeccion de cualquier otro nudo que sea
topologicamente equivalente al original. Los nudos que se relacionan de esta
manera se llaman isotopicos. La isotopia planar es generada por los cuatro
movimientos, con la diferencia de que no existen cruzamientos por arriba ni
por abajo, s6lo intersecciones.

3.4. Redes de espin

Definicién 3.4.1. Sea M una 3-variedad triangulada compacta y sea S =
{0,1,2,3,....} el conjunto de espines o colores. Una coloracion o estado ad-
misible de M es una una funciéon s : 1 — simplejos C M — S tal que para
cada 2 — simplejo con aristas a, b, c se cumple lo siguiente:
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1. s(a) + s(b) + s(c) = 2k para alguna k € S

2. s(a) < s(b) + s(c), s(b) < s(a) +s(c) v s(c) < s(a) + s(b)

Cada arista esté identificada con una valor de espin, el cual indica la
multiplicidad de la arista; esto es, el valor de espin indica el nimero de
cuerdas que pasan a través de dicha arista. Cada arista con espin n tiene n
cuerdas con n puntos iniciales y n puntos finales. El mapeo de los puntos
iniciales a los puntos finales es una permutacion.

Definiciéon 3.4.2. El antisimetrizador es un diagrama tensorial asociado a
un conjunto de lineas paralelas que se denota por

S

donde n indica el namero de lineas que atraviesan la caja. El antisimetri-
zador esté definido por la féormula
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n

=LY seno)

"oeSy

donde o corre sobre todas las permutaciones de S, (el conjunto de per-
mutaciones sobre n elementos) y o dentro de la caja denota la representacion
diagramaética asociada a dicha permutacion.
Diagraméaticamente, una permutacion en S, (sobre el conjunto de n cuerdas)
se puede representar como la trenza que se forma al identificar cada cuerda
con un punto inicial y un punto final.

sl I ] KX K
o, o, o, o, (o o

6

Figura 3.2: Representacion diagramatica de Sy y S

El antisimetrizador cumple con las siguientes propiedades:

(1) El antisimetrizador vale cero cuando una linea cruza dos veces por el
mismo lado de la caja.



CAPITULO 3. GRAVITACION CUANTICA EN 3-VARIEDADES 42

(2) La combinacion de dos antisimetrizadores es igual a uno.

(3) Cuando las lineas de la caja se cierran sobre si mismas la evaluacion de
este diagrama es

— (D) = G = (1) (nt+])

Definiciéon 3.4.3. Un vértice trivalente es el punto de encuentro de tres
aristas con multiplicidades a, b y c¢. Los valores de a, b y ¢ satisfacen las
condiciones impuestas sobre las coloraciones (ver definicion 3.4.1).
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i+tj=a
jt+k=b
i+tk=c

A continuacién se mostraran algunos ejemplos de vértices trivalentes con
diferentes valores sobre las aristas. Se mostrara el diagrama asociado a cada
uno de estos vértices.



CAPITULO 3. GRAVITACION CUANTICA EN 3-VARIEDADES 44

1
S
) 3
2
2 2 ’
3
—_—>
2 3
Con los vértices trivalentes se pueden construir redes mucho mas comple-
jas.

i) /K
ii)
iii)

Definicion 3.4.4. Una red de espin es un conjunto de vértices unidos a
través de aristas tal que todos sus vértices son trivalentes y cada arista tiene
asociado un valor de espin. Una arista con espin n representa entonces n
lineas paralelas y un antisimetrizador.

El 1-esqueleto de una 3-variedad formada pegando tetraedros genera una
red de espin cerrada. Al utilizar las propiedades de los tensores diagramaticos
para el caso de las redes de espin, es posible asociar un ntimero a cada una
de estas redes. A este ntimero se le conoce como evaluacion.
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Cada arista etiquetada con cero puede ser eliminada de la red. A conti-
nuacion se muestran algunos ejemplos de evaluaciones sobre redes de espin:

Ejemplo 3.4.1.

1. Sea 0 la red de espin cerrada que esta formada por dos vértices triva-
lentes:

a

Un estado admisible de 6 es a = ¢ =1 y b = 2; calculando la amplitud
de esta coloracion se obtiene:
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=NC]
- (OO -

(€

=1(4+4-2)
2

7N

o=
+

@D

Otro estado admisible para el mismo ejemploesa =2, c=1y ¢ = 3;
calculando la amplitud de esta coloracién se obtiene
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2. Tetraedro con 6 vértices con valores distintos de cero
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=%(0 +(-17 (2+1) ) 3

En el modelo de gravitacion cuantica empleando redes de espin, la expre-
sion de la suma de trayectorias viene dada por la suma de las amplitudes de
todas las coloraciones posibles para el espacio-tiempo dada una triangulacion
fija. A continuacién se formulara dicha expresion.

Definiciéon 3.4.5. Sea M una 3-variedad triangulada. Los vértices, aristas y
caras de M se llaman externas si pertenecen a la frontera, de otra forma se lla-
maran internas. Se denotan los 3-simplejos de M por (Tet), (k=1,2,...,7).
Para cada coloracion fija s de M se define la amplitud o peso A(s) como el
nimero real dado por la férmula:

T

A(s) = [T 7 G+ D] (~1y ] [ (Tet), (3.7)

Aint T int k=1
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donde A int denota las aristas interiores, ¢ int denota los tridAngulos interiores

29

denota la evaluacion de la red de espin del tetraedro.

En esta formula, las amplitudes para cada complejo simplicial estan deter-
minadas por las etiquetas sobre los 1-simplejos. A (T'et) se le conoce también
como simbolo {6j}.

Definicion 3.4.6. Se define la funciéon de particion o suma de estados Z de
M para una 3-variedad triangulada como:

Z(M) = A(s). (3.8)

3.5. Las redes de espin y el modelo semiclasico

Ponzano y Regge afirmaron que la evaluacion de un tetraedro se aproxima
a la accion de la relatividad general. Aunque ellos no lo probaron en su
articulo, algunas pruebas que fueron dadas posteriormente [14],[7] muestran
que cuando los valores de los espines j; se incrementan, la parte positiva de
la evaluacion del tetraedro se aproxima a la féormula asintotica

1 °. U
(Tet) ~ mcos (iz:;ji@i —|—4) (3.9)

donde V es el volumen euclideo del tetraedro, j; son los vértices del tetrae-
dro, 6; es el angulo entre las normales exteriores a las caras que comparten
la arista j; de el tetraedro asociado.

Entonces, la ecuacion (3.8) asi definida puede tomarse como una version
discreta de la integral de trayectorias para el caso de gravitacion cuéntica en
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tres dimensiones. Con todas estas definiciones entonces queda desarrollado
el modelo de sumas de estado de gravitacion cuantica en 3 dimensiones.



Apéndice A
(Geometria en variedades

En este apéndice se pretende profundizar sobre algunas nociones funda-
mentales de la geometria Riemanniana, las cuales pueden ser consultadas en
diversos libros de texto [4],[3],[16]. Esto es con el fin de dar una mayor clari-
dad a la exposicion de los resultados discutidos en los capitulos que componen
el presente trabajo.

En el desarrollo de este trabajo se utilizara la convencién de suma de
Einstein: si el mismo indice aparece dos veces, una como superindice y una
como subindice, entonces el indice es sumado sobre todos los posibles valores.
Por ejemplo, si p corre de 1 a n, se tiene

= A'B; = ZA“B”

Definicion A.1. Sean € N. Una variedad diferenciable de dimension n es un
conjunto M con una familia de mapeos biyectivos ¢, : U, C M — V, C R"
de U, C M tal que

D) WUy =M

ii) para todos «, § tales que U,s := U, N U # 0, los conjuntos ¢o(Uag) y
¢p(Usq) son abiertos en R y los mapeos

Gap = 0300, : Ga(Uas) = ¢3(Uas)

son infinitamente diferenciables o suaves.

51
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iii) La familia {(U,, ¢o)} es maxima con respecto a las condiciones i) y ii).

Cada par (U,, ¢o) se llama una parametrizacion, carta o sistema local
de coordenadas, mientras que ¢, es la funcion coordenada . Las funciones ¢,
estan representadas a su vez por n funciones x!, ..., 2. {x#} también se llama
el conjunto de coordenadas. Dada una variedad diferenciable M existe una
topologia natural sobre M: se define U C M abierto si y so6lo si ¢, (UNU,) es
abierto en R" para todo o. Ademas, se va a requerir que M satisfaga que para
dos puntos distintos en M existan vecindades abiertas de estos dos puntos
que no se intersectan, y que M pueda ser cubierta por un nimero contable
de cartas locales.

Definicion A.2. Sean M y N variedades diferenciables de dimension m y n
respectivamente. Un mapeo continuo F' : M — N se llama diferenciable en
un punto p € M si para toda carta local (V) ¢) de F(p) € V existe una carta
local (U, %) con p € U tal que F(U) C V' y

YpoFog ' :p(F(V)NU)Cc R™ — R"
es diferenciable en el punto ¢(p).

Definiciéon A.3. Sea F': M — N diferenciable y biyectiva, con la propiedad
de que F~! : N — M también es diferenciable. Entonces F se llama un
difeomorfismo.

Definicion A.4. Una funciéon f sobre M es un mapeo diferenciable de M a
R. Sobre una carta local (U, ¢), la presentacion coordenada de f esta dada
por fop—1:R"™ — R, la cual es una funcién real valuada de n variables. Se
denota el conjunto de todas las funciones suaves sobre M por F(M).

Definicién A.5. Sea p € M y considérese (U, ¢) una carta local alrede-

dor del punto p con funciones coordenadas (x!,...,2"). Dada una funciéon
diferenciable, la derivada parcial de f con respecto a x* en el punto p es
of I(foo™!)

(p) = T(qé(p))

oz

donde (u',...,u") son las funciones de coordendas en R™.
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Definicion A.6. Sea M una variedad diferenciable. Sean p € M y ¢ > 0.
Una funcién diferenciable o : (—¢,¢) — M se llama curva (diferenciable) en
M. Supéngase que «(0) = p € M y sea D, el conjunto de todas las funciones
sobre M que son diferenciables en p. El vector tangente a la curva aen t = 0
es una funcion o/(0) : D, — R dada por

oO)f = Sra@)| . reD, (A1)

En términos de las coordenadas locales, A.1 se transforma en

_ Of dz*(a(t))

"0)f = A2
'(0)f OxH dt t=0 (4.2)
Notese que la derivada % en realidad significa afgﬁ_l. En otras palabras,

do®) o ¢ = 0 se obtiene al aplicar el operador diferencial X a f, donde

X = x* (%) ( x4 — da:“g(t)) to) (A3)

—xt ($L) = x1 (A4)

oz

esto es
df (a(t))
dt

La ultima igualdad define X el cual ahora se define como el vector tangente
a M en p = a(0) a lo largo de la direccion dada por la curva «(0). Dos
curvas a1, ap estan relacionadas si generan el mismo operador diferencial X
en p. Esta relacion es de equivalencia, lo cual genera clases de equivalencia.
Se identifica entonces el vector tangente X con la clase de equivalencia de
curvas mas que con la curva en si misma.

t=0

Definicion A.7. El conjunto de todas las clases de equivalencia de curvas,
es decir, todos los vectores tangentes en p € M por T,,M forman un espacio

vectorial y se le llama el espacio tangente en el punto p. El haz tangente es
el conjunto TM = {(p, X)|pe M, X € T,,M}.

A partir de A.3 se puede ver que e, := a%(1 < p < 'm) forman una base
de vectores de T, M y que la dimensién de T,M es igual a la dimension de
M. La base de {e,} es llamada la base coordenada.

Definicion A.8. Un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M es
una transformacion X que asocia a cada punto p € M un vector X, € T,M.
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Considérese una carta local (U, ¢) y p € U. Si u, son las funciones coor-
denadas en R" y x# = u" o ¢ entonces un campo vectorial se representa
como

0
Xp = X[l"“]%

p

donde X [z*] son funciones reales y {a%} es la base asociada a ¢. Un campo
vectorial es diferenciable si y solo si las funciones X [z#] son diferenciables.
Se denotara por X (M) a la clase de campos vectoriales suaves sobre M.

Definicion A.9. Si V es un espacio vectorial, V* denota su espacio dual.
Puesto que T,M es un espacio vectorial, existe su espacio dual, cuyos ele-
mentos son funciones lineales de 7,M a R. El espacio dual se llama el
espacio cotangente en p, denotado por T7M. Un elemento w : T,M — R
en T M es llamado el vector dual o el vector cotangente.

El ejemplo més simple de una 1-forma es la diferencial df de una funcién
f € F(M). La accion de df € Ty M sobre V' € T,M esté definida por

@)=V = v em

Notese que df queda expresado en términos de la carta local x = ¢(p) como

of dz*

V=%

de manera que es natural ver al conjunto {dz"} como una base de T,y M.
Témese un vector V = V*9/0x* € T,M y una 1— forma w = w,dx* € T,M.
El producto interior < , > 1Ty x T,M — R esté definido por

i> = w, V"ol =w, V"

<w, V> = wuV”<dx“, B

Definicién A.10. Si Vi, ..., V, son espacios vectoriales de dimension finita,
entonces V;* ® --- ® V* denota el espacio de mapeos multilineales V; X - - - X
V., — R. El espacio de tensores sobre Ves T7 (V) = V- -@VV*®- - -@V*
donde hay r factores sin estrella y s factores con estrella y (7, s) es el tipo
de cada tensor en T7 (V). Supéngase que S € T (V) y T € T?(V), entonces
T®S €T, [P(V) denota el producto tensorial.
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Definicion A.11. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Sea
(T,M)% el conjunto de los tensores de tipo (r,s) definidos sobre V' = T, M.
Un campo tensorial de tipo (r,s) sobre M es una funcion ¢ que asigna a ca-
da punto p € M un tensor ¢, € (T,M).. Se denota por 7] (M) la clase
de campos tensoriales del tipo (7,s) que son diferenciables. En particular

To (M) = F(M), Tg (M) = X (M).

Definicion A.12. Una distancia o métrica sobre un conjunto X es una
funciéon d : X x X — R* que cumple las siguientes propiedades:

i) d(z,y) =0 & z=y

ii) d(z,y) = d(y, x)

iii) d(z,y) < d(z, z) + d(y, 2)
para toda z,y, z € X.

Definicion A.13. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Riemanniana
g sobre M es un campo tensorial de tipo (0,2) sobre M el cual satisface los
siguientes axiomas:

1) gp<U7 V) - gp(v7 U)
ii) ¢,(U,U) > 0, donde la igualdad se cumple s6lo cuando U = 0.

donde U,V € T,M y g, = g|p- Un tensor g de tipo (0,2) es una métrica
pseudo-riemanniana si satisface 1) y

(i7") Si V € T,M es tal que g,(U,V) = 0 para cualquier U € T,M, entonces
V =0.

Sea (U, ¢) una carta en M y {z"} las coordenadas. Puesto que g € T3,
se expande en términos de dz* ® dz¥ como

Gp = G (p)da" ® da”.
y ademés
o 0
Y = Gp (@’ @) = Guu(p) (pe M)

Si existe una métrica g, se define el producto interior entre dos vectores
U,V € T,M por g,(U, V). Es comiin ver a (g,,) como una matriz cuya (u, v)-
ésima entrada es g,,. Como (g,,) es una matriz simétrica, sus eigenvalores
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1) 2oy +vg) = AL 4 Doz

donde A € Ry vy,v5 € X(«)

i) 2(fv) = fLe+ Z—{v, donde f es una funciéon diferenciable definida en la

imagen de av y v € X ()
Definicién A.16. Se dice que una derivada covariante D/dt es compatible
con una conexion V si y solo si dado un campo X € X (M) que puede
extenderse a un campo Y € X'(«), se tiene que

DX
= = VY
o = Ve

Si (U,¢) es una carta, u* son las funciones coordenadas usuales en R™
y o = u' o ¢, la curva a(t) se escribe como (z'(t),...,2"(t)) y su derivada
como

) dz* 0
a(t)=——
dt Ox#
.. . . o 9 .
y la expresion para la derivada covariante de un campo Y = Y77 esta dada
por

DYy (dX“ - deYA) )

V@ Tea ) oo

Definicion A.17. Sea « : (a,b) — M un curva en M. Por simplicidad
supongase que se cubre con una sola carta (U, ¢) cuya coordenada es x =
(¢(p)). Sea X un campo vectorial definido a lo largo de . Si X satisface la
condiciéon
VX =0 Vt € ((1, b)

se dice que X es transportado paralelamente a lo largo de «(t), donde V/
es el vector tangente a «(t). Si el mismo vector tangente V' es transportado
paralelamente a lo largo de a(t), es decir, si ViV = 0, la curva «a(t) se
denomina geodésica. En términos de sus componentes, la expresion de la
geodésica obtenida es

d?xt L dz” dz*
a2 vhdt dt
donde x* son las coordenadas de «(t).

Definicion A.18. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin
V y una métrica Riemanniana g. Se dice que una conexion es compatible con
la métrica g cuando para cualquier curva suave « y cualquier par de campos
vectoriales Py P a lo largo de «, se tiene que g(P, P') = constante.



APENDICE A. GEOMETRIA EN VARIEDADES 58

Una conexion es compatible con la métrica si y sblo si para cualesquiera
campos vectoriales V' y W a lo largo de la curva o : I — M se tiene

d DV DW
—g(V,W)Zg(W,W)—i-g(V,—), tel

dt dt

Definicién A.19. Se dice que una conexién afin V es simétrica cuando
VxY —-VyX =[X,Y] VXY € X(M)

donde [X,Y] = (a" 8 — pr92) 2 con X = a2 y X = b2

OxH oxk ) Oxv OxH

Dada una variedad Riemanniana M existe una tunica conexion afin V
que es simétrica y es compatible con la métrica Riemanniana. Esta conexion
se conoce como la conexion de Levi-Civita (o Riemanniana). En términos de
los componentes de la métrica y los componentes de su inversa, los simbolos
de Christoffel quedan expresados como:

1 0 0 0
F/\ = 3 A vo A JYou — 7 Yuv
Hv 29 (&E“g + Gx”g K 833”9“ )

Definicién A.20. La curvatura R de una variedad Riemanniana M es una
correspondencia que asocia a cada par X,Y € X(M) un mapeo R(X,Y)Z :
X(M) — X(M) dado por

R(X,Y)Z =V xVyZ —VyVxZ — Vixy14, ZeX(M)
donde V es la conexién Riemanniana.

Obsérvese que si M = R"™ entonces R(X,Y)Z = 0 para todos X,Y, Z €
X (R™). Asi, es posible pensar a R como una forma de medir qué tanto se
desvia R de ser euclideo. La curvatura presenta las siguientes propiedades:

i) R es bilineal en X'(M) x X(M), esto es
R(fX1+49X2,Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X3, Y1)
R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y2)

fagEF(M)a X17X27Yv17Y72 € X(M)
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ii) para todo X,Y € X (M), el operador de curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M) es lineal, esto es

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
R(X,)Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feFM), Z,W e X(M).
La curvatura cumple ademés con
R(X,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y =0 (A.5)
que se conoce como la identidad de Bianchi.

Definicion A.21. El tensor de curvatura R : X (M) x X(M) x X(M) x
X(M) — F(M) de tipo (0,4) por
(RIX,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T). (A.6)

El tensor de curvatura cumple con las siguientes propiedades:

) (XY, 2,7+ (Y, Z,X,T)+(Z,X,Y,T)=0

i) (X,Y,2,T)=—(Y,X,Z,T)
iti) (X,Y,2.7) = —(X,Y.Y.2)
iv) (X,Y,2,T)=(Z,T,X,Y)

Resulta conveniente utilizar un sistema coordenado para expresar todo
lo concerniente a la curvatura de Riemann. Entonces dada una carta local
(U, ¢) alrededor de un punto p € M con una base coordenada {8%} se tiene

X

R 9 0 o i
Ozt Ozv ) Ozr A Pgo

De manera que RY,, son los componentes de la curvatura en (U, ¢). Ademas
se puede ver que

o 9N o 0 .
<R (3x“7 (91;”) Ox™’ 8x”> = Rl Gop = Ruunp

A partir del tensor de curvatura de Riemann, se construyen nuevos ten-
sores empleando la métrica.
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son reales. Si la g es Riemanniana, todos sus eigenvalores son positivos y si es
pseudo-Riemanniana, algunos de ellos son negativos. Si ¢ son los eigenvalores
positivos y j sus eigenvalores negativos, el par (i,7) se llama el indice de
la métrica. Si 7 = 1, la métrica se llama Lorentziana o métrica de Lorentz.
Si una variedad diferenciable M admite una métrica Riemanniana g, el par
(M, g) se llama variedad Riemanniana, si g es pseudo-Riemanniana, (M, g)
se llama wvariedad pseudo-Riemanniana, si g es Lorentziana, (M, g) es una
variedad Lorentziana.

Definicion A.14. Una conexion afin V sobre una variedad M es un mapeo
V:X M) x X(M)— X (M), que asocia a cada pareja X,Y € X (M) otro
campo VxY € X(M) con las siguientes propiedades:

1) VixevZ = fVxZ+VyZ

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
donde f € FIM) y X,Y,Z € X(M).

Sea x una parametrizacién con coordenadas locales z!, ..., 2™ correspon-
dientes, y sean X,Y € X' (M), entonces se puede escribir
0 -0

, Y=Y'—
ox’ oxJ

Sea V una conexion afin, entonces usando sus propiedades se encuentra
que

X = X!

| 9 e oY D
i ] _ Yy i
V¥ =XV, (Y 8xj> AN b TN 0 o
Jovh o1 0

donde se han definido los coeficientes de la conexion o simbolos de Christoffel
IY U — R através de

ag ;0
s Ond U Qgk
Definicion A.15. Sea a : I — M una curva diferenciable. Dendtese por
X (a) al conjunto de campos diferenciables definidos en la imagen de «. Una
derivada covariante a lo largo de a es una transformacion de X' («) en X («)

denotada por % que satisface las siguientes propiedades:

\%
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Definicion A.22. El tensor de Ricci, Ric,es un tensor de tipo (0,2) definido
por

Ric(X,Y) = <dg[:ﬂ,R(i Y)X>

ozH’

cuyas componentes son

Ric,, = Rz’c( 0 9 ) =R},

Ozn’ Oxv

Definicion A.23. Se define el escalar de curvatura o escalar de Ricci R y
el tensor de Einstein G mediante

R =TrRic= g"" R,

1

donde g es la métrica Riemanniana y 7r denota la traza del tensor de Ricci.



Apéndice B
Grupo Fundamental

Definicién B.1. Sea M una n-variedad. Se define la trayectoria a sobre M
como un mapeo continuo A : [0,1] — M, siendo A(1) el punto final de la
trayectoria. Si A(0) = A(1) = P, con P un punto sobre la varieadad, la
trayectoria se denomina lazo.

Dos lazos A(s) y A(s'(s)) seran iguales si s'(s) es una mapeo continuo no
decreciente y s(0) =0, s(1) = 1.

Si se tienen dos trayectorias a,b definidas por las funciones A(s) y B(s)
tales que A(1) = B(0) entonces el producto ¢ = ab une A(0) con B(1) y se
define por la funcién
A(2s) s <
B(2s—1) s>

El producto ab es asociativo pero en general no es conmutativo. Si a, b
son lazos con el mismo punto final P entonces ab, ba existen y son lazos con
punto final P.

C(s) =

N |[— N+

Definicion B.2. Sea a una trayectoria. Se define la trayectoria inversa de
a, a=* , como A(s — 1), con s el parametro de A. Sea M una variedad.
Toémense dos trayectorias a, b con el mismo punto final definido por A(s)
¢ wy B(s) ¢ w. Si existe una funcion P(s,t) des, 0<s<1,yt, 0<t<1
tal que P(s,0) = A(s), P(s,1) = B(s) se dice que se ha deformado a a en b
y que a, b son homotdpicas. A la funcion P(s,t) se le llama deformacion. Si
existe una deformacion P(s,t) ¢ w de a en b se escribira a ~ b. El simbolo
~(homotopia) satisface las propiedades formales de una equivalencia.

Proposicion B.1. La homotopia es una relacion de equivalencia entre tra-
yectorias.
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Demostracion. 1) a ~ a ya que una deformacion esta dada por P(s,t) =
A(s).

ii) a ~ b define b ~ a a través de la funcion P(s,1 —t) que deforma a b en
ay P(s,1 —1t) ¢ w.

iii) Sean P(s,t) una deformaciob de a a en by Q(s,t) una deformacion de
b en c . Definase la funcion
P(s,2t t <

R(s,t) = (s, 2t) =
Q(s,2t —1) t>

por lo que R(s,t) deforma a en ¢y R(s,t) ¢ w. Asi, a ~byb~c=

a ~ c. [

D= D=

Estas definiciones aplican también para lazos con la condicién de que el
lazo se preserve durante la deformacion o que P(0,t) = P(1,t) para toda t. Si
ademés de eso se tiene que P(0,t) = P(1,t) = P entonces se escribira a = b.
Claramente a = b implica a ~ b, pero el inverso no es cierto. El simbolo =
define una relacion de equivalencia solo para lazos.

Definicion B.3. Se define el lazo unitario v en el punto P a través de la
funcion U(s) = P = constante. Claramente aa™! ~ u.
Proposicion. a =~ a’ y b~ b implica que ab =~ a't’.

Supoéngase que a ~ a’ y b ~ /. Sea P(s,t) una deformacion de a en a’ y

Q(s,t) una deformacion de b en b'. La funcion

P(2s,t) s <
Q(2S - 17 t) s>
es una deformacion con R(0,t) = R(1,t) =p de aben a'’ y R(s,t) € w. Por
tanto a = a’' y b =~ b/ implica que ab =~ a'l’.

R(s,t) =

Definicién B.4. Las clases de homotopia son las clases de equivalencia,
entre lazos con punto final P, generadas por la relacion de ser homotopicas.
Una clase es identificada a través de un elemento que pertenezca a ella. y se
utilizard a dicho representante para etiquetar a la clase en su totalidad.

Si a y b son clases entonces todos los productos a’t’/, donde a =~ a’ y
b = b/, son homotopicos y pertenecen a una nueva clase la cual se define
como el producto de las clases a y b y se escribe como ab. Mas atn, si a es
una clase y u es la clase unitaria entonces au = a = ua. Para cualquier clase
a se puede asociar la clase inversa a=!' y aa™! = a~'a = u. El producto de
clases es asociativa.



Apéndice C
Mecanica cuantica y gravitacion

El presente apéndice tiene como finalidad definir los conceptos fisicos que
han motivado el desarrollo de los modelos discutidos a lo largo de este trabajo
[61.[3], [10].

La posicion de un sistema fisico a cualquier tiempo en el espacio puede
ser especificada por una coordenada z, una funcién del parametro ¢. Por una
trayectoria se entendera la funcion x(¢). Si una particula a un tiempo inicial
t, comienza en un punto r, y termina en un punto final z; a un tiempo t,,
se dice simplemente que la particula va de a a b y la funcion z(t) debera
tener la propiedad tal que z(t,) = z, y x(ty) = xp. En mecanica clasica,
existe una unica trayectoria, denominada trayectoria cldsica, T(t), seguida
por el sistema fisico para ir de a a b. En contraste, en mecénica cuantica se
tendra una amplitud de probabilidad, K (b,a), para ir del punto a al punto
b. Esta amplitud sera la suma sobre las contribuciones de todas las posibles
trayectorias que unen los puntos a y b. Antes de examinar el caso cuantico
se examinara el caso clasico.

C.1. La accidn clasica

Una de las formas para determinar la trayectoria particular Z(¢) sobre
todas las posibles trayectorias que un sistema fisico determinado seguira es a
través del principio variacional o de minima accion. Esto es, existe una cierta
cantidad S que debe ser computada para cada una de las trayectorias posibles
x(t). La trayectoria clasica Z(t) es aquella para la cual S es un extremo, es
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decir, el valor de S no cambia a primer orden si la trayectoria Z(t) se modifica
ligeramente. La cantidad S, llamada la accion, esta definida como

tp
S:/ L(x',x,t)dt (C.1)
ta

donde L es una funcién denominada el Lagrangiano del sistema. La forma de
la trayectoria Z(t) estd determinado con el usual procedimiento del calculo
de variaciones. Entonces, supongase que la trayectoria se aleja de Z(t) por
una cantidad dz(t); la condicion de que los puntos iniciales y finales de &
estén fijos requiere que

dx(ty) = dz(ty) =0

La condicién de que T sea un extremo de S significa que
S =Sz +ox] - S[z] =0
a primer orden en dz. Usando la definicion (C.1) se puede escribir

Sz +6z] = Y L(a) + 0a! xS, t)dt

a

[ [L(2/, @, t) + 02’ 9% + 629E] dt

ta ox’!
Slz] + ftib [62/2L + o29L] at

Empleando integraciéon por partes, la variacion S se convierte en

t % d (0L oL
W / o1 {a (a_> B a_} dt

Dado que éz es 0 en los puntos extremos, el primer término del lado derecho
es igual a 0. Entonces, el extremo es la trayectoria a lo largo de la cual la
siguiente condicion se satisface:

d (0L oL

oL

C.2. Laintegral de trayectoria en mecanica cuan-
tica

La amplitud de probabilidad es uno de los conceptos fundamentales en
mecénica cuéntica. Dentro de la formulacién de esta teoria se establece que
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existe una cantidad llamada amplitud de probabilidad que esta asociada con
cada via a través de la cual un evento en la naturaleza puede tener lugar.
Ademas es posible asociar una amplitud de probabilidad total al evento me-
diante la suma de cada una de las amplitudes asociadas a las distintas vias. El
cuadrado del valor absoluto de la amplitud de probabilidad total se interpreta
como la probabilidad de que el evento ocurra.

Asi, dentro de la mecénica cuantica para ir de un punto a a un punto b es
necesario especificar cuanto contribuye cada una de las posibles trayectorias
a la amplitud de probabilidad total . Esto significa que no soélo la trayec-
toria Z(t) que minimiza S contribuye a la amplitud. Todas las trayectorias
contribuyen en cantidades iguales pero con una fase distinta. La fase de la
contribucién de una trayectoria dada es la acciéon S para esa trayectoria en
unidades de la acciéon cuéntica . En resumen, la probabilidad P(b,a) para
ir de z, a un tiempo t,, a x; a un tiempo t, es el cuadrado del valor absoluto
de una amplitud K (b, a) para ir de a a b:

P(b,a) = |K(b,a)|?

Esta amplitud es la suma de las contribuciones ¢[z(t)] de cada trayectoria
= ol(t)] (C.3)

y la suma es sobre todas las trayectorias que van de a a b. La contribuciéon
de un trayectoria tiene una fase proporcional a la acciéon S:

olz(t)] = Celi/MS[z(®)]

donde C' es una constante y S es la accion clésica.

Feynman define la suma sobre todas las trayectorias posibles haciendo
una analogia con la integral de Riemann [6], es decir construir trayectorias
tomando una integral multiple sobre todos los valores de x; para i entre 1y
N — 1, donde Ne = tb —ta, € = ti+1 —ti, to = ta, tN = tb, To = Tg, TN = Tp,
y empleando un factor de normalizaciéon. De manera que el resultado es

dzy dx drn_
— (i/m)Slb,a] 221 242 BAN—L
K(b,a) = lim~ // / A A A (C4)

donde la accién clasica, S, es una integral de linea tomada sobre todas la tra-
yectorias que pasan a través de los puntos x; con seccién rectas intermedias.
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En una notaciéon menos restrictiva Feynman reescribe la integral sobre todas
las trayectorias como

b
K(b, a):/ e/MSBA Dy (1) (C.5)

C.3. Ecuaciones de campo de Einstein

La gravitacion o gravedad es un fenémeno natural por el cual los objetos
fisicos se atraen entre si. Newton describe este fenémeno a través de una
teoria conocida como la ley de la gravitacion universal. Esta teoria establece
que la fuerza de atraccion ejercida sobre una masa m por una masa M es

7o MmG, (C.6)

r3

donde r es la distancia que separa a las masas, GG es la constante gravitacional
y 7 tiene la direccion de M a m. Asi, por ejemplo, la posicion, velocidad y
aceleracion de una particula con masa m podian ser afectados por la fuerza
atractiva ejercida por alguna otra masa M. Durante siglos esta descripcion
fue bastante utilizada por astrénomos para calcular el movimiento de los
planetas y de otros cuerpos celestes.

Einstein en 1916 revoluciono las ideas sobre la gravitacion con la introduc-
cion de la teoria de relatividad general. Esta teoria considera que los efectos
de la gravitacién no son consecuencia de una fuerza, sino que en realidad
son debidos a la curvatura del espacio-tiempo generado por la presencia de
materia. En esta teoria, los sistemas fisicos evolucionan dentro de un espacio
de 4 dimensiones conocido como espacio-tiempo, el cual es a su vez mode-
lado como una variedad de Lorentz. El principio variacional permite derivar
las ecuaciones que describen cémo se deforma el espacio-tiempo debido a la
presencia de materia. Puesto que en esta teoria la métrica es el elemento
que permitira caracterizar la geometria y las propiedades gravitacionales del
espacio-tiempo, la accién S debera depender de la métrica g. Asi, la accion
para obtener las ecuaciones gravitacionales se expresa como:

= 16 G/ R/ —gd*x (C.7)
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donde R es el escalar de curvatura (Apéndice A) y g = detg,,. Esta ex-
presion es conocida como la accion de Einstein-Hilbert. Aplicando las herra-
mientas del principio de minima accién se llega a las ecuaciones de campo
de Einstein en el vacio:

1
Ru = 5R9 = Gu = 0. (C.8)

Noétese que las ecuaciones G, = 0 son equivalentes a R,, = 0, ya que la
traza del tensor de Einstein TrG = ¢*’G,, = —R es cero si y s6lo si R = 0.
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