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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo se propone un acercamiento a algunas de las propiedades de los
operadores de Jacobi relacionadas con las matrices de Jacobi que los represen-
tan con respecto a cierta base ortonormal. Dada una matriz de Jacobi [a] y una
base ortonormal {d;}7°; en un espacio de Hilbert separable H, se construye
un operador J de tal forma que la matriz [a] es la representacién matricial del
operador J con respecto a la base {0x}7° ;. Entonces una pregunta que surge
de manera natural es jse puede encontrar otra base ortonormal {n;}7° ; en H,
de modo que el operador J tenga como representaciéon matricial con respecto
a la base {n;}32, una matriz de Jacobi?. El acercamiento que se propone este
trabajo es dar respuesta a la pregunta anterior. Pregunta que no es trivial y su
indagacion requiere herramientas avanzadas de Anadlisis Matematico y Anali-
sis Espectral. Los operadores de Jacobi tienen importancia teérica en la teoria
espectral de operadores debido a que todo operador auto-adjunto simple es en
realidad un operador de Jacobi auto-adjunto. Ademas de la relevancia teorica,
este tipo de operadores tiene aplicaciones en la mecanica cuantica, particular-
mente en la Optica cuantica, en la fisica de la materia condensada y mecénica,y
en la biomatematica.

Primero se recuerdan algunas propiedades de medida espectral y el teorema
espectral, luego se realiza un breve estudio de representaciéon matricial de ope-
radores lineales en espacios de Hilbert, en particular el caso no acotado, que es
el caso no trivial y de interés en el desarrollo de este trabajo. A continuacién
se presenta la definicion de un operador simple, la definicién de vector genera-
dor y la definicién de vector ciclico. Se demuestra que dado un operador simple
definido en un espacion de Hilbert H, existe una isometria ® entre el espacio
L3(R; pg) y el espacio H, donde p, es una medida que depende de la medida
espectral asociada al operador simple, y donde g es un elemento generador de
este operador. También se hace una demostracion alternativa de la proposicién
que dice que g es un vector generador de un operador simple A, si y sélo si,
span{(A — zI)~1g} = H donde z recorre el conjunto de los nimeros Complejos
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4 Diego Leonardo Hernandez Bustos

con parte imaginaria distinta de cero. El trabajo continia con la definicién de
matriz de Jacobi. Se observa que a cada matriz de Jacobi se le puede asociar un
operador simétrico cerrado J en un espacio de Hilbert separable. Al operador
J mencionado anteriormente también se le llama operador de Jacobi. Poste-
riormente se calculan los indices de deficiencia de este operador J. Uno de los
resultados de este trabajo muestra que a un operador J de Jacobi en ciertos
casos se le pueden asociar con méas de una matriz de Jacobi. Para finalizar la
primera parte del trabajo, se muestra que a cada matriz de Jacobi se le puede
asociar un problema de momentos y viceversa: a cada problema de momentos
se le puede asociar una matriz de Jacobi. Se demuestra que segtn los indices
de deficiencia de un operador J representado por una matriz de Jacobi, el pro-
blema de momentos asociado a esta matriz es un problema determinado o un
problema indeterminado.

En este trabajo se demuestra que para todo operador simple existe una base
ortonormal, tal que, la representacion matricial del operador simple con respec-
to a esa base, es una matriz de Jacobi.

Para la obtencién de los resultados principales de este trabajo se toma un
operador deJacobi, y se obtiene una serie de conclusiones a partir de las dos
siguientes posibilidades:

Si los indices de deficiencia de un operador de Jacobisonny (J) =n_(J) =0,
entonces uno de los frutos de este trabajo es la construccién de una familia de
bases ortonormales, tal que, la representacion matricial de J con respecto a cada
una de estas bases en la familia es una matriz de Jacobi, hay que anotar que
estas matrices son diferentes entre si. Esta parte del trabajo permite concluir
que si lo indices de deficiencia de un operador de Jacobi son cero, entonces existe
una familia de matrices de Jacobi que se pueden asociar con el mismo operador
J. O lo que es lo mismo a este operador J lo puedo asociar a una familia de ma-
trices de Jacobi. Mientras que por otro lado, a cada Matriz de Jacobi se le puede
asociar solo un operador de Jacobi J. En los pasos para construir esta familia de
bases ortonormales se definen por primera vez en la literatura matemaética los
vectores de Stone de un operador auto-adjunto J, que son vectores ciclicos que
se expresan de la forma e=7/" g o de la forma I e~ dE;g, donde g es un vector
generador de .J. Estos vectores de Stone permiten construir recursivamente una
familia de vectores ciclicos de la forma e’”ﬁg, o de la forma f]R e*"thEJg,
donde n recorre los numeros naturales. A partir de cada uno de estos vectores
ciclicos se obtiene una base ortonormal, y cada una de estas bases permite cons-
truir una matriz de Jacobi que representa al operador de Jacobi J. Esta familia
de bases ortonormales se llama familia de bases de Stone. Es conocido que por
cada matriz de Jacobi se obtiene un problema de momentos, y ese problema
de momentos se asocia o relaciona con el operador representado por tal matriz,
entonces otra conclucion de este trabajo es que para cada base de una familia
de bases de Stone se obtiene un problema de momentos determinado asociado
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a un operador de Jacobi J, donde este operador J esta representado por esta
familia de matrices de Jacobi, entonces cada familia de bases de Stone genera
una familia de problemas de momentos determinados, asociados con el operador
J. Una consecuencia importante de este trabajo es la demostracion de que dado
un operador de Jacobi J auto-adjunto, y una base ortonormal con respecto a la
cual este operador J tiene como representacién matricial una matriz de Jacobi,
existen condiciones necesarias y suficientes para que exista otra base ortonormal
con respecto a la cual el operador J tiene como representacién matricial otra
matriz de Jacobi. Este resultado también aparece por primera vez en la litera-
tura matematica. La imagen inversa de los vectores de la forma f]R e " dE 79,
bajo la isometria ®, cumplen las condiciones necesarias del anterior resultado.
Serfa interesante encontrar una funcién ¢ en L?(IR; lg), que cimpla las condi-
ciones necesarias del anterior resultado, pero que su imagen bajo ® no sea de la
forma f]R e‘"’tszJg.

Si los indices de deficiencia del operador J son n4(J) = n_(J) = 1, enton-
ces en este trabajo de manera resumida se hace una pequena tarea en la que se
define lo que es un espacio de Hardy, se definine espacio de de Branges, y se ob-
serva que un operador de Jacobi con indices de deficiencia ny(J) =n_(J) =1
es un operador Entero en el sentido de Krein. Esa tarea se hace con el fin de
exhibir el siguiente resultado de este trabajo. Si los indices de deficiencia de un
operador de Jacobi J son n4(J) = n_(J) = 1, entonces sélo existe una base
ortonormal {d;}%2,, de tal forma que la representacién matricial del operador
J con respectos a esa base {d;}%2; es una matriz de Jacobi. Por lo tanto existe
solo una matriz de Jacobi que representa a un operador de Jacobi J, si y solo si,
el operador de Jacobi J no es auto-adjunto. También si los indices de deficiencia
del operador J son ny(J) = n_(J) =1, como fruto de este trabajo, para cada
extensién auto-adjunta Jg de este operador J (J C Jg) se construye una matriz
de Jacobi que representa a la extensién Jg con respecto a una base ortonormal.
El que cada una de estas extensiones .Jg sea auto-adjunta, quiere decir que sus
indices de deficiencia son n4 (Jg) = n_(Jg) = 0. Entonces utilizando los resulta-
dos anteriores, se llega a la conclusién que por cada una de estas extensiones Jg
se obtiene una familia de bases ortonormales y una familia de matrices diferen-
tes que representan dicha extension. Y como otra consecuencia de este trabajo,
resulta que por cada extensién del operador J serd posible hallar una familia de
problemas de momentos determinados asociada a cada extensiéon.Como ultimo
resultado de este trabajo, que también aparece por primera vez en la literatura
matematica es el siguiente: Cada sucesién de la familia de problemas de momen-
tos determinados asociados a una extension de J, se podra expresar en términos
del problema de momentos indeterminado, asociado al operador .J.
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Capitulo 2

Nociones preliminares de
teoria espectral

El objetivo de este capitulo es establecer la notaciéon que se utilizara en el
desarrollo del trabajo. Se enuncian en una breve revisién las propiedades basi-
cas de medida espectral, y se muestran algunas propiedades de representacion
matricial de operadores.

2.1. Medida espectral y teorema espectral

Toémese dos elementos f y g en un espacio de Hilbert J se denota el producto
interno entre ellos por (f;g), considerdandolo antilineal en el primer argumento.
Se recuerda que si un espacio de Hilbert JH es separable, entonces existe una
base ortonormal en dicho espacio. Se indica por B(H) el espacio de Banach de
los operadores acotados definidos en todo 3, se denota por S., (H) el subespacio
de B(3H) de operadores compactos. Se denota por A* el adjunto de un operador
A; también se recuerda que un operador densamente definido A es simétrico si
su adjunto A* es una extensién de él mismo (A C A*). Se definen los indices
de deficiencia de un operador simétrico A como n(A) := dimker(A* — \I) si
la parte imaginaria de A es mayor que cero, y n_(A) := dimker(A* — \I) si la
parte imaginaria de A es menor que cero. Rank(7) es la dimensién del rango
de un operador Ty @ denota el operador de multiplicacién por la variable
independiente en el espacio L?(R,u), sin olvidar que su dominio se define
como:

dom(Q) = {p(t) € L*(R, 1) / teo(t) € L*(R, p)}.

El conjunto de puntos de tipo casi-regular para un operador lineal cerrado T se
define como:

pT):={e€C : FCey (T =D [l = Cellfll, Vf € dom(T)}.

7
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Ademés p(T') es un conjunto abierto y dim(H ©ran(T — £I)) es constante para
toda £ en cualquier componente conexa de p(T') ([4;Cap 3]). El conjunto de
puntos A en P(T) tal que ran(T — M) = H es llamado el resolvente de T y se
denota como p(T'). Se define el espectro de un operador T’ como el complemento
de su resolvente o(T) := C \ p(T), y se define el nicleo espectral como el
complemento del conjunto de puntos de tipo casi regular o(T") := C\ p(T). Es
facil observar que o(T") C o(T).

En el trascurrir de este trabajo las siguientes propiedades seran de gran utilidad,
las demostraciones de estas propiedades se pueden encontrar en ([4; Cap 4 ].)

i Para todo operador simetrico A, C; UC_ C p(A).

ii El niicleo espectral de un operador simétrico A estd contenido en R, (6(A)) C
R.)

iii Si un operado A es auto-adjunto (A = A*), entonces p(A) = p(A). Donde
se recuerda que p(A4) := {£ € C : ran(4 — &I) = H}, por lo tanto
o(A) =o(A).

iv Un operador simétrico cerrado A es auto-adjunto si y solo si n_(A) =

A continuacién se citan algunos resultados sin demostracién (ver [4; Cap 5]) que
seran la base para el desarrollo de este trabajo.

Sea (Y, A) un espacio medible, 3 un spacio de Hilbert y P(3) el conjunto de
proyecciones ortogonales en H. Supéngase que E : A — P(H) es una aplicacién
que satisface las siguientes condiciones:

i Si {A,} es una secuencia contable de conjuntos medibles disjuntos en A y
A =, Ay, entonces E(A) = s- E(A,). (donde s-)" es el limite
fuerte de la suma)

ii E(Y) =1, donde I es el operador identidad en .

Entonces FE es llamada una medida espectral en K.

Para cada f en 3 se puede definir una medida escalar puy, como ps(A) =
(f; E(A)f). Por lo tanto toda medida espectral E genera una familia de medi-
das escalares finitas definidas sobre A, que cumple las siguientes propiedades:

i 1y(8) = | B(A) I, para todo f € .
ii Como E(Y) = I entonces us(Y) = || f||?, para todo f € H.

Ahora sean f y g en H , se puede definir una medida compleja como pifq(A) ==
(9; E(A)f), que cumple las siguientes propiedades:

1 ppg(B) = (g E(A)f) < [[E(A)gll[[E(A)f]], para todos fy g en H.

il pyrg(A) == pgr(A), para todos fy g en H.
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Como en el caso escalar la nocién p medible casi donde sea (p c.d.s.), tiene el
mismo significado para una medida espectral FE, F medible casi donde sea (E
c.d.s.).

Si ¢ es una funcién a valor real, medible sobre Y se define

E-sup¢g:=inf{a € R / ¢(y) <a E-c.d.s.},

y se dice que la funcién ¢ es E-acotada si F-sup ¢ < co.
Definanse los siguientes conjuntos:

i I(Y,E) :={¢ compleja / ¢ es E-medible y simple}

ii Loo(Y,E):={¢ compleja / ¢ es E-medible y E-acotada}
iii S(Y,E):={¢ E-medible / ¢ es E-c.d.s. finita}.

El conjunto L. (Y, E) dotado con la suma usual de funciones y la norma

9]lco = E-sup |é(y)]|,

es un Espacio de Banach.
Ahora sea ¢ en II(Y, E) se define la integral de ¢ con respecto a la medida E

Ccomo
/qde =Y aE(Ay),

k<n

donde ¢ := 3", ., ckxa,, ¥ Xa eslafuncién caracteristica de A. Una propiedad
muy importante de esta integral es la siguiente:

Teorema 1.
Sea ¢ en II(Y, E); entonces se tiene que || [ ¢dE| = E-sup |¢|.

Este teorema dice que la integral es una isometria que va de II(Y, E) a B(XH).
Como en el caso de medidas escalares se puede demostrar que II(Y, E) =
Lo (Y, E), entonces por la isometria mencionada anteriormente se puede definir
para ¢ en Lo (Y, E) su integral con respecto a la medida E' como:

/ ¢dE = wlim, / pndE,

donde {¢,}22 ; es una sucesién en II(Y, E) tal que ¢,, — ¢ con la norma || * ||,
y u-lim es el limite uniforme.
Para ¢ en S(Y, E) se define el siguiente conjunto:

domy == {f € K //|¢|2duf < o0},

se puede deducir (no es facil) que domg es un conjunto lineal, y que domg =
J. Tomando los siguientes conjuntos: A, = {y € Y / |¢(y)| < n}, se puede
demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 2. i Si ¢ estd en S(Y, E), entonces xa, ¢ estd en Lo (Y, E).
ii Si f estd en domy, entonces {([ xa, ¢dE) [}, converge.

El teorema 2 nos permite definir el siguiente operador:
Para todo f que estd en domy, se define

(/ ¢dE)f = lirrln{(/XAnqﬁdE)f}.

Se puede observar que dom( [ ¢dE) = domy.
Para este operador se pueden demostrar las siguiente propiedades:

i (f;[¢dESf) = [ ¢duy para ¢ en S(Y, E).
ii || [odEf|?> = [|¢[*dus para ¢ en S(Y, E).
iii (g; [@¢dEf) = [ ¢dpsy para ¢ en S(Y, E).

iv Sea ¢, en S(Y,E), y f en domy, paratodon en N, si ¢, — ¢ en L2(Y, uy),
entonces [ ¢ dEf — [¢dEf.

v Sea ¢ en S(Y,E), fendomy y h= [¢dEf entonces pp(A) = [ |6|*dpy.
vi Sea ¢ en S(Y, E), entonces dom(( [ ¢dE)*) = domy y ([ ¢dE)* = [ ¢dE.

vii Para toda ¢ en S(Y, E) el operador [ ¢dE es cerrado y normal.

viii Sea ¢ y ¢ en S(Y,E), entonces o [ ¢dE + 8 [ @¢dE = [(ag + Bp)dE y
[ ¢dE [ pdE = [ ppdE.

ix Si ¢ es real E-c.d.s., entonces [ ¢dE es auto-adjunto
x Si |§| es uno E-c.d.s., entonces [ ¢dE es unitario

xi Si E-sup|¢| es acotado, entonces [ ¢pdE es acotado.

2.1.1. Teorema espectral

El siguiente teorema es una herramienta indispensable en el desarrollo de
este trabajo, su demostracién se puede consultar en [4; Cap6].

Teorema Espectral 1. Sea A un operador auto-adjunto en H. Entonces existe
una unica medida espectral E4 en H definida sobre la o-Algebra de Borel en R
tal que

A:/thEA(t). (2.1)
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También se puede demostrar que si un operador auto-adjunto A es repre-
sentado por (2.1) entonces o(A) = supp F 4, donde supp E4 es el soporte de la
medida F4.

Se definen funciones de operadores auto-adjuntos como:

H(A) = / H(5)dEA(s),

donde ¢ esta en S(Y, E).
Para estas funciones de operadores se pueden demostrar las siguientes propie-
dades:

i El dominio de ¢(A) es denso en H y es dado por:
dom(6(4)) = (£ €3¢ /[ 16(9)Pdus(s) < oc).

ii El operador ¢(A) es acotado si y sélo si
(Al = E-sup[p(A)] < oo,

para A en o(A).

iii El operador ¢(A) es normal y (¢(A))* = ¢(A). El operador ¢(A) es auto-
adjunto si ¢ es real sobre o(A).

2.2. Representacion matricial de operadores

Gran parte del trabajo realizado en esta seccién estd basado en [1; Sec 26] y
[1; Sec 47]

2.2.1. Representacion matricial de operadores acotados

Sea 3 un Espacio de Hilbert separable, témese {7}, una base ortonormal
de H, sea {d;}72; la base candnica de ¢2(N). Se define la siguiente aplicacién
lineal U que va del span{n;}32, al span{dy}°,, como:

U Beme) =Y Bror, (2.2)
k=1 k=1

es claro que U(ng) = 0k y que U(span{ny}7> ;) = span{d;}72 ;.

Sea f = Y agny entonces por la identidad Pitagdrica se tiene que,
k=1

U AP = 10 o) I?

k=1

= |I£1,
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por lo tanto U es un operador isométrico. Por la continuidad de U este mismo
se puede extender a un operador isométrico que aplique H en ¢2(N). Sea T' un
operador en B(H) y considérese T := UTU !, entonces T esté en l5(N), y para
@ en {5(N) se tiene que

1Tl = IUTU 4|
= [lUTf]]
<INl

en conclusién | T = ||T|.
Sea p en lo(N) y f en H tal que U(f) = ¢, como {J;}72, es una base ortonormal
de ¢5(N), se observa que:

(Tp); =< 85T >,
=<Um;);UTf >5,v)s

pero como U es isométrico

(Tp)j =<n;Tf>

=<0 7O fumw) >
k=1

Definase ¢, :=< n;;1'n, >,entonces por la continuidad del producto interno se
tiene que

(T); =Y fr <y i >
k=1

(oo}
= futjne
k=1

o0
Si f=>" funk, entonces
k=1

Yoerb=9=U(f) = fillm) =Y fxdr,
k=1 k=1

k=1
- =)
ast (T')j = 3. Prtjk-
k=1
Observemos que

(Tor); =< 6;; Tk >p,(m)

= tjk)
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. )
entonces T'6, = Y t;0,, por lo tanto
j=1

oo
IT0k1 = Jtsul?
j=1

<|IT| < .

Definicién 1. Se dird que un operador T en B(H) admite una representacion
matricial [t;] con respecto a una base ortonormal {ny}32, si para f en H y ¢

en £o(N) tal que U f = ¢ entonces (f(p)j = > oitjk.
k=1

Teorema 3. Sea H un espacio de Hilbert separable y T en B(H) con represen-
tacidn matricial [tji] respecto a una base ortonormal; entonces para ¢ y ¥ en
05(N) se tiene que

>

J=1

o0

<7l | D lel? |51
j=1

Jj=1

(ita‘k%>¢j

k=1

Demostracion.

| < To > | < |[[¢[[ Tl
< Tl

Teorema 4. Sea I un espacio de Hilbert, [t;i] una matriz, M > 0 tal que

q 4
3 (z)¢
=1 \ k=1

q p
<MD 2| D lenl?
j=1 k=1

para todo p y q en los naturales; entonces existe S en B(H) tal que [t;i] es la
representacion matricial de S.

Demostracion. Supéngase que ¢ >py p > 1,

(pl:()02:___:()0]7_1:’1}[}1:’1)[}2:___:’1/}]3_1:0,

op=1y1;#0parap<j<q.
Entonces si ¢ esta en f5(N)

< M|,
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por lo tanto

< M| (2.3)

> (67,

Sea t* = maz {t;,}, entonces
1Sj§p—1{Jp}’

p—1 p—1
> ()| < D Il
j=1 j=1
p—1
<t Il
j=1
p—1
<t Z ;12
j=1
< t*[lp|%,
lo que permite concluir que
p—1 e
Y ()i + D (t3p) 05| < IR + M|
=1 i=p
Sea )" = <7?§ax 1{‘%‘\}, entonces
p—1
3 () W] < (0= DY,
j=1

o0
pero (¢*)% < 3 |4;]?, lo que implica que ¥* < |9, y en consecuencia de lo
=1

anterior se tiene que

p—1
S () 85] < (0= DEW,
j=1
entonces
p—1 S
S (i) + Y (tin) 85| < (0= D" + M)|[¥]). (2.4)
j=1 i=p

j=
un funcional acotado en ¢3(N). Aplicando el teorema de representacién de Riesz

Para todo p € N, definase Zp(w) = Y (tjp)¥; para ¥ en £2(N), por (2.4) Zp es
1
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existe a? en £2(N) definido como o = {«;}2

521, tal que

L(Y) = (aPs9) = ZO‘;WTJ*
j=1
Por lo tanto para p € IN y ¢ en ¢5(N) se tiene que

Z(tjp)% = Z O‘?Jj:

j=1 j=1

entonces t;, = a? para todo j € IN.
De lo anterior se concluye que

> Jtpl? < 0. (2.5)
j=1
Para {05}7° ; la base canénica de ¢2(N) se define

(S0(6r)); j{:tjpékp = Lk, (2.6)

entonces Sodk = {tjr}521, de (2.5) se sabe que Sy, estd en £o(N).

Para ¢ = Z ©r0) se tiene que
k=1
R N
Sop = Z ©rSo0k

{l,

N N
entonces (Sop); = Y. @itk para ¢ en L, ¢(N). Aqui 4;,, r(N) es el conjunto de
k=1

suceciones ¢ := {g; };911 tal que ¢; # 0 para un nimero finito de j’s. Ahora por
la hipétesis, para ¢ y 1 en £, ¢(N) se tiene que

|(Sos )| = Z%(thm) < Mg|#]. (2.7)
j=1 k=1

Entonces por la continuidad del producto interno la desigualdad (2.7) se cumple
para todo ¥ en £5(N), si ¥ = Sy, de la desigualdad (2.7) se tiene que

~ 2 ~
1Soll” < MlllllSoell,
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por lo tanto, se obtiene lo siguiente:

[Sowll < Ml

Luego §0 es acotado, se extiende §0 por continuidad a todo ¢3(N) y se denota
esta extensién por S, tal extensién es un operador acotado en ¢5(N), y

(§¢) = Ztﬂetﬂm
T k=1

entonces para cualquier base ortonormal {n;}7° | en 3, y el operador U, definido
como en (2.2), se tiene que
S:=U"'SU
es un operador en B(JH) con representacién matricial [¢].
O

Teorema 5. Sea H un Espacio de Hilbert separable y {ni}7>, una base orto-
o0 o0

normal, [tjr] una matriz infinita tal que ZZ |tix|* < oo; entonces existe T
j=1k=1
en Seo (H) tal que [tji] es su representacion matricial.

[ olNe o}

Demostracion. Como E E |tjx|?> < oo, entonces
j=1k=1

(o)
S Itanf? < o0, (238)
k=1

y también se tiene que
o0
D ltkl? < o0
Jk :
j=1

En conclusién {t;x}32; estd en £2(N). Si se define un operador Tp como en (2.6)

se puede obtener un operador 7' en B (£2(N)), de tal forma que se obtiene un
operador T en B(H) definido de la siguiente manera:

T:=U"'TU,
donde U es como en (2.2).
Sea P, : H — span{ut}}", entonces Rank (P,,) := dim (ran (P,,)) < m, por

lo tanto P, es compacto, como T estd en B(H), entonces P,,,T" estd en So (H) .
Sea f en H tal que U f = ¢, para U como en (2.2), entonces

2

oo
Z tsk Pk

k=1

1@~ PuT) JIP = |~ By TS = || (T B) T = >
s=m+1
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De (2.8) y aplicando la desigualdad de Holder, se tiene que

(T = PuT) fII* < Z thskl Zlcpkl2

s=m+1 k=1
<ellel?,

oo (oo} [ee] oo
porque Z Z |tsk]|? < 0o, entonces para un s muy grande la suma Z Z Itsn|?

s=1 k=1 s=m+1 k=1
se puede hacer tan pequena como se quiera. Por lo tanto
IT = PnT|| <e,
entonces
P, T 5 T.

Luego T estd en So (H). Ya que para r en los naturales el conjunto k. () :=
{T € B(H)/Rank(T') < r}, esta contenido en Soo (H) . Ademds para el conjunto
k (3() definido como k (3) := [, kr () , su cerradura con respecto a la norma

uniforme || ||, es el espacio Soc (3). ( es decir k, (H)" = S (H) > O

2.2.2. Representacion matricial de operadores simétricos
no acotados

Sea 3 un espacio de Hilbert separable, sea A un operador simétrico cerrado
no acotado, (A CAY A= A) , sea {n}72, una base ortonormal de H tal que
{nk}32, C dom(A), como A es simétrico se recuerda que dom(A) = K.

Sea

Ang = ¢ (2.9)
y
(nj; Ank) = tjk. (2.10)
Sea B un operador lineal definido para 1y por
By = cy, (2.11)

para todo k > 1.

El operador B se puede extender por linealidad al espacio H, asi dom (B) =
span{ny }7°,, como t;r = (n;; Ang) = (An;,ne) = (Mg, Anj) = tjk, entonces
(nj; Bik) = tjk y (mws Bny) = tk; = (Bnjsme), de manera que (n;; Bry) =
(Bnj;ni). Por lo tanto B es simétrico. Por (2.9) y (2.11) B C A, y como A es
cerrado se tiene que B C A.

Si un operador lineal cerrado tiene representacién matricial [¢;5] con respec-
to a la base {n;}72,, este operador debe ser el minimo operador cerrado que
cumplen (2.9) y (2.10). Si B = A, se dice que A es representado por la matriz
[tjr] con respecto a la base {n}72 ;.
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Definicién 2. Una base ortonormal {n;}7°, es llamada una base para la re-
presentacion matricial de un operador simétrico A, si:

1. ny, en dom (A) para todo k > 1

2. Eziste un operador cerrado minimal que asuma el valor Ang en n, para
todo k > 1.

Teorema 6. Sea A un operador simétrico cerrado, sea {n,}7>, una base orto-
normal tal que ny, estd en dom (A) para todo k > 1, y (n;; Ang) = tjk, pam jyk

€ N entonces; (Af thkfka para todo f € dom (A), donde f = Z femm.
k=1 k=1

Demostracion.
(Af); = (nj, Af)
:::E:.fktjk
k=1

O

Teorema 7. Sea A un operador simétrico cerrado, {ny}3>, una base para la
representacion matricial de A, y tjr = (n;; Ang). Sea
2
< oo},

donde [ = kank y se define (Tf thkfk para f en dom (T'); entonces
k=1 k=1

ik Sk

dom (T') := {fEH

T = A*.
Demostracion. Primero se demostrard que A* C T'. Sea g en dom (A*), existe
o0 o0

h en H tal que (Af;g) = (f;h). Témese g = ngnk yh= Z h;n;, entonces,
k=1 j=1

hj = (nj; h)
(Ani; g)

oo
= Z Ikljk-
k=1

Como J es separable y {nx}2; es un sistema ortonormal completo, se tiene que
2

o0 o0 o
Z |h;|* = ||h||* < oo, por lo tanto Z thkgk < 00, entonces g € dom (T)
j=1 j=11k=1
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y Tg = h, lo que demuestra que A* C T. A continuacién se demostrard que

o0
T C A*. Témese g € dom (T), tal que g = ngnk, entonces, (g; An;) =
k=1

o0 oo (o) o0
> Gklm Ang) =Y Gitwj. y ademds (Tg); = (n;;Tg) = Y gitiy = ) gilry,
k=1 k=1 k=1 k=1

de manera que (1;;Tg) = (Tg;n;) = ¥ _ Gytrj, por lo tanto (g; An;) = (T'g; ;).

k=1
Entonces para cada f en span{n}32,

(g: Af) = (T'g; [), (2.12)

ya que {ng}32, es base para la representacién matricial, la ecuacién (2.8) se
cumple para todo f en dom (A), lo que quiere decir que g estd en dom (A*) y
A*g=Tyg, entonces T' = A*. O

. Dado un operador simétrico cerrado A es posible encontrar una base orto-
normal {7, }7°, con respecto a la cual B = A?

El siguiente teorema afirma que a cada operador simétrico cerrado corres-
ponde una matriz (Hermitiana), la cual representa el operador en términos de
alguna base.

Teorema 8. Existe una base para la representacion matricial de cada operador
simétrico cerrado A

Demostracion. [1; Sec 49; T 3] O

Teorema 9. Si la matriz Hermitiana [t;;] satisface la relacion
oo
Z |tjk|2 < oo, parak €N,
j=1

entonces esta matriz [t); define un operador simétrico cerrado en términos de
cada base ortonormal.

Demostracion. Es suficiente hacer
o
An = tigmi,
i=1

para construir el operador B descrito al inicio de esta seccion. O
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Capitulo 3

Operadores simples

En este capitulo se define lo que es un operador simple y un vector generador.
Se demuestra el teorema de representaciéon canénica para un operador simple,
se demuestra que dado un operador simple existe un vector ciclico, y que todo
vector ciclico es un vector generador.

Definicién 3. Sea H un Espacio de Hilbert y A un operador auto-adjunto en
H, A es un operador simple, si existe g en H tal que span{E4(A)g} = H, donde
A recorre los borelianos en R.

Recuérdese que E 4 hace referencia a la medida espectral asociada con el
operador A en el teorema Espectral. De la definicién se sigue que si H no es
separable, operadores auto-adjuntos en H no pueden ser simples. El vector g de

la definicién anterior se llamaré vector generador.

Teorema 10. Sea A un operador auto-adjunto simple, g en H un elemento
generador y g(t) := (g; Ea(—00,t)g); entonces la férmula

;o= /R o(t)dE g (3.1)

asocia a cada funcion p(t) en L*(R; ug) con un vector f en H, esta correspon-
dencia es una aplicacion isométrica de L*(R; pug) sobre todo H.Dicha aplicacién
transforma dom(Q) en dom(A), y si a un f que estd en dom(A) le corresponde
la funcion p(t) en L?(R; p,) entonces a Af le corresponde la funcidn to(t).
Demostracion. Sea

® = L*(R; py) — K

o(t) /R P(t)dEag.

21
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Sea f = [ ¢(t)dE g, entonces

I =
/Iw (t)2dpg
— o

Por lo tanto ® es una isometria. Se observa que

(1) = Zpeag{EA(A)g},

aqui B denota los borelianos en los niimeros Reales, y se recuerda que II es el
conjunto de funciones simples. Entonces como A es simple

O(II) = SAI>:£{EA(A)9} =X

asi que

D(L2(R; p1y)) = K.

Si se tiene f en H, tal que f = [, ¢(t)dEag para o(t) en L*(RR; yy), entonces

/SQdﬂf:/52|‘P‘2dﬂga
R R

de manera que

f € dom(A) & ¢(t) € dom(Q).

Sea gp(t) en alom(Q)7 entonces
f = p(t)dE Ag
/IR (t)

por lo que

( [z [ o dEA>

Como la cerradura del operador [ tdE4 [ ¢(t)dEA es [ tp(t)dE 4, entonces

Af:/]RtQD(t)dEAg.
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Lema 1. Sea f en L*(R,dt), tal que si fRf(t)t’“e*ﬁdt = 0 para todo k € IN;
entonces f(t) = 0.

Demostracion. Como f estd en Lo(R,dt) entonces la integral f]Rf(t)eZt_tzdt
es convergente para cada z en C. Ya que (t — %)2 =12 — 2t + %, entonces
I f)ert=tdt = /4 I F)e=t=2at v f(t)e=t=3)" lo podemos acotar,
porque la parte real de (t — %)2 para un z fijo es positivo siempre que t se aleje

del origen. Ahora definase la funcién F(z) := [ f(t)ezt"52 dt la cual es entera
por la regla de Leibniz generalizada [5; Cap 4; T 2.1]. Asf se tiene que

F(2) :io’;, /R F)tre " at

para todo z en C.

De la hipétesis se concluye que F(z) = 0 para todo z en C. Como F(iz) = 0

para todo z € R, entonces la transformada de Fourier de f(t)e_t2 es igual a

cero, ya que la transformada de Fourier en Lo(RR,dt) es un operador unitario,
por lo tanto se concluye que f es igual a cero. O

Teorema 11. Sea A un operador auto-adjunto, simple en H; entonces existe un
vector h en H tal que h estd en dom(A¥) para todok > 1,y span, .n{AFh} = H.

Demostracion. Por el teorema anterior, definase h =: fR et dE g, donde g es

un vector generador de A, h estd en dom(A*), para todo k € IN, ya que et
estd en dom(Q¥) para todo k € IN, donde se define el dominio de @* como:

dom(Q") := {p(t) € L*(R; pg) / t*p(t) € L*(R; 1)}

Sea k € IN, entonces
AFh = / tfdEah
R

= / tkeitszAg.
R

Considérese f en H , f # 0 representado como ngo(t)dE 49, ¥ supdéngase que
es ortogonal a todos los vectores A*h, para k € IN, entonces

(f; AFh) = <f;/]Rt’“e‘tszAg>
= dEag; | the " dE
</]Rso(t) Ag,Ate 19)

= [ toteduy 1
R
=0
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Como f # 0, entonces | f||* = [ l¢(t)|?dug(t) # 0.

Sea Q(t) = ffoc ©(s)dpg(s) — C. Observe que fioo ©(s)dpg(s) es el producto
interno entre g y la imagen de g bajo el operador [ ¢(5)X(—oc,t)dEa(s), y C es
una constante, es decir

Q) = (g (/}R w(S)X(oo,t>dEA(S)> g9)—C.
Entonces como dQ(t) = ¢(t)dug(t) se tiene que
/ e dO(t) = 0. (3.2)
R

Integrando por partes, se tiene que

/]R the=dQ(t) = the " [ [ too o(s)dpig(s) o] ‘: /}R Q) (k=1 — 2tk 1) e g,

Ya que

lim et { /_ ; o(8)dpiy(s) — c} —0

t—+oo

de (3.2) se tiene que

/ 20(t)th e dt = / EQ(t)th e at, (3.3)
R R
sik=0
/ 20(t)te " dt = 0. (3.4)
R

Siempre que se considere la constante

) Jr (ffoo w(S)dug(S)) et dt

C
Jpe tdt ’

entonces
/ Q(t)e " dt = 0.
R

De (3.3) para k = 1 se obtiene que

/]RQQ(t)t ¢ dt:/Q(t)e— dt =0, (3.5)

R
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para k = 2, se tiene que

/2Q(t)t3et’2dt=/Q(t)te*thtzo, (3.6)
R

R

si k es impar, entonces
/ Q)L dt = 0, (3.7)
R
y si k es par, entonces

/ Qt)th e dt = 0.
R

Por lo tanto para todo k € IN, se obtiene que

/ Q(t)the " dt =0,
R

pero por el lema 1 Q(¢) = 0, entonces

0+ /R (1) Py (1) = /R (B () (t) = /R S(HA) =0.  (38)

Esta demostracion es el resultado de un estudio detallado de lo que se pre-
senta en [2; Cap 4; T 4.2.3].

Definicién 4. Un vector h que cumpla las condiciones del teorema anterior se
llama vector ciclico.

Lema 2. Sea A un operador auto-adjunto y g en H fijo.
Si

span {p(A)g} = I
peS
gedom{p(A)}

entonces g es un elemento generador de A

Demostracion. Supdéngase que g no es generador, entonces existe h en H, h #
0, tal que (h; E4a(A)g) = 0 para todo A € 9B, entonces para todo t € R,
fjoo dpgn = 0, por lo tanto para toda ¢ € S tal que g € dom{p(A)}, se tiene

que (h,p(A)g) = [ wdugn =0, asi
span  {p(A)g} # K

pES
g€dom{p(A)}
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Teorema 12. Sea h un elemento ciclico de un operador A auto-adjunto; en-
tonces A es un operador simple y h es un elemento generador

Demostracion. Como span{A*h} =H y

span  {@(A)h} D span{A*h},

p€eS
hedom{p(A)}
entonces
span  {p(A)h} =3,
peSs
hedom{p(A)}
luego por el lema 2 se obtiene que h es generador. O

Teorema 13. g es generador de A si y sélo si span{(A — zI)~1g} = H, donde
z recorre el conjunto de los complejos con parte imaginaria distinta de cero

Demostracion. Como g es generador, supéngase que existe h # 0 en H tal que
(h; (A — zI)~1g) = 0, para todo z € C/R, entonces f]R d“tgfhz(t) = 0, para todo z
€ C/R. De la identidad de polarizacién se tiene que

4,LLgh == ,LLg+h + Z‘Ng+ih - ,LLg—h - Z.,Ufg—iha

/ dpg+n(t) _/ dprg—n(t) —0
R t—z R t—2z ’

/ dprg+in(t) 7/ dpg-in(t) _
R t— =z R t— =z ’

de las dos tltimas ecuaciones y por [1; Sec 59; T 3], se concluye que pgyp —
tg—n =0,y que prg+in — pig—in = 0. Entonces para todo A en los borelianos de
los ntimeros Reales, se tiene que

entonces

y también

(9+h; E(A)g +h) — (g —h; E(A)g — h) =0,
luego
2(g; E(A)h) +2(h; E(A)g) = 0,
por lo tanto
(9: E(A)h) + (h; E(A)g) = 0,
o lo que es lo mismo

Fegh + pign = 0,
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entonces la parte real de la medida pgn es igual a cero. Y también se tiene que
para todo A en los borelianos de los nimeros Reales,
(g +ih; E(A)g +ih) — (g — ih; E(A)g — ih) = 0,
entonces
2i(g; E(A)R) + 2i(h; E(A)g) = 0,
que es equivalente a
i(g; E(A)h) +i(h; E(A)g) =0,
o lo que es lo mismo
ifign + ipigh =0,

entonces la parte imaginaria de la medida pgp es igual a cero.

De los argumentos anteriores se concluye que (h; E(A)g) = 0 para todo A en
los borelianos de los nimeros Reales, pero esto no puede ser, porque g es un
elemento generador. Por lo tanto no existe h # 0 tal que (h; (A — zI)"1g),=0
para todo z € C/R, entonces span{(A — zI)~1g} = H.

Ahora, supéngase que span, ¢ /r{(A — 2I)~tg} = H, como

span {¢(A)g} D span{(4 — zI) ' g},
€
gedom{p(A)}

entonces

span  {p(A)g} =¥,
peS
g€dom{p(A)}

aplicando el lema 2 se tiene que g es generador. O
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Capitulo 4

Operadores de Jacobi y el
problema de momentos

A continuacion se presenta un conjunto de matrices infinitas, denotado por J,
v luego se muestra que para cada matriz que tomemos de este conjunto J, existe
un operador simétrico cerrado J, el cual tiene como representacién matricial, la
matriz que se escogié de J. Después se observa que los indices de deficiencia de
estos operadores pueden ser ny(J) = n_(J) =06 ny(J) = n_(J) = 1. En
seguida se define lo que es un problema de momentos, y en la ultima parte de
este capitulo, se muestra que a cada matriz en J, se le puede asociar un problema,
de momentos y viceversa.

4.1. Operadores de Jacobi

Considérese todas las matrices infinitas de la forma

g b1 O 0

b1 q2 b2 0 .
0 b g3 b3 O
0 0

0 bnfl dn bn 0

donde {bx}32; CRY, Rt :={z e R/ x>0}, {g};2; C R. El conjunto de
estas matrices se denota por J.

29
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Teorema 14. Si [a] € J; entonces existe un operador simétrico cerrado J en
un espacio de Hilbert separable 3 tal que [a] es su representacidn matricial con
respecto a una base de H.

Demostracion. [a] es hermitiana y |bg_1|* + |qr|* + |bk|* < oo para todo k € N,
entonces por el teorema 9 existe un espacio de Hilbert separable y una base

ortonormal {05 }72, de 3, tal que, [a] representa un operador simétrico cerrado
J en H. O

Definicién 5. Al operador J del teorema anterior se le llama operador de Ja-
cobi, y a una matriz [a] en J se le llama matriz de Jacobi.

Los operadores de Jacobi tienen importancia tedrica en la teoria espectral
de operadores debido a que todo operador auto-adjunto simple es en realidad
un operador de Jacobi auto-adjunto. Ademés de la relevancia tedrica, este ti-
po de operadores tiene aplicaciones en la mecanica cudntica, particularmente
en la dptica cudntica [7, 20], en la fisica de la materia condensada y mecédnica
[14, 15, 6, 12, 19], y en la biomatemética [3, §].

Sea £ € C, tomemos f en ker(J* — £I), donde J es un operador de Jacobi,
representado por la matriz

g b 0 0

b1 q2 b2 0 .
0 b g3 b3 O
0 O

0 bn -1 4n bn 0

con respecto a una base {95} ;.
oo

f lo podemos expresar de la siguiente manera f = Z fr0k. Suponiendo que f
k=1

es diferente de cero, y como f estd en el ker(J* — 1), entonces, se puede obtener

la ecuacion de diferencias:

bn—lfn—l + anfn + bnfn+1 = gfnv
para n > 1, con la siguiente condicién de frontera:

qifi +bifo=Ef1.

Si se toma f1 = 1, se sigue de inmediato que fy = %(f—ql) y que f, = Pn_1(§),
donde P,,_; es un polinomio de grado n — 1. Se sabe por definicién que para
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o0
que este f = Z S0k, este en dom(J*), debe cumplir por el teorema 7 que:
k=1

<<Z [br—1fr-1+ gnfn+ bnfn+1|2> +lfi + b1f22> < 00,

n=2

o0

lo que para este caso es equivalente a que Z |€ fn\Q < 00. De manera que para
n=1

que f esté en el dom(J*), {f.}32; debe estar en ¢?(IN), que es lo mismo que

decir qué Z |P_1(€)]* < o0, donde Py(€) es un polinomio constante.

n=1
Se recuerda que para un operador simetrico A, C4 UC_ C p(A), donde p(A) :=
{€€C : 30, (A=EDf] = Cellfll, Vf € dom(A)}.

Teorema 15. Sea J un operador de Jacobi, sean {P,_1}nen los polinomios
(o]

obtenidos en el argumento anterior. Si Z |P_1(€)|* < 0o para un & en C/R;

n=1

entonces n_(J)=ny(J)=1y Z |P(€)]? < 0o para todo & en C/R.
n=1

Demostracion. Témese f como en la argumentacién anterior (f = >, fkok,
y supéngase que f; = 1). Como Y -, |P,—1(£)|? < oo, entonces se tiene que
fedom(J*),y f €ker(J* —&I), con & € C/R. por la argumentacién anterior
se tiene que f =" P,_1(£)d,. Si se toma g en ker(J* — &1), tal que g1 = ¢,
donde ¢ # 0, entonces g1 = cf1, g2 = ﬁ(f — q1), supéngase que hasta n,
gn = cfn, entonces

bn—19n-1+ @ngn + bngni1 = Egn
it = o (efal€ = @) = b1 o)
= i(fn(f —qn) = bn—1fn-1)
= Cfnt1-
Lo que implica que dimker(J* — £I) = 1 para todo £ € C,4, ya que para

operadores simetricos dimker(J* — £I) es constante en C; y en C_. Luego
S0 | Pa(€)]? < oo para todo € en Cy. Ademéds para € en C, tenemos que

? (4.1)

1Per(6)) = |Pa @) = [Pea(6)

Por lo tanto dimker(J* —&I) = 1 paratodo £ € C_, y Yo7 | |P,(§)* < oo para
todo £ en C_. O
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oo

Teorema 16. Bajo las mismas hipotesis del teorema anterior. Si Z |P,(§)] =

n=1
oo para una £ € C/R entonces n_(J) =ny(J) =0y Z |P,(&)| diverge para
n=1
toda & en C/R.

Como J es cerrado se puede concluir del teorema 16 que J es auto-adjunto.Ya
que todo operador simétrico cerrado es auto-adjunto si y solo si sus indices de
deficiencia son cero. El resultado de teorema 15 se puede refinar de la siguiente
manera;

o0
Teorema 17. Bajo las mismas hipdtesis del teorema 15. Si Z |P.(€)]? < o0

n=1
para un & en C/R; entonces n_(J) =ny(J)=1y Z | P (€)]? < oo para todo
n=1
& en C.

La demostracién de esta afirmacién se encuentra en [2; Capl; T 1.3.2] y en
ella se utilizan nociones que no se introducen en este trabajo. Alternativamente
se puede consultar el teorema 3 de [16].

De la teoria de Von Neumann, se deduce el siguiente teorema:

Teorema 18. Sea J un operador simétrico cerrado, si n_(J) = ny(J) = 1,
entonces ezisten extensiones auto-adjuntas Jg de J, (Jg C J*).

Definanse los siguientes conjuntos:

Jo : ={[a] € J /[a] representa un operador J auto-adjunto}
J1: = {[a] € J /[a] representa un operador Jcon n_(J) =ny(J)=1}.

Obsérvese que J = Jo UJ1 v que (J1)¢ = Jo.

4.2. El problema de los momentos

Supdngase que se tiene una sucesién {y;}32,; C R, se quiere saber, si existe
una medida p tal que

T = / t*dp(t).
R
A este problema se le conoce como el problema de los momentos.

Definicién 6. Si vy, = f]R thdp(t) tiene una tnica solucion, entonces se dice
que el problema de los momentos es determinado, en caso contrario el problema
de los momentos es indeterminado.



Tesis 33

Considérese una sucesion S = {s;}32; C R, donde sy =1y tal que

50 S1 . e Sk
S1

Dy, := det > 0, (4.2)
Sk Sk+1  ccc S2k

para todo k € IN.
Al conjunto de estas sucesiones se le denota por M.

El problema de los momentos es un tema cldsico de analisis [2]. Hay resulta-
dos aqui que se han acumulado en los tltimos 140 anos, entre estos resultados
estan los siguientes que se enuncian sin demostracién

Teorema 19. [[2/[Cap 2; T 2.1.1]] S € M si y sdlo si existe una medida p tal
que s, = [tFdp(t).

Sea M, el conjunto de sucesiones en M tal que el correspondiente problema
de momentos es determinado, entonces M = My U M;, donde M; = (My)°.
Claramente M; es el conjunto correspondiente a los problemas de momentos
indeterminados.

Teorema 20. [[2]] Si S estd en M; entonces existe una solucion p del corres-
pondiente problema de momentos tal que

span{tk} = L*(R; p). (4.3)

Definicién 7. [2]. Todas las soluciones del problema de momentos que satisface
(4.3) se llaman soluciones N-extremales.

Si S € My, entonces su unica soluciéon p del correspondiente problema de
momentos es tal que la ecuacién (4.3) se cumple.

Teorema 21. Todo operador de Jacobi auto-adjunto es simple.

Demostracion. Témese [a] en J y témese al operador de Jacobi J que estd re-
presentado matricialmente por [a] con respecto a una base {d;}72 , entonces se
tiene que

JO1 = q161 + b162

J§n - bnflénfl + qnan + bn5n+17

por lo tanto

8 = Po_y(J)d1. (4.4)
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(Nota: es facil verificar que (4.4) es la realizacién del algoritmo de Gram-Schmidt
sobre {01, Jd1, J%81, J381, ...}).

Ademas supdngase que J es un operador de Jacobi auto-adjunto en H. Asi que
de manera trivial por (4.4) se observa que el primer elemento de esta base d1,
es ciclico, entonces del teorema 12 se tiene que d; es un vector generador. [J

Teorema 22. Toda extension auto-adjunta Jg de un operador de Jacobi J no
auto-adjunto es un operador simple.

Demostracion. Supégase ahora que n_(J) = ny(J) = 1, entonces el teore-
ma 18 permite tomar una extensién auto-adjunta Jg de J. Es claro que co-
mo Jg es extensién de J, entonces 6 = Pr_1(J3)d1. Lo anterior afirma que
spankem{Jgél} = H, lo que quiere decir que d; es un elemento ciclico de Jg.
Por lo tanto por el teorema 12 se tiene que Jg es simple y §; un elemento
generador. O

La siguiente argumentacién permite demostrar el teorema 23. La segunada
parte de la demostracién se encuentra en [2; Cap 2; T 2.2.4].
Bajo la suposicién que n_(J) = ny(J) = 1, por el teorema 10, Jz que es una
extensién auto-adjunta de J (recuerdése J no es auto-adjunto), es isométrica-
mente isomorfo al operador de multiplicacién por la variable independiente en
LQ(R; sy )7 donde Hsy (t) = <517 EJ5 (t)51>
Si se toma

st 1= (803 861) = (815 T561) = / Fdus, (1),
R

donde {d5}7°; es una base para la cual J tiene como representacién matricial
una matriz de Jacobi, entonces {s;}72; estd en M. Como cada extensién Jg
genera una solucién del problema de momentos correspondiente a {s;}72, (de-
bido a que por el teorema Espectral para cada extensiéon Js existe una medida
espectral Ej, ), entonces tenemos que {sx}32, € M;.

Sea J auto-adjunto y

S = <51,Jk(51> = / tkdﬂgl (t),
R

donde como se menciono anteriormente {05} ; es una base para la cual J tiene
como representacion matricial una matriz de Jacobi, entonces como ya se habia
anunciado en [2; Cap 2; T 2.2.4] se demuestra que {s;}72; estd en My, ya que
s, es es la unica solucién al problema de los momentos.

(Nota: El argumento anterior me esta diciendo que siempre que se tome una
matriz en J y se asocie con un operador J, sin importar cuales sean los indices de
deficiencia de este operador J, a este operador se le puedo asociar un problema de
momentos, por lo tanto a una matriz de Jacobi se le puede asociar un problema
de momentos. )

De los argumentos anteriores se tiene el siguiente teorema:

Teorema 23. Sea [a] en J y J el operador representado por [a], la sucesion
S = {s1}r_o definida como si, := (31; J*31) estd en M, mds aun si [a] estd en
Jo, entonces S esta en My y si [a] estd en Ji1, entonces S estd en M;.
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Ahora se temora una sucesiéon en M para demostrar que existe una matriz
de Jacobi la cual podemos asociar con la sucesion.

Témese una sucesién S € M, entonces por el teorema 20 existe p N-extremal
tal que

S = /tkdp(t) < 00.

Es obvio que {t¥}3° ) estd en L*(R; p) y span{t*} = L%(R; p). Aplicando Gram-
Schmidt a {t¥}2 ; se obtiene para L?(IR; p) una base ortonormal de polinomios
{Pr(t)}32,, donde

Py(t) =1,
S0 S1 e Sn
1 4.5
Pty = L | (4.5)
\/ anan Sp—1 Sn ot S2p—1
1t e
y D, es como en (4.2). Paran=1,2,...
Ademaés se cumple que
anl
Po(t) = /=227 + R, _1 (1),
(1) = |/ =L+ Ru (0

n

donde R,,_1(t) es un polinomio de grado n — 1.
El polinomio tP; es de grado k£ + 1, por lo tanto lo podemos escribir de la
siguiente manera

th-(t) = ak7k+1Pk+1(t) + ahkPk.(t) + ak,k_lPk_l(t) <+ agol, (4.6)

de donde se obtiene que

Si se calcula el producto interno entre (¢ Py (t), P;(t)) coni = 0,1, ...k y se recuer-
da que el operador de multiplicacién por la variable independiente en L2(RR; p)
es auto-adjunto, se tiene que

an:=0(i=0,1,23,... k—2),
agk—1 = (tPx(t), Pr_1(t)), (4.7)
apk = (tPr(t), Pe(t)).

Sustituyendo la siguiente expresiéon

tP_1(t) = ap—1,xPr(t) + Rr—1(t)
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en (4.7), se obtiene que
Ok, k—1 = Qk—1,k
luego (4.6) tiene la forma
tPy(t) = bp—1Pr—1(t) + arPi(t) + b Py (2),

donde

V/Di—1Dp41

bo1=0; ar=arr; br=arr1 =

Dy,
De esta forma se ha obtenido la ecuacion de diferencias
br—1Yk—1 + aryr + bkYk+1 = Yk, (4.8)
con la condicién inicial
(g0 — t)y + boyr = 0, (4.9)

para la cual podemos encontrar el valor de yg, con (k= 1,2,...), si yo es dado.
Como se tiene que { P} }72, es una base ortonormal de L?(R; p), entonces , por
(4.8) y (4.9) los polinomios generan una matriz [a] que estd en J.
Tomando S := {s},_, en M; y suponiendo que la matriz [a] en J que se le
asocia a S estd en Jg, entonces como S estd definida de la forma

i = (Polt): (* Po(0)) = (@ (Po(t)): J*@ ™ (Po(1))).

(recuerdese que @ es la aplicacién isométrica del teorema 10), entonces S :=
{sk}zozo estd en My. Por lo tanto si S estd en M; entonces la matriz de Jacobi
que se le asocia representa un operador de Jacobi con indices de deficiencia
n_(J) =ny(J) =1ysiS estd en My entonces la matriz de Jacobi que se le
asocia representa un operador de Jacobi auto-adjunto.

Por lo tanto tenemos el siguiente teorema:

Teorema 24. Para toda S en M existe una matriz [a] en J la cual asociamos
con la sucesion S, mds aun si S estd en Mgy entonces [a] estd en Jo y si S
estd en M; entonces [a] estd en Ji.



Capitulo 5

Operadores de Jacobi
auto-adjuntos

En esta parte del trabajo se desarrolla la idea central del mismo. Tomandose
un operador de Jacobi auto-adjunto J se construye una familia de bases orto-
normales de un espacio de Hilbert separable, donde para cada base se puede
obtener una matriz de Jacobi que representa al operador J. Se demuestra que
dado un operador de Jacobi J, y una bases ortonormal con respecto a la cual
este operador J tiene como representacién matricial una matriz de Jacobi, exis-
ten condiciones necesarias y suficientes para que exista otra base ortonormal
con respecto a la cual el operador J, tiene como representacion matricial otra
matriz de Jacobi. Recuérdese que en el desarrollo de este trabajo, se ha supuesto
siempre que se estd trabajando sobre un espacio de Hilbert separable y que se
continuard de igual manera hasta el final. Del capitulo anterior se puede obser-
var que si un operador auto-adjunto A tiene representacién matricial una matriz
de Jacobi con respecto a una base ortonormal {n;}7° |, entonces el operador A
es simple.

Teorema 25. Sea A un operador simple; entonces existe una base ortonormal
{me}?2, , tal que la representacion matricial de A con respecto a {ni}p, es
una matriz de Jacobi.

Demostracion. Como A es simple existe g un elemento generador en H. Defina-
se n1 en H como

m ::/eft?dEAg7
R

escogiendo g de manera adecuada se puede suponer que 7; tiene norma igual
a uno. En la demostracion del teorema 11 se demuestra que 7; es un elemento
ciclico, por lo tanto generador, como se vio en el teorema 10 existe una aplica-
cién isométrica ® de L?(R; i, ) a H tal que ¢ estd en el dominio del operador
de multiplicacién por la variable independiente @ siy sélo si ®(p) = f]R wdE am

37



38 Diego Leonardo Hernandez Bustos

estd en el dominio del operador A. Esto quiere decir que la isometria ® le hace
corresponder a la sucesién {t*}2°  la sucesion {AFn;}22 .

Aplicando Gram-Schmidt a {t*}° | se obtiene una base ortonormal de polino-
mios {Py_1(t)}72, en L*(R; 1y, ), donde cada polinomio Pj,_; es de grado k — 1
(ver 4.5). Por lo tanto, por la isometria ® también existe una base ortonormal
{m}72, de H, donde

M = P(Pr_1) = / Py_1dEam
R

para cada k:=1,2,3,....

Observemos que Py = 1, porque por la isometria ® a P, le corresponde el
elemento f]R dE am = m. Siguiendo los argumentos que demuestran el teorema
24 se sigue que

ajk = <Pj_1; th_1>

genera una matriz de Jacobi. Asi se ha obtenido una matriz de Jacobi generada
por (n;; Anp).
Aun falta demostrar que esta matriz es precisamente la representaciéon matricial
de A con respecto a la base {ni}7>,. Para ello se mostrard que el minimo
operador cerrado B generado por esta matriz es un operador auto-adjunto, ya
que B C A= A* C B* implicaria que B = A. Para demostrar que B es auto-
adjunto se puede mostrar que n_(B) = ny(B) = 0 lo que es equivalente a
probar que el rango de B + il es todo .
Considérese f € H ortogonal a todos los vectores {(B — iI)n;} donde (k =
1,2,3,...).
gea f = JgwdEag y recuérdese que 11 := [ e~ dE4g.

i

(f; (B —=il)ng) =0,

entonces
(fs (B —il)mk) = (f; (A —il)n) = (f; (A — il) Po—1(A)m) = 0.
Por lo tanto para todo k € IN

/R (t — i) Pocy () p()e ™" dpg(t) = 0,

o lo que es lo mismo
. 1T 42
[ =0t G g0 =0 (5.1)

ya que {P,_1}22, se obtiene de {t*}2°, por Gram-Schmidt.
Asi, sustituyendo

Q(t) :/ (u+ i)p(u)e™ 2" dpg(u) - C,

—0o0
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en (5.1),con C una constante que se puede determinar de la misma manera que
se hizo en el eorema 11. Se obtiene que

/ th=le=2" g0 = 0, Vk € N, (5.2)
R

Haciendo una eleccién adecuada de C, de (5.2) y usando el lema 1 se pueda
concluir que Q(t) = 0.
Como

[ 1= iPe o0 duy(®) = [ @+ ew@m = o
R R

t

y usando el hecho de que |t — i|26’% >0 para todo t real , se obtiene que

JRECRICE
R
Esto quiere decir que f = 0, por lo tanto el rango de B—1il es todo H. Siguiendo

los mismos argumentos para B + il se termina la demostracién. O

Definicién 8. Los vectores de la forma fR et dE g con g un vector generador
se llamaran vectores de Stone.

Teorema 26. Todo vector de Stone es un vector ciclico.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema 11. O

En el siguiente capitulo (Sec 6,2) se verd que existen vectores ciclicos que no
son de la forma fR et dE sg, donde g es un vector generador. O lo que es lo
mismo: No todo vector ciclico es un vector de Stone.

Teorema 27. Sea J un operador de Jacobi auto-adjunto en J; entonces existe
una familia de bases ortonormales, con respecto a las cuales J siempre tiene
como representacion matricial una matriz de Jacobi.

Demostracion. Por definicién existe {n;}32; base ortonormal con respecto a la
cual J tiene como representacién matricial una matriz de Jacobi. Recuérdese de
la ecuacién (4.4) que como J es un operador simple entonces 7; es ciclico y por
consiguiente generador. Sea n € IN, definase

. —nt?
en = / e dE 1,
R
ahora como e; es un vector de Stone aplicando el teorema 26 recursivamente

se ve que e, es ciclico y generador, y esto ocurre para todo n € IN. Pues si se
2
define e como ey := [ e7" dE ey, entonces

—t2 —t2
€y = e dEJ (& dEJ?’}l
R R

_ / =2 dE s,
R
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y siguiendo estos mismos pasos se pueden obtener lo demés. Por lo tanto se
tiene que span{J¥e,}?° , = H. Ortogonalizando por Gram-Schmidt el conjunto
{J%e, }2°, se obtiene una base ortonormal {n(n)}3°, para cada n € IN; tales
bases estédn contenidas en el dom(.J).

Se define:

Jir(n) : = (mi(n); J((n)))
= (Pi_1;tPy_1)

:/3_1(t)Pk_1(t)e*m2dEJm.
R

Entonces siguiendo los mismos argumentos del teorema 24, y del teorema 25
por cada una de estas bases {n;(n)}%2, se obtiene una matriz [j(n)] de Jacobi
que representa al operador J. O

Nétese que el primer elemento de cada una de estas bases es un vector de
Stone de norma igual a uno. La medida j,, (,)(t) := (n1(n); E;(—00,t)n1(n)),
se va a denotar por p,» para todo n € IN.

Colorario 1. Sea J un operador de Jacobi auto-adjunto en H; entonces existe
una familia de matrices de Jacobi diferentes que representa al mismo operador

J
Demostracion. Supdngase que n > m, y que fR tdpyp = f]R tdpym entonces

1 —2nt? 1 —2mt?
||en\|2/Rte " = ||em|\2/Rte " i

esto quiere decir que existe una constante k tal que

/]Rte—Zntsznl :/]Rkte—%nt?dﬂnl,

—'I’L2 —'I’TL2
/e 2tdﬂn1:/1€€ 2 P dpuy, -
R R
Por lo tanto

[ =0e = = ke, = [ (= 1) = ke
—2mt? [ —2(n—m)t?
S A e G
=0.
Entonces utilizando el lema 1, se tiene que
ke = em2(n—m)t* typ-c.d.s..

Contradiccién, porque k es una constante. O
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Definicién 9. Sea J un operador de Jacobi en 3 y {ni}32, la base ortonormal
con respecto a la cual J tiene como representacion matricial una matriz de
Jacobi. A la familia de bases ortonormales {nx(n)}32, generada por m1 de
acuerdo al teorema anterior (con n recorriendo los niimeros Natrales) se llamara
familia de bases de Stone y se denotara por B(J,n).

Colorario 2. A cada familia de bases de Stone le corresponde una familia de
sucesiones de momentos en M.

Demostracion. Para cada base {ng(n)}3>, en B(J,m) se define la sucesién
se(n) = (ni(n); J¥n1(n)). Debido a que J tiene como representaciéon matri-
cial con respecto a {n(n)}72,; una matriz de Jacobi [j(n)] en Jo (ya que
J = J*), entonces por el teorema 23 {s5(n)}32,, estd en Mg y su tnica so-
lucién es gy (t) = (n1(n); E7(—o00,t)n1(n)). O

El colorario anterior dice que para un operador de Jacobi auto-adjunto existe
una familia de sucesiones de momentos en My, mientras que a cada [a] en Jo se
le puede asociar sélo una sucesién de momentos en M.

Colorario 3. Sea B(J,m1) una familia de bases de Stone y sea {ny(n)};,
y {m(m)}g2, en B(J,m) para n,m € N, n > m; entonces tenemos que
B(S,m(n)) € B(J,m(m)) € B(J,m).

Demostracion. Para todon € IN, n;(n) es un vector de Stone y B(J, 71 (n)) una
familia de Stone. Sea {0j}72, una base ortonormal en B(J,n1(n)) ({0x}2, €
B(J,m(n))); entonces existe p € IN tal que

N 0)
Jre P dpyy

2
_ fRe—nt dEm
fme’Z”tzd#nl ’

se observa también que n;(n) por lo tanto

N e~ () g,

61 = fR 672(p+n)t2 dﬂnl

entonces

Jr e~ ((ap)=m)t o=mt® g g 1y,

o = f]R e—2((n+z))—m)t2e—thQdum :

2
_ fn{e " dE
Jr e—2mi? dpig,

f]R e*((nw)*m)tszJm (m)
e—2((n+p)—m)t2 4, .,
R /’L7h

Pero como 71 (m) se sigue que

01 =

y como n > m, se concluye que

{0k 1321 € B(J,m(m))
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Teorema 28. Sea J un operador de Jacobi auto-adjunto en H y {np}72, la
base ortonormal con respecto a la cual J tiene como representacion matricial
una matriz de Jacobi; existe otra base ortonormal {n;}72, de 3 con respecto a
la cual la representacion matricial de J es otra matriz de Jacobi [}], sty solo
si existe ¢ en L?(R; py, ) tal que

i {fn{tkW‘QdUm}:O:O estd en My

ii si para ¢ € L*(R;p,,) tenemos que thkgawdum = 0 para todo k € NN,
entonces 1 =0

Demostracion. Se empieza por demostrar la necesidad de las condiciones.
Como 7, es ciclico y generador, entonces por el teorema 10 existe ¢ € L*(R; iy, )
de tal forma que se puede tomar 7; como 71 = [ wdE n;1, ahora siguiendo los
argumentos del teorema 21 y por (4.4) se tiene que 7; es ciclico y generador ,
por lo tanto 77; € dom(J*) para todo k € NU{0}. Entonces por la representacion
canonica dada en el teorema 10 se tiene que f]R tkdu;h < 00, que es equivalente
a [ t*lodp,, < oolo que quiere decir que la sucesién { [, t*|o[?dpy, }o-
estd en R y por el teorema 23 estd en M.

Como 7; es ciclico se tiene que el span{J*7;} = H. Esto implica que el tinico
f en 3 que satisface (f; J*7;) = 0 para todo k € N es f = 0. De acuerdo a la
representacion canénica del teorema 10 se tiene que

(s To) = (0 ) = / * o, (5.3)
R

es decir que la tnica funcién ¢ que satisface (5.3) para todo k € IN es ¢ = 0.

Para la otra implicacién se tiene por el teorema 10 que existe un elemento e
en H definido como e := fR wdEjm. De la primera condicién se tiene que
Jg t*l|?dpy, < oo para todo k € N, lo que quiere decir que e € dom(J*) para
todo k € IN, por la segunda condicién se tiene que span{Jke}zQ:1 es denso en
H. Entonces se puede aplicar Gram-Schmidt a {J*e}?° , v se obtiene una base
ortonormal {7;}72, de . Ahora si se define Jik == (T;; J7i) siguiendo los
argumentos del teorema 24 se obtiene una matriz de Jacobi. Como la sucesion
(n1; J¥m) estd en My entonces el minimo operador cerrado representado por
esta matriz respecto a la base {f;}72, es auto-adjunto y por lo tanto es el
operador J. O

Verificar la primera condicién i del teorema anterior es muy dificil y se co-
nocen pocos criterios para establecerla. Se mostré anteriormente que si
p = =™ con m € IN, entonces la condicién i tiene lugar. Seria interesante
encontrar una funcién que satisfaga la condicién i pero que no sea de la forma
e~ con m € N.
Teorema 29. Sea J un operador de Jacobi auto-adjunto, y supongase que dadas
dos bases ortonormales {ni}5>, y {12, tales que B(J, ) N B(J,m) # 0
entonces B(J,m) C B(J,m) 6 B(J,m) D B(J,m)
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Demostracidn. Témese una base {35 }72; en B(J, 1) N B(J, 11), entonces

- fRe’"thEJﬁl - fRe’mtszJm
Jr e dpg Jre 2 dpg,

o1

pero como J es auto-adjunto por el teorema 10 existe ¢ en L?(IR; ) tal que
M = [g @dE n1, entonces

Jfwe ™ pdEm  fye ™ dEm
f]R 672nt2|(p|2dunl f]R ef2mt2dun1 )

01 =

por lo tanto ¢ = Ke(n—m)t fn, c.d.s.Pero n —m no puede ser positivo ya
que estaria contradiciendo el teorema 28. Lo que quiere decir que B(J,71) C
%(Ja U ) . O
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Capitulo 6

Extensiones de operadores
de Jacobi no auto-adjuntos

Para poder mostrar el teorema principal de la primera seccién (teorema 31)de
este capitulo, se observa primero lo que es un espacio de Hardy, un espacio de de
Branges, luego se observa que un operador de Jacobi con indices de deficiencia
n4(J) = n_(J) = 1 es un operador entero en el sentido de Krein, y también
se observa quien es el médulo de calibracién para este operador. Citaremos sin
demostracién el teorema [17; T 4.6]. Los resultados de la segunda seccién se
siguen inmediatamente del trabajo realizado en el capitulo anterior.

6.1. Unicidad de la matriz

Un espacio de Hardy el cual se denota por Hs es el conjunto de funciones f,
tales que f es holomorfa en C* donde C* :={z € €/ Imz > 0} y f cumple la
siguiente condicién

sup/ |f(z + dy)|*dz < .
y>0 JR

Antes de continuar, se define la operacién §, para funciones complejas de variable
compleja como f#(z) = f(Z). Una funcién entera E : C — C es llamada de
Hermite-Biehler si |E(z)| > |E(z)| para todo z € CT. Nétese que E(z) no tiene
ceros en CT. Se define el espacio de de Branges generado por E, de la siguiente
manera

B(E) :={f Entelraus/é7 % € H},

toda funcién f € B(FE) es de tipo exponencial, esto es,

log | f(2)]

limsup ———— < 0.
|z] =00 |Z‘

45
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Témese [a] en J; y sea J el operador de Jacobi representado por [a] con respecto
a una base {0;}72, de un espacio de Hilbert J{. Del teorema 17 se sigue que
{Pn-1()}22, estd en ¢2(N) para todo ¢ € C donde P, son los polinomios que
se construyeron en el Capitulo 4 a partir de una matriz en J, por esta misma
construccién se sabe que {P,—1(()}22, estd en el ker(J* — ¢I). Si se toma d;
el primer elemento de la base {;}32, v se le opera el producto interno con
{P-1(¢)}22, claramente siempre pasa que :

01 {Pr1(O}nZr) = Fo(Q) = 1,

para todo ¢ € C. Entonces §; es un vector que no es ortogonal al ker(J* — (I)
para ninguna ¢ € C. Cuando un vector tiene esta propiedad se le llama mddulo
de calibracién. Todo operador que tiene médulo de calibracién es un operador
entero [9, 10, 11, 17, 18]. De esta forma J es un operador entero y J; es su
moédulo de calibracién. Por el trabajo realizado en [17] y [18] se sabe que dado
un operador entero en un espacio de Hilbert H se puede construir una isometria
® de H en B, donde B es un espacio de de Branges y para operadores de Jacobi
estd dada por

(@£)(C) = (f5 {Paor(O)}2y)-

Bajo esa isometria el operador entero se convierte en el operador de multiplica-
cién por la variable independiente y el médulo de calibracion pasa a ser la funcién
real idénticammente 1 . Si se define C := ®~1§® se obtiene una involucién en H
(conjugacién compleja) y claramente Cd; = §; ya que - 1ﬁ<1>(51 11 = 4.

Teorema 30. Si un mddulo de calibracién § es invariante bajo la conjugacion
compleja, entonces cualquier otro modulo de calibracion 5 es de la forma § = ¢4,
donde c estd en R.

Teorema 31. Sea J un operador de Jacobi con n_(J) = ny(J) = 1; entonces
existe una sola base ortonormal (mddulo reflexion), con respecto a la cual J
tiene representacion matricial unica, una matriz de Jacobi.

Demostracion. De la definiciéon del conjunto J; se sabe que todo operador de
Jacobi con indices de deficiencia ny(J) = n_(J) = 1 estd representado matri-
calmente por elementos en J;. Supéngase que existen dos bases ortonormales
{6n}2, ¥ {Jk}k 1, con respecto a las cuales J tiene como representacién ma-
tricial dos elementos en J;, entonces §; y (51 son moédulos de calibracion de J.
Pero por el teorema anterior se sabe que §; = 061, lo que implica que §; = iél
ya que 01 y 41 tienen norma igual a uno.

Si §; = 1, entonces aplicando Gram-Schmidt a {d1, Jd1} se tiene que

J(Sl — <51; J(51>(51

by = ,
2T J61 = (613 J01)04 ||
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y aplicando Gram-Schmidt a {31, ng} se tiene que

8\ J51 — <3\1;ng>8\1
2 = =~ ~ =
|61 — (615 J61)d1 |
J51 — <51;J51>51
(01;J61)

Continuando este argumento puedo concluir que 6§, = JAn, para toda n en los
enteros mayores o iguales a uno.

Recuérdese que en el Capitulo 4 se dijo que: (4.4) es la realizacién del algorit-
mo de Gram-Schmidt sobre {81, J&1, J?61, J361, ...}, entonces dy = Py(J)61 y
también 32 = ]31(J)gl, por lo tanto P;(J)d; = ]31(J) 31, entonces

I8 — (01;J81)01  Jo1 — (513 J81)0
by B by

T8 — (813 J8,)8
- =

)

Y

donde b; es la entrada (1,2) de la matriz que representa a J con respecto a
{6k}52,, y donde b1 es la entrada (1,2) de la matriz que representa a J con
respecto a {gk}zc’:l Entonces como 67 = gl se tiene que 61 = b;. Siguiendo esta
misma argumentacién para todos los otros polinomios Py y ﬁk se encuentra que
las entradas de las matrices coinciden.

Si §; = —d1, entonces aplicando Gram-Schmidt a {d1, Jd1} se tiene que

_ J(Sl - <(51;J(51>(51
[761 — (01; Jo1)du |

P

y aplicando Gram-Schmidt a {31, ng} se obtiene que

5 J8) — (815 J61)0,
2= = = SN
|61 — (015 J01)d1 |
_ —J(Sl + <61;J61>51
| J(=01) — (=615 J(=d1)) — 01|’
-

Como en el caso anterior, continuando este argumento puedo concluir que 6§, =
—0d,, para toda n en los enteros mayores o iguales a uno.
Ademas se tiene que

J(;l - <(51; J(51>(51
b1 ’

Py (J)o, =
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y
S~ T8 — (813 J51)6;
Pl(J)(Sl: 1 <A1a 1> 1’
by
_ —Jo1 + <(51; J(51>(51
by '
Por lo tanto como dy = —3\2, y como se recordd en el caso anterior, (4.4) es

la realizacién del algoritmo de Gram-Schmidt sobre {41, .Jd1, J261, J351, ...},
entonces

<~ Jo1 —(61;J01)01
—0y = —
by

o J51 - <(51; J(51>51
= bl .

En conclusién b, = b1, donde by es la entrada (1,2) de la matriz que representa
a J con respecto a {0x}72,, y donde by es la entrada (1,2) de la matriz que
representa a J con respecto a {gk}zczl También se observa que como §; = —31,
entonces (01; Jd1) = (3\1; J(5A1>.

Siguiendo toda la argumentacién anterior para todos los polinomios Py y ﬁk se
encuentra que las entradas de las matrices son iguales. O

6.2. Representacién matricial de extensiones auto-
adjuntas de operadores de Jacobi

Sea [a] una matriz de Jacobi, recuérdese que esta es la representacién matri-
cial con respecto a una base {J;}72, de un operador J. Si este operador J tiene
indices de deficiencia n_(J) = ny(J) = 1, entonces como se vio en el Capitulo 4
existen extensiones auto-adjuntas que satisfacen Jg C J*. De la argumentacién
que demuestra el teorema 22 podemos observar que d; es un vector ciclico de
Jg para todo 3, pero d; no es un vector de Stone porque entonces J serfa un
operador auto-adjunto.

Teorema 32. Sea J un operador de Jacobi no auto-adjunto; entonces para cada
extension auto-adjunta Jg de J existe una base ortonormal con respecto a la cual
Jg tiene como representacion matricial una matriz de Jacobi.

Demostracion. Por el teorema 22 cada extensiéon Jg es un operador simple,
ahora por el teorema 25 para cada extensién Js existe una base ortonormal
{nk(B)}52, tal que la representacién matricial con respecto a esta base {n;(5)}72
es una matriz de Jacobi [j(5)]. O
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Teorema 33. Sea J un operador de Jacobi no auto-adjunto; entonces para cada
extension auto-adjunta Jg de J existe una familia de bases de Stone generada

por 771(5) (%(Jﬁafh(ﬁ)w

Demostracion. La demostracién se sigue inmediantamente del teorema 27. [

Recuérdese que para cada base ortonormal {ng(n,5)}72, en B(Jz,m(5))
su primer elemento es de la forma 71 (n, 8) :== [ e’”t2dEJB771 (8)

Colorario 4. Sea J un operador de Jacobi no auto-adjunto; entonces para cada
extension auto-adjunta Jg de J existe una familia de problemas de momentos
Sga, tal que Sg estd en Mq.

Demostracion. Para cada base de la familia B(Jg,n1(8)) se define la sucesion:

si(n, B) = (i (n, B); Jhm (n, B)).

Entonces por teorema 23 se tiene que cada {si(n, 3)}2, estd en Mg. O

Teorema 34. Sea J un operador de Jacobi y [j] la matriz de Jacobi que lo
representa con respecto a una base {05152 . Si J es no auto-adjuto y {sk}7,
en M; es el problema de momentos asociado a el operador J; entonces para
los elementos de la sucesion {si(n,5)}72, que estd en Sz se cumple que

sk(n, B) = sk +/

tk(e—2(n—1)t2)duéﬁ_
R 1

Demostracion. Sea

Hnr(B) (t) = <771 (TL, 5)a EJ@ (_007 t)nl (na 6)>

= ([ e amne) [ " e ()

— 00

‘ —2ns?
= € d'u‘m(ﬁ)'

— 00
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Ahora por el teorema anterior

Sk(n,ﬂ) = <771(n75)7 J;’;Ul(”aﬂ»

= / i 5)
R

k_—2nt?
/]Rt € ! d'u‘ﬁl(ﬁ)
—2n 2
= A(tk+tk(e ™ 1))d/£n1(ﬂ)
k k( —2nt?
:/Rt dﬂm<ﬁ)+/Rf (€7 = 1)dpan, 5)
_ n 72nt2d s 72nt2_1 72t2d
= € Ngf + (6 )6 M&f
R R

:5k+/ tk(e—2(n—l)tz)dﬂgﬁ.
R 1

O

Notese que en el teorema anterior {s;}32, estd en M; y {sx(n,B)}7Z,
estd en My.
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