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Teor:;s del Control Gotimo, es el tftule del prese
tivo principal es el de moatra” un oanorama general de tec
hablendo aparecido en dlversad épocas hlaborlcas, conducen a
lentes, resaltando la consistencia de tales eguivalencias,

te Lral
| b

?1
’
ria erzntes que, -

s. di
resultados equiva -~

Para legrar el objetivo sefialado se elaberaron seis capitules siendo su
conternido el siguiente: ‘ A

En el Capitulo T se resumen los resultados principales de la Teoria Cl4
gica del Cdlculo de Variaciones, definiéndose los problemas de Lagrange, Mayer vy
Bolza, A continuacifn, en el Capitulc‘II se expone la Optimizacidn cdel Control -

. por Programacién Dindmica y el Principio de Optimalidad de Bellman, obteniéndose

1os resulbtados del Cdlculo de Variecicnes al aplicar la gcuaciin funciormal de la
Programacidn Dindmica, En el Capitulo III se obtiene la ecuacidn dz Hemilton- —
wJacobi usaniio la Programacidn Dinémica por lo que se le ilema ecuacidn de Hamil-
ton—-daccbi-Bellmane La teorfa del regulador con funcional cuadrdtica se expong -~

en el Capftulo IV vy se desarrolla tajo dos enfogues diferentes gue conducen a -

lor wismos resultados, que son: La teorfa del Cé&lculo de Variaciones y la Progra
macidn Dindmica. £n el Capftulo V se resume la teoria de Pontryagin que bajo el
nombra de " Principio del Méximo ™ establece la solucién al problema de control-
‘bptimso,Por Gltimo. en el Capitulo VI se resume un trabaio eleborado por Re Kél-
man gquidn usando la tesorfa de Carathéodory, resuelve el problema del regulador -
con funcional cuadrdtica haciendo eportaciongs de gran valor, o ’

Los capfitulos se estructuraron de tal forma que cada uno contiene:

i )} uma introduccién, en dond2 se explica a grandes rasgos el conteni-
g0, i

o
fudo
p—

Los detalles del ceontenido, como 1a son les definicionss, desarroe
llos, etce
iii ) tas conclusiones, orientadas a mostrar la relacién con las otras -

. teorias haciendo énfasis en sus posibles ventajas y/o desventajas.

Para elaborar el trabajo se consultaron ( con divarsos grados de pro -~

fundidad ) las referencias sefaladas al final,

Ciudad - Universitaria, D. Fe., Julioc des 1984, Marino Sdnchez’ Parra.
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CAPITULO I

1}

T'EO0ORIA_CL ASTICA

-

' . Contenido »

1.~ INTRODUCCION.

- 2.~ RESUMEN DE LA TEORIA CLASICA DEL
¢ CALCULO VARTACIONAL. 4
. 3 PROBLEMA 1SOPERINETRICO. w
4.~ PROBLEMAS DE ﬁgﬁﬁﬁ Y BOLZA.
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I. Intrcduceidn.

B

El objetivo del capftulo es el de presentar en for

" ma resumida los resvltados fundamentales del CAlculo de Variaciones .que vro-

piamente tiene su xnlcio al final del Siglo~ XVII cuando I. Bernou1li formuld

‘el problema de la B“aqu1siocrona. En principio s2 mencionan las ecuacionss ~

diferenciales de Euler-Lagrange wara una funciona] con bordes fijos; luego -~
se generaliza ¢l problema énns§derando el caso de bordes movibles, estable—-
ciénéose las condicicnes de transversalidad. A continpﬁcién ge mencionan las
condiciones suficientes de extremo: las ?ohdicinnes de Jacobi, Weizrstrass,-
y de Legegdre, respectivamente, Enseguida se pasa a u: treve andlisis que —-

conduce al establecimiento de la ecuacién de”Hamilton—Jacobi,[ 6}.

Para terminar el capftulo, ge describe brevemente el Prohlema Iso-

perimétrico, después el Problewa de Lagrange y por iltimo los problemas de -~

Mayer y de Bolza {41, definiéndose éste élt;mo‘[?]. La parte dedicada a con-

clusiones estd orientada fundamentalmente a comentar la relacidn éc algunos

de los aspectos mencionados con 1los tratamlentos (teorlas} qué s8¢ exrvondrsz

poster’ornento.

2, Resumen de la Teoria clédsi~a del Cdlculo Variacional.

Las extremales, funciones continuas qus hacen ex

trem? &1 valor d° ia funcional

Xy
oy, X F(Xyy,y)d
Ll Avt)lxo( YsY) dx
ax

necesariamsente satisfacen las ecuaciones de Fuler-Lagrange:

d . B
a-)ﬁ(‘(FYi’}_ FYl = © (i= 1,2,‘_..,n)A (2)

(corx*eﬁn) (1)

Problemss con fronterzs o bordes movibles, Si -

en la funcicral (1) se considera que 10s puntos de berde (xo,y(x ) v (x4,

y(zi)) se pueden desplazar, entonces se debera zonsidarar

1) 'y F 1 - (3.1)
[ /: La (Cp "*/) ;;' X=X, CD
donde ”'ﬁfﬂﬁ)ea lz curva a lc largo de la cual se desplaza el punto‘(x1, -

y(xq)). Tazbién:

14) [F (V- }”) Fk‘ ]X:XS o (3.2)

.donde}gzy1y5)es la curva de desplazamianto del) bords inicial (xo,y{xo)).

(3.4) 7 (%.2) son LAS CClDICIONES DE TRANSVERSAIIDAD,

Condicicnee Sufirientes de Extremo:

a) La ecuacidn (Fyy J“ Fyy'),&( -4 (F‘;,,/, a) 0 B ,

}
donde OY(X;C)/aC ' . . . (4.1)
{siendo y(x,c) ura familia de curvas paramétricas) establece la CONDICION =

D& JaCOBI

-
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b} COYDICION DE WEIZRSTRASS. Si en la fvzcio (1) se cumnle la condizidn -

de Jacobi, entc nces Jla curva ext smal ¢ que pasa 'mr los puntos (xo,s(x ¥

-

y (xt,y(:q;). puede ser mcluzda en un campo central con inclinacidn - - -

olx,y(x)). Entonces se define la funcién E(x,y,y',p) tal que

E(21Ys vs) = F(yy) = F oy, - (Y-PYE (o 1ip)  os)

llamada Funcidn de Weierstirass, sea : E S
A 4

(5)

para que la funcional (1) tenga un minimo en la curva C.
c) CONDICION Df LEGENDRE. Debide a oue €l estudio del signo de la funcidn E

‘¢ausa serias di.z‘i‘cultades, la condicidn (H) se puede reemplazar por la -
— .
Fowe 2 O

1z interpretacidn de (7) se logra como

L6l p.36T.

condicidn equivalente:

llamada "condicidn de Legendra?,

re muesira en el cuadro siguiente,

P8 A I WS WO S Sl i 0 #0014 AE D = o

- Para un’ 1a condicidn ggrgue.de sustituir| observacioén
rinimo débil E o0 Fyry! >O -%gllg.extr@_
‘mfnimo fuerte EE S o [‘,y, 2 0 mé;\;:;:s«a C

" i Eeuzcidn de Hami]ton;Jacsbi(prebleﬁa'variacio»

“pnal). a)Ecuaciones Candnécas. Para derivar la Ecuacidén de Hamilton-Jacobi, a

partir de las ecuacisnes de Euler-Lagrange s€¢ obtendra su forma vcanénica; -
luego, ¥ a partir de éstas se obtendrd la formulacidn de H-J,

Sea x una variatle independiente real e y un vector, yGRn
. X
(7-:-'_ J'(X,)G)/’) = B‘,F{x,y,y’)dx

Considérese el problema de minimizar J. Planteando las ecs. de Euler

Lezgrange: A —_ _‘!_F; - “ .
R F)’“ dx “ - 1:,,50-,,? (8}

1lamando ' Q'i: =
resulta de {8} dg—p,

"z ‘
4 _ | (9)
= dx M = F)'h .

R A CIR N 2 W

k".‘/t "'I’? .

H (X YL,QNB 1%3QQ -F (x)y“gJ | | (10)

y&/: an/a% jw_»,.’..,n : .

q'zs - aﬂ/ayj ij‘:.l,...,ﬂ ' (11?~

’
calculando las )/k en funcmn de x,y,

definiendo

es inmediato que

{
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Las ecugciones {11) g8e. llawan formé& candnica

(=1

forma Hamiltoniana
de las ecs. (e Fuler-~Lagrange. Katoc es debido a la analcg{a con las ecs, G¢

Hamilton de la macdnica,
b) Transformaciones Candnicas. #ecuacidn de Kamilton-Jacobi.

Coneiderense las transformaciones | © ﬂ?'-*lﬁz, T: {Y{,Q£} ‘*go(i,\iﬂ {12)

N

Definicidn. Sea la transformacidn T descrita en (120, donde

‘ o 1e B
(h:q;i(ef:@) :r\/,;l'y,;(“;.(’») i:‘.l,..’.)'h.;Cmod: -} (‘}.:
| bt o
entonces te dice que la transformacion €6 canénica, de £753} alixz ﬁi §1 =
las nusvas varxables satisfacen las 5_ecs, Jde Hamiltoen transformadas
det; - OH
T

R - - o . (13)
d—E—{" = -'-%.%' Lty ceaym .

-~ - - a . . Y
la fvnrcion H= H(di,ﬁi ’ x) se dencmina Pamiltoniano del Sistems Transfornado.

Azl m

TEOREMA: La condicidn necesaria y suficiente nora qQue nna tranafcrma01on ‘sea

canon*ca es que T: {Y q)] g 5_'(!(5‘3 50-'\’\\'{‘635.

L 5% Vi -4 (0y,9)] - 1S e ~Meem]= & 45: e

aonde S se llama funcidn aeneiatrwa y puede escribirass de una d= cuatro 2oy~

mas S:-S("’:;e’;x) en coyo caso  Yi =-?’5/ag;; oLi = ‘93./5(54'

. L ] I~ s
o) S=S(%e.) ¢ oW v G =083y« = 25/0p

Iy

“3) % - S(Q-}x)x) ¥ & ‘u y“. e '~as/53i B‘i - "as/ao{i‘asj
DSis(reox) ¢t v Godshy a9y
v ademds 0= 4_%%_(. - (16

La virtud de esie teorema radica en la posibiliidad de transformar 2as coorde

nadas (y los momenters generalizados} de un sistema en otras donde cumplan --

. . *
con alguna condicion.

¢) Ecuacifn de Hemilton*Jacobi. Supéngase ahora gue en el pro-lema variacio- .

nal se-efectia un carbio de veriable tél‘que tenga la forma {9), de las -

SR BT A - R R
y de acuerdo a (16): H - U +83 ‘ . 2(34

Si se impone la condicidn HE O (”oordenadaa 01c110as)£9
ge obtiene H (Y} —— s X) + = O (17>

- La ec. dif; (17) se satisface con una funcion S (func1on zenpratrlz) de -
nende de n+1 variables: X,¥y7,¥p.«a+.¥pn Y 8& denomina Ecuacién de temilton

~Jacobi.

T Tawmbién Som Nawadas (Qh b'S.l -Co\_p_s-)q-‘-E.c.c.. Candnicos At an\tr- Lo;rmhlé Cu.

5; //{)/’(yj ) oS y/&"()—O
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- %,=~ Problera Jsope-imétiricdd -

Se llama Problema Isoperiméirico a aguel gue emtadlece ave la inte

gral dnflnlda de F se mlnlmlé mientras qne ol mismo tiempo unas egunda ini

fo

grax definida depvnd;ﬂntﬂ de y(z) o y° (x) tome un cierto velor O. Consesuen-
1emente, el conjunto de curvas adm1s1bl°8 estd limitade 2 las curvas gue sa3-
tisfacen : j G (Xa%\/ ) dX =G

: X

° . " (1)
El problemz puede tener otro tipo de nondiciones “¢ borde, Por e--~

jemplo, en el caso muliidimensional engl que se dan n funciones y;(x), i=1,-
2,.e.,n; una condicidn de borde tipica espacifica alguna relacidn del tipo
, ‘ 2 . t
6(X)y%:""y'\)y!‘;'”)yﬂ>: )
. (290
en ecte caso el protlema ya no es del tipo simple, sizndo conocido como EL -
PROBLdMA DE LAGRANGE.

K

Los valores admisibles de y(x) o y'(x) ,.ueder' gsr limitadas en cada valor de

s h

x por restricciones de des:@ualdad como _,/ .

JJ yd) £ 9.(%) @
o (y (x). € G (¥
& _ '%3 (Y(r)) y’(‘l’)J < ?3.(‘]{)

4,.~Problemas de Mayer v Bolza.'

(v)

(e)

Otra forma de enunciar el problema es cvando una funcion de con-s«

H

4r0l u{t)g R®, ') t,, determina un conjuntc de n funciones x(t)€& Rn, defini-

das para t),to, ror las ecuaciones diferencizles (é) (?f .b()
con condiciones iniciales x{tg)= X4.

Se llamard trayectoria controlada a cualguier conjnto de furacmnes x{t} co-~

rrespondiente a alguna funcidn de control u(t). En el Problema de Mayer se N
e=noge tal gue una funciSn@ (x,t) tome su valor extremo cuando es evalua;da
en- un tiempo final T, donﬁe T se determina implicitamente al satisfacer el -
conjunto de condiciones termir}ales —Y, {x,t), 4= 1,2,...,p¢&n.
Tal problema se llama "pro'blema de‘control terminal* ya que el critevri'o cen
tral astahlece que una funcidn § es evaluada en el tiempo terminal T. En 1la
terminologia cldsica estc caso es un PROELEMA DE MAYER,

¥inalmente, cuando se combinan ombos tipos de criterios, el de la
integral y el terminal, se tiene el problsma ilamado PROBLEXA DE‘ EOLZA.Ss ee
conveniente.,es';tablecer,1a siguiente definicicin: Se llama Prohlems de Rolza -
al de determinar una funcidn de control u‘(t)x) tal que haga extremo 21 valer
del funcicnal de evolucidn en tiempo firal tfﬁ T, f}jo ¢ variable, derendien

te de T y del"estado final x(T), de la forma: i

f
o i P R Tl i St it v et
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L]

8 C , . - ° 1Y g
ag uqmplen CD
TR Lo R 2 N=(2E).

Jd[x,m) = ¢ > '3}37_] + L F (tz}::"’~> ok (1)
. . - to ) . .
sujeto a. que x{t} y u(t) satisfegan las ED-de ligazdén de la dindmica (SD0 en

: _ ' e
. gensral’ no-autdéromo) con condiciones de vzlores iniciales x(ty= Xt ng(f,xju)

x€R?, ueR®™ (mgn), con lae hipdtesis de (e y F continuas y derivadas par
ciales contfruaé

Laq 00nd1c10t93 nedasar1as parz que u*(t,“) sea extrémznte del fun
cicral de costo feaéral {1) con tf= T xlj&, es gue con la’ funcidn Hawllfaﬁla

na con n multiplicadores A;(t)'

Wity ) b - Flome) + (A5 (12 Doy 20)T)

JM | !
‘-u,a

5.—‘Conc1usiones.

J X

La funcional (1.1) corresvonde al llamado "problema simple del cé;
culo de variaciones", Fn 21 caso de las Condiciones de Transversalidad se —-—

consideré =l desplazamiento de unpunto a lo largo de una curva; la generali-

ggcién dimensional de este crs0 corresponde a una hipersuperficie, vor 10 ==

.gue . las ecs. {1.3.1) y (1.3.2) son g»neralluabTeb como Be vera en el Cap.V

al aﬂallzar la Teo“la dﬂ Pontryagin,

Tamczen fe vih como poner el problema variaciondl en términos de -
la formulacidn candnica Familtoniana, y esta Gltima comc el problema de reeQ
solver la ec. (1.17) de Hamilton-Jacobi. ,

"~ En el Cap. VI se verd que al considerarse la funcional de Bolza y
el Lema de Carathéoﬁory (Teorfa de Kalman-Carathéodory) vara el control 6pti”
mo, se obtiene como consecuencia lakcondicién de Weierstrass,

” Respecto a la teoria de H-J,,eﬂ el Cap. III se obtendré'la‘ec, del
rismo nombre usando el método de 1la Prngréﬁacién Dindmica de Bellman y poste

riormente, en el Cap., VI, al aplicar el Lema de Garathéodory con la funcio--

nal de B0lza (ec, VI-{(4.7)).

El Sistema Hamiltoniano de ecs, se decducard en el Cap. IV~al‘anall
zar el problema del regulador y también en ¢l Cap. V como resultido de la -=-
formulacion del Teorzma 1 en la Teoria de -Pontryagin. _

Por ﬁltimo, motivado por el enf§que‘de la Programacion Dinimiba, -
en el wroblema iscperimitrico consicireses que {(seccidn 3), zl valor de } eo-

rresvondiente a una x Be le llamard "estado” y a la y! la "decisidn".

b
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CAPITULGOG II

LA FRCGRAMACION DINAMICA Y ‘EL CALCULO DE VARiACIONES.

Contenido
p PR Introduccign. X
.- Procesos de control de ectaras mﬁltiplésf
3i~ E1l Principio de‘Optiyalidad.

4.~ Formulacidn matemdtica. Proceso detergi-

nfstico discrete.

5.~ Formulacidén del problema de extremo en
Programaci6n Dinamica y el Cdlculo de -

. Variaciones.

6.~ Conclusiones,
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. 1.~ Introduccidn.

Conaidérenss un riatema 21 cuel e3 depccriptivle a través de un con-
junto numerable de estados discretoc x4, A= 1 2.... y de un conjunto numers-

hle 49 funciones de control: Ug, fe 1 2...., adamas, el sistenme evoluciona':

_‘ne.gun.ld ley ym_ = ‘S(Xiu“i) b0, 1,2,... (1

Pare que la relacidn (1) se satisfaga, es necesario que dos etame

pas oualesquiera x;, Xj, potean la propiedad de transicidn i —p J, 81 slendo

xicxk, entonces existe ak tal que

_Xé = Xps, ‘S(Xho ub.) g’(xi)“\n) (2)

para cada traneicidn Xj —» X3 exiate un rdmero real vositivo 513 11anado e

costo de transicidn, dsuotdndose en goneral po# Ju Jk+1 al costo de trensici-

~ On dp estado zk-mvxL+1. ‘ ’
En un proceso de contral de etapas multip?es - 8e06idn 2. la tran-
sicidn Xy —> X4 irplica una ssris de transicionec intermed:as Y 8USE COrT08=e
pondientee trayectorias, siendo una de eatas dptima en el sentido de hacer =

extremo el coeto de tranaicion J, figura 1.

] o e/effi?;g\ox
R a A f X?

figura T

Fntonoess el problema que se formula, enfocdndolo cowo un proble-

ma d8 control, se:-® encontrar una sucesidn de controles u u Leel. tal
O 1 'n

oy

que e pueda traneitar deede un eatado X, hasta un estado X, cualquiera, de

torma que X,:g(Xo,UQ XQ_".:.-S‘(X;)N )) C ey Xn —%(Xu_,, qu-s) .

-
p3

‘ ¥ :qu ~z J;,L"H sea ninimo® (3)
’. B r_*eapecto a la figura 1, supongase que la trayectoria marcada es la optima.
‘ En un.éontento genaral. el problema senunciado se podra raaolver
aplicando el PRINCIPIO DE 'O?TIMALIDAD. seccidn 3, el cual serd utilizado pa-
ra desarrollar 1a Teorfa de 1a Programacidn Dindmica en una formulacion que
. conaidera un Proceso Determin{stico Discreto, seccidn 4, Posteriormente se -
aplicard la P.D. al andlisis de problemas de decisign de etapas miltiples =--
del tipo contfnuo, por 1o que éatos eerdn caracterizados por quié de la e-
3 ' cuacidn fﬁnéional de la P.Ds, seccidn 5, ¥ rosteriorments se aplicard la ee,
funcionel para formular el problema de extrezo en P.D. y as{ obtener la Ec.-
R de Bellman~ADreyfus'cuya aplicacién,conjgntada con ociertas consideraciones,
conducird & la obtencidn de los resultados de la Teorfa Cldsica mostrados en

el Cap. 1. Esto se desarrollara’ en ia seccidn %.
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] 2.,-Progesos de Control-de Efdpas Miltiples. ,
.« ponsideyese un proc=s0 de cistriouclion de etapza multiples
gue poses algunos elementoz comunes A una variedad de procesos aue Se presen~

. tan en el analisis nauematxco, como en el calculn ordinario y el«céhcula de ~

variaciones,’ 281 cowo en campos arlicados como la Economia Matemdtica y en el
estudio de los sistemas de Ingenieria de Control,

Prlmeramente se formulara el problema b330 un enfoque cla31co que 11nstrara -
algunas de las dificultades de esta aproximacidn, Para eliminar tales dificul
tades se introducird is idea central del método, g2 consiste en incluir cual

quier problema particular dentro de una familia de problemas eimilares,

Esto permitird reemplazar el protlema de maximizacidén, originalmente multidi-
mzrisional, vor el problema de resolver un sistema de ecuaciones de recirrene-
cia que impliquen funciones de menor dimensidn.

Como una aproximacidn a la solucién de un sistema de ecuacionee funcionaleeg,
se obtenfird vna ecuacidn funcional simple, aue es:

563= Max [ gy th(e-yy+ g(awbcx—g))] .
q< x
Al ser considerados procesos complejos, que impliquen un grsan rango de apli-
cac:ones, se discutirin procesos dependientes del tiempo derivandose algunas
analogias multidimensionales de (1) provenientes de procesos de etapas g
tlplea que requieren de un gran numero de decisinnes, '

B ' Primero s€¢ consideeard el caso eencillo de
* v : ae : s
un proceso de una etapa. Supdéngase que se tiene una cantidad X que se dividi
rd en dos partes, no nsgativas, \;X-y, obteniéniose de lasprimep cantidad
Y un retorno§(y)y de la segunda n retorno h(x-y}. Si se desea realizar esta
divisidn de forms tzl que s2 maximice el retorn» total enioncss se plantea =
’ L S .
el problema analitico de.dzterminar el maximo de una funcion.:

Rilcuyz g+ h(x-v) BENES

rara toda Y en el 1nterv&loB%2ﬂ Sun5ngaqe que % y’% son funczones continu-
as de}ina* Lodafxzo, tal gue el méximo giempre existirad,

Considférese ahora un proceso de dos etapas, Snpongase qua el cousto pnara obte
ner la can+1dad§{q> originaimente, se reduce a @Y , dondeQes una.constan
te entreQy/ ,0¢a4f{, v smllarmentel’wy se reduce a b( y.. ,08bS /[, o wea el
costo para obtener}?{y-y) . Con el total restante, Qg+b(x % se repite el prg

ceso, Hagamos
. ay+b(x-y)= Xy =Yy +(x,~y,) C2)

paraCk 2;j obténgase como resultado. de esta nueva distribucidn el retorno
/(%)fb X; y) en la segunda etapa.
El retorno total para el proceso de dos etapas es:

Ra (% 540)= §(9) +h(x-u)g (9.) +h (%i- ) (3

El retnrno zdximo se obtiens maximizando esta funclon deg H‘SOhre la regi
én bi-dimensional determxnaaa por las desigualdades

a, O 5‘4 s X

60n81derese anora un proceso de N ectapas donde repetiremos en suceaion N vew-
czs la anterior nperacion de distribucidnm,
El retorno total del proceso de N etapas serd entonces

ROCYG,, - U) = g(m&-h x- 5)+%(\3)+h("< -y bl 1 G(Yny T
(Xﬂs qu) (s )

RN
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donde las cantidades obtenibles *'ra la dlot!lbuCIOH subsecuente 21 final de
‘le primera, segundz,..., (N-1)-ava etapa estdn dadas por

::.(_ll.i-';'-b‘:x"ﬁ) 3 OSLJ.‘QX o
XL: Q\5|+b(‘ﬁ|‘%\>’ :) ' 0$ lj‘ < 'X'\ ).

~

X.wmjm.b(x.,.l lﬁu-) 0 Yyy € Xpoy,
O (j‘u a4 € X (6)

El retorno wdximo se obtehdrd waximizando la funciénﬁ*ssobre Ja regidn N-di-
mensional en.el espacio de las variables U 8 N,HN_I, descrito por las rele-
ciones en (6).

Aproximacidén a la Ecuacion Funcional.- Tomando como objetivo la preservacion
de la unidimensionalidad proced»remos como sigue. Obsérvese que en un Proceso
de N etavas el retorno total maxlmo depende solamente de N y de la cantidad -~
inicial X . Entonces se define la funcidn

%' Qx) = Miximo retornce obtenido para un proceso de N etapas
N son condicidén inicial ¥, para N= 1, 2, 3, ... yX30. (7)

se tiene que

S0 = Max_ Ry {x, ‘d»"-»‘ﬂw-l),'sz,E,m L

Ay

$00= Max [%(HH' n(x-wl (9)

El primer objetivo es e; ae obtener una ecuacidn para{k(x)en términos de4,(x).
~GConsiderando un proceso de 2 etapas, vemos que el retorno total serd igual al
iretorno de la primera etapa mas el retorno de la segunda etapa, en la que se
tiene‘un% cant;dad QH'*b(X"%) para ser distribuida. Es claro que cualgujie-
ra quée sea el valor de % seleccionado inicialmente, le cantidad reetante, —--
Qu}k}(K 1) , se usar? de la mejor forma posibie para la etapa anterior, =
i sc desea obtener una Jistribucion que maximice 2 etarpac.
Ta observacidén anterior es la clave del arndlisis matemdtizo eiguignte,
Se notard (ug como resultado de una distribucidn inicial de g obtenemos un re
torno total -} (Q(g*i-b(\f-la\) de la segunia etapa del proceso de.doe =2tapas, si (d,
£e eﬂcoglo dptimamente, Consecuentemente, para el retorno total del proceso -
de dos etapas, resulitante de la distribucién inicial , 82 tiene la expresi-

én: Ry (k) = q(u) + M; +4, (ay + b(%-&ﬂ) . (10)

Si se escoge la % que da el mdximo Ce esta expre51on, entonces 3e obhtiene la

‘relacidn
R tos M\;« Y_%(%th"‘d)ir §‘<a%+b(x—9)>1 (11)

aque conecta las fun01ones§-(x)y %ztx) Usando la misma argumentacidn para el
proceso de N etapas, se obtendra la siguiente ecuacidn funcional:

S0z e 19 0rheed+ (@ +bo<-u>>1

para N g2, con & Qx) definida en (9).

£mpezando con.&(x) determinada por (9), se usard (12) para calcular f;(x)

la cual repite el proceszo obteniéndose 331f ogy as{ sucecivamente. En cada pa
80 del calculo obtenemos, no so]amentebeQ sino también K(X)o sca la distri-
tucidn optlma que 8se towara al inicio de la k-€sima etapa del rroceso, empe—~
zanio con una cantidad X. “o

8 )

con

(12)

.

P
!
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. Entonces, la solucidn 2dénsiste de le tabulecidn dg une sgecuencie
de funcionss {VK<X)} {%‘ X.} para X230 , Kzly2, ..,
o - Dada la secuencia de funciones {Yg[X)} la selucidn d4e un prodlg
y = Yn 00
; >f ot >all (;G.y + k)(x )(>> ’

Y, = ')/muz_ (aty,t + b(xl-?.)%

/

L 4
—

Ysm :y% (0&”.’1 +£ (XlN-l“ ;/M")) (3

donde (Y:Y,,“., y&-s) es é&~conjunto de distribuciones gue=

maxiwiza el retornc total de ¥ etapas.,

% : Comentario:fe importante hacer notar que se ha intentado resol
. : ‘ =
#, ver un pronlema’@e~maximizaci6n qus implica un valor particular de X y =

] . -uan valor ?articulﬁr de N, resclviendo primero el problema general que ime
o plica‘un,valor arﬁ;traria de;X y un'valor artitrario de N, Eﬁ otros térm&
l nos, se ha incluido ai problema originél dentro de una familis de proble-
o nag similares. ia principal ventaja gue presenta esta aproximacidn e w=
| que un problema N-dimensionalvse'ha convertido sn una aecﬁencia de R péo-

blemas unidimensionalee, .

. . 3.~ E1 Principio de Optimalidad.
En cada proceéo, la ecuacidn funcioqal que lo gobierna ss puen‘
de obtener mediante la aplicacidn de una idea intnitiva, formulada por R.
Bellman‘{{} , que se conoce como EI PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD y que se pus
de expresar de la siguiente forma:
* Una politica dptima posee l1la propiedad de que cualesquiera
gque sean el estada‘inicial ¥ la decisidn inicial, las decl
giones restantes constituirén una pol{tica Sptima respecto

al estado resultante de la pricer decisgion®,

n

En términos de la Teorfa del Control la frase °® polftioa opti-
< ma® dsl snunoiado anterior corresponde a_“polftica de’control optima' ]

"estrategia d&ptima de control®.,

ma oapec{fico impllcando wna N dada y tamo1en una X dsda, tiene la forme: .

4
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4. Formulacidn Matemdtica, Proceso.Determinisiico Discreto.
Considérese ahora un proceso deuermlnzetlco. lo que sagnifica qu° el resultado
de una decisidn estd determinado Gnicamente por 1a decisibn, ¥y supanrase que
el estado del sistema, dependiente del tiempo, en cuzlquier etapa estd descri
to por un vector deé dimensidu-M Pi (O;..U E“) restringido a una regidn D.
Sea'T:s:’i‘q_\1 donde cualqumr?. pertenece. a un conjuntoSel cual puede ser fini=
to, enumerable, compuesto de una combinacidn de conjuntes de este tipo, T pue
de ser un conjunto de transformaciones con la propiedad de que Pej) implica -
que Tq_(?) eD ¥ %,f: S .
El térmiro discretg significa que se¢ tiene un proceso consistente de un nume~
ro finito o 1nf1n1t0~numerable, de etapas.
Primero se considerard €l proceso finito. Entonces la estrategia consiste de
una selsccidnm de N trans sformaciones ordenadas,P CT“ 1\) que dan sucesi-
vamente la secuencis de ostados

=T (P

Po =Ta (P

-
*

Pu =’f:" (pu_.) . (1

Estas transformacliones se escogen para maximizar una funciénii , del estado -
final B, .

PR

-Observe que el valor méximo defz(f&) ,determinado por una estrategia Sptima,

serd funcidén solamenie del vector inicialD y el nimero de etapas N, Esto de-
fine a las funciones auxiliares basicas

5, (P = MOXR (P @

= El retorno de la N-ésima etapa obtenlda al empezar con el
- estado inicial y usando una estrategiz dptima.

fsta secuencia estd definida para N=.1 2, «sey ¥ Dara f>€ﬂ>
Para resolvar el nroblema orlg1nal que 1mpkica un proceso de etapas- multiplas
( con un ndmero finito de etapas, N ), con vector inicial P , ahora se congim

“derard todo el conjunto de problemas de meximizacidn obtenides de valores ar~

bitrarios de P y de una cantidad arbitraria de etapas.

Entonces &l proceso original ha side inclnido dentro de una familia de procee
808 similares; pcr lo que en vez de intentar determinar las caracteristicas
de nuna pelftica optima pars un proceso aislado, se initentarada deducir las pro-
piedades comunes del conjunto de pol1tlcas optxmas de los miembdbros de la fami
lia. :

Para odbtener una relacidn de recurrencia que conecte a los miembros de la sg
cuencia{%h(P) , 8¢ empleara o} Principio de Optiralidad., Supdéngase que se se-
lecciona alguna  transforumacidn a;como resultado de la primer d80131on obteni
éndose de esta forma un Huevo vector de estadn?E(p el retorno maximo de las
siguientes N-1 etapas es, vor defxnlclon, (ki(m Esto significa que si se
desea maylmlzar el retorne total de las N etayas debera egcogerae para maxi
mizar estos N-1 retornos. ¥1 resultado d& una relacidn de recurrencia bdsica.,

ChwEMe L (e o
%.(pw;\ggsa(mm) W

- ‘ . N
Observese que §’ (ﬁ) ¢8 Unica, pero la q_que maximiza no -lo es necesariamen=-

te, A&{ se ha determinsdo el retorno maximo, pero pueden haber muchas pollti
cas opblmas que den este rotorno,

En el caso ds un prcceﬁo na acotade, la sncnenclaifu(ﬁg-se repmplaza por unsa
s0la func1on‘%(p) , rs.orno total obtenido al usar ura politica Optima a

para N% 2, con

"L R ot e o, 2T

pat o L X2




partir del estzdo P y 1a relacidn ds recurrencia se reenmplaza

%, (P) = ’\ﬁ“”‘x S‘ (T (P)> :

b 1

por la scuacidée funcional

(5)

- 5,- Formulacidn del p“oblema de extremo en Programacidn Dindmi-

ca ¥ el Calculo de Variacioneg,

Inicialmente se considera el problema simple de extremos de fun
éionalée. Se sigue el razonamiento de Bellmen por el cual se reformula el
Cdlculo Variacional.

' Se desea de*erminar la curva Y quo conecte a los puntos ( xo,yo)

¥y (xq,y1) tal qgua la integral a lo largo de La curya de uns func'on dade=~

P(x,y,y') sea oinima,

' ‘ & continuacidn se introduce la funcidn S(x,y) de les variablecs
X e Y por medio de la relacidn (KHYJ
’ - mm i
Slxsy) = i F x5y, y)dx (1)
(X»y)

o

La condicidn ec que S(XUYI) (O . Ahora se escride 1a repre-
L sentacidén funcional o

S(x s\/)-. ’“‘“ (F (xs¥5¥") A + S(xm,y-&ya)}—y o (A)

(2)

Ly

i que establece que el-valor de la .integral de cualquisr punto (x,y) al -~
punto final, es igual a la integral’ de Xa X +AX , mis el mfnimo valor-
de la integral del nuevo ﬁunto'(xfb, Y+Yu9 al punto final; escogiéndose
la direccidn 1§ic1al y'{x) para minimizar la suma, EBt3a e3 una aplicacién

’ particular del Principio de 0pt1malidad.0[&>es el error asociado.

S(x,y) = f;gm F (x,y,y)A+Sx,y)+ A+§y§

(%)
+ * - »* E

haciendo que A-20; en el 1{mite se obtiene 1la Ecuacién Difsrencial -~
Parcial . aS 83
o = mem ¥ 1)+ £y %
| }’f /:()Y)Y) E)( yESY 4.,

llameds de Béllman-Drexfue. Eata s la EDP que se satisface por 1la funci
én del valeor Sptimo.

-13-
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a)» La Ecuacidn de Euler. ‘ ~

c)

a)

La ecuacion (5.4) es eguivalente al sistema de ecusciones

o5
¥3’+5L—5‘-—O

_ (1)
S ag ) 4
vy Ft oxtyzo—=0 2
diferenciando (1) con respeoto a X aaz.
d Fur S + oS %‘ = O A ( 3)
Y Yeesy t YT ,
la dlfe“envxaclon parc1ai de (2} con reap°ct0 a da -
“t : /

Y i
Fodd o 25

EEY ox Ay .\3 oyt atj oy
estas dos ultimas ecuaciones combinadas con (1) dan la Ecuacidn de Euler
clisica del Cdlcule de Variaciones,.

g;Fljl_—F:O s

La condicidn de Legﬁndre.

. Se ha usado =1 hecho de Ouu la derlvada de la funcidén (§.4) es csro en ¢l

minimo, 51 requid{to adicional de gue la segunds derivada de (5,4) con TEd
pecto a y‘deﬁe s2r positiva, para dar un m{nimo, conducz a la Zesigualdad:

B N : o
- /L;f?l>o ) : { 53

que es la condicidn de Tegendre (fuerte) cldsica del Cilculo. de Variacio-

. La condicidn de Weierstrass.

Puesto que si se tiene un minimo relativo la condicidn de lLegendre no es -
suficiente S para asegurar la exxsteqcla de un minime abdsclute se'dg
be de tener la desigzuzaldad

(Y., ’)7‘-3—5—'{— g'-“-‘ F(xy)./){-as +Y;g§3 A{‘1.)
para toda fumnonY X(x’ff) , 0 -
Flxyx') = F (2499 ) o+ (Y- 7') > 0 (2)

la gué, usando la ec.éfa.1) di

FloyY') - F(xy,y0 - (X'~ g)F C3)
MOTH: (Onparar con {os ecs. &)y (6) a’e /CL DGCQH’?G- 3
» Generalizas iones,
Los arpumantos expuestos anterlormpnt° se puoden generalizar para conside-
rar el casoc de varias funciones y,(k) , as{ como sl cas)y donde s2 imclu~-
yen dprxvadas de mAayor orden. fntonces:

Fz F (2 o s WY o, Y
y g = S(x. lj,()())l»/z(x)/,_.j!‘fm(x))

siendo (x) \jt ) 1‘}2.(.") 2. PN ij (X) "jm

é)\J (51

ok an ok ki

» Wite iy

OB I § el ey

L MRy

s
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"Siguiendo el planteamlento de la seocien 5. ‘para obtensr la eo. -

. (5,4} ahora ge obtiene la ecuacion

0= rin {5 125 Sy 2.}

Vi's-os g 3 DY* 1y
que proporcions las ecuacicnoe .
| Fp + ——— =0 R
‘ ! =v. =0 A= PPN AN
B £ oV; ) J
Yi | 2)

as ‘1_3_.. 0
a2 e )

de estas eouacionses, como en (a}.‘se obtganen las ccuaciones* DgTjVanO Pr&n&ﬂjf?g-

° 01 , S | . fecto oo X :
dop vy oS 25 _y‘_;.o i“’()e )
ay Tl ?Yi O X 4 oY, oY; J ST

tomando derivadas parciaTBS PGSLGC:O 8 Yy
N n

(4)

LAY

' oYj

Foe > 2-90% | 7S

ARREES B 5)’; | Yj

‘n \
I - 1SR}/ S S o

j=i 9V OY,{

obteniéndose aef las ecs. de Euler-lagrange del caloulo variacional:

d ¢

—— { — . S— ’ ‘- -

dx Yi E:y& = O 'l“//"'i’? (6)

sl ¥ en una. funcidn des darivadas de segundo orden (o mzyores) el problema se

Ey& 3)% -

., <reduce a unoc que implique solamente derivadas G¢e prémer orden sujeias & res-

triccinones, por mediv de uns simple sustitucidn y efectudndose la demostraci

~6n de igusal forma. Por egnmplo. 6i se desea minimizar

J-(Y)f F (Ys v Y'Y X g dx,

scbre todas las y que satisfacen y{x)= 3,4, y'(x)cyz.se introducen las nuevas

variables: 71{x)= y(x}, ¥yo= y'(x) . Entonces se cttiene el problema de mi-

b . .
T (Yi,¥2) = | FOOYL YY) dx

con las restricciones ¥i{= ¥2, ¥1(x)= 04, yalx)= Cos

nimizer

@).~- Problema Zsoparimgtrico» en _la formnlaciép de Bellman.

Recuérdese la restriccidn clésioa

X,
X G(X:‘/;Y‘)dX:E .
: S (n
x .
Dénde z es un valor fi3jo dado, Bollman considera a z variable de -

modo gue el valor del minimo arora es una funcidn dependiente de tres varia-

bles x,y,z.

-15-
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_ Por lo que se tiene el problema de

[ \ o [0 {
XY, & - ; % x
S( ) J Y} }CXY)P (XsYsY (2)

sujeto a la restrxncion (%) en el sentido ponerallzaao de Bell o .

Estatleciendo una analogia con ’
S(xy )= “{,’“"ﬂ {F(&Y;\/)Af (xm y+ya)e G(X,yj\/’)a}

2zl desarrollar en serie de potencias

S(xy ) = rum {F(x,y,y M Sy as bY == as y'e
‘ - 6(":)’0’) S A

y teciendo A=D, en el 1fmite ge obtlene

: : * , OS N
_min§ F(x Y’)‘/')f—-—- Y G(XYY —5"}
,<) o yl {, / a’: R (4)
que da o . ‘ag .
S .
, , 0= ¥:Y/ + %%7 — (iyl 255; . ,
- ‘ /’aS A :
al combinar 1a derivacidn de ({) con }a aerivacion parcial de (8) respecto a

y se obtiene

ii(?-@é@>—@——(]:—%%-6};0 TS,

dx oy’ oy ’

la. derivacidén parcial de (&) “on“espnctc a z ga los siguientes resultadoss .
_ s, s s . O ,

0= Ox D2 f }’ oy By 02 G-~ 2rXs : (8)

“dx(ag) - - ‘<‘9>

aS = CONST&W“{; (Mum\?ucmoe. e
a} : Lazamn(ae)

f)‘- Multiplicador de Lagrange.,.

La ec. (e-7) es la ec. de Wuler en la formu7301on que incluye al -

i

multipl 1cador de Lagrange. También se ha ﬂostrade gue 02 es un multiplica

 dor de Lagrange junto con el hecho, conocido tambien3 de que es constantejes

decir, que en el problema isoperimétrico es independiente de x.

g)e~ Condiciones naturales de frontera,

Supdéngase que y(a) no.estd especificada., El valor inicial dptime - -

de y posee la propiedad de que el cambio en el valor minimo de la integral -

- al punto final (b,y{b)) causado por un.cambio en el punto inicizl y(a) ss ~-

-16-
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oaro. De otra forma existird on punte inicial mejor, Yor consiguiente

s b
v ],.= ©
D €8 (1)
0 bidn, ror la ecuacidn {a-1i} — ‘
- e o R
¥ e o | (2)

Esta ¢s la»condiciﬁn ratural de frontera asociada ccn ur valor de

frontera rno esnpecificadn,

h).- Condicidn de Transversalidad,

Se recuerda la ecoadicidn pare el céso de wvalores dé bordes movi ~—
bles. Supdéngase que la curva minimal cbtenida y(X) empieza 2n zlglin lugar 50
bra una curvaz dada y= g(x). Entnncesiel valor inicial no estd espscificado ni
restringiio a la 1inea x=a, como en el punto antu_lor. El razzonamiento emplea
do es ‘el siguiente: Para la ‘curva Sptima, sl camblo en § cuando el punto ini
0inl varfa 2 1o largo de dicha curva debs ser cero.Esto es eguivaliente 2z es~-
tablecor jig2 en el punto iricial ; A .
L + 3‘ oS (1)

-——-—.—
—

por (8'-2)

F+ Y’as - 9L =0

F',v 4 C ‘g' - Y') Fy" =0 - | (3)

: < : : 3 ' 2 .
@sta condiciOn para la derxvad inicial. y* en términos del punto inicial wwe-

¥ por (a~1)

{x.5y) v 1la penQ1ent° de a(x) es la condicidén ds transversalidad clasica sefia

lada en el Cap, 1.

1),~ Condiciones de Pico.

oS 0%

Arnteriormsnte se considerd queész‘ y = son cortinuas sobre la -

© 0
ruvva 6P1‘fima. Zoto se hizoi guiar a?-S "‘-){ 823 Y
X oy - wxoy © oyr v
-8 : ’ d ‘ 83 - |
e obtiene FY + d)( a\/ _O

. ' , . 0S X :
asf{ ) . 2 - .
oy ~ ~ Fy dx TS

que €8s sontinua aunque 7' sea discontinua. Kntonces al examinar {z-1) se ve

v
i

% travéa de la discontirvicad, y al examinar (a-2) se ve gue
/m
F"‘yl'\/’ec (5)

as ecuwaciones (4) y (%) son las condiciones de pico de Zrdmann.

{que se utilizd en (a-4))

(2)
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jY,~ Los problemas de Mayer y Bel 28

Hasta ahora se ha' ccn%:dcrado el Problcma de Lagrange. Considérese

ahora un problema was genera

.. dados V(a) wn ﬂonxunto ¢e condiciones inigiales ya(&ﬁ C (ﬂ= 1 - )

52 & St AT M R

(3) un con;unto ‘de ecuacionos diferenciaies 74(t) 3L (Y,Q.f)

(c) un conjunto de condiciones finales Yo CT) d dondej es algin sud.

PR

ﬂonﬁunto de los enteros 1,...,N y T no estd de‘lnlda.

Encuéntrese la funcién z{t) que minimice T. Fs decir, transférmeg

ge ciertos estados iniciales en estados finales deseados en un tiempo mfnimo.
Si ninguna funcidn yit) es mondtona, la variable tiempo no se vpuede eliminar
del prpblema en faver de cualguier otra variablé independiente, por lo que -
el problemé no se pueds transfgrmar en une del tipo de Lagrange. Para dedu—-
o eir larhaturalgza de la solucién,;primero se define la funcién'uséy,x) G we

N+1 variables:

AP SR TR T T U A e

) E; (th) = El tismpo minimo para transformar el estado inicial ¥, (¥)=ey
(i= 1,...,N) a un estado final de valores d; {}= 1,...,3) -
(- b >~
donde. g4(y,z,t)= y; ¥y z{t) se debera escoger Optima.

' : Aplicando el Principio de Optimalidad:
- S(ra)= rin [k S(y +gak, kran)|
B degarrollando en serie, como se hizo antes:
E I O {l'*' ZSyL%i%Stl

que da - . 2

Z gy‘ (agﬂ/a?> (3
AO =) *I:i.— S\/i %g + S, | (4)

al examinar lats ecs. (3) y (4) se odbtienen las siguienies conclusiones:

a)S; \ o
’»b,zgy (™ 9 M= - de (4) y (a).

c) Si las funciones gy= glty,z} entonces Zgy‘a "-—{ a lo-largo de la tra-
i ,

(1)

RgPesh i [ 68 ST S

ﬁ.C) Por la definiciin ds S(y.t).

sctoria eetlna.

<

d) Para las yx{T) no dadas,; Sy, (T)=0. Por la definicidn de S{y,t),

e) En la literatura cldsica, las funciones Sy; se llaman )\i’ funcicnes mul-

tiplicadoras.

Si los multiplicadores Syy Se conocen en un punto, las ecs. an-
v teriores permitiradn determinar la decisidén dptima 2z en tal punto. Para tal -

*in censidérese la exTrasidn

; : &:{jgyj- Z(aﬁ 7§>—L l(Da 3(3*" (8) Sx}‘a‘ (s

-18=-




5. ey o, -

En el caso, muy importante, en-+i gue ias ecs, diferenciales de la

condicion (b} no varian con alntiémpo, o s2a y;= g5(y,2); al ootener la dari-

vaciSn rarcial de (4) respecto a ¥i da. 2)
c)é& ) &
O z(ay Q),Jg +2—- g)’n( 74 = 5})/3 ' ‘ ©{6)

combinando {5) y (6), con la ayuda de (3); se obtienen las ecs, de Tuler ps-

ra las derivadas, rnapéCtb“al tiémpo, de los rultiplicadores.

Jei 5\/1L , | o (7)

‘las N ecs., d1fprenc1ales de prlmer orden vara las func1one multlpllcadoras,f

junto con las N ecg, de restr1001ones ‘ »
. . ‘ c . .. . -

fjl (k ?:;’t) L ' (e

¥ 1la 9624(3); foerman un conjuntn de 2N+1 ecs. gque se puedan recolver rara --

“las N funciones multiplicadnras, las H«variabiea Yqreeas¥p y la funcion € X o

tremal z(t)}, Las 2N constantes de intagracidén son determinadas a partir -de -
los N valores iniciales de y, 1o0s valores finales de y, asi c¢omo las condi--

ciones anotadas en (d).

R

E)Y problema descrito es del tipo conocide como Froblema de Mayer

y el restringido de Lagrange; com mayor generalidad, es posible combinar los

+ -
problemas de Mayer.y de Lagrange buscando minimizar a la integral de una -

»

“funcién mds otra funcidr evaluada en el punto extremal final. Donde, este .-=

funcion evaluada en el puntio final contiene algunas variatles cuyos valores *

finales no se especifican, E£ste problema general es llamado el Froblema de -

-Bolza, por cuan+o en €1 se trata del extremo de una funcional general de Rol

za (Cap. 1), Se sabe que los tres problemas, el de lagrange, 21 de Mayer y -
el de Bonlza éon‘equivalentes, en el sentido de tener el mismo grado de gene-

ralidad. Ademds de que 8¢ puede pasar de una formulacxon a otra.
k).- Restricciones de desigualdad,

t

En algunas aplicaciones se presentan problemas en donde hay res-——
triccionzs de desigualdad en las variables de decisidn. Con referencia al --

problema del punte anterior, sppdngase que la funcidn z estd sujeta a la res
. . # . .

%(}’;2}.50 . - (1)

en la frontera, la ec. (j=3) falla y (3~%0 es en este caso

d 95 Zag 02

triccidn de desigualdad
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en la frontera se tiene A"“-,; o
o4 , ok oz . |
S . oYs T 574 S - (3?
entonces (2) ge puede eacrzblr como T : S o
d es _ 5_ A 295, . ok |
S ) /S -0y Ne (4)
: donde )\ ’0‘;5

5:W, A B - (5) -

: = oA - ,

6.~ Conclusiones.: _ : c o

Loe procesos de decisidn de stapas miltiples (seccibn 2) presen--
tar las sisuientes caracterisiicas: _ 1
a) Se cuenté siempre con un eistéma f{sico el cual ge ceracteriza --
en cada etapa por un conjunto de paiémetros, las Variabvies de Estado.
b) €n cada etava de un nrocesc se debeq de escoger un nimero de deci
& iones.
e) E)l efecto de una decxslon éR una tra nsformacion de-las variables

de estadoe C .
d)La historia pasada del sistecma no es de importancia en la determi

4. acciones futuras,

el
e
@
&
o
ledy
—

e) Elvpropésitn del proceso es el de hacer extremal alguna funcidn -

de las variables de estado.

Es conveniente, por las aplicaciones posteriores, el dar las siguien

tes definiciones:

Se llama politica de control a una sucesidén de controles que produ--

cen una trayectoria, y nolltica ontiwa a la sucesion de cont Olee uys U5, ...

que producen una travectoria dptima.

Es importante también mencionzr que, éiendo_el Priﬁcipio de Optimalj
dad de naturalezé heurfstica, posee propiedades de aplicacién en muy diversos
campos de la actividad humana, tal y como lo menciona Pontryagin [15} al com
pa:arlo con el Principion del Méximo; como ge vera en el Cap, V. l

El andlisis de la seccidn 5 mostré que la aproximacidn por medio de
la ec, funcional propordiona,-de manera intwitiva, derivaciones formales que
permiten obtener los resultados clésicos del calculo de variacioneé..?inalmgp
te, en el Cap., III se usard la caracterizaci5n por medio‘de la ec. funcional

rara obtemer la ec. diferencial parcial de Hamilton-Jjacobi de la mecdnica

———

cldsica,
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1;- Introduccion,

NI O ey e,

Al enunciar £l Principio de Optimalidad avarentemente resulta -

o

ser trivial y.obvio, sin embargo las.aplicaciones potenciales del Princi- o "

L ErepesnT

o g

pio de Optimzlidad resunltan ser mucho méstoderosas que algunas teorf{ac -

estrictamente probadas. En 21 presente canitulo Be muestra come Be usa el

Ll W SETRIT E

P, de 0. para construir. el esqueza de Programacidn Dindmica en 8u versi- -

L Mot

dn continua: las ecuaciones de Hewmilton-~Jacohi-Bellrman (H»J-B),[111.

1

Sy e avee
oy

Bn principio, usando l2 funcional general de BO0lza 3y la ecua—

cidn diferencial (vectorial) representativa de un preceso dindmieo, se e~

nuncia el Problema de Control Optimo, seccidn 2,

Posteriormente y aprovechando €1 P, dz O., l2 Programacidén Di-

NPT R T TN A

némica, que 8e ocupa del caso discrete implaments una relacidr de racurren
cia (seccidn 3) para la @eterminaciGn de la secuencia Sptima ds estadoes, -
y consecuentemente de los controles, llamada "Principio de Inclusién", el

cual expresa guas:

“m 21 costs miaimo de transicidn de las dltimas ¥ atapas de un %
proceso de H etapagyﬂi)ﬁ), a partir del estado XUnK 28 el niemo gue el #
de 'un. procesc de K ¢tapvas ‘a pvartir de ese niswo 2stado”, |

Al aplizar ia Prograracidn Dinimica para obisner la ecuacidn de ;
Eamiltoh~Jacobi-Beilman en la.s¢3016n4, 32 cane;dera que la condicidn cde - E
torde sﬁperior yf en ia funcional de Boizé as fija, %

Para terminar 1ia exposiéién.del capftulo se plantea un ejemplp é

8l cual considera a un sistema dinamico escalar lineal con una funcional

e .
cuadratica.

~22 =

e~

i Bk e e D Vb ot et o 7 bt A O Rt ot e ——— I ST



Cag™

aton

1.~ El Froblema de Control Optimo.

Considfrese el Proceso Dlnam1co descrito por lia ecuacxon dlterenc1a1
:’\({')f' (xm,ut’f %\ - (1)
y la funcional J: e

J:}l'(x(fé‘));t_'S)' g(wa) u(t) -'t) e

en donde x(y) es el vector de estado, u(t} es el vector de control, ila-

mado tamb:en vector de sntradas, y £ es una- funcidn- vectorlal con xeﬂf‘
MHE. , siendo T, ¢ t‘-'t—& ’ tC& te ¥y t4 ‘constantes,

Problema: Encondrar un control admisible uft} que cause que 8l sistema -

(1) le corresponda una trayectoria admisible ®(t) qué minimice a la fun-

cional (2).

£s decir: 3* }1(%(@35@)4#5;%( (ﬂ W), ) {i*k |
QALY tm g(xtf),uiﬂ {)a&— | (3 ->

" La desigualdad¢ (3) establece que el valor de la funcional dptima J*, co-
rrespondiente al control dptimo u*(t) y su trayectoria x*{t), debe ser -
menor (¢ igual) que el .valor de la funcional Jcorrespondiente a cualqui=

“er otro control admisible u(t) y su trayecioria x(%).
£n los términos establecidos, el problema es:

Encontrar u*(t) tal que

T = T 6o, 8) = MR T (xe,uo, &)
;o(‘t"(‘t& ’
» donde. '*(t‘ es le evolucidn de estados x(t) que resulta de apllcar el =
control u*(t}) al sistema (1).

2.~ Re ]a01oq de Recurrﬂnrla.
Considarando el procese deflnldo en (1.,1-2), ahora se puscard obtener u=
nd relacion de recurrencia para aplicar la Programac1on DinZmica al con-
trol de dicho proceso,
Primeramente se aproxlmara el 81Stema continuo deilnldo en (1,1) por un
sistema discreto considerando N incrementos de tiempo, lgualmente espacia
dos en &l intervalo Oé‘t{:t& y» te =0.

e (1,1) . _
de (1 x(f—mtit X(t) {j ()(('t)) g(*t)) | | ()
o s(ttat)= x (B ast SR8 1 (t)) o ¢ 2)

para t= kA t con k= 0,1,...,N=1 ( 3)

. &f(kéﬁ') es el k-§simo valor de x denotado por x(ka . “ntonces la ecua~
cidn de diferencias se puede escribj

® (k4 )ALk = x(kot) + (‘J)-}\K(}:&)jug(f:&n

'XUG D= X(k) + 4% %(X'(K)? L((g)) (4

representinfiose por

Xkt 2 %D(XU‘): U~U¢)> (5

L~ 23 -
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Ahora se aprox1mara la funcssnm‘ €1,2) ror la suna

r oot s
J= ﬁx(m@)i* Qd%-f- [ gat+ -+ gdat
. - Ja% o (N*f}-ﬁi R

paraﬂ'{“ muv nequenas-

R (xan) + (O)Ai’ + 9 (&K 4 -4 5 (- i)Af)A'«f

T }L x(NMﬂ*&*Z%(X(K}’“(K)) | (‘? )V
o que se reporegentard por 577 T . o
| Tz h(x ) + Z gb (X("‘);""U‘)) s

habiendo discretizado el problema ahora ge requlore quse el control on-
timo  u*(x(0),0), u*{(x{(1),1),..., u*(x(N= 1),N-1) sea determinado rara
el sistema (5) que f‘orresponde a la funcional (8). Una vez hechas ta-e
les consideraciones;-ahora -se -obtendrad la. euuaclon de recurrencia, em-.
pezando por definir

) - Ui (9((”)) /g ("‘("’j) (9
Jyn ©s el costo para alcanzar el valor de estado flnal X(N)« Tambié

se defxned";.’ 4 (’3(’(10-1)) M(N‘*f}) AY gh (X(N*O,L{{N-»I)) ’f'AIl(XCN)) ' 4

=9, (Z(A)§'),L{CN-/J)+ T (X(N) S e

Juey €8 el costo de operacifn durante el intervalo (r-nat < tENAL

Sy, WS AT A 2 A g W 0

" T —"

e i

e S » e

P

P PRI, e

5 e
hd * S

Y

. Adviértase que Jyua,N coOrresponde al costo de una etapa del proceso con
estado inicial x(N~1),.
| o Como x(N) estd relacionado con x(F-!) y u(¥N~1) por medio de la ecuzcie=

- on de estade (5), ‘\
Joo (365 0, t0-0)= Gy (X0, “(“"))+ :B-Ngq Gb (xtu-d1 m.—o)/

entonces el costo Gptimo es

K-, N(X(N ')) E hrum {gb X0o- 0’“(“ ‘D+ J (%(Xm")auw"jD} ( 12 ;)

' . La seleccidn optzma do u(N-?) oependera de x(HW~1) de tal forma que el
control minimizante sc¢ denotarid por u*{x{(N-1),8=-1).
E1l costo de operacidén en los dos ultimos intervalos estd dado por.

:xl-m ( (-2), U(®¥-2), U (M- ‘))
%b(xm -2), (8- 2)) i+ 3})(3"(” 0, (N 0) + J;\ (*x(u))_..

' ?b (x‘(Q,Q_)}' ;;\{N.;z)) J‘".‘B:i-!,N (fx(u—t)’ju (0-D>

La est rategia 6ptima durante los dos 9ltimos intervalos es

. | ' Qﬁ, X (V- 2‘)) L ‘ﬂ' N {% (x(w-z), (n-2) + “
| B T XD - !)3} B

El Principioc de Ont;maljdad estaﬂlnce para este proceso de dos etanas
qué: " cualesquisra gue sean el estado inicial zx(N-2) y la decisidn i-
nicial u(N-?), las decisiones restantes u{(N-1) serdn Gptimas respeeto
al valor de x(N 1) que resulte de la ap]1cac1on de u(N+~2)" ,consiguien
temente: .

-24- -
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d

] mind O {x{N-2) u(&-i\) Uy WXCN-D) } : (15 )
.«s‘u‘\x (- ) Taa-n) 3’ ! NN ( ' :
vcemo x{N~1) estd re‘avionado con xX{N~ 2) y u{¥-2} por mediv de la ecunaci
5n de egtado, %42“ depende solamente ‘de x(N- 2y as{ : :
T("(N )) “'M“Z’\*S fgbt“(”'“% U(N- ”)*‘J Gb(xﬁ“ 'ﬁ))} o 15m)
.'LN - .

al considerar el costo de peraclon sobre las tres etapas finaleg o 388
un proceso de tres etapas con estado inicial x{¥~3), es posible aplicar
el miemo razonamiento que connujo de la sc., {(13) a la (15a) para obte~n
‘ner:

L xe) 3 iy {qb(“"“” o)+ I G» XCN*@;M M m'

de esta manera, continuando el andlisis "hacia atras‘ ,8¢ obtiene, para
un procaso de k-etzpas el resultado

J men A (xen) F (x(8), u (8) }
A,AN’KN(X(N ﬁ).) ufyg) uﬁ;{*’) { ( ké};‘ gb 5 )
} N
2l erlicar el Principio de Optimalidad

.»‘J*(x(u-;ﬁ = {QD(X(N-n),g(-Nf)) + ;;]; &&b (y(u-r.) u(u a)})é( '183.

Ia ecuacidn (18) es la Scuacion de Recurrencia y su derivacion ha re-
ﬁelado un concepto muy importante: EL PRINCIPIO DE INCLUSICH.

Comentaris
%rxh \A(N—k)) es el minimo costo posxble de las k-etanas finales de =

nn %roceso de N-etepas con un valor del 2stado igual 2 x(N-k) al ini--
cio de ;a {H-k)~6sima etapa; 8in embargo, Jtéﬁ(w %)) también es el ni-
nimo costo posible para un proceso de k- etanas cuyo estado inicial es.
aumericamente igual al valor x{N-k). Esto significa que la estretegia
éptima 'y los costes afnimos del proceso de k etapas estpan contenides
{o irclufdes) en lcs resultados del procesc de N etaras, considerdndo
~que N>k,

La ZFcuacidn de Familion-Jacobi-Bellman.

Anteriormente se aproximé a sistemas continuce por medio de sistemas dis
cretog. Esta aproximacién~condu;o 8 una relacidn de racurrencia quUE €8 =
ideal para ser impl:zmentada en una computadora digital,

En esta seccidn se presentard otra aproximacidggue conduce & una ecuvaci-
6n diferencial parcial ro-lineal, la ecuacidn de Hamilton-Jacobi-Bellmen.,

Consxderese 8l proceso dinamlco descrito por la ec. diferencial

X(-t -}(X(t),u(f),{j o (13

¥ la func;ona‘ Js ty
, }L(X@‘Q t_;) t g (x(2),ul®), ) 47 @

en donde x es el vectcr de estados; u el vector de entradas, amto3 con -~

_conmponentes reales; f es una funcidn vectorial con x & R®, ue Rm'nft<+
‘con te R,Xs yty constantes; & es una variable muda,

2 < : ' . e
Se usara el Principic de Inclusicn para incliir 2s8te problema en una cla
se mayor de probvlemas,. considerando

25+
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{
(X&)’ »)J\Q’t)\ —-/‘(I{X(.&‘-)}‘{Ti) ‘\- (Xt&) L{{“;\ "L) (hz ’ (3}

-,-\-:cz{t.g :
donde t puede tomar cualquier leor mgnor o] 1gwal a tf y x(t) puede ser

-cualguiey estado admisible, Notese que el valor de J en (3) devenderd ce

los valores numéricos para x(t) y t as{ como la estrategia-de control og

timo en el intervalo [t,te] . .
Para determmar el control que. minimice a ('%), para toda x(t} admsible,
y para todo % tf, considérese la tuncmn de coSto minima:

wis)

Iy X2
subdwmxenﬁo el 1nt.erva.10 de 1ntegracmn ae obtiene

k(><(1r) ) = Wn U?&% +S @d“é + /?\("(@9@9)} (5)

@),

f(x&),t): rir {E %(x@, w(=),z) ds + ﬁx(quh te) } 4y

%(z( L T4
el Prinecipio ge Optunalldad requiers qué f
ttat ) :
ka(f))e)» 402 S S:ch: + ) (x(fﬂnj,tm;t)} (6)

¢ £ LTI

© donde J*{x(t+a t), {+At) 8s el costo minimo del proceso para el interva-
lo de tiempo t+¢tszs t£ con "estadc inicial® x(t+4t). Suponiendo que
J* tiene segundas derivadas parciales es positle exyender J*(x(t+4 t)

. t+A‘B) en una serie de Tavlor alrededor del punto (x(t),%) obteniéndose:

o

J’Z(y({)}f} :.;{ —t(ﬂ {j gdz + f(x(+),i>+ [ (x ey, k)lAf + ,.
' ‘[55’{’*;}\ &)1 [.x (t¥ad - x (t] +(T€/mmor de mayo/av@w) (n

para. una& reoguefa,At 50 3
*(x(e} t) = »un fa( (xt,uc, Oat + 77 A(x(6),4) + J; /x(f),,{—)z% +

J*(x{%) %) Yﬁ(x ()5 (), {)lmt- + O (A&)}

(8)
¥ aa‘* D'J"(. . BJ* '
o eonee T2 97 <[ 5% 5 50y D
de la minimizacidn se obtlene‘- -
0= J« *),&)A+ +— o ﬁ_‘g(xw w(), QA& +
J:T(x ) *E)B'(x(t}, W () Jc)lu +y 0 (MB}

dividiendo entrekt y tomando el 1{mite cuando At , da
0= (’)((f) {)+hwn (g(m) u é}%f(x(f I&'(" 0, (8), *ﬂ} (15

6{«»0 ]
Para encontrar el valor en la frontera de la ec, dif, (10) ?'agase ’tr.tg_

entonces de la ec. (4) se obtiene
K [

Se define el Hamiltoniano}(como;

»

20

(9)

] o\ Ec. o Bellimon- bwgy}wa,
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%(m)uanu ), ¢ >‘—3<J(/(Jc (0, 4) -J; <{+> LH R jlz’

Heooind= 2 Koo o

‘'ya gue el control minimizader dapenieré ée x, J*

U'gsando l1as Zefinicicnes 2anteriores se h& ohtenido 1la e"ﬂacién de Hamil--
" ton=-Jdacobi

LO J (x(*’) )C) %(X({) u*(é X8, T> J:f!-) | (10a;

esta ecuacion es la correspcndiente dnalogla continua de la ecuacidn de
recurrencia de Bellman (2.,18) por lo gue es llamada 1la ECUACION DE HA &
MILTON-JACOBI-BELLMAN . ‘ : ‘

Ejempln.
Un sistema de primer orden esta descrito por la ecuacidn diferencial

K =xOFult) BEEP

se desea encontrar la ley de control gque minimice A
: T . .
= ;/‘ v(r) + f :;u"-(f) oAt . (2)
o

T es °1 tiempo final 7 los valores admisitles del estado y del control -
no est an restringidos.

se sustituye 9'—'—?4“2({) y “f—‘-X(ﬂ tu (f) en la ec, (4.12)

" obteniéndose : )
%’(x(ﬂ,u(j&w; ) uz(f)v“J(x(eHu(J«]) S

~como el control no tiene restricciones, una ccndicidn necesaria que debe
satisfacer el control gptimo es

SZL =Lut)+ T, €) =0

(4)

=27
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nétess que- aﬁg/

R o . . . Z,
por -io gue el control que satisface la esc, {4} m,inimiza% o

ia la-ec'. (4) L{*_-_-_H_, 2 J‘*()(’.J‘.) .(6)

sustituyendo en 1a ec. de H-J-B {4.10a) se obtiene:

0= J*+-(fz:y)+3,9<(—< ﬂ[J*]

O Jr- [3 1"4—- nyu-) | .

X i
_el valor extremal en el borde es 3 (X(T))"' 2 Xa(T) (8 : .
. 4 ]
una formz de resolver la ec. de H-J~B es suponiendo, y proponiendo,uza £
splucién y verificar que satisface a la sc., diferencial y las condicio- : i3
nes de dvorde. Entonces supéngase una solucidn de la forasa ) ]
¢ 2 ‘ 1
J (X(f);t’) = 3R(Y X5 T

donde k(t) es nna ‘funcidn escalar demanocida que deberd ser determina-

da,

Considérese que :s (X(‘t) {*5 K(;{‘) x (%) (10)
con;un‘camerm con (6) se obtlen 4 ‘ : A ~ z
SR =~ 2@ X (11 §
si ee deterzina una funcidn k(t) que satisfaga a las ecs. (7) y (8), el . §
control dptimo es una retroalimentacidn lineal del estzdo. 4
s1 K(ﬂ:-‘i.. , entonces S,L(x(‘r))" XZCT) (El
ati {1053 N "
sustituyendo ¢ 10} en (7) ¥y con81d°ranao que S;_ - K(‘t) :(2(_'{') (12 !g
se obtizne o = w)x"(f%—r(f)x‘M # K xzm £13) §
0 sea N : (i4) [

~ KO+ 2K ® —2¥ (1) =0 R
YOTA: Al resolver la ec. (14), considérense las siguientes |
' : observaciones { Elsgoltz, pp 33-34 ).

la ecuacidn ' fjl +P(x)y,-§—g¥(><)yz =49

llamada Ecaacion de Riccati,ss puede transformar por susg

titucion de varialles en una ec. del-tipe ) . ; ¢
dy ;o= L) ™ '
e llamada ec, de Bernoulli, Esta ﬁltima se puede reducir a

una ec,. lineal mediante uncambio de variable
Entonces, 1la ec., (14) es una ec. de Riccati, con
' p{x)= 2, q(x)= -2, f(x)=

. : : o bién, en particular una ec, de Bernoulli, én la cual

« p(x)=2 y f(x)= 2, n=2 o
Esta ee. se puede resolver efectuando primero un cambio
LA . ~de variable y luego por' separacidn de variables,

Entonces, hac;.endoz ;\ -se obtizne la ec, dif, lineal

2-—.‘1%#‘9-;
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: Kty ——mrm———— -
e+ /
— tituye -7 se'obtiéﬁé :
3i se susti uyé f‘fo, . GéT‘t)

K@) :_.

X

La ley de control éptimo es. U.*({) - __‘23* - - KX )
ndtese que cuando T ,~k(t)=» 1, ¥y '

X@z X(®=-2X D= ~XH o

significindo lo anterior que €l sistema controlado es estable.,
) T

1
! l

6. anélusicnégi

Al aplicar la Programacidr Dindmica para obtener la ec, de H=J-B
(séccidn 4) se considerd a la funcional de Bnlza con una ligazdn 2 la dind-
mica iz f(t,x,u) que no exigidé linealidad ni invariancis en el tiempo; tam-

bién se considerd que la condicidn de borde superior t, era fija, sin embargo

los resultados son consistentes adn si ty es libre, Esto se mostrard en el =

andalisis del Princivio del Maximo (Cap. V) al enunciar el teorema NO, 3 que
permite resolver el problema general de puntos extremns mdvibles. -

v En la tecria del regulador (Cap. IV) se obtendran conZiciones e~
ﬁtinalentes formuladas vor medio de un sistema Hamiltoniano as{ como también
eén el tratemiento general del regulador aue se plantea en el Cap. VI, Teoria
de Kalman-Caratnéodory.

Inconvenientes de la ec. de H=J-B:

Lc primero que se observa es la dificultad de solucidn de la ee,
diferencial, Por 10 general es necegario estimar una funcidn de costo minime
para obtener la solucidén ya que resulta poco comin calcularla fdcilmsnts,
Otro mstodo muy usado consiste en discretizar el sistemz {estados y contro-~
les) v resolver numéricamente el sistéma aproximado; .en realidad es una form

ma de darle la vuelta al problema regrzsando a las ecuaciones de la Programa

¢idn Dindmica. Para el control con computadora digital esta forma €5 muy a—-

propiada, mas adn al pensar en un control en laze cerrado, en gue bara cada

inataﬁte t se puede aciualizar el control Gptimo.

-29-
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CAPITULO 1¥

TEORIA DEL REGULADOR CON FUNCIGNAL CUADRATICA

1¢"’

2."

.30“

4‘“

50"’

Conteni@o

Introduccién.
Formuiacién‘del ﬁrobléma.
ﬁgtodo'del C4lculo dé Ygriaclonea.
M5t0§o'de Programacién Dinamica,
E;amplo;

vonclusiones,
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Tam Int“oanuciﬁn.

Se formula el problema Gdel reguladov para sistemas cont*nuos [

aeqtaddosc en principio’ dus formas vosibles de reeolverlo, slendo la primera

de eilas prohibitiva desde el punto de vista ingsnieril ya gue implica un -
gran costo [9}. , . B ' -

Con la finalidad de enfatizarrla afinidad de resultados entre la
Teor;s C1dsica del Cdlculo de Variaciones y la Programac¢idn Dinamica ds Bell
man,.Pl problema es anallzaao smpleando ambas ‘teorfas, Primero se aplica el

método.del Calculoﬁde-Variaciones a la funcignal general de Bolza con lighes

z6n & la dindmica de la forma X= f(x,u,t) introduciéndose esta dl¥ima a la =

priners pdr'medio de los multiplicadores de Lagrange, cbteniéndose posterior

mente. el eietema Hamiltoniano que inclLye l1a condicidn natural de extrame -~

: ¥
(ec. (3.9)): D?{(ﬁ’w}‘ ) - O
B , A | | |
Egtas ecuaciones (3.8-9) son las "condiciones necesarias de Weier

strasg® del capftuloe I, Posteridrmente,'iés resultados obtenidos son aplicae

‘dos al andlisis de un sistema lineal,[3] y [11], que puede ser variante ¢ in

variante en el tiempo, llegAndose a obtener el control &ptimo u*(t) en funci
én de una nmatriz qus gse denomina de “ganancia de retroalimentacién*, 8L \5em

26}, planteandooe dos métodos alternos para resolverla y siendo 2mboe imple=

‘mentables en computadora digitel,[8].

La aplicacion del mftofo da Prograﬁacién Dindmica es direeta per-
medio de la ecnacidén de Hamilton-Jacobi-Bellman. En ambos desarrollus sec ob=
tiene una ecuaciéﬂ difgrencial del tipo de Riccati, Finalmente se plantea unm
ejemplo. )

2.~ Pormulacidn del Probdlema,

. Conaidérese un sistema con dindmica’ X(f).. %(X(t},ui_t‘s k] (1}

que estf inicialmente en reposo, x(*)2 0, pero gue dedido a una perturbacién

el estado en un tiempo t, cambia al valor x{ty)= x.¢ 0. E1 problema del -
regulador consiete en apljcar un control n( ) tal que el estado x{* retorne‘

a cero o se mantenga en un entorno$euf1cientemente pequerio del or;gen. £l ~e

.

problema de optimacidn.del regulador en el tiempo, cconeiste en que &ete ocuw

‘rra en tiempo m{nimo.

®n [9] , T. Kailath muestra que i el sistema dindmico lineal es

. controlable entonces es posible usar una *entrada® o control impulsivo tal -

que idealmente en forma instant&nga ge restablece el estado en el ?alor'cero..

El costo de esta evolucidn es,grande ,» Y& que se requiere de controles de w-

gran cantidad de energf&. También menciona la posibilidad de usar un contrel
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~de energ{a finita como u= -kx, 'de tal manera que cor k apropiada, el eestade

retornars a cero tan répidamante‘como Bse desec.
' El probleme general da;'reguladbr iineal es el siguiento:
o Dado un sisteme ;ineal gobernado ﬁor las ecuiciohea de estado
0 : ) .
X = AE) XE) + B i) , X(0)= Xo )

donde x o8 el vector de estado . de n componentes y u es el vector de cone

trdl da m cohponentea,.n & n, se desea llevar el estado desde el valof inici

. )C;“ .
al x(to)#al valor terminal x(tg)er O, donde t, es el tiempo terminal; por «

medio de funciones admigibles de control u(t) y no excediendo cotas para «

-8l eétado durénte ei proceso®,

“Una forma 6ptima de hacer é8to es minimizando unaz funcional de¢ we
, ' L

. vompor*amiento de costo de 1ls fcrma general (de Bolza):

T Rt [gpo ey e

Para resolver el problema general de optimacidn se emplean méto-g
dos basados en dos teorfas:
' 1) E1 cdlculo de varieciones
ii) La programacidn dindmica

ge pretende mostrar las 1nterrelaciones ¥ la equivalencia entre ambos itrata~

'mienics.
Do Método del Cflculso de ?ariaciones;
El problema consiste de una ecuacién para la dindmica’
§(x, mio, &) , X(0)=Xo <o o
debiéndose escoger un control u{t) que minimice a la funcional

J=h xee + & 3(x<k),um,{) dt S
o .
donde el tiempo final, t¢<0® , puede estar fijado o no.

" La ecuacidn de la dindmica constituye una ligazdén no holonoma na-

tural para el problema variaciocnal. Para considergf a la dindmica se introdg'

ce la restriccion

%(x(ﬁ,u(@,*} - i(ﬂ =0 (1.1)

en el costo J usando un multiplicador de Lagrange >\(’)€ Rn, definiéndose la

funcional modificada 0 émpliada'del problema generél de Lagrange

J:Pﬁx({&f&; [Cé, X(4),u(6), &) % M{\(i} (<t ue), &) - x(ﬂ)l dk
‘ Egto puede eacrlbiree.

S j\+ (H-»X“;()d‘t (4)

52~

(3)
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. . ’ ) s 1 g g %y .
donde ss ha introducido la funcion Hamiltoﬂiann-f%ﬁ; ;1((*“9:“(fL‘J
- del problema general con ligazones la cual estd definida como:
T2 g (reomant) +AL8) § (x00,m0,4)" o
aquf se considerara que al haberse rnoontrado la u m1n1ma u*(t), entonces ~
requedias y arbitrarias variaciones’ é;u* en u’ no deberan prcduc1r varzacio--

nes CJ“ en el costo m;nlmo\J* por lo que se tendrd SJ‘aO. Al integrar la

ec.(4) se obtiene

"k,&,‘ o "
3= }«+>\*®xw\ +.S (?f PN xw) d S C

°
por lo oue

$5 = ( M«))&x\ +>\m&x\ S [(33{ +/\"‘\8x |
Suldi | o
nteee que Sx : como 1*0, se obtienon '

Moz %;‘d_ Mm) n A ()= oA X*“*” @
adende - ’a% (X* w >\* ) |
S

= O : (9%

(g).y (9) son laa'ecuacionesvdeAEuleruLagrange del ecdlculo variacional, De =

‘Vla dafinici6n‘del Kamiltoniano se obtiene también

xm—-. ;ff’(wi;\*,f)

(10)
) Cona1dernse ahova el gistema descrito por 1la planta
X (4) = AM) X () 4 B () aml) (1)
el criterio de comportamiento & minimizar es
. \
_j—»f?ﬂ‘u+ S:(M@Qmﬂﬂﬁw%aWQu&bﬁ‘ (12)

el tiempo final t¢ estd fijo. H y Q son matrices reales pesitivas semidefini

das ¥y R es una matriz real positiva definida., El1 Hawmilteniano es

‘%(x,u,)\,g LXQX t1dRu + N (Amm)

(13)

las condiciones necesariae de optlmalidad son v
ﬁk:/:\?fk "\—%M o (18.1)

° . TR o

xk :-—--—-g-(; :-QX*—A)\ :

PR _ (14.2)

2K FEE - S

o0 T OM o (15)
de (15) M - "R % >\ (16)

f'clz ol el ovigen del nombre ap\\caclo al mé%éa, “mé o do dg lag varia-

tienes”, conoudo acneralmmTQ Como “Caledo de Varxaclones 5 “Cdlevlo Varia-
cional',
=33~
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buctitxvﬂnao ¢ en (== P)_ks o Tl ke ‘ ‘
X"= A ~ BO B8 N (17)

qae(y) v \14.2)

de este modoy8e tiene un con)unto de 2n ecuaciones dlferehmalas lineawew

\ -

les' homogéneas X {«) _ Al F»B(&)R(—t}%(ﬂ ()|
$%(4) ol 1 =N NG (18)

la solficidn de estas ecuaciones es de la formz

* ] -7 i X*( | . h
[G0] = geon (K] e

.

Ne(ts) |

. donde 60 es la matriz de transzcmn del sistema (18). Particionando a laf

matr.m gj ) X*(fﬁ) _ @“ ('\2_;”{:) ' @yy (%) ] % (‘t')l |
. : v}?‘(ﬁ) N B, (14,9 (aou(’%’le NE (20)

_en donde (;? 11 }2, (30 21, ¥y Q) Y son matrices de nxn.

de la condicidn de borde (8y: ,
)\(’t‘} BE\ Xv({{)) H \8'@%) (21)

suatituyendo esta ecuacidn 0ara {tf} en (20):

X¥(15) = Qu(te, )X + @y lrs RS

H )e({'tr,\ - L.?z. (t,“e)y 1) + P,y (t,“Q & (.;() (22)

al susStituir la ec,(22)- supemfi(r en la corresvondiente inferior
H @, (s 9% + Wt jo.cfﬁm INE = &y, (44, {—)x’*&) + o
S C?u.(t{ ) XX () S (23)
resolviendo pares }\*(t) .

£ =[50 H fulse0] | [H RO -SPa wﬂi" ON

(24)

~"Kalman ha demastrado { Tema VI } que la i'zv«rsa requerlda exmue[loj

~ por lo que la ecuacién (24) se puede escrlblr como

>\ 1) & ki) X () : (25)

lo que significe que /\*(t) es una funcidén lineal de los estados del sis

tema, k es una matriz de nxn; al sustituir (25) en (16) se obtiene
U = -B'BTK X (26)

~ & F (&) X*(t)

S\QNCIO F{_{}, E"‘ BT

RER B
e éﬁ{@_z“?ﬁ g X0

Alx)

Fig. 1. Planta y controlador dptimo realimentado
" para problemas de reguladores linemles.
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- a)

)

b)

Determinacidn de P{t):

.

Pars determinar 1z matriz de la garaz\cla de retroalimenrkacion F{t) -

. e reguiere conocer a la matriz de transicién del sistema dado en (18]

Bi el sistema es inva.rjianf.é en el tiempo ( o sea gue las matrices A, .
B, R, Q son constantss), enionces esta mairiz se puede calcular medie
ante la formula: A _— -1
N Al -BR'®
Pgyt) = - = -

- |
t “'AT
. Q (27)

cuando el orden @el, sistema es gr_a:néé, gste ca'.lculol ée vuelve muy la;.g
go, -5i el sietema no es invariante con el tiempo, entonces se recuie=
re la aplicacidn de un procedimiz2@ito numérico para calcular. Cf’(t}){)

En ambos casos, ya eea gue el ai stena sea 1nvar1ante 0 no-~invariante

con el tiempo:

Gles,0= g(ry = Exp (M) .

8
(t:, T -vT) . (28)
84 hacemos . Al “BE-‘B‘-
M £ -:Q-:- AT (29.1)
consxdereae que _M.,. (MT)'( .
: , CP(“") = Z (29.2)

il

nudxnndose calcuiar Cy(‘r) por medxo dPl algoritmo correspondiente, ine—
nl entado en una computadora d1g1tal[.8 ]

Procedimiento alterno: método "suave" [31 . La idea ce este método
estd contenida en las ecs. (25) y'A(18)—inferior, sustituyendo ‘la pri-

mara en la segunda:

T .
X(t) kwm)“mxm SQUXM)-A k() X (1) (30)

sustituyendo f((t) de (18)-superior en {(3D):

,\o(( ): -K(t)»\(ﬂ A(*)k(-t) - Q({) + Ket)gwg({)g (% K(’t)

de la condlclon de optimalidad (8): k(tff} H[‘f)%(_'t«&)

por lo que 3¢ obtiene la condicidn de borde terminal: .
K(tﬁ):\"\‘ o e - (3'2.‘)

La ecuacidn (31) es la Ecuacidn de Riccati.
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. ‘ . e e
ietndo de Progeramacion Dinamicae.

En esta seccion se aplicaréd la-ec. de H-J-B para resolver 21 problema -
planteado en la seccion 1. Recordando .oue 21 proceso esta descrito por.

la ecuacién . )2(47\ AR XY £ BHE) wle) (1)

.Ay que c; criterio- df«‘ comnortamlenta a ser minimizado es

2(’“"‘):&, 3 ) [x Qx4+ TRU]| dX - @

para usar la ec. de F J-B primero se ma%el ?am*loomano]:‘
H(x, u);Sx,&) LQr + Lo RLH-(Y X-{:Y‘AX +Bux | 3)

una sondxclon necesarla para que u*(t) mirimice a 3{( s cguse ?{ =0

oM

o

ael se obt*ene o R+ ’g"j = 0 I - (4)

(5)

. 2. )
si la- matmz_ __a ,?( = E(‘—{-_’) . .
es positiva definida y'ﬁ es .una forma cuadratica en u, el control que
satisface a la ec. (d) minimiza a}( globalmente. Resolviendo (4) para

(6)
'y al sustituit en {(3) se obtiene

e, 37, kizw-iJﬂmsa;+J AL
la ecuacidn de HE~j-~B es T

O:(}g’k,y T@anJ*BEBJﬁvLcT* @

y de laz ec, (2}, la condlcmn de borde es

,‘7*(9((?")) Lo () H x(ts) - Nt

" ahora se propone una solucidn de- (8) '

& :
J(xt)= 5% K (t) K('f) (10)
donde k ¢8 una matriz real, sxmetrica y positiva-definida gue deberd ser

determinada. Al sustituir la solucién (10) en la ed. de H-J-b se obtiene

o-—‘xxx-H— XQX - -LXKBR 3 KX + X KAX

(11)
"'E1 producto kA gue aparece en el dltimo término se puede escridir como -
la sumz de una varte simétrica y otra parte antisimétriga: y

: ) 5
: - . _\ - “T AR ’
KA-%L?‘:A-\—(_KA)J T 3 Lra - (ka) 1 (i2)

LY ‘ )
usando la siguiente propiedad: {SD)T= DTCT, se muestra Kue s6lo 1a par
te simétrica de kA contribuve a la eec. (11) quedendo

0= LXEx+EX Qx -4 R KBR“'K,X-N){KA)’—#—-‘-)ZAK.:K (13)

.

0= K+0-— kRE'E K + KA + AK
de (9) y (10) se obtiene la condicidn de frontera

K@Q:H Lo (15)

1

Thele ec TL342 p . ST

(14)

Tt e lo zc.TL-316 Eoi 905,03

=36
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(14) es 1z Ecuacidn de Riccati cbtenida en la seccidn 3.

Una vez que =2¢ ha daterminado X{t) la ley de control optlmo {de (6)) es:

(-a),. - (t)B(‘f)K(f) x(t)| e
£ F () x©) “

5,~ Efemnlo.
Ercontrar la ley de control dptimo para el eistema ‘)((-(_) (X}{{{J'ﬁ'&({;) (1)

aeR
que minimice el costo

u)~-—sz("t)+) —LLLH)CM ' : (2)

o -

no se consideran restricciones para el estado x{(t) y control u(t) . admi=~
- i

sibles, el tiempo terminal T &e especifica’, HY y.x(T)~es libre,.

‘Los valores particulares son aA=a, B= 1, R= 1/2, Q= 0, entonces la ec. =~

(3.18) ad 5?(@ -l -2 BPat)
| Xy T o -a | X -

“A continuecidn considérese la solucidn vor cada uno de 1los procedimien~

tos descritos en la gegcidn 2.
3-23, (fo% 15)
a) Aplicando la forr'u.ta‘f( dado que el sistema es invariante)

So(":) = i i(31~ MY‘} ,
donda /\A\:(% :2&1 - . s'er({\ibtiene: ) .
L L . ) \ g 4
gu= | ze-xe ‘
O e»—o& (4.
aplicando las ecs.(2-23 y (2.25) y considerando T=t, se obtiene

k= ‘Le“ e (g Fr-e) W-‘C’T\LH eacmf] . .

la ley de control Sptimo ea,de (16): ' : (6)

W) = —2kmx®

b) Por la Ecuacidn de Riccati {método directo).

Sustituyendo los valores de A,R,R,y Q EN LA EC. G.14) o en la (B,31)

se ob?xene_ E —-2.%:2‘+ sak =0 N
para reéolver la ec. (7) considérese la nota insertada en la seccidn
2; entonces se obtiene ‘ o G , ' ‘

: - H_QQ?.A}: ‘ - (8)
donde ¢ es una constante a determinar,. _ ‘
De ld condicidn de borde ‘k'(T)-: H se obtiene que C el af\::; (9)
po;‘ lo qué, sustituyendo (9) en (8) y a(tt) He

K = a¥ e (10)

TH ATV (@-#) g e

pudiéndose mostrar fdcilmente que (10) es igual a (5).
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6.~ Conclusionesg.

Al formulerse el problema, seccidn 2, se menciond (&l reproducir
‘ el termino . R
un comentaric de T. Kailath) 3 pe2wetsma “controlabilidad®; esta fue definida
por R Kalmén'[ﬁd]y se comentaré ¢on mayor detalle en el Capitulo VI,
' ' En el andlisis desarrollado en la seccidn 3 aparece nuevamente lsa
condicidn de Weierstrass del cdlculo de variaciones. Respecto a la condicidn

natural de borde de la ecuacidén (3,9) es importante destacar gue no gse cume—m

ple siempre, como lo eétablece la Teorfa de Pontryagin que sera tratada ea =

¢l capftulo V.
Fefdaderamente‘ea importantg el resultado obtenido en las seccioe
res 3 y 4 -ya que se-concluyd que sl control Sptimo se obtiene médiante la re

trealimentacidén lineal de los estados del sistema, Para obtener este cesulta

do fué necsesario probar la existencia ds la matriz decganancia de retroaljee

mentacién P¢t), sin embargo §sto no se hizo ya que serd tratado en el cap{tu

lo VI {(Teorfa de Kalman-Carathdéodory).
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"CAPITULO V.

EY. PRINCIPIO DEL MAXIMO
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z “h °¢

1.~ Introduccion.,

Frimeramente se definen los cpntrcles admisiblen Yy se enuncia cl

ovroblema fundamental as{ cowo el-caso particular, muy 1moo;ta te, del’ problf

»

- ma de tiempo Sptimo; posterioemente se define a una rnueva variableé que se de

"signa como "variable ficticia", llgmada agf porque no es uha varialsle de es=—

tedo sino una coordenada que aumenta la dimenmion del espacio [73.

El Teorema gus establece la soluc1on del probleysa basico se erune

¢cia con el nombdbre de “Principio del ﬂaximo" 0 "Primer teorema del maxime®,

Despues se‘partlculariza al caso de.tiempo optimo, enunciandoge como Teoremsa

2;‘Para ilustrar la aplicacién de estos teoremas se incluyen tres ejemplos =~

t{picos. En.la seccidén 7 se comenta el problema de puntos extremos movities

y se  establecen las condiciones de transversalidad ae{ como la sclucidn al

problema mediante el Teorema 3. En este punto'dé su teor{a, Pontryagin esta~

blece una generallza01on de las condiciones de transversalidad gue fuero1 -

mencionadas en €l Cap. I. En la secc1on 8 se aulica el Principio del Max1mo
2 sistemas no-autdnomos y el problema se resuelve al definirse una nueva vae
riable auxiliar gue se hace corresponder al tiempo, transformandose asf el -
~ ”» I d M . . .
protlema no autonome en uno autonomoj con sus respectivas condiciones se e—~
‘nuncia la solucidn a este caso en el Teorema 4. En ningin case ne demuestra
Ya validez de 1los teoremas, las cualer se encuentran en Df}.
Finalmente se efectia un andlisia que muestra la correspondencia

entre el Principie del M4ximo y el método de la Programacidn Dindmicz,
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"p.e= Conizoles adeigilhloB.e

'Husvamentp se analizaréd él coméé?taéiento de un aistema,s cuyo estzdo sn
cua1qu1 'instante'spré caracterrzado pnr n rumerns reales x%,zq);..,x
£l espaczo venxor;al X de la variable vectorial x—(x1,...,xﬂ) es el Es;aw
rcio de Pave del gistema. El comacrtamiento del sgistema se btasa en el he--—
cho de que cualguier xj=x;(t}, establehieqdose la aqposxuzon de que S pue
de ser conirolado por medzo de r elemea 0B de un dominio de control U, ==
lque puede ser un conjunto de alglin espacio suclidiano Ly-dimensional.

- Se_considerard como control a cualquier funcién u=u(t), definida en algin
ihtervalo»tcg t.¢ £t9 de tiempo t, que toma valores en sl dominio de con---~
ﬁrol U, Si U es un conjunto en el esﬁacio de los narémetreé,de’contrql -
U1y U2;seey Up, t0do control - (t,~ ( u,(t), nz(t),...,ur(t)} .
es una funcion vectorial; ademds, devendiendo de la naturaleza del proble
ma se impondran varias condiciones al control u(t) ( como continuidad pbr

" tramos, diferenciabilidad por tramoé, etc.)s A los controles jue satisfa-

. gan las condiciones establecidas se les llamard admisibles. En 2s5ta soge

on’f'lwé
cidn se dea1gnaran como contrcies cuimisxnlec a cualqguier. cortrol opulmoV

por tramos.

» El.valor del cozxtrol u(t), cont{nuo vor iramoe, en un runis de disconti=s

v znuidad ro desemp3la un padpel esencial en el ansliri€ subsecuente, Sin em-

+ . kbargo, es convenisris suponer gque el valor d:1 control u(t) es iguzl al -~

1{mite, por-la inguievrds, en todo punto de discontinuidad‘zi(z) Zw(e=o)

¥..- Enunciade del Problema Fundamantal, o o

- S - conmiderard gque el sistema estd descritc por un sietema de ecuaciones

diferenciales ordinarias (SEDO): dx : .
Sy, W x | P
donde 3‘()‘“.“))‘“) e X ; = (‘b\”,',,"u‘_) e J

%(xw-x) (5100 5 52 50, -, Sn i) 6 R x U
también toda M < Xx-U

5 Xi iJg:}J.”,nm
El protlema fundamertal se puede enunciar ce 13 siguientz forma:
" Dados los dos puntos X, ¥ X4 en el Espacic de Fase X, encontrar de en-
tre toins los controlzs admisibles u=u(t), aquel control que traslade
el puhto de fase ds la posicién Xpo & la posicién‘x1 (si tal control e-

xiste) de tal forma que la iunc1onal ) o
J = j S(xtt) u(f)) cb‘ @

se minimice¥,
x{(t) es la solucidén de (1) con la condicién inicial x(t )=

0! correa~
rondiente a a(t) y ¢4 es ‘el instante en el que esta solucidn pasa POr Xq.

Néteae qué, siendo xq'y X4¢ puntes fijos, los llmxtea inferior y superior

-
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to ¥y t4 de . la 1ntegral {“} ng -eon rimeros ‘Tijos yz gue depender“n del ~-

control u(i) ssleccionads, gue traslade el pun?o de fase de X, & Xy, Esw

te es un problema de limites fijos.

El control u{t) aue obtiene la solucicn al probdlema antevicr se llama el

Control Optimo § la trayectoria x{t) (a 1o largo 'de la-cual se va de Xg . -

& xq) es la trayectoria dptima,

\

Un caso particular muy importante del problenma dptimo se presenta cuande N

£%°(x,u)= 1, Entonces la funcional (2) toma la forma:

_ J o=t -t - C(3)
-y el heche de que u{t) sea Sptimo iii:plica que "el tiempo de transfercn--
cia de 1la poqxcwn xo a la posicidn X4 &8, m1n1mo" Este es el problema .-

llaaqado de tiempo dptimo. ‘ .

¥

' Un enum.lado diferente del problema fundamental, que per'mi\'tiré formular

la condicidn necesaria para optmalmad g3 estructura defimiendo en el
o

*

noo e
9 varjable ficticia , con la -~

(XDXLJ"';X“)U\')

Egpacio de Fase a una coordenada nés x

ley de variacion d)(’
a (4)

t° es 1a funcidn gue aparece en (2). Es decir, ahora se considerari el -

Bistemg de ED _ .&_1‘; - A(xa.ug .

—

, . T : . | (5)
~c9rrespondiente a SLXi - -S’L (X’):' ....X.“) MU Sy urj = %‘ (X)L‘*) R . . (6)
L30,4,...,0N ax ‘ . ‘ .

con x:. (Xul Xlxxﬁ,-":)‘\h)'-i'(.)e)x);, Y\G‘X, XCEV‘*’ | AT

anora, sea u(t) un-control ad misible que traslade xo'a xj"y x=x(t) e8 =

la solucidn corresrondiente a (1), con la condicidn inicial x(tg)=x .

Sea XO- (g, xo), es decir el punto del espachcon coomenadasOX,/" /Xa
dendeXo, ..‘,)(° son las coordenadas de X,€ X.

La =olucidn de {(s), correspondlente al cont_xgol u({t) con la condicion -
inieiar X Xo ¥teltostiles 0 S 5 (xt0, ute))
X=X () °

en par..ticular, cuando ‘E t1 se obtiene -

. X s 3 Y (xe,um)dt = J o, x=%
es dec1r, la solucién g’,(t} de la ec. (5) con la cond1c;on 1n1<:1al )‘(('('0) Xo
pasa por el Funtox-@; ;) en t=ty. . - ) oo
Cor iz introduccidn de la variable {%ictici; x° el preblema dpiime se pwe

de formular eoma glizue;

~42-
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"Dados en el Hupacio de Fase de I{+1: di_;aensionei’sx , €1 punts'}szi‘(),xb) 7
ia 1inea rectaT, paralels al ejs #° ¥ gque pasa por_ el }A\unto. {0,‘;:.,)',-_--
encontrar d= entre tcdos los conirdles admisiblec u(t) gue correspon-—-—

dan a la sclucién)}’{(ﬁ}de la ec. {5) que intersecte a la recta {/ con la
condicidn inicial )K&o):%.m el control rara el cual el vunto de inter--

. . . . 0 )
seccién con la linea recta (| tiene la minima cocrdenada x .(fig.1).

?&igura 13

N

En lo suczsive, los términos "control Sptimot y "trayector a égtz ra" se
‘aplicaran de acuerdo al enunciado anterior, ’ o
Ademis, 163 controles 5ptimosfy trayectorias Sptimas poseen algunas pro~
piedades simples, como'conseauaﬁcia de la .formulacion del prohlema.

AY
Primero, ds la naturalezs autdnoma ‘del sistema (6) ss cencluye que la na

Py r

turaleza d¢e los controles no cambia con desplazamientos en el eje del ti

-empo., Es descir, que si el control u(t),’( £ 5_-'7', traslada X,—> X,, obtew

niéndese de (2) un valor para J, entonces el control uw(t+h),f,h<¢ ¢ +-h
t

ara 'h'E_-:?_, tampién traslada x0~—-p X, ¥ permite obtener el mismo valor pra

ra J, £sta proviedad permiie trasladar el punto inicial t del intervalo

t,¢tét, =n que se d‘efine' u(t) a cuzlquier punto soore el eje del tiezpo

(fig. 2). M % P‘) _ al)
' }A({* PR - et
..--— RTINS SEL A
{ i
i : H
. i N . A
' : ! \\ *» _t‘—}t 'é[
N L nd \~ 'Ja_ ; ’d >—é
te-h Zs Figura'2, L : '-..",./' ’_.',,"

Sesundo, si x,, Xq,...,Xx €8 un conjunto Tinito de puntecs en ¥ y 8i exis

te un control n{t) que traslace x;_4-¥=xi, ‘obteniéndose de (2} un valor -

de la funcionel J;, i= 1,...,k, entonces existe un control u{t) que trae
ladard x4 x;, obteniéndose de (2) una J= Jq,+ J,+°**+ J, . Si ademds con
sideramos la propiedad de corrimiento en el tiempo del control u(t), en-

) . » . :
tonces se considerara gue los iantervales del tiempo en que se definen =-—

1los controles uj{(t) son adyacentes es decirt S‘téf‘ , donde t, <t ¢--- ¢

entonces si u(t) Pfavnl control especificado en el intervalot, $t¢ % ¥

en el intervalo t{“ét éﬂét . ._\,oznclde con el control ui(t), entoncaa u(t)‘

eg Ja unidn de los controles u; (t), fig. 3.
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Figura 3.

Del andlimis anterior se concluye que cada tramo de una trayectoria Jpti

ok - -

ma es en si una trayectoria Ovntima (similarmente para ios controles 6pt_‘_i:

dadi

mos). Ndtese la.zpalogfa de satz esnunciade con el Prinecivio de Optimalix

de stacawdose 9ue ete 5.D. (dc Mayc

AL Corferp(/‘adf'w?c Ao

4°~ El Princivio del Maxxmo.

Fn esta seccidn se enunciard el Teorezﬁa que de laz solucidn del problezma
bdsico. Cabe hacer la aclaracidn de que ngge incluird la demostracidn de
este tsorema ni la de otros posteriores, pudiendc ser consﬁltadas en[l%].
Congidérese primero el :?istama ‘de ecs., (6): ‘

dxydk- = SS\(X)LL) Lo 6,1,2,.-.n (7)
también cor*suierese un Smtema de ecs, con variables auxiliares AD k

e M: d& \'— O'S (X,U-) =0 R
> ok “% 2 X1 M o d=0it,7m (8)

si se ha seleccionado un control axi'mlsible u(), tog t Sti’ ¥y sa tiene

la correspondiente trayectoria de las X() del sistema (7) won la.condici

6n inicial x&@ Xo , el sistema (8) toma la forma:

d _ D%‘((x(% W) )\K =04, ...,0
d,(., = A 3 XL 2 (9)

epte sistema eg lineal vy homogeneo, por 1o gue dadas las condiciones imi

ciales }g{ , tfre solucidn Unica. - )\ < (X"x“ ’Aﬂ)
definida para toda } . [10;“"] |

Al igual gue la soluciénx&)del sistema (7), la solucidn del sistema (9)

consiste de funciones contfnuas A.(t), que tienen derivadas cont{nuas -=
con .“snecto a t excepto en an nimero finito de puntos {ios puntos de ——
discontinuidad del ccntrol n($)). Toda solucidon de (9) se deseribird co-

mo la solucidn del s*stema (8} correspondiente 2l control selecccionado

Au(t) yalsa trayectnna de fase x{{)

Ahora se combinara a las ecs. (7) y (8) para formar una ’mclonjf de
H . I r.
l1as variables X}...X )\o,on,)\n)u;-“;a

| #Oox, 1) = (hs $(00) =3 Au§ (4] o)

con avuda de 1a furcidn (10), los sietz2mas (7} y (2) se pueden combinar-

para fermar el signiente siﬂtsma Hamiltonianodg 2_(834‘!) E.0

-t X « SR
dxi - c}? . Lo B ) )
AR TR L - u
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as{, habiendo.escogido cualgujer.contrel admisitle u(t), {, ¢t ¢4,, con

el

7 e Tt o .
condicidn inicial%t{'b)t)\’\’z‘, ¢s positle determinar una trayectoria correspon
_— 1) = TXC) X vﬂufl ' e ' . o
diente X\({f)" Ix \f“’j)*’\{"), sonyn u], { que satisfaga 2] sistema {11}, Después

de Ssto se puede encontrar la solucidn al sistema (12):
. /\C'ﬁ')‘-‘-" (;\q(f)j }\,(‘t),,-.) )\ﬂ(f})

correspondiente a las funciones u{t) y X oy,

. . - R N )
Dados valores fijos pareh yX , la fuﬁcién'_‘r{( se convierte en funcidn del

pardmetro u €U; se denotarad por,jl{_(/\)()el borde superior estricto de los

valores de esta funcion! -
' = S A A .
J\AQ\;X) : :%__ ;ﬁf ( >¥ 5 ) (13)

Ehtonces, si el borde superior estricto de los valores de la funcion con

t{nua se obtiene en algin punto del dominio de control U,MO\,{‘() es
el midrimo de los valores de la funci'én&’{ para y X fijos. Consigui-

entemente se aplicari el i€rmino "Principio del Mdximo® ral siguiente teo

rema, gue establecera la condicidn necesaria vpara optimaljdad, cuya carac

ter{stica principal es la ec. (13%). ‘

TEQREMA 1., Sea u(t)‘,to,ffé'f,, un centrol admisible tal gue la trayecto=-
ria correspondiente X®) (ver (11)), partiendo en el instante Todel punto
Xo, pase en el instante t, a través de algdn punto de la linea rectall .
Una condicidn necesaria para que ¢1 control u{(t) y la trayeétoria%(()se—
an é_ptimas es que exista uns fl)mcién‘vectorial, distinta de cero, - - =~
}\(\‘.‘)3 ()\o&))n;,)\n(’t)) , correspondiente a las funciones u(i) y%ﬁ)(ver. (121)
, tal qu‘e:_(*_;ﬁ;; Dada cualgnier t,%et¢d4, la funci'ény((k(ﬁ)x(ﬂ,u(ﬂ ie la va

riable v €U obtenga un m;iximo en u= ult):
j’?(/\(é))x OR u(’c)) = ,M(Mfk X Lt})

(ii) #n el instante final t,, las relacjon:zs

f——

Mo(t) €O, ‘A&( @), xCti)j= 0 . .
(£,

deden satisfacerse. Ademds, &1 las cantidades/\(f))Xf)/uzsaicisfacen loe sig

(14)

te:ﬁas'(ﬂ),(w) as{ como la condicidn (ii), las funciones )\o[f)yMG‘%{f);X,[f))

de-la variable t son constantes, tal que la verificacidn de las relacio-
nes (15} s2 puede =fectuar: en cualguier instante t,’tbf’t 5'i; y ¥ no ne-

cegariamente en el instante t4.

4.~ Problema de tiempo dptimo.

M . Iy - : : ’
A partir del teorema 1 se deducirdn las cor”iciones necesarias. Para es-

to, hdgase 7%(x,u)= 1 en el *sorsma 1, Erav est2 caso la funcién” toma
la forma v. %3>\o +i )\\J ‘S’ (X;LL)
¥4

introduciendo el vector n-dimensional )\:Q\g,.--»\n) ¥y ia funcidn

‘ //(2‘/;)5 “)Zvi >}v ‘SQ(XVUL)
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. s N S
se pueds escribir el sistema Hamiltonidno - .
é,X'-v - OH- P19
¥ S T PR Ep 1%y
at ] OXi . . )

TV en e ey , ——- . v . .
ax ot -
dados valores fijos de /\ 7 X, ia funcicn }1 se con~v1e;te en una funcidn

(16)

del rardmetro u; se dnnotara norM()\K)el borde superior del valor.de esta

funcidn: M U\ X\ = SUP 1+ (f\ 3 X U~)
como HUA,x, w)= (X x M) Mo ©, se obtiene
MEA, x)= M (A x) = Ao o |
aetal formz qus las condicicnes (1&) {') zhora toman la forma

c H /}\@})x Ce), u_(‘{:)>-‘ ()\(t),)"\(ﬁ)') :-‘-)\0 20

obteniéndose '\1f31°'u1entc= teorena:
TEOREMA Z: Sea u(t),“c,,.‘:“t:é"(.) , 4n cnntrol GLFQ“‘DISI\'JIG que tmslade el pun=
to ds fase de la posicion Xg @ la ,gosmmn X4 ¥ sea x(t) la trayectoria

correspondiente (ver(16)), tal gue x(to)= x x(ti)-—- X.+ Yna condlcion -

o’ 1
_necesaria para qus el control u{t) y la itrayectoria x(t) sean de tiempo
Sptimo es que exista una funcidn vectorial continua, distinta de cero, -
)\(‘E}:I)\‘(t),,}\z({), ..-‘;x“(ﬂl correspondiente a las. funciones u(t) y x{t) ==
(ver (17)), tal que: (i) Para toda t,f, 4t 4’{_,, la funciénH()\({);X(%}',u)de
la variableo u €U alcance un méximo en el punto u= u{t):

H (/\(t),x(f),u(’d) M (/\Cﬂﬂ‘(ﬂ) ' . (18)

(ii}) ZEn e.L instante final t,, la relacién

M (VD X (£)) 30

8e satiafatce. ) (%
Ademé’s,' gi las ca'ntidades,\(‘f) X(‘f) u(t) satiofacen a los sistemas (16},
(17) y 1la condicidén (i), entonces la funcidn MC\"‘))X('&) de la variablie ¢t

o8 constante, tél gque la verificacidn de la relacidn {19) se puede efec—
tuar en ﬂualquitr instante t,'t S{S“t) ;, ¥ no necesarizmente en el instan

te t,.

6.- E*emglos. -

1.5e ilustrars la anllcacmn de las condiciones necesariasa del teorema Te

» oo *
Considfrese el sistema X+ )2 = w(t)
. . . o )
cuyas ecuaciones de estado son X =Xz
[* )
Xz = « X2 T+ A~ ~ (13

con condiziones ini clalesx@‘;) Xb. 21 criterio de comportamiento a mini-
mizar es CT(W) = \ \"_X?(&) +p@*t-t)] dx
to.

t, estd especificado y el estado final es llbr.e.

(2}

" : N te < . N < N . -.l
a) Determinar las condiciones necesarias para un control sin restriccio-,

nes que minimice J.

(de > 5.2, TP
Dado gue’ ““‘ (ﬁ(&‘} U{_&)\ ‘“LX H} '*"'\' W (*) P&%

el

46~

T .yfﬂg‘tw z

S A
: n:l*iz:

A

YL TRy

R

fe e




- El ﬂamlltcn’anoy{f em: (dé ' éc. ?EW.‘M)
H (e, e o) < -mmw W+ 0 (O Xa (6] = Ap (9 X C‘t)

- o X, (t)u(f) S
. dhi E) L , S .3
como ?&w;“% / .L-O,«{,Z

-3

AN o = NesC=|
Nws -xto |
Mo = L ¥ (0 +,\’*(Jc) | Y
como el control u t) no tiene restr;cc*ones, €8 nascesario gque |
28 - ) AT (Y =0

nétese que ﬁ =150 , de (5) M’F(T)__ *-')\2. (-{’) L (6)

que m1n1m1za al Pamlltonlano.

Para que m;ﬂ‘ lﬂq(mx,u—}- - ”\&\k x) (de j/ 13, Faj '{:)
| M (), X (2) = © | |
es neceario gue -\ = O (,\‘:o Ly Ne= o) | N
b) Determinar las condiciones necesarias vara u*(t) si :
VS €Y ¥ ke o, 4] e
Las ecs, de °s»ad3 y de costo asi como 1a condm;on de fronterag para%{‘{:&)

N permanecen s6in camblo' sm embe*ro ahora u se debera seleccionar tal que

‘minimice %HX" U.)/Y\?)"‘ 1 )%x-}'l{ + >\ X* )\2)(*%:
| . W

svjeta a la restriccidn (8), . . (9) ..

- Para determinar el control que minimiza %, sepdrense del Hamiltoniano w-
primero todos los términos que contienen wu(t): . : L .

t L{Z \k : .

3 + N\, AN | (10)

pera los instantes de tiempo sn que el control dptimo no estid saturado (e

sea fuera de los limites de restriccidn) se tiene que

_ M*(ﬂ = < Ag (f) , : (11N
claramente, esto occurre cuando })\2 (‘t l ’ - 5i, sin embargo, hay tiempos' -

. en qnep\z_({l '}, entences de (10) el control que m‘ihimizaé”{ e8!

€ = -] (_uandb )\k (k\>1
A SL-H cvando ;é'm< A (12)

asx, u*(t) es la funczon de saturacidn de xlt (.f) que se muestra en la figu-

- pove. | & }\2(4’) :
'k‘\ﬂ: =Nl pars ~1 g Na () £ S *”?) |
T pare NER) < -

ra. En general:
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2. fxplicacién del teorema 2. uonalderese la ec. X = I , LER ’31“\5 ‘ .

-

las ecuacionss de.estado son Xt -X2_ ) L
. P Ky = (1)

considérese el problema de mas répido degcenso al or{gen (C,0) & partir

de un estado inicial x_. s decir, considérese el problema de tiempo &
o s ! 3 24

timo cuande la posicidn final es el oruren xq= (0,0).

H @\3 xa}*}‘i%v % (XJLL) :
H=Xaxy ¥ 228 0

A Al
luego, cono %‘j’:\‘ 2-5};“‘? youz !,2,..-;""‘ .
 se obtienen d‘>“/(l;k O dkl/d%—_ ~ Ay - - (3)

coms [\‘_Cl ' f\“\Z" Cz_,ck.f (01,{:26 R), las relaciones

H (;\,x,m) M XX

y ia condicién ~1 & u-£€ 1 dan
.LU{) = 39N )‘2(_‘@ i‘\ii:»%};(tl ?400 ) :'ngghl\(,z_ -Git) (e
de ia ec . { 4) se ve que to0do controi optlmo u(t ﬁ, 'f.’ "'"[fj, es una
funcidn continua por partes, tomanno los valores— 1. 'y teniendo no mae
de dos 1n'1:ervalos da- constancia. A

Para el intervalo en que uz=1, se ab‘uene

Xoz kxst vy X;_g(‘i‘*’rsz}dﬁc ﬁ'}g'{§'5’

e

\ X = 3 (a¥ 45| dw& szt () (,, 2)

€s Urta W;w;é, (5)

similarmente, para el intervalo de tiempo en el que ugf=1:

Xo = —% 4 s®

.,* +c“i,k_sf‘ T R

— L (x Nl gf %\?&Og; (s"'] . (63
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La solucidn del problema 6}3‘&{&1&) obtenidc de este ejemplo &e puede intepr—
yretar como sigue!: B
Sea QF(XL)(Q} unz funcidén en el .planc X.‘, X2 , tal q_ueA.
T(O) :{4- 1 bajo la curva AOB v sobre el arco AQ
: - 1 sobre la curva A0B y sobre el arco BO. f'% 4)
el valor uf{t) del parametro de cortrol {en un inestante arbitrario t) €8 =
igual a'\}‘(x(t)) sobre cads trayectoria dptima, uE) = v(x £3)
Zsto significa qué, reemplazando u ptor 1a funcidén V(%) en el sisterﬁa (1),=
se obtiene el sistema: QX1 = X2 '
dk
. dX2 = *\5“(_)(\3 Xz_) =7

la solucidn del cual (para cualquier estado inicisl ;:0*) dd una trayectoria

4

de fase G6ptima hacia el origen.

. . - |
3. Aplicacion del teorema 2, Ahora considérese la zc¢, X + X = LA ,M‘ S 1

o)
Esta ec., es eguivalente al sistema: X, = Xa

©
XZ:—X( +A (;:)
La funcién W ()K) X M) 2 >\9 J (X l’\) €s
' ‘H = )\l \ -+ >\2,m - >\2.x' . ' ’ (2}
como dx\/d\x :'-‘c\“/d\x‘( 5 :tgzj : . . : DerF
dh X, ol N T Asen (422D dende KD0
Ak ’§§Z£ = 2 [y oo sen Cows%AJ&tés.
de la relacidén (2 .3-1) se nbtiene (usand,o tambi

én (2) y la cenulclon de que LL{< 1)
__s:gn >\2_ = S)yn (A sen (f—aéo\) = sgn (Sen («‘:«-odo)) ' (“4)
La funcidn u(t) se obtiene desplazando sobre un intervalo P<°la funcion

sign(sen t), igual a + 1y - 1Aipart1r de intervalos de longitnd ﬁ—,

R [— e ——
[ 1 «
* N : . l .
. .
s . M N
M H ! - * -
. 4 N . N : .
. . . " ?}
[P " [E—— L —— S————

Para encontrar.las partes de las trayectorias correspondientes a los in
tervales de tiempo en los gue u= 1 y u= -1, formamos el sistemz auxili-

ar (obtenido de {28} con u=0):

Y, = X
cualquier solucidn de (4) es de la forma .

Xj= -Reos (F44) ) Yo = Rsen (£¥w)

(4)

(5)

donde R y)A son constantes (R} O, 04TV, Las triyectorias de fase son N

~49~
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. _ f , 2 5
por consiguiente, circulos con centro en el ‘c«rfgen:(}(& + {"’ \J = E‘*' (6)
A X i '
2

| & 7

. ‘ °
cuando u= "1, el sistema (1) es Xy =Xz

><2 ;——)<!*'1 (1)

o equivalentemente: O (x.{..‘\} = X,
‘ . (8)
A% _ _(xa-)

las trayectorias de fase del sistema (8) son los cfrculos

(-8 + ()2 =05 TR (9)

S @% TR

Ol (! : o) .

similarmente, :cuando u= -1 el sistema (%) queda

Xy = Xz & Las ,%myécﬁ)n‘as de $ase son los
?(z = ”X\“3 t(rwlgs (:x.-g- N4+ (X, V= g2
‘(AOY\ CQV\% en C_)_| (—!,0) . ’ B (19)

A
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7 o~ Prebisme de punies exiremes movines, Condiciones de transversalidad.

S5ean Sg y 84 mivwersuperficies 3uaves de dimensidn Pas T

1 {menores 7suec n)=-

en el espacio X. EL problema: encontrar el control odmisible u(t) que --

) . . .o < - N 4 -
traslade el panto de fase (no asignado previamente) de la pcsiciodn x € Sp
a alguna posicidn x, €S, aeigndndole un valor afnimo a la funcional J.

B

Pigura 1.

1

Si las dos hipersuperficies So y S4 negeneraﬂ a puntos, entonces el DPTrO--
blema anterior seAcbnviertg en un pfoblema de puntos extremales fijos.
También €i me corioccen los puntos Xy, ¥ Xq en S0 y'Si, respectivamehte. Ene-
tonces, un control u(t}, 5ptimo en el sentido del problema con extremos
mdviles, también es dptimo en el aen%;do establecido por los teoremas 1 y
2., En el ecaso actual se requiere'de establecer relaciones que definan las

posiciones de Xg y Xq sobre las hipersuperficies S, y S,. Estas reiaciones

se dardn por medio de las Condiciones de Transversalidad.
Conjuntamente.con el Principio del Mdximo, las condiciones de transversa-
lidad forman un sistema de condic;ones suficientes(?ara la solucidn del ~
problemra éptiﬁo con extremos méviles. ‘
Ahora se establecerdn las condiciones de transversalidad:
Sean xo €34 y x1 &8, puntos dados y-TO, T4 los planos tangentes a las hi~
persuperficies Sy, ¥ 5S4 en estos runtos, Los planos To ¥ T, £stan en el es
pabio X y tienen dimensiones r,, r,, respectivamente, Ademés, sean u(t),
‘x(t),ﬂ>$f QL, la solucién del peeblema Gptimo con extremos fijos X, y Xq.
Finalmentse, sea X({)el vectog cuya existencia ha sido establecida en el
teorema 1. EIl vectorké@satis?ace la C. de T. en el extremo derecho de
la trayectoria x{(t) {o sea en el punio x(t1)) si sl vector A(fd: (k‘(bh
kzﬂh,uu)n&ﬁ)es ortogonal al plano T,. En otras palabras, la C. de T. im=-
rlica que la relacién.i}th))91=ose‘satisface para cualquief vector -« - -
~-Q:(guez,...,@r,3 perteneciente (o paralelo) al plano Ti‘ La cond, de T, =~
| en el eitfemo izduierdo de la trayéctoria x(t) tiene un significado simi=

lar. El teorema ogue déd solucifn al problema con extremos mdviles es:

TEQREMA 3. Sea ulth, 7, ¢ t‘:t, , un control Q@dmisible gue traslada el pun-
to de’ fa:se de alguna pasicién xeeso. a la posiciﬁn x1és1, mientras que -
x{(t) es la trayectoria correspondiente (emanando del punto Xw = (0;x§)}‘
La condicidén necesaria para que u(t),Xﬁf)den la solucién del problema &p-
timo con extremos m&?ibles es la existencia de apé’{pnciénﬂvectorial'conn

A o R e S (4
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tinua ;&il distinta de cero, gque sztislfaga las condicliongs indicadas en el
tcoze;a {1 y también las condicicnes Ge transversalidad en ambus extremos -

de la trayéctoria.%fﬂ.

g.m f1 Princivio del Mdximo vara stfemas No autdnomos.

3
Considérese un problema éptimo como el planteado en .1 Yy 2 en el caso cuan

s
do las funciones 3 explicitamente depennen del tiempo { ‘el dominio de -
contrel U se suponeé independiente de‘ tiempo).

La ley de movimiento R4 la funcional cuyo minime se tusca son

daxt - % (X,u t) , “.{ ;\,zl,,_,n (1)

g L (xe0, wies &) ak o)

el tiempo t, se cons;derd dado, mientras que t1 s el tiempo reguerido —=-

para pasar por el runto x Igual que en la geccidén 3 se introduce la nub

. (s}
va coordenada = X X % (Xﬂfb ale), ) &t
El problema es: Dado el pnnto&k- (0 X, ) y la 11nea rectall , paralela al =

eje‘%. s que pasa por el punto (O yX4) en el Psp301o n+l-dimensional X, en
contrar de entre todos los controles Gcdrmisibles u=u(t), que tengan 1z -~

: s ! s N
propiedad de que la correspondiente solucidn kff)al sistema (1) con lg ==

LS . T i . )
condicidn. in.ic'}al-X{{(’):?(o intersscte. a Ja 1inee recta 1l ", aguel control

e -1
para el cual el punto de interseceidn con n—tiene“la minima coordenadaX .

¥Yara--resolver este proolema se introduce una variable aux1lxar dﬂaconoci-

o axm . n+\
da xﬁ", tal que ax = | (fmﬁ (3>,
nilo 2 ’ ) -
Obviamente X = U , Sea X* el espacio de las variables x‘,xz,.,.;xn, -
n+1  _ . ) A . .
x « Bntonceg el 81stema(3)se puede escribir de la siguiente foromz aute-

noma (es dec1r no 3dependiente oxplfcxtamente de t)

dxfdr = Fo (X, w,x) 0= 0,0, SR (4)
dxf4x = | o

Arora se tenara que encontrar la trayectoria 6piima que une, 2n el espa--
cio %*, el paato (X;,XA,...; X:,‘to) con algin punto de Ja linea recta -
S, que pasa por el punto (Xf,Xf,...,&n,o f, paralela al eje 71 Enton--
ces ge ilega al'pfoblema dptimo con extremo izéuierdo fijo y extreﬁo dere

cho movible,

El gistema de ecs. uxlllares (4.8) ahera tiene la forma

! ot .
dA!‘ = xzo_ a‘g >\°L ) Lz O),).., n (5)

!

d>\”‘“ - Z 8&* >\¢¢ . (6)
e .

De azuerdo a los teoremas 1 y 3, para rpsolver el problema se t1°ne que -

formar la funcién:

=52~
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)\o‘go(xzujxw> *‘)\;‘S‘(xzusxm\) T -k >\n’g\‘/\x ¢ “‘,Xf‘ﬂ) "’}{,tw |

denotaremos esta funciér por Ty conservando la notacién?f para
. ° ‘ \ Y
()‘Jx;t)“) = At W) Ao wE) 4 - A $70¢, u,t) _
con la ayuda de las ecs, (3) y (5): ~ 2P0 :

dxt _ o

—

| . OR .l n
_ , di - ~ e o ‘
DAL =, L UR .
simi‘larmente,M@‘Xd‘xn%‘)denota ¢l maximo con respecto a u de la funcion
7‘(‘%( mientras qued\&()\.x,{;) el mdxime con respecto a u de la funcion -
: ., parax, x, t fi,j;s. As{, usande la relacidn xn”j”;_t., es 1o
: . -4 R
g8ible escribir:y(x:;{(‘f%ny }»M 5M+)\ntales que ?{y—; J{};O, a lo largo de
la trayectoria Gptima toma la forma - A

A7 (N (8, X (4, m (1)) = M (A, x (), 4) = ~Ann (4)

!

(7}

~Finalmente, la C, de T. en el extremo derecho de la trayecioria establew

‘ce que la 1fnea r2cta Sy es ortogsrel al vector (/\,{ﬁ),)\z(ﬁ),m, )\oﬁ(ﬁ))

en otras paladras )\H! (f;)“:o. Conjuntanante con las ecs. (7)), (6) ssto -
t X, Ut
) ,
o M Ooyxeo,) - |5 RS Koo &t
A S e 2t
obteniéndose a3’ el teorema del Principio del Miximo para Sistemas No-—,é%

tonomos:

TEQROMA 4,- Sea u(t),t°$*-£{1, un control admisitlie tal que la trayéct&
ria corrgspoﬁdiente del sistema (3), emenando er el instaﬁte to del pun-
to x, vase an el instante tq a trgvﬁs de un punto de la linea recta?Tw.

La condicidn neccsaria para que el control u(t) y le ﬁ:*ayectoriax (t) -

o

" sean dptimas es cus exista la funcidn vectorial)\(f‘): ()\D(kai({‘)ﬂ“))\”[f));

distinta de cero, ccrrespondiente a las f-unciqnes w(t) 7 x(t) (ver (5))-

tales que: (1).Para toda &, 1, €¢4¢t, , 12 funcidn f((,\;%,ﬂ,f‘). de la

variatle u¢ U snlcance un madximo en el punto u= u{t)

Qf{(wc\,k&),f,u(t)): M A, xe0, %)

(8)

'(ii) las condiciones }g,{'ﬂ: (,nyg"t‘av'{'& £ 0

: n L3
\M (A, x 0, 4] = + 5 993 (x), ul6)4) X& () 44
t, g a-% (9
se satisfagan. Ademds, para que“,{’),)([f), u(t) satisfagan 21 sistema (3},
{(5) ¥ la condicidén (i), la funcién (t) de la variadble t es constante,
mientras que la :‘unciénM(X;x,‘{‘w A solo puede cdiferir por un‘a conetan-

te de la integral en la segunda de las relaciones (9); de ital forma que

es suficiente con verificar (9) en cualguier instante t,'tb._(’té‘é,; o bidn

en vez da (9), serd suficiente con verificar la condicidn

k() co, MOA@),xtd,t)=0

(10)
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8.- La relacidn entre el Princinio del Féximo v el ®iindo de Programacign :

Dindmica. : »

Comentarios. %1 métode de la P.D. de Bellman se desarrclld para satisfa-

cer los requerimientos de.ContTQi Optimo en.procesos de naturaleza mu--

Ehg més general gue aguellos pfocesos gue‘pueden ser descritos por siste

mas de ecuacioneg diferenciales. Es, por tanto, mis wniversal en sus al-

cances que el Principio del Mdximo. Por otrn l2do la P.D., carece de una

fundamentacidn 16gica estrieta por lo que se le considera una herramien-

ta heuristica. :
Ahora 1o que interesa es la ap;icacién del método de P.D. al problema Jp
timo enunciado en la secqién 2. la fundamentacidén dei método de Bellman
presurone una condicidn esencial extra qué debe afadirse a las condicic-
nes naturales del problema y es que la funqiénUXﬁ, qué se definird rcds E
delante, sea diferenciable. Esta condicidn no se obtiene del establecimi
ento‘del problma y representa una restriqci6n qué, como se mostrars a -
continuacién, no se cumple adn en los casos simples.
Una vez aplicada tal consideracién['el mitodo de la PD conducs a una EDP
gue se2 llamara la.“ec. de Bellman®. Esta ecuacion {(dadas ciertas condi--
ciones suplementarias) es eguivalente al sistemaz FHamiltoniano (4.17-12}
y la condicién de nmdximo (§.14-15%,

.
Ahora se explicard un trataaientn cdel mftodo de ®D e irdicard su conexi-
&n con el Principio del Miximc. Por simplicidad silc se ceonsiderard el -
problema de tiemﬁo dptimo, .
¥ijese un punto xq del espacio X ¥y 8ea~u(t),1o515‘{;, un control 6ptino
gque traslade el punto de fase de 1a posicidn X € X & la posicién x4 sien
do x(t) 1la trayectoria Sptima correspondiente. Ei tiempo de trinsito &p-
timo, ti~tg, sera denotado éor T(xq)
EZntonces, se defins la funcidn T(xo)eJL donde Sl es ¢1 cenjunto de todos
los puntos de X por lcs que es posible el trAnsito 3ptimo hacia Xq.
lLa consideracidn fundamental, generalmente usada parz fundamentar el «-—-
Principio de PD ( y que también se usard aqui), establecs el hecho de —-
cue el conauntoil.ea abierto en el espacio X y que la funcién‘T{x) tiene
derivadas parciales continuas don respecto a las coordenadas del punto X,
La funcidn (0 ()=~ T{X) ge define-en vez de T(x). Si x(t), T, ¢t <L) , es
una travectdria Svtira v si cada tramo de una trayectoria dptima es en -
s{ wra trayectoria 4p*ima, la relacidn es vdlida para cuvalquier t,1,¢{¢%,
P () T+ £ - e

consecuentemente
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()” (ﬂ) dz(@r) ) d&ofx(t)}

\/’i"
|

X)) K
RN ¥ (’t Y m : - _
Kt 0 X* E k ! f- OX“ th - (D

Sea v¢ U, cualqulﬂr elamento en U ¥y cors;uarese £1 movimiente x{t) aio

-—

la acetdn del control v{t} Deapues de un intervalo de tiempb infinitesi

mal&f) 0, el punto de fase gstard en la posicidn x{t)+dx, donde €l VAGw=
tor dx= ( dx',..,, dax™) esté‘dadovppr

dxt = § (x (A, ) b Lzl N )

al moverse Optimamente de x(t)+dx h'as.ta{x“ el tiempe tomado serd - - -
P( x(t)+ dx). As{, el tiempo total‘empleado en moverse del punto x{t) al
punto xq es igual a T({ x{(t)+dx)} + dt, Este- tiempo no puade ser menor gus
el tierpo de trdnsito dptimo T( x(t) ), es decir se tendrd - -~ - - - - -

T( x(t) +dx ) + dt??% x{(t) ), 6 lo que es igual
WX ) +dx) ~w (xen) & dk

por (2}, la $1ltima desigualdad se puede volver & escribir:

S. E?(D{X(t)){ ( (4) U‘) dk‘ é\: C};{.

Sz
0
i a%O(xw) g (x(’c);v*) 2] )
o X : '
las re’i’%noxtles (1Y ¥y (3) dan aCO(X{ﬁ) '&V\ (Xt't‘)tf\ : !

ol
e ol= g a)<
conciusidn: La funcidngy(y) en el dominiodl, & 1 siguiente ecuacidn dite
rencial-~parcial no clésicé, que’ llazmarescs ecuacidn de Bellmaﬁ,
n
W X :
sp S 29N L (xu) = | |
P X A . (4)
WU =y 00X

2g)l borde superior se obtiene vara alguna u &U, mientras ques la funcidén-

“Wx) es no-positiva y se desvanece solamente en el punto xq"

De~hecho,‘éete es el principioc de 3alPD aplicado al presente problema,
Ahora se mostrarid como se puede deducir el Princirio del Méximo del Prin
cipio de PD; vara eilo se conqideraré que&)bﬂ g8 dos veces contimyamen-
te dlfqren01able. bn vxsta de esta suposicidn, la funcién

%(X; L\-\ ; ’a;i\f:} ‘S’K (_Xl) Lk,) 5y

que aparece en (4) bajo el signo del torde superior, tiene vprimeras deri

vadas continuas con respecto a 11,.,.,xn;

Del principio de FD, ver (1) 7 (&) se vé que u($) es un contrel Sptimo -
trasladando el 'punto de fase de Xo a x,, mientras que x(t) es la correa—
pondiente trayectoria dptima, para:t fijo,toftéﬁ%, la funcidén g{ x,u(t)),
tendrd un valor mdximo (igual a la unidad) en el punté x« x(t), De lo an

terior se obtienen
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29 (x (), 1160
3 x4

de (5) se obtlennﬂ las condiciones °

i o2 { (&) ,(. (th), (,\> +

- . o A
=0 ? 'L'éll‘)...!n 1 -[AOSZ*: é-h\

X% )){L )
E aw(xw\ . EV)-;‘\X-. ),LLU:}) . (':_l‘, o
I X oxt / (6)
tiene ademis o=y : X

se
n dHwlxin) (= _g_ X (2) u&)} ) “
- O {X(+)
A7 Ox¥ OXl _aE (aw(k(ﬁ} ) d x({'d < 2 x1 ' )
ox* \Toxt ax ‘U ’ |
vy (6) me ouede volver a“FSCrlblr como ; o
d ( aw@m\) -3 o4 (x(:e),;,;(ﬂ) QLX) g
dx \ oxt - ;~.“ r O X% ! ,

consigutentemente, a lo largo de cualquizr trayectoria éptima las cantidades

i

>\£’ (&) = 0 Wxw) NEER
‘ - ax 1t oo AT N (7
satisfacen el 313uema llne%E de ecuac;ones diferenciales
x (), ()
(i\}\ ("C\ “~"§' Qf ( }) ‘ >\¢(’E) _”’y\‘( .
<7 DX £ , . ] (8) .

‘”esumlﬂndo, por (1), la ecuacién de Bellran (4) puede escribiree como

Z)\ M-@ X () Mﬂ) 3@3)\,@(*’ ’L(XH Ml,ﬂ }
- Uz . (9)

las ecs, (B) y(9) son las mismas del Principio del Mdximo, mientras aue {(7)-

inc¢ica expifcitamente la relacidn entre las cantmades)\ f-{)&:on la funblonu/b‘?

Ktese tambien, de {9), que el mov:.tnlento optlmo siemere se puede sfectuar -
de tal forma que ‘T"\ ) = J
fom (h ), x (), m(&) ) =

(10)

a lo largo de trayectorias 4ptimas,
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. " 10.~ Conclusiones.

. ) ’ <
Relacitn del Principio del MAximo con la Teorfa cldsica:

Respecto al Hamiltoniarno clésico con x, pEA , se tienen las E.D, canbnicas®

0 . :

X-“.“.. B“/&)\L ,.L'-’-l)—-'an- (a)

A= -.av/ox‘. ~ (b)

oH - : | (c)

ErY '

( H es extremo en u )
La teoria de Pontryaginféstablece que (c) no se cumple siempre ya

sea porqgue el control u es discontinuo o bien puede ser un “"control saturado"

( y acotado a una regién ).

El primer tecrema del méximo establece condiciones necesarias pa—

‘ra la sglucidn del pfoblema general de Mayer y Bolza en forma canénica. Tam -~
" bién, el primer teorema del méximo demuestra que existen multiplicadores (re-—

solucién del problema general de Lagrange) A <o, Ai (t), no todos nulos. ta —
les que junto con las variables de estado generalizado o ampliado xi, apare ~
cen como variables conjugadas de '"coestado® generalizado)\( T=0y1y000M) am -
plidndose 21 astedo (xq,.oqxh) al “Ficticio" (x°, XqyeseyXn)s Ademds, si-

el espacio te controles es regién abierta de A™ y C bien es todo aM el proble

ma de Pontryagin es eguivalentz al clédsico de Lagrange y el '“r1n01ﬂlo del Ma
ximo" de@%’es la condicifn necesaria de Weierstrass. [13] CapeSepor .239-2dl,

La diferencia esencial entre la teorfa de Pontryagin y la cldsica

_es que en ésta U es arbitrario no acotado en R™, y resulta que la mdyorla de-

problemas técnicos no tienen solucifin si U es una regibn arbitraria 6 si es -
abierta y que existe solucién s6lo si U es acotada y cerrada [7] [13]

en general, y en particular, si el control u(t)e g[)(Fantera de U). 8i U es-
cerrada, no se aplica el criterio de Weierstrass. Si un problema tiene solu -

cibr en ambas teorfas, tales.soluciones en general son diferentes,

Relacidn con la Programacién Dindmica: Pontryagin destaca funda -
mentalménte'qué, aungue la ecuacién de H-J~B se ha desarrollado: "ees para la
necesidad de controles 6ptimos de procesos de cardcter mis general gue ague -
llos descritos por ecuaciores diferenciales, también el métcdo de Programacitn
Dindmica reviste un cardcter mis universal que el método del Principio del M&
ximo", Sin embargo, a diferencia de éste Gltimo, aguel método no ha sido demos
tredo con la rigurosicad deseada, perc se aplica como un valioso instrumentém
préctico,

* 11amadas en[ﬁﬂ' L Ecs, Canfnicas de Euler - Lagrange;

>
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Esencialmente; estas dos teorfas tienen en comin a la E.D, de Ha

milton-Jacobi-Bellman, ya que,laé E«Ds canbnicas de Pontryagin son equiva-

lenteé a una E.D. de Hamilton-Jacobi, E1 ™ Principio de Optimalidad " de -

Bellman fupé formulado primero, independientemente, La comunidad de la E,.-
coircidencla
1=% aungue no casualy, Bellman -

no deduce un.S.D, candnico como &1 de Pontryagin, pero toda E.D. de Hami. 1~
ton~Jacobi de un proceso implicaila valides de algdn S.De ordinario canéni
COe ' '

D.Pe de H»g—B en ambas teorfas es una. notab
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1.~ Introducecicn,

Lea teo;{a convancionél.qpl regulador eatd basada ampliamente en-

las tfanefgrmadas de Laplace y de Fouriery el Calculo de Variaciones (ec.‘de
‘Hamiltor-Jaco bi) y mads recientemente en la.Programacién Dindmica (ec ,H-J-B).
. £1 andlicis que a continuacién se’resumeﬁﬁlene por objetivo resol

ver el problema del regulador para una fancional de evolucidén cuadritica ba-
gsandose en la teoria variacional de Carathdodory y la ec, de Hamilton-Jacobi,

ademads, como parte del demarrollo ge define un estado controladle y se esta-

blecen condiciones necesarias para.que una planta sea controlable., En gene-—w

ral, se establecen teoremas de éxiatenpia y estabiiidad para el problema ==

a

del regulador y se analizan las propiedades de estabilidad de la ecuacidn mz
tricial de¢ Riccati, la cual ge obtiene como un casoc especial de la ecuaciénv

s

de Hamilton-Jacobi,

2.- Notacidn.
Se ﬁsaré la noiacién vectorial comun, con las siguientes conven--
-eiones: Las letras griegas mindsculas gon eséalares;'laa letras latinas -
minuéculaé por vectores, las mayusculas son matrices, la matriz unitaria es
I. Excepciones: i,j,m,n,p son enteros; t, E,'L, F) a§n egcalarea;;s,}y ,% ’-
gon %actoren. [x,¥] 'es el producto interro de x e y. La transpuesta de una -
—matrii gse indica por-el eimbolo ”primé* {%), la norma de un vector x es - -
' I x{ = Ex,xih] Norma Buclidiana. lLa normalraﬁ de una matriz A es sup || Axf
8obrdi§xﬂ =1 Terminolég{a especial: Kxﬁ’g .=[},Px] donde P es simétrica y
noagegativa definida, Si A,B son simétricas, A% B significa que A-B 88 posi
tiva definida. Las letras t,T}AZ son escalares que representan el tiempo.

Para una func;én ezcalar L(u}, L, es8 el vector gradiente y L

au ©°8 la matriz

Jacobiana. Se estudiard el sistema representado por las ecuaciones

R = FOXE + 6 wlt) (1

ytf) = H(t) X(®

(2)

donde uERm, x ¢ R® e y ¢ RP, Para dar un enfoque fisico al problema se ha =

adoptado 1a siguiente terminologfa: las ecs. (1) y (2) son el modelo de la =

planta (o:simpleéante la planta); x es el estado de,.,; u(t) es 1la funqién -
do control o entrada a...; y{t) es la salida de la planta, La planta es cong
tante si F,G,H, son constantes (también llamadé “invariante en el tiempo™).
'Si u{t)=0 o G(t)=0, la planta es libre, E1l comportamiento de la planta estd

>
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dsscrito por la ecuacién dife*ancial (1), éiendo is solucidn general:

Kt @(f,wxm ¢ \ @%(fﬂ)o(ﬂucc\ de )

donde a;( t,§ ) definida para ?cda t, <? ¢€ una matriz fundamental (1lamada -

también matriz de transicidn) de soluciones del sistema libre, debiendo sa-=-
- T »%7 ’ N
tisfacer que: . @('ﬁ” :{—) = | VI ‘(4)
La solucidn (3) de (1) es llamada conceptualmevte fgl movimiento del estado®
| | ¢) = (A X, %) .
| X(t) = P (5)
la fu_ncion ¢M._ (% X}ré - Qﬁ(fﬁ{db)‘f’]s )() 3!" ) ) (5.1}

los movimientos l1brea, o "gea la evolucidn del estado con u(t)=0 se represen

tara por 9%. El estado de equilibdrio x® es x6= q%(t ie, to) ‘?‘ tyty.

x
i

3,~ Enunciado del problema.

-
En aplicaciones simplea, el objetivo de un sistema dg'ccntrol es
el éiguiente:v "Dado un estado x de la planta (2.1) en cualquier tiempo torm
~generar una runciéh_de control u(t) definida para t Zmo y dependiente de x,-
tos
brag, u{t} se‘eacoge»tal‘que

queé cause que x sea transferido al estado de equilibriec 0®. En otras pala

94“ Czt 2}2% = O
‘ (1)

'Fleicamente, para generar la funcidn u(t) se deberd contar con un algoritmo
: que calcule u{t4) a partir de y(t) para t é t1. Esto se conoce como el"prip
cipic ds etroallﬂentac‘on"

La realizaciGn tigica del problema se puede separar en dos etapas.
(A) CAlculo de la "mejor apr011macion" x(% } del estado x(t1) a partir del -

conocimiento de y(t) para t & t1.

(B) Cdlculo de u{t,) dado x(t1).

El problema (A) es concerniente a la teoria de Wiener de estimaci

on, Aqui supondremos que x(t) se conoce cxactamentm y tomandc en cuenta el -

Principio de Retroalimentacién, el problema de generar u{t) se reduce a esps

cificar la ley de control: '
g ~ wi)= b (xr, ¢) '
. (2)
ParaAobteher la ley de control =e afade la conside;acién de que -
. "la integral de una funcidén de estado no negativa a lo largo de‘cualquie: no
v ‘,f . .
vimienhag&se minimizara  por la ult) escogida"., Este enunciado determina =l
u(t) y por tanto la ley de control (2),'implicando (1), Al problema resultan

te se le llama OPTIMAL. Ahora Se expresara el

(3) PROBLEMA DEL REGULADOR OPTIMO. Encontrar una ley de control (2) para 1la

~cual

. O o AT O 5 I O N, VP, i Ky % W I b e A5y
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blemas va:iacionalas

N

L e, = Ty
J“‘Zf‘(’t"'ﬁ’) :-ngf {\) (¢"‘ Ct}; X"&)) T éaz- (ét'(fff;to)ju(f)ﬁ f) Cé{}

"ge obtiene para toda X,ty y t4, dondeV y 1 son funciones escalares.

Del cdlculo de Variaciones se aplicara ia condicidn

Lak ('X;U;{.‘) >0 A K,M;'«f‘ (5)

que es equivalente a suponér que L es esirictamente convexa en u. En térmi--

nos ingenieriles, t, es el tiempo terminal, la integral es el eritario de -~

‘comportamiento ¥y 1L es la funcidn de costo. La funcidnV se afiade para mayor -

generalidad. Se utiliza la notacidn J(x,t,,t;,u) para indicar el valor de -
la integral en (4) correspondiente a cierta u(t). El fndice superior * idem-

tifica "optimal®.

4.~ Relaciones con 8l Calculo de Variaciones,

(1) Lema de Carathéodory.Sea k(x,t) una funcion vectorial de m -=

componeﬂtes y clase C1 en x,%. Dendtese u®*= k(x,t). Supdngase que V =0 y que
la funcisn L en {3.4) satisface las siguientes condiciones para toda x y to-
da to t <ty . _
(a) L{x,u*,t)=0
(b)'L(x,u.t)> 0¥ u#ur ‘
entonser el criterio de comportamiento J¥* eg idénticamente cero para tod; x

7 se obtiene poi medio de la ley de cdntrol optimo dada por

U= f (xee)s t) oy

Ahora, sea J*(x,t,t1) una funcidn escalar arbitraria de clase C2

%

en x,t (t1 es fijo) tal que 72 x,81,t9)=. Y (x) : (3)

luego se reemplaza L por

1€ o) = Leow o+ 35 (xtm*@ (x, ) F(H)x+ SO |
la integral de los dos \dltimos términos, a lo largo dz cualquier movxmiento
entre los limites t, y tq es

V (b (25 x,20)) = J'*(xiﬁ,%) (4)

ya que el segundo término en (4) no depende de u(t), resulta que los dos pro

e (1 RIS IT é)c&‘
#lt) Iy, (5)

¥y (3.3) son equlvalentps en que ambos tienen la misma funcidén minimizadora - -
u(t). Ahora se tratari de encontrar funciones, J*(x,%,tq) y E(x,t,t.) que sa-
tisfagan la hipétes*s del Lema cuando L se reemplaza por L 9

Para - que L (x,u,t) tenga un minimo respecta a 1 en u=u*=k(x, t t 1)

| g xeey




es necesario que todaa las prfmeras'derivadéeiparciales de LY con respecto a
u ge oliminen en u*, Esto y la condzoaon L%(x, u*, t)= 0 dan

: Q.. A T o

LK 6] —3mmin =[5 = © O sea

2

L‘u {XJ 1’(—*1 )+ [_ !);qk.(x; 'é‘;'t;'/), 6 (f)] =0 .

Glod =1, (0,t)

y L(x Wt) = 0 = L{xube)+ BF + [K, FOxX +6l4ux]

...Jé = L(X)M&;*)+[_3’X)F({)‘X‘ké(t%&t} (7)

Carathéodory llama a estas ecuaci?nes Flag ecuaciones fundamenta-

1esﬁ,deliproblema variacional (3.3). Adviértase que (7) esfla ec, de¢ H-J=-B,

De la consideracién ({3.5) resulta gue (6) sepuede resolver para -

u¥*; mas precisameute, existe una func10n7/ de clase ¢! tal que

UK =P[5, ST ey ) = £ (K.t.2) -

la cual es la ley de control Optimo dedeada, Para verificar la condicidn (b)
del Lema, usando (6) y (7) se obtiene:
¥ (xu, €)= Uxa,f) L () = LU L (0%, 1)1

. = (,X Lk lk /{:) . . (9)"
(9) &5 la funcidn de Weierstrasa, Por inspeccidn se ve que E s el término =

cuadrdtico de 1a serie de Taylof»de L con u=u*, Asf, puesto Que hay una fun
cién I* que satisface (3), (6) y (7) y ademds (3.5) se cumple, se pusde apli

car el Lema y encontrar aquella J* que corresponda a (3.4). La ley de cOnww-

trol 5ptimo es (8)., Ahora ge define#?na variable conjugada S por
‘]: Jx ‘ _ (11)
por lo que?’ = Y’(x,G'(t) , s+t)}. Se define el Hamiltoniano come

K0 t)=L (xpt)+ 3, Foox+6m ] (12)

entonces, s8i J*{x,t,t ) eg cualquler solucién del sistema (6), (7), emtonces
J* es solucidn de la ecuizxon dxferenclal parcial de primer orden de H-J:
D:t T ;((X,'J;*,f)::o (13)

resumiéndo, se tiene el sgiguiente

(14).TEOREMA. Si existe una solucidn J*(x,?,t1} de clase 02 délla ecua
cién de H-J (o, equivalentemente de (6),(7)) la cual satisface J*(x,t,,t{)=
Y (x) y 81 (3.5) se cumple, entonces J*.es el criterio de comportamiento Gp-
timo para el problema del regulador {(3.3) y la correspondiente ley de control
Sptimo estd dada por (8).

5.~ Controlabilidad.,

Ahora se impondrén condiciones a.la planta (2.1) para asegurar que
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sl probdlema formulade en {3.3) 08 mignificativo en el 1imite t1wa9. Primera

mente considérese la eigu1ente

(1} DPFIWICION Un estado x es controlable. en t 81 existe una fun

ﬁién ds control u1(t) dependiente de x y to ¥ defznida en un intervalo f1n1’

to fto, 1] tal que 92d(t1'x t0)= 0 Si lo antierior es cierto para todo es-~

tado x, entonces la pxanta ea cogplctamente gontrolable en el tiempo t,;tam=

bvién, 81 lo anterior es cierto para tedo to entoncces simplemente se dice qus

1a planta es eompletamente controlable.

A contlnuacxon ss establece una caracterizacidn eguivalente de la
ccntrolabilldad que resultard muy dtil:
2. PROPOSICION: Una planta es comp]etamente controlable en el ti-

empo t (1) ef y (it) solamente sf la matriz simdtrica

W (4,4 J:j E (o 4)8(4)610) B (t,, £) db

(39
es posxtlva definida para cierto t{> t,e

3
\

Una condicién técnicamenté dtil para investigar la controlabilie=

dad de una planta 8e formula en el siguiente

5. COR0CLARIO, Una planta conatante es compietamente controlable -

(i) sf{ y (1i) solamente ef -
: , 'RANGO [G, FG,...,F“”’GW = (6)

Comentario i.- Sea X el estado de la planta en t, e y el estado =

“doseado" en t4. De la argumentacién previa ss concluye que el estado y es -

obtenible del estado x { es decir que existe una ¢&c, que relaciong x en ¢t
e.y vn t1) of y solamente s la ecuacidn ‘
X -8 (4.,4)Y = Wt
tiene una solucidn, en cuyo caso R
W = - GP (to, *)U'

(8}
es la funcidén de control apropiada.

Adends, los métodos del Cdlculo de Variaciones muestran que la -

minima energfa de control reqner1da para‘la trangfer ndia de estudo e8
E("z*os%*‘)=\ el gy = 1x-B oty Quw@, 9)

La ec, (7) puede tensr solucidn para algunos, pero no todos los

estados x,y. Entonces U"1 no existe y es conveniente reemplazaria por la ine

versa generalizada W' en el sentido de Penrose’. Con esta convencidn {9) es

la energia minima regquerida vara transferir x lo mds cercanc posibie-a y.

81 W(t,,tq) es invertidble, entonces (7) siempre tiene una solusi

Sn; se ve que "una planta es completamente controlable en el tiempo t, s{,,y

1 R, Penrosa, A generalized inverse ror matricas Proc. Cambridge Phil., Soc,

51 (:955) pp 406-413,
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golamente s{, empezando del.origen en el tiempo t, c¢ualquier estado z puede-
alcanzaisé en nn tismpo finito aplicando una funcidn de control- apropiada -~

alt)".

Comentario 2.- Usando la inversa generalizada se puede reemplazar

(8) per por una ley de control definida en- [t t‘]

L) = =6 Wt t) [X -3 (1, *u‘dz

4un si le planta es eatag1onaria esta ey de control no lo es,

6.~ Soluncidn al problema éol regulador lineal,

El punto de"vista del Calculo de Variaciones expuesto en la secci
on 4 es puramente local (por ser lineal). Sin embargo, las ideas de la sec=
cidn anterio? conducirdn a una tedffa definitiva del problema del regulador,
como @e expondr5 a cortinuacidn. Eﬁ~prinéipio; considérese que: A

"Para resolver el caso 1ineai del problema del feguiador no es 3%
ficiente con contar con‘uq modelo lineal de la planta (2.71)", 8e requiere a;

demis considerar qué " 4 f’ 2 _ = 3

(A y L(th:f) ‘é {{H(‘t)x RUt) +‘ “’u”g({.) } 3 \)(X)“ 7 ”XHA

donde A es simétrica, no-negativa definida mientras Q{t), R{t) son gimétri--
cas, positivas definidas y de clase Czren t. Consecuentemente de (51) la fun
ci6n Hamiltoniana (4.12) es '

Hwsig= {{u(wgg( 2 [Fx,§ 1 - 1600] Iy

con esta seleccidn deg{ , la funcidn

(1)

s |
+ . B .

| Ie(x, e, ty)= 5 I\ Xﬁ?(t;w : (2‘) |

@onﬁé t4 &5 un parémetro €8 una séluéién de la sc, de HeJ (4.1%) s{ y sola~

mente si P(t'tq) 68 una aoluoién de la siguiente EDO no-lineal del tipo de -
Riccatl.

= PP + PF) _Pa R WEHP+ HOQUWRK) (3)
P ee una matriz simétrica. )
Dada cualquier nmatriz simétrica_no-negativa definida A, (3) tiene»
una solucidn dnica W (t; A, tq) que toma el valor A en t=t1.
Lo anterior se resume en el siguiente
~ 4.- TEOREMA DE EXISTENCIA. (i) Para todo tq y toda matria A simée
trica, no-negativa dofznlda, (3) tiene una solucidn unlca.Tr(ﬁ.t tq4) defini-

42 para toda t<-t1. (i1) Bajo la con81deracion(a ) 81 criterio de comportami

ento optimc del problema (3.3) esta dado por
T(x to, k) = “X\v(-u Aty)
(5)

para aatudlar el caso cuando t1~9d> primero se define una solucion particu~-

lar de (3) que ot fundamental para el siguiente desarrollo.

6. PROPOSIC;ONL_S: la planta es cowmpletamente controlable, enton-

—n . ¥ . oy hnd

-
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]|W1 jT*<1%5 uf,* 3.“

%;"*co

(1) existe para toda t y (11) es una solu;cxén de (%) .. .

?, TEOREMA DE EXISTERCIA. Asumiendo (A },‘Q(x)— 0 y t1~ 00, el cri
terio de~comportamiento opt1mo para el problema (3.3) es Ixﬂyﬁ)y'la Ley de

wie) =R 6 Py v )

Comentario.- En la literatura ingenierll a menudo se considera -

Control dptimo es

(ﬁécita'é incorrectamente) que un,siatémafcoq la ley de control 6p€ipo (8) =
es necesariamente estable., Entonces se justifica la inclusién de la siguien-
te seccién,’re;ativa al aﬁélisis de estabiiidad, perc antes y para finalizar
la seccidn 6 ,Ise establecergn las condiciones suficientes que aseQuren la -
‘estabilidad’asintética uniforme. v '

9. DEFINICION. El sistema (2.1) es uniforme y asintéticamente es
tadle ai (1) || B(t,to)f < = 5 (11) é(t o) “-> 0 51 t-%p uniforme-
mente en to. V

Er un andlisis posterior desarroliado por R. Kalman y J.E. Ber--

tram, éstos mosiraron que la estabilidad acintética-estable en el caso ling

al es equivalente z la estabilidad-asintdtica-exponencial, la cusnl se define

T (xot)l € = QXPL@(* *0)1 ¥ % y toda t »te

con la condlczlo'x (L, (5'}0)‘
" 10. TEOREMA DE VSTABILIDAD Considérese una planta con ley de —-

conirol (8) 1z cual es uniforme y completamente controlable. Ademas de (A1)
supongase tamb}en (Ap) Q(") >, oLy 1 20 s Q({) o<5‘_L > 0
| (a5) Q) ¢ <X )y R(Y £ %y 1

entonces la planta controlada es uniforme y asintdticamente estable y J*(x,

t,00) es una de sus funciones de Lyapunov. -

7. ESTABILIDAD DE LA ECUACION PE RICCATI.

Ahora se examinaran las propiedadses de estabilidad de (6.3). Sea.
SP(t)n P{4}- P(t) la desviecidén de un movimiento dado de P(t) de (6.3) res
pecto a P(t). Sustituyendo en (6.3) se obtiene

4 (SD/dk = _F03p-$PF) - SPEOR'(W G (H-SP

. = ; - -\ U = (1)
donde FO=z FO-GTWmaOPH .
Por simplicidad, a continuvacidn se omiﬁiré el argumento t en G,H,
P,Q,R. 2. TEOREMA DE ESTABILIDAD. Sea

V(shyH)= L (SPF B2

(3)




l
oo T
-‘;K— 1 )
Entonces (i) la derivaﬁa de‘?’) Ja 1b large.de movimientos de (1) es

TGP, 1) = tri(P’z K6 P'fl}‘(""‘ﬁ RS
3 HP s ! :
(? HQ'I ) P PP } o N "

con P2,0; (1i) Si A} O, entrrees dajo la hipdtesis de (6.10), todas las so-

o

’ lucionesTﬂt;A,tﬂ de (6.3) son asintdtica y uniformemente estables relati -

vag. & -I-;(t) cuando t -vep y’?), es unz funcidn de Lyapunov apropiada.
" %, COROLARIO. E1l movimiento P{t) es inestabdle (cuando t —»a@ ),

6. Comentario 1,-.81 el problema es estacionario, esto es, F,G,H,
Q,R ‘son constanies, F(t, t, }= ?€t+h,t1+h)~ 1o cual muestra que dP{t,t ),/dt1=
- dP(t,tq)/as. Asi, en este caso se puede Cnlcnlar Plf)= conat. de (6 3) rew
~emplazande t por -t; para cualquler A)‘,O 1n1czal, este calculo es asxntot!ca

-

mente esiable en la gran mayoria.

7. Comentario 2.~ -Como consecuencia del corolario en el caso no b

estacionario (si al menos una de las matrices F,G,E,Q, R no es constante‘),

no se pusde calcular P(t) cuando t-—bﬁba partir de P(ty).

8.Solucidn general de la Ecuacidn de Riccati.

Considérense las ecs. diferenciales candnicas asociadas com (6.1)

f{\i ?(’ (x 91*:) = T &)X—Q({)ﬁ‘(ﬁ 63‘(43} g : A{1)

é&_ .gy (xf ) = -HOOORAX-FOF )
Sea P{(t) una soluciqn de (6.3) definida en un intervalo U=(© ,t,). Conside~
rando (4.11) y (6.2), se supondrd que las condiciones iniciales de (1) y(2)
en tq estan dadae porA g({l} = D‘x’k(x (_'b\), 'E;) = ?(‘tl) XH:I)

entonces, para toda t en que P(t) exista, con la nisma condicidn inicial, se
s ke
tendrd: » 3(&) = J‘x (X(ﬂ )e) = Pt) x (1) R AN (3)

ahora, sean X{t), Z(%) un par de matrices solucion de (1)-(2), satisfaciendo

las condiciones iniciales X(tq)=I, 2(t1)=P(t4). Por (3) se tiene aque
7 (£) = P X

la cusl muestra que X(t) es una solucién de la ED-matricial

&X/i = [PH-6W T WO PEOTX |, +eU

haciendoy (x)= i} K“P(ﬁ-‘f) en (3.4), de (6.4-5) se ve que X(t) es la matriz

(4)

de transicidn g*(t t4) de la planta optima controlada correspondiente a la

eGCOG‘da Si g*(t tj) existe para toda t €U, se tiene,

PH) = Z(ﬂ @_ (*\;ﬂ eV | ‘(5)‘;




Para obtener tina expreéién explicita para P(t), hdgase
, : @, (t,t)  Bu(tt)
@ (‘t,{x) -
S @ (1) ®se (4, &0 ,

la matriz de transicién del sistema (1) - (2), entonces se obtiene la —
' férmula vAlida para t e U: .

, : : -1
P(+)= |0, #4)+8, 6L P 86 1) +®als, ) PEd] ()

9.~ Conclusionese

Se mostrd nuevamente la correspondencia entre teorias diFergg
- tes, en este caso al aplicarse el Lema de Carathéodory del Calculo de -
. .Variaciones juntoc con urma funcional del tipo general ( de Bolza ), se -

- obtuvieron las "ecuaciones fundamentales" que, como se coment6 en la se

U

ccidn 4, son squivalentes a la ec,.. de H-J-B obtenida al aplicar la Pro-
gramaci6n Dindmica en =1 Cap.4£§§§ <.
Usando los mismos elementos también se obtuvo (seccién 4) la-
Funcifn de Weierstrass del cdlculo de variaciones gue se menciond p;img
ro en gl resumen del CapggAnte:iormeqﬁg se la obtuvo aplicando el prin-
‘cipio de Optimalidad | en la Secciénfé;(c) del Cape. P ) y también apa
recio con su propiedad caracteristica, condicidn necesaria ses, &n 2l —
{Primex. Teorema del Méximo de Pontryagin [Cap.QV); En el Cap. IV3se omi-
tieron dos aspectos necesarios en el andlisis y gue en este Capftulo si
se consideraron: el andlisis de la Controlabilidad y la demostracién de
existencia de la solutién general de la ec, matricial de Riccati, que -

se& obtuvo como consecuencia de una propiedad de estabilidad asintdtica~

de la solucién optimizante,
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