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Introcduccifn.= La solucién tefrica del probleme do la =
letractéé en una cortinag, coma scbenos, se besa en las g§i ===
pulentas hiantcszs. '

¢).=- La cortinae de tierre constttuye un medto permazbdle =~=-
hcwogeneo e tsétropo o bien estd crmpuestec de estratos horogd=
neos blen definidos dc manera gque pucd:m distingulrse pernmebie
lidades distintas.en dos direecirnes principales.

b).~ La vortinag no sufre de”ornociones dedidas @ la ac -~ .
ctdn del ajua znfiltrada o a pfectos de fucrzas exteriores

¢}).~- Loz efectos producidos par jWerzns eZectroqufnzcas -
o cepilares son despreciablegs. ‘
| dt.~ £1 flujo d. filtrectén a trovés de la cortineg ¢nns -

tituye un caso d: fﬂuJo plangp, :
' Los hipdtesis anteriores pueden ocasioncr que 1rs res: lta
dos obtenidos d» la znvestigacaén y la recalidad dificran en --
forma aprectieble y¢ que, por ejempls, detalles peolésicos =—-
aparentonente sin inportancia puedcn llfgkr a eJercer une tn -
Jluencia decis;va._

Sabomos tamdilen gue, en contra posicién can lo fue acnn -
tece an la »ayorfe de los prabzemas_de,filtraciﬁn en donde se-
conocen las condiciones de Srentore, en el caso del flujo a -=
travds de cortinas, el prodlena principal eg la daterminaciﬁn-
de la frontera sanerior 1lanadc linea de seturacidn, lc cual -
dedbe deterninarse cowo primer peso de lasolucidn del prodlemas

"1 objeto de egtateszs es 1legar a ladeterminacidn correcte de
la linea de saturecidn mediante un proceso iterativo que ga =
ernsndré posterioruente y quo se dase por una parte en ¢l mé -
todo de relajacicnes parc resolver la ecuacidn de Leplace y =-
Jundarncntalnente cen larepreoentﬂcion hodo rdfica del escurri -
miento.

Lavley'de g'aréy.- La ecuacidn de Eavter—StoPesf
qa:efﬁ - grad p - S rot rotT f,z)
en el caso de flujos deo filtract’n puede, sinplificarse en la -

+ Levi #, 1061 ifecdnicae de L{quidcs p. 25




fdrwa que stgue: . :
e)o= Debido a-la lentitud y untformided del fondmeno po-
aemos desprectar a las aceleracioncs esto es suponer: @ = 0 °
d).~ Las fuerzas ndsicas F -admiten potencial stendo &ste
proparcional a la elevactidén "y® esto es: F=~ gred gy .
De esta manera 1a ecuecidn (1) puede ascribirse:

grad.(-?--ﬂy.‘ﬂ)c-éfro.t rot ¥V

ai toﬁar la dibergencic de anbos miembros resultas

div gred ( &~ +y ) = 0 {2)
¥ . : .

le ezpresidn (:} debe verij%carae szmaltaneamante con lo ccue

cidn de eontinuidad div 7’5’0 y consccucntemente podemos es -

crtbir.

div P= o k dlv grad ( & +y )
. - ¥ A
une solucidn de csta ectacidn esté dada pers

v.-.--:cgmd(-g-s»w (3)
en donde k es un coefictente 1lamedo de psrmecabilidad que in-
volucra tanto las caerdctertsticas ffsicas y granulomdtrices =
del medto ccmo lasjcaracter{sticasAviscosaa del fluldo que =~
" le atraviesa. :
Si hacemos f; +y= k. las expresiones {(2) y (3) re =-
saztan respecttvamente.

Frn . Fh | . (a)
a7 3y <O | |
¥ o=- ﬁ%m&‘*“-‘f“? b

en donde el sistema dv referencia estd ortentodo como se -
muestra en la flgura 1 y 8 designa a la veriadle longitud de-
arco. :




La ecuacidn (5),0 su equivalonte (3), os la cxpregisn aka-
1{tica de 1la lcy de D°arey y rtge a los novintientos de filtre -
cién en nodios permeadles honogéneoa e ts&tropos, .vemos que e -
llos pugd n constderarse como egeurrinientos potencialecs, sien-
do el potenctal d: velocidades:

-w—hhcb~h( -¥%) ‘ : A(5)

de esta nanera las componentes u, v de la velocidad ¥ en cada -~
punto J referidas al sistema cartestano mostrado en la Sigura 21

~serdn: = >4 _p 2Sh )
D > =§“;‘ -
. <
v = 3 = -k Iy @)

Las curvas = cte se 1laman 1lineas equipotenciales y son
.perpondiculares en todos sus puntos a la diresccidn del f?ujé
cono adends de acuerdo con (4) y (6}, 4798 una fhnc£6n armdnica,
debe adritir una funcidn qfde corrtente tal ques

2d _ Eﬁg_ Ny 'fi§1_‘m.; 3. )
ax Y Y, o=

4 una linea ?/z'cte se le llama lines de corricnte y cons=
tituye junto con las equipotenciales una red cuadrdtice llamaeda
red de flujo. “

De acuerdo con lo anterior vemos que el trazo de una red -
d» flujo pucde ser determinado por le inteyracidn de le ecua -~
cidn de la.Place, que es indepsndiente de k. Pera gste fin c§ =
tndispondaeble corocer las condictones de frontera.

Condictiones de frontera.- Para la soluctdn del problema -
que nos interess y que se muestra esquemdticamente en lafipurg-
.1, podemos considerar las sigulentcs condictones de frontera =-
sobre las caa?es ge ingistird postertormente.

1).~ La frontera 4D fija e impermeable e lo largo de la ewal
cxiste flujo es unc linea de corriente y la componente de la -~
velocidad normel a 4D debe ser nula ; consecuentemente:

ad
3 @
en donde n eg normal a la jrontera.

+Levt K. lUecdnica de 1f{quidos p. 84




8).~ i1 tolud 4B aguas arrida es una superficte equipoten
ctal yo que la suma ¢ y + %} permonece constante, lo cual im-

plica que sobre AB se tenga: . |
,Q_.____Q_{_,_m

-
———

4 .
seccion de la cothing en donde 8 y n son respec-
‘ tivemente tangente y nor -
8 ' ' mal & 1o frontera.
= ‘ ' 3).= 4 1o largo de la

linea de saturacidn BC, en
donde la presidén es la. at-
mosfértca so tiene p = B

- = cte y podemos egcridbir:
h= -%?—-*‘é z::g*-dtz.
ad=-dlkh)=-kdy

lo cual muestre que la linea de saturacidn gozec de la prople ~
dad de que la catda de potencial a Jo largo de ella €3 propore-
cional e la cafda de nivel.
Las condiciones de frantera en este caso pueden ser:
W 4 2,
S - : _In

ya gue la linea de saturacién es una linea de corriente.

4).= E1 talud CD aguas ebajo de la cortina en contaectc ~-
con el aire no es ni linea de corrisnte nt equipotenctial peroc-
se acostunbra admitir que cumple con la mismacondicidn moncion
nada en el tnctso anterior en lo referente a la praporctcnalt~
dad entme cafdas de potencial y cafdas de nivel ya que, a lo -
laergo de'cb, la presidn permanece constante e igual a la at -~
nosférica. |

Fig. |
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Introduccién.~ ilemos visto ab el cap{tulo anterior gue el-
gscurriniento en medio permeacbles homogéneos e isétfqpcs estd -
recid- por ana.ecuacidn @tferéncZal de Laplace que en nugstro -
caso es vdlida en todos los puntos intertorses de lc ra-idn ce -
rrada ABCD mostrada ern la fipura 1. |

Para obtener unc solucidn aproximade reemplasamos 1o ecua-
ctdén dtferenctal por una ecuactdn‘en diferencias finltes que,~~
para nucgtro caso en que intervierern dos veariables tndepehd;aﬁ-:
tes, es vdlide en los n nudos de unared que cubre la repldn R -
estudiada y on 1a cual las dod variables sor considercdes como=
coordenzdas. Ello origina un sistena de n ecuaciones alrobret -
cas que tnvolucran los valores de la variable dependiante en ==
los n nudos de la red. La soluetérn de este sfstema qre puede =-
realizarse medicnte un proceso iterativo, que se describird ---
postertrrmente, conduce a los velores aproximados de la varia -
ble dependiente asoctados ¢ cada uno de los n :dos antes. di —
chos., . o
 Desde luego en lugar d: obtencrse la soluetdn continra de-
.la ecusctidn diferencial propuesta, defintda en todo larentdn R,
encontramos valcres cproximddos de la varteble deperndiente en -
un confunto de puntos aislades gue nos permiten el trasc comple
to de la red de flujo. S

« Vemos lanecesidad de obtener el desarrollo en diferencias-
finttas de la ccuacidn de La:lace pera diversas ecndiciones de-
sronteras | ‘ ' ' ' o

Desarrollos en dijerenctas ftnttas.

“cucciones diferenciales ordinartas.-lsupnngamos que se de
sea ohteﬁer el'dvsarrollo"en difcrencjas Sfinites, calculodo en-
- ¢l punto z; , de la expre sinn. |

i P () cl-f—(:)

y=o o X

la serie de Taylor:

ﬂ-! (“_n

4 ()4 ..o

-f(ov\- h)::: +(a) + h&(@)-\—_\_’l—.{ )(q)-\.._\,
2[ (w—ﬁ

BIBLIOTECA DE LAS pI
\ VISION
DB INVESTIGACION Y DEL DOCTE)?

RADO DE INGENIERIA




.-6“

gpltecda a f{:ﬁg'hl con @ = «lyse0,m CORdUCE a:

J W) ‘ n ‘ ) Yy .
Z ﬁ,( )"( (X‘)*v Z Py(xi)‘?wzx;)a‘...- = ZQCQ{'(X;-&-QV\) k\\
=0 va ¥l . g=-

ern donde Qa -1, =84+1l,00e=1,m cOn £ Yy m enteros, h es el tnter
uclo de diferencias finitas mostrado en la figura 2 v f (: ) -
representa a (@0 XY )x«zx .
Moty Ry Xa %y - ' St en (1) los coeficientes plz)

_ - son constontes pare V= 0,1,0..,,,1

L L L L] o vaton coro sare ve gutages...

h h h h K h J+r y los enteros J y r son tales

;:',-3‘ 2 que l+m=j+r cntonc¢es se dice que~
el dvsarrollo:

Z P, ) 4 ‘) = ZC £ (x; +e\n) W@

Y=o Q':..o-Q

€8 corrgcto hasta el (Ir-w}éstrao orden. Para que esto se¢ peri=
jtque se requtere que*:

f’v(x) = QZ CQQ L ANTRY|
e : , (3)
0 = Z: Ce @ VEirLANT
e=-1

Las ozprestonos {(3) nos permttcn obtoner el desarrollo ~
en 'diferengtas Jinttas (correcto haste el orden que se desee)
para . cualquier derivada o0 suma de derivedas connehtentemente-
nultipltcadas por los coefictentes p (x).

Se ‘uustramf el procedimiento con ol sigulente ejenplo:

Se desea obtener urn desarrocllo de tere.r orden para d f
calculado en el punto z=z en funcidn de los walores ad-= dx*

quiridos por f(z) en los puntos £ =z , 2, L5 oee Y Quo'
designarenos con £, S . .f oeoo -

B este caso se ttdne: '
k=8, p, =1, p,=0 para V=0,153 , 1, 1=1, m=8, l14m = ktr=3
y la apltcaczén de (3) conduce a¢

+ Collatz L. Eigpn,oartprobleme und ihre numeriscke Behand~
lung Akad. ?erlag, Letpailg p.269
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e, *+ C, # ¢, 4+ ¢, =0

-c_, + ¢ + 2, =0 |
21

e, *+t ¢ +dc, ©

ht.
. -c_, + ¢ +8c, =0
cuya solucidn es:.
c,=0, ¢, z'c*’s._’_ , €0 == 2/
h* h?

reemploszando en (F) resulta:
nzfié)aa L= &% + I (5)
que es ol desarrollo que duseaanos. »

Bcuaciones diferenciales percieles.~ K1 proe»so para ob-
tencr desariolléS*en dtferenctas finitas para dertbad&s parcte-
les es totelmente andlogo al expuesto en el tnciso antertor.

‘Congideremos una regién R del plano zy subdividida -n cun-
drodos por medio de umae red de abertura k constituida por dog =
fnmtlta;qu rectas respectivomente paralclas a los ejes coorde-
raedos y'sea'ﬁ(z.g)‘una Jurcidn continua deftnida en la regiébn -
R antes dicha. Constderemnos un nudo o como el mqstrddo.en la =
Jtaura 3, el valor de wlz,y) asoctado a dicho punto lo designa~
P2mOS COR uw, i con la anotactd anterior y refiriéndonos a la [fi-
pura 3 se tiene:

R~

/é:%’m L TN 2h&%ﬁfL‘z<u,_ué
« h :

/ . . 2 4 . \I . 2‘\ %_i_)ozw‘:*wé

- % aiv
{ ] . ) ql . / h (1;i§iL=w uﬁ—:nﬁ,-%u%
hJ 3

(e)

- F 4 ' // o
K h' (22N = w, - 2w, +w
Y 2, T
(-]
i p—
Fiq. 3 -
fn ocasiones resulta maes cdémodo manefar Ids_oparadoreé*E;

* Bickley ¥#. G. Fintte-difference formulae for the squcre la—
ttics Q. Jour. Lech. end Appl. Hath. 1 p. J5=42
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1 Que se deftnen en la fbrﬂa que stpue: - “
E oo = W0 ’
ES Bo,o = Vg,

y en genzral: '

E‘ME'; w, ‘ = Wmn ('?.)
en donde wmn 88 21 valor w(xaxo + ahk, y=y, + nh). 4sf cl desa
rrollo cn difureactaa Jinttas de Véxa » en el punto o, puede~
eseribirge de acuerdo con (6) y (7] en Ia Soraa stgutentes

Aw ) é‘w A - -/ P _Iv .
3‘-( ")T-.‘?}'){E 33)7:-?{%‘-23’!*3&)”@03

%xté\g o4
= (88~ 280 5] + B/ B) - F 5+ 25 &)
By B vz " |
, ‘ 7 -
”EF(QU o,y * B,y 2y P %ﬁ)
que utilieando Ia notecidn de la‘figura 3 resulta:
33 - ¢ ’ .
= W, =2, + Wy~ w0, +* &, - v, ) (9)
SRl (T e

La ecuacidn de Laplace.v Vemos quo la ecucctdn de Laplace
v » = 0 desarrollade en difcrenctes finitas en el punto o de =
la figura 3 conduce, de acuerdo con (6), a la expresién:

W, to,+ 0, + b - 4o, =0 s (%)
este desarrollo se eplica a cade uno de los nudes de la red tra
aada en la regtdn 8, ‘genorando as{ un ststema de -cucelongs a1~
gebratcase , ' ' _

Para puntos ceroanos @ la frontera, como se¢ nucstra en la_
Jtogura 4, es necesario -eliminar 108 valores exteriorcs de o que
ezijtmfa la aplicactdén de (9), medtanta la obtencién dr desarro
llos en difcrencies finitas que tengan en cucnta s&multfneamen~
te a las caract.risticas géometrices do las estrellas asoctades
a dichos puntos singulares y a las condiciones de‘j?onterao

‘ Uha condicion nuy gonerel que podrta e:tgtrsa en Ia fronte
re es:

| a.(x*j)"—g-i‘s’- + b(xy) %—ﬁ»‘ + C(§,3)w = £(s)

en donde 3%, ég%- sorn las derivados segin la tengente y la -
LS A .
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norﬁal a la front:zra, s es 1o longitud de arco a’Jo larno de la’

frontera y alz,y)s ¥lx,y) vy ffs) son jhnctones conocidag,

Un ejenplo parttcular es el ‘asociado con ¢l Jlamado proble
‘ma de Yeunann quc consiste em encontrar une funciérn aradntca en
¢l intzrior de une regién determinada y quz on $u frontera 8o =-
tisface a la condicidn:

dW

| Sw = o)

siendo f(z,y) conocida. Gha condicidn ligerancnte nas corpleja

™IV

es Ia especificactdn de w en una pcrctén d‘ Jd Jrontera y de Q-

0l restor .
Descridbliregaos br:p ms nte dos procudivientos a seaulr en~

el trataﬁzento da estos puntos sin. uslares:
a).- 5n este caso la ecuacidn dt ferenctal propuesta es
dasarrollada en dtJErencias SJinttas en cada nudo de le red. -

Pare un punto cono ¢l o de la figurc ¢ es necesario nodificer
el desarrollo (9) tomando en cuuvnte si”ultdneov'nte las condi-
clones de frontera y los espactanientos irregulores 0B y .ocC.

» 'b).— in este proceso la ecuacidn diferencicl solo se de-
sarrolla en difzrenclas finites en aquellos nudos interiores -
en. 1os quc puvde eplicarse la expr:sién (9) sin ninguns altara
ctén, ello conduce a 33 ani11o extcrior de valores de w que no
cunplen. con’la ecuactdn difercncial pero satisfbcen la- aprort-
nactdn en dtfur“nctas SJinitas de 125 condtciones de f‘ont:ra.

Proceso a. - Para ilustrar los procesos antes descritos
odtendroaos el deaarrollo en diferenctas findtas de Vmwo en
21 punto o mostrado en le figura 4. Supondr mog cono priner
caso que se conocen los valeres de w en la front*ra.

la ssric de Taylors

é 1
w =5 £ X %%’)Q 3\3%) NS (i:}*) t 3(3&3‘) \éf)

apltcada Q los puntos C, B, 4, y 3 cuyas coordenadns respie-
tivas son {0, gh), (kR,0), (0,=R),y (~h,0); conducen a cuatro
ecueciones . en la pringra y sejgunde derxpaacs de o en o, 41

f%“Fbxv£g‘Sb}ut£on‘ngralaxctton methods of plene potzntial pro
blers whith mitred boundary conditions Q.. Appl. "aths. II p. 251

(o)



resolver estc sist.ne pare las &sgundas derdv-dos y al substi-
tuir estas on V'w = 0 se llege at

a_ 2 2 2 2 - 1)
RerR) T T0E T we K_E_ 1\) ¢

~ Como seyundo caso irdie
carenos breven:nte, cémo se-
tratarfa el misno punto st -
sobr2 la frontara se cspect-

Jicase el valor de
Sabemos que:s

S ol

cOS( 4 g‘é’-smec [

| ~ adends al dertivar (10) se ~
F""‘l' 4 obticne:

(12)
\ ) +><£,,nj) M(W.)*-

al enp)ear (21} y (12) podenos expr sar las derivedas nornales
e B,C y N on funcién de la princra y segunde dertvadas de =

en o y de magnitudes geonétrices quo pucden oatenarwe de la fi
- gura. Asf para el punto C se ticng:

dw |
)= S {h{35s))ees o+ 35+ 10 (3 )X’“""‘d‘ Gs)
gue en unidn con las dos cxpresiones sinilar:s para ka:v y{fﬁ?M

mas les sories de Tﬁylor para Wy Y O, constituyen un sistena
de cinco -:cuactones’ simalténeas er 1a primera y segunda dert
vadas en oo las cuales pueden resolverse para las sanundos de
rivadas b} fbrnar ast la e:prestdn correspondtenta al descrro-~
110 de la ecuacidn de Laplace, " .
Proceso b.~ Bste proceso de nonor precistén'tinn@ lo~
vontaje de su gren sencilles. Pera tlustrorlo suponzemos que-

en Ia filgura 5 se espucifica el wvelor de %&L an la front:ra
) ™
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¢l desarrollo de la scuccién de -
Laplace en ¢l punto e d» la figu

3 _ ra resulta: ,

g SN hS 3 Wy *ug *uy *w, - =0 (14)
e que incluye el valor de w on el-

G ~ punto sicticio b,

] StQuttltgamoé interpolactdn

h ' " ltreal e tntroducinos el punto -

E mostrado en le figura ( Bb es-

rornal a la frontera en 4 ) que-

' das
: 38 v, = Ke u, + a6 v, . (18)
aderds y con el mismo orden de a

proxinacién se tienes

Wg = W, - Eb (‘5“"’ )A , - (o)

eltntnando we entre (15) y (16) resulta.

o= E s B | E (2w
ae ae A

(13)

al rempléxar en (14) se obdtiene:

Wy v W+ w2
%e

3w
‘S'J;) (4-» < E )u} =0  (ig)
A : ac

gue as el desarrcllo buscado,

Un raaonamieéto andlogo conduce, parae el degrrollo de 1a e
cuactén de Laplace en.el punto f, a lu expresi6n:"

O+ Zo)ee (1 2wy + Fe (35, &3 (3%), -4 - ——-—)w‘ =0 9)
como casos particulares de (18) se tienen los sigutentes{
in el caso de un punto singular cono o0 de la figurae 6 en =
el cual se.conosce el valor de la derivada én une de las dire
cclones de la red, por e¢jemplo ch.h( )oel desarrollo de la
ccuacidn de Laplace para el punto o es:
wy *+ 2wy, + w, = 4w, + 2&@0 =0 ’ (20)
sl se tuvlese Gy = 0 resultar :

t
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, =0  (21) .

Wy, *+ 8w, + uw, = 4y
lo quc serfa rqutuclente a que 1lc Jtnea

. 2-% fuese un «je de sin:trfal _ ,
' - 8t -se conociera edemds G;: *-(igq
el desarrollo de la zcuacién d= Lapla~
3 .o ce résultarfa; «
2oy + 20, = dv, + 26, + 265, =0 (22)
4, Y st Gox = oy = 0 queda:
’ 2wy + 2oy - 4w, = 0 -
- - - lo cuel equivale a quv las linecas 1-3 -

y 2=4 fueran ajes de simetrié?

Redes nraducdas.- Fracuentencnte
: se requiere mayor prectstén en una par
tc de la regién estudiada 10 cual puede lograrse mediente el pa
8o de una red gruesa a una red fina. £Ksta dltime puede tener u
na azplltud rue sea ~

Fiq. 6

E L L la mited de la corres

3 P pondiente a la primen

;n ra (ftgura ?) y conse
N e I cucntemonte pare rea=-

£ - = = lizar 1la transtcién -

de la red gruesa a la.

z R ® red fina, se requlere

Fig. 3 una red intcrmedia de

anplitud Rf oricnteda a 25°con respecto @ le red intcial. En la
Jlgure 7 ée nuestra la transtcidén requeride para el paso de una-
red a otra, €l desarrollo de la ecuacidén de Laplace apltcado a ~
puntos en la aona de transicidn conduce; para los puntos:’a.3¢:~

a las stgutentes e:presion s respectivas?
w, +tw. + W, *twy =4y =0

W *+ W, +t W, + B -4, =0 (23)
,, * w, * w3+w5-4w;m0' ‘

y a ccuaciones andlogas para los restantes.puntos de la red fina.
Observanos gque, con el uso de redes graduades, ¢l nimero de

incégnitas puzde reducirse considereblemantes al aumentar la pre
s8lcidn solo en aquellas aonas en donde sea indispensable haocer-

+ Allen 1954 Reloxation llethods fic Graw Hill p. 72
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Soluctén de 1a ecuactidén de Laplace por el método de releja-~
cliongs.~ Supongaemos para itlustrar el desarrollo que en la re -
gién R mostrada en la Jigura 3 secdesea enconitrar, :n los nudos
de la red trezeda, los valores de w que sattsfagan la ecuacidn=~
de Laplace; supondre}zzos cono condicidn gque en la frontera se co
con los vclores de w o de 2‘:’ . ' Q
41 aplicar los desarrollos de la scuacién de Laeplace, obte
nidos or el tnciso anterion d ccda uno de los n nudos de la red
se llega a un gistema de vcuaciones con n tncdédpnitas que 6n ge-
neral puede escribirse en la forma:
-w,‘ *+ by, + 03 By Feeot Dinv, + Kk, =0
by ©, "'593’."’1’35’”3 tooot by 0y + Ky =0 | - (4)

bp, v, + by w0, + b, 0, -f-,'..?- DppyWny = O\t K,a=0

en donde el nimero mdzino de cocficicntes b;; no nulosen cada o

cuacidn es cuatro. : ' .
Indiquemos con R, (residuos) al valor adquirido por el pri

mer miembro de la 1 ésina ecuacidn para un cenjunto sunuesto de

valorss intciales w;"‘, esto es:

- 2% b, B # by Wt ceo + B, 00+ K =B

3 3
w0 o) (o )
ba} w t‘ '* baa 10; + ooov”' bv,&?n * kla R&

s v e ® © © @ 6 © -6 § e ‘¥ O & O o © o©0 e & O

| |
by W+ b, 00+ coe + b, ~ '+ Kk, =R,

" Ot n -

51 proceso de relajacidn consiste en cambler los valores t
ntetales de las incégnitas, una o mds a la vea, hasia que todas
las B sean despreciables. Con este f‘.'r'z'ndtese que, si una de--
terninade mf’es tncrementada en S», , entonces By cambig en --
-8, mientras los reéstantes B; cambian en bipSwy o

Pare reductr ura R;, digamos B, , a cero; tncromentamos -

0)

io‘n en Sm, = B, ; hecho esto los otros R; tamdién cambtardn y -

dederdn ser reoducidos a cero mediante convenientes incrementos-

Sm-‘ o Desde .lu.ago existen divzrsos medtoé*para acelerer la-

+ Southwell Re Vo 1946 Relaxetion methods in theorgtical phystcs
O:rford Universi ty Press
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convergencia dul proceso. A

Cdlculo de primeras deriuadas parctales en Ja frontera.~ U-
na ves encontrados los welores de w en todos los nudos de Ia red
es nxcesario, para lo apltcacidn dal nétodo que se propondrd pos -
teriormente, calcalar y ag en los puntos da interseccién de
le frontere y cuerdas de la red.

Bn la flgura 8 se muestra un caso tépico :n donde la fronte
ra ¢s cortada er B por ura cuerdc horizontel d= la red, oy 3

sén leos nudos adyaqentes‘a le fronte-

3 9\\\\\3 ra y elojados en dicha cuerda.
A I : Segin el nétodo de escrito en la
R ph hoja 9 se qbttgnea.omittendo términos
Fiq. 8 del orden de A" :
h jz‘u = .....?.‘.‘.‘.).ﬁ—- . 2ds - 2 Wy
x? k(itk) I+ & R

&n la misnma jforma puede haccrse ver que:

3xl " i) | TI+k

y cons:cuentenentes

2w ) 'Y 4 134
M52k = 13 /“"’(a,,s)"!;fm“’“?:z 57 TR

h’(auu W B %_/‘"ﬁ We

Esta expresién y otra andloge para al sentido ®y® nos permi
ten calcular el valor de las primeras parciales en puntos azoja~
dos en la frontera. _ '

Bristencia de la soluctén.~ Bn nuestro probleme especffico
gobernado por la ecuacidén de Laplace podemos efectuar el siguten
te roaonaniento: o

Como hemos visto, las ecuactones elgebratcas pof resolver - -
ezigen que el valor de w en los nudos de la red estén dados por-
el promedio de los valores—er-—1os cuatro p&ntos adyacentes; e-—-
110 inplica que los velores de w en puntos intertiores de la red-
no puedcn ser nt mérimos ni mfntmos relattvos y consecuentenente
los mézinos o-&tntmoq solo 'se presentan en puntos alofados en la
frontera. Supongamos ahora que » es nule en todos los puntos de-
una Sfrontera cerrada; Iuego, de acuerdo con el recsultado ante-—-
rior, w debe vcler'céro en todos 10s pyntos tnteriores de la red.
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Pero st un sistenma honogénéo de n ecuactiones algebraices -
con n tncdgnitas solo posee la solucidn trivial entonces el sis=~
tema de ecuaciones no homogérneo obtenido al itntroductir en el an-
tertor segundos mienbros no nulos steupre posee una y solo ura -
soluctén » esto es, la solucidn aproxrimada de nuestro problema -
es untca. .

Cuando se uttliza un método tterativo para resolver el sis-
tema de ecuaciones algebraicas gznercdo por la ecuactidn en difa-
rencias finites se ocurre pensar st ei nétodo tterativo en sf --
converge a la soluctdén del sistema de ecuaciones; sin embargo, -
ello no se puede discutir puesto que no se especifica una éecnt-
ca explicita a segutr pero, puesto que el sistema de ccuaciones~
posee una solucidn, esa soluetdn puede encontrarse po? Palain® -
proceso de relejacidn. :

Aplicacidén.— Bn le aplicacidn del método ol caso particu--
lar nostrado en la figura 9 distingulmos los sigutsntes tneisos:

@)= La li{nea de saturacidn BC se trazé tomando como base-
las tablas propuestas por_é..Casagrande++y se ha tndicaedo con --
tragzos puntéados la 2{nea de saturecidn uttlisada en un .ensayo -
anterior. o ' ' .

b).- Para obtener los valor decpy consecuentemente las li~
neas egquipotenciales se eligld una red de relajacidédn cuadreda, -
graduada en las cercanfas de la l1f{nea de saturactén y hactendo -
coincidir la base 4D de la cortina con cuerdas de la red.

Lo linea AB (paranento aguas arriba de la cortina) es una -
equipotencial de valorcpn kh: = 23170 elegido arbitrarianenta°

Bn la 1fnea de saturacién BC y en la 1fnea CD (paramento -~
eguas abajo de la cortine}) se conoce la cafda de potencial ya -
que, segin los fmcisos cd de la hoja 4, este es proporcional a -
Ry, Loé valores de asoclados a puntos de la red sobre dichas -
frcnteréé se encuentran indicados en la fihura 9.

La 1fnea 4D (base de la cortina) es una 1frnea de corriente~
dondefée cunple Eﬁq;o y como coinclde con cucrdaes de la red ée -
puede considerar como eje de simetria.

+ Hildebrand P, B, Hethods of Applied Jathenatics Prentice FHall
1560 p. 22 *
++ Creager, Justin, Hinds 1957 Engineering for Dams John Filey
7, IIT p. 665 | | |
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De acuerdo con ébtes condiciones de frontera basta aplicar
convenicntenente los desarrollos (9), (11);, (21) y (23); obteni
dos antertormente, a.los nudos de lg red paéa obtener un siste-
na ltneal de 77 ecuaciones con 77 tncﬁgnttaé. este sistemag se -
resolvié por le nétodo de relajacionss y 1os valores fznales de
¢ aparecen tndicados en la toble 1.

¢).~ No obstante que esta estudio estd enfbcad e la vert
Jicactdén de 1a 1fnea de saturacidn descridiremos breuemente los
pasos a seguir para el trazo completo de la red de JFluJo sin ==
proceder a didujarla.

Desde liego, uooniendo que la lfnea dz saturactén BC s¢ -
ha vﬁrtftcado segun el nétodo que se propondr& postertormenies~
los valores de la funcidn de corriente pueden calcularse a par
tir de los valores de ()antes obtenidos ya que se tiene:

34 24 3

YVl \3 3 3%
cuyos desarrollos en dij@rencias‘fznttas refbridos a la figura—
3 son respectivamente |

- 4§, = 1=V
‘9 ‘QA‘” ‘¥s Vh

de este modo, elegido el valor de Yen un punto, puede determt-
narse en ¢l inmediato siguiente a partir de los otros dos de @

Finalnente, conocidos los valores decfy W podemos trazar-
Jdas lfneas de corriente y las equipotenciales que constttuyen la
red de flujo que nos interesa.

fmayores detalles de la,aplicacidd de este método pueden verse ~

ens
Lura B, 1958 E%tadio de las redes de flujJo por el nétodo de. rala
. Jactén, :

Ihgenierta‘ﬁtdrd&ltca en Héxico 1961 Deterninactén de la red-
de ftltracidn para el coraa6n inper&oab]e de la presa de Ualpa~
so, Chis.




351,22

350.72 ’l

N

Q
76 17 D

ONV\W
CA ~ A
05801 \\\ﬁ n bt .
Al g\
(] L
sf o 8/ N S
o~
\...4% & ]
: 4 o n
afts 9l s/ N S X
7
%4
0 15
in
o 3 N
88 N\ -
. -+
\\ o 3 g ¥
o66L\ o
oI\
o .
on_\n =
ol @ \
oCESst A
\ -
u/ o @ W
ole6t <
R = ™ "
I o .
DLSOZ - T
a <
~
Om..ﬂh o
/ N N
o181z AMo.0
a ~n u a)
11214
14 “ M.‘ o~ o~
o < < [V ~
OLIRT
PN ,
//
_ oLi€?Z
S - -
u- N [
oLlt?

Oh_md/
o
r.Y]

9

FIGURA



Punto

N

00 00 D3 M i ko o b b b ba ke bk
fn M O DO N O o g~ O

BYRBRY

W W b L
&;%g % %%é% G X c>:8

W DN ;Mo

¢
20844
22306
21770
25639
22081
21544
21001
20481
21845

- 20750

20248
15720
19201
18668
22137
21077
20017

19485

19007

. 18396
17813
17229
19227

18100
17515
16940

16399
- 15830

20615
19520
18382
17216
16627
16044
15455
14685
14291
16308

15068

Purnto .
40
41
22
43
44
45
46
4?
48
49
50.
51

52
53
54
55
56
57
58
59
60

61
62
63
64

65
66
67
68

- 69
70
71
72
78
74
73
76
?7

1;5;?
13795
13163
81237

19062

16640
15343
13996
13969
12598
11919
12739

- 22030

11233
10405
14698
13161

. 11481

10597

. 9611

9996
20413

- 20581 .

18357
15698
12469

10560

8343
9947
7487
4525
2:082 -
20334
18096
1533¢
11851
2133
2044




Irr 7 f

‘Las hod8grafes.- in este método la tdec fundamental es el

constderar los tres planos stgulentes: ' f
Plano ?{J | ~,§ - prig”

» z (plano de flujo) | i=zx + 1y

» ' (plano de las hodografas) ’ fi w = u - 1ip >

en donde & es el potencial de velocidades, ‘{} la funetén de co=
rriente, %,y las coordenadas en el plano de flujo, u y o las -
componentes khorizontel y vertical de la velocidad. (ver pig. 11).

Cualquicr funcién. § = X (2] que defina una transformactdn
ccnfome de una flgure del plano § a una figura del plano Z ad-
mite prt‘mra derévada.

P

iigw-gta) - W

que también es fzmcidn de 8 y congsecuzntencnte pemitir& ung -
transformactidén conforme del plano ¥ el plano Z o viceversa sa-
tendrd:

=

B /25?.,

y cono &8 = x + Ly resultas

QF. a‘i .%.9\_?_. ’3“) , (3
W= i : ax =3I=T"Ex L

(2)

stendo 4) Yy l[/ respectiva’zonte la funcidn pot"nctal v la funcién
de corrientec de un flujo potenclal didimenstonael del plano 2, -
la ezprestén (3) podrd escridirses

| w=u - 1y

+ Jaeger Ch., mginceriny Fluid i‘echanics St., lfartin’®s Press p.
442 ' |
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_Ezcepto por el signo de v, las coordenades {u, v) de cual=-
quter purto en el plano 7 son idénticas con 1las componentes de -
le veloctded del flujo en el plano Z., St la trensformacién del
runto 4 del plano 2, conduce al punto A, en el plano ¥ y st A: -
es el simétrico del punto 4, respectc al efe de los u, entonces
lus coordenadas de A: rebresentar&n, en nagnitud y direcétdn; e
las componentes da la velocidad del punto A4 del plano Z¢: la rce=- |
ta,oaf-es el vector velocidad zfdal punto A."meos‘cua’a-todO*-
punto 4 del plane del flufo, en el cual el fluide tiene veloci-
da& ﬁ; corresponde un punto 3 bien determinado del plano 7 si=-

tucdo ‘de tal memera que su dtetancia el orlgen es procisanantc:

’ {ts"-& v* = mod Vu

4 toda 1fncc del plemo de flufo corresponderd unc anea del
plano 7 y so dice que ¢sta dltims as la hodbgrcfc de la nrimora

y quz el pl no ¥ es el plano de las hoddgrafas.

n el plan» de las hoddgr.fes, lcs 1lfneszs de velocided cong
tente on magnitud (isétacas) estin ropresentadas por circulos de

~centro en sl origen y las lineos de iguel direccidn de vzloctded

(tséclinas) ror rectas que pasin por el origen, constituyendo -n
tre cmbos uac red ortogonal. Como w es funcidn de 1c variable =
comnlej‘ 2, lc correspondencla eﬁtée los plrhos P yd es confor-
ne” . y ennsecuenten: nte la red constituida por las tsétacas y las
+ Levt £. 1961 Hatemdticaes p. 71 -

Levt £. Hecqn ca de Lfquidos p. 152
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tsdclinas en cl pland Z os tambidn una red ortogonal.
" De acuerdo ¢on (3), la relecién nenctondda entre w y & resul

Z = g <% | | . (4)

W

tas

cuando la relacién entre 2 y v es mas sencilla que aquella que =~
relaciona a z con % , results convenients aplicar el método de -
las hoddérafas, ya que entonces, en base a los datod relativos -
a 1as velocidades en el plarno Z se efectia la representacidn ho-
dégrafica del flujo en el plano ¥, de ésta se deduce la relacién
functonal que liga a w con € y reemplazando en (4) se obtiene fi
" nalmente la exprestén del potencial complejo'f » en funcién de a.

Desde luego, de ser posible obtener las lf{neas de corriente |
y las cquipotencieles en el plano de las hodbégrafes, podemos ob=-
. tener gus coordenadas correspondtentes en:el plano 2 3n la forma
que slgue?

‘w 3 = %{% sener = 34-&- cosor
' (S)
<= 8 soss 4 ,.-.& senz o

), ©

en donde X ¢8 el dngulo que el voctor veloctdad fbrma con la ho~-
rtzontal. . . -

Condiciones de frontere.~ Para exponer las condiciones de
JFrontera considercmos una cortina ABIUN permeable limttada Infe-
riormente por un estrato iapzrmzable 4B seg&nAse'mueszra en la=
Figure 12; sea CD la 1ineca de saturacién del flujo que la ctra-
vieza. B&n el interior de lg cortine es vdlida la loy de D°arcy:

) ﬁrz'grad<¥
en donde:? ' - '
Q =-kip/y +y ) ==k ()
estando el eje ®y” orlentado hacic arridba como s8e ve en la fiju-~
ra 12, Con objeto de Jograr la representactén hodégraftca de la
f*ontara obsirvemos gue:

al.~ Kl talud ‘AC de aguas arridba es una Jinea equipoten -
clal y cansecuuntenente las 1fnecas de corricnte le doben ser -
nor@a;es;‘sz el talud AC es recto, serd una i3dclina, yo que -

las velocidades asociadaes a cadae uno de sus puntos son todes pa




. 0;'.."

Yo

2
P

Plarno .Z « . Pleno #
(Pleno d2 flujfo) - {Plano de las hoddirefos)
‘ Plgura 12,

ralelas y por lo tonto su Izcdéﬂr -fa es una recte ac cue p:sa por
el origen del plano ¥ y cs perp: ‘ndicular al telud AC tal ccomo se
muestra en le figure 12,

b) £1 cstrato impermcadle AB c8 “nc lfnea de corrtents (ho-
Ja 4) y a lo lergo de la nisnc d-be cumplirse: ‘

y = cte. | %@ﬁ' =0 |

st ¢l gstrato 4B es unc frontera plena que forme un fnagulo = con
el cje x duberd scr:
u = iﬁcosos s v = Q-&sen‘b(

2s as .
es decire ‘ 7

t; = ¢ot ox

1~ cuel significe que lz hcdégrofa de 4B €8 une rectc ab cue le
es poralwle .y pave por =1 origen d:=:1 plano Fy st AB es hertzon-
ted, 1c recta ed csinctdird con ol oje do los u.
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¢} La lfnea do saturceidn CD cs un. 2ine ca ds eorriante an
donde le presidn se mcntiene censtenta (koja 5) y consecu :nto=
mont:, de ceuerds Con. (6)» podemos escrtbir.-

dd b
| ST R
o bisn: _ o :
2 Y QjQ‘ : 4
dQ : =0 7
(ds)"*‘hds =S , ,()_
pero? | | |
d& 'T . ?ié.:‘:s:z.ne | (8) '

a4

en donde 9 es »el dnguio que Sorma la tangente a lc 1fnce de sce
turaeién con la koriadntal. Reemplaiando (8) en (?) quedas

e owov sen = 0
que *uade zscribirse: S .
e vt ko =0 ' {9)
e‘n. 2] plano de 1s hodd’grcfas la exprestin (9) es lcz ecmcidn de
un cireulo acdk de cerntro u =0, =p = lz/:/; y redic k/2.
d) 1 telud BD eguas abajo de 1c cortine, en contccto con
el atrﬁ,' JForma ¢l dngulo @"con ld"horisontal Y co‘nsecuentemente
- la componsnte de .Za velocided an la direccidn del talud podrd -
escribirses:

- 24 g3 ___,_h Y moRsenp l(zo)'
enélogenants si destgnamcs con 8 el ‘nmgulo gue la temgent: ¢ la
1fnec de saturacidn en ol punto D form: econ lc kori ontal, resul
tat - S |

-y = =k sen@ , _ - (11
ghorg blen, com» e.z‘punto D es comin ¢ lc¢ lfn»a de saturacit’n ¥y
al talud agues. cbafo dederd temerse de acuardo con (10) y (11):

| k senbcos (g-0) = k senf3
lo cual sélo sc verifica si §=f, esto s, lea lfnee de saturactén
es %angmte en D al talud aguas ebajr. Por otra parte lIa 3::;);*91_
sidn (10} pucde escrabzrse: ‘ |

u cos@ + D sen(& + k sen@' ‘= 0 (12)

i)
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cuwe M 24 pd R0 @ dies hoddgreajes popresenca @ une recia que pasa
- por 21 punto u = 0, =v = k y que es normal ol telud BD,

En resunzn y refirténdonos a la figurc 12 se tiznet ¢ 1o =
JFronter:. tmpermﬂablp 4B corresponde sn ¢l plane de las kh~dfinsrefcs
el segmento eb de una recta parazela a AB, ¢l telud AC cl segmon~
to do recte ec normmal a dicko tvlud. el talud BD =1 segnento de o
rccta’bd»normal.ai tolud, a 1¢ 21€n:a de seturact®n CD 31 areo cé
de un efreulo d: centro (0, k/2) y radio k/2. A 1¢ frontsre ACDB
’corresﬁmnde ¢n 1 plana do los hoddor fog ¢l cuddrilfitern curpie
2fnze acdd que presanta la sron ventsjo de reempzoécr a la lin:a.
de saturecetén CD, 4z fbrma'dgscﬁnacgdq. por al arco ds efrculo cd
pﬂrjbctaw,nte dz2finido. . o

Flujo cn. el plrno de hndourrfus e= 8t ¢n :1 plerno ¥ clepi-
mos un dsaterzinado camirno de integricidn y d:slgnanns con Y Su
direcetlorh varicbls y con V ¢ la dir:ceidn de la tengsnt: a les
1fneas de corriente; rzsultu cuc el valor de y/ asoctado a cada
uno de los puntos del comino de tntegrrctdn esq

Sy . '
¢ = S"Vcos(v,-v)els (13)
: 5, ey AP BN \y
y el volor de 4} resultat Ja 4V
, S, |
@ = SV san (Vs-Y)dS o (14)
S «
luego, con-eidos 10s vaior;s'de'“f'y'Q on todos lo& puntos de laz
regtof pu:deén ocbtonirse Ifna2es equipotenctales y de corri:nte por
modie de una integracidn srdjiba y retorner al plano del flujo
{picno 2) utilizands las relaciones (5) éa 12 hodo. /9 ¢ finalmen~
te pddémos obtencr la longitud BD dzl poranento nyuascadejo de la
cortine mostr.da en lc flgura 12 pues s: tiene?

o \y ='-=c4§’_ = ’VSQV\‘ k@*e{)els
17} consecuontonenta:' %

SBD = 4y - (15)
OTSQM\@*«)

(=4

+d. Br iton8d.r 1959 Frete OberflBche und ch'ﬁg,llv. swel me-
*ntltche Randbadtngunn n d:r Drmndutch tckerun’ . Do r Bruinwmnie
ur A. 9 5‘5?-382 . ce : .
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Apltcacidén,~ intzs de atacer @1 treio de le red ds flufo
sioutendo el nét:d~ delincod: en el inciso cntartor y cin nds,
ent:s de intenter obtener la sél&ciﬁn anclitic:c d2l rreblaua 1o
cucl podrla ser objeto de un tr brjo postertar, pronnnenrs un -
métndo iterativo quz nns verntta as2gurir, @n bcse ql rl ne cde h_
dégrafas, que la linea de sdturacidn. trezede en el planc d» flu-
Jo 28 correcta. E1 procesc o soguir es el sigutents:

a) Dada la secetdn y carocteristtcas d: la cortina procede
nos a trazar lo 1in:a de scturacién stgutendo p- ¢ :Jeomplo 1ns ta=-
blas propucstas por A. Casegrande (ver Sigure 13). .

Conocidas asl las condiciones de frontaore (ver capftulo 1),
se procede a oblen:'r los‘vnloraé de <9 asociaedos a divrrsos pun=
tos de la cortinc pure lo cuol se vtilise <1 nitodo d2 relct. ctg
nes. ) ' | |

. b) Stgulendo lus idecs cxpuestas en la hojq 19 y stguiznies
trasanos, comn se muzstre an 1q figural3, lc représrn;"ctﬁn hodo=
aréfica de las ffonteras del =scurrint into. Do zete nmonzre loa
1in-a de saturacidén BC gu-de representade en el plan  de las hoe-
ddorafas por el arco de cfrculo be.

" e) Calculamos las componentas u y v de 1c¢ velocidad @R uUnRa
sorie de puntos clojados en la lfnea ds scturacidn BC para 'lo =
cual aprovechamos los vaelores obtentdos wn 1a rozajactdn enteri-n

d) 4 partir de 2os valores de u y v antes calealados proce~
demos a didbujar, en el plano de las hoddgrafbs, los’ vectores velo

ctided respectivos cuyas extremidades deberdn estar alojadas en el
arco de circulo be, st esto no acontaece procedemos a modifiecar la

1{nea de saturacién original en el plano de flujo ( plano Z ) hag
ta logrerlo. Kstas modificaciones deberdn realizarse teniendo en
cuenta la magnitud y direccidn de le veloctdad indicada por el =~
plano de hédégrafbs y 1as varidcionss que, Ccon respecto & ellas,=
presenten las obteniéss a parttr de la Iinea de aatnrcctdn origt-
nal. . ,
n la flgure = g6 han indicado con a,, b;, ces » B @ log p=
puntos localtizedas en el plano de flujo en los cuales se caleuld
la veloctdad (en algunos casos la veloctded fué calculada en las
cercanfas de dichos puntos)ien la figura 13, que corresponde al=-
plano de hodégrajbso se han tndicedo con @5 bys cow o B, a los-
vectores velocidad csoctodos. a los punios agntes nenctonadoso Ks-
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" gos vectores velocidad deberian aumentarvprogresivamente en né=

dulo, partiendo del velor gsociado a ¢ hesta 1legar ol médulo ~
de l1g velocidad en d {ver figura 13); adends la pendicnte de di
chog vectores* tanbién dede crecer a partir de ¢ y hasta lleger
a do

Observamos que todos los puntos elegidos caen fuera del ar
co de cfrculo cd; esta dispersién phede deberse, adembs de los-
errores proptos del calculista, a que toda la labor se¢ ejocuté-
en calculadora de gscritorio; sin enbcrgo v prostgutendo con es
te priner tntento de aplicaetdn especffica observanos que:

a) Vo obstante la dispersidn antes mencionada, los extre-
nos de log vectores velocidad: az, D5 +.. » hytéenden a descri
bir un arco de. cfrculo concdntrico con cd y prézimo a &1.

b} 4 pesar de que el médulo de dichos vectores no crece -
continuanente, las variaciones que presenta. son pequeﬁas Y pue~
den ser ocasionadas por los errores inhkerentes al proceso de re
lajactones por lo cual es de esperarse que con ol auxtlic de md

" quina eléctrénica se llegue a resultados mucho mds satisfacto ~

riog. - :

-¢) Bn cuanto ¢ la peédiente de los yectores velocidad, es
ta crece continuanente sin presentar ninguna regresidn.

n beée_a las observaciones antertores se considera inﬁéqg
sario modtficar la Ifnea de saturacién considerando los fesultg
dos obtentdos como sbttafnctortoé ya que, al pr;ncibal objeto -
de este priner estudio es hacer ver la viabilidad, senctllez y-
raptdes del método propuesto. '

Conclusiones.= &n cuanto al nétodo de\relaJaciones obseroa-
nos quec .

a) L8 conveniente utilisar una red graduada en la cercanfa
de la 1fnea de saeturactdn ya que, reductendo -consideradlenmente-
el nimero de incdgnitas, aumentamos la prestcidn en ol cdlculo-
de los vactores velocidad alojado$‘enidicha frontera. Por otra-
pdrte para el traso mismo de la red las diferencias odtenidas =
con.dos redes de relajacidn cuya relacién de emplttudes sea del
orden de un nedto son prdcticanente imperceptibles. ‘

b) Una vez ststemati#cdo el cdlculo, este se reduce a sjecy
tar una serie de opercciones muy stmpla. tcnto en el método =~=

+ Gabe paoer noter que laq Stouras 9 y 13 son reducctanes a es-

4
cala de dtbujoa bastante mayoreas.

I ; %.;)‘ M ¢
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de relajaczén en sit,- cozo en el planteo mismo del sistema de e«
cuactones; ello ocastona que el ttempo empleedo en resolver el
problema es suficlentemente reducido.

En cuanto a le verszcacion de la lfnea de saturacidn ob»
servanos ques

a) E1 cdlculo de los vectores velocidaed asoctedos ¢ pun=

tos alojados en la lfnea de saturacidn se reduce también a ope

raciones aritméticas sencillas que adends aprovechan datos y -
resultados del proceso de rclajacidn anterior,

b} £En caso de ser necesario modificer la 1fnea de saturg
cidn supuesta ello ocastona que algunas de las ecuactones del-
ststema ortginal desaparecen'o son nodijficades y atn puede ocg
sionar lo aparicidn de nuevaes ecuaciones, sin embargo el niumerod
de. estas ecuaciones nucves .0 alterades es en general nmuy peque
o en comparacidn con el total de manera que aprovechando la so
luctdn del ststema original bastan unos cuantos pasos de relaja
cién para llegar a los nuevos resultcdos. Ello ocasiona que el-
tiempo total empleado para la solucidn del problena es conparabe
ble con el que se¢ requtare para la aplicacidén de otros procedin«
mientoso .

¢) Bn el caso de atacaer el problena con caiculadora de es=
critoréc es aconsejable dgtener’ los cdlculos cuando se haye lo=~

~grado que los eztremos de los vectores velocided tiendaen a acuny

larse en. torno al arco de cfrculo cd del plano las hodégrafas lo
nrandose odends que sus pendzentes crezcan sucesivamente partien
do de las cercanfas del punto ¢ hasta lleqar a lIc vecindad del -
panto do

d)  Se observd la conwveniencia de intclcr el proceso cons—

‘2r¢gendo la 1fnea de scturacidn segin los tablas propuestas por

4. Casagrande que se ajusta bastante satisfactcoriamente a la 11
nea correcta ya que, Segin esta aplicacidén, es posible que las~

énicas'modificaciones necesarias se presenten en las cecanfas &~
del talud aguas ecbajo. KHo obsiente en el caso de equivocaciones

en el trazo de la prinera l1fnea de saturacidn ellas seréa inmeeew

dzatamente detectaodas al aplicar el método.
. e) Finalmente cabe insistie en la sencillez del método que

‘permite su utilixacion_aan por personel no especlalizado.

I 7 o .' 7 1“.. ' o “‘
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