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RESUMEN

En el presente trabajo se desarrolla un modelo dindmico de un sistema
rotatorio, compuesto entre otras cosas de: una flecha flexible, discos
concentrados en un punto de la flecha, cojinetes hidrodindmicos y so-

portes flexibles amortiguados.

En el an&lisis se consideran las caracterfsticas principales como son:
elasticidad de la flecha, inercfa en la flecha y el disco, sistema de

cojinetes hidrodindmicos, soportes flexibles y. amortiguados.

. -

Las ecuaciones generales de movimiento que rigen la dindmica de]vmisﬁo,
se desarrollan para un quelo rotatorio descretizado con séxtuple grado
de libertad por nodo y utilizando una descripci§n Lagrangiana, mientras
que la dinémica de los cojinetes se dpscribe.a través de la formulacién
de Booker én su método de laé moQilidaqeé, basado en la ecuaci@n de

Reynolds.

La simulacién del comportamiento din&mico del sistema, se realiza median-
te un algeritmo computacional basado en la soluci6n numérica de las ecua-

ciones diferenciales, usando el método de diferencias centrales.

El modelo desarrollado de sistemas rotor flexible-chumacera hidrodinamica,
incluye ecuaciones de movimiento, que no habian sido formuladas por otros
autores en forma integral, de tal manera que én la solucioﬁ se incluya en
forma simulténea las caracterfsticas elastodinéﬁicas del sistema y la na-

turaleza hidrodinsmica de los_cojinetes.




I. INTRODUCCION

-

Toda m&quina que utiliza o transforma energfa mecénica en cualquiera de

sus formas, generalmente tiene elementos rotatorios como partes funda-

mentales del funcionamiento de la misma, algunos ejemplos son: genera-

dores eléctricos, m8quinas de combustibén interna, turbinas de gas, vy

de vapor, turbinas h}draﬁlicas, turbogeneradores, etc.

El avance de la tecnologla moderna ha promovido-un incremento considera-
ble en las velocidades de operaCEQn de estas méquinas y a su vez, ha re-
querido del desarrollo de,nueQas técnicas de andlisis que permitan mode-
lar en forma m&s completa la natﬁraleza fisica de estos sistemas para]d-

grar disefos m&s eficientes.

En el campo de la dinsdmica de rotores, es importante Tontar con herra-
mientas de an&lisis que permitan el disefio de m&quinas para perfodos de
operacibn, como es el caso de turbinas para la generacibn de potencia,

lo cual implica la reduccidn dé los periodos de mantenimiento.

Las velocidades de operacién de muchos de estos sistemas, se han incre-
mentado como resultado del aQance de la tecnologfa y por lo tanto es im-
portante en el procedimiento estindar de disefo gl célculo de las velo-
cidades crfticas y en general de‘sﬁ respuesta dingmica, haciéndose nece-
sario eQa]uar los efectos de: flexibilidad y amortiéuamiento de sopor-
tes, cojinetes hidrodinémicos, excentricidadeg entre otros, esto da lu-
gar a la formuiaci@n de modelos mafeméticos que conducen al conocimiento
del sistema, para llegar a disefhos més racionales y/o realizar eétudios

”»

de diagn6stico y prevencién.



La refinacién de los modelos matemdticos de sistemas rotatorios, se ha
incrementado notablemente con el .desarrollo de las computadoras, debido
a la rapidez y precisibn en la realizaci6n de las operaciones que estan

contenidas en los mismos.

El desarrollo de métodos analfiticos para el anélisis de sistemas - rota-
torios ha erlucionado a partir del siglo pasado, siendo uno de ios pre-
cursores Rankine ([1]*, 1869), quien report6 el tfabajo sobre: fuerzas
centrffugas en flechas rétatorias. H§§ ade]anté, los mode]os.‘de estos
sistemas incluyerqn rotores flexibles, masas discretas y éoportes r?gi-
dos, aunque en fa réali&ga estos Qltimos tiénen cierta flexibilidad, la
cual esta relacionada con las Qelocidades crfticas, Usualmente en los co-
jineteg tubricados hidrodinémicamente, los resu?tados obtenidos con esta
suposiciég difieren de los realeﬁ; la causa primaria de esta discrepan-~

cia, es el efecto de amortiguamiento del lubricante en el cojinete.

En este trabajo sé presenta un modelo matemé&tico, en el que las ecuacio-
nes de movimiento que rigen la dindmica del mismo, se deducen suponiendo
que.los soportes son flexibles y amortiguados, adem&s el modelo toma en
cuenta la naturaleza hidrodindmica en los cojinetes, la flexibilidad y
distribucién de las caracterfsticas inerciales de la ffecha, discos vy

cojinetes.

Existen varios métodos que permiten determinar la velocidad critica, pa-
ra el andlisis de sistemas rotatorios, en los cuales se ignora por com-

pleto el efecto de los cojinetes~apoyados sobre soportes flexibles. Una

“NGmeros en paréntesis cuadrados indican refrencias al final del trabajo.



primera concepci6én matematica del c8lculo de la velocidad crftica, se de-
be a Foppl ([2]; 1895), quien demostr6 que aunque efectivamente el des-
plazamiento del rotor éumenta con la velocfdad de rotaciﬁn a causa del
inevitable desbalanceo, disminuye Sin embargo nuevamente al aumentar la
velocidad del rotor y rebasar determinado nGmero de revoluciones por mi-.
nuto. Stodola ([3], 1916), describi6 mediciones de discos en }otacién y
afribuyé a la accién amortiguadora‘ del f]ufdo que rodea al rotor, el ca-
récter finito de la amplitud de vibraci@n a ]avvelocidad crftica; también
mostré que la flecha exﬁenta de amortiguamientovpuede ser inestable por
encima de la velocidad crftica, cuando el momento de inercfa del rotor
se encuentra por debajo de un determinado valor. Holzer (Ih],1921), de-
sarro]]§ un método para obtener las velocidades criticas de sistemas }o-
té&orios sujetos a vibraciones to;siogales. Myklestad ([5],1944), présen-
ta una extensibn del método de Holzer’para el andlisis de vigas discre-
tas con vibraciones flexurables. Prohl ([6],1945), utiliz6 el método de
Myklestad para determinar velocidades criticas en rotores flexibles. Es
te método se basa en la utilizaci6n de matrices de transferencia y con-
sidera al rotor constituido por discos independientes conectados por
elementos viga sin masa. La nerdadmde dicho método residi6 en que es
aplicable a cualquier condici6én de apoyo en los extremos. Ruhl ([7],
1970), vy Lund ([8],1974), utilizan también matrices referidas a séxtu-
ple grado de libertad pgraroﬁtengr las caracterf{sticas modales 'y la
respuesta dinémica del mismo. Chen, et al ([9],1982),presentan un mode-
lo de un sistema rotatorio, obtienen las Qeloéidades criticas utilizan-
do matrices de transferencia, y las caracterfsticas de los cojine&es a

través de un conjunto resorte-amortiguador en tres posiciones: horizon-

tal, vertical y diagonal. En este modelo, que tiene dos cojinetes y un




disco, la obtenci6n de la solucién .requiere de un tiempo considerable de
computacién, por utilizar cuarenta y nueve coordenédasvgeneralizadas en

la descripci6n de la configuracién del sistema.

Los métodos m&s recientes son extensiones un poco m&s elaboradas de las

anteriores; pero en general, son s5imilares en el planteamiento. -

En.el éreé de cojinetes hidrodinéﬁicos se han hecho numerosos estudios,
que-describen la interacci6n ent}e‘la flecha, la carcaza y la capa de
.lubricante, los.fundémentoﬁ de eétos estudios estan basados en las for-

,mulacioags.rgalizadas por~Reyn61d§'([10],1886), que consisten en una
simplificacioén paf&icular de las ecuacfones de Navier-Stokes. Booker
([111,1965; [12],1968; [13],1969; [14],1971), desarroll6 el método de
lasAmbyilidades en el que se puede apreciar la.ap]icacién de la ecuacibn
de Reynolds, para cojinetes de longitud corta, larga y finita. Barret,
et al ([151,1979), establecen un método eficiente para calcular la res-
puesta no lineal en cojinetes de longitud ffnita in?orporando un factor
de correcci@n en la formulacién de cojinetes de longitud corta. Shawki,
et al ([16],1979), transformanla ecuaci@n general{éada de ngnolds'a un
sistema de tres ecgéciones diferenciales ordinarias en derivadas parcia-
les; las dos primeras Eesu1tan integrables de manera directa y la terce-

ra se resuelve por un método variacional.

Los Gltimos trabajos de alguna manera son similares a los anteriores,
con variantes en la forma de resolver la ecuacién de Reynolds. Sin em-
bargo, no es comGn la formulacién simulténea de las ecuaciones elasto-

dinédmicas de la flecha vy los discos con las ecuacioﬁes hidrodindmicas

de los cojinetes, para caracterizar el sistema completo. Todo esto su-
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giere la necesidad de establecer modelos que liguen estos dos aspectos
ya analizados por separado en forma integral, con el objeto de mejorar

los disefios y lograr resultados més préximos a los reales.

El modelo que aqufl sevpresenta ofrece la posibilidad de representar las
caracterfsticas geométricas del siétema en forma detallada, permitiendo
realizar un ané]isis dinémico que incluye'otras'caracterfsticasvadicio—
nales a las que aparecen en modelo deﬁarrollados por otros autores, Yy
se obtiene.ls soluci@n Simulténea de las ecuaciones elastodindmicas e

hidrodinsmicas en el c&lculo de la respuesta dindmica (desplazamientos

~de puntos discretos del-sistema en funci6n del tiempo).
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I11. MODELADO GENERAL DEL SISTEMA

2.1, Modelo Din8mico del Sistema ‘Rotatorio

" El1 modelo analizado en este trabajo consiste en: flecha flexible, disco

discreto, cojinetes hidrodinémicos, sdportes flexibles y amortiguados,

como se ilustra en la figura 1.

La mecénica dél funcionamiento del modelo es bastante conocida y consis~
te en el movimiento rotatorio de un disco y una flecha, colocados sobre
soportes flexibleé. Las fuerzas en los cojinetes que resultan del movi-
miento se obtienen utilizando las ecuaciones deducidas por Booker [14].

Las velocidades instant&neas en los centros de los mufiones se determinan
mediante ias funciones de movilidad para un modelo de cojinete hidrodi-

némﬁco de longitud ffnita en el cual se debe satisfacer que: O.ZS:EE/Dﬁ

1, donde L/D representa la relaci6én que existe entre la longitud del co-

jinete (L) y su dismetro (D).

éara obtener las ecuaciones de movimiento, el sistema rotatorio se mo-
dela de la siguiente manera: los discos se representan por masas con-
cent;adas en los pﬁntbs correspondientes de la flecha, los soportes
flexibles se simulan comovun conjunto resorte-amortiguador en dos di-
recciones perpendiculares, los tramos de flecha se discretizan como ele-
mentoé finitos tipo Qiga, con ééxtuple grado de libertad por nodo y los
cq}inet&é se modelan utilizando las funciones de movilidad las cuales

incluyen todas las caracterfsticas tanto geomé&tricas como hidrodindmicas.

El modelo se muestra en la figura 2.

2.2, Grado de Libertad y Coordenadas Generalizadas.

L 3



Cojinete

/ Disco

Flecha

Mundén

Soporte

INQ!
L; QQE&
K

Fig. 1 Modelo de un sistema rotatorio
con exagerada flexion:

.

J
Flecha -
(.
Masa Concentrada K. J

J

3 | _—

. __-Sistema resorte-amortiguador

Fig. 2 Modelo simplificado del sistema rotatorio.
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Para la formulaci§n de las ecuaciones de movimiento que Ad.escriben la di-
nadmica del modelo considerado, es necesario definir dos disteﬁas~coorde-
‘nadas; uno fijo, denominado sistema coordenado absol;to y otro, gi-
rando con lé flecha, el cual es el sistema coordenado rotatorio. Ambos
sistemas se toman colineales en la direcci6n axial de la flecha, vy el

eje Z, figura 3.

La utilizacibn de estos sistemas coordenados establecen un conjunto Gni-
co de coordenadas generalizadas que describen la interacci6n entre los
elementos que componen el modelo. La representaciédn gr&fica de los sis~-

temas coordenados se muestra en la figura 3.

2.3. Transformacién de Coordenadas

Los desplazamientos est&n relacionados [17], (figura 4) por:

(£ ] Jcos wt - senwt O 0 0 o] [x ]

n senwt  cos wt O 0 0 0 Y

- 0 0 1 0 0 o| )z

¢§ = 0 0 ‘ 0 cos ;vt -senwt O e"f (2.1)
¢n 0 0 0 senwt cos wt O 8y

¢ 0 0 0 o -0 1| 6%

Derivando con respecto al tiempo la ecuaci6n .(2.1) y realizando las ope-
raciones algebraicas necesarias se obtienen las expreciones: para las

velocidades y aceleraciones.



b) X

Fig.t3 Sistema coordenado del modelo a) absoluto

b) rotatorio.. -

yicos(wt)

Xisenhet)

£.

I

i Yisen(wt)

X;cos(wt)

Fig. 4 'Representacién de las coordenadas en los
sistemas absoluto £-n y rotatorio X-Y.
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Velocidades

(é“ [ cos wt - senwt 0 0 0 0] P)'(--wy'1

n sen wt cswt O - O 0 0 Y + wx

Z 0 0 1 0 0 0 z

$ ) 0 0 0 coswt -senwt O0f g -wt

¢n 0 0 0 sen wt cos wt O éy+ wex

.C ’ .2

~¢ J{ i 0 0 0 0 0 . ‘j ] £ ]
Aceleraciones

ﬁ ] Jcos wt - senwt O 0o - 0 0] "X - 2wy :@fwlx'
pH senwt = coswt O 0o - 0 O] | ¥+ 2wx -wy
gi’f 0 0 1 0 0 0 7

;‘;E f- 0 0 0 cos wt -senwt O ﬂ 8% z,qé)/'é'wzsx'
¢"‘ 0 - 0 0 senwt cos wt O Y+ e - w2e’
&) 0 0 0 o o 1] rk ]

2.4. Coordenadas Generalizédaé del Sistema

De acuerdo a los dos sistemas coordenados definidos anteriormente el gra-
‘do de libértad de la flecha: y cojinetes, se pueden representar como un

vector de coordenadas generalizadas.

En el sistema absoluto

9] ={0a,m,e, 0,07 0" e "ot ) o (2.)

En e]' sistema rotatorio

T
(x)g ={x3, Ya, 23, &%, 6%, 00%, ..o \x L ¥ .7 .6 %8 Y 6% (2.5)
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De la misma manera los vectores de coordenadas generalizadas para los co-

Jjinetes en ambos sistemas son:

Sistema absoluto
T_ b b b b ;
{‘P)C = {51 .nl 3 == ,gk y nk } . (2.6)

Sistema rotatorio

T X, . 2.
{x}c ——»{X], Yl: e 2 xk, Yk} . | ( 7)

Las coordenadas generalizadas del sistema pueden ser las descritas por
cualquiera-de los dos. sistemas (absoluto o rotatorio), siendo necesario
la conversi6n de un sistema a otro para facilitar la derivacién de las

ecuaciones de movimiento, que se describen a continuacién.
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111. FORMULACION DE LAS ECUACIONES DE MOVIﬂIENTO )
En la formulaci6n de las ecuaciones de movimiento, se parte de la des-
cripci6én Lagrangiana [18, 19],que es en un sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de segundo orden del tipo:

d 9L sL .
d_ @) 3L . g =1, 2, ..., .
TR (qj) 3, Q (j A n) (3.1)

Las n ecuaciones (3,1),se conocen como ecuaciones de Lagrange, en donde
la funci6n Lagrangiana es la diferencia de la energfa cinética y la po-
tencial; Qj representa las fuerzas generalizadas no derivables de un

campo potencial (fuerzas disipagiQas) y las qj son las coordenadas ge-

neralizadas independientes.

Para incluir las fuerzas disipativas en el sistema, se define la fun-

»

ci6én de Rayleigh [20], de la siguiente manera:

A P .
¢ 4 4 = {a) L) {9} (3.2)

;(q,é,t) =

n
L

|

1
2i=1 J=1

En donde las cij son los coeficientes de amortiguamiento, [C] es la-ma-
triz de amortiguamiento. Al utilizar la funci6n de disipaci6n de Ray-

1éigh la ecuaci6n (3.1) se puede escribir como:

d oL oL aF R
a 2Lty _ 8L . ¥ {j=1,2, ... ,n (3.3)
i Gg) T st sy 0 ULz

Para desarrollar las ecuaciones de movimiento, es necesario especificar
las dos funciones escalares L y'F'. Para determinar la funci6n escalar
L, se deben expresar las energias, cinética y potencial de los elemen-

tos que conforman el modelo.
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3.1. Energfa Cinética
Con el objeto de.descrfbir la energla cinét?ca, la disctribucién iner-
ciél‘deﬁla flecha y>los discos ﬁe concentra en los nodos de lqs eiemen-
tos utilizados en la dié;retizacién, mediante masaé concentradaé. La
masa de los cojinetes se concentra también en un punto discreto (su
centro) cuyos desplazamiento son independientes de la flecha. La ener-

gfa cinética de 1a flecha se puede expresar de la siguiente manera:

10,7 - :
To=2 (¥ Imd (¥} | ERY

Donde [m] es la matriz diagonal de masa. Aplicando la transformacion de

la ecuacién (2.3), se tiene:

— o : p " £, o )2
Te= = mo (£y7+ naZ+ a4 1 1.o(e 7)) +.
2 =1 ) : 2 i i
i=1 :
(305) -
n n n ‘
1 - .
- I I (eir’)+—1 AT
- 2 =1 = 2 i=1 ' !

\ E _ . n T _ ,z . ' '
Considerando que li = Ii li e |I” =1 y sustituyendo (2.2) en (3.5),
se llega a:

n n : noo, 2.2 .
T=l'£ m A +._} I | H +J— r . (el ) (3~6)
f 2. i i 2.7, i i 2 . i
i =1 i =1 i=1
Donde:

A= X2+ Y.r - 2w 5<3‘Yi + 20 Y, X, +w? XZ +w?y2s 72

P t 1 [
‘ e Xy 2, sy 2 < x y iy ‘ x X 2 ) 2
o= (8,7) +(8,7) - 20 (8,7) (6,7) +2v (8,7) (6. )+ w?( &™) + w?(e)

La energfa cinética asociada a la masa de los cojinetes hidrodindmicos

se puede deducir a partir de la siguiente expresi6n (ver apéndice 1):
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9]
N{—a

(9] .2 LN (3

Donde [mqu es la matriz diagonal de masa asociada a los cojinetes. Apli-

cando las transformaciones en el plano se tiene:

7T =

c 2 mib [ (é;b)z + (ﬁib)gj (3'8)

[ g W

i=1
Por otra parte el vector de desplazamiento de la flecha (8). Se puede de-
finir a partir del vector de excentricidad {e} y de los desplazamientos

‘de los soportes {B} (ver figura 5), por tanto:’. ‘ _

{e} + {B)

1]

{8}

, (3.9)
(8) = {8} - {e) :

Reemplazando (2.2.) y (3.9) en (3.8) y realizando las operaciones necesa-

rias se llega a:

. m, B (3.10)

-
-
-
-~

"3.2. Energfa Potencial

Dado que la gravedad se desprecia, la energfa potencial tiene solamente

la componente debida a la ehergTa de deformaci6n de los elementos el&s-



Fig. 5 Representaci6n exagerada-del desplazamiento

del cojinete y muidn.

15.
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ticos del sistema. Similarmente a la energfa cinética, las expresiones
para la energla de deformacién de la flecha se‘puede expresar mediante

la ecuacién:

Ve K - e

En donde [K], es la matriz global de rigidez para la flecha, referida

al sistema coordenado rotatorio.

En la figura 6 se muestra un segmento de flecha para el cual se considera
séxtuple grados de libertad por nodo. La matriz de rigidez de este ele-
mento [21],tiene dimensi6n de 12x12, bor o qu la matriz global de ri-

gidez tendrs.dimensi6n de 18 x 18.

La energla de deformaci6n de los soportes de los cojinetes se obtienen

de igual forma, quedando esta como: -(ver figura 7).

. n n ,
i T ; L Sy K, . Y. A
= {y} =% ¥ L (3.12)
u =5 vl Ikl ¥} =5 e e k ki ]
0 también .
_ 1 N _ g-b b2 ' n.b by2 (3.13)

En donde [K], representa la matriz de rigidez de los soportes de los co-

jinetes.
E‘b b : .
Si se supone que Ki I = Kini = Ki entonces
1 N | b, 2 by2 '
U= £ K [(g°) +(n")] (3.14)
c 2 i i i

i =l

Combinando las ecuaciones (2.1), (3.9) y (3.14), se obtiene:

M
-1 2 2 X\2 Xy2-_ X _ oy e
U= I K IX2 42 (e )4(e P 2, e 2Y. e/1 (3.15)

i =1
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‘Fig. 6 Elemento yiga ééxtUDle_gradocblibertad'

Ki

, \\ |

Circulo de claro
s

. C.
K. i
i

TS T 77

Fig. 7 Modelo del cojinete hidrodinamico soportado

por el sistema resorte-amortiguador.
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Hasta aqui se han encontrado las expresiones para la energfa cinética
de: la flecha ecuacién (3.6) y de log soportes de los cojinetes,ecua-
cién (3.9);'as?'como para la energfa de deformacion de: la flecha,ecua-
cién (3.11); y de los soéortes ecuacién (3.15). Para determinar la fun-
ci6n escalar L es necesario de definir la energfa cinética y de defor-

macién, de la siguiente manera:

T = Tf-!- TC
. (3.16)
U = Uf+ UC
Por 1o que 1la funcién'eséalar L ser4:
Leto-u —
' (3.17)
L =Tf+Tc~--Uf -.UC'

Sustituyendo las ecuaciones (3.6), (3.9), (3.11) y (3.15) en (3.17), Se

obtiene: .
H n
n
1 1 bg +1.z 1, H o+
L =5 .I1m; A3 |E1 mB T3 S
. y= - =
. (3.18)
i n
n n n 1
1 252y 1 . -—= I KD
- 118 )-5-Z -I q K.Qq:-3 i
2,5 0 i 2 5 =1 k k) 7J i=1
Donde ;

>
W

X2+ Y.2-2w XY, + 2w Y. X, + wiX.24 w2 V.24 22
H ] [ ] ] it ¥ ] N
B, - iiz + ‘yiz +(éi")2+{,éi y)"'-z$<i (éi")- ? 9; (éi V). 2w >‘<i Y+

2w iieiy+ 2w ?ixi - 2w,§ie;x+ 2w éix+ 2w éiy Xi- 2w éixe.y+
: : . : i

2, e et W X2 WP Y2 w? (e 70 WP (e V)2 2? x e -
i : I

-2w2 Y.e.y
i
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D.= X% Yi2+ (eix)2+ (ei)’)z_ ?.X;eix - ZYieiy
‘ .

(8.7 + (8707 - 20 (87) (e, ") + 2w (87 (8,7) +

_—
]

W2 (Bi x)2+ wz (Bi y)2

En donde.Kkj= coeficientes de la matrtz de rigidez del elemento viga.

3.3. Funci6bn de Disipacibn

La otra funci6n escalar que es necesario definir, es la funci6n de disi-

paci6én de energfa para el modelo, ésta se puede obtener a partir de:

: b - b 2
. - b.2. .., b .
I [cf'. (€.°) +ci”: (n,”) ) | " (3.19)

i=1

F=d9 1 07 -

N s

b

b _
Por otro lado, si se supone gque: CiEi‘= Cini = C; entonces:

F-

-
it 5

oo D e (YY)  (.20)
, i

Combinando las ecuaciones (2.1), (3.9) y (3.20), se 11e§a a:

T T $(3.21)

Donde:

B.= X.2+ Y.2+ (r}.ix)?-r (ézy)z- 23(i el -2Y. e’ -2 X, Y. +
i P ‘

- -

™ X e,‘/+z~i'i X, - 2w Y e-"+2wéi"\fi-z~éi”xi~-
i 1 X

2w é.xﬂe Y & 2w éiy e,
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Derivando las funciones escalares L y¥ ecuaciones (3.18) y (3.21), con
respecto a cada una de las variables tal como se expresa en la ecuacifbn
(3.1), y reemplazando en &sta se encuentra el siguiente conjunto de ecua-

ciones de movimiento expresado en el sistema rotatorio (ver apén-

dice 11).

. n
b s byy 2 b R b x° - x by
(m;*m‘ )x;¢£i XiL.(mi»mi )'(i - (mimi xi)xi C; "i’jgl Kji oéi-S' m e C;e; 02_,,,{ e

. I -] x
(Kjmmi” wiv C) e,
- . - . “ - -
(m‘«nib)*fi *?,_.(m‘.m.b)x.4C.Y,¢C.ux,-ut{m_ﬁﬁ,b"x.)v.* I Koo, &-m?e.’ozum_b e eC, &Y
i e A O] e Ui ki i i H
(K- o, Wit e ¥
n [} 3 Ll 1]
™2 ) ' ’ NPV IERTE Bl
1,0 c2wr, 87 - ut 0 Ik, e -0
] e P e jer 3 ez .
. " )
), e.y 2w 1, e.x ww? ] e.y +« I K, o « 0
i [ i . Ji 6i-t
i
oy - n
1, &, . + I K.i 061 -0
[ j=i Jt,

m’b (K.-e 20 ¥, ¢20 & Y04 X +uie ®) « x.(X.-c.‘)-c.(i.—;..-wv,»ug,')- 1]
¥ i ] L ¥ ‘ i ] 1 ' i ) i H ] +

m (Y e Yoz o2 e M0t ¥ oas?t vt eV v KX -e.Y)-C (¥ ¢ You X.-ve.¥)= 0
H ) 1 t 1 ¥ ¥ ] R} » i 1 t H ¥ 1

Donde:

%15 = X agi-4 = Y ;-3 = Z;
_ g X Y _ o2
%i-2 = 9 %i-1 " % % ei

En donde las dos ecuaciones finales no aplican para la masa del centro.

Las~ecuaciones4(3.22), expresadas en forma matricial quedan como:
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.
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X, . ot
("h’m;b) i [C; 2&-{&5 m; )
i .
i Rs(m_ﬂh,b) C.
- H i
Zi
0 :
i
- -
i3 a Y >
1 A
&3z
é ; 1 -L, 'Za.rnib
! b o o 200 % g,
g .‘i 5 i 4 ]
: - ey
s ] 1] Ei
1 p
. b x
[ Kya Kz -ens Xis X mooep e Ay
X K K Y.
1 a2 " ! ol ef + 2mle’
‘ 1. i i i
11
6. * 4]
N L]
| - ; J 6. = ¢ .
i
‘ et )
3 e *
i i
: Kue Y
i i -
P
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IV. COJINETES HIDRODINAMICOS Y EL METODO DE LAS MOVILIDADES

Se puede observar que en el sistema de ecuaciones diferenciales, apare-
. . - X :

cen los términos debidos a las excentricidades e/, eiy, asl como las
velocidades y aceleraciones instantdneas en los centros de los mufiones
s X -y e X vy X - . s V f
e, e, e, e Para determinar estos valores, se utilizan las fun-
ciones de movilidad de Booker [13], vy sus derivadas. Estas funciones que
denotan la relaci6n fuerza-velocidad estan dadas por la siguiente ex-

presién:
- Cc _—
e= FLYZRN 44T x e (4.1)

En este caso M = M (e,L/D) es la funci6n de movilidad derivada de las
caracterfsticas (longitud, dismetro, claro) de los cojinetes y,.de sus
respectivas excentricidades, En ]avfigura 8, se presenta el modelo del

sistema cojinete-mufion y coordenadas geométricas.

La ecuacion (4.1), puede escribirse:

£ F (Y/R? & = 0
LD w/e - (4.2)
. 2

.n_ F (YR) n, - &

©= oy MY

Para este caso, se tiene que las relaciones de excentricidad queda de-

finida por:

£
ng gé
| ' (4.3)
En:: e—n
-C

La transformaci6n del sistema £-n fijo al £'-n' referido a la fuerza

aplicada en el cojinete estd dada por:




Fig. 3 Coordenadas geométricas del cojinete-mufi6n

utilizadas en las funciones de movilidad.
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nt cos8 - senB né'
= . | (4.)
ﬂn! " |senB . cos® Nn‘
Dondezl- )
B Y2 gn372, 502 (1 -5 )°/2
H 33 (1 -k ) ?+699 (Lfﬁ)z
] ) C' 3/2 n!

yh'o Y2 (1 -e6H)V2 0"y, 502 (0 - e )T
he 259 (L/D)?

R A e Gl s

(1-¢t") 'ga o
F= wuplh ( 2. )( 3 € ){L} E2+ 2(] 3)]% 1-tanh AL/D—

. #2(1-¢2)] ¥ [1tanh AL/D
C(C/R)? 242 1 g2 - : ~aL/p. ]

2(1-6%) [ 26 ctn’ 8+ (3-67)
6"(2+6-36 ctn?¢+G(1-G) (543c)

Az

]

$ =.Tan ' 76
2¢

G= (]_62)5

Combinando estas Gltimas expresiones se puede obtener la velocidad ins-

tant&nea en los centros de los mufiones para el sistema coordenado abso-

luto éi€ , é;n . Al utilizar una transformacién de coordenadas, se deter-

. ‘ ) . " . - X
minan los valores que estas velocidades en el sistema rotatorio e

e.”:
H
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x )
M _ cos wt senwt ME (4.6)
Hy ' -serwt coswt ' M
Por lo tanto:
-x _ IFl (¢/R)? - x _ y
¢ =T e B -we
' (4.7)
-y _ AFl (c/R)? Y . — x
e = ——7—1_ D n/c H" + w e

Derivando las expresiones (4.7) se deter
ten calcular las aceleraciones instant8neas en los centros de los mufo-
nes, quedando éstas como:

minan las ecuaciones que permi-

' 2

- x LFt (C/R) .
_ _ sy

¢ LD pc M ~we

~y |FI(C/R)? — x
ST T o M tue

. _ cos wt sen wt r.45 + L'H.n (4.8)
My -sen wt cos wt ;1“ - wHE
. [] : ' 1. 1 ) ) ' 1 '
S LR £ T )28y 4 2 (1-¢8 )y 125 (-e)? e
2m 3n - 691 (L/D)?
. 6 - C' _"gl /i oy . [ |;'
M= 8 (1-e> ) %e> ey - I (1-¢° )ZeM vy - 1:/% (1—»:€ TNy
69 (1-¢t )*.gr o

' €T
25 (/D)2 € €. ¥+ 23 /2 (1-¢> )7.n

23 V2 (l—eg..)r -
25w - (Lo ¢ Yt —
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Como se puede apreciar en el sistema de ecuaciones (3.23) las incogni-
tas %, éiy, Eix, é%y, se determinan a partir de las ecuaciones (4.7)
y (4.8), en las que inter§ienen ias caracterfsticas hidrodinamicas de

los cojinetes.

Por tanto, combinando estas ecuaciones se obtiene un sistema que repre-
senta en forma simulténea las caracterfsticas elastodinémicas del sis-
tema y la naturaleza hidrodindmica de los cojinetes. Este sistema de-

de ‘ecuaciones resultante, es -la base de'.la contribucién de este estu-

dio.
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V. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

La obtenci6n de la soluci6n del sistema de ecuaciones diferenciales da-
do en (3.23), no es sencillo, dada la naturaleza del mismo. Este sis-
tema de ecuaciones es no estacionario y se puede escribir de la siguien-

te forma:
(] €03 + [c) (D) + [K] (U) ={F) , para t>to 50)

Donde:

{u (to)} = v}
{U (to)} = {U) .

0 también

.a

= — {U
) =45 W) |
(5.2)
. 5?2 g -
a2 . &

En la cual:
[M] es la matriz de masa
[c] es la matriz que contiene los términos debidos al amortigua-

. miento y a la aceleracion de Coriolis
[K] representa la matriz de rigidez

{u (t)} representa el vector soluci6n

Como [M] y [K], son independientes del tiempo y del vector {U} y sus de-

rivadas, éstas solo dependen del sistema ffsico.
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Para resolver este tipo de sistemas de ecuaciones, existen los métodos
de integraci6n directa [20, 21, 22, 23], que permiten obtener una solu-
ci6bn aproximada, En el presente trabajo se utiliza el método de las di-

ferencias centrales para resolverlo.

Recordemos las expresiones (5.1), dadas anteriormente:

M) (U) + €] {0} + [K] ) = {F ) t>to | " (5.3)

Donde {U} y {U} son conocidos para el tiempo t = to.

El método de las diferencias centrales es un método explfcito que a?roxi-
ma las derivadas para un instante de tiempo t, utilizando las siguientes

expresiones:

-- _ 1 N .
{Ut}" W({UHA;} ”Z{Ut,}"'”{ut })

-t “
(5.4)
by = - ‘
{Ut] Zﬂt({ut'hﬁt} {Ut’ﬁt )
éustituyendo las expresiones (5.4) en (5.3), se llega a:
mi| = v, 32w et 3]
' 2 t+At t t-4t
(5.5)
1 . _
(€1 U ) -0 D]+ IK U 0= (R )

Desarrollando, se obtiene:

(a_ M) + a, [c]) U, = (R - (5.6)
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Donde: -
1 1 2 a1
.8 = —_.: a3 = ——— ;3 = e = 2@ : = el m e
o. B2 1 Bt 2. Ft2 ~ “% ¢ 2 az

[LF) ~ (IK] - a2 MD)T (U )- (3, M- aylcHu _ )

Si se toma: [M] = a, [M] + a; [C], entonces:

M) U, = (R | B

Para el instante t = to , {UQ}VYA{UO} son conocidos, por lo que se pue-

- de evaluar {U,} a partir de la ecuacién (5.3). Al observar.las expresio-

nes dadas en {(5.4), se ve que al eliminar {u }, se determina el valor-

t+AtL
de {Ut}, en t = to.

IV I (T EEY S (R IR (5.8)

la estabilidad de la soluci6n se garantiza para valores de st inferio-

, bt = 1/Tmin, en donde Tmin es el perfodo fundamental .

res a At
ol
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Para obtener la soluci6n al sistema de ecuaciones dado en (3.23), es

necesario el uso de un algoritmo cuyo procedimiento es como se indica

en los siguientes pasos (ver diagrama de Jas figuras'g y 16):

1,

Cslculos iniciales

1.1,

1.2,

1.3.

1.4,

1.5.

1.7.

Formulaci6n de las matrices de masa [M], rigidez [K] y amor-

tiguamiento [C].
Seleccién del incremento de tiempo At.

Determinar los valores:

L 1 -

—— 4] - — L P - [ odp———
B T Btz ¢ 21 Tgpp v @3 T 23, 8 T35
Suponer una soluci6n inicial {Uto} R {Uto}.
Calculo de {Uto}; -
Cslculo de:
Wegped = (UG} = 0t (V) + 25 (U)

to-At

Determinaci6n de la matriz [M] = a_  [M] + a; [C]

Proceso incremental, .

2.1,

2.2.

Cslculo'de las velocidades instantdneas en los centros de los

mufones, utilizando las funciones de movilidad.

Determinar las aceleraciones instant8neas en los centros de

los mufones, utilizando las derivadas de las funciones de mo-

vilidad.
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// LECTURA DE LOS DATOS:

Nomero de nodos, numero de soportes, mbdulo
eldstico, relacion de Possion, densidad dé
masa, velocidad angular, viscosidad del lu _
bricante, diametro, logitud y peso de los
cojinetes, rigidez de 165 soportes, diametro

y longitud de la flecha,masas concentradas

SELECCION DEL INCREMENTO DE TIEMPO

CALCULO DE LAS MATRICES DE MASA, RIGIDEZ Y
AMORTIGUAMIENTO

CALCULO DE -LAS. EXCENTRICIDADES Y VELOC IDADES
INSTANTANEAS EN LOS CENTROS DE LOS MURONES
USANDO EL METODO DE BOOKER

SELECCION DE LA SOLUCION INICIAL

FORMULACION DE LAS MATRICES NECESARIAS PARA
LA SOLUCION POR DIFERENCIAS CENTRALES

CALCULO DE LA POSICION DEL MURON DENTRO
DEL  CIRCULO DE CLARO
INTERCAMBIO DE LA SOLUCION

VERIFICACION DE LA CONVERGENCIA

|

ESCRITURA DE LOS RESULTADOS

]
( rv )

Fig. 9 Diagrama de flujo simplificado
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2.3. Determinaci6n de las cargas efectivas del sistema,
R} = -(Ix]- & In]- [F1) {u)-(a, [H]-2 [CIHU, ;)

2.4, C&lculo de los desplazamientos en el tiempo t + t.

MU

- (R
peat) T (R

2.5, Intercambio de las soluciones.

2.6. Repetir el proceso a partir del paso 2.1 hasta lograr la con-

vergencia. {(después de un ciclo).
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VII. APLICACIONES

Mediante la aplicacién de la descripci6n Lagréngiana se desarrollaron
las ecuaciones de movimiento del sistema general, utilizando las dife-
rencias centrales se plante6 la sulucign a las mismas y con ayuda de
un programa de computaéiéﬁ digital (ver figura 9 y apéndice IIl) se

analizaron tres ejemplos,

El primero de ellos con 13 finalidad de comparar los resultados obte-
nidos por Badgley y Booker [25], y los calculados con las ecuaciones
de mo%imiento desarrolladas en este trabajo. Badgley y Booker utiliza-

ron los siguientes datos en el sistema analizado:

it

Disdmetro del cojinete 4.0 pulg.
Longitud del cojinete _ =-. 2.0 pulg.

Circulo de claro 1.0 mi?es;

o

1.0 reynes

i

Viscosidad del lubricante

10621 rpm,

i

Velocidad angular

il

L7 b,

Masa del cojinete

1E+9 1b/pulg.

- Rigidez de los soportes
Coeficiente de amortigua-

miento de los soportes ‘= 69E-5

Los datos para el modelo desarrollado en el presente trabajo se dan en

la tabla 1, de acuerdo con la figura 10.

El segundo ejemplo se utiliza para comparar los resultados presentados

por Kirk, Choudhry y Gunter [26], y los obtenidos a partir de las ecua-

ciones de movimiento propuestas en este estudio. Los datos utilizados



L

h g

34

DATCS GENERALES DEL ROTOR

NUMERD DE DISCOS 1

VELOC IDAD ANGULAR 10621 rpm

NUMERO DE SEGMENTOS DE FLECHA 2 MODULO ELASTICO  30E+6 1b/in®
NUMERO DE SOPORTES RELACION DE POISSON 03
DATOS DE LOS SEGMENTOS DE FLECHA
N° LONGI TUD _ DI AMETRO

cm in cm in
! 76.2 30.0 . 1. 7.6 2.9995
2 76.2 30.0 S 7.6 2.9995
DATOS DE LOS.DISCOS ,
e PES D ESTACION

ko b -
; ,

21.33 - 47.0 2

DATOS DE LOS SOPORTES FLEXIBLES Y AMORTI GUADOS

N® RIGi DEZ COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO
- N/m 1 S Ib/in
6.9E+6 - 1E49 69E-5
2 6.9E+6 1E+49
DATOS DE LOS COJINETES HIDRODINAHICOS
N° | _ LONGITUD DI AMETRO VISCOS | DAD
cm in cm in Kg/m.s Reyns
1
5.08 10.16 4.0 10° 0.01
2 . 5.08 10.16 4.0 10°, 0.01

Tabla 1 . Datos del sistema

rotor flexible-amortiguado para el ejemplo 1.
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Fig. 10 Configuracion geométrica del modelo
analizado en los ejemplos
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por Kirk, Choudhry y Gunter se enlistan a continuacibn:

Dismetro del cojinete = 2.0  pulg.
Longitud del cojinete Co= 1.0 pulg,
Circulo de claro .= 5.0 miles
stcosidad del lubricante = 1.0 ‘reyns
Masa del cojinéte = 5.0 Ib;
Masa del disco | = 50,0 1b.

Coeficiente de amortiguamien-

0.556

i

to de los soportes

Coefiéiente de rigidez de los

soportes 1E+8 ‘1b/pulg.

10500 _rpm

It

Velocidad angular

En el ejemplo 2, para el modelo de la figura 10 se usaron los valores

presentados en la tabla 2,

Para el tercer ejemplo se utilizaron los valores enlistados en la ta-

bla 3.

En la figura 11 se presentan los resultados del ejemplo 1. En este ca-
so se representa el movimiento del mufion a una velocidad de 10621 rpm.

Los valores obtenidos por Badgley y Booker tienen bastante similitud

con los encontrados utilizando el modelo aqui desarrollado; en lo referen-

te a las 6rbitas descritas por el mufion y la manera como convergen,

En la figura 12 se grafican los resultados del ejemplo 2, estos valo-

res determinan la Orbita del mufion para un rotor vertical balanceado:

Se observa en esta gréficalqbe la soluci6n obtenida por Kirk, Choudhury
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DAT(S GENERALES DEL ROTOR

NWMERO DE DISCOS

NUMERO DE SEGMENTOS DE FLECHA 2
NUMERO DE SOPORTES

VELOCIDAD ANGULAR 10500 rpm
MODULO ELASTICO  30E+6 1b/in
RELACION DE POISSON 0.3

DATOS DE LOS SEGMENTOS DE FLECHA

N® LONGI TUD DI AMETRO
cm in cm in ,
1 50.8 20.0. 0.78 1.995
2 50.8 20.0 0.78 1.995
DATOS DE LOS . DISCOS
N° PESO ESTACION
kg Ib .
! 22.7 - 50.0 2 -
CATOS DE LOS SOPORTES FLEXIBLES 'Y AMORTIGUADOS
N° RI Gl DEZ COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO
N/m 1b/in |
1 6.9E+5 1E+8 0.556
2 6.9E+5 1E+8
DATOS DE LOS COJINETES HIDRODINAMICOS
N® _ LONGITUD DI AMETRO VISCOS 1 DAD
‘cm in cm in Kg/m.s - Reyns
1 2.54 1.0 5.08 | 2.0 1
2 2.54 1.0 5.08 | 2.0 1
Tabla 2. Datos del sistema

rotor flexible-amortiguado para el ejemplo 2.
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DAT(S GENERALES DEL ROTOR

NUMERO DE DISCOS 1 VELOC IDAD ANGULAR 8000 rpm
NIMERO DE SEGMENTOS DE FLECHA 2 MODULO ELASTICO  30E46 1b/in
NUMERO DE SOPORTES 2 RELACION DE POISSON 03

DATOS DE LOS SEGMENTOS DE FLECHA

N® LONGI TUD . DI AMETRO
cm in cm in

1 50.8 20.0. 0.767 1.95

2 101,6° "40.0 , 0.767 1.95

DATOS DE LOS DISCOS

Ne PESO | _ ESTACION
kg 1b ‘
! 16.79 37.0 )

CATOS DE LOS SOPORTES FLEXIBEES Y AMORTI GUADOS

N® RI Gl DEZ ' COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO
" N/m 1b/in
1 6.9E+6 T 1E+9
2 : : 0.006
6.9E+6 1E+9

DATOS DE LOS COJINETES HIDRODI NAMI COS

N | LonciTup - DI AMETRO VISCOSIDAD ~
cm - in , cm fnﬂ Kgsm.s ' ﬁeyns

1 2.54 1.0 - _5.08 2.0 0.06

2 2.54 1.0 5.08 2.0 0.06

Tabla 3. Datos del sistema rotor flexible-amdrtiguado para el ejemplo 3.
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y Gunter y la del modelo tlenden a una soluci6n préxima.
\

En la figura 13 se(grafican los resultados del ejemplo 3.en este caso
se presentan los resultados.obtenidos para los cojinetes 1 y 2 respec-
tivamente, En esta figura se aprecia que el cojinete 1 describe Qna Qr—
bita mayor é la descrita por el cojinete 2, esto se debe a que la dis-
tancia entre el cojinete 1 y la masa dél disco e$ menor que la diséan-

- cia entre la masa del disco y el cojinete 2.

En la figura 14 se observa la variaci6n de la fuerza existente en el
cojinete 1, en el transcurso del tiempo; al cabo de cierto valor esta

fuerza permanece con una variaci6n arménica.

En la figura 15 se representan los valores del ejemplo 3 para una ve-

locidad angular de 4000 rpm, en esta figura se aprecia claramente un -

incremento en los desplazamientos del mufion referidos a los desplaza-_

mientos presentados en la figura 13.




1 Cojinete uno

2 Cojinete dos

Fig. 13.

Orbitas descritas
cojinetes 1 y 2.
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15. Representacidn del movimiento del mufidn para
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VIII. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra como es posible determinar la respuesta dina-
mica de sistemas rotor flexible-chumacera hidrodin&mica, mediante el de-
sarrollo de las ecuaciones de movimiento propuestas en un programa de

computacibn digital,

Las ecuaciones de moviéiento pueden utilizarse conveniéntemente para el
estudio de la respuesta dinémica de siétemas que pugdan representarse
como el modelo aquf descrito. El proceso de c§lculo reduce el sistema

de ecuaciones diferenciales 0rdinaria$ a un sistema de ecuaciones alge-
braicas, incluyendo?en_todo momento la parte elastodindmica e hfdrodina-

mica.

Las ecuaciones de movimiento se formulan utilizando una descripci6nila-

grangiana y la rotaci6n estandar de sistemas coordenados: considerando

rotores balanceados y cojinetes de longitud finita.

Una caracterfstica importante del modelo es que incluye en la respuesta
dindmica las fuerzas hidrodin&micas generadas durante la rotacién. Esta
fuerza hidrodin&mica generada en cada cojinete se calcula en cada in-

cremento de tiempo.

El programa de computacién digital escrito en lenguaje fortran, permite
graficar las 6rbitas descritas por el mufion durante la rotaci6én del sis-
tema; resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias a través de

diferencias centrales.

El prop6sito de comparar los resultados obtenidos mediante la formulacién

descrita con los calculados por otros autores, los cuales no resuelvenel




v

.h7
problema de manera simultanea es: primero validar el modelo y segundo es-

tablecer las diferencias entre los resultados.

La aparente diécrepancia\entre laé soluciones del modelo desarrollado
en este trabajo y ‘las obtenidas por otroﬁ'aﬁtoreg se debe a que ellos
no resolQieron el éistema como un todo donde se incluyen tanto las ca-
racierfsticas e?astodfnémicas e hidrodinémicas sino que aproximaron a .

través de ciertos factores la naturaleza .hidrodinimica de los cojinetes.

La.contribuciQnAbésica de este eétﬁdio es el deéarrol]o de un sistema
que representa en forma conjunta las caracterféticas elastodinémicas y
la naturaleza hidfodinémica de 105 cojineteﬁ, el cual permite obtener
1$ respﬁesta dinémiﬁa de siétemas rotatorios. Las ecuaciones de :movi-
miento que rigen el comportamiento dinémico de un sistema como el équf

descrito; no habian sido desarrolladas” anteriormente por otros autores.

Utilizando el an&lisis descrito se obtienen resultados que representan

una buena aproximacién con los datos en la realidad.

Finalmente el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser
utilizadas para el .estudio de la esiabilﬁdad de las mismas. Ademds desa-
rrollar modelos en los cuales se incluya el efecto producido por masas
e*centricas o formular modelos que permiian simular en tiempo real 1a.

respuesta dinémica.
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APENDICE I

En este apéndice se desarrollan las ecuaciones para la energfa

9 potencial de la flecha.

lLa energfa cinética del sistema estd dada por la expresifn:
1 o T
T '-‘—-i’.{‘f)f {m] {?}f

Para el sistema absoluto es:

T=——!— ; (-'2+»2+-C2)+1’n[ Ek’ég)2+ln(én)2+
RS A R B A I i 9
., 2
15G6GE) 1
i i
Suponiendo que‘lgi = ln| ; IC‘ = | i Se tiene:
7 D C e a e 1 M EN2L o M2
= _ . LN + { 8. +
Te ziilm'(~€i + 0+ L )+2ii I [(ei) ( !‘)]
1D Tgty?
5 I L (e' )

52

cinética

(1)

(2)

(3)

Recordando que la transformaci6n de coordenadas del sistema absoluto al

rotatorio es:

Ei = cos (wt) Xi- sen _(wt) Yi
n. = sen (wt) Xi+ cos (wt) Yi
— g, =1

»
] 1

(%)
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Donde Xi ’Yi son funciones del tiempo.

-

Derivando las expresiones dadas en (4) y agrupando té&rminos se 1le-

ga a:

£ = (X’.~w Yi) cos wt—(Y;"iw Xi) sen wt

= (Xi~w Yi) sén wt+(§i+w Xi) cos wt : kS)

C 3

8=

De manera similar se pueden expresar las coordenadas generalizadas rota-

cionales;

3 -C_ - x y . L4 -

X _(ei WA ) co wt-—(siy*w six)senwt

-»n . x - .

8i = (% wv-% Y} sen wt+(BiY +w B.X) cos wt (6)
i

6.5~ ¢ 2 '

Sustituyendo las ecuaciones (5) y (6) en la ecuacién (3), desarrollan-

do y agrupando términos se tiene:.

1 " 2 i 2 2
Tg= Iom I(X -w\%) (Yo X )+ 2. 04 -

1 4 m
N
—
m .
N
N

no . . 1
1o o i 8 YV (8 Yaw 8 %) ]+ 5
2 =1 1 ! i [ 1 i

0 también
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gt

‘m, (‘5(;2 -2 %i Y.+ W2Y32+ §i2+2~f \.'i X+ w? Xi2+.2i2)+
i . : .

I8 2005 %) e Ym0, ) (8. ) s 20 6.7 0. % (B)

W~

1
Zia

. n .
wz(six)z+_;_ I l.z(siz)z

n . ) n 2 .
[ m A+ I I H+ T 1708571 " (9)
Donde:

A= 3(2+ YZo 2w X, Y.+ 2 Y. X+ w? X 2+272
i i A i i i i

. . . x
Ho= (8. ) +(6.Y) -2w 8. % 6. Y+2w 8.7 8 "+’ (o, )+ (8. Y)?
] ] I - .

La energfa cinética asociada a la masa de los cojinetes hidrodinamicos

se desarrolla a partir de:
1 T b
T =5 ¥} Imy )} {yd, (10)

En el sistema absoluto es:

I T S NP |
o3 r I G (an

Por otra parte se tiene (ver figura 5):
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(12)

Las excentricidades en el sistema absoluto pueden expresarse en funcién

de las excentricidades en el sistema rotatorio de la siguiente manera:

£ x oy

cos wt ei - s5en wt ei

U]
It

(13)

1]
]

x - :
sen wt ei + cos wt e;y

Reemplazando las ecuaciones (4) y (13) en la ecuacién (12), se.obtie-

ne:

g_b = (x.~e_x) cos wt - (Y."e.y) sen wt
i i i i
: (14)
nib'z (Xi-eif) sen wt - (Yi-eiy) cos wt
Derivando a estas Gltimas expresionés se 1Iega a:
Pk, -6 %) -w(Y. —e. X)) cos we-[(Y - V)4w(X. -e Y)Isen wt
‘i 1 i ) ] { . i i . 1 1 (15)

e b o, X % v -o Y -e. ) cos wt
n, =[(X; -e, ) -w(Y.-e, ﬂ sen we+[ (Y, ei.)+W(Xi e, 3]

Sustituyendo las ecuaciones dadas en (15) en la ecuacién (11), se tie-

nezs

m.b{{(ii-iei")-w(vi-ei")f+{(9i-é.y)+wg_xi-ei")f3 (16)
! k L} .

—
L}
L4

1
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0O también:

N .

r wm. B ' - an
Donde:

B.= X.2+Y.24+(e. P2 +(e.V)2- 2 X. e.%2 V. ¢.Y-2w X.Y.+
i i i i i i i

2w ki eiy+ 2w §ixi-2w Yi eix+2w éix Yi—2w éiy Xi-

'X)2+
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APENDICE 11
En este apéndice se desarrollan las ecuaciones de hovimfento del siste-

ma representado por el modelo de la figura 2.

En la formulaci6n de las ecuaciones de movimiento, se parte de la des-

cripcion Lagrangiana que resulta en un sistema de ecuaciones diferen-

ciales de la forma:

d L L aF . .
at tga;) aqj +'§EE =0 (j=1,2,...,n) (1)

La funcién escalar L tiene la forma:

n N n - n 2
1 1 b 1 1 )
l==~ I m A+= L m B+ I I . H+= I 1.(8
’2 io1 i 2 oy i 2 i=] i i 2 ioq B
) (2)
1 n : ] N _
= I I q K q. ~ 7 L K' Di
,? k=1 j=1 k kj 7j i=1 -
Donde: Ai’ B., D. y H, estdn dadas en la ecuacién (3.19).
La funcién de disipacién'es:
3 N

i=1

DonderBi tiene la forma de la expresién (3.19).

Derivando las ecuaciones (2) y"(3),0ﬂ1respecnaa ja variable Xi, se

tiene:
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L _ it om --—'+}; b 2% T T (8.%2)?
2L R L R L Ty R
5 P D | N ap, '(g)
3 kil Jil % ki 9 -.i£1 hi X,

3A, .
L =2X%X -2wX,
ax. - i i

i
2B. . ' ' :

i LX Y.
"é‘xf:' = 2 X' - 2 e' 2w Yi+ 2w ei (5)

i )
aD. oH n n

i [ g =0
- P S Z E q K - q-

EY . . k kJ .
BX; axi gxi -1 j=1 .J J

Sustituyendo la ecuacién (5) en la ecuacién (4), resulta:

‘ \ ' -
n . L .
al 1[ I m (2 X.-2w Y. )+ © mib(2 xi-z eix-—Zw Yi+2w eiy)]
[ 1 } . .

i j=1 i=1
. - (6)
1 N y X Y
3L _1 5 c(2x.-2 e 2w Y. +2we)
3X. 2 D=1 i i i i [
l p-q

Derivanéo (6a), con resbecto al tiempo
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d aL 1 - ,
e (=51 m(2 x 2w Y )+
ot 5x7° 2 [l,__, ( ‘
i f | | %
N ‘
T b2 x -2 el X o Y +2w e.")l
l

Derivando nuevamente la funci6n escalar L con respecto a Xi

N n N pe—
%—c —12-[ r (2w Y +2w? X )-t» I m (2w Y 2w e, +2w2X -2w? e. ) -

IIMZ

(2X-2e )->: Kjiu

cc ]
] j= 6i -5

-

Sustituyendo las ecuaciones (Gb), (7) y (8) en-la ecuacién (1) se lle-

ga a:
n N b X ' n
I mAX -w Y. )+ I m (X -e w Y e ') 1 m(wYMX)—
S A ity i i i - i
N N . o m (9)
II‘m.(wY-wey-in-we y+ I K.(X.~e. J+ I K..a.. +
Lo P R B . ji 6i-5
i =1 ) i =1 J=1
N —
L oC(X e w Yiwey)=0

Cabe sedalar que en- I se incluyen puntos donde existen cojinetes 'y

puntos en los cuales estdn las masas cencentradas, por lo.tanto la

sumatoria se puede reordenar de tal manera que en una primera sumato-
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4 ria aparezcan todos los puntos donde hay cojinetes y los dem&s puntos
(puntos de masas concentradas) en una segunda sumatoria, por tanto:
m.(')i,‘-w Y }+m, b(X.-e.x-w Y. w e, y)~ m{w Y.+ wzx')_
it i i i i i it i
b, Ty 2y _o2v _ u?a Xy -e Xy :
m, (w Y;-w e+ v )(i W Yi wie. ) Ki (Xi e, )A (10)
n . - x y ’
. ' (- - £ S —
I Kji363~5+qi(xi e T-w Y v g ) =0
.. Agrupando términos en la ecuacién (10), se llega a:

m.(i.-?w.?i- wzxi)+mib(xi-éix—24 Yi+2w éiy—wzxiﬁdzeix)+
i i (11)
x S X y
- - - o) K-. . = 0
Ki(X e ) G(Xgme ™ w Yyt w e T S5 30 %

An&logamente se deducen las sigiientes ecuaciones para las coordenadas

generalizadas restantes

bo-ox < ox b~
et C‘e’ '2urn‘ L3

by% j o P)Y cu(moem Pk )X -0 Y 4 ; K, Sy c*m Ye
(myom )X 40y Xp2u{mbm )Y et mptm Tk DX =0 0y Ky BresT ™

i

‘Kf“ﬁ we ) e
(mimib)'::'l +2w(m‘0m‘b)i‘0tl§;+ciwx‘-m’(m‘*m'b"xl)‘filr j;-;i xji 06‘4,,”"3;'»"&;“.‘5‘!*“3 eve
. oot (1)
m ’ + J-;-'I Kjp %3 = 0
ST e e oot ' j?s “j1 %gi-2 " 0
l‘%’*MIief-M:‘eﬁ ‘Ja i1 %gi-1 = 0
- t 'é,z ‘~4j§] Kj‘ ag, =0

b - - x . » ¥ ¥ 1 x - x _ : -' X'. o x -
m [)(‘-f:i -2uw Y“?u e, X‘éu 2 )+ x‘(xl L ) c‘(x, e int . =0

. - b, oy . Cox_ g N N y ¥ . oy . .
’J m (Y!-e' 42w x‘~2u e - V‘J-w Y'l-w € ) o+ K'(X' L ) (i{\fi e X, <, )= 0
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APENCICE 111

Aqui se presenta un listado del programa de computaci6n digital utiliza-

do en la soluci6n de las ecuaciones de movimiento del sistema.
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