&124
UNIVERSIDAD  NAGIONAL AUTONOMA DE MH(IB[I

FACULTAD DE CIENCIAS

“Una Qo’zmu[’aaéén fagzangiana de [a
olféc{’zodindméca Cldsica

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

DOCTOR EN CIENCIAS
(FISICA)

P R E S E N T A
04)235[ Qiez’zoi @a_[acéos

MEXICO, D. F., 1973




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






w

s

UNA FORMUL ACION LAGRANGIANA
DELA HIDRODINAMICA CLASICA

"3

P

«)




A MI ESPOSA ROSA MARIA

A MIS HIJOS: ROSA MARIA, ANGEL ARSENIO Y ....

A LA MEMORIA DE MI PADRE :

oy

SR. ANGEL FIERROS Y FIERROS

A MI MADRE :

SRA. CATALINA P.VDA.DE FIERROS

A MIS HERMANOS Y HERMANAS.




]
¥
e
A - N
FERMIN VINIEGRA HEBERLEIN.
s
Las frases siempre resultan un poco vacias cuando deseamos
s agradecer los beneficios recibidos del maestro y amigo. No obstante,
en este parrafo, deseo manifestar mi sincero reconocimiento al Profesor
3 Dr. Fermin Viniegra Heberlein, quien con sus profundos conocimientos
y a lo largo de muchos dias de estudio y discusién supo guiar mis pasos
. por el dificil sendero de la investigacién cientifica hasta la feliz culmi-
nacién del presente trabajo.
a Angel Fierros Palacios

1973




-

. CONTENIDO

INTRODUCCION

I.~ GENERALIDADES
Cinemitica, Deformacion., Transformacicon de un elemento

de volumen. Raxcn de cambso de un elemento de volumen,
La variacién de la velocidad,

H.~ PRINCIPIO DE HAMILTON Y FORMALISMO DE LAGRANGE
Principio de Hamilton, Variacign de una integral de volumen,
El teorema de transporte de Reynolds. Relaciones genealg.
gicas entre operadores, Las ecuaciones de EBuler-lLagrange
de la bidrodindmica cldsica, La densidad lagrangiana de la

bidrédingmica cldsica, Las ecuaciones de balance, Las
ecudciones de campo de la mecdnica de fluidos.,

Oi. - APLICACIONES

Fluido ideal. Bl flujo potencial. Fluidos viscosos,
CONCLUSIONES
AGRADECIMIENTOS

BIBLIOGRAFIA.

36

45.




INTRODUCCION

En el estudio de la mecanica de fluidos, normalmente se emplean dos repree
sentaciones: la lagrangiana y la euleriana?. La descripcién lagrangiana estd mas
relacionada con la mecdnica cldsica de particulas ya que trata el problema de los
fluidos de manera andloga al de las particulas newtoniands. En ella se aisla una
particula de fluido y se sigue su movimiento en el tiempo. Las particulas de flui-
do son elementos de volumen muy peque fios comparados con el sistema bajo consis.
deracién, pero suficientemente grandes para contener muchas particulas individua-
les (dtomos, moléculas, etc.). )

En la descripcién euleriana, el estado de un fluido mévil se especifica to-
talmente con cinco entidades: la velocidad del fluido v(x,?) y dos cantidades tet-
modinamicas como la presién p(x, #) y la densidad p(x,f). Es una teoria de cam-
po tipica, donde las variables dindmicas se dan como funciones de las coordenadas
x y del tiempo t. Las funciones v(x, t) se refiefen a puntos fijos del espacio y no
a particulas fijas del fluido. La aceleracién de una particula de fluido, en la des-
cripcién lagrangiana, esti dada por la derivada total del campo de velocidades
v.(x, f) con respecto al tiempo. En la descripcién euleriana, la operacién d/dt apli-
cada a cualquier entidad escalar o vectorial, estd dada por:

i: ..a_.*"v‘gtad.

dt dt

A este operador se le conoce como la derivada hidrodindmica?. En particular, la
aceleracién de una particula de fluido esta dada por:

%=%+(v'gtafi.)v;

dv/dt se refiere al cambio en la velocidad del campo de velocidades en un punto
fijo del espacio. Eltérmino (v * grad.) v es la diferencia entre las velocidades,
medidas al mismo tiempo, en dos puntos separados una distancia dx.

. Las leyes de la hidrodindmica se pueden formular en términos de principios
variacionales del tipo lagrangiano y euleriano. S8i se consideran como ecuaciones
de constriccidn las leyes de conservacién de la masa y de la entropia, el principio
variacional lagrangiano conduce a las ecuaciones de movimiento de un fluido ideal®.
En el caso del principio variacional euleriano, se requiere una ecuacién de constric-
cién mds que esta relacionada, tanto con la conservacién de la’identidad de las par-
ticulas de fluido, como la conservacién de la vorticidad®. En los fluidos reales
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© que presentan disipacién de energia (al través de la conduccién térmica y la visco-
'sidad) el principio variacional toma una forma que depende del mecanismo particu-
lar de disipacién?. Por tanto, para establecer el principio variacional adecuado se
requiere el conocimiento de las ecuaciones de movimien‘lto. Aparentemente, los
principios variacionales son meras reformulaciones de las ecuaciones de movimien-
to. Sin embargo, los principios variacionales dan origeni a métodos que permiten el
manejo de consticciones, las cuales dificilmente se podrian incorporar en las ecua-
ciones de movimiento originales?. En el caSo de un fluido ideal se puede escribir
un principio variacional sin conocer de antemano las ecuaciones de movimiento?
El objeto del presente wabajo es el de atacar el problema de un medio con-

tinuo con la ayuda de un formalismo de: Lagrange tipico de la mecanica clisica, y

un principio variacional. Sin embargo, el camino seguldo presenta algunas dificul-
tades: se sabe que la lagrangiana clisica de un sistema de particulas es una fun-
cién que depende de dos conjuntos de variables linealmente independientes, que
son las coordenadas generalizadas y las velocidades generalizadas. Por supuesto,
también depende del tiempo. Para el caso de un fluido, considerado como un siste-
ma dindmico, se riene que las velocidades son funciones de la posicién y del tiem-
.po, de mbdo que como hipétesis de trabajo, se propone que éstas deberdn entender-
se desde dos puntos de vista simultineamente!:

a) Como entidades puramente cinematicas. Esto es, como derivadas totales de
la posicién con respecto al tiempo (imagen lagrangiana).!

b) Como entidades dindmicas. Es decir como campos fisicos responsables de
la interaccién (imagen euleriana). '

!

Esto complica el uso del formalismo de Lagrangel y del principio variacional
y posiblemente sea una de las razones por las cuales no se haya intentado antes es-
te mérodo. :

Clasmamente, cuando se desea obtener las ecuacmnes diferenciales de mo-
vimiento de un sistema mecanlco, se usa una funcién lagranglana L que depende de
las entidades cmemaucas 4, 9 y ¢. Tanto las coordenadas generalizadas ¢, como
las velocidade's generalizadas é, se toman como funcxones de algin conjunto de pa-
rametros continuos independientes del tiempo. A continuacién se define la accién
W .como

. i
El principio de Hamilton exige que la accién W sea una extremal con respec-
to al mencionado conjunto de pardmetros. Esto conduce’a las ecuaciones diferencia
les de movimiento buscadas?®.
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.mente la accién se define como

. ciones de Euler-Lagrange*.

¥

"L como la de la teoria clisica de campos, teniendo que parametrizar tanto las enti-

Si, por otra parte, se desea obtener las llamadas ecuaciones diferenciales
de campo de algin sistema continuo, se propone el uso de una densidad lagrangia-
na [, que dependa de las funciones de campo \//A(x,t), de los gradientes de las
funciones de campo V\[:A(x, t), de la posicién x y del tiempo #,* tal que la lagrangia-
na cldsica sea:

'L‘=J;’EJV

donde V es el volumen que ocupa el medio continuo bajo consideracién. Nueva-

+

t
£2Ldt ,

1

pero en este caso, son las funciones de campo y sus gradientes, las que se para-
metrizan con respecto a un conjunto de parimetros continuos que sean independien-
tes de la posicién y del tiempo. Entonces, de acuerdo con el principio de Hamilton,
la accién debera ser una extremal con respecto a dichos pardmetros’. Esto permie
te;la obtencién de las ecuaciones diferenciales de campo, conocidas como las ecua-

- En el caso de la mecdnica de fluidos y dado que las velocxdades se supon-
dran simultaneamente como. entidades cinematicas y como los campos fisicos res-
ponsables del movimiento del sistema, tendremos que desarrollar un formalismo de
Lagrange hibrido, que nos permita obtener las ecuaciones diferenciales de movimien~
to del fluido, donde las velocidades sean campos fisicos, utilizando ideas de cam-
po. Estas circunstancias son las que nos fuerzan a usar una densidad lagrangiana

dades cinemdticas como las funciones de campo, que en este caso son las mismas.
Asi, de acuerdo con el principio de Hamilton, si exigimos que la accién definida co-
mo: : '

H 1
w=["Lde=]"a[Lav
‘ ' ow

sea una extremal con respecto a los pardmetros, podremos obtenér las ecuaciones
de Euler~Lagrange para un fluido cualquiera.




I. GENERALIDADES

.En mecdnica de fluidos se estudian las propzedadcs de gases y hqmdos
considerandolos como medios continuos. Diremos que el sistema de interés es’ un
medio continuo, cuando el nimero de particulas que lo forman es tan grande que,en
un elemento de volumen cualquiera, no es posible ni deseable dxstmguu' particulas
individuales. El movimiento de un fluido se describe por medio de funciones que
dan la distribucién de la velocidad del mismo, v(x,?), aisi como también de dos en-
tidades termodindmicas cualesquiera, pertenecientes a él, como por ejemplo la pre-
sién p(x,#) y la densidad p(x,#). Todas estas variablés son, en general, funcio-
nes de las coordenadas y del tiempo; esto es, se refieren a puntos fijos en el espa-
cio y a instantes dados. Esto implica que la descripcién a que ‘se refiere este pa-
rrafo sélo es valida para ethbno local®. i

|
I.1. - CINEMATICA. . |

Tanto las funciones v(x, f) como p(x,#) y P (x,1), etc., se refieren a puntos
fijos en el espacio y no a elementos de volumen fijos del fluido. En'el caso de
la velocidad, las funciones v(x, #) se considerarian como las entidades dmamzcas o
los campos fisicos responsables del movimiento del flmdo y no entidades puramen-
te cinematicas. Por tanto, vamos a requerir del coucepto de campo de velocxdades,
al cual definiremos de la manera siguiente:

Sea {x} un conjunto de n vectores linealmente mdependxentes de un espa-
cio vectorial R de dimensién n, que definen un marco de referencia mercial Des-
de él, y de acuerdo con condiciones iniciales dadas, se’ 'puede descnbu el movi-
miento de un sistema formado por N particulas puntuales, con masas m; (t = 1, 2, . ,N),
asocidndoles N trayectorias tales que, en cada punto de ellas, las respecnvas par- ' ~7
ticulas se muevan con velocidades definidas como las denvadas de la posncxon con
respecto al tiempo. '

Si variamos las condiciones iniciales de modo que las N partxculas del sis
tema mecanico describan, en cada instante, todas las poszbles trayectorias de’ me-
do que se cubra el espacio totalmente con ellas, e imponemos la condicién adicio-
nal de que éstas no se crucen, entonces, a cada punto del espacio le podemos aso-
ciar un vector velocidad y sélo uno. Si los vectores veloc;dad asi definidos, no de-
penden explicitamente del tiempo, diremos que el campo es estacionario y de la for-
ma v = v(x ). Con este antecedente se puede pensar ahora en un medio continuo,
de tal modo que a un elemento de volumen de fluido que pase por un punto cualquie- &
ra del eéspacio se le asociard una velocidad igual, en' magnitud, diréecién'y sentido,

~ al vector velocidad en dicho punto. Si el campo de velocidades no-sélo es furcién
de la posicién sino también del tiempo, cada vector de campo dependers del tiempo_

.
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de acuerdo con alguna relacién definida. En general, el campo de velocidades ten-
dra la forma v = v(x, t) de manera que un elemento de volumen de fluido que pase por
un punto cualquiera del espacio llevara instantaneamente una velocidad igual, en
magnitud, direccién y sentido, al vector velocidad asociado a dicho punto en ese ins-
tante.

[.2. - DEFORMACION.

Consideremos una regién del espacio ocupada Vpor un medio continuo en mo-
vimiento, de modo que al cambiar de posicién ocupa una nueva regién del espacio.
Sea R, el espacio ocupado inicjalmente y R el espacio ocupado subsec entemente.
Sea P un punto en R  localizado por un vector de posicién r = i&? +j&+ kf y
supongamos que este punto se ha movido al punto P en R locahzado por un vector
de posicién r = ix!+jx2+ kx®. La transformacién de todos los puntos {£} de R,
en los puntos {x} de R es lo que llamaremos una deformacién del medio; esto est

x = x(£) ‘ (1.1

Las coordenadas espaciales inicialmente asociadas al medio continuo, {£},
pueden con51derarse como las “etiquetas”™ que identifican cada punto matenal Né-
tese que es ¢l fluido el que se deforma y no el espacio que ocupa.

Supongamos que (1.1) es una transformacién contmua, nmforme, que pueda
ser invertida de modo que exista la transformacién inversa:

=€) (1.2)

" "Como hemos supuesto un modelo continuo y considerado una transformacién

“¢ontinua, las ecuaciones (1.1) y (1.2) definen, matematicamente hablando, el medio

continuo®. Sea R laregién no deformada y R la regién deformada; y sean {£} las

coordenadas lagrangnanas y {x} las coordenadas eulerianas.

D
[

[.3. - TRANSFORMACION DE UN ELEMENTO DE VOLUMEN. ¥

Consideremos el cambio de un elemento de volumen bajo la transformacién
(1.1). Fisicamente estamos considerando la correspondencia entre un elemento de
volumen de nuestro fluido de su estado inicial no deformado a algin estado poste-
rior cuando ha sufrido una deformacién.

Observemos un elemento de volumen alrededor del punto {£} en R,. Por
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'sxmphcxdad, vamos a suponer que se tratd de un paralelepipedo rectangular con la-
dos: a’f d¢ df Entonces, el elemento de volumenien R, se puede escribir coe

mo: |
| | *
dy, = d¢ vag® ges ; (1.3)

1

Bajo la wansformacién (1.1) y usando la notacién tensorial |

|
I
z
|

e
3 g
ae? = 22 gt f (14)
3£ ; ’
dxs = Bx’ d'fc

AEC

[

i
. |
3 i . . : st g e o
donde dx!, dx?, dx” son los lados del nuevo elemento de volumen, que ahora ya no
es un paralelepipedo rectangular. Entonces: o

oxt ax
af af 3§

(1.5)

v = = Jdv,

i
!
|
|
|
i
!
i
!

donde ] es el Jacobiano de la ransformacién. - Es claro que, si & =% (a. )y
§ # f (¢) donde ¢ es el uempo ¥ @ un parimetro commuo 1ndepend1ente del tiempo

axi (a,n = 2% dg' = fl@,nag . | (1.6)
¢! ! L

O]

y entonces:

J = dee |22 = dee | /}] = 7 (@, o awe
-agl H . A I U




L.4.- RAZON DE CAMBIO DE UN ELEMENTO DE VOLUMEN.

El' Jacobiano, en notacién tensorial, se puede escribir de la manera siguien-
te:

%

eabc

i ] k
] =64 Bx.a ax)b ox _ (1.8)
of" ?&" 3¢

)

Estamos interesados en un cambio AJ, donde A es una operacién diferencial
con respecto al pardmetro a; ésto es:

Aja lim J(2* day-J(a)
' oa

S3a— 0
Entonces:

‘ :

3?2 AE°

'Si ahora multiplicamos todo por €9¢ se ve que

i ]
ax . ax . ] a (Axh)
E® 3% e

abe
b € eabc

&].= 36abc [eifk

o}

Por otra parte, como

4
._a_.(A’x")= ox 9 (Ax")
E° S ax?

» obtenemos inmediatamente

Af = J div (Ax)
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En particular, si estamos interesados en el cambio dJ /dt cuando seguimos
¢l movimiento de un elemento de volumen, la demoszracmn anterior es igualmente

valida ya que bastaria pensar que @ es ¢t y A es d/dt p‘ara que se cumpla que:

Al =y divy

i A

! (1.10)
di ;

I

Si div v = 0, el flujo es isocérico® y se dice que el fluido es incompresible.

¢

t

1.5.= LA VARIACION DE LA VELOCIDAD. i

Finalmente, vamos a obtener la variacién de la velocidad, con respecto al -

parametro @. Esto es

:_‘_A(dx*) A[ax +:’§ Ax’ ] .
t 3§

Pero por definicién ;
Af = 9f Aa, 5
/=)

de modo que:

f.\t/i— ° [ax +ax a'é:a]Aa
da ot 'aé: de,

(%aa)* 0 (Bx Aa) 4€°
ag da dt

=3 é£+a‘§a 3 ai
SO G 0

En ese caso: j

Ay d (A -

<)
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.funciones del tiempo  y la integraciéon se realiza con respecto a él. En el caso de

II. PRINCIPIO DE HAMILTON Y FORMALISMO DE LAGRANGE.

Ea mecanica analitica, el problema del cdlculo de variaciones consiste en
la obtencién del valor extremal de una integral definida®. Si el sistema mecanico
consiste de N masas punwales m (i = 1,. .+, N), la integral que se debe hacer una
extremal es la accién, con una lagrangiana L que depende de las coordenadas gene-
ralizadas g, de las velocidades generalizadas q". (y también del tiempo ), que son

la mecanica de fluidos, donde se considera que la materia esta distribuida de mane-
ra continua en una regién del espacio, la integral bésica se extiende, no sélo sobre
el tiempo ¢, sino también sobre cierto volumen V. El problema se establece de la
manera siguiente; , '

Sea W la accién clisica de un sistema mecanico cualquiera, definida por me-
dio de la integral;

; .
w=["Ldr, (2.1)

H
1

donde L es la funcién lagrangiana de ese sistema®, Sj el sistema de interés es un
medio continuo, le: podemos asociar una densidad lagrangiana L =L[a,1], tal que*:

L=[ Lla,f]ldvia,r] (2.2)
|4

donde, tanto la densidad lagrangiana como el volumen de lntegracién, son funciona-
les de dos pardametros continuos (&, 1), independientes entre si (@ es el parametro
con respecto al cual tomamos las variaciones y ¢ el tiempo). Introduciendo (2.2) en
{2.1) tendremos que la accién es una funcional del parimetro a y esta definida por
la ecuacign:

wlal = [ “at [ Cla, 6 dvia,r] . (2.3)
Lo

1

Esta es la integral de la que nos interesa obtener su valor extremal.
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11.1.- PRINCIPIO DE HAMILTON. !
i
{

Sea AW[a] = 0, con & una operacién diferencial con respecto a a, tal que
la integral (2.3) sea una extremal. Entonces .

I

t
i

Aw{a].aAf d:j.(:dv f ‘ab[Lav =0, e N
_z g v i
f‘ :
puesto que dt y & son operaciones diferenciales mdependxentes:entre si. Ahora, .
si AW[a] = 0 implica y esta implicado por: »
i
t, : .
0=) "dtA[La,e]ldv]a,r], | - (2.5)
’1 4 !
|
y ésta es la forma del principio de Hamilton que usaremos.
Para el caso de la mecanica de fluidos, proponemos que la densidad lagran-
giana tenga la siguiente forma funcional: | g -
N \%
C=CLlx@,n, vix(@,n,},1 . | (2.6)
Cuando realizamos una transformacién continuz; de'coordenadas desde una. »

situacién inicial no deformada del sistema descrita por las coordenadas. iniciales

(€}, a una configuracién final, donde el sistema ha stfrido una deformacign, des- <
crita por las coordenadas {x}, la forma funcional de'la densidad lagrangiana debe-

r4 permanecer invariable. Asi, sea: |- :

1
t

¢ i

wlal=J ar[Lla, e jla, i av, ) ; (2.7)
’ ooy ‘5' L :

la accién medida sobre el sistema en su conﬁguracnon:micial no deformada. Aqui,

Jla, t] es el Jacobiano de la twransformacién, de modoiqué ahora, el volumen de-in- -
’ tegracién es una funcién del tiempo Gnicamente. !

A continuacién mostraremos como a partir del principio de Hamilton (2.5) se

pueden obtener las ecuaciones diferenciales del movinfliemo de un fluido; para lo
cual, abordaremos primero algunos tépicos necesarios épara ese fin,
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11.2. - VARIACION DE UNA INTEGRAL DE VOLUMEN®.

11

Para poder realizar la variacién & ( con respecto a a), de la integral de vo-
lumen que tenemos en (2.7), necesitamos demostrar el teorema siguiente: Para un
operador cualqmera ©, funcional de dos parametros (@, t) independientes entre si,

se cumple que:

AJO@[a,nav[a,s] =[[A0 + 0 div (A;()} d
v v

donde el volumen de integracién.depende de los pardmetros a y ¢.
La demostracién del teorema es inmediata si usamos los resultados del pa-

rrafo (1.4) del capitulo anterior.

Asi:

AJ’@[%,:] dvia,t] =A[0[a,t] Jla,t] v, (1)
v

4

(2.8)

Como ya la integral no depende de a, podemos permutar el orden de los operado-

res.A 'y [ de modo que:

Af@pyav, =fA@))
% %

Pero:

AG))y=0Ay + 1100

dVO

Finalmente, y de acuerdo con (1.9):

A[C[a,r]dv[a,]
Voo

= [ {0 div (Ax) + A0} J [@] dv, [ ]

]

= f {AG + 0@ div (Ax)} dV
v .

y -ésto completa la demostracidn,

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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II.3. - EL. TEOREMA DE TRANSPORTE DE REYNOLDS?.
El teorema de transporte de Reynolds, vale para cualquier fuhcién‘ vectorial
o escalar de la posicién y del tiempo. Supongamos que el operador @ del parrafo

anterior es una funcién cualquiera de la posicién, la velocidad y del tiempo. En-
tonces, de acuerdo con los resultados del parrafo (1.4) del capitulo anterior:

JOx,v,0)adv(s) = [ &&, v, 1) ]'av’ | "(2.12)
170 v'

donde V' ya no es funcién del tiempo. Asi:

4 [ ogv =f’(_::7©1‘+ @‘%;L’) av' =] [th.Jr G div v] J'av"
o d

dt 4o v

Finalmente:
4 [Gx,v,0)dvV(t) = [90 + 6 div v] av[s] C (2.13)
dt v \ v dr-

|
A este resultado se le conoce como el teorema de transporte de Reynolds?. Es una
relacién puramente cinematica. Ahora bien, en la expresién (2.13), vamos a usar la
definicidén del operador de arrastre mejor conocido como la derivada hidrodinidmica

2“:-9 a—at—*'(v * grad) (2.14a)

de tal manera que

@y
v

& 3? +vegrad @+ 0 divv] vy,  (2.14b)

-

donde

I's [Q(x,v,0)dV () © o (2.14¢)
174

w

»*

-

i_’;;
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Por definicidn sea
00 = %@_ +div (Ov) » (2.15a)

El operador diferencial J tiene una interpretacién fisica intefesante:

Desde un marco de refetencia inércial fijo en el espacio observemos un ele-
mento de volumen de un fluide mévil, en un estado inicial no deformado. En un
tiempo posterior, el elemento de volumen ocupari otra regién del espacio y se en-
contrari en una situacion final donde habr4 sufrido una deformacién. I.a relacién
entre los estados inicial y final del elemento de volumen, en cada intervalo tempo-
ral, estd dada por el operador ) ya que el cambio en la posicién esta considerado
por el operador de arrastre 4/dt, en tanto que la deformacién sufrida esta tomada
en cuenta por el término div v,

~ Matemjticamente hablando, el operador [ no es otra cosa mas que la deri-
vada intrinseca®. Esta aseveracién puede demostrarse si consideramos que, por
definicién la derivada intrinseca de un operador escalar Q cualquiera® es

56 _ 0 , ¥ g ¥
woa e

donde I:'; es el simbolo de Christoffel, tal que®:

rio . _1 9V
' Vg s

-

‘

donde g es el determinante del tensor métrico. Por otro lado*, dada la transforma-
cién del rensor mérrico

.1.8

' -1.b
g;’" = gab(] )i (I )’ ’

tomando determinantes y recordando que la g, original tiene determinante igual a
uno, se sigue que:

Vg =1/]
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con J el Jacobiano de la transformacién de coordenadas del estado inicial al esta-
do final. Entonces

1 e _1¥

Vg ' 7 A

€n Cuyo caso,

Si tomamos en consideracién el resultado (1.10) del capitulo anterior se ve que
N 1

Loy . ‘ '
L, =divy ' (2.15b)
iods ' ,
. . 3 k
Sustituyendo este resultado en la primera ecuacién obtenemos

30 _ 40 4 @ giv v = DO (2.15¢)
LY dr

que era lo que se queria demostrar. ‘Asi, la aplicacién del operador 8 a cualquier
relacién funcional escalar que represente alguna propiedad de un medio continuo,
da, no solo la evolucién en el tiempo de la misma sino también el arrastre del me-
dio sobre la base del sistema de coordenadas. _

. Volvamos ahora a la ecuacién (2.13) y utilicet;nos (2.15a) de modo que

8L - [(06) dv (1) o (2.15d) -
dt v o )

Consideremos ahora la siguiente operacign:

3 . (Ov) =0

d . .20 9 |
= v v+tvr 22 (2.16)

v ov

Pero:

»




»

)

*

»

&
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en cuyo casol;

“(@v)y - L v o0

=10
Q= 337 ; = (2.17)

Con esto se tienel:

—[19 (9 . 3 . W-10 v.B@
E@—{?Tt(ﬁg )+(=5-; )1 (Gv) ;m( ’a‘v“) (2.18)

Al operador D como ests escrito eri (2.18) lo llamaremos operador diferen-
cial de Reynolds!. ‘Supongamos en (2.15b) que dI/d¢ = (0. Entonces, como en el
segundo miembro el volumen de integracién es arbirrario, f8 = 0. En .lo que resta
del trabajo mostraremos que, dependiendo de la forma de @, la condicién anterior
escrita como:

19 (3 . Q. w19 (.96
[?,&_(ﬁ; )+(-5-; )1 (Gv) —3-.-5;( W), (2.19)

tiene como consecuencia las ecuaciones de la hidrodindmica cldsica, como se vera

a continuacién?.

I1.4. -« RELACIONES GENEALOGICAS ENTRE OPERADORES

Consideremos el escalar:

0, = _;_pvz + (U V) +U X, . (2.20)

que tiene unidades de energia por unidad de volumen. Aqui U(x,?) es una entidad
fisica relacionada con las variables termodindmicas del siscema. Apliquemos a
(2.20) el operador 8/3v. Esto es: ’

3 =pvtu +v'%%+ vx,(.’g_vx v)

v
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Pero

3 evedU g D .
velggrudtyegstes o

.en cuyo caso

30 *
T’.—pv**,é..(u =0 (2.21)

donde 0 es un operador vectorial que tiene unidades de 1mpetu por umdad de volu-

men. 81 también. a este operador le aplicamos la operacién 9/9v obtenemos:

26 5 3
2 — L
= pd +__a_v [__é_.;(u v,

donde 8 es el tensor unidad representado por la delta de Kronecker.
Estamos interesados en que

con © un operador tensorial que tiene unidades de masa por umdad de volumen.

Por tanto, debemos imponer la condicién:

3 13 yev)] = o T
av["‘av(" vyl =0, | (2.23)
.con la cual

"5‘;")‘5—1 |

A ésto lo llamaremos una relacién genealégical entre los operadores @3 '

6,y 6,

1

2=p5=6 v . (2.22) . ..

-(,2,2‘4)

@

»
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Vamos a considerar que, en general

Lx,v, 03 0,(x,v,1) (2.25)

donde L es la densidad lagrangiana de la hidrodinamica cldsica. Asi, de acuerdo con (2. AV
y dado que U no es una funcién del campo de velocidades:

6, = gg | | (2.26)

y la relacién genealdgica (2.24) toma la forma:

3 L 3 " ‘
= : ‘ (2.27)
oy f
En lo que resta del capitulo obtendremos las ecuaciones de Euler- Lagrange
de 1a hidrodindmica clasica a partir del principio de Hamilton, asi como también la
forma explicita de la densidad lagrangiana L y mostraremos que:

i) El balance de energia en mecénica de fluidos se obtiene de la ecuacién:
BC =0 (2.28)
ii) El balance de impetu de:

p3 _p ' (2.29)

dv

iii) El balance de masa de

3 3L ‘ ;
D[avav]-—o | .(2..30>

Podemos resumir los resultados anteriores en una sola expresién si escribi-

mos:
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Y ' L=0 ! . (2.31)

Desde luego, hasta este momento la identificacién. de las formas diferencia-
les (2.31) con las conocidas relaciones hidrodinamicas antes mencionadas, es pura-
mente formal. Un estudio mas detallado mostrard que ambos conjuntos de ecuacio:
nes se pueden hacer coincidir de manera completa.

Es interesante hacer notar que las ecuaciones de movimiento obtenidas con
_el presente formalismo son diferentes de la's ortodoxas de Euler—~Lagrange. En
nuestro trabajo las ecuaciones de Euler<Lagrange toman la forma!

[13 (3 J . aEv'=1av,a . )
33;( v)+(ﬁ' )‘][a_q ] ,{;__[‘ ]( )} (2:32)

como resultado del principio de Hamilton.

11.5. - LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE D:E LA HIDRODINAMICA
CLASICA. '

A continuacién vamos a considerar la ecuacién (2.3)

¢
2 ,
wWlal=["dt[L[a,f] dv]a,s] '
X ‘1 v l
que define la accién como una funcional del parametro a. De acuerdo con el prin-
cipio de Hamilton3, la integral de accién es una extremal si AW [a] = 0, con Auna
operacién diferencial con respecto a a. "Asi, de acuerdo con lo expuesto en el pa-
" rrafo 11.2: ,
12 12 . .
Aw =] “dsA [ Lav = [ " [[AL +L divAx] dvd:
H 1% t vy
1 1

»

'»)

*




®

#3

L]

.

Al

I3}

3

Por otra parte y dado que L =L, v, 8):

3l al
AL = 2. S A
L 5 Ax + 50 v

aox

Entonces:

t .
=_£2f[_g£ Ox+ 22 BC Av + g (C&x)- 31} « Ox] dVa‘t
1 vV

T
j f L.av dva:«rj;l‘{,a_; (LAx) dvd:

‘ 1 4

Asi, de acuerdo con el principio de Hamilton:.
A c S ‘
LA +S [2 - (CAn]dvde =0
‘1 1% ‘a\' ‘1 1% 3')(

-Conéidcremos; la primera integral y llamémosla I. Si usamos los resultados
obtenidos en los parrafos (1.4) y (1.5),

j j IV d(Ax)a‘Va‘t"f f](z)(a'c dAx)'d%dt

T A f

donde J(#) es el Jacobiano de la transformacién y V, esun volumen que no depende
del tiempo. Asi:

t
rdy 2 dof .ol 4 x
j o [[y2 * Axdv, ]ds f j[]__,g_ ,r_l] - AxdV, dt

o

/

-

//
= aﬂ daﬁ a‘c ivy x
g B 1= A L et

°<
°’I
<|t2

0
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Entonces
=[] of . Axdv] f f 19( )Axdvdt
v(nov g vy oY
donde: "
=24 +divy
dt

k4

es la forma tradicional de operador diferencial de Reynolds!. -

‘Ahora bien, el primer término de I es cero debido a que, de acuerdo con el
principio de Hamilton3, las variaciones de las coordenadas son cero en los extre-
mos. En ese caso:

t t ' '
jtzfﬁ(%g) » Axdvdt =f‘ 2[% « (LAx) dvde . (2.32a)
4 v % o

Sin embargo, el segundo miembro de esta expresion contribuye con una diver-
gencia de LAx, la cual se anula cuando aplicamos el teorema de Gauss de la dxvet-
gencia. Asi, para toda ¢,

fﬂ(%&)-Ade=0.
PRA v

‘Como tanto el volumen de integracidn como las variaciones en las coordena-
das son arbitrarios, para que la ecuacién anterior se cumpla se requiere que:

0 %13_ -0 | (2.33)

Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange de la hidrodindgmica clasica.
Como puede verse, (2.33) y (2.32) son expresiones idénticas.
"Las ecuaciones (2.33) fueron obtenidas haciendo uso de un conjunto de hipé-
tesis sobre las condiciones de frontera del sistema. ‘I‘ia.les hipétesis no fueron esta-
blecidas explicitamente y sélo se utilizaron para anular el segundo miembro de (2.32a).
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Desde luego, aqui se pueden tratar casos de fluidos constrefiidos a regiones fini-
tas y con geometrias dadas cambiando’ adecuadamente los valores de las integrales
de frontera. Este topico puede ser sujeto de estudios posteriores.

11.6. = LA DENSIDAD LAGRANGIANA; DE LA HIDRODINAMICA -CLASICA.

Consideremos la ecuacidn (2. 33) Utilizando (2.19) la relacidn (2.33) se
convierte en

(L2 (2 )+ (N2 1222y 0. @34

¢
'

Por otra parte, tomando en cuénta (2.26) y (2.21) se ve que:

ElY
ov

3
Jv

v+ D (). ;. (2.35)

Introduciendo ahora (2.35) en (2.34) y considerando que la condicién (2.23)
para las segundas parciales de (v * v) se cumple siempre a(in cuando una de ellas
sea 0/9¢, obtenemos:

‘g“(pv) = -div [pw + { G (u "v)lv]. (2°363.)

I‘
;
Por otra parte, se sabe® que el balance de impetu en mecénica de fluidos es-
ta dado por la relacién .

_g}_(pv) = —div(pvv-0) , | (2.36b)
donde :‘
o =-pbto’ § (2.36¢)

i e ..
es el tensor de esfuerzosS. ‘Aqui; p es la presién hidrostdtica y o’ el tensor de es-
fuerzos viscosos®, 3
Comparando las ecuaciones (2.36a) y (2.36b) se ve que la parte convectiva
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pvv se cancela, con lo que obtenemos

- div [{‘%(u “v)}v] = divo

Esto implica t:Iue:

O wev)y=-oM+ ™

At

donde T es un tensor de segundo rango tal que

arkl

-V

=0

Si derivamos la ecuacién (2.38) con respecto a las velocidades obtenemos:

? ) = or¥

e vt PPk

hil

puesto que® o™’ no es funcién de v.' Entonces:

2

(a") O wrv)+ot a (w+v) =

3 ot

y, de acuerdo con la condicién (2.23), el segundo término del miembro izquierdo es

cero en cuyo caso:

kl
3'1‘ 3 (U V}

PR

Si ahora contraemos & con { obtenemos

'BT&I

At

i

!

(2.37)

(2.38)

(2.39)

:Q’
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2 wrv)y= 2 . (2.40)
Bvl 3 auk 1 ’ .

t

Sustituyendo (2.40) en (2.38) se ve qué

ki :
ot BT‘ - 30k 4 37 : (2.41)
'avt N
‘Si ahora definimos
! -, "
L e U : O (2.42)
y como
T . . £
aw' _ ar’
Lo 3 Qe o
‘se tiene :
x oWl Al . L
7 S 3W . (2-433)
Jvf ;

Ahora sea una solucién de (2.43a) la si‘guienté:

”=(a"v’)s+<5"v’)a, o . (2.43b)

donde cada uno de los términos del segundo miembro indica las partes simétrica y
antisiméwrica, respectivamente, del tensor Wy a*, B’ ‘son entidades tales que ‘sus
gradientes con respecto a las velocidades ‘sean Cero, esto €s:

w"’—;(a‘u+aw)+1(,8 By (2.44)

-Entonces 'sustimyendo (2.44) en (2.4$a) se ve que
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. '14
LA ‘<v+3a)+1(;3-3;3)-2a -ﬁ
3

il
LAY P vkﬁl .
3’

Si tomamos parte simétrica y antisiméuica obtenemos:

k.a_w_ (al h+au )+(avh-av ) -
'

x . Con
=1 B>+ Bt - %(ﬁ’v"-ﬁ‘v’ ) (2.45)

Comparando entre si las partes simétricas y antisimétricas de las relaciones
(2.44) y (2.45) y tomando en cuenta (2.43a) se tienen las siguientes ecuaciones:

@-1ph e @h- 180 = 2k v aldh

5

|
ol - 1ph ko @h-1p8 o =28 B

De la primera obtenemos ) !

! kg :

@+t =@ g |

y de la segunda l
@ + gy % = (a* + gy o

De estas relaciones se ve que

‘j




I‘s

- obtenemos, para el ensor T,

az =-/3I .

y sustituyendo en (2.44) tenemos .

4
L

Wil = 1adt + alef) «'-_l.(a'ful - alv?)y
2 . 2 ' .

Por otra parte, de acuerdo con (2.42)

i(a‘u‘ + a’vf) -1 (aivl - ,azv,"‘) = T'l -
2 2

y dado que (2.47a) 'se puede escribir (éomo' :

B
'

N ST N A
T =0 +(a.:_;)s (av)a,

"
o

il
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(2.46)

(2.47a)

ofl | : (2.47b)

Si a esta ecuacién le aplicamos’ el operador divergencia con respecto a las

velocidades obtenemos: 0

B

ot

H

" N '
or’ =.§ (! +3al) -%(al -3a’) = 3a’

H - .
‘Comparando esta ecuacién con la relacién (2.40) se ve que

o
4

.31.1(0 cv) = of .

At

(2.48a)

Escribiendo esta relacién vectorialmente obtenemos
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9 (urv)=utv 20U 4y (_?L.x u‘)l=_a.

dv -9v dv

‘Como hemos supuesto que los gradientes de a'con respecto a-las velocida-
des 'son cero, para que se satisfaga la ecuacién anterior se requiere que los gradien-
tes de v con respecto a las velocidades también sean cero. En ese caso propone-
mos que ‘ '

u=a : (2.48b)
en cuyo caso

Wij =y ui ' (2.49a)

Tij=%(l‘iuj +ujui)-%(uivj-lljui)+0'ij ' (2.49b)
Finalmente podemos escribir

oM = - U'll] + T'J | (2.50)

En este punto, vamos a considerar que T'/ son las componentes del tensor ™

- P . . H e .
de esfuerzos eldsticos!'®, siempre que T 7 sea totalmente simétrico.

Como la condicién (2.39) se debe satisfacer, es claro que:

00 _ L3 (il (2.51)
axi axi . ' -

‘Asi; de acuerdo con nuestros resultados, vamos a suponer que la densidad
lagrangiana para la mecdnica de fluidos es

.C=%pvz+u'v+p€+Q (2:52)

)

*)
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donde € es la energia interna especlﬁca ‘del sistema, v un ‘campo vectorial que in~
terpretaremos después y Q el calor por unidad de volumen. Entonces

EIY .
= pvtuy 2.5
’ ===° (2.53)
debe ser el impetu generalizado® y, ci;itamente,
3L _ s “
33 _ : (2.54)
dv ov P -
. es la densidad de masa.
11.7.- LAS ECUACIONES DE BALAI*I:CE;
Si consideramos que no existen efectos eldsticos en los fluidos que estu-~
diemos, podemos omitir el tensor T en (2.50) de tal manera que
;
vl = pa"-—v'ﬁ " (2.55)
Con los resultados hasta ahora obtenidos, estamos en condiciones de mos-
trar que con la relacién (2.19), la densidad lagrangiana (2.52) y las ecuaciones
& )

£2.55) y (2.28, 29 y 30) tenemos el conjunto de ecuaciones requerido para describir
totalmente el estado de un fluido mévil cualquiera

a) El balance de energia.

-4}

Usandé (2.28) v (2.19) obtenemos

[13 ('a 9] vy -

£*

oLy o divOvy
v e = - div (Lv)
ot (: ’57)
Abora con la ecuacién (2.52) vemos que

(%g; )ﬂipvzvi'(u'v)vf.,foevi'Q'v] =%pvz+p€+Q+i(u'v)
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Ademas

1,.93 Y[1pu?+@-v)+pe+Ql=Lpv?2+ -
(3'“57)[zp (u+v)+petQ] 3,09:3(" )

de modo que sustituyendo estos resultados en la ecuacién anterior obtenemos

b

%[%pvﬂpewﬂu-v)] = - div [pe(lot+e)+ Qv w vyl

Si suponemos que ni (v * v) ni Q dependen explicitamente del tiempo y o
tamos que: \ N

-y b e 2.56)

il

W vyv=(vru)v=v-(uv)

tenemos que

f s - .

_a._(_l.pvz +p€) = = div [pv(..l_vz* €) +Qv—v*0’]
or 2 2 ‘

Por otra parte>

st { ‘ T
pe = pw=p | N

it

Qv =9

con w la entalpia especifica del sistemay g el vector de flujo de calor que satisfa-

ce la ley de Fourier® -

=wxgrad T ;

b

. (2.58)

¢

aqui x es la conductividad térmica® y T la temperatura‘absblutg. _
Sustituyendo (2.58) y (2.57) en la ecuacién previa y tomando en cuenta la re-
lacign (2.36¢) obtenemos: )

-g_t [%pv’ + pe] = = div [pv(%uz tw)=-v ;vo‘-xgrad T] | (2.59)

w

"

¥

L j)
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" Esta es la ecuacién de balance de energia para un fluido viscoso cualquiera.®

"+ b) El flujo de impetu. Para este caso tenemos de (2.19) y (V2.29)

1 . v-la; v‘a aﬁ=- iv aﬂv
122 NG -1 20 20 e ain(3E0)

Pero:.

y ‘entonces .
P i
= -div[pw-0o] - - (2.60)

R
e

Esta es la ecuacién de balance de impetu.’
“ .¢) El balance de masa, ;
.3 &) . . ” ¥ . .
Para finalizar este parrafo y usando nuevamenté (2.19) pero ahora con la re-

lacién (2.30) obtenemos:

19 ¢ .3yi¢ L oy_r1 2 .é L g 28
?:("3'7 )](avavf) [33.5?(v ?v_)]avav w[avavv]

3 3 _
T T |

y p= p(x,t) Gnicamente, tenemos

vy

9P + div (pv) = 0 : . (2.61)
ot ‘

que es la ecuacién de continuidad’. '
Con los desarrollos anteriores fué posible mostrar que efectivamente las
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ecuaciones (2.31) aplicadas a una densidad lagrangiana elegida adecuadamente, co-

-mo la dada en la ecuacidn {2.52), conducen a las conocidas. expresiones diferencia-

les de balance de energia, impetu y masa de la hidrodinamica clasica.

1.8. - LAS ECUACIONES DE CAMPO DE LA MECANICA DE FLUIDOS.

Consideremos un medio continuo y dentro de él, un elemento de volumen.
El medio continuo va a ejercer sobre el elemento de volumen, influencias intemas
que van a manifestarse en las ecuaciones de balance como términos disipativos.
Por otra parte, en la densidad lagrangiana (2.52) se aprecia la existencid de lo que
podria entenderse como una “densidad de energia potencial vectorial” v que, dentro
del contexto de una teoria clasica de campos representa, justamente; la influencia
del campo extemo (léase para este caso medio continuo que rodea al elemento de vo-

- lumen considerado) sobre el propio elemento de volumen. Entonces v serd un cam-

po vectorial que tome en consideracidn la influencia del medio continuo sobré el
elemento de volumen y se introduce convenientemente en la densidad lagrangiana
(2.52) con el objeto de tomar en cuenta los efectos disipativos.

Es claro que vamos a necesitar dar una solucién para el campo vectorial v,
ain cuando sea puramente formal. Para ello necesitamos obtener lo que dentro de
este marco tedrico seran las ecuaciones de campo de la mecanica de fluidos, lo cual
se logra* suponiendo que la densidad lagrangiana (2.52) también depende de v y de
sus primeros gradientes. Asi, seat

W=W_ +W, , " (2.62a)
|
la accion total. .Aqui W, es la parte de la accién total que solo depende de las pro-
piedades de la materia, en tanto que . toma en consxderacxon exclusnvamente, las
propiedades del campo responsable de Yas interacciones. Entonces, la densidad la-
grangiana general de la mecanica de fluidos es

i

L=C +C, ‘ (2.62b)

donde ‘C‘m se refiere a la materia y Ec es una funcién de las propiedades del campo.
Con esto se obtiene
1

s '
2 2 .
W =.J; fﬂm(x, v, t) dvdi +J; IEC(U,VU) dvds
1V

1

®

¥

»
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y usando {2.62b) se sigue que .

d 31

t
=f fﬂ(x,v v,Vu, dth
‘l 174

En estas expresiones tanto W como E y el volumen de integracién son funcionales
de los parametros a y £, mencxonados en (IL.5). ‘Asi, de acuerdo con el principio
de Hamilton7: ,
Aw=[ OfLla,f]ladvia,fldt=0
14 ~ B

t
1
La ecuacién anterior implica que . ¥

!
AJ]CdVJt-f f][ACi'.deZ.\x]dVd:—O,‘
e

pero

S pr+Lnvs L.+ L A
il A AR i A

de modo que ) B
4

!

H
23, + 3L, 4 30 _
'le{[’a‘v“ fv+ = :A +W A (V)] dvds = 0

Del primer término de esta integral obtenemos, de acuerdo con (IL.5) :

-j; 2]:9%& Oxdvde
1 1 %4 v 4

Ahora
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3
1oL AWy dvar = 3L . 9 (Au) dva
ftl{,’éf?? (Vu) dvdr J’H{a (Bw) dvd: =

f‘fv {35 - Av] dvde - f ‘[v. (33) - Audvdt
v BV

La primera integral es cero por el teorema de Gauss. de la divergencia, de modo que
reuniendo los resultados se obtiene

H £ -
2938 Avavar+ [ (2L-v 3L ). Avdvar =0
tl v <3v tzv aU 3Vu

Asi, para toda ¢ obtenemos
;

I[Eg_‘c] 'Axdv-g(%%-\? %%) + Audv =:0
14 M .

Como Ax, v y dV son arbitrarios y ya habiamos visto en el parrafo (I1.5)
que la primera integral conduce a las ecuaciones de movimiento del fluido; esto es

93k -0, 1 (2.63a)

se sigue que

BB_V,B‘C - ; b
e 5% 0 (2.63b)

que son las ecuaciones de campo®.
Vamos a considerar ahora que

L=lpw+ueveu,n+ 2w, %) B (264

‘\‘\

&

: 1)
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de modo que
v ?f =V- 3z !
oV oVu '
3L _ , 3z
W ,_
ef cuyo caso
V'__g%'-——v+g_f_ ; (2.65)

Ahora, para elegir los invariantes asociados con la densidad lagrangiana
vamos a hacer las siguientes consideraciones!: Sea Ry= (R‘:’-) las componentes
de un tensor totalmente antisimétrico de segundo rango, por medio de las cuales re-
presentamos la intensidad de un campo fisico. Para obtener la densidad lagrangia-
na, se acostumbra invocar a los invariantes asociados con el problema de eigenvalo-
res de dicho campo. Si consideramos que R, = Aaij, con A los eigenvalores, po-
demos obtener una solucién no trivial al problema de eigenvalores 'si y sdlo si

det (R'-}. “A%if)=0

Esta es la llamada ecuacién secular, que es una ecuacién cibica en A, de'la forma

s .
XN+ ll)\+lz = 0
donde
if

'2 =3 det R,-j

son los invariantes del campo en cue'stién.

Dado que en las ecuaciones diferenciales de Euler~-Lagrange se requiere
una densidad lagrangiana bilineal en las funciones de campo con el objeto de obte-
. \
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ner ecuaciones diferenciales de segundo orden - una ve'z aplicado el principio de
Hamilton - es prudente elegir como densidad lagrangiana al primer invariante mul-
tiplicado por las constantes universales adecuadas. Para el caso de la mecanica
. de fluidos vamos a suponer que: s ‘

R, =,81(a‘.y’.)a +182(a,.u,.)a . (2.66)

é . . .. N
donde solo estamos considerando la parte antisiméerica. de los gradientes, y"Bx ,/32
son constantes. ‘Asi:

Ry RY = [B (3w, + 8,3, 1 [BW) +B@FN) ] en

‘Asi, de acuerdo con los resultados previos, vamos a elegu-, para la-mecanica-de
fluidos, la siguiente densidad lagrangxana general:

L=lptpetotuvir,RY, " (2.68)

con R ’R" dada en (2.67).

‘Con esta densidad lagrangiana podremos obtener, ranto ecuacmnes de cam-
po como ecuaciones de movimiento. Como estas dltimas ya se obtuvieron en el pa-
rrafo (I1.7), vamos a dedicar el resto del capitulo a la obtencién. de:las ecuaciones
de campo y a mostrar que éstas son, justamente, las ecuaciones diferenciales cons-
titutivas, ya que su solucién conduce a las ecuaciones;constitutivas ordinarias.

Introduciendo la expresién (2.68) en las ecuaciones “de campo (2.63b) y to-
mando en consideracién.(2.67), obtenemos, después de hacer un poco de jlgebra, la
‘siguiente relacién: , ‘

|
V24 -V (V- 25 . 2 -
uy= Vi ( u)-rB_[V,,N =Vigli_—y c (2.69)
. L .

1

Formalmente hablando, esta expresion implica que:

Vv=f(v,%,V-v,Vxv) N (279)

"f'A‘,'l.

En otras palabras, la 'soluciéq de (2.69) permitiria la obtencién de los gra-

»
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‘dientes de v como funciones tensoriales del campo de velocidades y sus gradientes.
Por otra parte, una relacign funcional como la (2.70) es lo que se conoce en mecani-
nica de medios continuos, como ecuaciones constitutivas. Estas, son la descrip-
cién matemdtica de las propiedades mecanicas del material y expresan las relacio-
‘nes que existen entre los esfuerzos y las deformaciones.®

.




1I. APLICACIONES.

Para describir el estado de movimiento de un fluido mévil cualquiera, es ne-
cesario conocer las tres componentes del campo de velocidades v, la presién-p.y la
densidad p. Por tanto, en la mecanica de fluidos se debe establecer un sistema de
cinco ecuaciones®, que para cualquier fluido son: ;
a) La ecuacién de la energia 7
b) Tres ecuaciones de movimiento; una para cada componente del campo de ve-

loc;dades, y ‘

4
c) La ecuacién de continuidad, que es vilida para cualquier fluido ‘'sea viscoso

‘o no¥, :

En el contexto del presente trabajo se considera, por hipétesis, que tanto la
ecuacidn de estado como la expresion de la segunda ley de la termodindmica, para
el caso en cuestién, han sido previamente obtenidas de otros argumentos. En otras
palabras, el esquema teérico aqui presentado se refiere ‘inicamente a los aspectos
puramente mecanicos de la hidrodinamica cldsica, los cuales se obtienen de las
ecuaciones (2.31) con la ayuda de la relacién (2.19) y estableciendo para cada caso
particular una densidad lagrangiana que contenga la informacién requerida del siste-
ma mecanico que se desee estdiar. '

A continuacién ilustraremos el procedimiento que se propone en el presente
trabajo, con algunos ejemplos conocxdos, sélo con el ob;eto de ratificar la aplicabi-

lidad del modelo tegrico. |

1I.1.- FLUIDO IDEAL ' , 5

Un fluido ideal es aquel que no experimenta fricciones intemas debido a que
no es viscoso. Por tanto, el tensor de Stokes 0’ es nulo y la correspondiente ecua-
cién constitutiva expresa el hecho que el tensor de esfuerzos O es proporcional a|
la presién hidrostitica?. Por otra parte, como’también la conductividad témica es
cero, la energia interna se conserva. -Asi pues, para este caso, vamos a considerar
que la densidad lagrangiana para un fluido ideal es: '

L=Lpv2+uv+pe (3.1)

~N

Para obtener la ecuacién de la energla usamos la ecuacién (3.1) en la expre-
sion (2.19) de modo que : ;

»
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i
ot

%{%pu"’irpe-fu'v} = -(fiiv [pv(.%u’ +€)twev) v]‘

Ahora, para este-caso :

(a*rv)v=v- (uv)= pv ‘ ' (3.2)

i

Si a la ecuacién (2.55) la multiplicamos primero por v .} luego pot Y; obtene-
mos - "

i 2 _ 2 _ i l;' '
yuv? =pv?-dio fu’. ' ‘
y entonces, para este caso:

u‘v'a?

- , (3.3)

Sustituyendo estos resultados 'en la ecuacién anterior tenemos

‘ ’g; [_;_puz~+ o€ +p] = = div [f’pv(__;_,p +€) +pv]

Si tomamos en cuenta la primetra de las relaciones (2.57) y &l hecho que la
presian hidrostatica no depende explicitamente del tiempo obtenemos:

%(%pvz + pe) = =div [pvg_;.vz +w)] Co (3.4)

'
i,

A la expresién ;
pv (.%.u2 + w) S ' ‘ (3.5)

se le conoce como la densidad vectorial de flujo de energia.
También es claro que la ecuacién de balance de impetu® esta dada por:



)
pefq.- -
L

dt

Sustituyendo estos resultados en la-ecuacign anterior obtenemos

0
E

- - - . o -
~ Estas son las écuaciones de movimiento del fluido ideal5. Se les conoce

como las ec

1
La otra ecuacién que falta es la de continuidad,la cual, dado que vale para

dv _ dv

' (pv) = = div [pvv + p 8]

dv

VAl = P = div(pvy)

+ (v *grad
5; (v cgrad) v

SY + (v rgrad) v = -1 grad p
4 P

uvaciones de Euler.

]
|
i
i
I
t
{
i
|
i
|

i
|
|

1

(3.6) .

(3.7)

cualquier fluido, ¢s la misma que se obtuvo en el capitilo anterior; esto es:

‘g_/:’+ div (pv) = 0

|
i
|

Ahora, con la ayuda de esta ecuacién y la de Euler tenemos

)

donde § es la entropia especifica. Ademds’:

ii)
3 .
ot

Entonces:

5

PE€) = =wdiv (pv) - oTv * grad §

!

i
!
!
I

312=_12: -~.~12;._
57(3'00) Y div (pv) - pv gtad(a.v | w) - pT

9s
at

L )]

®

@)
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a_(lpvz +p€) =-142 div (pv) - pv grad(.lvz + w) -pT
or 2 2 - 2

s _
ETH

~wdiv (pv) «pTvegrad §

i

= - div [pv(Le? + 0)] - pT [l.g.;!.+ v+ grad 5]

Comparando este resultado con la expresién (3.4) se ve que

p:r[%;:+v-grads]=préf_=o ' (3.8)

Esta relacién, llamada la ecuacién adiabatica, junto coo la ecuacién de
continuidad (2.61) y las tres ecuaciones (3.7) ~ una para cada componente del cam-
po de velocidades ~ bastan para describir el estado de movimienco de un fluido
ideal.

11.2. - EL FLUJO POTENCIAL.

b
Cuando la vorticidad es cero en tode el espacio se dice que el flujo es po-
tencial o irrotacional. En ese caso como @ = % rot v = 0, tenemos el caso de un
campo vectorial que tiene rotacional cero, y por tanto, se .puede expresar como

' v = grad ¢ (3.9)

donde el escalar ¢(x, #) es llamado el potencial de velocidades. Si el fluido es in-
compresible, la energia potencial es constante de modo que la densidad lagrangiana
‘sélo contiene a la energia cinética. Si el fluido es compresible la viscosidad es
despreciable, la densidad de energia potencial se puede expresar en términos de ¢?.

Por otra parte, un movimiento oscilatori¢ de amplitud pequeiia en un fluido
comptesible es llamado una onda de sonido. En cada punto del fluido una onda sé-
nica produce alternadamente compresiones y descompresiones®. -Como las oscila-
ciones son pequeiias, la velocidad v €s pequeiia de modo que el término (v + grad) v
en la ecuacién de Euler se puede despreciar. Por la misma razén, los cambios re«
lativos en £y p son pequeiios. En tal caso, podemos escribir;

v
H



® #
b =p, +(0p) < : )
pr=p* (AP)
donde 2, Y P, son la presién y densidad de equilibrio y (Ap) y (Ap) sus variacio~
nes, tomadas a ‘entropia especifica constante, debidas al paso de la onda sénica y
tales que (Ap) «<p; (Ap) «<p .
Entonces, con estas aproximaciones de la ecuacson de Euler obtenemos® -~
(Ap) =-P 5 a"b (3.10)
*
Si ahora consideramos la densidad lagrangiana (3.1) escrita como:
|
E'—',zl_pvz-p | (3.11) -
donde P es la densidad de energia potencial, se puede c:lemosttar que®
|
= 1 (3¢ ) ! (3.12
2c§p( ot | )
|
con ¢ la velocidad del sonido en el medio continuo, def%nida como?: iy
:
c = VBp/BpYg | (3.13) .

Sustituyendo (3.12) en (3.11) y sabiendo que las ecuaciones de movimiento
no se modificdn si le cambiamos el signo a la densidad! Iagtangxana, se ve que para =
el caso de un fluido compresible no viscoso podemos escnbnr

+

=1 rad &y = 1 (99)?

(3.14)
$:2

v

Aqui la velocidad esti dada por derivadas espacxales y la fuerza por la de-
rivada con respecto al tiempo. Tal inversién es deblda'al hecho que la velocidad

es un vector (un gradiente) mlentras que la fuerza (ptesxpn) es un escalar'®, Intro-
i

'
i
-
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b
duciendo (3.14) en las ecuaciones de Euler-Lagrange ordinarias? se obtiene .inme- :
diatamente la ecuacign de onda. ‘
En nuestro modelo tedrico, las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas

'son diferentes de las ordinarias. Sin embargo, debemos poder obtener la ecuacién

de onda de nuestro esquema. Asi pues dada la ecuacién (2.19)1

l 3 3 BC v/ V 9 3L = - div BE v
obtenemos :
,g_%ga+ div [ %Vd}] 0" | (3.15)
y como: j
of = oV +u ) ' (3-16)

e

H

obtenemos introduciendo (3.16) en (3.i5)

3 [pV¢+u] + div [p(vmwpa] =0

i

Entonces:

5 +<Vp>s1gmd($§) + gmdgvms + 1[4+ (@p)] grad 4V = 0

!

8tad( ) "—'-T('v—) (a¢)+grad (d)v ¢)""

dondé hemos ‘sustituido (Ap)_ por su {aior dado en (3.10) y en el {ltimo t érmino he-
mos despreciado términos de orden suberior. Asi:

rad [92 (1~ ta =
sad[.aT(l p+(A))]fg d(cbqu)
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- Entonces:

aqs (Bp)g N ‘
,(p:,m))"sd’o -

Aqui hemos hecho cero la constante de integracién, la cual es, en realidad
una funcién del tiempo, debido a que no se pierde generalidad con ello®. Si ahora
derivamos nuevamente con respecto al tiempo obtenemos:

(Bp)g 3¢ 4 3¢
] Vig+.
Bt @Bp), uz ot
t

donde hemos despreciado términos de tercer orden en las parciales. Entonces, de
acuerdo con (3.10) tenemos:

(Bp)g ]—aqg (Bp)g 2

N A VQS-O
RYWDBPYS 32 4

A (8P)s 190 93 -0
P2y (B0 + (LpP) ™ 2

'Despreciando el producto (ApA,O)S por ser de orden superior® y utilizando la expre-
sién (3.13) obtenemos i

2qs-.£_a¢—o ' ; (3.17)
x-Th ! '
A esta ecuacién, que satisface el potencial de velocidades ¢, se le conoce
como una ecuacién de onda, Si el fluido es mcompresxble (Ap)s = 0 de modo que
{3.17) se convierte en: cd

V¢ =0, | ' (3.18) -

y ésta es la ecuacién de Laplace®.

t

N 4
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111.3. - FLUIDOS VISCOSOS. b

Cuando existe pérdida ae energxa en un fluido mévil, el movimiento mismo
resulta afectado. Los efectos de dxs1pac:on de energia son una consecuencia de
la irreversibilidad termodinamica del movxmxento la cual siempre ocurre, y ¢s debi-
da a la friccién intema (viscosidad) y a la conduccién térmica. Asi, las ecuacio-
nes de movimiento de un fluido vxscoso 'se obtienen modificando adecuadamente las

Ade Euler, ya que éstas sdlo representan una transferencia de impetu totalmente re-

versible debida al wansporte mecamco de un elemento de volumen desde un lugar a
otro, y también a las presiones que actuan sobre el fluido. Por otra parte, la vis-
cosidad es debida a una transferencia'irreversible de impetu desde puntos donde la
velocidad es grande a aquellos donde'es pequefia. Asi, para obtener las ecuacio-
nes de movimiento de un fluido viscoso, lo que se hace es agregar al flujo de impe-
tu *ideal” un término que da la transferencia de jmpetu ‘‘viscoso'’, irreversible’
Dentro de fiuestro formalismo todo esto aparece de manera natural. Asj, las ecua-
cionés que describen el estado de un fluido viscoso mévil cualquiera son las rela-
ciones (2.59) (2.60) y (2.61) obtemdas en el segundo capmxlo.

Por otra parte, el tensor de esfuerzos viscosos o' se puede escribir de la
siguiente manera’:

dv. Jv Bu dv
' i g f is 1 s 4 .
G ="M L&; '-a-;" 3 ik é—"‘} 27 3.\-: (3.19)

donde 77y { son los llamados coeficientes de viscosidad, los cuales son funciones
de la presién y de la temperatura’. Sin embargo, como en muchos casos pricticos
dichos coeficientes no cambian notablemente en el fluido, podemos considerarlos

como constantesS. En ese caso, las, ecuacmnes de movimiento para un fluido vis-

coso toman la forma siguiente: ;

R
0

Si podemos considerar que el fluide es incompresible, p = constante y de

la ecuacién de continuidad se ve quediv v = 0 y por tanto:

i
t

P [g.%i'(v cgrad) v] = -grad p + V' v (3.21)

s
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Estas son las llamadas ecuaciones de Navier~Stokes. Para un fluido in-
compresible el tensor de Stokes toma la forma$:

v, 30,‘)

=7 (&; (3.22)

Claramente, la viscosidad para un fluido incompresible esta determinada
por un solo coeficiente. Como la mayoria de los fluidos se pueden considerar, des-
de el punto de vista practico, como incompresibles, 7 €s el coeficiente de viscosi-
dad de mayor importancia®. La razén

(3.23)

]
i
o3

f
i
es la llamada viscosidad cinemética, mientras que 7 es: la viscosidad dingmica¥.

Finalmente, vamos a utilizar las ecuaciones de Navier~Stokes para modifi-
car la ecuacién de balance de energia (2.59). Por un lado se puede ver quer":

? 1 — : 1/ . L i dy;
E(.2;,0112) = = div [ pv (.2_02) -vero'] -dnv;pv-O;.h 5;5; ,

y por otra parte:

15_(,c7€)—-a.)«inr (pv)+pTas ‘
ot |

Entonces, sumando estas ecuaciones y toniai;dé en consideracién (2.59) se
obtiene para el fluido viscoso, incompresible: !

[
'

A Lo ey ! avi ; e orad
PT [&. +(v * grad) $] = %k a_*l' div (x grad T) (3.24)

& ;

1
Esta es la ecuacién general de transferencxa de calor® .

Finalmente, podemos decir que el modelo teérico presentado no 'sdlo es ca-
paz de reproducir los resultados ya conocidos sino que; ;puede ‘ser itil en el estudio
de sistemas menos ortodoxos. En particular, si consideramos la parte antisimétrica
del tensor de esfuerzos, se podrian eswdiar, bajo condiciones apropiadas, los flui-

i 1
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CONC LUSIONES

El presente trabajo ptetende ser una reformulacién de la mecdnica de flui-
dos a partir del teorema de transporte 'de Reynolds? y de las ecuaciones diferencia-
les de Euler-Lagrange apropiadas, obtenidas de un principio variacional de
Hamilton®. Ademds de las ecuaciones de movimiento para un fluido cualquiera, se
obtienen ecuaciones diferenciales de ;:campo, las cuales se interpretan como ecua-
ciones diferenciales constitutivas debido a que se espera que sus soluciones con-
duzcan a las ecuaciones constitutivas propias del sistema que se esté estwdiando.
Este hecho permite ‘suponer que, si somos capaces de establecer la densidad la-
grangiana para un sistema fisico particular, dentro del esquema de la mecdnica de
medios continuos, el modelo teérico debe dar no sélo las ecuaciones de balance co-
espondientes, sino también las ecuaciones constitutivas apropiadas. Por otra
parte, el formalismo presentado es mas amplio que la teoria de la hidrodinamica
cldsica tradicional, ya que ademas de lo anterior, se tiene la posibilidad de estu-
diar otros sistemas, como es el caso de fluidos con propiedades eldsticas o fluidos
que estan constrefiidos a regiones finitas y con geometrias dadas; para lo cual sdlo
tendriamos que incluir en el formalismo al tensor elastico del parrafo (II.6) en unos
casos, y cambiar apropiadamente las condiciones de frontera en las integrales de
'superficie del parrafo (II.5), en los otros casos. Si ademas, consideramos que el
tensor de esfuerzos tiene parte antisimétrica, el modelo podria utilizarse también,
para el estudio de fluidos polares.®

El modelo tedrico incorpora a la hidrodindmica clasica dentro del esquema
de la mecdnica analitica cldsica y p1§ntea la posibilidad de una unificacién de la
mecanica de medios continuos con otras ramas de la fisica, como la teoria clasica
de campos, mediante un tratamiento tetradimensional de Minkowski?!

Por todo lo anterior, creo que'la presente tesis tiene el interés adicional
(j por lo menos para el autor!) de ofrecer un campo de accién muy rico en cuanto a -
investigaciones futuras, ya que es ev1dente que esto debe considerarse sélo como
el principio de lo que espero sean largos afios de estudio y trabajo. .

Finalmente, vamos a presentar a continuacién un cuadro comparativo entre
los esquemas de la mecanica de part;culas y el del modelo, por demas sugestivo.




Mecdnica de particulas

Mecianica de fluidos

‘I, (#): coordenadas generalizadas'
g, (1): velocidades generahzadas
L(g;,4;,9: lagrangxana

d denvada total con respecto
‘al tiempo ‘

dL

i = (; conservacién de la
3

energia para sistemas

meranicos conservativos

d 9L _ 9L

e = == =0; Ecuaciones de
dt 3g; d9g. Euler-Lagrange
£22) =

T AT

Conservacién de la masa.
Relacién genealégica entre las

funciones L, pym:

2(3L)y=-%_p
2% 2. %

x(#): coordenadas espaciales

.C(x, v, l):j densidad lagrangiana, tal

v(x,t): campo de velocidades

que .
L={Lav
v
D= 2 +divv: Operador diferencial
£ - de Reynolds
4. 94 +v * grad; derivada hidro-
dr ot : dindmica
!
BC = 0; ecuacién de balance de
;energia
|
9 (%lc_) 0; Ecuaciones de
V‘ 3 Euler~Lagrange
I ( a B.C ) =0

Ecuacién‘ de continuidad.

1

f

Relacian’ genealoglca emre las
funciones L, Py p: k

(aﬂ)

S ov

i

-ps

i
1

gy
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