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_CAPITULO 1
INTRODUCCION

En t&rminos generales, el objetivo de este trabajo es el desarrollo del
Anilisis Cualitativo y el Analisis de Aproximaciones por medio de EL METODO
DEL ELEMENTO FINITO para el caso de problemas estaticos de placas delgadas

Tinealmente elasticas.
En el Andlisis Cualitativo se estudiardn los siguientes puntos:

a) existencia de soluciones,
b) unicidad de soluciones,
¢) dependencia continua respecto a los datos,

d) regularidad de soluciones,
y posteriormente en el Analisis de Aproximaciones se analizaran:

e) existencia y unicidad de soluciones aproximadas,
f) convergencia
g) estimacion del error,

h) orden (velocidad) de convergencia.

En la pfimera parte (Cap. 2), se formula el modelo mecanico para una pla
ca sobre la que actuan cargas normales a su plano medio aplicadas en su cara
superior y fuerzas de cuerpo. Para ello, se desarrollan las ecuaciones de
campo de la elasticidad lineal tridimensioné1 (ver Gurtin [1981]) y sé supone
qué los desplazamientos satisfacen las hipdtesis de Kirchhoff, de ésta mane
ra, se obtienen algunos términos que pueden ser eliminados en forma justifica
da al 1levar a cabo Ta aproximacion del problema tridimensional a bidimensio

nal. Entonces, al ser aplicado los balances de momento lineal y angular al




cﬁerpo bidimensional, se determina el modelo mecdnico que rige a tal proble
ma. También se especifica las condiciones que debe satisfacer el modelo bi
dimensional para cumplir con el tipo de apoyo de empotramiento, mismo que se
rd usado en partes subsecuentes de este trabajo. A pértir del modelo bidimen
sional se obtiene el modelo de la teoria lineal de Kirchhoff de placas elas

ticas.

Es importante hacer notar que usualmente se construye el modelo de
f]exién de placas considerando (nicamente fuerzas de cuerpo normales a
.su plano medio, sin tomar en cuenta ningﬁn tipo de carga externa; por
tanto se debe jdstificar el hacer uso de tal accion externa.

E1 siguiente paso’(Cap..3) es la formulacion matemdtica del probfema de
placas sujetas a flexidn en t&rminos de] problema de minimizacién de la ener
gia potencial, y asi aplicar el Método Variacional en el Ané1isisrtua1itative.
Cuando 1la engrgia de deformacion es simétrica, continua y positiva, y el tfg
bajo de las fuerzés externas es continuo, entonces es posibTe establecer un
problema variacional, equivalente al problema del minimo. Ademas, se hUestra
1a equivalencia del problema variacional al distribucional o de valores en la
frontera, que consiste en las ecuaciones de equilibrio y condiciones de fron

tera.

Para demostrar la existencia y fundamentalmente la unicidad del modelo
matemitico, es necesario la K-elipticidad de la forma bilineal (energia .de de
formacion) correspondiente, misma que depende de las condiciones de frontera;

en este trabajo unicamente se desarrolla para el tipo de apoyo empotrado.

E1 contenido del Cap. 4 es pfimordia1 para el desarrollo de esta Tesis,
en &1 se da una introduccién al Método del Elemento Finito. Este método, en

su forma mas simple es un método de aproximacién que consiste en definir pro

t



blemas similares al cual. se quiere aproximar, 1lamados problemas discretos,
scbre subespacios de dimension finita yh del espacio de desplazamientos ci

- nematicamente admisibles V.

Para esto, seran usados métodos conformes y no conformes. Por método

conforme se entiende si se cumple: (a) V,, es un subespacio de V y (b) las

--h
formas bilineal y lineal, las cuales son usadas en la definicién del problema
discreto, son idénticas a los del problema original. Si al menos una condi
cion no se cumple se dice que el método es no conforme. En la aproximacion.

del problema esta diferencia se notarda claramente en la estimacion del error.

Haciendo uso de métcdoé conformes y no conformes, en el Cap. 5 se‘deteg
ﬁina la convergencia y exactitud de las soluciones aproximadas del problema
de flexion de placas. E1 elemento finito rectangulo de Bogner-Fox-Schmit es
usado en el método conforme, éste cumple con las hipétesis minimas que asegu
ran convergencia en su aprbximacién de desplazamientos que son: u e HE(Q) vy
' PZ(K) c PK, Ke T En este caso se obtiene una velocidad de convergencia
jgual a dos (2), en lo cual es de gran ayuda la demostracion del Lema de Cea.
Pero el caso no conforme, se usa el elemento finito recténgulo de Adini, don
de la inclusion Voc¥ es violada. Aqui se aplica el segundo Lema de

Strang, para obtener una velocidad de convergencia de uno (1).

En el G1timo capitulo de este trabajo, Cap. 6, se presentan las técnicas
de implementacién numérica del problema de empotramiento, aproximado mediante
el rectangulo de Adini. Con ello se genera un programa de computadora, cuyos
experimentos numéricos son comparados con los que se obtienen dévotros progra
mas ya elaborados para diferentes elementos finitos. Uno de ellos es el rec
tangulo de Bogﬁér—Fox;Schmit, el cual presenta mejor aproximacion de los dife

rentes parametros a los obtenidos con el rectdangulo de Adini; esto sustenta



. 1o desarroliado en el Gap. 5 para tales elementos.




CAPITULO 2
~ MODELO MECANICO DEL PROBLEMA DE PLACAS

En este capitulo se desarrollard el modelo mecanico de la teoria lineal
de Kirchhoff de placas elasticas lineales, como una aproximacion de un cuer
po eldstico Tineal isdtropo tridimensional. Ademds, se supondrd que actian

cargas externas normales a su plano medio y fuerzas de cuerpo.

Para obtener Tos componentes‘del tensor de deformaciones tridimensiona
lés se partiré.de las hipotesis de desplazamientos, ilamadas hipotesis de
Kirchhoff. Una vez determinadas Tas componeﬁtes del tensor de deformacioheé
se procederd a obtener los correspondientes del tensor de esfuerzos haciendo
uso de las relaciones constitutivas. Posteriormente, se aproximan las ecua
ciones de campo dbtenidas en el caso tkidimensienal‘para obtener un modelo
mecanico que 1lamaremos modelo mecdnico bidimensional, para el cual seran
construidas las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos para el caso
estatico. Se obtendran como uh'caso particular las ecuaciones de campo, con
diciones de frontera y el modelo mecdnico de la teoria de Kirchhoff de placas

elasticas lineales.
2.1 Hipotesis Basicas ‘ ‘ '
Las hipdtesis bdsicas correspondientes a este problema son:

H1: (Hipotesis Geométricas). En su estado no deformado, la placa, consi

derada como un medio en dos dimensiones ocupa una region @, tal que:

Q es un conjunto abierto y acotado de R? con una frontera regular

N = 20 UBQZUBQ

1 3"

En realidad Ta placa es un cuerpo tridimensional que ocupa una regién B




~de R® definida por

-

B = {xlx = (xuxpx) € B2 (xp%,) € 4,
S 2 (xpng) € x5 €12 (xpax) |

donde h : @+ IR, representa el espesor de B. La frontera de B, 2B, es
tal que 9B = aB1 U 882 U 383, aB1 = 80, X {h/2}, 882 = 30, X {~h/2},
B, = 3 X {x3}, -1/2 h < X3 <11/2 h.

X

&3

Frontera 30

=
\_/h
X1

Figura 2.1 Geometria de una placa delgada de espesor
constante. :

H2: E1 material que constituye la placa, es homogeneo, isétropo y cumple
con 1aALey de Hooke. En este caso, las ecuaciones de campo de la elasticidad

Tineal tridimensional estan dadas por



g = 1/2 |u + Qgﬁ},
£ I \?’ «
S vl KA vy (tr E) i}’
_ ~k enB
- DivS=b,
5 =5t

(2.1.1)

donde E es el modulo de Young, 'Eb>'0, y v el modulo de Poisson, O<v<l/2.

E1 tensor de esfuerzos, tensor de deformaciones, vector de desplazamientos y

- las fuerzas de cuerpo, estan representadas por S, e, uyb, respectivamente.

H3: La carga externa q = q(x,h/2), x € @, actda normal al plano medio

de 1a placa, ademds de la accion de las fuerzas de cuerpo b = b(x1,32,x3),

(xl,xz,x3) € B.

H4: Las fuerzas aplicadas a la placa son tales que los desplazamientos

satisfacen las hipdtesis de Kirchhoff. modificadas (ver Duvaut y Lions [1976]).

uy (xl,xz,O) = Uy (XI’XZ’O) =0, (xl,xz) £ Q

up (x15%55%3) = xg Uy 5(xy,%,,0)

AUZ (X13X23X3) = X3 U2,3(X1:X230)

Us (xl,xz,x3) = Uy (xl,xz,AG) t X3 Uy 3 (xl,xz,ﬂ)

X2

3
+ o U 33(%).%5,0)

P

.

(2.1.2)

(Xl’xz’XB) e B

(2.1.3)

2.2 Componentes del Tensor de Deformaciones y Esfuerzos.

Usando las ecuaciones de campo (2.1.1) y las hipétesis de Kirchhoff

(2.1.3) se construyen las expresiones de los componentes del tensor de defor

maciones e y de esfuerzos S del cuerpo B, donde




1,J

U. -
1,4

S11(x) =

= X3 Ul

= X3 U2

E [T - u
Ty |3 2,32 * 1oy (tre) <X§]

5 (tr o) ()]

- 172 h (x5%,) %

= Uy (Xl’XZ’O)

K = U,k (xpoxp00)

k1 =

,31

»32

Ui s (%ge%p50)

Uz,3 ¥ %3 ”3,33 '

~xq (u Up 32 * u, 31)

£
3,3

+

tug gt X3 Uz 31 *

Ug 2+ X3 U3 3p *

v

™ [*3%,31 ' TTX

3333

(14df “1 327 u2 3

]

1,3,k,1

(tr e) (x)] -

~

* Ui 3]

A

Xy 3 1/2 h (xl’XZ)

1,2,3

“3,331)

U3,332)

x = (x

1

,XZ,X

3)88

(2.2.1)




L - - - 1.2 - X = (X{sX,,X,) €8
513(A) = T [%1’3 + U3’1 * Xy U 33 t 5 Xy U3,33i1k »1 52073

: - o ; L 2. - (2.2.2)
523(X) T IR |Y2,3 + U3.2 * X3 u3,32 Y7 X3 u3,33@J

S3p(x) = 515(x)

S3(x) = Sya(x) o o )

Se tiene Ta siguiente expresion que relaciona las tracciones de superfi
cie que actuan sobre la frontera @B = 38, U 3B, U 9B, con las tracciones in

ternas
s=5n B ‘ o (2.2.3)

como solo actuan fuerzas normales al plano medio, entonces n = (0,0,1); por

tanto

53 = 93374 |
¥ (2.3.4)
Sl = 513 =0 -
Sy = 5,3 =0 > 3B,
53 = 533 =0

7

J
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Fm e - 2 A
- £ Ty - h - h . A
Spalxppst/2) = 0 = gy Uy 503 1%7 Uy 51* 5 U3 33£1 _
N 7 g
I S - h X
Sp3(x%po#/2) = 0 = iy Ve 3%U3 277 Uy 30" g U3,332 L~
. =
Saal X1 X +h/2)% q =" E 5 +h-6 Y tr e (X4,x +h/2)m »’-?
33\ 7102 FTOTRY 13,377 Y3,337Tooy T & WXt e T
- i v V(2.2
S13lxpoxpsh/2) = 0 = gy [0 343 1 3 31t g Y3, 33i]
- 2 N
Son(Xy3%0,=0/2) = 0 = b [, o4lq pob 0 h L
23\ %1 2%2> TRy 2,373,277 V3,32t F 3,332, o
‘ . S
E 5 h- 5 g
Sy3l*ysxg>h/2) = 0 = gy |U3,372%3, 59¥ ooy B @ (%p0%psm h/zil X

donde, h = h (xl,xz).

E1 siguiente paso es expresar los componentes del vector desplazamiento
en téminos de las funciones Uszs u3,jk] u3,jk1m’ J.ks1,m=1,2,3. De

(2.2.5) se tiene que

o

S13(xy 5% #N/2) 48 3(xg0%p,-0/2) = 0 = Uy gty gt g Uy 55

2
- ne - | | r(xl’XZ) € 3y
2,3 3,278 Y3,332°
: -(2.2.6)
- - (1+v) (1- 2»)
Us,3 ""Z'E(Tfsr“'

2
- (V) (1-2v) NRE N -
U3,33%h E(l 5y 9T 1S ?3,11*“3,22*??(”3,3311*”3,3322{_

lo cual permite, de acuerdo a las ecuaciones (2.1.3) y (2.2.6) obtener
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2 —
, - y ho& \
uplxysxgsxg) = - x E‘3 1778 “3,33g
Uplxppaxg) = - xy [3 )t g U3,332] en B
. L
- (1+v)(l-2v) PR
UB(Xl,Xz,X3) 3 + X3 _—Z—E—W q w]: 4 —h: + . (2.2.7)
| xg v o[- - h2 - -
Y71 [‘_’3,11*'“3,22+ 3 (“3,3311’““3,3322)_‘_%

Las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) pueden expresarse en términos de la fun
cion 53 y sus derivadas, al hacer uso de las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7).

Entonces, las expresiones de los componentes del tensor de deformaciones son

- he N \
ey (x) = xglug 4y *+ g Uz 339)
2

) . h
€pp(x) = - x3(Ug 5 + 5 U3 3322)

it

- - _ (1) (1-2v)[1 , %3
e33(x) = Uz gPxg Uy 5o = ey [zt Rl 97

- Z2 -
v o= - h™ - -
t X3 [“3,11“’3,22+ ‘§(“3,3311+“3,3322)J
L he - |
ep(x) = - X3( 3, 12 T U3,3312)

eyl = HUIAGY o s J3

7 IV 91 h
x2 2 - en B
PR I It f@ + )
T T |Y3,1117Y3,221 ¥ & ‘Y3,331117Y3,33221° | ¢}
2o (2.2.8)
3 3, .
eg3tX) = I*T—)‘*‘ 42 ( th)
2
x3 v h2

7 I E‘3,112+”3,222 8( 3,33112™3 33222”

re(x) = (L)L) Ef”"h%
S 2

\ - h™, - -
~ -[“3,11’““3,22’r e U3,3311*“3,3322)]

- X3 1T
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ep1(x) = epp(x)
e3(x) = e5(x)

e3a(x) = ep3(x)

l.a ecuacion (2.2.8) permité expresar los componentes del tensor de esfuer

zos mediante las siguientes expresiones:

] E Iz h" ;
S11(x) = - xg I:—g'[ 3,11"%3,22* “3‘“3,3311*"“3,3322%1+
v [1,%3
*m(?*‘w]q
Spplx) = = x4 ““2‘[;3 22"z 11+ “‘(“3 3322"W3, 3311;1

v (1 X3)
¥ TiG'(Z A

X
S35(x) = |7+ 7%] q

2;.
i E - h
S12(x) = = x5 T (U3 1o* g U3, 3312) Cen
2
112y *3 ,
St 2 7T q’l[x3 +'7?]f T. o (2.2.9)
p | .
e (@ )
T s 111%03,221% 3 (U3,33111793, 332210
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2.3 Ecuaciones de Campo Bidimensionales de Kirchhoff y Modelo

Mecanico del Problema Aproximado.

|
En esta seccion se presenta una aproximacion de las ecuaciones de campo

tridimensional de Kirchhoff a bidimensional, y con esta construir el modelo

mecanico del problema aproximado.

Sea f :B~> R, sedice que f(u) se aproxima mds rapido al cero que
o si se cumple

#u) = 0(a) si |

Wl | (2.3.1)
u-0 al|
a#0

Por tanto, al tomar en cuenta la ecuacidn (2.3.1), los componentes del

vector de desplazamientos (2.2.7) pueden.expresarse como:

- ~ (e 1
Up{xaxpaxg) = = xg Uy 4+ 0(h7)
Un( Xy 9Xn s X ) - %, U + O(hz)
2¥71°72°730 3 73,2 en B
- 1+v) (1-2v) . [ : (2.3.2)
uglxgrgng) = By ¢ PR [ P
. Z ' -
X .
3 v [|= - 3
Y7 I [f3,11+”3,2é] +0(h7)

Similarmente, los componentes'del tensor de deformaciones (2.2.8) y de es -

fuerzos (2.2.9) pueden expresarse, respectivamente, de la siguiente manera:

(o _ 2
e1(x) = = x3 05 4y + 0(h")

0(h?) .

epplx) = = X3 U3 55 *




Vo [z s 2
X3 T E3,11+“3,22J +0(h7)

7 T E’3,111+“3',221

v o[- - 3
YT T E3,112+”3,222:[ +o(h7) -

2]
tr e(x) = ‘(_E'(__jlﬂ)%g\l,—&)‘ q I%+ 1(631_

RE - 2
BB EY [?3,11*“3;22]‘ +0(h7)

D
(98]
~No

—~
<

~——
n

4]
~No
w

—
<
~—

_ E [- - v |1
S1:(3) = - xg —ZE3,11+"”3,22J_ =Y Ez*

1-v -
Sp2(X) = - xg TE;Z [@3,22*"53,111 ey [%
S33(x) = {%+ fﬁ%‘[q
S1p(%) = - x T‘% iy 1 * 0(h?)

o
—T%:lq+0(h2).

+

—~
{:}q + 0(h%)

14

en B

(2.3.3)
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5. (x) = L1 .+ A3, xeb
13V T T T, %1 (X3 7T R !
xg E o - 4 (2.3.4)
\) - - .
MNP IRE RIERZIURELY
1 1-2v X3
S30) = 7T %, {;3 ' 7;] '
2 ) -
X3 Bv - - 3
TG (U3 112%U3,202) + O(h7)
Sp1(x) = Sp,(x)
S31(x) = S15(x)
S3p(x) = Sy3(x)

4

Una vez determinados en forma aproximada 10s componentes del campo de des
plazamientos (2.3.2), del tensor de deformaciones (2.3.3) 'y del tensor de es
fuerzos (2.3.4), se procede a construir las ecuaciones de equilibrio de fuer

zas y momentos del cuerpo bidimensional de Kirchhoff.

Para esto, supongase que Bl es una parte de B con una frontera regu

lar 9B, = 3S, U 23S

1 1 9 asi que

3 1 1, /. ’
B]. : {XIX=(X1:X23X3) € R ’ (xlsxz) € Ql’ - ? h(xl,xz) SX35-2. h(,\/l,xz)}

donde, Sﬁ es un subconjunto de Q con frontera regular BQl,

35, = 0, x {-h/2, + h/2},

1

1 < <1 ,
85, = 30 x {x3}, - ?-h(xl,xz) S X3 ® §-h(x1,x2), (xl,xz) € 30,

ET cuerpo B—B1 ejerce un sistema de fuerzas sobre Bl’ el cual, en equi
librio, junto con las fuerzas de cuerpo b = (bl’bZ’b3) y la carga externa

q = q(x, h/2), x € @, sobre la frontera 332, forman un sistema estaticamente
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equivalente a.cero. Aplicando los principios de balance Tineal y angular,

respectivamente, se obtiene

j bdy + { SndB =0
8 | B, |

1 1
+ (2.3.5)

1 3By

J Eﬁ + (ﬁx_il d ﬁl + J [@ 2'+‘(§;§ Ejl dB, = é
B, -

Como 391 es regular y ademds que en las ecuaciones de campo del proble
ma bidimensional aproximado de Kirchhoff Ta variable 'x3 esta explicita, en
tonces (2.3.5) es equivaiente'a"

J bi d Ql + J Zij nj d Ql
Q aﬂl

1
+(2.3.6)

1’ 7
dondes »
A h/2 ' | 1
*
bi(xp.%,) = b (x).x55x3) dxg
Jony2 '
h/2 : .
m,(xy.%,) = ei3k X3 DylxpxpoXg) dxg
Joh/2
" b (2.3.7)
Zij(xl’xz) = Sij(xl,X2,X3)dx3
/-h/2 '
h/2
Mi3(x1%p) = fi3k *3 Sk3 3
A /-h/2
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Debido a que B1 es una region arbitraria de B, entonces al transfor
mar las integrales de superficie en integrales de volumen en (2.3.5) y consi
derando n3=0, se obtienen las siguientes ecuaciones de equilibrio de fuer

zas y momentos, respectivamente

b +b =0, ‘ (2.3.8)

Mow a1 M0z = M,2 ¥ M1 * by (2.3.9)

Observacion 2.3.1. Los indices Romanos 1i,j,k tienen rango de 1 a 3; y los

indices Griegos a8 de 1a 2.
Sust%tuyendo‘(2.3.4) en (2.3,7)3,se tiene ‘
12 = By 7 Zpp - 0(n3) - (2.3.10)
de (?.3.8), (2.3;10) y (2.3.7)2, se obtieﬁe que'
by =by=0 — m =m, ; 0 | | - (2.3.11)

Anora, sustityendo {2.3.4) en (2.3.7)4, se tiene

no =B oy
11 7 T2y Y3,12 ’

M, = IR o(ny
20" “T2(1RY V3,12 g

e w2 } (2.3.12)

‘ - - v 4
My, = —y— U + vu : =——q + 0(h7),

3 2

_ th n - he v 2,
Mp= == U3 13 * VU3 pp t 7o, 0+ O(h ).
12(1-v%) )

Si definimos el desplazamientd vertical del plano medio por
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w(xl,xz) = Uy (xl,xz,O), XpX, e Qo (2.3.13)

y sustituyendo (2.3.11) y (2.3.12) en (2.3.9) y suponiendo los términos O(hz),

O(h3), 0(h4) despreciables, se obtiene

k0" . h™ v __Eh
12(1-v2) (0 * “9;1122) 1715 9,11 T TPy Y1122 T
3 V 3 k | 2
i L ST N R
T T2(1Hv) Y1111 igzgj;?;‘(“;zzzz FVg100) * 5Ty 900 03 = 0
3 2 En7 ) - 2 En° )
_ Eh ((1) 4w . ) Vw,llzz - i (1-\))(()},1122 N
12(1_\)2) ,i1111 ,2222 12(1“\)?)
2 |
h™ v _
* 7 Tow (G,11 * 9,99) * b3 =0
redefiniendo
h2 v

' : * -
T?'T?G'(q,ll + q,22} + b3 =q ; se determina que

D 2% = § | - ' (2.3.14)
donde

2 |
Bw = 8w =0y * W 192 * 92202

3 -
D = WMEH_M?_,, el cual es 1lamado el modulo de rigidez a flexién de Ta pla

12(1-v") : .
ca; por tanto, el desplazamiento vertical del plano medio de nuestro modelo

bidimensional es gobernado por la ecuacidn (2.3.14).

Observacidn 2.3.2. Se dice que un cuerpo bidimensional de Kirchhoff satisface

condiciones de empotramiento si

Up(X] sXo0Xg) = Up (X 5Xpx5) = Us(XqsXp5Xg) = 0, sobre 8%
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condiciones que son satisfechas, de acuerdo a (2.3.6), si y solo si

sobre 4%, (2.3.15)

X3 1
q |1+ Tl Z 0 <=>q=20

Observacion 2.3.3. Obsérvese qué para el caso particular de g = 0 sobre 238

1
y b= (0,0,b3) en £, las ecuaciones de campo del problema bidimensicnal de

Kirchhoff que se modificarian son:

2
2 v ]
e = 7w [0 T ez
XX, - -
e23X) = 4 1y |%,222 T @112
- \) ‘
e33(x) = X3 1 E’,u ¥ “,22] ’
] v
tre(x) = -x3 15 [t w,zJ ’
2
X -
.3 Ev
S = e ‘*’,2211 ;
(1-v7) L>770 -
2
X .
-3 kv
Sp3tx) = 7 [0t “’,112] ’
533(x) =0

y similarmente el modelo mecanico que se obtendria es

*
D ézw = b3 (2.3.16)

Por tanto, resultan las ecuaciones de campo de la teoria de Kirchhoff de placas
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elasticas lineales, tal como lo trata Duvaut y Lions [1976]. Para este proble

ma, se dice que cumple condiciones de empotramiento si y solo sj
wEwgTe, s 0 sobfeV 30y | - | (2.3.17) |

Observacion 2.3.4. Modelos similares a (2.3.14) son obtenidos en Sanders

'[1969},'donde se aplican las teorias de placas de Hencky y Reissner.



CAP. 3. ANALISIS DEL MODELO

- E1 objetivo de este capitulo es formular y analizar Tlos problemas del
Calculo de Vériaciohes, Variacioﬁa}Ao Débil y Distribucional o de'Valores
en la Frontera para el modelo mecanico de placas linealmente e1ésticaé

sujetas a flexidon, el cual se estudid en el capitulo anterior.

3.1. Problemas del Cdlculo Variacional

Cohsideremos la siguiente hipbtesis:

Hl1. Sea @ el plano medio de fa regién ocupada poruna placa con la si-
~guiente regularidad: |

N es acotado, estd en un solo lado dé su frontera 3 , y an es de clase
cn , dondem> 2y

4] o

30 =Sl U.SZ’ SlnSZ =4

Entonces, bajo esta hipbtesis estudiaremos el problema del Calculo de
Variaciones del minimo de la funcional de energia potencial del modelo de

placas establecidas en el capitulo 2:

3/2 ( 2

bados qeL?(a), ae #/% (s)), Be HY2(s)) F e L4(s,)

-y ﬁ £ LZ(SZ); encuentre una funcidn we K: : (M)

3 () <9 (V). ¥ ve K

Aqui
K= la familia de desplazamientos débiles cinemdticamente admisibles
ey L ul . & ' oA ‘ ‘ ‘
={veV = H (Q).ycvls] = y Y;VISI =8} o (3.1.1)
J(v) = la energia potencial -1, (v,v)-f{v), Vv VeHZ(Q) (3.1.2)

donde 1a forma a{.,.): HZ(Q)xHZ(Q)+R estd dada por




a{w,v) = D J {aw av + (1-v)(2v,,, v,lzmw,llv,ll-m,zzv,éz)}dQ (3.1.3)
Q . -
. N |

f: H2(9)+R estd dada por

f(v) =| q.vda +| F.y.v dS, + ﬁ.y vdS, , Ve H2 (o) (3.1.4)
1 ) 2 1 2
9 S S
2 2
donde
q = fuerzas normales sobre Q@ , incluyendo fuerzas de cuerpo .
F = fuerzas normales prescrita sobre Sy
ﬁ = momento flexionante prescrito a]rededor del vector tangante a 32
& = desplazamiento vertical prescrito sobre Sy
8 = giro prescrito alrededor del vector tangente a Sl

Antes de proceder a el andlisis del problema (M) damos las siguientes
definiciones. Sea V en espacio de Hilbert real, V' el dual topoldgico de

V, K un subconjunto no vacio de V, y sea J:V»R una funcional:

° J:K»R es convexo si K es convexo y si Yae (0,1)
J(awH(1-2)v) <Aad(w)+{1-2)I(v), VYu,veK.
° J:V=R" es semicontinua déb11mente por abajo en V si
V{vn}C:V débilmente convergente a veV

J(v) < 1im inf J{v_) = sup { inf J(v )}
- n . . n
N j>0 | n>j

° J:V-R cumple con la propiedad de crecimiento en veK, si, para algin R>G,

weK y||w-v]||>R implica d{w)>J (v)

° J:¥=+R es cuadrdtica, si es de la forma

J{v) = % a(v,v)-f(v), VveV

22




donde
i. a(.,.): VxV=R es bilineal, simétrica y continua ,

ii. f: V=R, feV' , i.e., f: VoR es lineal y continua.

° J:K+R es Gateux differenciab]e (G-diferenciable) en weK, si K es convexo
y existe el limite. .

Tin < 13(w0(v-0)) -3(w)} = J'(w)(v-u), VveK

8+0

donde J'(w)eV'

® Sea J:K»R G-diferenciable en todo K. Entonces al operador
J' o KV
se le Tlama el gradiente de'J en Ky a J se le 11ama el potencial de J'.

° Al gradiente J':K+V' de una funcional J:K+R se le 1lama coercivo. si,

| .o
%Té$%%.+ + o cuando weK, ||¢||V+ ®

(Aqui K siendo no acotado).

A continuacién damos resu]tadbs abstratos sobre exjstentia y unicidad
de problemas de minimizacidn, y proposiciones sobre propicdades que garan-
tizan las condiciones de existencié. Para la demostracidon de estos resulta-

dos véase , e.g., SHOWALTER (1977).

Teorema 3.1.1. (Teorema de Existencia): Suponga que

I1. K es cerrado y convexo
I12. J es semicontinua débiimente por ébajo en K,
K es acotado |

3.1 0
J satisface la propiedad de crecimiento en algin punto de K.




Entohce§ el problema:

Encuentre wek: _ '
| V } (A)
J (w) < J(v), ¥ veK

posee al menos una solucidn . 0

Teorema 3.1.2. (Teorema de Unicidad) Sea J: K»R estrictamente con-

vexa en K, 1.e., J es convexa en K y
Vot v y 2e(0,1), J(xwt (1-2)v)<ad(w)+(1-2) I(v).
Entonces el problema (A) posee a 1o mds una solucidn ' [}

“Proposicidon 3.1.3. Sea J: K»R -G-diferenciable en K. Entonces las si-

guientes proposiciones son equivajentes:
i). J: KR eés convexa.
ii). I {w)(v-w) < IJ{v)-I(w) Yo, vekK,
i1i). J': K»V' es monoténico, i.e.,
0 (w)-0' (W)Y (wev) > 0 Y, vek. . 1

Proposicion 3.1.4. Sea J: K+R G-diferenciable y convexa en K. Enton-

ces J es semicontinua débilmente por abajo en K. _ []

Proposicidn 3.1.5. Sea J: K+Rv G-diferenciable en K con gradiente
J': K»V' coercivo. Entonces
J(w)++ = cuando weK,‘[lelQ~+w’y, en consecuencia,
J posee la propiedad de crecimiento en todo punto de K. []

Proposicidn 3.1.6. Sea J: K»R G-diferenciable en K. Entonces J es

estrictamente convexa si, y solo si, su gradiente J': K+V' es estrictamente
monotdnico,. i.e., J' es monotdnico y Vw # v
(3" (w)- 3" ()} (w-v)>0. [

Proposicidn 3.1.7. Sea J: V#R cuadratica. Entonces

i). J es G-diferenciable en todo V con gradiente

() (V) = alw,v )- f(v) Vu,veV
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ii). J es conyexa (resp; estrictamente convexa) si,’y solo si,
-a(,,.): V3V+R es positiva (resp. positiva definida), i.e.,
a(w,w)‘i 0 VweV,
(resp. a(w,w) > 0, Yu# O,weV).

iii). J(w)>+ = cuando weK y IIw[LV+msi a(.,.): VxV=R es coarciva, i.e.,

Tim alw,w)
wek ©
[Tl ] =

= 4+ w
V'

iv). a(.,.): VxV=R es coerciva y positiva definida, si es K-eliptica, i.e.,

3 v>0: a(w?v,m-v) §}1|.w-V]13 -V w,veK ' ' | []

Considerando estos resultados, para el .caso de funcionales cuadraticas,

los teoremas de existencia (3.1.1) y unicidad (3.1.2) se pueden particulari-
zar en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.8. (Teorema de Existencia’'y Unicidad: Caso Cuadrdtico).

Sea J: V=R cuadrética: Entonces el problema (A) posee una y solo una
solucién si:
f). K es cerrado y convexo
ii). a(.,.): VxV-R es K-eliptico. - ' []
A continuacidén aplicaremos el teorema 3.1.8 a el problema (M).

Demostraremos primeramente que K es cerrado y convexo y, entonces que
la funcional de energia potencial (3.1.2) es cuadrdtica.y convexa. La K-
elipticidad de la funcional se analizard en Tas secciones 3.3 y 3.4 para
los casos Sl Foy Sl=“¢, respectivamente.

Teoréma 3.1.9. ET1 conjunto MCZHz(Q)(B.l.l) es cerrado y afin, por tanto

es cerrado y convexo.

Demostracidn. Primeramente demostraremos que K es cerrado. Sea'{mk)C:K

. 2 .
una sucesidn convergente a w en H°(q). Puesto que -




Yof L(Hz(ﬁ), /%(30)), ML L(H?(ﬂ), 2 (0n))

~ entonces,

Yo * b € W/ 2(50) y Yiup & vy en H2(50)

pero
Y@ l = &eH3/2(aQ), ya que {w YT K =y “l - 5eh32 ()
ok " :
.8 S
,l 1 ‘
vio| = eit%(0), ya que LK =y a| = en!(aa)
S, - : Iy
1 , s,

por tanto weK y concluimos que K es cerrado.
Por otro lado demostremos que K es afin, entonces Vu# veK,
AeR tenemos que

A -~

Avget{1-a)y v =ad+(1-2)6 = G en S

yo{lw+(l-A)V} 1°

v (1-2)v) = Ayqet(1-2)yqv =28+(1-2)8 = 8 en S

1)
por lo que Awt(l-A)weK, por tanto K es'affn, con lo que concluimos que K
es cerrado y afin lo que implica que K es convexo.

Teorema 3.1.10. La funcional de energia potencial J: HZ( )

cuadrdtica, para material elastico lineal.

Demostracion:

2 2 s ,
a(.,.): H°(Q) xH°(Q)+ es bilineal. En efecto, tenemos que

a(w,v) 5DJ {AwAv +(l-v)(w,Vj}dQ‘

donde
(03] = 2015 Vap mwsqqVappmus oy

entonces

It

a{w,av +3u) DJ{Amé {av+pu) + (1fv)[m,av +Bu}}d9

94

DJ{Aw(aAV¥BAu)+(1-v){[m,av)+ (w,Bu) }1da
R

H

i

26

Q)R (3.1.2) es
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D J {awav +(1-v) (w,v]} do+ BDJ {Awd ut (1-v) (0, ulde
Q Q

1

ad(w,v) + Ra(w,u)
andlogamente se procede para a(.,v): HZ(Q) + R

Se observa que

I

a(w,v) DJ {aws v + (1-v) {w,v)} do = DJR{&VAw+(1~v)(V,w)}aQ
A 0 ‘ )

= a(v,w), por tanto a(.,.): HZ(Q} XH2(9)+R es simétrica.
Ahora demostraremos que a(.,.): HZ(Q) xHZ(Q)+R-eS continua. Tenemos que:

[w’\;’) = 2{1},12 V,lz "(Dgll V,22 ‘0)322 Vg115

2, v .0,
w’ij& L™(q) = H {Q) v i*j =1,2
3
D= ,.E..h 5 >O’
12(1-v°)
entonces
law,v )] = |D[A{Amﬁ v+ (1-v)(w,v)}da]

0 o

IA

Dt fawl | 21 [av] ] 2 +11-v] (2] Jus 11, 2151511, 2 +

A P A YR S

o ] S0,
11 L2 Va2 Tt 2 v

)

Cllwl g2 [lvl{y2 s C=cte. >0

por tanto a(.,.): HZ(Q} tz(Q)»R es acotada o equivalentemente continua,

Ahora demostraremos que f ¢L(V,R). En efecto, f:H2(9)+R es Tineal ya que:

f(av+8u)=j q. (avtpu)de +J ?.yo(av+8u)d32 +j ﬁ.yl(av+8u)d82
. S

=q q.de+BJ q.uda+ a[ '?.y vdS, + sj ?.Y udsS, +
[Q 9 S 0 T2 32 0 T2



of Tryvas.+s|  Moyiuds, = af(v) +8f(u), ¥ u,ve H(R)a , BeR
1772 S 1 Z A

por tanto f: HQ(Q)AR es lineal.
Finalmente veamos que f:H2(9)+R sea continua. Tenemos que
siveho(n) = vel®() = H(a) |

vgve H/%(a2)
1/2

yl'Vc H (50)

entonces

~

[f(v)|= |J q.de+J Fovgy d32+J MoV dszl
Q- S S
2 2
Hdlder

1021V 112 #11FI1, v by 72 1 2

| A

||M[le’ggl]Yll[L(HZ(Q),HJ/?(SQ))I[V||H2

< Hallg2 Hvlly2 + o vl

A

f

clivilg2 »c>0

por tanto f: V=R es continua.

Con esto concluimos que J: HZ(Q)»R es cuadrédtica. []

Teorema 3.1.11. La funcional de energia potencial J: HZ(Q)»R (3.1.2) es
convexa. |

Demostracidon: Verificaremos la convexidad de J de su caracterizacidn en

términos de la monotonia de su gradiente, i.e.,
(3" (w)-0' (V) Hs-v) > 0, Vu v e Ho(a).

En efecto, tenemos que -

(3" (w) ~3"(V)} (w-v) = alw,w-v)-Flu-v)- a(v,u-v)+ flw-v)

it

a(w=V,w-v)

= DJ {8 (w-v) alw-v)+ (1-v) (w-v,w-v)} do
Q .

28
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definiendo uzm?v, se‘tiene
{ (w)-0" (V) w-y) = alu,u)

. DI‘{ (50) P+ (19) (0", sy s s Wsy)) 60

8 , .
= Df (v (ﬁu)z*(l-v)(u2,11+u2,22+2u2,12)} ds
Q Le
~ Al ] 2 2., 2
i D{Vl l {.AXU‘ L_Z + (Vl"’\‘)) }U [HZ} 3_ O V UEH (Q)
ya que D>0, O<v <1/2, por tanto JEHZ(Q)»R es convexa. ‘[’

- 3.2 Prob]ema Variacional o Débil

Hasta ahora tenemos que la funcional J (3;1.2) es G-diferenciab1e,:ya“QUe es
cUadrétfca, esto como un resultado de la proposicion 3.1.7. Entonces nuestro
siguiente propbsito es establecer que bajo estas condicioneé, el problema
de minimizacion (M) es equivalente al -problema variacional dado en el si-

-guiente teorema.

Teorema 3.2.1. Si J es G-diferenciable y convexa, el prob]éma de mini-
mizacidn (A) es equivalente al probiema variacional

Encuentre wekK:

- b o (B)
I (w)(v-w)> 0, ¥veK

Demostracidn: Sea weK solucién de (A), entonces de la definicidn .de

G-diferenciable, w es soluci6én de (B). Sea weK solucién de (B), por tanto
de (ii) en Ta proposicién (3.1.3) w es solucidn de (A). : []
Por tanto el problema (M) estd-caracterizado por el siguiente problema

yvariacional

~ Teorema 3.2.2. E1 problema del cdlculo de variaciones (M) es equivalen

te al problema variacional;
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Dados qel2(2), e H3/2(,sl), g HL/2 (s,), Fel?(s,)

Eod

y M ELZ(SE), encuentre una funcion we K: . (v)

a(w,v-w)= flv-w), YveK

J

Demostracion: De acuerdo al teorema 3.2.1, solo resta por demostrar que

la desigualdad variacional yiene a ser una igualdad variacional debido a
las propiedades mds fuertes de K: K es afin. En este caso 1a desigualdad en
(V) toma la forma

a(iwav-w)'. z f(ﬂ-w) ’

tomando v por 2u-v, lo cual es permisible ya que YO(Zw-v)|S = 20~ 0=0 Y
. 's, ‘
v1(20-v)|g =28-8=8, obtenemos
1 ; ,
alw, v-0) < f(v-u).
Entonces, al ser a(w,v-w) .> y'< .~ que f(v-w), se concluye la
‘igualdad en (V). : []

3.3. Existencia y Unicidad: Caso Si# $

Del teorema 3.1.8 solamente se ha demostrado que K es cerrado y convexo
por lo que nos faltaria verificar la K-elipticidad de la forma a(.,.):
VxV+R , dependiente de las condiciones de’frontera. Para el caso Sl F ¢
con medida # O restringiremos nuestra atencidn a Ta situacion mds simp1é
(t): E1 problema de la placa empotrada, el cual estd dado por la siguienfe

"~ formulacién variacional

(+) En general los resultados dados aqui siguen siendo vdlidos bajo la

condicién en que o &S convexo (c.f. Ciarlet (1978)).
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K = Hg (@) = {VEHQ(Q):-va,n = 0'sobre $; = 9%}

alw,v)= Dj {apav +,(V1-\>)(2m,12‘\/',12«:»,11\/',11—-:11,2?\;,22} da b (3.3.1)
o 12° . 4

= DJQ{\}&(»Q Y'*.‘(,_L—\))_(w,‘l‘l?‘,11+ux,'22\/,22+201,lzv,‘12} da J

fv) ¥J g.vde
. 2

~ Antes de demostrar la K-elipticidad de a(.,.): VxV» R, demos el siguien
te Tema que serd de gran utilidad (cf., e.g., Showalter (1977} ).
Lema 3.3.1. Suponga que 2 es un conjunto abierto en R" con

sup{|xj{: (X{s%ps.nunx Je@} = Keo , 1 < j < n. Entonces

| 1

Teorema 3.3.2. Para el caso de la placa empotrada, existe una constante
~y > 0 tal que

a(v.v) > yllv[15 v veH? ()

2

“f.e., a(.,.) es H, () - eliptica.

" 'Demostracifn; Si VeHg(Q) = v,jsHé(Q), por tanto

2 2 2 V4 2
Hovllg =lvaqllg + Hvaolly < Clvls , vveR! (2) (3.3.2)

y utilizando el resultado del lema 3.3.1 se tiene

| A

2 2 2 2 2 2 .2
[vils =Livit, + Hevllg + Ivls iCH.WAHO t vl < Clvls. (3.3.3)

De Ta relacidén dada por CIARLET (1978),

. , o, |
lltﬁ‘?»f'llO = |vi, VveH (2}, (3.3.4)

se concluye finalmente que

vI15 wetl (). []

Entonces al verificar la K-elipticidad de a{.,.): VxV-R podemos afirmar

-, 2 - ’
a(vov)= Dvlav]Ig +(1-)[vIg) = Dlvlz 2 €7 vl =

X . . 2, C o . .
que existe una dnica funcidn yeHO(Q) la cual minimiza la energia potencial

total de la placa:
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aly,y) - fly)

Cos
(“\
-
Mo <
i
o

.(3.315)

!
ol

sobre el espacio Hi (), o, equivalentemente, la cual es solucidn de la
ecuacidn variacional

D JQ{AU}AV + (l~\))(2m,12\/,12“ U),llv,zz“wszzvall}dg :JQ q.VdQ v (3.3.6)

- 3.4, .Existencia .y . Unicidad: CasoAsl.= ¢

Considerando la hipdtesis del caso

Hl;VSl = ¢<=?32 1Y)

nuestro objetiyo sera establecer las propiedades dadas en el teorema'3.l.8
para la funcional de energia potencial, y asi establecer la existencia y
unicidad del presente problema.

Sin embargo la funcional

I) = 3 alvav)-flv), Vveh(q) (3.4.1)

no satisface dichas propiedades, por 1o que se reformulara el problema en
un espacio de Banach apropiado.. Este espacio serd el siguiente Espacio
Cociente:

v/P = ([V]: veHo(a)} (3.4.2)

donde

clase de equivalencia de VEHZ(Q)

Lv]

i

{vtp i peP} - (3.4.3)
con estructura algebraica
Tud+CvI=[usv ], Vuoveh @
« VI, ek, veh(n) (3.4.4)

y norma
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11, = Inf Hlvepll,: - (3.4.5)
peP :

Aqui P es el subespacio cerrado de HZ(Q) constitﬁido por la familia de
désp1azam1entos de cuerpo rigido débiles cinemiticamente admisibles.
E1 espacio cociente (3.4.2) es de“Banach (completo) y separable ya que asi
1o es HZ(R).

Una nueva hipotesis sera:

H2: {Qq.p do *'JBQF‘YQP dg + JagM'Ylp do = 0 VpeP

siendo la negacidon de esta condicién, una condicidn suficiente de no exis-

tencia, por lo que supondremos que H2 se cumple en esta seccidon. Esta con-

dicion contempla el equilibrio de las cargas actuantes sobre la placa.
A continuacidn mostramos que la energia potencial es invariante a des-
plazamientos de cuerpd rigido débiles cinemdticamente admisibles.

" Teorema'3.4.1. En la funcional de energia potencial J([ v ])=

A‘ %a('[v'j,[v])» f(Lv ) ¥ liv:le'Hz(ﬁsz)/P, tenemos que

a([o],[v])=alw,v)
, | ‘
fF(Cv]) = fly).

" Demostracion: En efecto, tenemos que

a([w], Cv]) =D JQA[ijt\?]’“ (1-v)(2Lw 1,10 v g0 -

Lodsqg [v],zzé[:wj,zz[v],ll}dg

it

0 [ alurpa(vrp)+ (1) [20ut), p(v4P). 15 -

(mp),11(v+p),22-(w+9)’22(""‘3)’11:]} de

y como peP es un desplazamiento de cuerpo rigido, entonces
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Pysx = 0,1, 21,2y ap =0, YpeP. Por tanto

1]
a([w]y [v] ) = alws ¥).

Ahora sea

f([v]) <[ g.Cvlen [mﬁ.;og'vjdg of fgLvge
]

Forglve)da + iy (vipdan

(v+p)da +J
an

af

=f(¥)+J g.pda +J F.yode +J ﬁ.ylpdg
Q 0 30

por 1o que teniendo en cuenta (H2) se 1lega a que .
OV = £y, il

Procediendo de manera completamente similar a la seccidon anterior la
V/P - elipticidad de la forma bilineal a(.,.): VxV-R se concluye, por tanto
- la exiétencia y "unicidad® del problema se infieren de]_teorema 3.1.8. El
concepto de ﬁnictdad dentro de esta formulacién en espacios cocientes co-
rresponde a la unicidad del campo de desplazamientos excepto por desplaza-

mientos de cuerpo rigido,

3.5 "Problema Distribﬁciona] 0 de Valores en la Frontera

Nuestro propésito en esta seccidn es identificar el problema de valores
en la frontera que corresponde al problema variacional en la seccidn 3.2.
En el siguiente teorema mostrarémos que este resulta ser e1‘problema mixto
de yalores en la frontera.

Teorema 3.5.1. E1 problema' (M) o (V) es equivalente al problema de valo

res en la frontera:

3/2(

A fad 2
Dados C]&:LZ(Q), weH Sl)’ 0 ’41/2(3.1), Fel (32)

y ﬂeLZ (52), encuentre una funcidn weH (Q):




D0 + (10 (20t 15w M)} =

) | )
donde n; y n, son las componente§ de la normal unitaria exterior n a 3gQ,
y t es la tangente unitaria obtenida de n por medio de una rbtacién'de
+ n/2, | |

" ‘Demostracidn: Sea weK una solucidn de (V). Es claro que las condicio

nes de frontera sobre'sl son satisfechas. Sea v = wt+ ¢, ¢cD(0). Es cTaro
que veK, y consecuentemente

a(Q, v-w) = f(v-w), VYvek,

o
a(w,¢) = f(¢), YeeD(2).

Entances,

DJ {!iﬁ(\}é¢ + (1-—\3)(2(,\;,124),12“(0,11¢,22~w,22¢,11}dQ=JQ q.q)dQ (3.5.1)
Q ) .

y, consecuentemente, DAzm; q en D(e). Perteneciendo q a Lz(Q) concluimos

Da2u=q en L%(q) (3.5.2)
Ahora, tomando y=ut¢, ¢€D(32) , tenemos que
DJ {Awtg t (l”v)(zwalzq':slz"‘walld)-szZ"w’zg(ball)}dfF
Q

J Q. odot [ ?.Yo¢d So + J M.Yl¢d32
Q 32 32

(3.5.3)
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Usando las formulas de Green

botd dQ = J A2w<§> dg —J Aw ,n¢d§2+ J éo}t{‘:,n de
‘Q 9] 1Y af
y
JQ(20)312¢512"“)$11¢722' w:zzd’sll) do = | A oL (3‘5.4)

4

J o 2“1”2”*12”“5“’11“”§w’22}¢’n de -
282

- | 2_ 2
M2l 1esgp Ny pdes o0 po da

Se ttene

DJ bo yyeda * D(l“V)J (2010 1 Mg V1104 0
a0 ) 38 ‘ '

“DJ Am,nYoédﬂ 'D(l~V)J {nlnz(wall'w922)+ (ni-ng)w’12} stY6¢dQ
a0 aQ

= IS F.Y0¢d82 + [S M.y1¢d32.
2 2
Por tanto

D (dury + (19) [0 (0r g a4 (002N, , T, =F

2 2 R sobre LZ(SZ)
D {awt(1-v)(2nNy0, 1 5=Nows 1 =Now 595) 3 = M |
ya que F, fiel?(s,). . | (3.5.5)

Inversamente, ahora supongamos que w es una solucion del problema (VF).

Entonces weK y multiplicando escalarmente (VF)1 por (v-w), veK, y aplican

do l1a formula de Green (3.5.4), se demuestra que
alw,v-w)= f(v-uw), YveK.
Por tanto el problema (M) o (V) es equivalente al problema de valores en

la frontera (VF). o : []
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CAP. 4. FUNDAMENTOS DEL METODO'DEL<ELEMENTO ?INITO |

La idea principal es introducir "el método del: elemento finito" y dar
una descrﬁpcién completa del uso de este métodouéara abroximar Tas solu-
cionés del problema de placas (cuarto orden) formulado variacionalmente
'_sobreAun espacio V (espacio de Hilbert). Un esduéma bién conocido para
aproximar tales problemas es el método de Galerkin, el cual consiste en
definir problemas similares, 1lamados "problemas discretos", sobre subespa
~ cios de dimensién finita Vi del egpacio V. Entonces el mét&do del elemento
finito en su forma simple es un método de Galerkin caracterizado por tres
aspectos basicos en la construccion del espacio V: ’

i} Una "triangulacign® Th es establecida sobre el conjunto Q. 1.e.; el

conjunto @ es representado como una unidn finita de elementos finitos

KeT : ‘
h . : 4
i) La funcjén'vhgvh,se expresa mediante polinomios, en el sentido que para

‘cada KeTh , 105 espacios PK'=.{vh ¢ :'vhevh'}'consisten de polinomios.

#i1) Existe una base en el espacio Vh cuyas funciones tienen soporte pe-
quefio, | | S
Describiremos varios ejemplos de elementos finitos cuyos grados de liber .
tad son ya sea todos valores de f@ﬁcién (elemento finito Lagrangiano) o in-
" cluyendo valores de derivadas direccionales (elemento finito Hermitiano).
En estos.casos»1a inclusidn vhc: Hl(Q} (elemento finito clase C°) y la in-
clusidn V, C Hz(g) (Eleﬁento finito clase Cl) se 11§ga a cumplir, respecti
vamente, bajo ciertas condicfonesQ ' |
De mucha importancia son la nocidn de una familia afin de elementos fini
tos (donde los elementos finitOS'de.1§.fami1ia pueden ser obtenidos como .

imdgenes por medio de transformaciones afines de un elemento finito de re-

ferencia) y la nocién del operador Py - interpolacién, ya que juegan un papel
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.impoftante en la teoria de interpo?qcién én egbaciqsvdeASoboley,  Esto$ se
trataran en Ta secc1on 4,5, | o
Tamb1en def1n1remos la "conve genc1a" y el "orden de conyergehc1a" para
una famT]Ta de problemas decretos. En el analTSTs correspondTente el lema
"de Cea jugard un pape] muy 1mp0rtante este cons1ste en estimar el error

[|u -u I[V mediante la distancia entre la solucidn u y el subespacio Vi,

4.1;'Aspectos'BéSfcés deT'Método déT;Elemento Finitﬁ;
Para 15 clase de problemas yar{aciohéTes que-se estudian en’esté‘trabajo(r
-sobre un‘conjﬁnto no vacio, cerrado y convexo K, se observa que K §1ene a
ser un subespacio 1ineal si las éond{cidnes de frontera en desplazamientos
y giros son homogeneos, La homogenidad en dichg tipo de condiéioneswde fron
tera. siempre se puede obtenep mediante un simple canbio de la variable de- .
ﬁendfente.kPor tanto restrfng?remds nuestra atencién al céso eanﬁe K es un
'subespacwo lineal y de hecho, seleccionado apropiadamente al. espac1o Vv, 1gua1
-al espac1o V. Entonces qwendo Ke V' el problema var1acxona1 abstracto (B)
(cf. sec.’ 3,2) toma la fcrma :
Dado feV', encuentre ueVs o
o (4.1.1)
a(y,v)‘sf(’v)’, YveV, S
y el teorema 3.1.8 se reduce aT 1ema de Lax Milgram. De aqu1 la cond1c1on de

esttenc1a y unicidad.del. prob]ema (4.1, 1) v1ene a.ser:

C1; a( 5 L) YxVeR s K- eliptica

3

condicidn que se supandra sat1sfecha de aqu1 en ade]ante
Los Métodos de Gakerkin y RiXz.
E1 método de Galerkin para éproximar la solucién del problema {4.1.1)

“consiste en definir problemas similares én subespacios de dimensifn finita‘

del espacio V. Mas especificamente, con cualquier subespacio de dimensidn
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fin{ta Vh de'V, asociamos el pr051emé‘di$Creto:
Encuentre“u eyh tal que o

: (4.1.2) V
( hsvh) f(V ), VVhEVh.
Aplicando el lema de Lax M11gram observamos que dicho prob1ema tiene una y

solo una solucién Ups ]1amada solucidn d1screta

......

Observac1on 4.:1.1. Cuando la forma bilineal a{.,.) es simétrica, la

solucion dtscreta es caracterizada por la propiedad “
ou) = inf 30 ), o N (4.1.3)
Ty eV . o - ‘
"h™’h " '
donde 1a funcional J estd dada por J (v) ='1-a(v v)—f(v). Esta otra defini-
cion de Ta solucidon discreta da ]ugar al metodo de Ritz,

Los #res Aépeciéé 8&4&&05 deﬁ MCtoda del Eﬂemenio F&nato Método del

Eﬁemenia Finito Conﬁukme _

Este método da una técnica para constrUIr familias de subespac1os de
' aprox1mac1on Vh de1 espacio V, donde V es de la forma:

¥ = S (2) para problemas de tipo Dirichlet homogeneb

Hg (icvCH" (o) (propiamente) para problemas mixtos

e Hm"’(ﬂ);para problemas de traccion. ‘

Aqu1 @ es un subconjunto abierto de Rn ~con frontera 30 Lipschitz con-
“tinua, y 2m es el orden de la ecuacion formal en derivados parc1a1es (dos
veces el orden de 1as derlvadas parclales en la forma a(g,v));

- La construccidn dé'\!h estd caracterizada por tres aspectos basicos:
“A). La triqngu]acién'Th es establecida sobre el conjunto ﬁ';i.e., el con-
junto q es gubdfvidido en un nimero finito de subconjuntos K, 11amadas
elementos finitos, de manera tal, que 1as siguientes propiedades son

satisfechas:
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i.g = UEKETh K

ii;“para cada K el e] COHJUﬂtO K es cerrado y e] 1nter1or K es.no vacwq.f
it 1Para d1st1ntos Kl, k2 eTh, se tiene que K nK2 ¢ |
v, Para cada KeTh, la frontera K es L1psch1tz continua
Y; Cualquier cara de un e]ementa f1n1to Kl es-0 una cara de otro. e]emen'
to f1n1to KZ’ en este caso 'los elementos finitos Kl y K2 se d1cen .
‘ser adyacentes, 0 una pcrc1on de 1a frontera 90 . del congunto Q
Una vez que una trlqngu]aclon.Th es estab]e;mda sobre el conJunto'g?
uno define pn'eaﬁacéﬁAde.éﬁamanté‘ﬁLano X, a través‘de un proceso eépeci-
_fico. Por‘el-mdmento SfmpTeméﬁte'dTremos que Xh es un espac1o de dimension
finita de func1ones def1ﬂ1das sobre el congunto a. ‘ |

Dado un esPac1o de e]emento f1n1to X def1n1mos Tos espac1os o
P: = {'\’th . YhEX } . -
. generado por los restr1cc1ones Vh]K de Tas func1onps VheTh sobre e]ementos
v f1n1tos Keﬂ | | L

Ahora, para el caso m= =2, damos un' teorema que serd de gran utilidad.

*Teorema 4.1.2 Suponga que 1as_1nc1uc1ones PKC:HZ(K) para todo,KeJh y

.thjcl(ﬁ) se cumplen. Entonces J§s>siguientés'inclusiones se satisfacen:

| XHCZHZ( ) | _ o )
111, XOO {\-’hexah vy = Vh,n O sobre BQ}{'H (Q) | e D |

'}B}, £ segundo aspecto’ basico del metodo del’ e1emento f1n1t0 es que 103 espa- o

| cios PK,KQT‘h, contienen polinomlos 0 al menos, contienen funciones las

- cuales son “cercanas” a po1inom§os,AEniesta:etapa,‘no”seremos espec?ficos
pero si d1remos que - |

-

T. es 1a base para 1a convergenc1a de todos les resultados que se verdn, y
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ii; Ofrecé hn cé]cu]g simp1e,dé ios coefi@{énfea del siétema7]inéaf resﬁl;
tante - R | |
Ahora brevemente exam1nem0$ como el prob]ema discreto (4 1.2) és resuel
‘to en la pract1ca, ’Sea (wk)z_1 una base en e] espacio Vh' Entonces 1a sﬁ-v
lucidn uh”;‘ g . , del prob1ema (4 1. 2) es tal que los coeficientes

k son soTuc10nes del s1stena lineal .

MR

- a(”k*mg) ”k'z'”'Qﬁl’ e Moo - ”«’(4f1‘4)

cuya matriz es siempre invertibié, va que la forma bilineal se supone‘ser:7f
V-e]iptTCa; es a foréiori Vh—eifptica} Lé Matfiz'(a(@k;wt)) y e1{vectokv
(f(wﬂ)) son 1lamados la mataiz de ﬂﬁgidész e]'uecton”dethﬂga;‘respecti;r 
vamente, | ' ;‘vx o | B '
C)}‘Consideraremos como tefcer aspgcto bésico del méfodétdélAe]emen£on1njtd;f,
el que exista al menos una ba;e‘fcanénica“fen e{,espaéioAvh cuyaﬁ.corres-

pondientes funciones. base tengan‘soporte'pequeﬁo..

'4:2;"Probfedades Generales de Elementos Finitos

Hasta ahora no hemos definido lo que‘éé un elemento finito. E1 objefivo '

;de esta parte es dar una definicidn formé]fdé elemento finito y aTgunaé propig f
~ dades de ellos. Ademas yeremosAd]gunas definiciones bésicas; asi éomo eT opera
‘ dor P-interpolacion. | | A | , | | |
~°Un elemento finito en RN es uhé terna (K,P,z) donde:

i. K es un subconjunto cerrado de Rﬁ con un.interior no vacio yvdna frontera

LTpschth continua, o o VV ' »
i{. P es un espacio de func1ones reales def1n1das sobre el conJunto K,

1i7. £ es un COTJUHtO finito de formas ]1neaTes Tinealmente 1ndepend1entes ¢ ;‘

lf}jh, defrnldas'sobre el espaclc P. Por defingclon, es supuesto que el

conjunto x» es P-unisolvente en el siguiente sentido: dado.cualquier




42

,escalares a5 l<1<N existe una dnica funcwon peP la cual saf1sface .

8.(p) =y I<isN S R (5 21)

‘Consecuentemente, existen funciones p%eP;*lijfﬂ, las cuales satisfacen -

Puesto que tenémos que | | o
VpeP p= ?i ¢ (p ) Pss oo e T (4.2.3) -
i=1 ! - : T

esto emp11ca que el espacio P es de d1mens1on fwnwta y que d1m P=N.

Las formas 11nea1es ¢ s l<1<N son ]1amadas Tos grados.de £&be&tad deﬂ

- elemento {inito, y 1asAfunc10nesyp1, 1<i=<N, son 11amadas las 5unc&0ne4 |

- base del elemento finito.

Observaciéh 4.2.1. Genera]meﬁte al conjunto K se Te 1lama un'e1émentd‘3
finito, sin embargd por - e?emehto finito ehtenderemos una terna (K, Pbi). ‘[I

0bservac1on 4 .2. La P- unnso1venc1a del conJunto I es equ1va]ente a e]

hecho de que las N fornas 11nea]es ¢ forman una base en el espacio dua1
i

de P, Como una consecuenc1a, uno puede ver las bases (4»1.)[?=1 y (p1)§:1 E

-~ como baqes dua1es, en el sentido a]gebra1co o e o 0

Para e] caso part1cu1ar donde K es un poliedro: en R R 1 e., para el.

- caso en que los elementos flnxtos son‘rectos (cuyas fronteras son compues-

tas por caras rectas), los grados de libertad son de alguna de las siguien

tes formas:

poplad, N | | o
Po0%(e 2)(c1k,E P I R

donde Tos puntbs ai, O 1,2, pertenecen a] e]emento f1n1to y los vectores (d}

ferentes de<cero) E%k,Efk.Efﬂ" son constru1dos a part1r de’ 1a gpometrta del

e1emento f1n1to (Uor ejemplo, D (a )(a - ), aup(aij), etc.,..) o.vectores
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fijos de R" (pOr e;emp]o 2 p(a p(ak ). Log,puhto§'a§ , T #70,1;2, son

T ————

]Tamadcs Tos nodos del e1emento f1n1to
~ Solamente se consideran derivadas d1recc1ona1es de orden 1 § 2 ya que
“de mayor orden son casi no. utmlyzados Dara_prop]emas,de cuarto orden,

~ Cuando todos los grados de 11bertad de un elemento finito son de ]a'forma
p-+p(a ) diremos que éste es un elemento finito qurangwano mientras que

s1 al menos una derwvada d1recc10na1 ocurre como grado de 11bertad diremos
que es un e1emento finito Heﬂm&t&ano

Ex1sten esencialmente dos métodos para comprobar que un conjunto dado |
£ de grados de 11bertad es P- un1501vente

a) Comprobar que la dim P=card (2)‘
'b) presentar las func1ones base, o
demostrar que si todos los grados de 11bertad son igual a cero entonces

- existe una y solo una correspondmente funcmon en'pP, 1a“cua1 es 1dent1ca
a cero. L ‘ o o .
Dado un elemento finito (K,P,z), y dada una funcidn y: K+R, suficien- .

temente suave para que Ios grados de 11bertad ¢ (v) ‘1<i<N, sean bién defi-
jn1dos, denotemos por
: %Y* g '¢'(V5Pi  : o . o o © (4.2.5)
=1 e R SMTeE
al P»énzéﬁaoﬁanie de la fdnﬁién'y,:e1 éuéi es bién definida ya'QUe eI'con-
junto E es P-unisolvente. En efecto e] P 1nterpo]ante también denotado

" por ﬂkV es caracterizado por 1as condiciones
CaveP, y ¢s(mv) = ¢i(v)’ 1§ﬁ§N,‘ | o (a.2.6)

: Siempre'que los grados de Wibﬂrtad‘sean de la forma (4.2.4), s denotar§
el orden mdximo de derivadas que.ocurren en-la definicién del conjunto .
Entonces, para todos los elementos finitos que veremos, la inclusidn ;
PC C3(K) se cumple. Consecuentemente,” ‘consideraremos que, el dominio dom m

del operador P-interpolacién = es el espacio
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dom = C3(K) o S (4.2.7)
~ Siendo este el caso, se sigue que Ja restriccién de = sobre PTdom n es
la identidad; i.e., |

YpeP, “b =p (4.2.8)

Elementos Finitos Tguales y Afinmente Equivalentes
° Dos elementos finftos,(<;P,z)‘y (L;Q,E) son {guafes ‘si tenemos
K=L, P=Qym =a . o - (4.2.9)

. ° Dos elementos finitos (k:@,%) % (K,P,z),conrgrados de libertad de la

forma (4.2.4), se dicen ser afinmente equivalentes si .existe una trans-

formacién afin invertible R -
FixeR'>F(x)=Bx+ber” o (4.2.10)

“tal que las siguientes relaciones se cumplan:’

K=F@), SR O (4.2.11)
- _a -l o5 | | ’ V . :

P ={p:K+R; p=p.F™", peP} , S | (4.2.12)

' = F(ET), r=0,1,2, . o - (4.2.13)

IS | 2 - .n2 2

_ _ . a2 - . ‘
£y = BE;, » Ef, = BEj, . Ejp= BEY, | (4.2.14)
siémpre que los nodo§ al(resp,a’), y Qectores e, {resp. £l
e jespaayl ke Bk Sie Rk
YRy

Eik’ »Eiﬁ)’ ésttanfen la definicion del. conjunto = (resp.g ).

Observacién 4.2.3. Cualesquiera dos iguales elementos finitos Lagran
gianos son afinmente equivalentes. A ‘ g

Ahora consideremos elementos finitos donde algunos grados de 1ibertad

son derivadas normales en algunos nodos. Entonces dos iguales de estos ele
mentos finitos no son én géneral afinmente equivalentes. la propiedad para

que un vector sea normal a un hiperplano no es en general preservada a tra-
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ves de una transformacion afin,

Constantemente usaremos las relaciones

;ek‘>X=F(§)eKa S R : ' (4.2.15)

peb>p=p.F L (4.2.16)

entre los puntos xeK y xgK, y las funciones pgﬁ y peP correspondientes a
dos elementos finitos afinmente equivalentes, Como una consecuencia de las

relaciones (4.2.15) y (4.2.16), observamos que

p(X) = p(x), VXK, pef. h 427

- Ahora damos una relacidn crucial entre el operador ﬁ—interpo]aciénvg y
el operador P-interpolacidn 4, y-también entre Tas funciones base de elemen
tos finitos equivalentes. ' -

Teorema 4.2.4. Sean (K,P,z) y (K,P,3) dos elementos finitos afinmente

equivalentes con grados de Tibertad de la {orma (4.2.4). Entonces, si 6i’
" lcicN, son las funciones base.del elemento finifo Q, las funciones Py
1<icN, son las funciones base del elemento finito K. Los operadores de

interpolacidén 'y 7 son tales que

balad

()" = v h : . (4.2.18)
para cualquiera v domy y ve domy asociadas por

Ve domn v=§.F'lg dom. S o o ‘ (4.2.19)

‘Demostracion (cf. Giariet] 19787]). _ o ]
° Una familia de elementos finitos es 1lamada una familia agfin si todos sus
elementos finitos son afinmente equivalente a un elemento finito, el cual

es 1lamado el elemento finito de referencia de la familia (el elemento
finito de referencia (ﬁ,ﬁ,g) no -necesariamente pertenece a la familia).
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entonces las funciones base mj,'lfjfm, de] espacto.de elemento finito son

- definidas por las relaciones - : S,

wieXp ¥ ¢y plug) = gy 1<i B (4.2.22)
Dado un espacio de elemento finito X coh_un conjunto de grados de Ti-

bertad de la forma (4.2.21), a cada funcidén v:®»R , suficientemente suaver

.para que los grados de libertad ¢j”h(v};'1£jsm, sean-bién définidos, aso-

_ciamos la funcibn

M

= I é. . .

(4.2.23)
La funcién = v, 1lamada el Xhhinzeﬂ@ozaczén de la funcidn'v, es caracteri
zada por las condiciones

ﬁhV€Xh y ¢j,h<ﬁhV) = ¢j,h(V)"l§j:M ) , . - - (442-24)

Denotando por s el maximo orden de derivadas direccionales que ocurren

en los elementos finitos (K,PK, Ek), KeIh, usualmente consideraremos, en
vista de 1a definicion (4.2.7), que el dominio dom w, del operadon X, -inter.
pokacibn w es eT’espacio -

dom . = C°(R). | ‘ ‘ - (4.2.25)

~ Nuestro siguiente paso es dar una relacién de importancia entre e ope—
rador interpolacidn geobal w y el operador interpolacion Local .

Teorema 4.2.5. Sea v cualquier funcidn en el espacio dom T = CS(Q).

Entonces las restricciones v[Klpertenecen a los espacios‘dom mgs Y tenemos
que

‘Demostracién; (c.f. Ciarletﬁ[}97§]:);A ' - N D
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E1 concepto de una familia af1n de. e]ementos finitos es. de»gran 1mpor-
tanc1a por 1as razones c1gu1entes
i) En la practica, la mayor parie de] trabago comp]ego en el ca1cu1o de
105 coeficientes del sistema 11nea1 (4"1!4) es hecho en un elemento

finito de referencia, no en un elemento finito genérico.

~i1) Para tales familias afines, una teorfa de énterpofacitn puede ser

 desarro11ada, viniendo.a ser gsta la base de la mayor parte de Tlos

teoremas de convergenc1a
ii1) Aln cuando una familia de e?ementos finitos no es una familia afwn,

.se Te asocia una manera ObVIa con una familia afin cuyo papel “1nter~

 medio" es esenc1a1

Cperadon X- -interpolacion

Definamos a 2 como e conjunto de grados de Libentad de un espacio de
eLemento 5inﬁto Xﬁ Entonces, cuando los grados de libertad de todos los.

elementos finitos son de a]guna de 1as formas (4.2.4), 1os grados de ]1ber

. tad de] espac1o de elemento f1n1to son de alguna de las swgu1entes formas:

N

Vvl | | | |
v » Dv(bl) o1 L L 4.2.20)
RN D - He e
v»fwbxmw§>

“donde los puntos b , r=0,1,2, |1amados nodos dek eépac&o daﬁ etemento 5&nafo

const1tuyen un congunto el cual sera generalmente denotado por Nh

Si escribimos el congunto Zh como

zh.x'{¢j,h, 1< j <M b ) ' o (4}2121) ,
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4.3. Elementos Finitos de Clase C° y ¢l

Para el caso donde todos los elementos finitos (K, PK, EK),.KeTh, usados
‘en la definicion de un es@acio de elemento finito, son del mismo tipo,

diremos que cualquiera de ellos es un elemento finito genérico del espacio.
Ahora demos dos definiciones de mucha importancia. '

° Un elemento finito genérico (K, P> gK) es de cfase C° si:
i) la inclusion PKC: C°(K) se cumple, y

Y

ii) si K1 y K2 son dos elementos finitos adyacentés, las restricciones

vh!kl y vhlkz coinciden a 10'1argo de la cara comdn a_Kl y K2 para
cualquier funcidn Vi, del corresporidiente espacio de elemento finito.
Como consecuencia, es legitimo en este caso considerar que la inclu-
sidn V, C €°(Q) se cumplg. ”

]

° Un elemento finito genéricc (K, Pys ZK) es de cfase C' si:

i} 1a inclusion Py C Cl(K) se cumple y

ii) si K1 y K2 son dos elementos finitos adyacentes, para cualquier funcion

vy, en el correspondiente espacio del elemento finito, las restricciones

-,

Vhlki y Vh]kz coinciden a 1o largo de la cara K' comin a Ky y Ky y las

derivadas normales exteriores 3 v, |, y.9.v.|, tienen como suma cero
n'h kl ~“n"h k2' -
a lo largo:de K'..En consecuencia, es legitimo en este caso considerar

que la inclusidn vV, C Cl(é) se cumple.

A continuacidn damos dos ejemplos de elementos finitos de clase C° y Cl,

los cuales seran utilizados en las secciones 5.2 y 5.1, respectivamente.

- 1) Rectangulo de Adini.

Naz ~ — 84
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- RPN I
=Py © ¥ Dyxpn X%k

dim P, = 12
B = (plag), app(a;)s 9p(ay), Leizh)

donde la primera derivada de cada a, se indica con un pequefio circulo.

i) Rectdngulo de Bogner-Fox-Schmit.

dim P, = 16 1 T
5 = (p(ag)s Dfagd(ag 1-24)s Dylai)(ag 174,

2 ’ R .
Dp(ai)(ai-l'ai’ 4170

0, equivalentemente
= {p(a;), 91plag), 3p(ay), 2ppn(ay), 1<i<4} .

En la efeccifn de un elemento finito‘para resolver un probfema'dado, las

siguientes consideraciones son usua]mente'tomadas en cuenta:

i) E1 elemento finito debe ser aprop1ado a la geometria del prob?ema
. Consideraciones geométricas también justifican Tla eleccion de elemen—

tos finitos curvos en vez de e1ementos finitos rectos en el caso de
dominios Curvos. '
ii) E1 elemento finito natura]mente debe ser apropiado para el problema

a ser resuelto, Para métodos conformes de elementos f1n1tos, veremos
que se requiere el uso de elementos finitos de clase.C° o Cl. Ademas,
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o yeremos que en el andlisis. de convergerc1as se requ1ere (entre otras
- €C0SaS ), para prob]emas dé cuarto orden las 1nc1us1ones PZ(K)C:~PK’

K€Th .

jfi) Una vez que~Jos criterios anteriores han sido satisfechos,kfa1ta‘obte~
- “ner un sistema 1ineal cuyos coef1c1entes son faciles de calcular y
cuya resolucidn sea lo mas s1mp1e p051b1e Recordaremos dos reg1a§\1as
cuales tienden a reducir- c1ertos‘d1f1cu1tades computacionales:

La primera es que, si es bosib]e, los Conjuntos de grados de libertad-

- asociados con un nodo dado en la triangulacién sean todos parecidos,
para evitar diferentes instrucciones dependiendo sobre el nodo.
La segunda es que cada nodo del espacio sea comiin al mayor nimero de

- elementos finitos.

4.4, Consideraciones Generales sobre convergencia

Familia Convergente de Problemas Discretos

- Considere la ecuacion variacional

au) = F0), eV (@4

cuya solucidn u se desea aproximar, se supone que las hipotesis del Tema
_Lax Milgram son satisfechas. Sea‘{Vﬁ}E;a una familia de espacios de ele-

mentos finitos conforme en el sentido de estar constituida por subespacios

de V, y sea
alu, vp) = flv ) vthvh | o (4.4.2)

la familia de problemas discretos,asociado‘cUyas soluciones forman la su-
cesion {u, ¥

{ h}h>0 |
vergente de problemas discretos, si,'{uh}h»o es convergente a la solucion

‘Entonces diremos que esta familia forma una familia con-

u en la norma de V, i.e., » _ '
Tim Jfu-up || =0 | L (a3
“ho : ' I '
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Lema de Cea

. Nuestro propdsito es dar condiciones suficientes para conyergencia y,
como un primer resultado en esta direccidn, tenemo§ la siguiente estimacion
del error. o ' A

“"Teorema 4.4.1 (Lema de Cea)w_ Existe una constante C independiente de
AV}, tal que o ‘

Hu-u, || < Cinf ||u-v, || B Y- B

hil — v h o - : -
Yhe¥h SRR

VConsecuentemente, una condicion suficiente de conyergencia es‘que «

lim  inf [Iu—vhll =0, - ‘ - (4.4.5)

. Demostracibn. Sea wy, Un e]emento arbitrario en Vh; \Se sigue de (4;4.1)'V

y (4.4.2) que | ; ' ‘ o ‘
a(q-uh,wh) = Q.

Por tanto, de la continuidad y V-elipticidad de a, obtenemos Vvhevh‘

o llq"uhllzvs,a(U-uh,»u-uh) = alu-up, u-vy)

B N I I T
de donde (4.4;4)>58 concluye con C =~M/g,‘ ' R , []

, Observacién'4.4.2. ‘Cuando la forma bilineal a(.,.) es simétrica, hay

‘una interpretacion geométrica de:1a solucidn discreta. Puesto que

a(u—uh,mh)'f 0, VeV, se sigue que.uh.es K prayeccién sobre V, de la.

solucidn exacta u, con respecto al producto interno a(.,.). Entonces, tene

mos en este caso R e ' '

alumug, umup) =it alu-vg,uevg ).
o ;.vheyh A
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| Usando la V-elipticidad y la continuidad de Ta forma bilineal, deducimos :

vl <8 st o]

s L Uhe\"h B

Por tanto hemos obtenido una constante "mencr" que en la demostracién .
del -teorema 4.4.1, ya que Ta constante M es necesariamente mis gramde que
la constante a. I o 0

Onden de Convergencia

_La simple, peroﬁcrucial,‘desigua1dad (4.4.4)(demuesfra>que el problema
"~ de estimacidn del error Ilu—uh}l es reducido a un prcblema de la teoria

de aproximacion: Evaluar la distahcia.d(u,vh) = infl|Ju-vp [ @ vpeVd

entre una funcidn ueV y un subeépacio v, V. Esto explica el porque demos
traremos resultados del siguiente tipo. Suponiendo regularidad apropiada de
la funcién u, mostraremos que la distancia d(u,vh) es acotada por una cons-

tante (la cual usualmente implica normas de derivadas de alto orden de Ta
funcién u) h? para algln exponente g>0, y en consecuencia concluiremos que

Mu-upll < c @ (dae)
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51 este es el caso, diremOquuevel orden de convergencia es B, 0 equiyaleht
~ temente, que tenemos una convergencia o(h?), y- simplemente escribiremos

| Ju- uhll 0(h®). T S (4.4.7)

4.5, \Teoria de Interpolacién en Espacios de Sobolev.
Del Lema de Cea, teorema 4.4.1, la mejor estimaéién_de] error resultaria
mostrando el elemento e ueV, tal que {inf[lu—vh||2;g_: VeVl =[|u-ehu]| ,
1.e., la proyeccion de la solucion u sobre el espacio V.

Sin embargo, ésta no es una-empresa facil y resulta mds conveniente utili
zar el Xh-interpolante m U de la solucidn u, en cuyo caso se obtiene la

estimacion del error j]u-uh]jz;df__ IlU~WhU1[2,gf Tmendo.en cugnta que
estamos usando la norma llﬁ"?,g ¥ que (nhu,)]K.szu para toda Ksrh (ﬁeqrg
ma 4.2.5), podemos escribir '
T e (e uee ul[2 3172
[u=mpull, o (.K?éThl lu-mul 5 )
Por tanto, el problema de obtener una estimacidn para’él error [ |u- uh[]é o
es reducido al problema de eva]uar cant1dades ‘tales como l]u -mu] | o K Y 1a

solucion de dichos problemas de 1ncerpo]ac10n Eucaﬁ Este es el objetivo
de 1a teoria-de interpolacidn en espacios de Sobolev. Un resultado crucial
es que, para un elemento finth*(K,Pk,zK) el cual puede ser embebido en una

~familia afin y cuyo operador Py -interpolacidn deja invariante los polinomios
< k (equivalentemente, las inc]usﬁones'ka(K)C: Py se cump]eh), existe una

‘constante C independiente de K tal que

hk+1 “
‘ k+1 0
el (KDY, vmvln g <o o |V[1\+1 K> 0w s ke
K
donde
hk = dismetro de K

H

OK supremo de los diémetros‘dé las esferas inscritas en K.
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"~ Este resultado es demostradone m%nera.mésfgehera] en e]Ateofema 4.5.5.

En la prdctica, a menudo se considera uﬁa familia regular de elementos -
“finitos, en el sentido que los didmetros h, tienden a cero, y que existe o

una constante o independiente de K tal que hy < opy. En este caso la espi ,

macion del error de interpa]acién'viene a ser (teorema 4.5.6).
L klemy
V=m0t 00, 0<m < k+1

~ Entonces, primeramente daremos las definiciones de ]bs'espacios LP(q) y

los espacios de Sobolev W™P(a), en 1b§;cua1es_se trabajara.
Espacios LP()
Los conjuntos LP(g) definidos por

Lp(g) :{Vsm(g):f‘

|v|Pdx<w} , 1p<e
e T

. ~ » (4.5.1)
L7(0) ={vem(e): sup ess |v(x)|<=} '
V _— XeQ ' -

provisto de las funciones

1l = 191Pax 1P agpeo , velPla) o
o S (4.5.2)

mn

sup  ess [vix)| = inf’{Kﬁly(x)|§_K p.c.t. xen} , v eLP(a)

v,
| Xefl

constituyen espacios vectoriales normados. La estructura algebrdica es la
usual en el sentido de que los elementos de Lp(Q) son clases de equivalencia
velP(a)<= v=[:v:]_='{ueLp(Q): u(x)= v(x) p.c.t. xe },

Aqui, m(Q) denota al conjunto de funciones medibles en Q.

Algunas propiedades de los espacios LP(q) son:

i) Lp(ﬁ)‘es de Banach (comp]éto)<si'1£pi_é
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‘ Q
iii) LP(a) es separable para lip<e ,(={q) no es Separab]e.
Espacios de Sobotev W™F (a)
Sea"lfpie , su dual p' =‘p/{b—l);(p*sm si psl, p's 1 sip = =) y sea
m un entero no negativo. E1 conjunto de (clases de equivalencia de) funcio-

nes

W™P(e) = vetP(a): DvelP(a), Vlalsmy  (4.5.3)

provisto de la funcidn

l]v|lmspag = { : X ‘JQ[SGV}p dx}l/p , 1 ipém. ,

o<fal<m _ (4.5.4)
VIl g = max { sup esle“v(x)}},, p =o,
i o<|al<m | xe@
es un espacio normado.
* También se usardn los semi-normas }
' 1/p S

: = b a1 P - : v

1V = . D v |Fdx 1 <p< = S

‘I Im,p,ﬁ { JQIFWJQI » I } g *P o - (4.5.5)

i

IVIm’w q & max {-sup ess] de(x)l} ,p = e

’ja{=m Xef

E1 espacio de Sdbo1ev Ng’p(s) es la cerradura del espacio D(g) en el espacio

wm’p(ﬁ)-

Algunas propiedades de 1os'espacios de Soboleyv de orden entero son:

i) W™P(q) es de Banach (comP]eto)




56

i) WP G WhPla) g WO P(a) = LP(a), ¥ mokeo
i11) WP(a) es éeparable‘para‘lgp<w |

) WeP(Q) es reflexivo para l<p<e
v) H" (0)= wm,Z es de Hilbert con respecto al producto interno

=z {e%, %)
" 'Oﬁidlfmjn o

(u,v)
vi) W2P(a) = 1P(q) para Leps=
vit) Ng’p(g) es un subespacio cerrado propio de W™ P(q) y, por tanto

W3?P(2) es de Banach

| wg,p(g) es separable para l<p<e
MPio) e s - s
W,>"(2) es reflexivo para l<p<=

HZ‘(Q)' N ’ (Q) es de Hilbert respecto al producto interno

" o<lalam

wiyz o (%, %)
’ Q

‘Sea P (Q) el espacio de polinomios en.q de orden 5_k;,
E1 espacio coc&enta wk+l’p( )/Pk( ), es un espacio de Banach cuando es

‘equ1pado con 1a namwa cociente |

aktLsp . I S
Q) /P, (2) >||v]] = _inf  ||v+p]] (4.5.6)
donde
v =(uek P () (w-v)eP, (2)} _ - (4.5.7)
denota la clase de equivalencia del eiemento vel "(Q).
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Entonces, por'construccién la tranfformacién

kel o _ .
Y€w_+ p( )/P ’* |V| k+_]. P Q |V|k+1 P Q VVE\/ ’ (4\58)

es una seminorma sobre el espacio cociente _k tl P )/P (2), la cual satié,'
face la desigualdad ' '

k+1 ,p , ' o 3
Yve W (2)/P ( _ |v|k+1 - ||v||k+1 0.0 - (475.9)'
(observe que, para cualquier po]1nomTo pst(Q), :

o 1p | o
|.|v+p||k+1’p’9 _- I |k+1 P Q+||V+p||k p Q) 2 |v|k+Al,P,'Q

con la modificacidn estandard para p=e). La.re]a(jién inversa de (4.5.9)
esta dada por el teorema siguiente, de lo cual se concluye que la seminorna
(4.5.8) es de hecho una norma en el espacio cociente equivalente a Ta norma

cociente (4.5.6)

Teorema 4.5.1 Existe una constante C (q) tal que

k+1 p( 0 | ~ . ’
Pla), inf [ [vpl] < C () |v| - (4:5.10)
peP, (2) ktlipia = Mktlpon _

Y., consecuentemente, tenemos

¥ye wy*l P(a) /P, (a), (4.5.11)

Va1, py0 = © @V 0

Demostracidn (c.f. Ciarlet [19787]). o S ' _ []_

. Estimacion del Ewron para Operadonres que Preservan Polinomios

Nuestro proximo objetivo -es estimar el error de interpolacidn
_|v-“kv| m,q, k y- ||Y'“kvl|m,q,k .dond_ehﬂvk es el operador Pk—1nt¢rpo]ac1on
asociado con algin elemento. finito. - Sin embargo, se presenta una teoria de

aproximacién valida para operadores que preservan po].nom1os mas generales,
i.e., no necesariamente de tipo interpolacidn. e '

. . . . A n . . _ .
° Diremos que dos subconjuntos abiertos o y'{i de R son afimwnente equiva-
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Lentes s existe una t;ansformacién'afin invértib}e

CF:%eR™> F(R) = BR tb ER”; . ‘ ' (4.5.12)
tal que
Q=FR). -  (4.5.13)

Como en el caso de elementos finitos afinmente equivalentes, usaremos las

correspondencias
- Red +x=F(i)eQ ~(4.5.14)
(F:0R)(v=b.F g ) S | (4.5.15)

~entre los puntos xeft y xe, y entre las funciones definidas sobre el con-
junto & y el conjunto Q. Observe que de (4.5.14) y (4.5.15) tenemos

x) = v(x). R L - (4.5.16)
Ahora necesitamos conocer como. se comportan las seminormas de Sobolev

definidas en (4.5.5) de un conjunto abierto a uno afinmente equivalente.
Esto se trata en el prdximo teorema. ‘

‘Teorema 4.5.2 Sean oy & dos subconguntos abwertos af1nmente equ1va—

lentes de R". ~Si una funcidn v pertenece al espacio W' M>P(Q) para algin
entero m>0 y a]gun nimero pe[1,=] , la funcidn v=v.F pertenece al espacio

wm’p(ﬁ), y ademds existe una constante C=C(m,n) tal que

wel™P(e), [v| A < c]lalim ]det 8)|~Y/P |y (4.5.17)

m,p,R — m p Q

donde B es la matriz de la transformacion F en (4.5.12) Andlogamente, tene -
mos que - ‘

m,pa -1m 1 4 1)
e P&, vl o o< c]\B | [det ] /P[vpm . s
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© Demostracién, (c.f. Ciar]et.[jQ?S}v) o B . D

Para aplicar el teorema 4.5; 2 es conveniente eyaluar las normas|i8|[
y |8 || en términos de 51mp1es cantidades geemetrlcas Este es el objeto
del prox1mo teorema, donde usaremos la notacién:

~

~h=dian (@), h = diam (R) - . (4:5.19)

p= sup {diam (S): S eS una bola contenida en o} }l

o ) | (4.5.20)
p= sup {diam (8): S es una bola contenida en §} : T

Teorema 4.5.3. Sean { y fQ=F(ﬁ):dos subconjuntos abiertos afinmente

- equivalente de R".
Entonces Tlas cotas superiores

18115 1111 & s,

oy

se cumplen.

" Demostracidén. ‘Podemos escribir

LY

i

sup  |[Bg]].
HEH-~

'D‘:_>||-l

heRd
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Dado un vector & safigfaciendo'[]gl[=8 ,-éxisten dos puntos’§;i,£5
tales que y-2= &, por definicién de 5 (fig. 4.5,1). Ya que Be= F(§)-F(2)

con F(§)eft, F(Z)eR, deducimos que ||Bg||<h y bof ténto‘]o‘primera desigual
dad de (4.5.21) es demostyada. Ld.otra desigualdad es ﬁrobada en forma
similar. , o S ~[}

Ahora estamos en posicion .de probar una prop1edad importante de opera
dores que preservan polinomios.

~Teorema 4.5.4. Para algunos enteros k20" y m> 0 'y‘a1gunos nimeros

P qe[:l »], sean Wkt L P() y WM q(sz) espac1os de Sobo]ev sat1sfac1endo Ta

‘1nc]us1on

LG G s
oy sea 2e LRTLP(R); 1™ A(a)) una{traﬁsformacién ﬁa}.qué
- ¥peP (8), AP = P . ‘;A | “- | e - (4;5.23)

Para cuaTqu1er conjunto ab1erto 0 af1nmpnte equivalente al congunto g,
sea 0 la transformaC1on def1n1da por - '

(ng v) =0 | B . (4.5.24)
para todas las funciones Vewk *l, P5) Y Ve Wk 1, 'P(g) en 1a correspondencia .
A (4.5.15) . Entonces existe una Constante C(+,8) tal que,

k+l p ]V 1139 Vlm 0,0

l k+1 X
¢ (F.8)(vol. (apra-are) 12 (4.5.25)

. p m lvlk+l P8
con hy p definidas como‘en‘(4.5.l9 y (4.5.20), respectivamenfe.

'Desmcstracién. Usando (4.5.23) obtenemos la identidad

Vet Lo (8), UeR, (B), -39 = (1-7)(64p)= 0-f0




61

donde I, 1a transforma¢idn 1dent1dad de wk+1’P(ﬁ) en W™ q(ﬁ), es cont1nua
De esta identidad deducimos. que 3 :

IVT #ln,q.0 <l 1411 ct @) W 9@)) 4Tnf(§)]]?+p|‘k*1;P,§n

7 pePy A <
: - (4.5.26)
i f Q)IV' k‘*‘l,P,Q
debido al teorema 4.5.1.
De (4.5.24) tenemos que
- = (v- may)®
y por tanto aplicando el teorema 4.5.2 obtenemos
lv-nav] o < c{[s |1m|det(s)f1/q(v 50l (4.5.27)
m,q,Q — I T, q, AR
POr el mismo teorema,
A k1 Apy R,
Ivlm pg«cueu det(8) 7Pl o g s

Ly entonces, para obtener la desigualdad (4.5.25) es suficiente combinar las
desigualdades (4.5.26), (4.5.27) y (4.5.28) y las.cotas superiores~[{8[f§_h¢;‘~

y 113—2115:64} (teorema'4.5.3). Finalmente, observamos que
ldet()] =-vol (@ . B

Nuestro siguiente paso es estimar el error de interpolacién para fami-
lias afines de elementos finitos, para Ta cual damos el teorema siguiente

" Teorema 4.5.5. Séa‘(ﬁ 5'§) un e]emento finito, pdra el cual s denota -
el orden mayor de der1vadas parc1a1es que ocurren en 1a definicidon de £ .

~ Si las siguientes inclusiones se cump]en para a]gunos enteros m>0 y k>0 y
para algunos nimeros p, qg[:l ?J »

Nk+1,P(R):G CS'U“('),. - . ) = . | (4‘.5.'29) .
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SR G AR, (05.30)
P (k) 5 C:'wm’q(R)‘*=' o "(4;5,31)V’

 existe una constante C(K P 2) ta] que para todos. elementos finitos af1n- ,
mente equ1va1entes (K,P,z), ¥ toda func1on Vewk 1’p(K)

2 g g, COR P ol ))( f)-(1/p) T M @52
. . . }: - .' . : B i
‘Aqu1 nkv denota el Pk—1nterpolante de la func1on v, y
vol(K) = dx-medida de K, _
hy = dian (K) ST (4.533)
. oy = sup{diam(S): S es” una bé]a'conténidé en K } - '
i Demostracién (c f C1ar1et [}978:] - _,p~ o :‘; -w]i

Antes de entrar al sngu1ente teorema daremos una defwnlc1on de natura

~ leza puramente geometr1ca
~Una familia de elementos finitos (K PK, zK) es &eguﬂan si las siguientes

dos condiciones son satisfechas:
i) Existe una constante ¢. tal que

vk RN <o T T (4.5.34)

1) Los;diémetros de hy tjendén a cero.

~ Para tales familias, la estimacion del error de 1nterp01aci6n del teore
-ma 4.5.5 puede ser 1nmed1atamente reducida a est1mac1ones s1mp1es de 1as

normas | |v- nKvlim 4.k

‘ Teorema 4.5.6. Sea dada una- fam111a afln regalar de e1ementos f1n1tos |
(K, Py zk)s. cuyo e]emento fxnlto de . referenc1a (K P, z) satisface las Suposi.

ciones (4.5.29), (4.5.30) y (4.5.31) Entonces ex1ste una- constante
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'_C(R,E,E) tal que, para todqs los elementos finitos K en 1la familia, y toda

* funcioén vewk+l’p(K),

~"

vy g < SR, )(vo](K))“/‘“ (?VP) kel b |k+1 ok - (4.5.35)

" Demostracidn.. Puesto que_'h<1

v vl apaRl '_ q. -.l/q

/q | klom |
<Oz hQ(k+1 -r) |V|k+1 < Cm VG gk

“Por tanto el resultado §e sigue'de1‘teorema 4.5.5. - i D :
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CAP. 5 METODOS DEL ELEMENTO FINITO PARA EL PROBLEMA DE PLACAS
En esta~parte estudiaremos 1a cohvergencia y‘exactitud de las so1ucio

‘nes aproximadas del prob]ema de f1ex1on ‘de placas obten1das con metodos
de e]ementos finitos conformes y no conformes.
Primeramente consideraremos metodos conformes y por s1mp11c1dad supon

dremos que el dominio [ es po11gona1.'LaAelaborac1on de ta]es métodos re-
quiere el uso de elementos finitos rectos de clase C1. Entonces, por faci

1idad, analizaremos el rectdngulo de Bogner-Fox-Schmit, ya que este puede
~ser embebido en un familia afin en cuyo caso la teoria de interpolacidn.en
espacios de Sobolev, es aplicable. Otros elementos finitos de clase C1 que
pueden ser utilizados para resolver-el problema de placas son los tridngu- .
los de Argyris, Bell, Hsieh-Clough- Tocher Singular de Zienkiewics, Tos

. cuales no pueden ser embebidos en fam111as afines siendo necesario el de-
"<sarro110 de toerias de 1nterpo1ac1on especwa]es También veremos que las

, hwpotes1s minimas "UEH (Q)"Ay “PZ(K)(::PK,,Karh aseguran convergencia,

Ci.e., Tim||u-u, ]| =0 .
" hso ht'z,0 ~ ~

Después trataremos e1ementos f1n1tos donde ]a inclusion VhCZ V es
"v1olada Esta situacidn correSponde a los asi 1lamados métodos no ccnfor~
mes. En este caso analizaremos en pérticuiarAe]“eYemento:finito 11amado
recténgulo dé.Adini. Paré estos casos la ihc]dsién PZ(K)C: ﬁg?'Ksrh,’es

~ una de tantas condiciones para obtener convergencia. Ademds la forma bi-
lineal a viene a ser aproximada por - ' o

-

a () =3 f{..;.} aK.
Ke: K ’ V
Nh ‘

. 5.1. Métodos Conformes Para el Problema de Placas .

- Aqui consideraremos un método de elemento finito conforme, el cual es
comunmente usado para aproximar la solucidn del problema de placas. En
particular consideraremos el problema de la placa empotrada, en cuyo caso
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V= H (9), 9eR’ .

afu,v) = DJQ {auav +(l'v)<29’12:TY’yz‘u?11Y§22'u?22v’ll} do } (5.1.1)

-~

f(v) =J g.vde -~ ‘ S
Q ) - . '
y-las hipotesis del lema de Lax Milgram son satisfechas.

Suponemos que éT conjunto eé poligonal, pudiendo  ser cubiertd por
triangulaciones compuesta por elementos finitos rectos. Para .desarrollar
un método conforme, nuestro problema es construir subespac1os de dimensién
finita del espacio H (Q) Ya que las funciones establecidas en espacios
de elementos finitos son "Tocalmente regulares" (PK(: HZ(K) para toda Kern),

es necesario la inclusién th: Cl(ﬁ) (teorema 4. 1'2) con lo cual.los e1e¥
mentos finitos vienen a ser de clase Cl, por ejemplo, Ios tr1angu1os de
: Argyr1s, Bell y el rectangu10 de Bogner-Fox-Schmit.

: Un ejemple de un Eﬁemento Findito Congonme EL Recidnguﬂo de Bogne&—
Fox- Schmit. ‘

Aqui estudiaremos un elemento finito de clase Cl, 1lamado rectdngulo
de Bognen-Fox-Schmit, cuyas principales caracteristicas se dan en 1avfigp-

ra siguiente
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D p(a.)(a]’-l-ai’a‘i”"l”ai), 1i1f..4} :

Este elemento solamente puede ser usado, si el conjunto §%U‘erh K

K
posee todos sus lados paralelos a los ejes coordenados.

Teorema 5.1.1, Sea X, un espacio de elemento finito asociado con rec

tingulo de Bogner-Fox-Schmit. Entonces la inclusitn

%cc ﬂFHfQ {5.1.2)
se cumple.
Demostracion. Siguiendo la definicidn de elemento finito clase Cl

tenemos que X, ¢ C HE) v, entonces, aplicando el resu]tado del teorema
4.1.4 se tiene que X C %i( ). _ ‘ [

Como este elemento finito pertenece a una familia afin reguiar, toda
la teoria de interpolacion "afin" en espacios de Sobolev desarrollada
anteriormente puede ser aplicada. ' ’

De aqui, para toda pe]l,~ | tal que Hé’p(K) G CZ(K) = domm, , y todos

los pares (m,q) con m>0 y qe[l,~] compatible con la inclusion

P g W™K, | (5.1.3)

existe (teorema 4.5.6) una constante C independiente de K tal que

(vol(K))1/9 ”Ph“ m (5.1.4)

4,p/
Vvel ’p(}\),[]WnkVHm’q)Kf_ C lvf4 .0, K
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Estimacibn del Ernon ||u~uh] |, q
Nuestro siguiente propésito serd ésiixnar';el error de aproximacién
del problema de la placa empotrada (5.1.1). Consideraremos familias de

espacios de elemento finito Xh’ con el mismo elemento genérico (K,PK,XK),

para 1o cual necesitamos las siguientes suposiciones:

(H1).- La familia (K,PK,ZK), Ker, para toda h, es una familia afin de

elementos finitos.
(H2).- E1 elemento finito genérico‘es de clase Clﬁ

Si suponemos que la inclusion Pch: HZ(K) se cumple, la inclusion

X, C Hz(n) es entonces una consecuencia de la hipdtesis (H2). Siendo este

el caso, tenemos
Vh = Xooh = {vthh: Vp=dpVy, = 0 sobre 3} -(5.1.5)

Se puede observar que el operador Xh-interpo1aci6n asociado con cual-

1

quier elemento finito de clase C~ satisface la condicidn

VEdomnh y ve3 v o= 0 sobre aﬂ=§nhVE Voo, (5.1.6)

la cual, por consiguiente, serd una hipotesis implicita en lo que resta de
esta parte. Entonces derivemos una estimacion del error en la norma de
“(a).

Teorema 5.1.2. Ademds de (H1) y (H2), suponga que existe un entero

k-2 tal que las siguientes inclusiones son satisfechas:
P (K C P H(K), | (5.1.7)
) 6 k), - (5.1.8)

donde s es el orden maximo de derivadas parciales que ocurren en la defi-
nicion del conjunto Ty '
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Entonces, si la solucion qug(Q) de1'prob1ema de la placa empotrada

pertenece al espacio Hk+1(n), existe una constante C independiente de h
tal que '
k-1 ’

donde uhevh es la solucion discréta.

Demostracion. Del lema de Cea (teorema 4.4.1) tenemos que

l]“““hllz,g,i ¢ i”g IIU‘VhlIZ’Q

Vhe'h
o 2 . '
§_C||u—whu][2,Q =C (z ]]u~nKu[[2=K)1/2 (de(5.1.4))
, KETh
k-1 2 1/2 k-1 : ‘
< Ch (g Iu]k+1,K)/ =Ch Mol g (de{5.1.6))
Kerh

Observacién 5.1.3. Del teorema anterior, las hipftesis minimas que a-

seguran una convergencia de orden 0(h) en la norma 1 g son las inclu
siones PZ(K)C: Py> por un lado, y por otro el hecho de que la solucidn u

del problema de placas este en el espacio H3(Q). Esta regularidad de la
"~ solucidn es garantizada en el caso en que g pertenece al espacio LZ(Q), y
Q es un poligono convexo, hipbtesis frecuentemente satisfecha para placas.

E1 siguiente paso serd obtener condiciones suficientes minimas que .

' 1 - . i.e., i - = 0.
aseguren convergencia en la norma | ll2,g , i.e., h;z | u uth,Q

Teorema 5.1.4. Ademds de (H1) y (H2), suponga que las inclusiones

Po(KIC Py C HE(K) (5.1.10)

se satisfacen, y que el orden maximo s de las derivadas parciales encontra
das en el conjunto Ly satisface s< 2.

Entonces tenemos
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im |fu-u |[, o =0 | (5.1.11)
hso hit2,n | ‘

Demostracion. Definamos el espacio

v = w>7 (2) N ().
Entonces, como las inclusiones (5.1.10) y

RGeS (K), s=0,1,2
“

]

() S H (K)

se cumplen, aplicando el Teorema 4.5.6 con k=2, p=w,m=2yq=2, tene
mos que existe una constante C tal que

VVEV’IIV‘“KV||2,K i.ChK[V|3,m,K

de donde deducimos -

- 2 \1/2
[v=mpvlly g -(Kzr [v-mvils, ) / <Chivlg . g (5.1.12)
h ‘
y por tanto

h+0
Ahora, usando la desigualdad del triangulo, tenemos que para todo h y toda
vV eV, '
[]“"“hVIIZ,g 5’!]u-v[]2,9 + |[v-~;r’)]v[]2’Q . (5.1.}4)
Dada una solucién ueV y cualgquier nimero e>0, primero determinamos una
~ funcidn v el Ta cudl satisface Ta desigualdad [[u-&gl[z q < ®/2. Esto
es posible porque el espacio V es denso en el espacio Hg(n). Entonces por
(5.1.13) existe una h () tal que [fvg--;rhvellz’Q < £/2 para toda h<h (e).

En vista de la desigualdad (5.1.14), se demuestra que

Tim inf | |u-v [[ = 0
h-0 vhevh
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y utilizando el resultado del Lema de Cea (Teoréma 4.4.1), se concluye

(5.1.11) | o []

Resumiendo: Tenemos que para el rectéangulo de Bogner-Fox-Schmit,
podemos aplicar la teoria de interpolacién "afin" en espacios de Sobolev.
y, entonces, de la inclusidn P3(K) - Q3(K) = 5K’ concluimos que para una

familia regular de triangulaciones con este elemento

[u-uplly o < Chzlu]4 g 1 UeHQ(Q);

de acuerdo al teorema 5.1.2. Por tanto, uti]izando este tipo de elemento
finito en la aproximacion:del problema de flexion de placas se obtiene uha

velocidad de convergencia de dos [2).

5.2. Metodos o Conformes para ¢l Problema de Placas.

Primeramente daremos la definicién general de un método no conforme
para resolver el problema de la placa empotrada {(5.1.1). Suponiendo que el

conjunto o es poligonal, construimos un espacio de elemento finito Xh cuyo

1

elemento finito genérico no es de clase C7. Entonces el espacio X, no

sera un subespacio del espacio H2(Q), como una consecuencia del siguiente
teorema: (que es el inverso del teorema 4.1.2). '

Teorema 5.2.1. Suponga que las inclusicnes PK - Cl(K) para tcda Ksrh

y X, C HE(Q) se cumplan. Entonces l1a inclusién.
X, C C'(2)
se cumple. _ : []
Le aqui en adelante supondremos que
Ver,, P C HE(K), (5.2.1)

as1 que, en particular,

X, L), (5.2.2)



N

Después de definir un subespacio apropiado Xoo, de X, asi como tomar
“en cuenta las condiciones de frontera v = v;h = 0 a lo largo de 30, defi-

nimes la forma bilineal aproximada ah por
ap{up.vy) = DKérhj e A PR PR C R I

“Uh,22'h 1)k {(5.2.3)

Kgfh[K'ﬁvAuhAVh«+ (=) up 13¥n,11 *

-:V‘+uh,22Vh,22 + Zuh,lzvh,12)};dK |
Observe que esta def1n1c1on es. Just1f1cada por la 1nc1u51on (5.2.1).
Entonces el problema d&écnato cons1ste en encontrar una funcion upeV = Xooh
- tal que _ g |
ah(uh,vh) = f(v ) YvpeVp o ‘ R (5 2 4)
(1a forma 11nea1 f no necesita ser aprox1mada en v1sta de 1a inclusién -
(5.2.2)). En ana]ogwa con la norma |- [2 g del espacio V=H (Q), 1ntroduc1-
“mos 1a~sem1norma -
| - 12 oy
Yh ””Vh!lh = (KéThlvhlz,K) - _ | (5.275)
‘sobre el espacio Vs ¥ extendemos 10s mapeos aﬁ(.,.) y‘[l;]]h a el éspacio

' Vi V. Entonces existe una cdnstante ﬁ 1ndependiente del'eépacio Vh‘ta] que ..

Yu, ve(V +V), ]ah(u v)| < Mllullhllvllh S A”V""';v.f (5.2.6)

Un ejemplo de un eﬂemanzo 5£nito no conﬁo&me: E£ &ectdngdﬁo de’ Adimd.
En esta parte, esenc1a1mente nos concentramos en un e3emp1o de un ele-

mento finito no “conforme, en el sent1do de que da. 1ugar a un metodo no con -

forme para e] problemade placas Este elemento,Aconoc;dq_como‘aecxinguﬂo
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de Adini, esta definido por:
E1 conjunto K es un rectdngulo cuyos vértices a., 1<i<4, son como se

muestra en la siguiente figura:

i
a K! !
2 | 2 1 al; _
!
k! : Fyl : KY |
| 1 [ .
- T T T T , | 2h2
] v u I K‘ :
K K K2 1 | '1 |
-~ a Zh a
K2‘ Ki Fg 1 ﬁ

E1 espacio PK es compuesto de todos los polinomios de ia forma

P:x=(x>,x ) »p(x) = | I v . ya1 ya2 ¥ | 3.y 3
1727 7% : Yo Xyt X + X.X5 + T X7K,,
05{a1+a2£3 ajas xl 2 137172 31‘1A2‘ A
i.e., tenemos que | ,
, N . _ | |
Py = P3(K) @V X)X, xlxz 3. o | (5.2.7)
Entonces la inclusion
P3(K)c: Py | - - - (5.2.8)
se cumple y
dim P, = 12, o R | O (5.2.9)

. Ademas tenemos que e1'conjunto'de grados de libertad, dado por

oz, =(p(ay), ayp(a), a,p(a;), i, - (5.2.10)
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es un conjunto PK-unisolvente.

Suponemos que el conjunto 9 es rectangular, asi que puede ser cubierto
por 'triangulaciones" hechas por rectdngulos. Por tanto a una triangulacién
Ty asociamos un espacio de elemento finito Xh cuyas funciones vy, son defi

nidas como sigue:
i) Para cada reéténgu?o Ket,, las restricciones Vth pertenecen al espa-
cio Py dado por (5.2.7)'
.ii)} Cada funcion vhsvh es definida por sus valores y los valores de sus
primeras derivadas en todos los vértices de la triangulacién.'

A 1o largo de cada lado k' de un recténgulé de Adini K; las restric-
“ciones p1K’ pePy, son polinomios de grado < 3 en una variable. Ya que ta

les rolinomios son univocamente determinados por sus valores y los valores
de su primera derivada en los puntos extremos de K', el rectdngulo de Adini .
es un elemento finito de clase C°. Por tanto la inclusidn th:C°(§) se

cumple y ademés,vhc: Hg(n).

Sea Vh=Vooh, donde Vooh denota el espacio de todas las funciones
VeV, tal que vh(b) = 31vh(b) = azvh(b) = 0 en todos los nodos frontera
b. Entonces las funciones vhevh4se anulan a 1o largo de la frontera 3@,
pero, en gehera],.sus derivadas normales 3nvh no se anulan a lo largo de

la frontera 392, aunque se anulan en los nodos frontera. Resumiendo, hemos

construido un espacio de elemento finito Vh cuyas funciones i satisfacen

vpeha(e) () €@, vy ly eHo(a) VEer, ,
(5.2.13)

anvh(b) = 0 en los nodos frontera

Observe que el operédor Vh-interpolacién asociado, Ths €S tal due

Ve Ko@) () dom m _apv e Voo = Vo (219
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Antes de analizar el error, examinaremos si el mapeo Il.llh de (5.2.5)

es verdaderamente una. norma.

Teorema 5.2.2. E1 mapeo

1/2 _ ' 2 2
vh"’”vhl‘lh (Ker v hlz K (Ks%h[ K[:(Vh’ll) *2{vp, 1)

+(vh’22):’ K)1/2 (5.2.15)

es una norma sobre el espacio Vh‘

Demostracisn. Sea Vi, una funcidn en el espacio V, tal ﬁue | lvp [y, = 0.

Entonces las funciones aj(vth), j=1,2, son constantes sobre cada rectan-
gulo Kerh. Puesto que son continuas en los vértices, las funciones
: ijh’ j=1,2, son por lo tanto constantes sobre el conjunto @, y ya que se

~anulan en los nodos frontera, son identicamente cero. Entonces la funcién
vhavh es idéntica a cero, como una consecuencia de la inclusién

v, C (o) N co(a). | S -0
De (5.2.3) y (5.2.15), se observé que la forma bilineal aproximada '

a,(.,.) es uniformemente V -eliptica:
ap(vp,vy) 3_(1-v)][vh|lh Vv eV : (5.2.16)
~ donde (1-v)> 0. Por tanto, el problema discretoV(5.2.4) posee solucion
Gnica upeVp, cuando V es construido en términos del elemento.rectangular
de Adini. | |

Consistencia def Ennon Estimado. Estimacibn del Ennon (Kir [a-uh!g K}I/z,,
. . K h » '

En sequida damos una estimacién abstracta del error para métodos no
conformes, la cual estd dada por el segundo Lema de Strang.

Teorema 5.2.3. (Segundo Lema de Strang). Considere una familia de
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problemas discretos para 105 cuales la forma bilineal aproximada asociada -
es uniformemente Vh-e]iptica. N |

Entonces existe una constante C, independiente del subespacio vh, tal
que | |

Hu-up 1y < € Ginf o lu=vp ||, + sup A}ah(“’wh)'f(wh)l}. (5.2.17)
,Vhevh | lwhsvh , I Iwh{ lh ’

Demostracion. Sea v, un elemento arbitrario en el espacio Vhl; Enton
~ces en vista dela uniforme V -elipticidad y continudad de la forma bili-
neal a, (vease (5.2.16),(5.2.6)) y la definicidn (5.2.4) del problema dis

creto, podemos escribir

- 2
‘“ffu'vhl|h

A

_.ah(uh-vh, uh-vh)l,
= aplupapvp)-aplvpapovy)
= ah(u'vh,Uh-vh)+{f(uh-vh)-ah(u,uﬁ—vh)}

de donde se tiene ' :
| f(up-vp,)-ay, (u,up-v, )|

&l u-vp || < M| Ju=vp [ ]y, + U=V eVp

{luh-vh[lh :

lf(wh)-ah(wu;wh) |

< Mllu-v ll"+' sup .
- hi'h :
NhSVh }! hllh

De aqui la desigualdad (5.2.17) se sigue al aplicar la desigualdad del
tridngulo » ‘ ' -

[ uug < Tu-vg 1+ Hugvll, 0

Posteriormente, supondrémos que‘la solucidn ugHa(g) riﬁg(g)_(lq cual

se cumple si QELZ(Q) y @ es un poligono convexo).. Ahora, tomando en cuenta
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que cualquier familia de rectdngulos de Adini es afin, en el siguiente
teorema estimamos el error de interpolacion |v-nKv|m - Las notaciones
b

hy ¥ oy representan los parametros geométricés.usua1es (cf. (4.5.33)).

Jeorema 5.2.4. Existe una constante C tal que, para cualquier familia

regular de triangulaciones,

’ ' |
Yvel (@), |v-nKvlm,K < C —a-lvlst, 0<m=<t, &= 2,3
. Pk
Demostracidn. (cf. Ciarlet [19787]). f -[}

Entonces, puesto que £ = 3y m = 2,

inf  [Ju-v. ||, < (L2 2 172 ' ' .
.vhevh . h h KQTh JU‘HKUIZ,K) :_C h[u|3’g (5.2.18)

Ahora nos fa]ta‘estimar el segundo término. del lado derecho de la desi -
gualdad dado por (5.2.17), i.e., la consistencia del error estimado. .De

la diferencia

Dh(u’wh) = ah(“’“h)'f(“h)

i

DKETh J {AUAmh + (l-v)(2U,lzwh’12~U,11wh’22—u,22mh’11}dKf(5.2.19)
K ' : '

-l q.u, do
Jy 5o

| para toda usHB(Q){W Hg(ﬁ), wpeVp, Pprimeramente demostramos que el término
f(wh) = J q.uy, de puede ser reescrito en la forma
q

f(wh) = - JQV(AU). Vup da. theyh. : (5.2.20)




77

Sea w eV dada, y sea (wﬁ)‘una sucesion de funciones“wﬁ eD(n) ta1:que

.-k 1 ~
1im - = 0 ( recordemos que w eV, C H_()).
o g =uplly g , h®'h< o -

- Haciendo uso de las formulas de Green (3.5.14) obtenemos, para todo
entero k, '

J AUAmﬁ dq =- J v(Au).vwﬁ do
Q Q :

: k k k-

J‘{2“’12@h,12'“*11“h,22‘“’22wh,

}dae =0
0 11

‘ya que wﬁ . wﬁ =0 alo largo de 3n. Entonces de (5.2.19),

j q.wﬁ dqe =- D J V(Au) V.Lu:i dq.
Q . Q :
: Por'tanto

Tim

J q.wh de = lim J q.wﬁ do =- D, J~v(au).vwﬁ dn
Q Q o Q .

k-rao
== D J v(au). vy do
- a
y asi queda demostrada la igualdad (5.2.20). Por otro lado, utilizando

las mismas formulas de Green, obtenemos que

v KgTh’~ thgvh,

DJK{AUA@h + (;‘V)(Zu,lzmhilz‘u,11wh’22'u’226h’11)} dK ?’

D {- J v(au). vy dK + J Buwy g ds + (l-v)J v{“’ftK“h nK+“36tK°h sk 1ds?
‘ K ak i : /3K oo

Cuando las expresiones anteriores son sumadas, éstas forman la forma
bilineal aproximada (5.2.3). De la identidad
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K. { - JKV(AU).?mh dkK} =- [

v(au). Vo, do = flw,),
h h = | h

Q

y usando la inclusidn Vh(: HI(Q), asi ccmb la igualdad (5.2.20), encontra
mos que ' |

5 -
Kerh [

Para probar esta relacidn, consideremos separadamente los casos donde

ot K (ap)s ¢ ds = O

| K'C @ es un lado comin a dos rectdngulos adyacentes K1 y Kz,ry donde |

| K'C 3K es una porsion de la frontera 3Q. En el primero la integral se
cancela porque uc H3(Q) y wp eC°(2), y en el segundo caso porque w, =0
alo 1argo.de 3, : | o

Resumiendo, encontramos que

[ vwhﬁvha Dh(us@h) = ah(u’wh)-‘ f(@h)'

fl

Kety, 3K

J o ' ' : :
| ’ (l-v)JaK { - Ustek®h, K +Vu’ntKwh,tK} ds +JK v(Au).th dk ¥ (5.2.21)

5 ‘ S
D {-JKV(AU}.vmhdg + J QUwﬁ,nK ds

o+

1]

ek [ € (1)) oy Loy 05
L —"h 3K Rk v
i.é., hemos obtenido una descompcsicién de la expresion Dh(u,wh) como una

suma

Dh(u’mh) = Ké;h DK(urKa wth)

donde cada mapeo DK(.,.) aparece como una forma bilineal sobre el espacio
3 ‘ , , , 4
H”(K) xPy-
Entonces resta por obtener una estimacidn apropiada de la diferencia |

Dh(u,mh), la cual se trata en el teorema siquiente.
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Teorema 5.2.5. Suponga que la solucion u del problema de la placa esta

en el espacio H3(R) N Hg (). Entonces, para cualquier familia regular de

triahgu1aciones, existe una constante C independiente de h tal que

, )1/2

[lu-up T < €2, < Chlulg g | | (5.2.22)

|u-up |
n e,k

‘Demostracién. Ciarlet [ 1978 | estimb el segundo término en la estima

cidon del error abstracto (5.2.17) por |
Iah(uswh)“f(wh)l = Ks%h IDK(anhH f_'VCh[ul:;,Ql !‘-"h' [h :

y tomando en cuenta el resultado de (5.2.18), se tiene la validez de (5.2.22) []»

As1, concluimos que alutilizar e] e]emento finito recténgulo de Ad1n1
en la aproximacion del prob]ema de flexidon de placas, obtenemos una - '

velocidad de convergencia de uno (1},
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CAPITULO 6
RESOLUCION NUMERICA

Lo que se pretende en este capitulo es comparar los resultados que‘se obtie
nen con las series dadas por Young [1939j, y los que se obtienen utilizando el
rectangulo de Adini para el caso de una placa empotrada con una carga conceg;
trada en el centro; para éste Ultimo se elabord un programa de computadora el
cual se anexa al final de este capitulo. Ademas, los obtenidos con el mismo

rectangulo de Adini y con el rectangulo de Bogner-Fox-Schmit, para una placa

empotrada con carga uniformemente distribuida.

La solucion aproximada de la placa presentada por‘Young [1939], estd dada
como una superposicion de tres series.de funciones hiperbolicas, la primera
de la cual corresponde al désplazamiénto de una placa simplemente'apoyada con
o una carga‘concentrada al centro, y las otras dos corresponden a momentos co
rrectivos aplicados en los bordes de tal forma de tratar de anular los giros

en elios, por tanto el desplazamiento esta dado por

w = W) oyt owg ‘ | A | (6.1)
donde
2 © milx ., o milx
wy = Pa z —%-cos al tan h a. - cos h —7;2
21°0 m=1,3,5,... m cos h o
mlix me2 me2
-sen h - tan h o sen h —=
a ) a
milx milx
+ aztmsh a2 (6.2)




aqui,

a
m

" m-1 :
2 o o h.2. mix,  [mix
-8 % A (-1) 05 ——1 2 sen
21’0 n=1,3,5... "'m cos h o N
S 4 .mnxg
- G tan h o cos h 3
m-1 .
b2 - (A1) 2 .mIIX, ﬁnﬂxl
- p) Bm Vi > cos b b sen h
21 D m=1,3,5 m Ccos Bm L
' | mitxg]
- Bm tan h Bm cos.n —5—
- mnb : I
Za » Bp T 7p

. MIIX
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me'
h 2

(6;3).

b

(6.4)

P es la carga concentrada, ;ay b son las longitudes de la placa en las

direccion X; yen la direccion X0 respectivamente, como se muestra én

la figura 6.1.

Los momentos

por

[ sz]
| (mﬁ]

Los coeficientes Am’ Bm

x2=ib/2v

x;=ta/2 m=1,3,5..

m-1

correctivos ap]icados en  x,=tb/2, x1=ia/2 estén dados -

(6.5)

_(6.6) 

se determinan de -la condicién de que las pen

dientes en las fronteras son cero, plantedndose los sistemas de ecuaciones

“siguientes

1 .
[%an h o +

Ax

% —] ; 8ak 2 Bm
cos h akJ "HS m=1,3,5.. ;3
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k-1
i (1) £ o tan hoay
Tk "oy
B, o A
BkIl? tanh8k+ S ‘]'+%]bk T .g. 1
. ¢cos h SkJ 2 m=1,3,5.. m bZ m2 2
‘ | Zz 1tz
o a k
, k-1
=-p (':.1)?7‘ By tan.h B, ,(5',3')‘
nkd cos h Bk )

Al evaluar estas series se obtiene un sistema de ecﬁationes algebraicas

. ¥ la solucidn de éste da los Coeficientes Ag» ém que,corrigenvla solucidn
dada por wy, €s de esperarse que la exactithd,de esta superposicion de
pende del nimero de coeficientes encontrados, en Young [1939] se dan siete
 coeficientes que al ser utilizados para eva]uar-Tas series Wy Wy y al
utilizar la ecuacién (6.1),se bbten{an campos de desp]azamientos y giros =~
que no correspondian é las condiciones de frontera de empotramiento, por

1o que fué necesarﬁo encontrar mas caeficienﬁes para corregir esta solucién;.
los resuitado§ y el programa de cémputadoras aparecen con todo detalle en

Reyes [1978].

- E1 conjunto de grados de libertad Iy del rectangulo de Adini estd dado -
- por (5.2.10), y desarrollando el espacio de polinomios PK (5.2.7) se puede

expresar como:

) 2 2
Pk = Yoo * Y10%1 * Yor¥z * Yao*p * Y11%1%2 o Yo2%2 * S
. ' 4 (6.9)
Y3050+ oy xx, + Yooxx 4+ Y3 e Yo Sk 4 Y x |
3071 7 T2t T T12M e o To3ke T TaiX % T 13%1%2

J

Como el conjunto 2k dado por (5.2.10) es un conjunto PK-unisolvente en
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el sentido que se did en la seccion 4.2, podemos deducir de las funciones

definidas por (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) y escribir’para el caso del cuadri

litero K = [~l, +1.} lo siguiente:
APAA_4AA)A A A A A A . ' .
YpePy, p = .E p(ai Pot I } Dp(ai)(aj~ai)Pij (6.10)
. i=1 {]J-]I-l
. ;(mod. 4)
con
o 3
(14x,) + (1+x) X, + X \x2 +»x2
ﬁ(x) - _ 1 2 1+ 1 2 __1 2
1 4 2 2 ?
(14x,) (14x,)% (1-x,) | |
P.(x) = 1 2 2 o - (e.11)
12 8 >
(1+x,) (14x,)? (1-x;)
ES ) 2 Xl Xl
A P14(x) = 3 , etc.
7

como funciones base del elemento finito.

Para elaborar el programa de computadora, el siguiente paso seria resolver

el sistema lineal dado por (4.1.4) que es:

Y alos w) U < Fy), 1515
e Wit St Koy S ot K

La matriz de rigidez viene desarrollada de manera formal tanto en Adini y
Clough [1961] como en Zienkiewicz |1977],-en este Gl1timo también viene desa

rrollado el vector de cargas equivalente para el caso de carga uniformemente

distribuida, asi que el programa funciona para ambos casos de carga, concen
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trada y uniformemente distribuida.

. En la comparacion de resultados obtenidos entre la serie de Young y el rec
tangulo de Adini, se consideraron las siguientes caracteristicas geométricas,

de material y de carga para la pTaca estudiada.

A2 | |
I S N N S S I | {v! L 3

N - a=h=2

E p i ~ h=0.1

- | Jg 2 V0.1

] i P=4.0 .

. N E=1000.0

—r;il'lzrlnnlﬁ" >x

[

o
5
~ -

a

AN

Fig. 6.1 Caracteristicas de la placa -

Las razones por las que se dan las Qnidades adimencionales es ﬁorque el
programa de Reyes [1978] fué verificado con tales datos, ademds que a menudo
se lleva a cabo de tal manera. Los resultados que se obtuvieron fderon el
desplazamiento vertical, el giro con respecto a x; y X,, momentos flexio
nantes por unidad de longitud alrededor de Xp Y Xy Y el momento toréionag
te, pero sé6lo se presentan (en forma grafica) la variacion de los desplaza
mientos y ambos giros. En tales graficas, donde se indica 1inea continua,'
significa que coinciden las soluciones de ambos métodos y cuando es linea
discontinua es la solucidon dada por Young [1939]; cabe mencionar que debido

a la simetria de la placa solamente se analizd una cuarta parte de ella,
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considerandose las siguientes condiciones de frontera.

= _ o= w s =0
X1=0 ,llxl—a/2 s2|%,=b/2

wj

Con los datos antes mencionados se obtienen valores de desplazamientos y
giros bastantes grandes, pero como se esta trabajando dentro del rango elas
tico, tales valores serian pequefios para un problema real (como se trata

més adelante) al aumentar el valor de .E (mddulo de Young).

Para confirmar que los resultados son correctos, Timoshenko [1959] pro
pone que la solucion exacta para el desplazamiento en el centro de la pla

ca esta dado por
w= B B = 0.0056 o (6.12)

sustituyendo valores en (6.12) se obtiene w=1.0644, que es casi idéntica

a 1a solucidn aproximada w=1.0732.
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'E1 siguiente paso es verificar los resultados que se obtienen con el
rectangulo de BOgner-Fok-Schmit. E1 programa de este e}emento finito forma '
parte del paquet§ dé programas "Polo Finite" elaborado por Urzua (1978 ] et.
al. En su formuiacién desprecien deformaciones debido a cortante, la ma
triz de rigidez és generada usando integracion numérica, el conjunto de
grados de libertad Iy estd dado en la seccidén 5.1 y el espacio de poli

nomios PK en forma desarrollada es el siguiente:

| \
) - 2 ' 2
Pe = Yoo * Y10%1 T Yor¥e ToYap*p t Yi1%¥1%e T YprXe *

3 2 ‘ 2 3 3
Y301 * Yo1X1%e F Y12%1%2 f Yo3¥o Tov3iXXp t
' ~{6.13)
2 2 3 |
Yoo*1%p T Y13%1%2 T Y3X

3.3
Y33%1%7

4

Para este caso, las caracteristicas geométricas, de material, de carga

y discretizacion de la placa son las siguientes: -

XA
77 7p) 53 b4 25 4 - a=b=5 m.
13 14 15 16 A h=0.08m
36 17 18 19 20 v=0.3
? RS N E = 1.5x10° Kg/n°
11 12 3 14 15 W = 2,500 Kg/m
5 6 7 8
6 5 g 10
1 2 3 4
1 4 5 -
*
a ' -
/4 4 b

b
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Los resultados a los que se 1legan para desplazamiento vertical, giro con )
respecto a x; ¥ X, y momentos flexionantes por unidad de Tongitud
alrededor de Xy Y X5 se presentan en forma tebular, tomando en cuenta el

siguiente orden en la numeracion de los nudos.

2 v 4 4 3

1 3 1 2
RECTANGULO RECTANGULO DE BOGNER-
DE ADINI - FOX-SCHMIT |

Por tanto el nimero 2, 3 y 4 del rectdngulo de Adini corresponde al name -

ro 4, 2 y 3 del rectangulo de Bogner-Fox-Schmit, respectivamente.




¥

No. W w.,. w‘*Iz
RECTANGULU DE
Nudo ADINI
(metros)
1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0
5 0 0 0
6 C 0 0
7 |0.01116 |[-0.01113 | 0.01113
8 (0.01862 |-0.01826 0
9 0.01116 !-0.01113 |-0.01113
10 "0 0 0
11 0 0 0
12 |0.01862 0 0.01826
13 |0.03118 0 0
14 |0.01862 0 10.01826
15 0 0 0
16 0 0 0
17 ]0.01116 | 0.01113 | 0.01113
18 |0.01862 | 0.01826 0o °
19 |0.01116 | 0.01113 |-0.01113
20 0 0 0
21 0 0 0
22 0 0 0
23 0 0 0
24 - 0 0 0
25 0 0 0

" m?l Wy
, RECTANGULO DE
BOGNER - FOX - SCHMIT
(metros)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.01024 |-0.00967 | 0.00967
0.01685 |-0.01629 . 0
0.01024 |-5.00967 |-0.00567
0 0 0
0 0 0
0.01685 0 0.01629
0.02893 0 0
0.01685 0 -0.01629
0. 0 0
0 0 0o
0.01024 | 0.00967 | 0.00967
0.01635 | 0.01629 0
0.01024 | 0.00967 |-0.00967
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

€01



Elemento

10
11
12
13
14
15
16

RECTANGULOQ DE ADINI RECTANGULO DE BOGNER-FOX-SCHMIT
My (kg - m) M, (kg - m) M (kg - m My (kg - m) |
Nudo 1 {Nudo 2 {Nudo 3 {Nudo 4 {Nudo 1 {Nudo 2 {Nudo 3 {Nudo 4 {Nudo 1 {Nudo 2 {Nudo 3 !Nudo 4 {Nudo 1 {Nudo 2 {Nudo 3 {Nudo 4
0 -528.3| 660.6-1761 0 I-1761 660.6| -528.3 O -503.5] 768.2/1678.2] 0 |-1678.2 768.2| -503.5
-528.3| -892.6| 1039.4| 642.2-1761 |2975.4| 1150 655.1| -503.5| -815.1| 962.4] 567.4/-1678.2-2717 | 1093.3] 708
-892.6( -528.3 642.2|1039.4|-2975.41761 655.1| 1150 | -815.1| -503.5/ 567.4] 962.4/-2717 }1678.2] 708 | 1093.3
-528.3] 0 }1761 660.6-1761 0 -528.3| 660.6| -503.5 0 |-1678.2] 768.2]-1678.2] O -503.5| -768.2
1761 655.1 1150 2975.4) -528.3) 642.21039.4) -892.6[-1676.2/. 708 | 1093.3-2717 |-503.5 567.4 962.4) -815.1
636.6] 978.7/1736.4 947.6| 636.6| 947.61736.4) 978.7| 507.2) 884.9 1568.9] 835.1 507.2] 835.1) 1568.9] 884.9
978.7| 636.6| 947.6/ 1736.4] 947.6] 636.6 978.7/1736.4 884.9) 507.2 835.1 1568.9| 835.11 507.2] 884.9| 1568.9
655.1F1761 }2975.4-1150 | 642.2| -528.3| -892.6| 1039.4 708 |-1678.21-2717 |1093.3{ 567.4) -503.5 -815.1] 962.4
-2975.4 1150 | 655.1]-1761 | -892.6| 1039.4] 642.2| -528.3-2717 |1093.3 708 |1678.2 7815.1 962.4/ 567.4| -503.5
947.6| 1736.4] 978.7| 636.6| 978.7| 1736.4| 947.6] 636.6] 835.1] 1568.9 884.9| 507.2 884.9] 1568.9, 835.1 ‘507.2
1736.4/ 947.6 636.6| 978.7| 1736.4) 978.7 636.6 947.6| 1568.9 835.1 507.2 884.9/1568.9] 684.9 507.2 835.1
1150 ‘—2975,4-1761 655.1| 1039.4) -892.6| -528.3| 642.2/ 1093.3/ 2717 1678.2 708 962.4! -815.1) -503.5 567.4
-1761 660.6| -528.3] 0 -528.3| -660.6-1761 0 |-1678.2 768.2 -503.5 O 503.5. 768.2-1678.21 O
'642.2 1039.4 -892.6| -528.3] 655.1| 1150 2975.4+-1761 567.4] 962.4] -815.1| -503.5 708 |1093.3}-2717 |-1678.2
1039.4 642.%:-528.3 -892.6| 1150 655.1|-1761 |-2975.4] 962.4] 567.4] -503.5 -815.1/ 1093.3 708 |-1673.2-2717
660.6-1761: 0 -528.3| 660.6| -528.3] O -1761 | 768.2-1678.2] O -503.5 768.2 -503.5 0 [-1678.2

v0T
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Como se puede observar existe simetria en geometria y cargas en la placa,

por tanto en los diferentes elementos mecdnicos también existe tal simetria.

La solucidn exacta del desplazamiento en el centro para este tipo de pla

ca y presentada en Timoshenko [19591 esta dado por:

g
w=2 gL . o = 0.00126, (6.14)

sustituyendo valores en (6.14) se obtiene «=0.02799 m, mismo que se aproxi
ma bastante al obtenido (nudo 13) con Bogrer-Fox-Schmit (w=0.02803 m) vy
‘Adini (0.03118 m). Zienkiewicz [1977] indica que usando 16 elementos fini
tos de rectangulo de Adini, la solucidn aproximada estaria dada por (6.14)
solo que o = 0.001403, con lo cual se tiene en resultado idéntico al antes

mencionado.

Con los resultados de desplazamientos anteriores, al tener -una mejor apro
ximacién con el rectangulo de Bogner-Fox-Schmit, corrobora el andlisis de ta

les elementos finitos présentados en el Capitulo 5.

-

En el término (9,10) de la matriz de esfuerzos presentada por Zienkiewicz
[1977] existe error, dicho té€rmino interviene en la determinacion del momen
to forsionante, debido a ello, tales resultados son errores y por tal motivo

no se 1levd a cabo la comparacion de resultados para tal elemento mecanico.




xH
(ol 1]
Naatd

g}

ZHn
Ou

<
Zu

N
an
ey
<
o
<
cn
WR:

on

U5 R S | R — —d
T
LS S i O ot
> oLl o O o
Ly < OX [P o <
[TalVATTa-VATRAIVAP ATV A} TA tEL N o R OGNUG,UM.LoﬁquIGCﬁ.goacuﬁU.1133./4523?@131100000

IR R TN RN TN ) PO RN PE PP SE HE S RS FE FF S B0 S8 ¢ EE B SU TO L L FPLE 4F 4a KK 4 £S o4
L evar [T

OSG&%SOOU015.3&.033..o.n..;u.v.uhoSICDEMtF13457.,139GCOFQJ..CO&@ZP_EES
CI T T DD Co i Uy el e C I T £ e et et et 3t e et G U OB MR 20 35 KT WU U S O N0 O
ERIDCITIN DI LITIIY S D g 3T IO CIICITICIDI DD WD DRWD LIV ODIDOO0
0@0.303000OOC.OEOF.CQOnun.\o,.“nuCGQQQOOUQOGOOOO,OQG\QQOOGOOCOE
POSEBL AP ER S v B 85 28 2D IO g vouoI-OIOO..oQt.oieOootiooc0-0no.-vinloo-0cbtovO‘OQOQO.QoGCQOOoQQ
OOGG\UGOOOGGFQFOFTW&CFﬁcrqcﬁkcacqczzﬂcﬁﬁdq(ac2aceﬂcqc?«(z«.cﬂczqdqfegzc,
I OODDICmS O O I W OO ROOOOVOOODIODOoOODIQOCOoD
COOLWOCOoOQOOD O © <O Q 000000000000COOOOOOO«UGGOOGOOT
A

b =

. o . : : W
WL DULLCLUT O O WL W CCCCfCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCM
’ (&)
L
w
”~
[+ 9
— [5)
-t W
L) [ =
- (8] -
] [} ~ [an]
g < . = | %]
[ond - wi =
« s P35 — L]
o ~ L x
e O.J - L
oo jfeii] -~ -t
O d Z < [+ [F%)
e .= = P-4
[$9 > P29~ 4 -~ L
= Qo [ QN
< Wil X7 w -
(1 [ 4.1 44) - e
< ZZ - - X
dlid -~ prid < C
Q. Lt Q. a  w
<L c o« P 3 - - o
e E o © O s ~ ~ %
o B T 2 X .~ bod 0 .
= < X ¥ ¥ zZz 2 2 X
[SX} VI O T 2 Z Q. had ol - 4
e I e e L =22 [ SRR T SR N
[on] f o <SS I T - e -~ - T
<) ~ & s ~ ~ N o~ -
Pt w o o © - p-t [T OB Z 1 o«
we X o o o o o =z & W =X
- L O = o e 9] us b Rl T -4
Q [E% R | S | B | (] [ ] << L - < £
- OO OO 00D =z ped -n -~ - -
o sod T 75 ] [ s S ot - - = L e L= o S 4
L e L v © o o | | ot Ladlad) MIIZ T N
w -~ w0 v o «g =< . =& LZ~ 2 -
& L SOOD W W W b X et bttt T
o Wi OD0wdE oo & = =z -y -y gL .« « X
(] o] - - - - LI L Tl ~
& O ZIZ<iy © O ¢ -2 - e~ o ek e T
« LJb~ Lty OO O W (£ LAAY nNNZ Nt
N 2T (NITND e et e o4 e | == ZZe X =
“« e Sl ot on L L - [« I Gl X o~
_— QX rFuarll 94 <9< g - < (=l L ¢ OqI » ~.o
« udr Wi W W - - | el S 3 P D - DCe
vy wWwJ O T > Nox - el I r~r NARID o~ N
ol Gl W <€ <t < ~C. o —te= -t —E s_Jet T w»
> LI e o ow o = —~eZ 0O ™S s =Ze
- ) WO Y X ¥ < -~ o~ | dand O eI~ D
o W O C v oM oW S O O - OaI = OCaCuIZZTX =N
M - <X L e -y QL PPl SR b S ¥ LI A Al Ao do T
[40 N oW o S oo P 4 55 BN o SN G E e -y D QO - AOEoEZ<C.Jd A dEZ D Y wrg
- O i o ouon > N MY S Ll L) Kol WHIGCE vl L LD 0 K e
o QT QDI e - ol -t - ~ [~ TS SE ol TS BERTE WIS L. 20| o b Ly RSN Lo B g vl o
2 L DL e e - O OMUN = MM 2Ot o0 o2 ol al i AD 2L i r et t
- N DS N L 2 ZUY W et 4 b AL T e e WU ST
W e XTI T O DO Oivewr W LIH NI =rtnmeyy  Cstin Ot : P & S
DOV MmO e W e T b b U2 SRS AT LT LT OYEE
& Ors Zoaaus T o W e b OB LIRS Dm0
« Lk 2w ED o1 -4l -1 D = St AT U LK EMNMTTIN SMN LI LNGQDTO X
L QD LLLd v NN WYX £ XRZLIZZZ2ZZr-oIWAZLZLZLr\OQ0LZ0QL W
. . ) [~2~J-]
W oW o DO
-4 .3 I ODO
—t e ed =ty
IO LLOLOLOLOUL W L. .




oto L

b SIS Iy D PP S M r G O et 2 I I v Y I A S et ST ET 5 SN 5T 2y X ST L T D
L VP CPOE 20 DS PP SL S0 PR 0B R BP EP SIS PE PH VB G UE S0 A R NN AP ST BRSPS PD CL LT LS P9 06 SR SN 66 g8
1RO I B Tia TR 0. T TR [e FEa1PNE = 20 ¢ 40 B | ENE e X6 LD UNE -RoR L8 SN @k val oaf e salant oot arf ot o ak e R ot 15
(A OISR ST o) BT o1 8 [ERRTFST o ol WESPL SR FI DR NS <51 S Vil SRL AT WAL LT onll SAR PATSAL Pl Taf $41 aal Soll v oo o]
L DO OO OO LIDAILICITICI DL D LI I LI I LI I CIOCICI LG
T OC OGOl CULECU U rmOOOOUOISLUE OO C i oECOC O
SE BB AR SP CB VP PE VR 2T 2 e 2V B IP PR SS LB RE NP FE I PN N FT S AU NS SR IT CLEBID ID PR PO R TR QIO
S YL PR P RVRREL SYGRVSING RV5 BV Iy B V6 Iy [N# N4 TN IV A TRV RN & RN IR S RVE RN G IN VRN SREF INSTEESNR ISP U5 JV6 VA ING RVS RV T o)
F S OO OO OO OOODOTINOMDDOMDIIOEOO O OOOOO0
O OO OCOCOOCOOOUOOCOMOOOUINRCOSOECOooOOOOO
e

U

KEY

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCF:LCCCCC#LCCCCCCCC!

SEG

23
=
o
(%)
(%]
L]
(o]
[+ %
-~
H E
-~ e
O T - .
radped [SES L
[ ] z
p2- et -
00 - P4
[FEITS ~~ «f = - ~m
(&) [ 1o P - W
=C. -~ oo DS 2
- w - - w DN~
b~ H 8 o~ - owtE W
<y har A | MM oSl Sl
X - - -~ o . N Y w3 o™
< o~~~ —t iy - BN - W
ag haw R | St ot £ NemiDE [o¥2
= .« n | . £ w axl o e
e N o Pe Yt <1 . Lo 540 SN LTS L PN
Z S s ot X X e YD e
b wo an [ B2 SRS Y Y
I < [ ool 0t LK - ol sl LY -2
o oo 7~~~ : -l LD >
[0 3 e -~ j FEg . ooy “in
W 7™~ - - © . ol o =|(E Lok DN
aM .~ [ Twh) O o0,
Ll [agT o] [l ol T 220 MW
<z - < <L 3 - -l
X, -t - QRO sl L.k
[+ Wit "na [+ 8] o ’ LO  —xO -
bt lar e -~ - [YonPaRe ] als Al 4 4
[ala] - . o~ > =g - wnef UM
[+ A% 4 o~ — —~— [+ s AN 3 IS} LN
o0 baw 3o 4 - Pt D . D~ _E NE
[ 18 - = | aad o] A Nt o eo) bl L {
LK P o S St X <O bed 4D YL
Ly e~ Nt St (e = oo g} -~ Ot e
M — A Lok Lk > PSR TS 4
~ [T o] X (818 ] o XD B UL
<z b Lo rTeo - A LON wr—r
e - n bean D owoa oW T et 8wt N}
T Z22 S« ezl o e 7 B MO e
Aoy Tl e Y T B T < (&} (Yo N M oD ag
WOOT met O O ST~ IM : M sl X0 P et
O OO 2OWL OO -~ w o~ (] Lo SRR ITRRANES b & VAR
L CrmO DO 2T DD et O [ER 0y W wanNd-s s s oa
LN HO e p 170 1O~ 1 H"3 sOOme PAXK N P NOUTI KN
O st At o oati~ W Y AT O S LU TN OG0 N -
- -~3J 0 [ %4 2 ] ~O AU N T LI S M F St S Nt

DD €U et ERD e UV A @7 Ll I e e b (T e O B e B e
OTW I Ul OAL D T3 DI srtra Y O w7 L L <L T L
L Lt ot (0 e b N\ b YD e MV i i bomi e bt b T XX Ol B XXX
Pt e IR 4 e TR -0 o R Lt W) 11 R Wo b SO TS AEV AR G a . § SURS AR ¢ off 25
e o en PVSEa e S o NN Soifior JEL SoRtpm b PG TRy 45 Sov 1N Pon Liv R S50 1 ovow RUG RN 3 1 [ Jum R Raw Bt d
MOXOX £ XX ETEAOXEL00Om DL P LU WUME F b Sl le b b

w« K «
< (=~} o N OO Qe D OO0
< o < o OO0 Cow OO0
- [4¥] 2] Mo Cc o QD OOVOOOD

-t O MO~




PO OO OO OCIDMIIMIwm N DO I NI U OUILN N vt O O e O O NI O N IT O O OU WO O I r U s N O oMY
FEIEOR T AP SL B0 V8 99 S0P BT S0 CL I PE AL VL US HE PN SR TP ES KN SV OGS P SO NS PRIV GI TS PP S TN RO B SO FE FR IV COBPOE SH GO SO R LK Ev 20 0 S0 R0 ‘2 s0 00
PO OD DO TS 0 MmN < (L - TN AL D e P P D U r R P L CICI T Y O e et (VD 2 G vt S P L,
SRS Ll & Qv f L to L ST G Lol L Shell ol Rl SFIAVT ot TRt al ATt A a T~ g e i oo Lo lEs f SN MPTURTSIERIFAL S RN S B oRN PR V] oo d ot el 8 87 W1 6007 - STTRY SO 5 Y o
O OO 0D DL aDd O W DD T DI I DI I DICI I TICACDINICI LI CICI I CI LI CICILIIDT D OO ICI D ICICICIVICILD
[CCOTCCLCCCOUCL LU COOLOLOGCOCLLeCQLLOLLLOCoUOUOCOOOOOLC TCWaO
SO SE D PO VL LRIV IS INRI LR LG LRI ERINIGID I IO IV EDVIEIBRBICT R RO LR U O RO IR VYOI LB P IR TR IR AE I VG SR I IO QIO PR LD 1O 4N DO *SIPIS tE LS
T P s D L P P P o P P P P P P P P B e P P P P P P e P e P e P P P P P o P o P P o P e P P P s e P e e P P e
WOOOOOGOGOOOAuOMwOGUOOGOOOOﬁUCGQﬁVQQGOGOGnUOODOGﬁuQOOOOGGOGO00000
FC OO IOV COOUOCCUCCOCOOCOOOCOOQUICOUCUGCOLQUOOOQOOUTULOoOODOOCCOOODO

SLOLULLLLWLLULOLLLOVLLLDLLLLLLLLLLLLLOULLLLLLWLDWLLLLLLLLLLWLOLWLL

-
n 3
-t
Yot
o
)
- N
e N
=0y ~
(3w P-4
b » o
%2 i o
.
At Soe? -
O w
sk Py
[5e 4 L
o . (]
B P L
-~y o’
vt (<%
Tt
~N -
-, - O
<~ -
3~ [ V9] -t
Z™N > r4
’ (4] >
L R Y - NN
<y < U
ko “ X o
L « N\ |
wpy - ZO0 z
r~ad [ SO W *3]
" . -2 —dd X
. - [os] -~ W
hg gV - 24 2 o~ -d
L v [FFls 4 -n ~ (Y9
A SAVERN TS} Lad [Sg~o nN
—Jet D <L et Dt - ”~ ~— L4 ~
al o Z or -~ « n nry o L 28 2
= QI MM L4 - hand o (L 4 LA ST
DO\ D} g B [] - - w « (I ~~ wl)
BL S A&7 THRISE -4 - - . onJ Ny P g W U9
o Wil Pt e ) [a¥1a ¥4 -t -t -t o =g ~ a -
—~ll QO <« P [ .- D V>
i AVIVE IR oo F R VO R -~ « ey (3%, g - < s~
h ot T ot =6 -y [ £ - Calal £ o) ~r K-
z oW~ Wl b3l o L | [4¥] » w aNUM & AN ML) ~ -
AN I OOT [V s QO CCMOGC (> hgpdosJas] .
o ok ) € I bur.d s e w Al - * e TN memm e
-t 2GS OO Lis 7N e . NI el WO & S ITOIY S OO b ], ot [ PY 9t 1Y ) e
= o O P e L L2 T et vt o et v NG OYOUN] S e R Nt e Nt it T s W e P b ot o el il W B W W w W
b B S PR LA T &2 =l % % e o Iy G e | G MIST S wm w) w w (T W ST [ e e (I Y
[TV 34 D em D D et (UMY s CETAT NN et OGN T ot K S L et vt vt et Ut et € Y LY bt bt e e et ek
L L [ 2% DU e L T Y e T e e L N SR I RITEE. S TRTINL & AR T TR VS INT I 1 BN T XU Y L SR )
200 QUI. O ~aIM aXet s et et EL I X T e K YO R WO E T T O IO OO0 OIS
i Lan B4 2 e} [ TSR T atalatSn & L LWL LR aiNe ] o Lo JI0 L £ o, IS ks S | ~ I LD et e it Pt Dt pd
TV DL O L0 wONw Ime Lo 3 e O SN @R I D20 a0 W H NI
T WOITIL T O~ C DD DD TP e e < < ) %N DT N T2 I e g o,
Sl DO Y b e O VD = (UL RO E0 2 AT O] e el d o el S0 0 Y I S} 3w (NP ET Y O
- - AV W o W LIV O O A e L B B TR LR TR TR T I T T 0 g TN SR S0 S0 SUL L B JUU S JUNSS S W S S LDl e ol Nt o Nt N it S
oAU LR L | R RN s A SRR T N T e SaVE o b~ INTR TR BT TR I R RS e S8 c S 8 Ec gola gl Suial o b & - I LE 1 S LN TH LT )
SO0 WWr-> L XX XOWE £ K e e 3 e ol (D MO 22 A L300 DN L E D L L ot rmmt 2t et ot st et
< @
[~ [~
- (A%

LVLLOULL . : Lo




DN DOM OO ~IUTIN NN
(TR NI T NYN TN TN I NI NS ET NN LN YNY]
o310 e Jo KUY A T 4o Lt TURR SO PSR THR VO U
Caagga U uLUOLUL
DOLODDODOQODILIMDODD
CCLOCOCTCCTCC OO
[YREIEEINY NN NYRY R RS EYT RY NENY Y NY Y
I e S i it o oY S O S Y S S e O =)
DODOITOODCTCOODCUCL L
COCOTCOOOCOOCCOCCOOM
: COoOO
sssr sel. .
UULLLLLLLLOLLOLNSISL
ccocoU
coow
s
—r
<<qa

—r
zo-z
Lol
ST
ke L
—r
a<<
—
7207s1 %)

(o] e]
NANN
=t Pi 1

Wl w)
posta.slin o

e

ZZ <
oocC

zz=
00O
P bk Bt .
——r
[S1518)
<<

I
a<q<
Zzx
coOo
Pt Py P
b dom e
o.ac
el
CoOL
> >
Wbl

1 2X,"NODO 2",2X,"NODO 3",2X,

Ia".7)

D
0
495Xs1503X,15,3Xs15,3Xs T5065X0 1356X,13)

| 3o

c&w
00
[T VA

2L
ocCco
Pt P et
———
<< <
VOOV
oo
S U e |

i d L
X

“ : O
———

2+,MB)
€
R

~ e~ [ ] —d L

M4 &

& & oAt at) BT
ATTTC s s
ot et et 1t D VD S DK DN
WN((RAEA U & e

0w
[l

Sl Te] C3 N s e ve oo
et et T UNT =0 O~
~ 1 =TI DT i L
Frmm e ) - —— QDO
TN =~ SIS ST D
Ll el ol ol ool S L -2 S 2 Mey [IRLN

P LG IR IODTLID0 2
et £ £ LUV E WS WSty

| «
CD Oe
cO oo
NS o0

X

67 IS 00E& L.



——
vt
(5}
: [
2O OOMMNINIOINIINIUD
PP Q0 58 6% ¢4 #9030 35 g 2¢ anté s
3D C N\ NIT et ST NN
POC O mme NGOG
BOODMOCDoDOODD
Focooaauooecoa
BO S BB S 25 ¢B SR 2B ap e vere D
A ] ] e o e o o
DOODMDODOOSOO0D
booovooooceoncoor
=
&
L (2 (LD L0 LD L2 L2 L LD 20

¢

SE

”~

X

lar

-

J

L}

x

~ -

© I o~

o - Xx
nd ~ - ~~
e IR in
-~ O H e
- - Z <y
rad P ]
O O Z LR )
b * O N = T
A4S L A~ - n
b N O X
R s U O o M
- T D eSS N e
-l LI N
shaw B C¥ | N o A N
M - D D e
VP 0 O e
DD T (A, O =
N R PT ¥ Sp

H e = O

W L0000

y o

by v ew
S O Cew
o o o
NN oD

Ny

.k




01A Lt

QODOCNIIND
S0P O LS S

[ 2w Lo TuN § W O |
’)DQODDOH
DO DW00

F;C’CJOC’:C:C;CJ
PRI TIAIEI R &)
Lot oo
DoOOCODO

DCOCOO

u“-
})UUQUUU:
o

.t
L3

L o ——
P00~

DOOWw

o
<

-l

.

e e




S 4L P PP P VP RRLRE AL TSR RN 0t
[oNoTwTo0) L aFra Watart artesie T @ Lig]
OO OTOOALINCID vt
RSO LCTDOOTO
COCCOOOCOOCCC OO
1P+ RUIB sB B IR IR 0O 28 vR s 20 anl)
LuLLLLLULLLLUOUC
COCOCOOOCOO0OOO

C (V9
LOLULOLLVLLIWHIILL T
(&)

|55

&
-t
<
QDOTQQUNCHDINMNTNIMNIT e (D
ﬁ v

~

o

X

|

-

o

o [ T

z [~ L~

- <o o O

" N L >
LT 1i®

~ ol Qo Q w

- _

[ 20 % - -

0 o O~

LD 2D Ot

[ ool Jud z [
~ . ”~ " .
3} e £ wea € St Poe.

Lt ¢ H U
D T30 il

[ aaden BN L TPE RNy PO L. ST D |
TNYICR N B LD e @b g T O
2SS DO e I
(s VALY ol Y e e TVU T g ey
_..lul Mo il -0
o L Jov Lo SN A oy SN DUGINS v S0ied
| oo

4 oo
| -y




0000ﬂVOQQIOOOGC¢00:41OI«C}unquEEﬁC}\COIOOSNU«U:..‘:./u}TJOEOI«/&}«CO\‘]«UIQQQQQ
SAENAC R BRSSP NP PE BB RE SN PE AL 20 0L UP PD Ae FE AL B I PO SE LS RE SE S PINE BN GO KS FE PETE RS QL CU UL BT SS PR IN X FE CO ST SE SE RO G ES FF EV FD ¥V 50

O DD O DN DO O LI I <O WD D=L DL D O FIST O D0 <L LA L MTT 0w (U S U L O MULNAALNIN

TITD D DD OB DD LI OOCOCOOLRIOODOODOOOOODOOTIOOODUIDDODUDILLD
COOMOOCOOCOCCOC OO OO OOCaOOOaUCODaCCOCGOoQCrocOC OO OooCeo
L R R R e R L R R R R A R R N R R T A L Y N W R TNy R A R YN T AL T N N YR N R AL Y ]
(AT AY ST SEY Y W0 &3 AVS 31 ) AETION QXY O S0 A SRT ¥ T BT S IBT Y S8 T BT 6T ) ST W] ST N ST AT RTETETIY BT STRY Y SIIY BT ST 5151 57 W11 5T AT S 81 Mg ST
DODOOOOOTOLOOOODUOOOAODICOOCOOOOCOODOCOOOOOEOMODMDOOIOMDIDOCOMROO

4

+RIG,7C,NPN,NEC,MD,NELEM, NGD
TS EE NREENEC MD NELEM, NGDL)
RGaS CONCENTRADAS), M=1(CASO

/+20%,"VECTOR DE CARGAS UNIFORMEMENTE CISTRIBUIDA™,/)
X+ "ESTADO DE CARGAS™,//S5%s*NOCO",SX,"FIW)I",5X, " VXX",

s -
.- e <~

- (&2 -4
[ «a] .- fa)

-’ Lt

w a0
L2 ] — o+
oL [+ 4 e
<= +» [$p ] ovd
et ”~ oy =
= =~y LI
(i) -~y o
[ L5V - [ =% o]
DD~ - 1] ;
[l AP < e =
CEOm © oo - - on - N
- .l [ C ot P O <O -2 n
Qb= N - (%] s © T~ B .
Pt MY (1 =290 W QX o~ 0 w
~ all = o Or- U oL =L Z o [*8
EZrarm x [ ool < -y X O P > LY O - ~n
<0 sy w J - [ B « 4 [ ] < u:  J ~ o™ . : -
Lip ool o * Lo Do DOe N X =D [®) - 0 Ciad [ 1 BN S o [aY}
—_——ueel) © LD O O ~~ ou O w Wl O w S L~ o
Lo X «ZJ pd ~ ~ It (DT g o Bud —rt T el N b [a

[ TPy, T S R e I B o ] [ S V4 L= S -naa o~ €3 & 3 L m m QU

o= .- Ny et e O (&3 T Vet et Dt €D O3 LY vt O vt D W NN
L& wgiwmes w0 (] LAE & N o Z (=1 SN TR YA VRTE - a1} (254 G2l N 1™ 0. U\ s
[l PETa NI R IT o o DA o P U R S0 L efan 2o FUSSUN 128 2 S 2~ 4 PN o T R o Yo Y el T JTS VA i 8 WD Wl HLIPENE e
Lol PO T ol e hd o~ L TR 0D - O WO Lo SR 1 78 R Yl T TN o S | JNE NI (5 S TR I § s A S athnd
pan{ Sl 8o 7)) eSO O ¢ 8 e LW T WSO ORI O~ 0L Tt N e KO 0L L e e
lppndragud - Lolés gl b dod i | To-T W ie hus Tan 1 (oL T P LN P =4 TS e T Pallin T TR IR ol ST i oo V8 | 20 DRV PR Yoo Find PP Bad S Reb L ool S 40 24

O L S WO WL L DN ey et et S S50 s e o o N QL Tttt P (T e T e e L T e P St (0 LD P P T e 4 58 2
Da i WD, M~ s WD e 8
et 0 L AU DML AT D 200 &
el e HatalBligiaats S hloloft by Iol ol e AETITISTE SN -

x

W XD 0UliDw 90 20 W 50w ek DD XTI
0 mMEeOCEORODL UK £ OUE £ .L OO DL e W
‘ L3

o ) coo ) o cCOoO o Oowm o © oo
W coo .0 oo O M- W =~ O
—-rum ™M o AT N N e @ @n

-t gt

"
AP

"4
Py

[=lelelaleleloltel=loto ot o Dol ot oY aVy aNT oV AN U oNE et T Sa T oa T S T VoA e S VSTERI TR TRRY VAT CA TRTVATFRRNG NV RN ool ouf ol el ¥ ST DTASE. 1 LS ULV

CODCOOOOQUOOCLCULLODLOOQLOOMICOODOCDOODOOOODOOOROLIICOCCOCOCOO0.

At o BRI 5= S S [T e PRI NN SOy SPR) B, NPT | SR S S S S S 0 T




034 L

Dt LY D OO XY ST M OO ST U O = OGRT LN
[XETEIEISIERIEIRI BT NI FER NN I IFPITWI PEIYTSreS FAFI T ¥ T Y
DD et NI TE NP2 O U =T TN P 2D X L s v <0 LIS D (D)
STRT ST Tnl o el ST EEwE o T B e AV TA I AT a V] S Tag T
DI DT I DI D DI DO DO
DCCCUOCOCUCUCOOCL OO OOUC O 0.
T NE R ES B BT B ERIEE SR RS RL BANTEY BT RIFYETEY YRS 3 o'.\g
[V U TS WORE VY SN VR VU U WG TG UGN U SO U DURE DU TSN VIR SO E SON S
LTOCDOSODON IV OO RO EOODD
SOoOoOoOOCC OO OOOOOOOCOOCOOGOT
—
e
CHI LW LLDWLWIODLWLLWLOULLOLLULLILWUWIT
<
Ld
v

—t

-~ u o (=] ~
et -~ 0 < x
s = M ~ ot
4 N b
53 >x O o 0
e - - T K
e x ot [
O D L O woo [ 9 158
Ll wz o P & § [VEN |
o ) = - e
e D PN I e L S
r w X0 © - Ol v
o Ve S o3 * - L LS
Room - wid WM g L

sl e=IDNIT W & v L e
LWOCS it LI O { ', =<
Pubd X2 om0 rmt vl ALY K e e X OOUS I

o x § P P POaTEE - § ] ~J0

A ) (s € ot € e o e 2 Y AR - R N | D
TR FRN T Eavle dhen- B - & UL A0 s SN ISR g ] o I it
_‘h.hnuw)hl.n.ﬁlAHH N Qo
Aainl — ot BN ZD e Md e 2 O
M T O e D wd o HO L DS g
Do 20 22 €5 2 LIt ittt i ) 23 et 20 ™5 5D <L <L (D O bt

¢

(] O O
© i o0
- . - N




—
L=
»y
)
KD COUN D O vt UMY TN e I7 (0 vt CI O I+ 3T
TR EIENINTETETNIRIEL EENEN IR PIYEYR TR YO TNY WY e Sy

K2 N T <0 Ol e NI 22 O LI, OINIPST IO 3D
D €O 0D € 2 D € €0 €00 Tl wmm ot ot s e am ot P00 U SO G e
DD ODODTO ORI TIDCHI QU DO

CCCOC OO OUCL OO OGO
(I EE RN RS RE BRI EYELES N BRI TR EY Y XY WY N RS ETRY WY =
COoOOCCOUOCLUWOCOUOLOOLOCDOEOOOOR
et men) el e W o ek aased it Y ool ] ooty vl pacl] ot Tl oy il ol g, W

=

. (&4
ud
[

BeH)Z7AA(N) -

(K)=AA(CI)*CC
éN)-AA(I)*BB(K)

2AUN AALCR) LBUH(L) , NRMAX(L)
)
) s
“)RETURN
I=IL.,IH,NEC

L M R Xl BRI HE L (D

i Db 2 N SHEZG o ST 4D D2

2 L Lt 1 X L3 5 K At bt e LD X CT LD 0
.. cooo =

nowne =
MIT N 0




021 L

DOODOMNDDIOMO
ssvese s P v e e
DO—NIND DD
OO C O v
DOODCC OO
CCCCCOCCem
020090 0 R s s ot
.t T e vt e v e O
P L o e R X R B ol

DOOOCOOOCCH
w
(8}
-d
V.
-~
-
L
ped ~
b -
o LY
\ . x
S =
-d <
- «
x ~
hd x
\:-; by
| & ()
‘l\ et
= L
[ +
< ~
~Z . =™
< e e LS
ol ey > —y
Z Wt el

NIl
DOV W
(=

(=]
-t




-

(SR
t~
<

[ O € O MR CHIYLN w4 T O NUSY OMIVITNIST O ST O N et ST AN w4 5T I MUN T O OO OIS
B2 O SR HP VO E5 EH R LI ST OR SR FESP SL SIS S KA SR IR PR ST LN FL BN EB A B AT RS A SO0 A AN KD SR TR PP AP BH A AN w258
S TAV Ean B o0 TA TEUEAN E Jis kopon ] W Ren 2oV g "l e xX @S TV Lo P YEa Fao R IR TSI go Taaiad FanEen Pk FEa Tl o S URTEN Lo TaV fog Fam Yan 120
SlelalwheEelel Lol Ro el i atbavIav aviaV VI VT oV st AT AT AT 4T g ke Kt g gw i wd VAT CRIINI TRV TRY VA T AT e R e N URs R el o)
DOOQOLOOOVLDODDOOIODODOIIOOORDMDDOQ DD CIOOOOOD DTOOIDL
CUCCOUCUoCOUOOOQUOOOOOOLC OO CCOOUoC oo oIy
BRI EY R T R R R T R Y R L R T Y Y R R R N N R I RN R Ny Y T Y R Y A R IR NS R R o]
EVIAFIAVTASYANT QW ANT AV AVI SRS ST ANT LTI ANEANTRNT AN AW o VT 4T N VT AN QNI ANT AT VT aRT AV A VY ANT ANTAVT AVE WL A VI QRTAVE AT AVIAVI A FTIQ L g RTRFI AL &)
e e ek el e e W Al 2t o] i Sl ¥ oo ] o o et o 5l o] gk o i, g Al o et T T Wt i, e Glh o ok et e g € o] it e ek, wed

OO OO CCODRDCOCOOOROOCOUOOCCOOOCOOOOOOROCOCODM
: o
wi

' (%
L
[ 7]

)

N o~

— o~ ~ ~ L~ ~ o~ .

- ~ . - . -~ . ”~ . ~ . . =

N . O [ T2 .S . D « N “wnoe ~

-y [~ T S s < D W MY s LD se e da DO L g

- I s e e e eflN o 8 W e g 0030901 S MO ) o OONINN -

- wdtemt OO OO O I OWANDO U NO | et S N Onr vt & K K vt ™)

“SAVEL W S i il ud ot B A RAVL Kol ol ol B Ve g o o K SR WAV g VAL Sb SNOL b 3 S AVE JE & W VR FENE S 1 g
Koomtot DU K KKK KL KKK K KL D KKK KOO A D LW KL K T M ot

AL SRR [ R AT N SR N R [ PR ol S SN SN T B | AW SISO L0 TN L OIS [ B { D ST T IR SW B I Vo Van B S IR 1 02 8

R g e b N I IR I R W R R R IR Y NI TR I P TN BT A I P P N T IR e Vo N | P Ve Y Ton LAY Lo e | z

— FN LIS NN PN W, PINT NI PN PO AN 7T X 5N 0NGT KD N e o (T D s et

SUCS C) e ot v s vt % APMIMIMINIYP, o aT T I & o DU D & o™ oo &« a a n '\JO‘J’.
ol R T« SV O = A IR O O AV I I TR L L1 o VAR . ¥ VB WY o VAR R Y N T e dPTAVI VAT Ea T e
e K T et ot oL LD D P O e e VO TE O P O oo T L e O ot et D P (vt P (I it g (ot vt g ey et e o Bk )
od [} (0 D0 et e o o o S TS g Wl o ek - W W P W gy e o B T G W R e el Wy ) v Y g o) o S8 D) e L O

= e o L G T, X L L g oG, o o oL o LT o e o, kL o o o], o, o o < L Y o o ol ool < OO O L

o . <
< ) wn
-y -t




)

in

-

o

© 7 £ € OMING LT+ 57 COP EE NI« €3 (Y RY UL v NN LN T CI OGN NGN  MUN  U C3 OO SO
B B BC 40 BB B CR SO NS AO AU BB VPN GR 03 20 HB FUPEES CL W RS B0 VS S5 29 SPD 6 TS 2R CPEQ PF RS ES Qs P P B 65 B VO ¢S B S

3G T BIE L O T P O QO L C AU 0 - L w3 D 00D <L DI M QDN (I SO OO LIS MO D)

€30 D N CI €I 3w vt e vt o e € G OGN TGOS UM NI VMY T RT 37 37 5T ST 40 10 W 1 0 080 <O 2 0 et
DDA D DO OIDCOOCICIINIDDODOOOOTOWDOODCD DMDIO

OO OO T OO Cr OO OO CCCCOCOCCC OO O C S OM

ER IR CPIV PO FB IR EN RO PR LD CO PG IP LE P SD U BT RS 00 G108 10 90 P CDBDIACO IBIB LT EB UIB I sD5 8 0P s S8R 68 ¢ BN

PR PPN PPN R PN R RR BT R IO TN M U R RS P M NN 1
[P e e a———— e s b R K K R e 2 ] 11111111111.& D e e R e R B e R D e R e e B e B L ]

oY el=To i~ ~Yetulet ot el ole] sTolotot et el vl ool ot al ol f =Y oo el el ol oY vl ol =Y et etulat-Y w2 e Lol o

L

LI L LI LI LI LI LI I LW CCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCUCNM

Lt

75

N
J
4
.
-
L~
TN
s vt ~r~ P~~~
-~ P Y o B 2o B B ”~~ P ”~ PN B )
w?_ s 0 s O . N » . [Yar ¥ s 0 ~
h ot OCTO UNPMie N . (4 s & 4N e s OLMN OO -t

e NG AIOM srs§ | & 8 Bemt B 9 0 MY oI Me NCD ML QSOOI »
N vt O I ICTHE OO DIOeNOC FLN o | oot § s 20 et K K K vt e ™)
WG w m Ot P s o TS e et A TR St 4 4 LA K K ) et I R LDLDT & an
Kttt B K KK XK TR KM KT R MLEH R KDDL KON oy
ZE N BOSLUUUBIHITUCOLLH BTLCRUOBR OO WA IO I IS g
IS I e st U R eSos I s AL e L TEses 1] e O D v =™ )
Y Pt T Vo Ve Yo Ve il lan P o P Ton T AT A ¥ Fe K Vo Sngiie g e VS T L a P B it et S b e o 2 n B ~
ION. T C ™Y vtmedeor ey vm & 2 IUINNAVIU % ST ITC & S o afele o 0l & & & & 8C UL
wﬂukﬁu;’\ I S R A R T TR TR U ¥ o R i PR, DU P, Py 2 N Ve o
P I B Rt aVEa Vin VIR VPRV Ry Vaa VI AN EaVEANE AN § e Vi A R VEA VR Vi p Vo NE QR A WD NaN To U Rt Pe PSR TQRTATI VT AN oV o VEQ VT A Fia¥ Rt iam hean | 4N EFUPA4
) 23D () L LA L oL L L o o ] o o ol L o AT o o] o o] o ] L ol ol Qo <L LD L

| o o
ﬁ © : Yl




063 L

2 S O ST OMIZE PN #4IT MU et MO wd ST CO Y DML et LY ot TF wed T O OO
PE 18 4 $D 90 P8 SE 85 S 4B COLE 6 VO SE RS S 0P PL RE EE RN PF 29 P4 CV G S P D VS SP VS CGF NP S S8 PO & 8
M D et OO CY LA TSN O (L4 70D <L L e, ST 3 CN Y LI S OIS O (I L ML 230
fra €LY CD DI o v wrr ot o wem ot PG EQCOETO OUIMIMYN NI IO S SO 28 S ST I &0 WL s Y
RO OO DD T LNDDODQIDOOOLIIOCIEROODEIOOHOLLOOD
R I C i OGO OO OO OO OO OO O GO G C OO s
20 2L S FB SN IV FE VAP R 2D SV VD R FE IV TEID LE IS COPE SV F IR IE TD B RIS AD X GO IR AB LY TE * O vl
R I B R R o B R e o e e R e e e L e R R e R e e R e e R B B e E e R e e L e e R e o

POOCOOOUOCOOCROODLOCCOOCCODOOOOOOLCOROOOM .

: ui
LULLCLOLLLLLLWLLLLLLLLLLLULOLLLOLLLLVLLWDS

)
L
)

n

g —~—

- o~~~ ~ . s

- o~ N ~ o~ .. e N

N L) . . L3 Wy N - [ Yep— o~

- v oo an N e  ws {ANM » [T~T 0ol I | -

we 1\ PNy Sw SPYeaP) SCOww Se 6 0 8 o f | 8§ semem § U PN e YN W

Awtet DIV T I IOMIWN FSUNMN TN D r ot MNivat K A K bt ™

L % I e e et KNt et et et P K K e P e K et (TR e
IR L S R E A ESELE S EEARESSISE FNE X 3 JEE SUEFINIRINIEoT 4]

CHHOOLWOLLWOUNRLDDOWWOWH HO UL WH L esrmesaat =t

o] e B R N I R RN R B R T e P N [ R N T TR T R Ve N T R te Eoe Ton R R e N 1}

4 BN LNLINS NSNS AT EN TN EL ST NSV PN P PNLTS et ot et ot -~

LT ™S rwriotommiomen «OUNMITITINT & A S o all & & & & SUIGC"I L0
TR & A m o ma el RmA R e aTed WD e WS R DU INUN W
b 8 e et ot T YT P O 9 MY P B3 T3 - T 0o o L3 e e G0 O vt o (™ ot et et et 9 et e e ")
- Nt sl St g S Sl Sttt ot Yt e Sotr? Sown? Nl S N Nt Vil St st Nt Syt s St St S? gt Wit N Vgt gl St S o
aleivl abalisl alabababalisbutboateabalosloaloaloatoah atos Foa Loa Fraliaral oo s Toa g Loata Naw Rand 2 1H S DA
) g X L WL, L AR oY oL F ] oL L L oG oY ] o L R o L o L o o o oL A o ol A O X

< [ =
< C n

Rand -y




UO“GO.:J#C“Oaa_nv?.aﬂv;hnuAU.‘.CS130~CCJNC4033_&40~.CQ QIUIT O MIOMIONIT O T O NV T «a I »IT OMJY
BPE 0o SO B8 FU GO S5 RSP RN B AV UR RE USSP AP QU VD LR PO P 2L PL SR PO L GUE SL PSSR AN UE PR FE VR S SR PE NG SO AN SR 5L AR SR DB 2E 5 23 DN S SR SL SR 0o 42 R s
[ 2wt MY TTE L M T P O 20 SR 2 O~ -0 00 1D L5 CO ML ON (ILI O ML < (Do =T DD O NT PO QL w1300 L
[ 2D LRI €I ) oot et ot wet (UGN FU OGO MMM IR 37 8 87 88 S 307 UG 0O W RO D ND s 0 0 s\ P T P P P s P 0 G U S0 60
IS BN OOMIOODVOIDOOOVOOOQDOELUIOODMOIDIODOCOOIDODCGOOOUDIIIOMOMODMDIIOQUOG OO WUOIOODD0D
CCOC oo CCOCODCOOCOOCOOUCEINOOUOOCC CCCOGEC.CoOOQOCOUCT OOOQOOC OO
RO ID VB LB PR 2P TSR IS N AR IE LS IR IB S LI LE SO B LI IN NN G P FE FB OB INIDIP L B B EA VO PR PR AU PR PR PO FE LI SO TE PN LRI AD LS PO RS
FEtEET R I VR Ta H R RI T At FaR T U C R PRI PRI ERTTATE R VEH & P AT CAs VA TR Tt R T ER N I VAT AT U R TR SR VRl Ea s F Y A T U A VYR KA TR U CRY PR CATRAT CRICRT FRT VAN ERINRIS RV UL ERI RR)
T . L L L e R R e e e e R e R D B e R B e e R s B o B I e I B e e e e L B L e e e R D e D e R T e R R

TOCOOoOOTCOLDOCOLOLOOCCLODOUCLOLUODCCoooOCOOCUOoOOORLoLOOOOC0

nd

N

-t ”~ . L]

- ”~ -~ ”~~ ”~ Sy P~~~ V¥ o L L) -~
N ~ v Yo . ~~ o~ —~p——— LanTan -~ N1 .o ® 8 rNNIT e .
—_ » ¥ 8 et * O . (W) e s 0 @ . %C O O D0 e 0O [o¥)
— N «0 QOPOW I e} N 0O ¢ DOON & v @ OOt 8 o t? Pt 0Dt 01 o L]
= et T E 2R3 R B R e OO v el el S E LD e e e O 8 e @ 8 T B D 6O

L ¢ om0 K LD N U S e N e L GO DRI K M SN K .le(,.fvﬂ.(.ﬂ LB P el S SR TR AN 2
| Do oiﬁ*n*i*ﬂﬁlrnurwﬂ**kt«dfﬁ*i*!r;ﬁn***!k*:«k?kﬁ « ol ox *imnrﬂtﬁtr,uﬁ,nn*ﬁnn
SN MO o L S I e 9 e e M e i el i :r!...-\n MmO TR R n it
p e e RN NI RN Kt e IR Y S I I I I I Y N I T N I TV T R T I P NI I N Rt NI I L] Eatan Yo b | R e
—. () D W e W Van T Yo T Vo Vo R T T T Y o W T i § o B T i~ B Y Yy A W b PRV v T Vo Tant ol o o o T+ W) « 9]
NEOEE ™) puononpiomsmtvmpard & & SINOCOLOYT & SPONRNAIN M| o ol P ITIXT T o o sfJ UL & @ ONID ™ SPePef w o W00 » »
wuu EDCT m o & mnm e a et omwn D wnne aY n e W e wD e n e wTN e ATt WD e
rlllTlZBaS678c,!11.235?81130679!1056?89...:...157911.&70, vt P O Ot et ot C, e et

( (((‘2((‘(((((((fl\((((-l‘lt((((((((((((((((((((ll\(ol.‘(ll\((((((((
Iu—UOJ. T IO T T TS IS IOIIITTIITIAITTCITITISIT T ITITTITIITITNT
afedalel S . LR T 8- B L& R - e e R R R R S e L S R

L4
o
-




-

(g%}
o
fa
0 LS H PR B REOR AL LE DR AT B
~aZY ORI eI
[P ol el il R R 5
FQOOQOCM:}O’D‘DO
Pl oYl el o e Tl R el wrdl SE) U
[EXEYRYTETRS RV EE ERNTRT R S d
[ERS VRIVETCAT TR ATV RN CR I TR Y Chl )
vt wod o o) ol ol el W o o ek S

|
rRelelelwlelefelelegalad g
i =z

L
WVIWIWLIWLLOLVI
Y8

[

VI Y

-
-~ .

s ¢ O ~
T ot o o et

L O GAONIN »
DN XX K ¥ X o
S TN SR U LA
SO 1 e
N e antan B LI -1
foorFo B o JaN Lo tan B 14
P O et ot vt ot o ~~
“ ann n ow wio"™I
= 1D e NGt YL Wl
G g gy W G G Ay G
Evuku S o L
I T TIOTITODT D
Gl o Ll OO
(=]
"2l
-




221 Lf

DO el (YN T YO MY~ 77 O
SO BE DO BO BB EP FLOC LS PP SE B UK B 5P
DO et YN LUOLI O MUNES =L <L)
CRCIDCE DD CILs vt vt et s et v by
RAOOODDODIDAMTIDOOD
C.ococCoco o Qoo e
B EIIYEXIIEI NI NI EY NY R RY BT EE BE L
VOV OVOV O LLOVOLWOLOLL
COoOOCOCCTLOOOCOC
-
=
LLOLOLLULLWLILIWOLIT
)
[ ]
[

v(
LN -~~~

j LY S o o S o V7 4 1
fon L -GN AV} A AT LA TR ool

PO B Tt T AT R

D e e r NN TN e <

Ll STRFIA R R - E o R i I L ]

I TN TR I IR N CER TR | R Vo Tan PP0
T NI T e s e T e NGO
e P OIS LG D A0 O o een oo T
e N A et Nt Sawst Nt Sunsl Nl Nl sl Woa o |
LT Ha Vot o 1o 7o gt U |60 M s Do g USPA4
o L o] X g < L o L o] o L

,




<
[ DO QO QUIN I MITYs~ QNI ITITPININLENS
TR e e L TR R R R e TN TN Y Y
SluielrRo Lo L Be § RS 4SS TPNES og Potoatue IRBT Ll fp ]
CEL2D DO LT UG wavd vt e e PUTY 4
.. O DL UOO DO DN T I
L CCOC o OCOoOCO o Ol
LI T YWY Y W SYINEETEL I RY Y B X B EE S Y ]
T Y ] S e il A i S o S o Y
Sl B B R T R e R e R D B B R
I OCCOOCOCLLOCOOOCOOOCON
> =
H 0 [te)
[
(59
[ 2

-
L/

N
x
~
~ &
0 O
< -
-
 Z
™
>
LR
L audi
.- <
[ 5 E—
.- Jo
o
hadil §
x -~
< ~ -~ [ Y N T ]
[ & 1 VA 0H] L S Vo .0 -~
[T Y] e B} s s MM MM\
¥ Li N MY NN N aq
>Lud TN NN T« oOf
< < < [RRE =N [ haadad
tid r— T et e d N MR
PP e e « X ® K FE T

Pt D b A [0 v ot oot gt o vt oot 2T D
—re KL L L LA LA LN
pubg 7o - T P IR T I AN TR L E T T o e N -l
DT K W ms my g 7 s ooy T o DG T
[FRW] _PUY J0 s B gV alied R ci¥e R T XS]
P I § I e e e S b Tl ol o Y
Pt o B N 1 1o B Nike Yo Jiie I Jote JE0 J0w b JP RS « e 200 RRoH
WD L L Lol Aol <F God XL o LS




[oYoloTed A RaToiTate gin S HAVIAP L o L o lIa R alev b g g FTA RS A QVIANIVR I op Do tA 8 Tarie AT Ta o a To JTATAVIAVER g o To I Ra T s RO TRAToate IVaToa B IERTag Rl onl¥ R lod Ao ]
BRI BI I P BP IR AR BE D SR RINS PSS LO OGN UNNY 2P PP FE LS UR SR IT LP GE FB RE LT SR GL A0 £ SE SN EN TE SR UT SO OB PO RE KR ES L KO PP UV GB B RO B SR ¥8 UY o5 on
[ YT lat T Tl £ SN IPIL L 1Ra LoaR S LIS TAVIFRTop T U6 JPUR oo v @ Mt SO RTE L dn S a b 4 U6 UL o Bot iy Aol S SRR TaX 1 En feotdn 1 RN Lov R g o N o X U0 TOUE Lo Rl a0l WD TVR L op b BN R
FnlaTa-tob ERL S TLEE PPl oI pUTATIAVIRV] o0} LR T ot b iad Dt suitomi S Gol KIS Y RS ER 1S 0 TR ENST0e SVOIRS RVE RVET o08 o S o S C 4R« T T4 T SRV Il Gl S #al SaR S ol Sl SO R QLI 5 §
ﬂbOUﬁUGGOGCGCCOOaVnnv.{UCOGF«GnVnVFVnUOGPUﬁUF,Unu.\'uchvo.ﬂuPJGAVQﬂUOOOO«UG.{VOOﬁUUﬁuMUG.(UQ0
COLCOOC oL OCCOUCCOoOU OO OCGr O UCOOOOoCOCCOeC Ul O o
D st t0 s 820082000 tR vl s sR RSB B AU LD TR ININ 1B PETE P IR L RIS GO LB EF LS SNV H PO PB 1P 4P NS LB rR P LB ID FG *PO LULR ER TP IC SIS 2B SR PP ID rO TS O SO oW
| Gt QUt Gu G G i €0 4L T G0 Gy B (L G G O O TR0 R G R G G 05 B0 6.3 60 T 815 G 1D QL0 s 80 T D 00 GRG0 00 G0 B B0 G0 B AU DL SO o B0 S O
i g st ot e et pand o W e, Sy it s o s et el el et s W ) sk el Pl s e W Sl gl e o) ] et e ok Wl Aot s el o, oy Wl Wl e i gl ik P Wk Tt s W o A # S el )

DI LW IWWIILLLWLLOLVLLIWWOLLWLLOUODOWLLDLULLCWVLLULLOOL LWL LWOLLWLLO O

L Ve
AN
. r~r~
. <
) NN
n - (D
N N fan
] K&~ ~~ ”~
. (ST I o~ W
> P Cor~ SN ~~ [ ] ”~~
n Y TN o T 2 2 [ * [
" <MD S «al -~ 3 - ~ Py ’
-~ NN N N i A4 hed [on) L4 .
" Qi € (LN " — L o~ "
- Nt LW A e ] L el o~ Lt VTR -4 P o~ L e T
- L N e LI Ttk I I R R R A B B P e Tl a Edl IR T S ATE BT sl aa P L 2
~n KK & 0 0o 8 twt o w 8 ST OMNLILT B 8 0ol F o2 ot & % % ¢ 2L S LMY & SrvotTT Towwtll o o »

O vt DD AL WAL K H K ek KU aTT o tanon WO R K AT K %o aD % s hw w alP NNy
COIEIMI AN ) ¢ e a7 8 s 1M I TWNerem MM s | s A Sei (M e B O MM N M
LT 2 B B S 3 RVER IR JVNLE 2 30 S JNE S5 28 LT UL AE PSS TIE §TURTI W TV 7o RiaTo B S B0 20 ST Zo0 38 SUETUE PUN Log Lo VUECHY UETUN VU SUR FUR 27750 40}
W % W B et et et vt o mea ) L, T et vt et/ ) 0t e vt () wem et R D0 L DU U S L L add O s vt ) ) L1 TS IR I J s bas G AT IV S VIV I Flad i L
ﬂ bl =R e R T Tadh ITrn FIMAE | Fa fad Fan M EUi | Y TPt aies [ Vi W IS IUE I INT I [ Rt YAt URT R LI AN TIIR | Y | FURNT NUNS v | T I T |
PRIl R R R R R e T N I R T R T L R L I LT LI L T TR TR e R TR IR LR R B el K R LR LR LR T PPN
danl T EY et v e s vt vt et A CY OGO DM IS ST I ST T I e e sV w0 D O« st e e e o
SVa3 ¥ S A O Y T T TR T A VA O R U O S U O SR N N N el 22 VIR M Y 4 U O W e B JE S SEL SN Sl R A V]
Pupe ot TR NERTATT I T S T sT AN sl o LoVl o bt Catont of gV Sa B o el S gV 5 o il o X s B DR ARPRE VT « A TaNo T LA Fud Tl o PR T ] Talite T N oad aah S 20 B
( & L O T N T e e e S e ol LTS iy FPURS Ve SUy VWU SV W) FUR PR Uy T W U Py W PO S T S O L
A Seliaw Mo RO FES 106 R0 s Tiu £79 T Lio R i RCH RS R VPSR TP Riy Lo RES R Sp Ria Ao Rus Ry 115 AVAR TS R50 REaSTo RPpTis 100 RO RES 24 2o Tp 1o Rho RV Y40 Rty Lo R0 RAw REF TR0R0 5 150 REp L S0 REW S0 B/ 5]
) 2 b £ b 2 0 et M) W 100 L B i i b i Bk L) i Lkt b B Bt M Lt e M L G L) D) L et o 0t 3 D R S0 Bt U bt i ) L et Mt i L ) Lk ik ok

(

<o
<

>y



[
-
. i
AR alalishale FoditistHatag Lol lal g Eollahstwli Ly Sa¥lae g At ot JoN Do ta g AV inebe g AN T g Lo g
Fo SO S 26 25 00 RE Ba dP R SR IS AR RO NP SIS OO ES SRR PE SR FP NG DS SV FR S0 S5 S0 Do DL WD VS B
3 D LIS e T P =L O NN D «C Y OO P (O T TP - L N P D0
| SRS Y BT 36 T Y W U5 Y WO Wy b S Sy AU S GIEY VAV G100 S8 WU WUR W S WL ¥ S ) 705 Uy LSO
PREDDDOIONDDDIDIOTOOIITOEOODOODDDONLIIrtetva=t
POCCOCOOCOC Ol OC OO ento OUOCOOC OO
FE S0 220 0000 v 90 7820 DB IR SO LR R 02D 2RAIB IE SV PO PO IR PB VS SR TP CH IO PO up b M “ovg
oL LG LI oA L wd i e
Ll e Kol et e R e han e R R B e R e R e R R B B e e R R R el e K R e e o R B d .

POCCOOOLCC SO0 OCCoOROOUT ORI CCOOOGCIOTM
—

S
WOULLOLLULOLVOLLLLULLLOLLLLLWLOULOLOLLLLLOD
(&)
ol
[ 79

«=LJJ)

~y ~

-t L 8] )

K Ko~ ~—~ % o~~~ I~~~ -~
R O S T o L I L Y e e T e R e T T P T aRVaTe s N ot Al ¥ alYs

K X € ~Y0Y U KK P rtoirnetea 2w & QO S OV e W

80 0D o wIT( Y e annaa Al M woa SITLOM A & AT
NED D «aTLY X SO MM O MIST LN B A s Nt S St S vt P Y S S

I B A R I B R T A "L NIV PR T WL YU PN ERE SRS LY SO T v
ettt Y VEE Sl Sl g TI SO VN VNN S8 PR KW S5 RO 2 Ep W U VORV 02 00 1 S TR SUR T W Fp T 90 ¥ Vg ]

K ¥ €L T H K X K TUN DU e L LW I LI DU L L Ll
PRt LT b vt s O L LD WM G T D s d T sl TN B
SEaln TVE | I { B T St B I O T CO TR A T R T T T L N LI T IR T eV e

TR O e e T L I L I T BT R e e T T Ve tos Yo R P W B R N e L AT LAVIA Y

o T L TN S 2l Vot Yoo W ¥ pdivin en Yo RowRle R TO 1 B RO b R TAVESV IaF RO Lo B

R AT & QRO o Aartciompermams & & Gouoneost & % Kot oot » & W
LR Nl o N R T A T SN Y s CREP . £ AV N W N e 2 o] o $10g
ARl o A alenaa T R Fa Be T oy Ra R R R o T e el i Tale gl o L L s Yol

i Sttt N Nt Scall Vet et gt Nt e Nva? Seqal st Wt st N St S it g b N Vsl Na? Nt Nt ottt ot Nt Nt
ST L VRS VY VU PR W SO S SV SO DU VI VUG VUG YR IO W VR VRN Oy T S S e SR VRN U VY oy
P2 R RS RN MY p R0 R V0 R U T8N R Ep RYD RV Rés REs Bie REMT U IR 5 Y5 RV, 120 RE0INS R4 S R VO T¥D RV 10 Jite E¥ B




noee Lt

D ODONOQNIIUINMIINDOOOINMNT MO OO MOO D

6s SE ORGP SO VS PP SE LR VD FE NP AP UE SE IS AR SR IS AN PSS RS En £ ax BB

wrleluTu T Wsle oL HR LTl g IFFICERC fop L@ EN TN |60 TUE U INETUN I PR ¥
Uﬁ\ﬁ.\,. DO vt e CUrGES MU FMIMI M O IR T T e
2 YOS IO DT DD D IO OO CI O DL D
Un...nlo CEOCCULOOCOC OO CCoUea o
TETEY TR Y TR R R RN B NI R A AL AL A BRI RL R RS RS R BT 22 2 —t
U e e reurr e rcreeerrerrereemMmo

rlll B e b Rk T R e e B R R o R R e P A ¥ |

COoOoDOCCUCOoOOCOOUOCCCOOoCOOCOOr

OIT
"E
LRROLOLOLWLULDLWWLOLLLILLOLLWLOLWLWLDLO D
Qud
[ 754
T
L4
[
s
wJ
=
L
- -
bod <
(=) | o
Lol w
-
-~ 1 4 o
i ~ - ~
b a1 [ ]
Lo e oy
” B O=-p i
Nt P 4 X
) - B -
L
W O Z~ P4
oxe ™ o
_lh =0 a .
- (Do E >
| & e~ e ]
[ R R 4 (]
m P T WS g P
e AV o B g (S
L 2 L 4
W-W - T
| L I e -
- mE M . -
~ KK St o<
-] ~r w O foe
- O « Pt
s <z -
& LBt SV S T « N
[y . p~ CES O &« f N ot
" - P2 X MW SN
i} [ VN wes O - - X
) posi } TR Sl T ol o T F 5
— OCT NS T .
- Cld o Do [T &
T < & axi & v~ O
] L - IR AR LR PO
o Live & > N
- DH N A e - ox
- W™ Wl o w X O
L} ~Z 8 FMeE T (s ]
a P~ AN Yo N NN el
- N ~ —L" wr <3 L
s bt L PR S ol il Y S |
St : — Olbuu Gk axX N O
- e H o alE X~ e )
-0 [ o o ~e~ alil B LsE P
s i s ) C222NE e e
»lt ~~D b TP R B A3 T g S EATY o R of
clli b Jor I x adB D A v et
-~ Nt Nt Yot Wi - WDZ il
2 o2 T Pt ey —— b Pied - % 2 I o
wewrsC_ - Do k(D DT~ L S O N . ]
) e O 7Y SO Z W O 2 F DX
Nl $S W W SN LS TR R Vo R L ] (PR S AR
O rd e S DO = Ded SO e a Al e W ¥
b L BE T 3 [ e L IR £ ¥ Lo ] o b e ey NN Wt O ow
DD T wlBUL s M el ) w NONE et e
- () Lo IV PP agve 296 ] E T o | DA T | B P - L WY, |
DUINLICI v & s [ DNV N 8 0] e e e (YD M QY
TTWOOOIINL T W O IT WY < D
o s = T 94 Do g ot o e oy T N Bt bt e TG N D NN s
| H A el L JUNEEE S S | Bt Y ] R o S Sy ST T o
ot 22T T e e i D i L e L W SO DS L
p RN Fate Lol o 3 SEahTs Shlol L FETE s 4 F T S0 Vi SR Fet
® R«
[od=] o0 OO0 (==l
o0 < O Oon OO
) Mm I oo O

e e NN



127

CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

Es comin en la teoria lineal de placas, formular el modelo mecdnico o ecua
cion de equilibrio para el problema bidimensional aproximado, donde sélo se con
sideran fuerzas de cuerpo normales a su plano medio. Las ecuaciones de campo
del modelo tridimensionaT desarrollado en este trabajo, ademas de suponer fuer
zas de cuerpo, también se consideran fuerzas externas normales a su plano medio
aplicados en 1a cara superior (aBl-= a0y x {h/2}) de la placa. El término q
de }a ecuacion de equilibrio (2.3.14), es la carga equivalente que actda sobre
el plano medio por unidad de longitud, donde se puede observar que no intervie
nen las fuerzas de cuerpo b1 y b2’ esto no-quiere decir que tales fuerzas se
desprecien sino que para el caso especifico del modelo bidimensional aproxima

do, se concluye que en promedio son nulas, ver ecuacion (2.3.11).

Para e]rcasa particular de definir q=0y Q;(O,O,b3), automaticamente se
obtuvo la clasica ecuacion de equilibrio de.la teoria de Kirchhoff de pjacas

elasticas lineales.

-

Con respecto a la formulacion matematica del problema de flexion de placas,
mediante los métodbs actuales de matematicas aplicadas, s6lo se demostrd la exis
tencia y unicidad para el caso de placa empotrada, debido a que con esta§ condi
ciones de frontera, es menos complicado demostrar la K-elipticidad de la forma
bilineal a(+,*). : Vx V> R. Esto, también se puede Tograr para el caso sim

plemente apoyado, el detalle seria demostrar que v —+ 1Avlo q ©S nuevamente
. s

una norma sobre el espacio K, equivalente a la norma 2 o
. s

Como una continuacidén de este trabajo, seria muy interesante tratar de ela
borar 1a formulacion matematica para problemas dinamicos de placas de tipo no

lineal, tal como lo estudian Duvaut y Lions [1976] y Fichera [1972].
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Para aproximar problemas de cuarto orden, que es el caso de placas, la
conformidad del método del elemento finito puede perderse por la violacién de -

la inclusion V. c V, debido a las razones siguientes:

a) al usar elementos finitos que no sean de clase C°, debido a que no
son continuos a través de elementos finitos adyacentes; como lo fué el caso

particular del rectangulo de Adini, estudiado en el Cap. 5.

"~ b) cuando 1a aproximacion de un problema de valores en la frontera es plan
;teado sobre un dominio § con una frontera curva 32, o sea que el conjunto,
{0 ya no es poligonal. En este caso, el conjunto & es~usua1mente aproximado
por dos tipos de elementos fini;ps: los de tipo recto (caras planas) en la "in
terior de Q"; y los isoparamétricos (tienen al menos una cara curva) para apro
ximar "tan bien como sea posible" la frontera 3Q2. Incluso si se usan elemen
tos finitos isoparamétricos K e T, Para "triangularizar" 2, la frontera del
conjunto Qh = KlJ K es muy similar, pero no 1dént1ca, a la fron;erq afl.

€T ' ' '
Por tanto, como el dominio de definicion de las funciones en el resultado del
espacio de elemento finito V, es el conjunto .Qh, el espdcio Vv, no esta

contenido en el espacio V y entonces la forma bilineal y lineal son aproxima

dos,

¢) en los casos donde se alteren los coeficientes del sistema lineal resul

tante dado por (4.1.4), al ser aproximados por medio de integracidén numérica.

Los elementos finitos conformes, rectdngulo de Bogner-Fox—Schmif, triangu
los de Argyris, Bell, Hsieh-Clough-Tocher y Singular de Zienkiewicz, pueden
ser usados en cualquier otro tipo-de problémas de valores en la frontera de
éuarto orden. no asi el rectangulo de Adini, el cual es adoptado especificamen

te a problemas de placas rectangulares.
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Con excepcion del rectdngulo de Bogner-Fox-Schmit, Tos otros e]ehentos fi
nitos conformes, no son embebidos.en familias afines, sus propiedades de inter
polacién son similares a estas y vienen desarrolladas en Ciarlet [1978], en
donde se resumen los siguientes resultados al aplicar el teorema 5.1.2, ya que

sus conjuntos de grados de libertad, Lgs sSON PK_uniso1ventes:

Elemento Finito dim P P (K) C Py lu-y ll, o Regularidad Supuesta
Tridngulo de e 4 6
Argyris 21 Pg(K)=P, 0(h™) ue H(Q)
Triangulo de . , 3 5
Bely Ute 18 P (K)C Py 0(h”) ue H(9)
Rectangulo de . A | ” .
Bogner-Fox- .16 P3(K)C.'PK - 0(h"%) ue H(R)
Schmit : ' -

Tridngulo de 0 4
Hsieh-Clough- - 12 P3(K)C.PK 0(nh") ue H(Q)
Tocher -

Triangulo Singular : v 3
de ZienkiewicZ 12 PZ(K)C P 0(h) ue H(2)

~

Con respecto al récténgu]o de Adini, la eétimacién del error (5.2.22) puege ser
mejorada cuando todos los recténgu]os Ke T, son igqa]es, Lascaux y Lesaint
[1975] han demostrado que [{u¥uhHh < Chzlu]u’g2 si la solucion u estd en el
espacio H4(Q), 0 sea aumenta en uno su velocidad de convergencia, si se aumen

ta en uno la regularidad de la solucidn.

Por dltimo, se estima que es dél todo confiable poder usar el programa de
computadora que se presenta en el Cap. 6, debido a la buené aproximacion de los
resultados obtenidos para los diferentes parametros en comparacién con otros
programas ya elaborados. Obviamente existen otros elementos finitos que dan
mejor.éproximacién y con velocidad de convergencia mayor, tales como los que

se muestran en la tabla anterior.



Con lo expuesto, se estima haber cumplido con el principal objetivo de es
ta Tesis, que ha sido el analisis y aproximacion mediante técnicas del elemen

to finito aplicados a modelos lineales de placas.

0
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