
\ . , 

DIVISIOH DE ESTUDIOS DE POSGRADO 
FACULTAD DE INGENIERIA 

SECCION DE ESTRUCTURAS 

TESIS DE MAESTRIA . '''.'''. 

,J ;-; .1 .. 

; "1 

l/EL t1ETODO DEL ELEMENTO FINlio EN LA TEORIA LINEAL 
« .~ "":"?--:r;' . 

DE PLACAS ELASTICAS" 

. " 

QUE PRESENTA: 

f'iANUEL ALBERTO SALAZAR ARECH 1 GA 

~!tX 1 ca, D I F. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



VNlVIElI\"lDAD l~qONAL 

A 'If'.N.OMA. 

JURADO: 

Presidente: 

Vocal: 

Secretario: 

Suplente: 

Suplente: 

FACULTAD DE INGENIEIUA 
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 
SECCION DE ESTRUCTURAS 

EL METO DO DEL ELE~lliNTO FINITO EN LA 
TEORIA LINEAL DE PLACAS ELASTICAS 

TESIS QUE PRESENTA 

MANUEL ALBERTO SALAZAR ARECHIGA 

Para obtener el grado de 

~~STRO EN INGENIERIA 

CREDITOS ASIGNADOS A LA TESIS I¿: 

DR. GUSTAVO AYALA MILIAN _-="~~º~~~~~~§=.::::-==:::::_~!:::::-_ 

M EN 1 LUIS ALFONSO REYES A. 

DR. GONZALO ALDUNC IN GONZALEZ -_..::::::-.;t:,;:::=:::;;:~:z==-----

ING. NEFTALI RODRIGUEZ C. 
-------~~~--~--------------

~1 EN 1 RAMON CERVANTES :;;r?---J( 

COORDINADOR p~A ,~¿i30N 
~)2í I i}o 

SECRETARIO ACADr¡~MICO 

-j[<I~~ 
ING. NEFT~~;~ODRIGUEZ CUEVAS M EN 1 GABRIED\MOELLER CHAVEZ 

Cd. Universi~aria. octubre de 1984. 



El presente trabajo está dedicado 

A mis padres: 

Alberto Salazar Cárdenas 
y 

Dolores Aréchiga Duarte 

A mi esposa e hijo: 

Maria de Lourdes 
y 

Javier A"I berto 

A mis hennanas: 

Dolores Guadalupe 
Angél ica 
María Lorena 



A G R A O E e 1 M 1 E N TO 

Agradezco muy especialmente este trabajo a mis maestros y 
amigos D}~. Gonzalo Alduncin G. y al M. en 1. Luis A. Reyes A., 
por haberme transmitido los conocimientos básicos indispensables 
en la elaboración de esta Tesis; además de su constante empuje 
para llegar al fin y no quedarme a la mitad del camino. 



1 N D 1 C E 

Página 

CAPITULO 1. INTRODUCCION 1 

CAPITULO 2. MODELO MECANICO DEL PROBLEMA DE PLACAS 5 

2.1) Hipótesis Básicas 5 
2.2) Componentes del Campo de Deformaciones y EsfuerZos 7 
2.3) Ecuaciones de Campo Bidimensionales de Kirchhoff y 

Modelo Mecánico del Problen~ Aproximado 13 

CAPITULO 3. ANALISIS DEL MODELO MECANICO 21 

3.1) Problema del Cálculo Variacional 21 
3.2) Problema Variacional o Débil 29 
3.3)' Existencia y Unicidad: Caso SI ~ ~ 30 

3.4) Existencia y Unicidad: Caso S1 = ~ 32 
3.5) Problema Distribucional o de Valores en la Frontera 34 

CAPITULO 4. FUNDA~lENTOS DEL MElODO DEL ELEMENTO FINITO 37 

4.1) Aspectos Básicos del .Métod.o del Elemento Finito 38 
4.2) Propiedades Generales de Elementos Finitos 41 
4.3) Elementos Finitos de Óase COy C1 48 
4.4) Consideraciones Generales Sobre Convergencia 50 
4.5) Teor'a de Interpolaci6n en Espacios de Sobolev 53 

CAPITULO 5. r1ETODOS DE ELEMENTOS FINITOS PARA EL PROBLEMA DE PLACAS 64 

5.1) Métodos Conformes Para el Problema de Placas 64 

5.2) ~'étodos no Conformes Para el Problema de Placas 70 

CAPITULO 6.. RESOLUCION NUMERICA 80 

COJ'vIENTARIOS y OBSERVACIONES FINALES 

REFERENCIAS 

127 

131 



. CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

1 

En términos generales, el objetivo de este trabajo es el desarrollo del 

Análisis Cualitativo y el Anilisis de Aproximaciones por" medio de EL METODO 

DEL ELEMENTO FINITO para el caso de problemas estiticos de placas delgadas 

linealmente elisticas. 

En el Análisis Cualitativo se estudiarán los siguientes puntos: 

a) existencia de soluciones, 

b) unicidad de soluciones, 

c) dependencia continua respecto a los datos, 

d) regularidad de soluciones, 

y posteriormente en el Anilisis de Aproximaciones se analizarán: 

e) existencia y unicidad de soluciones aproximadas, 

f) convergencia 

g) estimación del error, 

h) orden (velocidad) de convergencia. 

En la primera parte (Cap. 2), se formula el modelo medni<;o para una pl.! 

ca sobre la que actuan cargas normales a su plano medio aplicadas en su cara 

superior y fuerzas de cuerpo. Para ello, se desarrollan las ftcuaciones de 

campo de la elasticidad lineal tridimensional (ver Gurtin [1981]) y se supone 

que lDs desplazamientos satisfacen las hipótesis de Kjrchhoff, de ésta mane 

ra, se obtienen algunos términos que pueden ser eliminados en forma justific.! 

da al llevara cabo la aproximación del problema tridimensional a bidimensi.Q. 

nal. Entonces, al ser aplicado los balances de momento lineal y angular al 
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cuerpo bidimensional, se determina el modelo mecánico que rige a tal probl~ 

ma. También se especifica las condiciones que debe satisfacer el modelo bi 

dimensional para cumplir con el tipo de apoyo de empotramiento, mismo que s~ 

rá usado en partes subsecuentes de este trabajo. A partir del modelo bidimen 

sional se obtiene el modelo de la teoría lineal de Kirchhoff de placas elás 

ticas. 

Es importante hacer notar que usualmente se construye el modelo de 

flexión de placas considerando únicamente fuerzas de cuerpo normales a 

su plano medio, sin tomar en cuenta ningún tipo de carga externa; por 

tanto se debe justificar el hacer uso de t~l acción externa. 

El siguiente paso (Cap. 3) es la formulación matemática del problema de 

placas sujetas a flexión en términos del problema de minimización de la ener 

gía potencial, y así aplicar el Método Variacional en el Análisis Cualitativo. 

Cuando la energía de deformación es simétrica, continua y positiva, y el tra 

bajo de las fuerzas externas es continuo, entonces es posible establecer un 

problema variacional, ,equivalente al problema del mínimo. Además, se muestra 

la equivalencia del problema variacional al distribucional o de valores en la 

frontera, que consiste en las ecuaciones de equilibrio y condiciones de fron 

tera. 

Para demostrar la eXlstencia y fundamentalmente lá unicidad del modelo 

matemático, es necesario la K-elipticidad de la forma bilineal (energía de d~ 

formación) correspondiente, misma que depende de las condiciones de frontera; 

en este trabajo únicamente se desarrolla para el tipo de apoyo empotrado. 

El contenido del Cap. 4 es primordial para el desarrollo de esta Tesis, 

en él se da una introducción al Método del Elemento Finito. Este método, en 

su forma más simple es un método de aproximación que consiste en definir prQ. 
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blemas similares al cual. se quiere aproximar, llamados problemas discretos, 

sobre subespacios de dimensión finita ~h del espacio de desplazamientos ci 

nemáticamente admisibles V. 

Para esto, serán usados métodos conformes y no COnfOnlles. Por método 

conforme se entiende si se cumple;, (a) :¿h es un subespacio de y y (b) las 

formas bilineal y lineal, las cuales son usadas en la definición del problema 

discreto, son idénticas a los del problema original. Si al menos una condí 

ción no se cumple se dice que el método es no conforme. En la aproximación. 

del problema esta diferencia se notará claramente en la estimación del error. 

Haciendo uso de métodos conformes y no conformes, en el Cap. 5 se deter 

mina la convergencia y exactitud de las soluciones aproximadas del problema 

de flexión de placas. El elemento finito rectángulo de Bogner-Fox-Schmit es 

usado en el método conforme, éste cumple con las hipótesis mínimas que aseg~ 

ran convergencia en su aproximación de desplazamientos que son: ~ E H2 (n) y 

P2(K) c PK, K E Th. En este caso se obtiene una velocidad de convergencia 

igual a dos (2), en lo cual es de gran ayuda la demostración del Lema de Cea. 

Pero el caso no conforme, se usa el elemento finito rectángulo de Adini, don 

de la inclusión ~ c y es violada. Aqui se aplica el segundo Lema de 

Strang, para obtener una velocidad de convergencia de uno (1). 

En el último capítulo de este trabajo, Cap. 6, se presentan las técnicas 

de impl ementación numéri ca del problema de empotramiento, aproximado mediante 

el rectángulo de Adini. Con ello se genera un programa de computadora, cuyos 

experimentos numéricos son comparados con los que se obtienen de. otros progr~ 

mas ya elaborados para diferentes elementos finitos. Uno de ellos es el rec 

tángulo de Bogner-Fox-Schmit, el cual presenta mejor aproximación de los dife 

rentes pa¡·ámetr.os a los obtenidos con el rectángulo de Adini; esto sustenta 
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lo desarrollado en el Gap. 5 pará tales elementos. 
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CAPITULO 2 

MODELO MECANICO DEL PROBLEMA DE PLACAS 

En este capítulo se desarrollará el modelo mecánico de la teoría lineal 

de Kirchhoff de placas elásticas lineales, como una aproximación de un cúer 

po elástico lineal isótropo tridimensional. Además, se supondrá que actGan 

cargas externas normales a su plano medio y fuerzas de cuerpo. 

Para obtener los componentes del tensor de deformaci ones tridimens ion! 

les se partirá de las hipótesis de desplazamientos, llamadas hipótesis de 

Kirchhoff. Una vez determinadasias componentes del tensor de deformaciones 

se procederá a obtener los correspondientes del tensor de esfuerzos haciendo 

uso de las relaciones constitutivas. Posteriormente, se aproximan las ecu~ 

ciones de campo obtenidas en el caso tridimensional para obtener un modelo 

mecánico que llamaremos modelo mecánico bidimensional, para el cual serán 

construidas las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos para el caso 

estático. Se obtendrán como un c.aso particular las ecuaciones de campo, co~ 

diciones de frontera y el modelo mecánico de la teoría de Kirchhoff de placas 

elásticas lineales. 

2.1 Hipótesis Básicas 

las hipótesis básicas correspondientes a este problema son: 

Hl: (Hipótesis Geométricas). En su estado no deformado, la placa, consi 

derada como un medio én dos dimensiones ocupa una región Q, tal que: 

Q es un conjunto abierto y acotado de R2 con una frontera regular 

aQ = aQl U an2 U aQ3' . 

En realidad la placa es un cuerpo ttidimensional que ocupa una región B 



de R3 definida por 

B =< {x I x = (x p x 2 ,x 3) E: IR 3: (x P x2) E: n, 

~ 1/2 h (x1,x2) ~ x3 ~ 1/2 h (X1,x2)} 

6 

donde h ñ -+ IR, representa eí. espesor de B. La frontera de Bs aB, es 

tal que aB = aB 1 U aB 2 U aB 3s aB 1 = a01 x {h/2}, aB 2 = an2 x {-h/2}, 

aS 3 = an3 x {x3}, -1/2 h < x3 <1/2 h. 

Frontera ao 

Figura 2.1 Geometría de una placa delgada de espesor 
c0nstante. 

H2: El material que constituye la placa,<es homogeneo, isótropo y cumple 

con la Ley de Hooke. En este caso, las ecuaciones de campo de la elasticidad 

lineal tridimensional están dadas por 
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e '" 1/2 
1

- . tJ ~~ -1- Vu) 

E ,-. \1 s:: l+v _~ + 1-2v (tr e) 

en B (2.1.1) 
Di v S :;; !?., 

donde E es el modulo de Young, E >0, y v el módulo de Poisson, 0<v<1/2. 

El tensor de esfuerzos, tensor de deformaciones, vector de desplazamientos y 

las fuerzas de cuerpo, están representadas por S, e, ~ y~, respectivamente. 

H3: La carga externa q:: q(~,h/2), ~ E n, actúa normal al plano medio 

de la placa, además de la acción de las fuerzas de cuerpo ~:;; b(x1,x2'X3)' 

(x1,x2,x3) E B. 

H4: Las fuerzas aplicadas a la placa son tales que los desplazamientos 

satisfacen las hipótesis de Kirchhoff .. modificadas (ver Duvaut y Lions [1976]). 

u3 (x1,x2,x3) u3 (x1,x2,O) + x3 u3,3 (x1,x2'0) 

X2 

+:f u3,33{x1,x2,0) 

2.2 Componentes del Tensor de Deformaciones y Esfuerzos. 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

Usando las ecuaciones de campo (2.1.1) y las h{pótesis de Kirchhoff 

(2.1.3) se construyen las expresiones de los componentes del tensor de defor 

maciones e y de esfuerzos S del cuerpo B, donde 



ii) Ü •• = u· . (x1,x2,O) 
1 ,J 1 , J 

U. . k = u ~ . k (x l' x2 ' O) 1,J 1,J . 

e11 (x) = x3 U1,31 

e22 (x) = x3 ü2,32 

- -
e33 (x) = u3,3 + x3 u3,33 

( 1- -) 
e12 x) = I x3 (u1,32 + u2,31 

· 8 

i,j,k,l = 1,2,3 

1 . 1 2-
e13(x) = 2" (ü1,3 + ü3,1 + x3 ü3,31 + 2" x3 u3,331) x '" (x

1
,x

2
,x

3
) e: B 

1 - - . - 12- ) 
e23 (x) = 2" (u2,3 + u3,2 + x3 u3,32 + 2" x3 u3,332 (2.2.1) 

e21 (x) = e12 (x) 

e31 {x) = e13 {x) 

e32 (x) = e23(x) 



S13(X) 
E 

= 2Cl+v) 

S23(x) 
E 

= 2( 1+\') 

521 (x) = 512
(x) 

5
31

(x) = 513
( x) 

S32(x) = S23(x) 

[~ 1 ,3 + Ü 3 ,1 + x 3 Ü 3 ,31 + ~ x ~ Ü 3 • 33 J} x = 

@2,3 + ü3 ,2 + x3 Ü3 ,3.2 + -} X~ Ü3,33J 

9 

(2.2.2) 

Se tiene la siguiente expresión que relaciona las tracciones de superf.:!. 

cie que actuan sobre la frontera aB = aB l U aB 2 U aB 3 con las tracciones in 

ternas 

5 = S n (2.2.3) 

como solo actuan fuerzas normales al plano medio, entonces n = (0,0,1); por 

tanto 

51 = 513 = O 

52 = 523 = O 

53 = 533 = q 

51 = 513 = O 

52 = 523 = O 

53 = S33 = O 

, X €: aB 1 

las cuales deben necesariamente satisfacer las siguientes expresiones: 

(2.3.4) 
·1 



w 
---. 

-

N 
X .. 

N 
x 

S33(x l ,x2 ,-h/2) = O = 2( I~Vr ~3,,3-~-Ü3,33+1_02,-: tI' : (Xl ,X2,-h/2~ l' 

10 

(2.2.5) 

El siguiente paso es expresar los componentes del vector desplazamiento 

en ténni nos de 1 as funci ones - - -
u 3' u 3 " I 1 u 3 . k 1 ' j, k , 1 , m = 1,2,3. De . ,J (. ,J m 

(2.2.5) se tiene que 

S13(X1,X2,+h/2)+S13{x1 ,x2,-h/2) 

_ h2 _ 

u3,1 - 8 u3,33r' 

similarmente 
_ _ h2 _ 

u2,3 = - u3,2 - 8 u3,332' 
. {2.2.6} 

lo cual permite, de acuerdo a las ecuacionés (2.1.3) y (2.2.6) obtener 
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U1 (xl ,x2.,x3) 
2 G 11 - 1 

- x3 ~3,1 + -8 u3,33~1 

~ 2 J - h-
- x3 u3 ,2 + Ir u3 ,332 u2(x1'x2,x3) en B 

- - (1+v)(1-2v) ~- Xjl 
- u3 + x3 2 E (l-v) q 1 + h + 

2 . -

x [- h2 'Q 3 v - - - -
+ "2 1-v ~3,1l+u3,22+ (u3,331l+u3,3322~ 

u3( xl ,x2 ,x3) (2.2.7) 

Las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) pueden expresarse en términos de la fun 

ción ü
3 

y sus derivadas, al hacer ~so de las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7). 

Entonces, 1 as expres iones de los componentes de 1 tensor de deformaci ones son 

eH (x) 
_ h2 

= -x3(u3 ,11 + lf u3 ,3311) 

_ h2 
e22 (x) = - x3(u 3 ,22 + 1\ u3 ,3322) 

_ - - _ (1+v)( 1-2v) [i x31 
e33 (x) - u3 ,3+x3 u3 ,33 - E(1-v) l! + ~l q + 

+ x3 l~v ~3,11+Ü3,22+ ?Ü3,3311+Ü3,3322~ 
2 

e12 (x) = - x3(u3 ,12 + h8 u3 ,3312) 
2 

_ 1 (1 +v )( 1-2v ) ( x 31 
e13 (x) - "4 - E(1-v) q'l x3 + TI + 

2 ' 
3v - - n - -x @ .2 Q 

+ if 1-v u3 ,111+u3,221 t 8 ,(u 3 ,33111+u3,33221) 

x2 
( _ 1 (1 +v)( 1- 2v') (, 3JI 

e 2 3 x) - 4, E (1-v) q , 2 x 3 + 11 + 

tr e(x) .. 

i 2 2 
3 v r:=: - h (- - )\1 

+ 4 1-v ~3,112+u3,222+ 8 u3,33112+u3,33222~1 

= (1 +v )( 1-2v) q n + x 31 
E{ l-v} l! lQ-

r.~ 2 ;-r " 
- x3 l~v '~3,11+Ü3,22+ h8(U3,3311+Ü3,3322~l ' 

en B 

(2.2.8) 



e21 (x) == e12 (x) 

e
31 

(x) = e13( x) 

e32 (x} e23 (x} 

12 

La ecuaci ón (2.2.8) permite expresar los componentes del tensor de es fuer 

zos mediante las siguientes expresiones: 

511 (x) = - x3 1_~2 b,11+VÜ 3,22+ h:(Ü3,3311+VÜ3,3322U+] 

+ 1~\) (i + X;) q 

522 (x) = - x3 ~ ~3 22+vü3 11+ ~Ü3 3322+vü3 3311)1+ 1-v L, , , ,~l 

+ ~ (1 + x3\ 
1-v 2 h "1 q 

2·' 
== - x3 l!V (ü3,12+ ~U3,3312) 

521 (x) == S12(x) 

531 (x) = 513(x) 

532(x)= S23(x) 

X E B 

(2.2.9) 
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2.3 Ecuaciones de Campo Bidimensionales de Kirchhoff y Modelo 

Mec5nico del Problema Aproximado. 

En esta sección se presenta una aproximación de las ecuaciones de campo 

tridimensional de Kirchhoff a bidimensional, y con esta construir el modelo 

mec5nico del problema aproximado. 

Sea f: ir -+ IR, se dice que f(u) se aproxima más rápido al cero ~ue 

a si se cumple 

f(u) = O{a) si 

l-im Ilf(u) 11 = O 
u-+O ---¡ra¡¡­
atO 

(2.3.1) 

Por tanto, al tomar en cuenta la ecuación (2.3.1), los componentes del 

vector de desplazamientos (2.2.7) pueden. expresarse como: 

u1(x1,x2,x3) = x3 u3,1 +O(h2) 

u2{x1,x2,x3) = - x3 Ü3,2 + O(h 2) 

(1 +v)( 1-2v) 
2 E{1-v) q 

en B 

(2.3.2) 

Similarmente, los componentes del tensor de deformaciones (2.2.8) y de es 

fuerzas (2.2.9) pueden expresarse, respectivamente, de la siguiente manera: 

- ( 2 x3 u 3,11 + Oh) 

x3 u3 ,22 + O(h
2

) , 



_ (l+v}(1-2v) 1 ' x3 r' ~ 
. e 3/ xl - - E (1-v ) ~. + 11 q + 

( - 2 e 12 x) = - x3 u3 12 + Q(h ) 
. , 

( ) _1 (l+v)(I-2v) [ Xft 
e13 x - 42 E{l-v) q'I1:3 + liJ + 

+ 3 v - -, 3 x ~ -r 4"" l-v u3,1l1+u3~22~, + Q(h ) 

( 
_ 1 (1 +v)( 1- 2v) [ x~' 

e23 xl - 42 E{l-v) q'2 L~3 +~ + 

3 v - - 3 
x ~ J + 4"" l-v ~3,112+u3,222 + Q(h ) . 

t r e ( x) = (1 +v ) (1- 2v) q ~ + 1f-
. - E (l-v ) t ~~J 

e21 {x) = el2 (x) 

e31 (x) = el3 (x) 

e32 (x) = e23(x) 

14 

en B 

(2.3.3) 

) 
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SI3(x) 
1 1-2v t3 <~ + 

=lfT-Vq'l 

2 x 
(Ü3,III+Ú3,221) + O(h

3
) 

+ 3 Ev 
""4 (l-v2) 

(2.3.4) 

X E: B 

S23(x) 1 1-2v tX~ =---q X +- + 4 l-v ' 2 3 h 
2 . 

x . 3 0·0 Ev - - 3 
+ ""4 2 (u 3 112+u3 222) + O(h ) 

(l-v) , , 

S21 (x) = SI2(x) 

S31(x) = SI3(x) 

S32(x) = S23(x) 

Una vez determinados en forma aproximada los componentes del campo de de~ 

plazamientos (2.3.2), del tensor de deformaciones (2.3.3)·y del tensor de e~ 

fuerzos (2.3.4), se procede a construir las ecuaciones de equilibrio de fuer 

zas y momentos del cuerpo bidimensional de Kirchhoff. 

Para esto, sup6ngase que B1 .es una parte de B con una frontera reg~ 

lar aB 1 = aS1 U as 2, así que 

donde, ~ es un subconjunto de n con frontera regular an1, 

aS 1 = nI x {-h/2, + h/2}, 

aS2 = a01 x {x3}, - i h(x 1,x2) S x3 si h(x1 ,x2), (x1,x 2) E: an1 

El cuerpo 8-Bl ejerce un sistema de fuerzas sobre B1, el cual, en equl 

librio, junto con las fuerzas de cuerpo ~ = (b 1,b2,b 3) y la carga externa 

q = q(~, h/2). ~ e n, sobre la frontera as 2, forman un sistema estáticamente 
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equivalente a.cero. Aplicando los principios de balance lineal y angular, 

respectivamente, se obtiene 

(2.3.5) 

Como ór21 es regular y además que en las' ecuaciones de campo del probl~ 

ma bidimensional aproximado de Kirchhoff la variable· x3 está expl icita, e.!!. 

tonces (2.3.5) es equivalente a 

(2.3.6) 

donde, 
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Debido a que B1 es una región arbitraria de . B, entonces al transfo,!. 

mar las integrales de superficie en integrales de vólumen en (2.3.5) y consi 

derando ,n3=0, se obtienen las siguientes ecuaciones de equil ibrio de fuer 

zas y momentos, respectivamente 

E B B + b = O, a , a (2.3.8) 

M2 1·- t.11 2 - mI 2 + m2•1 + b3 a,u· a,a , . (2.3.9) 

Observación 2.3.1. Los índices Romanos i,j,k tienen rango de 1 a 3; y los 

índices Griegos a,B de 1 a 2. 

Sustituyendo (2.3.4) en (2.3.7}3,se tiene 

(2.3.1O) 

de (2.3.8), (2.3.10) Y (2.3.7}2' se obtiene que 

{2. 3.11} 

Ahora, sustityendo (2.3.4) en (2.3.7)4' se tiene 

Eh 3 4 
= 12 (l +v) Ü 3 ,12 + O (h L 

Eh 3 4 
t,122= -12(1+v) ü3,12 + O(h )', 

(2.3.12) Eh3 - h2 v 4 
M = -~--,.¡- u + vu 3 , 11 ;.¡ -12 -1-" q + O( h ), 

12 12(I-vc) 3,22 v 

"1 =_ Eh
3 

- h
2 

v (h4, 
1'21 12(I-v2) u3 ,11 + vU 3,22 + 12 l-v q + O J. 

Si definimos el desplazamientO vertical del plano medio por 
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(2.3.13) 

y sustituyendo (2.3.11) y (2.3.12) en (2.3.9) y suponiendo los ténl1inos O(h 2), 

O(h3), O{h 4) despreciables, se obtiene 

Eh
3 

+ h
2 ~ Eh

3 

2 (w,'l111 + ~w.1122) 12 1-~ q.ll - T27T+~) w. 1122 -
12(1-~ ) , ,q., 

Eh 3 Eh3 . h2 ~ 
12(1+~) w,l111 - 2 (w~2z22 + ~w,'1l22) + 12 1-~ Q,22 + b3 = O 

12(1-~) , 

Eh3 
- 2 (w,llll + w,2222) 

12{1-~ ) 

2 Eh
3 (~w,1122) - 2 Eh

3 (1-~)(w,1122) 
1')(' 2) + 

t.. J.-~ 

redefiniendo 

se determina que 

2 -D 6 W = q (2.3.14) 

donde 

2 
6 W = 66w = w,1111 + 2w,1122 + w,2222 

Eh3 
Y D = 2' el cual es llamado el modulo de rigidez a flexión de la pla 

12(1-~ ) : ' . -
ca; por tanto, el desplazamiento vertical del plano medio de nuestro modelo 

bidimensional es gobernado por la ecunción (2.3.14), 

Observaci 2.3.2. Se dice que un cuerpo bidimensional de Kirchhoff satisface 

condiciones de empotramiento si 
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condiciones que son satisfechas, de acuerdo a (2.3.6), si y solo si 

w = w = w = ° ,1 ,2 

(2.3.15) 

Observación 2.3.3. Obsérvese que para el caso particular de q = ° sobre as 

y ~ = (O,O,b3) en Q, las ecuaciones de campo del problema bidimensional de 

Kirchhoff que se modificarfan son: 

x2 

E ,111 + w,22J e13(x) 3 v 
-4 

x2 

E,222 + w,nJ e23 (x) _ 3 v 
-4 -v 

e33{x) v E,l1 + W,2J ' = x -3 l-v 

tr e(x) v E,l1 ~ W,2J = - x3 -v 

x2 
Ev [~, 111 + W,22]J SI3(x) 

_ 3 
-4 2 (1-v ) 

x2 
Ev 

E,222 + W,llJ S23{x) 
_ 3 
-4 -::--z l-v 

y similatmente el modelo mec&nico que se obtendria es 

1. 

(2.3.16) 

Por tanto, resultan las ecuaciones de campo de la teoria de Kirchhoff de placas 
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elásticas lineales, tal como lo trata Duvaut y Lions [1976]. Pat'a este proble 

ma, se dice que cumple condiciones de empotramiento si y solo si 

w = w = w = O ,1 ,2 (2.3.17) 

Observaci6n 2.3.4. Modelos similares a (2.3.14) son obtenidos en Sanders 

[1969], donde se aplican las teorias de placas de Hencky y Reissner. 
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CAP. 3. ANALISIS DEL MODELO 

El objetivo de este capltulo es formular y analizar los pro~lellJas del 

Cálculo de Variaciones, Variacional o Débil y Distribucional o de Valores 

en la Frontera para el modelo mecáni.co de placas 1 inealmente elásticas 

sujetas a flexión, el cual se estudió en el capítulo anterior. 

3.1. blemas del Cálculo riacional 

Consideremos la s.iguiente hipótesis: 

Hl. Sea Q el plano medio de la regi6n ocupada poruna placa con la si­

. guiente regularidad: 

n es acotado, está en un solO lado de su frontera an , y an es de clase 

<;"1 , donde .m ~ 2 Y 
() () 

an =S1 U 8 2, S1 n S2 ~ <P 

Entonces, bajo esta hip6tesis estudiaremos el problema del Cálculo de 

Variaciones del m1nimo de la funCional de energfa potencial del modelo de 

placas establecidas en el cap'tulo 2: 

Dados qe:L 2(n), i:ie: H3/ 2 eS1), ªe: H1/ 2es1) F e: L 2(S2) 
;. 2 

Y M E L (S2)' encuentre una, func i6n we: K: (M) 

J Cw) 2.. J (v), V Ve: K 

Aquf 

K :: la fami,li.a de desplazamientos débiles cinemáticamente admisibles 

;"{ve:V :: H2cn):YovISl =~ y Y~VIS1 :: e } (3.1.1) 

J(v) :: la energ,a potencial =~ a (v,v)-f{v), V ve:H 2{n) (3.1.2) 
2 . 2 

donde la fOnlla a(.,.): H {n)xH (n)->-1( está dada por 



y 

2 
, V E H (n) (3.1.4) 

donde 

q = fuerzas normales sobre n , incluyendo fuerzas de cuerpo. 
A 

F = fuerzas normales prescrita; sobre S2· 
~ 

M = momento flexionante prescrito alrededor del vector tangante a S2 

~ = desplazamiento vertical prescrito sobre Sl 

§ = giro prescrito alrededor del vector tangente a Sl 

Antes de proceder a el análisis del problema (M) damos las siguientes 

definiciones. Sea V en espacio de Hilbert real, VI el dual topológico de 

V, K un subconjunto no vacio de V, y sea J:V+R una funcional: 

o J:K~ es convexo si K es convexo y sí VAE (0,1) 

J( Aw+(l-A) v L~AJ (w) +(l-A)J (v), Vw, vEK. 

o J: V~-: es semicontinua d~bilmente por abajo en V si 

V{Vn}CV débilmente convergente a VEV 

J(v) < lim inf J{v ) = sup { inf J{v )} 
n . ° . n n~ J~ . n~J 

o J:V+R cumple con la propiedad de crecimiento en vEK, sí, para algún R>O, 

lllEK YllúJ-VII~R implica J(w»J (v) 

o J: V-¡..R es cuadráti ca, si es de 1 a forma 

J{v) = ~ a(v,v)-f{v), VVEV 
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donde 

i. a(.,.): VxV-+1<. es bilineal, s·imétrica y continua, 

ii. f: V-+R , fE:V I ,i.e., f: V~,R es l-ineal y continua. 

o J:K-+R es Gateux differenciable (G-diferenciable) en ÚJEK, si K es convexo 

y existe el 1 ímite ... 

lim ~ {J(w+e(v-w)) -J(w)} = JI(W)(V-w), VVE:K 
e+O 

donde JI (w)E:V I . 

o Sea J:K-+R G-diferenciable en todo K. Entonces al operador 

JI : K-+V ' 

se le llama el gradíentedeJ en K y a J se le llama el potencial de JI. 

o Al gradiente JI :K-+V ' de una funcional J:K-+R se le llama coercivo. si, 

JI(W)W + d 1111 Ilwll
v 

-+ ro cuan o IJ.lE:K, 1.0 v-+ ro 

(Aquí K siendo no acotado). 

A continuación damos resultados abstrétlos sobre ex.istencia y unicidad 

de problemas de minimización, y proposiciones sobre propiedades que garan-

tizan las condiciones de existencia. para la demostración de estos resulta-

dos véase, e.g., SHOWALTER (1977). 

Teorema 3.1.1. (Teorema de Existencia): Suponga que 

11. K es cerrado y convexo 

12. J es semicontinua débilmente por abajo en K, 

K es acotado 
13. { o 

J satisface la propiedad de crecimiento en algGn punto de K. 
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Entonce? el problemq: 

Encuentre WE:K: 
} CA) 

J (oo) ~ J(v), V VE:K 

posee al menos una solución o 
Teorema 3.1.2. (Teorema "de Unicidad) Sea J: K-+R estrictamente con-

vexa en K, i.e. , J es convexa en K y 

Vwl v y. AdO,l}, J(AW+ (l-A)v)<;\J(w)+(1-A) J(v). 

Entonces el problema (A) posee a lo más una solución o 
"Proposición 3.1.3. Sea J: K-+RG-diferenciable en K. Entonces las si­

guientes proposiciones son equivalentes: 

i). J: K-+R es convexa. 

ii). JI(W)(V-w) 2. J(v)-J(w) Vw, veK, 

ii i). JI: K-+V ' es monotónico," i .e., 

" {JI (w)-J I (v)} (w-v) > O Vw, veK. o 
Proposición 3.1.4. Sea J: K-+R G-diferenciable y convexa en K. Cnton-

ces J es semicontinua débilmente por abajo en K. 

Proposición 3.1.5. Sea J: K-+R G-diferenciable en K con gradiente 

JI: K-+V ' coercivo. Entonces 

J(w)-++ ro cuando WE:K, Ilwllv·"-rooy, en consecuencia, 

D 

J posee la propiedad de crecimiento en todo punto de K. D 
Proposición 3.1.6. Sea J: K-+R G-diferenciable en K. Entonces J es 

estrictamente convexa sí", y solo sí, su gradiente JI: K-+V I es estrictamente 

monotónico, i.e., JI es monotónico y Vw ~ v 

{JI(W)- JI{V)) (w-v»O. 

Proposición 3.1.7. Sea J: V~rR cuadrática. Entonces 

i). J es G-diferenciable en todo V con gradiente 

JI(W)(V) = a(w,v )- f(v} Vw,VeV 

o 



ti). J es convexa (re~p. estrtct~mente convexa) si, y so16 si, 

a(.,.): VxV-rR es positiva Crespo posttiva definida), i.e., 

a(oo,oo) > O YoocV, 

(resp. a(oo,oo) > O, Yw~ O,ooEV). 

ii;). J(oo)-++ '" cuando ooEK y Ilooll'l,I-+<>:>si a(.,.): VxV...,.R es coarciva, i.e., 
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iv). a(.,.): VxV...,.R es coerciva y positiva definida, si, es K-elíptica, i.e., 

3 y>O : a(oo-:-v,oo-v) i/II oo-vll~ ,'ti oo,vEK o 
Considerando estos resultados, para el caso de funcionales cuadráticas, 

los teoremas de existencia (3.1.1) y unicidad (3.1.2) se pueden particu1ari-

zar en el siguiente teorema; 

Teorema 3.1.8. (Teorema de E~istenciay Unicidad: Caso Cuadrático)., 

Sea J: V...,.R cuadrática: Entonces el problema (A) pos'ee una y s910 una 

solución si: 

i). K es cerrado y convexo 

ii). a(.,.): VxV-rR es K-elíptico. o 
A continuación aplicaremos el teorema 3.1.8 ¿ el problema (M). 

Demostraremos primeramente que K es cerrado y convexo y, entonces que 
la funcional de energía potencial (3.1.2) es cuadrática,y convexa. La K­
elipticidad de la funcional se analizará en las secciones 3.3 y 3.4 para 
los casos SI I $ Y SI= $, respectjvamente. 

Teorema 3.1.9. El conjunto KCH2(Q) (3.1.1) es cer~ado y afín, por tanto 

es cerrado y convexo. 

Demostración. Primeramente demostra remos que K es cenado. Sea {ook le K 

una sucesión convergente a 00 en H2(n). Puesto que 



entonces, 

Yowk ~ Yow en H3/ 2(an) y YIwk ~ YIw en HI / 2(an) 

pero 

YoWkl 
,SI 

,. 3/2 = WEH (an), ya que 

YIWkl" 
SI 

por tanto WEK y concluimos que K es cerrado. 

Por otro lado demostremos que K es afín, entonces 'tJwf vEK, 

AER tenemos que 

Yo {AW+(I-A)V} 

YI{Aw+(I-A)v} 

= AYow+(I-A)Yov =A~+(I-A)~ = 

= AYIw+{I-A)YIv =A6+(I-A)e = 

por 10 que AW+(I-A)W E K, por tanto K es afín, con 10 que concluimos que K 

es cerrado y afín lo que implica que K es convexo. (] 
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Teorema 3.1.10. La funcional de energía potencial J: H2(Q)~R (3.1.2) es 

cuadr~tica~ para material elástico lineal. 

Demostración: 

a{.,.): H
2
{n) xH

2
{n)+ es bilineal: En efecto, tenemos que 

a (w, v) ; D J n {!lwlW + ( l-v) (w , v) } dn 

donde 

entonces 

a{w,av +su)= DJU\{ü!l (aV+í3u) + (l-:v) (w,av +su) Jdn 
n . 

= Dff6{U{Cl.ÓV+Bt.U)-'-(I-V){ (w,(!v)-i~ (w,su) }}dr. 
n 



= aD Jn{l.\W~v+(1-v) rOl.V)} d0.+ GOInff.\wt. u+ (1-\)) (w, u)d~2 

= aa(w,v) + Ba(w,u) 
2 análogamente se procede para a(.,v): H (0,) + R 

Se observa que 

a(w,v) = DI {l.\wó v + (l-v)(w,v}J dn = 0In{l.\Vl.\w+(I-\)) (v,w)Jdn 

. ::; a(~,w), PO}' tanto a(.,.); H2Cn) xH 2(n)+R es simétrica. 

Ahora demostraremos que a(. ,.): H2(Q) XH 2(Q)+R es continúa. Tenemos que: 

(w,v) = 2w'12 V'12 -W'll V'22 -W'22 V'll' 

2 . . o, 
w, i j E: L (Q) = H tQ) Vi' j = 1,2 , 

Eh3 
D = >0, 

12(1 

entonces 

< b{116w11L211l1v11L2 +11-\)1 (21Iw'12/IL21Iv'12IIL2 + 

IIw 11211v 11 2 +lI w 11211v 11 2)J 
, 1l L '22 L ' 22 L ' 1l L 

< CllwllH2 IIvIIH2, C = cte. > O 

por tanto a(.,.): H2(Q) xH 2(Q)+R es acotada b equivalentemente continua. 

Ahora demostraremos que f st(V,R). En efecto, f:H 2(Q)+R es lineal ya que: 
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af M-''Y1 VdS 2+SJ M''Y1 udS2::: afev) +f3fCu), v u,V€ H
2

(n)a , SER 
S S2 

2 

por tanto f: H2(0)~R es lineal. 
Finalmente veamos que f:H2(0)~R 

si vEH 2(n) ""> vEl2(0) = HO(O) 

'YOVE H3/ 2Cao) 

'YIvE H1/ 2Can) 

entonces 

. 
sea continua. Tenemos que 

If(v)l= IJ q.VdO+J f·'YOY ~S2tJ~''YIV ds21 

o '.$2 S2 

HOlder ... 
< IIqll L211 v II L2 +IIFIIL2'S2IhoIIL(H2(0),H3'/2(an)')llvIIH2 + 

A 

IIAIIL 2'521 h 111 L(H 2(n) ,H 1/ 2(au)) Ilv II H2 

~ 1I q 1I L 2 I Ivl 1 H 2 + e* 1I v 11 H 2 

::: e 11 v 11 H2 ,e > ° 
por tanto f: V~ es continua. 

Con esto concluimos que J: H2(0)~R es cuadrática. 
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o 
Teorema 3.1.11. La funcional de energ~a potencial J: H2(0)~ (3.1.2) es 

convexa. 

Demostraci6n: Verificaremos la convexidad de J de su caracterizaci6n en 

térmi.nos de la monotonía de su gradiente, i.e., 
2 {JI(W)_JI(V}}(W-v) ~ 0, 'Vw,V E H (o). 

En efecto, tenemos que 

::: a((ll-v,W-V) 

= DJ {o (w-v) o(w-v}+ (l-v) [w-v,w-v)} do 
n . 
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definiendo u=w-v, se tiene 

'{J'(ú»)-\ll(V)}{w-V) a(u,u) 

-- Df { (6U)2+(l-v){2u
2

'12-u'11 u'22 -u' 22 u. l1)} dn 

f
n ,2 2 2 2, 

D n{v (bu) +(l-v)(u 'll+u '22+2u '12)} dn 

~ D{vl l' oul 1~2 + (l-v) lul~2} ~ O V uEH 2
(n) 

, 2 
y9 que 0>0, O<v <1/2, por tanto J:H (n)-+R es convexa. o 

3.2 Problema Variational o Débil 

Hasta ahora tenemos que la funcional J (3!1.2) es G-diferenciable, ya-que es 

c~adrática, es~ como un resultado de la proposici6n 3.1.7. Entonces nuestro 

si,guiente propósi,to es establecer que bajo estas condiciones, el problema 

de~inimización (M) es equivalente al problema variacional dado en el si-

guiente teorema. 

Teorema 3.2.1. Si J es G~diferenciable y convexa, el problema de mini­

mización (A) es equivalente al problema variacional 

Encuentre wEK: 
} 

J! (w)( v-w)~ 0, VVEK 
(B) 

Demostración: Sea weK solución de (A), entonces de la def'inic;ón ,de 

G-diferenciable, W es solución de:(B). Sea WEK solución de (B), por tanto 

de (ii) en la proposición (3.1.3) W es solución de (A). o 
Por tanto el problema CM) está caracterizado por el siguiente problema 

variacional 

Teorema 3.2.2. El problema del cálculo de variaciones (M) es equivale.!!, 

te al problen~ vartactonal; 
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2() A 3/2( ). A 1/2 ( ). A 2( ) D.ados qEL .rI , WE H..Sl ., ~E H SI . t FEL .5 2 , 

" 2 Y M EL (S2)' encuentre una funcion WE K: (V) 

a(w,v-w)= f(V-oJ), 'lvEK 

Demostracion: De acuerdo al teorema 3.2 . .1, solo resta por demostrar que 

la desigualdad variactonal vi.ene a ~er unai:gua1dad variaci.ona1 debido a 

las propiedades más fuertes de K: K es afino En este caso la desigualdad en 

(V) torna la forma 

a (w, v-wl ?- fLV-wJ, 

tornando v por 2w-y, 10 cua,l es permisible ya que Yo{2w-v)l s = 
. . J 

Yl (2tu-Y) Is =2g-~=§, obtenemos 
1 . . 

a(w, v-w) ~ f(v-w). 

Entonces, al ser a(w,V-w) .~y ~ 

fgualdad en (V). 

3.3. Existenci.a y Ur:1i:cidad: Caso S1' <P 

que f(v-w), se concluye la 

o 

Del teorema 3.1.8 sola.mente se ha demostrado. que K es cerrado y convexo 

por lo que nos fa1tarfa, ~ertficar la K-elipticidad de la forma a(.,.): 

VxV-+R , dependiente de las condi-ciones de frontera. para el caso SI ' <P 

con medida, O restringiremos nuestra atenci6n a la situación más simple 

(t): El problema de la placa empotrada, el cual está dado por la siguiente 

formu1aci6n yartactonal 

(t) En general los resultados dados aqut siguen siendo válidos bajo la 

condici6n en que n es convexo (c.f. Ciar1et (1978)). 



2 2 K = HO (O) = {YEK (,n);Y~Y'n ? o sobre SI ~ ~n) 

a(w,v)= DJo{~WbV + (1-v)(2w'12v'12-w'11v'11-w'22Y'22} dn 

= DJo{VbWll vt(J.-v)(U)'.UV'll+U\',22v'22+2ul'12v'12} dn 

f(V):::J q.vdo 
, n 

,3.1 

,(3.3.1) 

Antes de demostrar la K-elipfjcidad de a(.,.): VxV-+R, demos el siguie~ 

te lema que será de gran utilidad (cf., e.g., Showalter (1977) ). 

Lema 3.3.1. Suponga que n es un conjunto abierto en Rn con 

sup{ IX j 1: {xl ,x 2'··· ,xn}e:O} :: K<oo , 1 .::. j .::. n. Entonces 

o 
Teorema 3.3.2. para el caso de la placa empotrada, existe una constante 

,y > O ta 1 que 

a (v ,v) .::. y 11 V 11 ~ , V y e:H ~ (n) 

't.e., ae,.) es H~ (J~) - elrptica. 

Demostración; Si. ve:H;{O) => V'jdl~(O), por tanto 

II\]VII~ =llv'lll~ t Ilv'211~ .::. e Ivl~ , \fVe:H~ (n) (3.3.2) 

y utílizando el resultado del lema 3.3.1 se tiene 

Ilv 1I ~ :: 1I v II ~ + 1I 'VV 11 ~ + Ivl ~ .::. e IIIN II ~ + Ivl ~.::. e Ivl ~. (3.3.3) 

De la relaci,ón dqda por CIARLET (978), 
. , ' 2 

I I (.iV I lo = IvI 2 \fVE:HoCO), (3.3.4) 

se concluye finalmente que 

2 2 2 -1 2 2 2' O a(v,v)= D{v!!'-lVll o tO-v} Iv12} :;: Dl v l2 ~ e IIvl12 =yllvl12 Vve:Ho (o). 

Entonces al veri.fi.car la I<-elipticidad de a(.,.): VxV-+R podemos afirmar 

que exi,ste Ull9. única, función ve:H;Cn) la cual n,-ininl;za la energía potencial 

total de la placa: 
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J (y) :: ~ a (y, y) - f (y). 

:: ~ J. {Uw)2 ;- 2(J"v}(CY'12 12 .,. 
n ' 

sobre el espaci,o H~ en), o, (.~qui:va,lentemente, la cual es soluci,ón de ,la 

ecuación variacional 

O Jo{'~V + (1-·)(~'12Y'¡2- w'11"22-w'22v,¡¡ldo -Jo q.ydn. (3.3.6) 

3.4. Extstencia, yUnicfdad: Casos l • 

Cansi derando la hi pótes i,s del caso 

nuestro abjeti~o será establecer las propiedades dadas en el teorema 3.1.8 

para la funcional de energia potencial, y asi establecer la existencia y 

untcidad del presente problema. 

Sin embargo la funci.onal 

(3.4.1) 

no satisface di.chas propiedades, por lo que se reformulará el problema en 

un espacio de Banach apropiado., Este espacio será el siguiente Espacio 

Cadente: 

donde 
2 r'v = clase de equivalencia de vEH en) 

L. 

:: {v+p : Pt:P} 

con estructura algebráica 

[u]+ [v]= [u+v J, 
a [v J = [9v ,'c·:s R , 

y norma 

2 
Vu,Yr::H n 

2 vt:H(n) 

(3.4.2). 

(3.4.3) 

(3.4.4) 



11 [vJ11 2 = inf Ilv+pI12' 
peP 

(3.4.5) 

2 (' )' 1 Aquí P es el subespacio cerradb de H ~ constltutdo por a familia de 

desplazamientos de cuerpo rigtdo ~ébiles ctnem5ttcamente admisibles. 

El espacio cociente (3.4.2) es de Banach (completo) y separable ya que así 

lo es H
2(n). 

Una nueva hipótesis ser&: 

H2: fnq· p dn + fanF.yoP dn + fanM'YIP dn = O VpeP 

siendo la negac~ón de esta condtción, una condición suficiente de no exis-

tencia, por lo que supondremos que H2 se cumple en esta sección. Esta con~ 

dictón contempla el equilibrio de las cargas actuantes sobre la placa. 

A continuactón mostramos que la energ~a potencial es invariante a des­

plazamientos de cuerp~ rtgtdO débiles cinemáticamente admisibles. 

Teófema3.4.1. E.n la funcional de energí.a potencial J([v])= 

}aC[y],[v])- fC[v]) V [v]e H
2Cn)/p, tenernos que 

a ( [ w ] , [V ] ) =. a Cw ,V ). 

y 

fC[vJ) = ftyL 

Demostración: En efecto, tenemos que 

a([~, [v]) = D fnó w]ó[v]+ (1-vH2[w]'12[v]'12-

w] , 11 [v], 22 - [w], 22 [ v '11 }dn 

= D fn{ó(w+ p}ó(V+P}+(1-v)[2(w+P)'12(V+P)'12 -

(w+P}'l1 (V+P)'22-(w+P),22(v+P) 'l.i:P dn 

Y C01110 peP e's un desplazamiento de cuerpo rígido, entonces 
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, p,;,J = O, i"j :::.1,2 y t.p =0, VpEP. por tanto 

a([w], [v] ) = a(w, V). 

Ahora sea 

=J q.(y+p)dn +} ~'Yo(y+p)dn +J ~'Yl(v+p)dn 
n an an 

=f(Y)+J q.pdn +J f'~oPdn +J A·y1pdn 
n an an 

por lo que tentendo en cuenta (H2) se llega a que 

fe [ y J) = f (y ). o 
Procedtendo de maner~ completamente similar a la sección anterior la 

VLP - eltpti~ci,dad de 1<;1 forma b-ni~neéll aC,.): VxV-rR se concluye, por tanto 

la existenciA y "uni,'ci:da,d!' del problema se infieren del teorema 3.L8. El 

concepto de unici:dad dentrQ de esta formulación en espacios cocientes co-

rresponde a la untcid~d del campo de desplazamientos excepto por desplaza-

mtentos de cuerpo r~gtdQ. 

3.5 Problema Distribucional o de Valores en la Frontera 

Nuestro propóstto en esta sección es identificar el problema de valores 

en la frontera que corre~ponde al problema yariacional en la sección 3.2. 

En el siguiente teorema mostraremos que este resulta ser el problema mixto 

de valores en la, frontera. 

TeOrema 3.5.1. El problema'(M) o (V) es equivalente al problema de valo 

res en la frontera,: 

Dados QEL2(n), ~EH3/2(Sl)' ~EH1/2(Sl)' ~cL2(S2) 

Y REL2 (S2)' encuentre una función wEH2(n): 



'" w w 

donde nI y n2 son las componentes de la normal unitaria exterior n a an, 

y t es la tangente unttarta obtenida de n por medio de una rotación de 

+ n/2. 

Demos ción: Sea weK una solución de (V,). claro que las condicio 

nes de frontera sobre:s1 son sattsfechas. Sea v = w+ t, teD(o). Es claro 

que veK, y consecuentemente 

a(w, V-w) = fCv-w), VVEK, 

b 

Entonces' , 

DJn{.fI(U/~CP + (l-v)(2w'12t'12,"W'1lcf>'22-W'2tp'1l}dn=fo q.<j>dn (3.5.1) 

y, consecuentemente, Dfl 2w;:: q en 0(0). perteneciendo q a L2(n) concluimos 

Dü 2w=q en L2(n) (3.5.2) 

Ahora, tomando V=w+cp, <j>ED(S2) , tenemos que 

DJO{fI(úM + (l-v)(2w'12Q)'12-ltl'1l<P"22-w'22<P'1l)}do= 

f q.~do+ f ~·Yo.d S2 ~ f ~'Yl<PdS2 
o S2 S2 

(3.5~3) 
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Usando las fórmulas de Green 

J 6w6t do = J 62w+ do -J 6w 
o o . QO 

y 

J
n
(2W'12+'12-W'11+'22- w'22.'11) do = (3.5.4) 

Se ttene 

-DJ 6w, yo.dn -D(l-v)J {n1n2(w'11-w'22)+ (n~-n~)w'12} 'ty~.dO 
ao n ao 

= J F·yo·dS2 + J M'Yl+dS2· 
S2 S2 

Por tanto 

sobre L2(S2) 

(3.5.5) 

Inversamente, ahora supo~ga~os Que w es ~na solución del problema (VF). 

Entonces wEK y multipli,cando escalarmente (VF)l por (v-w), vEK, y aplica.!!., 

do la fórmula de Green .(3.5.4), se demuestra que 

a(~,v-w)= f(v-w), VVEK. 

Por tanto el problema (M) o (V) es equivalente al problema de valores en 

la frontera (VF). o 



CAP. 4. FUNDAMENTOS DEL METODO' DEL ELEMENTO FINITO 

La i.dea principal es i.ntroduct.r Itel método del elemento flni.to" y d?r 

una descripc'ón completa del uso de este nl§todopara aproxtmar las solu­

ciones del problema de placas (cuarto orden) formulado varfacionalmente 

sobre un espacio V (espacio de Hilbert). Un esquema bién conocido para 

aproximar tales problemas es el método de Galerkin, el cual consiste en 
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deftni.r problema,s s.i.l1lilal~es, llamados "problemas di,scretos ll
, sobre subesp.! 

cios de dimensión finita Vh del espacio V: Entonces el método del elemento 

fini.to en su forma, s i,mp 1 e es un método de Ga 1 erkin caracteri.zado por tres, 

aspectos básicos en la construcción del espacio Vh: 

1:1 Una, IItri,angulación" Th es establecida sobre el conjunto n, i.e., el 

conjunto n es representado como una unión finita de elementos finitos 

Ke:\ 
it) La función vhe:Vh ~e expresa mediante polinomios, ·en el sentido que para 

cad~ Ke:Th ' los espacios PK= {Vhl K :vhe:Vh } consisten de polinomios. 

tit} Existe una base en el espacio Vh cuyas funciones tienen soporte pe­

queño •. 

Descri.bi.remos Vari,os ejemplos de elementos fi.nitos cuyos grados de libe.!:, , 

tad son ya sea todos valores de funci.ón (elemento finito Lagrangiano) o in­

cluyendo valores de deri,vadas di,r,eccionales (elemento finito Hermitiano). 

En estos casos la i.nclusi,ón VhC HICn) (elemento finito clase eO) y la in­

clusi.ón VhC H2(,n) CElemento fi:nito clase el) se llega a cumplir, respectl 

vamente, bajo ciertas condiciones. 

De mucha importanci.a son la noción de una famil i,a afin de elementos fini 

tos (donde los elementos finitos ~e la,fa~ilia pueden ser obtenidos como 

i:mágenes por medi,o de transformaciones afines de un elemento finito de re­

ferencia) y la noci.ón del operaddr PK- interpolaci6n, ya que juegan un papel 



·;. 
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,importante en l~ teor{ª de ~nterpolªct6n.en e~pactQ~ de Soboley. Esto$ se 

tratar§n en l~ secct6~'4,5. 

También defi:ni:remQs' 1 a I'convergenci.a 11 y el "orden de convergencia 11 para 

una fam~lta de proBlemas discret6s.En elan§lisis correspond~enteel lema 

'de Cea jugar§ un papelrouy i~portante; ~ste consiste en estimar el error 

Ilu-uhl Iv mediante la. d;:stancia entre la soluci.'ón u y el subespacio Vh. 

4.L 'AspectosB§stcos del Método del ,Elemento F'inito: 

Para la clase de prOblemas yariacionales que se estudian en este trabaja 

sobre un conjunto no vacio, cerrado y convexo K, se observa que K viene a 

ser un sube$paci:o ltne~ 1 s t 1 a.s CQJíd i c tones de fl~ontera en desp lazami entos 

y gtros son hOrt)ogeneos.. La homogeni,"dad en di,chQ ti~po de condi:ci,ones de fron 

tera., siempre $e puede ootenermedi:ante un s:tmple cambi,o de la vari,able de-, ' 

pendtente. por tanto restri;ngtrernos nuestra atención al C<;tso en que K es un 

subespa.cto li.neal y de hecho, seleccionado apropiadamente al espacio V, igual 

al espa,ci:o V. Entonces' !itendo K;:; V el prOblema vartaci:onal, abstracto (B) 

: Ccf. s"ec. '3,2). tOllJa 1 a formi:\ 

Dado f~V1, encuentre UEV::} 

~Cu,v) " ftvl,VvoV, .... 
, (4.1.1) 

y el teorema 3.1.8 se reduce al lema de Lax Milgram. De aquí la condición de 

existencia y uni,c.idaddel problema (!Ll.J): vtene a .. ser: 

el: a(. ,.): VXY-"-R. €$ K··eHpti:ca 

condi:ct6n que se supondr~ sattsfechi'l, de aquí en adel~nte; 

L04 MUodo.ó, de G~eA~GI~ Ij' JU;tz., 
-,,'. -. ~ , . " 

. ,. 

El método de Galerki.'n parél apfOxi:mar la solución del problema (4:1.1) 
, , '. 

consiste en defi:nir problemas stn;:lares en subespacios dedimensi6n finita 

del espacio V.M§s especHi'c'amente, con cualquier subespac'i:o de dimensión 



fi.ni.ta Vh deV, a~oci.QJiJOs. el proDlema di.s·creto:; 

Encuentre"uh EVh t~l que 

a(uh'Vh) = f(V~)., VVhEVh, 
(4.1,2 ) 

Aplicando el lema de LaxMtlgram observa.mos que dicho problema tiene una y 

solo una solución uh' llamada solución discreta. 

·ObserVáCióri·4:1..+. Cuando la' forma bil;neal áC,.) es simétrica, la 

solución discreta es car~ctertzada por la propiedad 

(4.1.3) 

" . 
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. 1 . 
donde la funcional J está dada por J'(v) = ~ a(v!v)-f(V). Esta otra defini-

ción de la solución discreta da luga~ al método de Ritz. 

LMtJtv... A.6peeto.6 Bá.6i..co.6 del.. Método del.. Elemento Fi..¡U;to. MUodo del.. 

Elemento Fi..nito Con60Jmle, 

Este método da. una técni.capara construir famil ias de subespacios de 

aprox iJ11aci:ón V h del eS.pa.c-io V, donde V es de 1 a forma: 

V ;::: Hm . (Q) para problemas de t"ipo Dirichlet homogeneo 
o 

H~' {n)CVCHnl "(Q) (propi.amente) para problemas mixtos 

V = Hm .. (n). par~ problemas de' tracción, 

Aquf, Q es un subconjunto abierto de Rn,. con frontera aQ Lipschitz con~ 

'tinua, y. 2m es el orden de la ecuación formal en derivados parciales (dos 

veces el orden de las derivadas parciales en la forma a(Q,v))~ 

. La construcción d~ Vh est5 caracterizada por tres aspectos básicos: 

Al. La trtangulact6nTh es establecida sobre el conjunto li ~i.e., el con­

junto ~ es subdivididO en un nGmero fini.to de subconjuntos K, llamados 

elementos ftnttos, de manera tal, que las siguientes propiedades son 

satí."s·fechas: 
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-
i.n = UlKE:1i K 

h 
o 

; i . para cada, K e:Th el, conj unto K. es' cerr?,dQ y-e 1 tnteri:or K. e~ nQ va.do, 
o o 

tit. 'Para di:Stintos'~l' k2 ETh~ se tiene que KinK2 = cp 

i:v. para cada Ke:Tó' la frontera 9K es L tpschi:tz continua" 

v. Cua1quter ca,ra, de un elemento finitoS eso. una cara de otroelerilen 

to ftni,to K'2' en este caso 'los elementos fi:nHosKl y K2 se dicen 

ser adyacentes, o una porctónde la fronteraao ,d~l conjunto n. 

Una. vez que un9, tri:<:mgul ación, Th es estab 1 eci,da, sobre el conjunto ñ, 
\ .' . 

uno defi:ne un eJ.ipf!,4'Qdedemento '6¡''l/to Xh él través de un proceso especí-

,fté:o. Por el momento simplemente diremos queXh es un espado de dimensión 

ftn;ta de funciones definidas sobre elconjunto~. 

Dado un espaci,'o ,de el emento finito X' definimos los espacios h' ,,' 

p,' = {'Vh I : Vh EX¡,} K " K ' 

generado por los restricciones, V o I:K de 1 as funciones VhE:Th sobre el ementos 

tin itos K T . , ',' ,e: h 
, , , 

Ahora, para el caso m=2, damos un teorema que será de gran utilidad~,' 

Teorérilá 4;1.2 Suponga que las i,ncluci,ones PKCH2(K) para todo Ke:Th y 

Xhcc1ü1J se cumplen. Entonceslils,si,guientesinclusi.ones se satisfacen: 

·2 (' ) L, XhCH, n 

i, i,; Xoh =: {VhE: Xh; V n=O sobre'an}CH2(g) n H~ (o) 

tit. Xooh = {vhe:Xoh: Vh:::; Vh,n'=O SObreagJCH~ (o) O 
B}! El segundo aspecto básico del método del elemento finito es que los espa­

ci.os PK,Ko h, contienen polinóiÍlios Ó al menos, contienen funcionEis las 
" 

cua 1 es son II cel'canas.1! a po 1 inomi os. ,En esta etapa" no, seremos específi cos 

pero si diremos que 

i. es la base para la convergencia de todos los resultados que se verán, y 
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i,i .. ofrece un cálculo SÚlJple de 10$ coefici,entes.. del s.i.stema lineal resul 

tanteo 

Ahora brevemente examinemos como el problema di$creto (~~1.2) es résuel 
M 

to en la prá.cti'ca .. SeQ. CwkJk=l una base en el espacio Vh. Entonces la so-

lución UhF E:=1, ukwk del problema (4.1.2) es tal que los coeficientes 

uk son soluciones del sistema lineal 
M 
¿ aCwk,w.e.) uk = f(w.e.L ·l<;.e.2. M 
k=1 ',' 

'(4.1.4) 

cuya matriz es siempre invertible, ya que la forma btlineal se supone ser 

V-elípti'ta, esa forsiori: vh-elrpti.ca. La Matdz (a(wk,w.e.)) y el vector 

(J(w.e.)) son llamados lamaWz de Aigidez y el vectolLde.'cafLga., ,respecti-

vamente. 

C}~ Consi~eraremos como tercer aspecto básico del m~tododel elemento finito,. 

el que exista al menos una base Hcanónicall en el, espacio Vh cuyas corres­

pond ientes func tones ba,se tengan soporte pequeño. 

4:2. propiedades Generales de Elementos Finitos 

Hasta ahora no hemos definido lo que es un elemento finito. El objetivo 

de esta parte es dar una, def"tnici:ón formal de elemento fi.nito y algunas propi~ 

dades de e1los. AdemSs veremos algunas defi,niciones básicas, así como el oper~ 

dor P-interpolación. 
n ' 

,DUn elemento finito en R es una, terna (K,p,~) donde: 

l. K es un subconjunto cerr~do de Rn con un interior no vacio y una frontera' 

Lipschitz continua, 

n. P es un espaci.o de funci,ones re~'les deftni,das sobre el conjunto 1<, 

tít. E es un conjunto finito de formas lineales ltne~lmente independientes ~i' 

l~i.~N, defi:ni'das' sobre el espaci'o' P. Por defintci:ón, es supuesto que el ' 

conjunto E es'p-unisól~énte en el siguiente senttdo; dado cualquie~ 

1, 
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escalares ni,' 1<;i..: .. N, e,xi,$,te una únicafunci.ón' pcp la cual saftsf¡:¡,ce 

(4 ~ 2.1) 

Consecuentemente, ex;:sten funci'Qnes PjcP,l..:.i.'..'2.N, las' cualessattsfacen 

</l,(p.) =0" ,1"'i:~N. J 'l,l.J ,- - , 

Puesto que tenemos que 
, N , 

VPEP, p=.r <j¡i(P)Pi' (4.2.3) 
1,=1 ' 

esto emplica que el espacio P es de di,mensión finita y que di,m P=N. 

Las forma,s linea,les q;.,,1<;«N, son llamada,s los,qtc.ad0.6,de. UbeJl..ta.dde1. 
1, - -', ' ',' ' , 

e1.eme.n:to 6iJU;to~ y las funciones Pi" l<i<N, son llamadas las 6unc.i.ol1e6' 

, ba/.) e. del. e1.emento 6.il'Úto " 

Observación 4.2.1. Generalmerite al conjunto K se le llama un element6 ~ 

finito, sin embargo, por elemento finito entenderemos una terna (K,p,r). O 
Observación 4.2.Z. La P-unisolvencia del conjunto t es equivalente á el 

hecho de que las N formas lineales' q¡ . .f~rman una base en el espacio dual 
1 ' 

d~ P. Como una consecuencia, uno puede ver las bases (.i)~=l y (Pi)~=l 
como bases duales,en el sentido algebraico. 

'.~ara"el C.qS,O,p'~rt.i:cular donde K es un poliedro: en ~n, i.e., para el,' 
, .. 

caso en que los elementos finitos son, rectos (cuyas fronteras son compues-' 

tas por caras rectas), los grados de li,bertad son de alguna de las siguie.!!. 

tes' formas: ' 

, " 

, , (4.2.4) 

. :! 

o, 

'r ' donde los puntos a'i' r, ;::Q~1,2, pertenecen 0.1 elemento fini,to, y los vectores (di 
." . 1 2. 2 .,' . ~ 

ferentes de cero] Etk,Etk~Ei~ sori construidos a parttr de la geometrta del 

elemento ftntto (por ejemplo, 0p(aj)(aj-at),avp(aijY' etc:~' •. ) o vectores 
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lléimados lQsI'IQdQ4 del elernentQ>:ftni,tQ, -
Solamente se consideran derivadas dir~cci~nales de orden 1 6'2, ya que 

de mayor orden son cas; no uttltzados para,proplemas.decuarto orden . 

. Cuando todos los grados de hbertad de un elemento finito son de 1 a forma 
p +PCa i ), di,remos que éste es un el emento finito Lagrangia,no, mientras que 

S; al menos una derivada direccional ocurre como grado de libertad, diremos 

que es un elemento finito He/lJ1'li;Uarw. 

Existen esencialmente dos métodos para comprobar que un conjunto dado 
E de grados de libertad es p~unisolvent~: 

a) Comprobar que la dim P=card (¡) 
b) presentar las funciones base, 'd 

demostrar que si todos los grados de libertad ~oni9uéil a ceto, entonces 

existe una y solo una correspondiente funcion enp, la cual es idéntica 
a cero. 

Dado un elemento finito CK,P,r.). y dada una función v: K+R, sufici,en-

temente suave par'a que lo~ grado~ de libertad <PtCv),l<t::,.N, sean bién defi­

, nidos, denotemos por 

(4.2.5) 

al P-.i.n:teJl.pof..CLn:tede la función ,,v, el cual es bién deffnida ya que el' con­

junto E es P-unisolvente. En efecto, el p-interpolante, también denotado 

por ~kv, es caracterizado por la~ condiciones 

(4.2.6) , 

Si empre que los grados de 1 i bert.ad sean de 1 a forma (4.2.4 L s denotará 
el orden máximo de derivadas que ocurren enla definición del conjunto E. 

Entonces, ,para todos los. elementos finitos que veremos, la inclusión 
p CS(K) se cumpl e. Consecu~'!temente, cons'ideraremos que. el dominio dom 11 

del operador P-interpolaci,ón 'IT, es ~l espaci'o 



(4.2,7) . 
, . 

Siendo este el CélSO, !:le ~tgue que 1 Si, res.trtcctón de TI ~obre PCdom TI es 

la identidad; t.e., 

VpEP, TI p = p, (4 ~ 2.8) 

o Dos elementos finitos .(¡(,P,l:) y (L~Q,E) son igualeQs{ tenemos 

(4,2.9) 

o Dos elementos finitos (~;~,i) y (K,P,I),con grados de libertad de la. 

fonna (4.2.4),. se dicen ser cttl-tnmel'Lte eqt.U.,:,af.eiU:e.6 si existe una trans-

formación aftn invertible 

"A'n A A n 
F:XER -F(x)=Bx+bER . (4.2.10) 

. tal que las siguientes relaciones se cumplan: . 

(4.2.11 ) 

"",- -1 ...... ,.. 
P ={p:K-+R; p=p.F ,PE?}, (4.2.12) 

r . . "r ai = F(a i), r=0,1,2, (4.2.13) 

(4.2.14) 

r 'T' 1 2 2 "1 siempre que los nodos ai~esp. a i ), y vectores E;k' Eik, Eil (resp; Eik, 

"2 "2 " Eik , EU), e'xistanen la definición del conjunto l: (resp.I ). 
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Observación 4.2.3. Cualesquiera dos iguales elementos finitos Lagra~ 

gianos son afinmente equivalentes. O 
Ahora consideremos elementos finitos donde alguno~ grados de libertad 

son derivadas normales en algunos nodos. Entonces dos ,iguales de estos él~ 
mentos finitosno'sOhén'gé~éral afinmente equivalent~$. La propiedad para. 
que un vector sea normal a un hiperplano no es en general preservada a tra-



ves de una transformación af~n. 

Constantemente usaremo~ la~ relactones 

(4~2.15) 

:>?::=,:y/ .. ::. 
"t'> 

••• .1 .• •• ~:>~ i' .' ':. l . ~ . ~'., 

(4.2.16) 

entre los puntos ~ER y xEK, Y lasfuncton~s ~E~ y pEP correspondientes a 
dos elementos finitos afínmente equivalentes. Como una consecuencia de las 

relaciones (4.2.15) Y (4.2.16), observamos que 

(4.2.17) 
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Ahora damos una relación crucial entre el op~rador ~-interpolación ~ y 

el operador P-interpolación 1h y también entre las functones base de elelilen 
tos finitos equivalentes. 

Teorema 4.2.4. Sean (R,P,E) y (K,P,~) dos elementos fini.tos afínmente 
equivalentes con grados de libertad de la forma (4.2.4). Entonces, si Si' 

son las funciones base.del elemento finito ~, las funciones p., . 1 

l~i~N, son las funciones base del elemento fini.to K. Los operadores de 

interpolación TI y ; son tales que 

(4.2.18) 

para cualquiera ~; dom; y V~ domTI asociadas por 

A A A-1 
VE domTI+ Y=v.F E dom (4.2~19) 

~"; , ~ 

Demostración (cf. l;:'ia·:n~·~·.t1978 J). 
:::, ..... 

,:' t 

o 
o Una familia de elementos f1.ni.tos es llamada una. ncl!11-iUa a6-[n si todos sus 

elementos finitos son afinmente equivalente a un elemento finito, el cual 

es llamado el elemento finito de referencia de la familia (el elemento 
finito de referencia (~,~,i) no necesariamente pertenece a la familia). 



entonces 1 as func i,ones b9,s,e W j , '1 <j <;M, de,l es paC to ' de el emento fin;, to . son 

definidas por las rel~ctone~ \ 

WjEXh y tPj,h(Wj ) ::: QÜ ;l<t<M. (4:2.22) 

Dado un espacio de elemento finito Xh con un conjunto de grados de li­

bertad de la forma (4.2.21), a cada funci'ón v:Q+R , sufi:ci'enterriente suave 

,para que los grados' de libertad tP. h (v),'l<j<M, sean btén defini,dos, aso-
, J, ' 

,ciamos la función 

M 
Trhv:: ~ cp. hCv)w. 

j;::;lJ" ,J 
(4.2.23) 

La función'Trhv, llamada el Xh~¡n.teJr.pol..a.ci6n de la functónv, es caracteri, 

zad~ por las condiciones 

(4.2.24 ) 

Denotando por s el máximo ,orden de derivadas direccionales que ocurren 

en los elementos finitos (K,PK, t:¡(), KETh, usualmente consideraremos, en 

A7 

vista de la definición (4.2.7), que el dom;,n;o dom Trh del opeJr.a.dolt Xh.,.in;t~ 

pol..a.e-i.611 lf h es el 'espacio 

s ('- \ domo Tr h :: e Q l • (4.2.25) 

Nuestro siguiente paso es dar una relaci6n de importancia entre el ope­

rador interpolacióne·e.o6a.l.. Trh y el operador interpolación loc.a.l.. Tr K· 

Teorema 4.2.5. Sea v cualqui,er función en el espacio dom Tfh :: CS(ñ). 

Entonces .las restricciones vlK pertenecen a los espacios dom wK'Y tenemos 

que 

(4:2.26) 

Demostración; (c.f. Ci:arlet n97~lL o 



I 

¡El concepto de una fanrll i,a, ~Jín de elementos. fi,nHo$. es. ,de, grqn impor-

tancia por las raZones stgutentes: , , 

iJ En la práctica, la mayor parte del trabajo complejo en el cálculo de 

los coeficientes del sistema lineal (4.1.4) es hecho en un elemento 

finito de referencia, no en un elemento ftntto genérito. 

i.ii Para, tales famili.as afi'nes', '~na teOltÚJ..d.e .ilrteJtpo.u~u611 puede ser 

. desarro 11 ada, vi.ni'endo a ser ésta 1 a base de 1 a mayor parte de los 

teoremas de convergencia. 

Hi.) Aún cuando una familia de elementos finitos no es una fami,lia afín, 
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. se le asocta una manera obvia con una familia afín cuyo papel "inter­

medio" es esenci,a 1 . ' 

Definamos a Eh como el conjunto de ghado.6 de Libe/!.tad de W1, ebpacio de 

Entonces, cuando los grados de libertad de todos los 
. . 

elementos finitos son de alguna de las formas (4.2.4), los grados de liber 

tad del espacio de elemento finito son de alguna de las siguientes formas: 

. o 
v + v (b). 

. 1 1 
v+Dv(bj ) lljk' (4.2.20 ) 

2 222 
v'+ O v(bj)(niklljl) 

donde los puntos bj, r=0,1,2, llamados l'I.odo.ó del ebpacio del e1..e.me.rú:o 6-{l'l-ito, 

constituyen un conjunto el cual será genel'almente denotado por Nh· 

Si escribimos el conjunto Eh como 

Eh =' {<Pj,h' 12 j < M } (4: 2.21) 
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4.3. Elementos F nitos de Clase eO el 

Para, el caso donde todos los elementos fi,nitos (K? PK, ~K}, KCTh' usa,dos 

en la definición de un espacio de elemento finito, son del mismo tipo, 

diremos que cualquiera de ellos es un elemento finito gen~rico del espacio. 
Ahora demos dos definiciones de mucha importancia. 

° Un elemento finito gen~rico (K, PK, L
K

) es de c.e.Me CO si:: 
i) la inclusión PKC eO(K) se cumple, y 

ii) si Kl y K2 son dos elementos fini'tos adyacentes, las restricciones 

Vh!~ y vhl~ coinciden a 10 largo de la cara coman a Kl y K2 par,a 
I 1 '2 

cualquier función vh del correspondiente espacio de elemento finito. 

Como consecuencia, es legitimo en este caso considerar que la inclu­
sión VhCeOUi) se cumple. 

° Un elemento finito gen~rico (K, PK, LK) es de &Me el si:: 

i) la i,nclusión PKC C1(K) se cumple y 

ii) si Kl y K2 son dos ~lementos finitos adyacentes. para cualquier función 

vh en el correspondiente espacio del elemento finito, las restricciones 

derivadas normales exteriores dnvhl ki Yd nVhl
k2

, tienen 

a lo 1argorle K' •• En consecuencia, es legitimo en este 
que la inclusión Vh el(~) se cumple. 

como suma cero 

caso cons i dera r 

A continuación damos dos ejemplos de elementos finitos de clase CO y el, 
los cuales serár, util izados en las secciones 5.2 y 5.1, respectivamente. 

i) Rectángulo de Adini. 

a2 _--------t a4 
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di,m PK = 12 

~K = {peai:', d1PCa,i L ~2PCai,L.1~;:~4} 

donde la primera dertvada dé cada a;: se ;:ndtca con un peque"o circulo. 

ii) Rectángulo de Bogner-Fox-Schmtt. 
, \ 

PK :::: Q3 
al lO::' ~------~3 

dim PK ::': 16 

LK =' {Pea;:), 0p(at}(at_1-a i), 0pCa;H,ai,tl-ai:),' 

02(a.)(a. 1-a~,' a· l-a.), 1~i<4} P' 1 '1, - l, ' , 1 +, 1 . 

6, equivalentemente 

I 

~K {p(a í ), d1p(a;), ª2 P(a i ), d12P(a i ), 1~i<4} . 
, " 

En la cte.c.u611 de un elemento fini,to par<J., res.olver un problema dado, las 
siguientes consideraciones son usualmente tomadas en cuenta: 

i) El elemento finito debe ser apropiado a lageometrfa del problema. 
Constderactonesgeométri.cas tambi,én justi,fican la elecci,6n de elemen-

tos finitos curvos en vez de elementos finitos rectos en el caso d~ 

dominios curvos. 

,ii) El elemento finito naturalmente debe ser apropiado para el problema 
a ser resuelto. Para métodos conformes d~ elementos ft~itos, veremos 
que se requiere el uso de elementos ftnttos dé clase eo o el. Además, 



,veremos que en el ~n~ltstsde convergenci~s se req~iere (entre otras 

cosa,s), p'aN p,roblema,S, de,cua.rto orden" la,s ;:nclusi:ones, P (K)C P " " 2" , K~', 
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iii) Una vez queJos crtterios anteriores han sido satisfechos, f~lta obte­
rier un sistema lineal cuyos coefi:cientes son fáciles de calcular y 
cuya resolución sea lo más simple posible. Recordaremos dos reglat las 
cuales tienden a reducir ciertos dificultades computationales: 
La primera es que, si es posible, los conjuntos degradas de libertad 

" asociados con un nodo dado en la triangulación sean todos parecidos, 
. . '. 

para evitar diferentes instrucciones dependiendo sobre el nodo. 
La segunda e~ que cada nodo del espacio sea coman al mayor namero de 

elementos finitos. ' 

4.4. ConsidéracionesGener~les Sobretonvergencia 

Fron.i.l..La. COl1veJLge.iU:e. de. PJtob.f..erno..t, V-ú:'cJte.:to).¡ 

Considere la ecuación variaclonal 

a(u,v) = fev), VVEV (4;4.1) 

cuya soluc~ón u se desea aproximar, se supone que las h5potesis del lema 
. Lax Milgramson satisfechas. sea~{Vh}~~6 una familia de espacios de ele-

mentos finitos c..oY/.nOJlme. en el senti,do de estar consti,tui,da por subespacios 

de V, y sea 

(4.4.2) 

la fami'l ia de problemas di,scretos asociado cuyas soluciones forman la su-
cesión {Uh}'I' • ,Entonces di:remos que esta fami,l1.a forma una fami 1 ia con-

, »0 

vergente de problemasdi:scretos', Si', {uh}h:.¡:..o es convergente a la solución 

u en la norma de V,i.e., 

1 imllu-uhll = o 
:h-+D 

(4A.3) 
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Lema de Ce(t, 

Nuestro propósito e~ d~r CQndtctones ~uftctentes par~ convergenctá y~ 
como un pri'mer resultado en esta dirécci:ón~ tenemos la. stgutente esti/11~,ctón 
del error. 

'Teorema 4.4.1 (Lema de Ce~}. Existe una constante C independiente de 

{Vh}h>o tal que 

(4.4.4) 

Consecuentemente, una condición suficiente de convergencia es que 

(4.4.5) 

Demos Sea wh un elemento arbttrarto en Vh:, Se sigue de (4.4.1) , 

y (4.4.2) que 

por tanto, de la continui,dad y V-e1i:pti:cidad de a, obtenemos VVh cVh 
. 2 

ex 1I u-u h 1I '.:: a (u-uh~ u-uh) = a eu-uh, u-Vh) 

.:: Mllu-uhll IIY-Vh ll , 

de donde (4.4.4) se concluye con C =M/a. o 
Observación 4.4.2. Cuando la forma bilineal ae. ,.) es simétrica, hay 

una interpretación geométrica dela solución discreta. puesto que 
a(u-uh,Wt) = O, \1wbcVh' se sigue que uh es la proyecci,ón sobre Vh de la. 

solución exacta u, con resp~cto al producto interno ae.,.). Entonces,tene 
mos en este caso 



Usando la V-eliptictdad y la continuidad de la forma bilineal, deducimos 

Ilu-uhll <~inf IIU-Vh ll 
uhcV h 

Por tanto hemos obtenido una constante "menor" que en la demostración 
del teorema 4.4.1, ya que la constante M es necesariamente m§s graad~ que 

la constante a. : .. D 
.; 

Of1..del1. de COI'l\JeJLgenu.a. . 

. La simple, pero crucial,desi.9ualdad (4.4.4) demuest"ra que el problema 

de esti.mación del eflAOf Ilu-uhll es reduci.do a un problema de la. teoria 

de aproximación: Evaluar la di.stancia d(u,Vh) = inHllu-vhll : VhEVh} 
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entre una función ucV y un subespacio VhC V. Esto expl ica el porque demos 

traremos resultados del siguiente tipo. Suponiendo regularidad apropiada de 
la función u, mostraremos que la distancia d(u,Vh) es acotada por una cons-

tante (la cual usualmente implica normas.de derivadas de ~lto orden de la 
función u) h~ para algan ex~onente S>O, ~ en consecuencia concluiremos que 

(4.4.6) 



,53 ' 

Sí. eS,te es. el ca.~o, di,remo$. que e1 orden de cqnyergenci,a, e~~~ Q equivale,!!. 

tel11ente, que tenel11Q~ un9. cQnyergenci.(:l OCh~l~ 't stmplemente escribtremo~ 

C4~, 4,7) 

4~5. 'Teoria de Interpolaciónen'Espacios de Sobolev. 

Del Lema deCea, teorema 4A:l~' la mejor estí.mación del error resultaría 

mostrando el elemento ehllEVh tal que {infllu-vhI12,n: Vf{Vh} =1 lu-ehul 1 

t.e., la proyección de la solución u sobre elespacto Vh, 

Sin embargo, ésta no es una empresa fácil y resulta más conveni,ente util i 

zar el Xh-interpolante TIhU de la solución u, en tuyo caso se obtien~ la 

estimación del error ·llu-uhll,,'<. Ilu-TIhU112 . Tomando, en cuenta que 
, ',r¿- ,11 

estamos usando la norma 11.11 2 , ,yque (1T hU)I K =TI KU para toda KELh (teor~ 
" .,11 

ma 4.2.5), podemos escribir 

Por tanto, el problema de obtener una est"imaci,ón para el error Ilu~uhI12,n 

es reducido al problema de evaluar cantidades tales como Ilu-1TKuI12',K y la 

solución de dichos problemas de interpolaciÓn .f.oc.aL Este es el objetivo 

de la teoriade interpolación en espacios de Sobolev. Un resultado crucial 

es que, para un elemento finito (K,PK,E K) el cual puede ser embebido en una 

familia, afín y cuyo operador PK-interpolacíóndeja 'invariante los polinomios 

2. k (equivalentemente, las i,nclus.iones ' Pk(K) e PK se cumplen),. existe una 

constante e independiente de K tal que 

hk+l 

'1vEH
k
+
1(K" IV-1TKvlm,K ~c.~ 'Iv1k+l,K" O .~m 2. k+l 

PK 
donde 

hK = diámetro de K 

PK = supremo de los diámetros: de 1 as esferas inscri:ta,s en K. " 



Este result~do es demostr~do de m~neramá$geher~l en el teorema 4.5,~. 

En la. pr~cttca, a. menudo se cons'idera una famili.'a regular de elementos 
• finitos, en el sentido que los diámetros hK tienden él ce~o, y que existe 

una constante o independiente deK tal. que hK~ oPK' En este caso la est 

maci6n del error de interpolaci6n viene a ser (teorema 4~5.~) .. 

.• k+l-m' '," 
IV-llKvlm,K ,'~ O(h K ), O.::. m <: k+l 

'. 
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Entonces, primeramente daremos las definiciones de los espacios LP(n) y 

los espacios de Sbbolev Wm,PCn), en los ~uales se tra.bajará. 

Los conjuntos LPCn) definidos por 

LP(n) i:{vsmCn):f' [vIPdx<o:>L,l.::.p<o:> 
, n 

L<lOen) ={vE.m(n): sup ess Iv(x} I'<ro} 
xr::n 

pro~isto de las funciones 

(4 ~ 5.1) 

Ilvllex> =sup ess Iv(x) I = inf {K: IvCx) 1.::. K p,c. t. XdÜ , V 
Xr::n 

constituyen espacios vectoriales normados. La estructura algebráica es léi 
usual en el sentido de que los elementos de LP(n) son clases de equivalencia 

vr;:Lp(n)<=> v=[vJ= {ud.p(n): uex)= v(x)p.c.t. xr::n}, 

Aqui, m(n) denota al conjunto de funciones medibles en n. 

Algunaspro~iedades de los espacios LP(n) son: 

i) LP(n) es de Banach (compléto) sil:5.,p< ~ 
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"11.) L
2

erl) e~de Hi.lbertrespecto ~l producto interno,Cu~Y)=f~ uvdx 

HU LPen) es separable p9,ra1-.2p:cm ,Lroen) no e~ separa,ble. 

Ebpauo.ó de Sobolev (J11, P [nI 

Sea 'l.::'p'::''''' su dual p' = p/Cp-1L epI:"" si p:;:l, p' 1 si p := ro) y sea 

m un entero no negativo. El conjunto de Cclases de equivalencia de) funcio-

nes 

provisto de la función 

{, E J 1 Dav 1 p dxJl/p , 1 '::'P<"" , 
0.::.1 ex 1.::. m n . .1 

11 v I Im,oo.n :: max {sup es~ loav(x)l} , p 
o.::.lal.::.m " Xe:n 

es un espacio normado. 

También se usarán los semi-normas 

=00 , 

Iv Im,oo,n : 111 a x {su p ess I Da V (x)I}' , p ;= oo. 
',1 al =m Xe:n 

(4. 5.3) 

} (4.5.4) 

} (4.5.5) 

( ". 

El espacio de Sobolev w~,p(n) es la cerradura del espacio D(n) en el espacio 

~f1,p{n) . 

Algunas propiedades de los espacios de Sobolev de orden entero son: 

,') lJm,p(n) d B I ( 1 t ) . f a, es e anaCl comp e o 



ii.) wITJ ,P(nlC; wk'PCn)~ wO,PCnl = LPen),' v m;>K;>O 

ii.i.) Wrn,p(n) es sepaNble para,'J.s.P<<x> 

tv) vf1,p(n) esrefl exi'vo para l<p<<x> 

v) Hm (n)~ Wm,2 es de Htlbert con res~ecto al producto tnterno 

(U,V)m ==, L ,,' JfOuu• OUY)m 
, o.s.lu I ~m n 

v i,) H~' P (n ) = L Pe n) pa ra ' 12,p,::00 

vii) w~,p(n) es un subespacio cerrado propio de Wm,PCn) y, por tanto 

v~' p en) es de Banach 

H~' (n) ~ W~' 2Cnl ~s de HfI bert respecto a 1 producto i,nterno 

, Sea Pk(n) ei espacio de polinomios enn de orden < k, , 
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... 

El e1>paci.o c.oue.nt~ vt+1,PCn)/PkCn), es un espa,ci.o de Banach cuando es 

, equ i pado con 1 a nqluna c.oue.nte. 

(4.5.6) 

donde 

V ={wEwk+1,PCn): (w-v)e:Pk(n)} (4.5.7) 

denota la clase de equivalencia del elemento VEWk+l,p(~). 



Entonces., por'construcci6n, la. transformación' 
- I.Jk+l,p( )/P ( ) '1-1 ." -11 .' \01 -VE~ " JI. 'k·r2

-+ y k+l;p,r2"" y k.tJ;p~r2 ,vVEY? (4,5.8) 

es una semi norma sobre el 
face la desigualdad 

. . ' k+ 1 p (" I (') 1 esp~clo COCTente W' , ~l,Pkr2, a cual satis 

V~E Wk+1,p(r2)/Pk(r2), (4~5.9) 

(observe que, para cualqUier polinomio pEP k(r2), 
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con la modificadón estandard para p=co). La relación inversa de (4.5.9) 
esta dada por el teorema siguiente, de lo cual se concluye que la seminorna 
(4.5.8) es de hecho una nofma en el espacio cociente equivalente a la norma 

.- - '.'. .. 
coci~nte (4.5.6) 

Teorema 4.5.1 Existe una constante C (r2) tal que 

·(4~ 5.10) 

y, consecuentemente, tenemos 

(4.5,11) 

Demostración (c.f. Ciarlet Q978J). o 

Nuestro próximo objetivo es estimar el error de interpolación 

·lv-1Tkvl m,q,k y' IIV-1Tk V ll m,q,k . donde llk es el operador Pk-interpolación 

asociado con algan elemento finito. Sin embargo, se presenta una teorfa de 
aproximación válida para operadores que.preservan polinomi.os m§s generales, 
i.e., no necesariamente de tipointerpolaci.ón. 

o Diremos que dos subconjuntos abi.ertos 0. y f(: de Rn son etb,Ú1JílC::.l,de. equ,¿va.~ 

, f 



n . A n . 
F:Xtl( -+ F(x} ;:: Bx tb El( , C4~ 5. 12} 

tal que 

Q = Fen). (4.5.13) 

Como en el caso d~ ~lementos finitos aftnmente equivalentes, usaremos las 

correspondencias 

xd~ -+x=F(x)€Q (4.5.14) 

(v: S1+R )-+(v=v. F- 1: Q-+ R) (4.5 . .15) 

entre los puntos ~E~ y XEQ, y entre las funciones definidas ~obre el con­
junto Q y el conjunto fL Observe que de (4.5.14) y (4.5.15) tenemos 

v(x) '" v(x). (4.5.16) 

Ahora necesttamos conocer como se comportan las seminormas de Sobolev 
definidas en (4.5.5) de un conjunto abierto a uno afinmente equivalente. 

Esto se trata en el próximo teorema. 
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Teore~a4:5.2 . Sean Q y a dos subconjuntos abiertosafinmente equiva­
lentes de Rn .. Si una función v pertenece al espacio W~,p(Q) para algan 
entero m~O y algan namero psl},~ , la función v=v;F pertenece al espacio 

l'Jm,PCn), y además exi.ste una constante C=C(m,n) tal que 

(4.5.17) 

donde B esla matriz de la transformación F en (4.5.12) Análogamente, tene 

mas que 

(4 ~ 5.18) 



Demostración, Cc,f; Ciarlet. Q97~1 ) 

Par~ aplicar el teorema 4:5;2, es cQnveniente eValuar las normas 1 IBII 
y 1 IB-1

1 1 en t~rminos de simples canttdades ~eom~trtcas. Este es el objeto 
del próximo teorema, donde usaremos la notación: 

A, 

h:: diam (n) , h :: diam (11 ) (4:5.19). 

p= sup' {diam (S) : S es una bola contenida en n} .. .} 
.• A {díam (S): 

A 

bola contenida en M p= sup S es una 
(4.5.20) . 

Teorema 4.5.3. Sean Q y ñ=F (Q) : dos subconjuntos abtertos afi.nmente 

equivalente de Rn. 
Entonces las cotas superiores 

IIBII~~, yllS-lll <: h 
R 

se cumplen. 

Demostración, Podemos escribir 

IIBII =~. sup IISt\\ . . , P 

A 

P 

11 F,; 1\ ~=(5 ,. 

.0 

Fig. 4.5.1 

(4 ~ 5. 21) 
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Dado un vector s $att~,f~c1endo Ilsll=p ,exí.sten dos puntos'y~z,e:fi ',",' 

tales que .y-~= s, por deftn.ici,óll d,e p Cfi:9.' 4.5,11: Y9-. que Ss= F(y)-F(21 
, ' 

éon F(9)e:i1, F(z'h~, deducimos que I IBt;.1 I<h y por tanto lQprtmera desigual 

dad de (4.5.21) es demost:rada. La ,otra desigualdad es probada en forma 

similar. ' O 
Ahora estamos en posi'ciónde probar una propiedad importante de Opér~ 

dores que preservan polinomibs. 

Teorema 4.5.4. Pa ra al gunos en teros k.:::..O y m~ O y a,.l gunos números 

p,qe:[l,~, sean wk+1,P(1)y wm,q(ñ) espaci,os de Sobolev sati:sfaci,endo la 

, inclusión. 

(4.5.22) 

. y sea TIe: L{Wk+1,p(ñ); vJm,q(ñ)) una transformación tal que 

(4 ~ 5.23) 

.: .... 

Para cualquier conjunto abi'erto Q afi,nmente equivalente al conjunto ñ , . . , . 

s,ea , ÍlQ 1 a transformación defin i'da por 

(4.5.24) 

para todas las funciones Oe:W k+1,p(ñ)y ve:W k+1,p(Q} en la correspondencia 

(4.5.15)~ Entonces existe una constante C(G,n)·tal que, 

k+l,p() I l' < VVe:W , Q, V-TIQ v m,q,Q , ~ 

e (" ñ)(vol ('Q)' }O/q)_CI/p}h
k
+

1 
Ivl·' . 

TI, . " , ,p m . k+l,p,Q (4.5.25 ) 

con h Y p 'definidas como en (4.5.19 y (4.5.20), respectivamente. 

Desmostráci.ón. Usa,ndoC4~5.231 .obtenemos 19., ident;:di;l.d 

Vv" wk+l,p(~) 'VpA P (A\ v"-;V" ~ (_~~;),(G.+Ap)= G-iv" e: . ,~G,' e:.·k,HL, .1, 
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donde 1, 1\\. tN.n~forrn~<;i,9n i.dentida,d de wktl~p(Jn en Wll),qlfl), e~. continua, 

De e~.tai.denti:d9.d deduci:l11o$;. que 

~ e (ft, n) Ivl .. 
k+l~p,rl 

debido al teorema 4.5:1. 

De (4.5.24) ten~mos que 

A AA ( }A . v- TfV = ,V- Tfrlv .' 

y por tanto aplicando el teorema 4:5.2 obtenemos 

PÓt el mismo teorema, 

(4.5,27) 

(4.5.28 ) 

. y entonces, para obtener la desi·gualdad(4;5.25) es sufici.ente combinar las 

desigualdades (4.5.26), (4:5.27) y (4.5.28) Y las. cotas superiores I IBI 1< h~ " 
.- p 

YIIB-111~ 'h/p (teorema'4.5.3).Finalmente, observamos que 

Idet(B)1 ~ ...:ir:_l (~L 
vO 1. en) 

Nuestt'o siguiente paso es estimar el error de interpolación para fami­

lias afines de elementos finitos, p~ra la cual ca.mos·'el. teorema siguiente. 

Teorema 4.5.5. Sea (K,P,~) un-ele~lento finito, para el cual s denota'" 

. el orden mayor de derivadas parciales~ue9currenen la definici6n de i . 

Si las siguientesinclusi.one.s se cumplen; para algunos enterosm>O y bO y 

para' algunos números p, qE 1:: l,~, " 
".~. -

(4.5.29) . 
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(4.5.30) 

(4:5.31) 

ex.iste una constante C{K,P,E) ta.l que, para todos elementos fi,nitos afin­

mente equivalentes (K,P,E), y toda funci6n VEWk+1,p{K), 

IV-RkV1m q' k-< C(K,P,~)(V01(K))(1/q)-(l/P)·rkk+ll·' I ' , , m v k+l,p,K 
P f( . 

· Aquí Rkv denota el Pk-interpolantede la función v, y 

vol {K} ~ dx-medida de K, 

h
K

= d iam {K} 

PK = sup{diam(S): S es' una bola, contenida en K } 

· Demostración. (¿~f CiarletQ.978]). 

(4.5,32) 

(4.5.33) 

'·0 
Antes de entrar al siguiente teorema, daremos una, definición de natura 

l~za puramente geomªtrica. 

o . Una familia de elementos finitos (K,PK, EK) es Jte.guXa!L si las siguientes 

dos condiciones son satisfechas~ 

i) Existe una constante o, tal que 

. . ) ,'11 

. h 
VK,.K <o, 

Pk 
Losd1ámetros de hK tienden a cero . 

(4.5.34) 

\ . 

Para tales familias, la estim~ci6n del error de interpolación del teore, 

ma 4.5.5 puede ser inmediatamente reducida a estimaciones simples de las 

normas Ilv-RKVllm,q,K' 
· , 

Teorema 4.5.6. Sea dada una familia a,nn regular de elementos finitos 
A A "". 

(K,PK, EK],' cuyo elemento ftnHo derefE;rencta' (K,P,tl sat;:sface las supósi 

ciones (4.5.29), (4.5;30)y (4~5.31). ,Entonces existe una constante 

i 
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,. ,. ,. 
. C(K,P,E) tal que, para tQdQ~ 195 elementos finitos K. en la familia, y"toda 

. func;.ón Yt:Wk+1 ,PCK}, . 

'1Iv-'IT vii· . <: c(Kp'~l('vol('K,\Cl/ql-:C1!p)hk+l-mlvl .", (4535) k m, q, k - -" .. - u . k+.l, p, K .. 

Demostración. Puesto queh<l 

.IIV-'lT,Kvllm,q, K ~{r~oIV-'lTkVI~~q,.K ll/q 

. l/q I I k+l-m . 
< C {~hq(k+l-r)} . v.k+l,q,K~ C m h. . Ivlk+l~q,~ 

r=O 

Por tanto el resultado $e sigue del teorema 4.5.5. o 



CAP. 5 METODOS DEL ELEMENTO FINITO PARA EL PROBLEMA DE PLACAS 

En esta 'parte estudiaremos la convergencia y exactitud de las solucio 

·nes aproximadas del problema de flexión de placas obtenidas con métodos 
de elementos finitos conformes yno conformes. 

o Primeramente consideraremos métodos conformes y por simplicidad supo~ 
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.. drémos que el dominio ~es poligonal. La elaboración de tales métodos re­
quiere el uso de elementos finitos rectos de clase C1. ,Entonces, por facl 

lidad, analizaremos el rectángulo de Bogner-Fox-Schmit, ya que este puede 
ser embebido en un familia afin en cuyo caso la teoria de interpolación en 
espacios de Sobolev, es aplicable. Otros elementos finitos de clase C1 que o 

pueden ser utilizados para resolver el problema de placas son los triángu­
los de Argyris, Bell, Hsieh-Clough-Tocher, Singular de Zienkiewics, los 
cuales no pueden ser embebidos en familias afines siendo necesario el de-

o sarrollo de toerías de intérpol~ción espe.ciales. También veremos que las 

hipótesis mínimas "ue:H 2(n)1 y up (K) . . 2 PK, KE:Th" aseguran convergencia, 

. i. e., 1 im 11 u-uh 11 2 n = O . 
o h-+ü '. 

Después trataremos elementos finitos donde la inclusión VhC V es 

violada. Esta ~ituación corresponde a los asi llamados métodos no confor­

mes. En este caso analizaremos en particular el elemento finito llamado 

rectángulo de Adin;. Para estos casos la .inclusión P2(K) C PK, Ke:T h, es 

una de t~ntas condiciones para obtener convergencia. Además la forma bi­
lineal a Niene a ser aproximada por 

5.1. Métodos Conformes Para el Problema de Placas 

Aquí consideraremos un método de elemento finito conforme, el cual es 
comunmente usado para aproximar la solución del problema de placas. En 
particular consideraremos el problema de la placa empotrada, en cuyo caso 



., .... 

2 2 V = Ha (n), nER 

o:(u, v) = DJ Q {IIUIIV +( 1-v)( 2u, 12' ,v, ]'2- u,, 11 v '22-u, 22v ~ 11} dn 

, , 
,~ 

ylas hipótesis del lema, de Lax Milgram son satisfechas. 
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(5.1.1) 

Suponemos que ei conjunto n es poligonal,pudiendó ser cubierto por 
triangulaciones compuesta por elementos finitos rectos. Para desarrollar 
un método conforme, nuestro problema es construir subespacios de dimensión 
finita del espacio H2(n). Ya que las funciones establecidas en espacios 

, 2 
de elementos finitos son "localmente regulares ll (PKC H (K) para toda KET n), 

es necesario la inclusión XhC e1{n) (teorema 4,'1.2) con lo cual. los ele­
mentos finitos vienen a ser de clase el, por ejemplo, los triangulos de 
Argyris, Bell y el rect&ngulo de Bogner-Fox-Schmit. 

Un ej eJnplo de u.n Ele.me.JÚo Fi,Jti..to ConóMme: El Rec..:tángu..f.o de BogneJL­

Fox-Sc.hmU. 

Aquí estudiaremos un elemento finito de clase el, llamado Il.ec..tángu..f.o 

de BogneJL-Fox-Sc.l1J'l'l,U;, cuyas principales características se danén lafigu-

ra sigui ente 

&-------------------------~ a3 

a 1. 

el 

K 



dim P = 16 K 

Este elemento solamente puede ser usado, si el conjunto ~=UKE1:h K 

posee todos sus lados paralelos a los ejes coordenados., 

Teorema 5.1.1. Sea Xh un espacio de elemento finito asociado con rec 

tángulo de Bogner-Fox-Schmit. 

J (-) r ,') I ) X
h 

C C- Q, I I H~ \ ~1 

se cumple. 

Entonces la inclusión 

(5.1.2) 

Derr,-ºstY'a(.iór~. Siguiendo la defin;c'ión de elemento finito clase el 
tenemos que XhC Cl(Si) y, entonces, aplicando el resultado del teorema 

. ? 
4.J..4 se tiene que XhC W([¿). O 

COIllO este elemento finito pertenece a una familia afín regular) toda 

la teoría de interpolación "afín" en espacios de Sobolev desarrollada 

anteriormente puede ser aplicada. 
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De aquí, para toda pt] 1,"" J tal que l~4,p(K) » C2(K) = dom1T K ' y todos 

los pares (m.q) con m..:::..O y qEO,~ compatible con la inclusión 

(5.1.3) 

existe (teorema 4.5.6) una constante e independiente de K tal que 

VVEW4,P(K),1 IV-TIkvl I K~ C(vol(K))1/Q-l/Ph4K-mlvI4 K m,q, ,p, (5.1.4) 



Nuestro siguiente propósito será es,tim'ar' el error de aproximaclOn 

del problema de la placa empotra~a (5.1.1). Consideraremos familias de 
espacios de elemento finito Xh, con el mismo elemento genérico (K,PK,LK)' 

para 10 cual necesitamos las siguientes suposiciones: 

(Hl).- La familia (K,PK.LK)' KETh' para toda h, es una familia afín de 

elementos finitos. 
, 1 (H2).- El elemento finito genérico es de clase C . 
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Si suponemos que la inclusión PK e H2(1<) se cumple, la inclusión 
Xh c: H2(n) es entonces una consecuencia de la hipótesis (H2). Siendo este 

el caso, tenemos 

'(5.1.5) 

Se puede observar que el operador Xh-interpo1ación asociado con cual­

quier elemento finito de clase cl satisface la condición 

(5.1.6) 

la cual, por 

esta parte. 

consiguiente, será una hipótesis imp1icita en 10 que resta de 
Entonces derivemos una estimación del error en la norma de 

H2(rl) . 

Teorema 5.1.2. Además de (Hl) y (H2). suponga que existe un entero 
k>2 tal que las siguientes inclusiones son satisfechas: 

, 2 
Pk(K) c: PK e H (K), (S.l.?) 

Hk+l{K) <¡ CS(K), (5.1.8) 

donde s es el orden máximo de derivadas parciales que ocurren en la defi­

nición del conjunto [K" 



Entonces, si la soluci6n uEH2{n) del problema de la placa empotrada . o 
pertenece al espacio Hk+1{n), existe una constante e independiente de h 
tal que 

(5.1.9) 

donde. uhcVh es la soluci6n discreta. 

Demostraci6n. Del lema de Cea (teorema 4.4.1) tenemos que 

(de(5.1.4) ) 

(de(5.1.6) } 
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Observaci6n 5.1.3. Del teorema anterior, las hipótesis minimas que a­
seguran una convergencia de orden O{h} en la norma 11. I 12,n son las incl~ 

siones P2(K)C: PK, por un lado, y por otro el hecho de que la soluci6n u 

del problema de placas este en el espacio H3(n). Esta regularidad de la 
solución es garantizada en el caso en que q pertenece al espacio L2{n), y 

li es un polígono convexo, hip6tesis frecuentemente satisfecha para placas. 

El sigui~nte paso será obtener condiciones suficientes minimas que 

aseguren convergencia en la norma 11.11 2,n ' Le., 1 im Ilu-uhl1 2 n~ O. 
h+o ' 

Teorema 5.1.4. Además de (H1) y (H2), suponga que las inclusiones 

(5.1.10) 

se satisfacen. y que el orden máximo s de las derivadas parciales encontra 
das en el conjunto ¿K satisface s < 2. 

Entonces tenemos 



Demostración. Definamos el espacio 

Entonces, como las inclusiones (5.1.10) y 

W3,OO(K)G eS (K), s=O,l,2 

v¡3,co(K) C) H2 (K) 

(5.1.11) 

se cumplen, aplicando el Teorema 4.5.6 con k=2, p = oo, m = 2 Y q = 2, tene 
mos que existe una constante e tal que 

de donde deducimos 

(5.1.12) 

y por tanto 

(5.l.13) 

Ahora, .usando la desigualdad del triángulo, tenemos que para todo h y toda 

(5.1.14) 

Dada una solución UEV y cualquier namero E>O. primero determinamos una 

función v t:V la cuál satisface la desigualdad Ilu-'v 11 2 I"l ~ Ef2. Esto 
E . E ,~, 

es posible porque el espacio V es den.óo en el espacio H;(n). Entonces por 

(5.1.13) existe una h (d tal que Ilv -7Thv 11 2 r. .:..(:/2 para toda h<ho{e:)· o E . E , lG 

En vista de la desigualdad (5.1.14), se demuestra que 

1 im inf 11 u-v h 1I = O 
h-)-() v h di h 
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y utilizando el resultado de"¡ Lema de Cea (Teorema 4.4.1), se concluye 

(5. 1,11) D' 
Resumiendo: Tenemos que para el rectángulo de Bogner-Fox-Schmit, 

podemos aplicar la teoria de interpolaciónt'afín t. en espacios de Sobolev 

y, entonces, de la inclusión P3(K) Q3(K) = ~K' concluimos que para una 

familia regular de tJ~iangulaciones con este elemento 

de acuerdo al teorema 5.1.2. Por tanto, utilizando este tipo de elemento 

finito en la aproximación :de1 problema de flexion de placas se obtiene una 

ve1.ocidad de. c.onve/r.ge.nuade. do.6 [2). 

5.2. M§todos NoCo~fotmcs péraél Proble~a de Placas. 

Primeramente daremos la definici6n general de un m§todo no conforme 
para resolver el problema de la placa empotrada (5.1.1). Suponiendo que el 

conjunto ~ es poligonal, construimo~ un espacio de elemento finito Xh cuyo 

el emento finito genérico '!:!Q es de clase el. Entonces el espacio Xh no 

será un subespacio del espacio H2(g), como una consecuencia del siguiente 

teorema: (que es el inverso del teol~ema 4.1.2). 

Teorema 5.2.1. Suponga que las inclusiones PK e e1
(K) para toda KE1h 

y Xh e 11 2(g) se cumplan. Entonces la inclusión. 

X
h 

e el (Si) 

se cumple. O 
De aquí en adelante supondremos que 

aSl que, en particular, 

X h 
2 L (n). 

(5.2.1) 

(5.2.2) 

70 



Despu~s de definir un subes~acio apropiado Xooh de Xh, así como tomar 

en cuent~ las condiciones de f~ontera v = v'n = O a lo largo de ~n, defi­

nimos la forma bilineal aproximada ~h por 
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". "(S. 2.3) 

= DJthfK\VLlUhflVh + (l-v)(uh,llvh,ll + 

+uh 22vh 22 + 2u h 12vh 12)} dK .,' " , , ." 

Observe que esta definición es justificada por la inclusión(5.2.1)~ 

Entonces el pltoblema. d1..ócJr..eto consiste en encontrar una fúnción uhe:Vh=Xooh 

tal que 

(5.2.4) 

(la forma lineal f no necesita ser aproximada en vista de la inclusión· 

(5.2.2)). En analogía con la norma 1.1 2 n del espacio V=H~(n), introduci-
."' . . " 

mos la seminorma 

(5.2.5) 

sobre el espacio Vh, y extendemos los mapeos ah(.,.) yl l. I Ih a el espacio 
~ 

Vh +V. Entonces existe una constante t4 independiente del espacio Vh tal que 

(5.2.6) 

Un ejemplo de un elemento M-nito no c.on6oJrme: U ltectángUlo de AcUntl. 

En esta parte, .esencialmente nos concentramos en un ejemplo de un ele-" 
. . 

mento finito no conforrrle,en el sentido de que da lugar a un método no con. 

forme para el problema1de placas. Este elemento, conocido comoJi.e~ngulo 



de Adi~, está definido por: 

El conjunto K es un rectángulo cuyos vértices ai , 1~i~4, son como se 

muestra en la siguiente figura: 

K' 
2 

a
2 

K2' 
__ ,.---:.---....1.1------ al 
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- - - -
! 

¡ 2h2 

1 "', '" 
KII 

1 K 

"'., K • 
2 K! 

1 

KII 

2 I 

I 
a

3 
2h

1 
'a 

~J-------------------4f 

K' 1 

El espacio P
K 

es compuesto de todos los polinomios de la forma 

i.e., tenemos que 

PK = P3(K) 0V{X1X~, xiX2 J. (5.2.7) 

Entonces la inclusión 

(5.2.8) 

se cumpl e y 

dim PK = 12. (5.2.9) 

, Además tenemos que el . conjunto de grados de 1 ibertad, dado por 

(5.2.10) . 
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es un conjunto PK-unisolvente. 

Suponemos que el conjunto ~ es rectangular, asi que puede ser cubierto 
por'triangulaciones" hechas por rectángulos. Por tanto a una triangulación 
t h, asociamos un espacio de elemento finito Xh cuyas funciones vh son defi 

nidascomo sigue: 

i) Para cada rectángulo K~Th' las restricciones vhlK pertenecen al espa­

cio ~K dado por (5.2.7) 

ii) Cada función Vh~Vh es definida por sus valores y los valores de sus 

primeras derivadas en todos los vértices de la triangulación. 

A 10 largo de cada 1adoK 1 de un rectángulo de Adinl K, las restric­
. ciones pi Pf:PK, son po1 inomios de grado < 3 en una variab1 e. Ya que ta 

KI 
. --

les [.'olinomios son unívocamente determinados por sus valores y los valores 

de su primera derivada en los puntos extremos de KI
, el rectángulo de Adini 

es un elemento finito de clase CO. Por tanto la inclusión VhCCO(n) se 

cumple y además VhC H~(n). 

Sea Vh=Vooh, donde Vooh denota el espacio de todas las funciones 

VhEVh tal que vh(b) = c1vh(b) = c2vh(b) = O en todos los nodos frontera 

b. Entonces las funciones vh~Vh se anulan a lo largo de la frontera cn,. 

pero, en general,.sus derivadas normales cnvh no se anulan a lo largo de 

la frontera cn, aunque se anulart en los nodos frontera. Resumiendo, hemos 
construido un espacio de elemento finito Vh cuyas funciones vh satisfacen 

(5.2.13) 

cnvh(b) = O en los nodos frontera 

Observe que el operador Vh-interpolación asociado, TIh' es tal que 
. 2 '. 

V E Ho(n) n dom TIh =:>TI'hV ~ V oOL:' = Vh (5.2.14) 
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Antes de analizar el error, examinaremos si el mapeo 11. I Ih de (5.2.5) 

es verdaderamente una norma. 

Teorema 5.2.2. El mapeo 
, ' , 

vh-+llvhl,l h = (K r IvhI22,K)1/2 ( ~ I [( )2+2( )2+ " ET h = KE~h K vh,ll vh,12 , 

+(Vh.22)~dK)1/2 (5.2.15) 

es una norma sobre el espacio Vh, 

Demostración. Sea vh una función en el espacio Vh tal que I Ivhl Ih = O. 

Entonces las funciones dj(vhIK), j=1,2, son constantes sobre cada rectán­

gulo KETh' Puesto que son continuas en los vértices, las funciones 

0jVh, j=1,2, son por 10 tanto constantes sobre el conjunto ~, y ya que se 

anulan en los nodos frontera, son identicamente cero. Entonces la función 
VhEVh es idéntica a c~ro, como una consecuencia de la inclusión . 

VhC H~(n) n CO(n). O 
De (5,2.3) y (5.2.15)':. se observa que la fonna bilineal aproximada 

ah(.,,) es uniformemente Vh-e1íptica: 

(5.2.16) 

donde (1-v» O. Por tanto, el problema discreto (5.2.4) posee .6o.e.uu.on 

úni~ UhEVh, cuando Vh es construido en términos del elemento rectangular 

de Adini. 

En seguida damos una estimación abstracta del error para métodos no 
conformes, la cual está dada por el segundo Lema de Str~ng. 

Teorema 5.2.3. (Segundo Lema de Strang). Considere una familia de 
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problemas discretos para los cuales la forma bil inea1 aproximada asociada' 

es uniformemente Vh-e11ptica. 

Entonces existe una constante C, independiente del subespacio Vh, tal 

que 

1·lu-uhllh .::. e {inf Ilu-vhll h + sup . lah{u,wh)-f{wh) I}. 
vhe:Vh whe:Vh Ilwhll h 

(5.2.17) 

Demostración. Sea vh un elemento arbitrario en el espacio Vh• Ento.!:!. 

ces en vista dela uniforme Vh-elipticidad y continudad de la forma bili­

neal ah (vease (5.2.16),(5.2.6)) y la definición (5.2.4) del problema di~ 

creto, podemos escribir 

de donde se tiene 

If{wh)-ah(u-wh)! 
IIwhll h 

De aquf la desigualdad (5.2.17) se sigue al aplicar la desigualdad del 
triángulo 

o 
Posterionnente, supondremos que la solución ue:H3(n) n H~(n) (la cual 

. 2' '. . 
se cumple si qe:L en) y ~ es un poligonoconvexo). Ahora, tomando en cuenta 



que cualquier familia de rectángulos de Adini es afín, en el siguiente 

teorema estimamos el error de interpolación Iv-nKvlm,K' Las notaciones 

hK y PK representan los parámetros geométric~s usuales (cf. (4.5.33)). 
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Teorema 5.2.4. Existe una constante C tal que, para cualquier familia 
regular de triangulaciones, 
. l 

.Y hK 
Vve:w(n), Iv-nKvlm,K < C m Ivl l K' o 2. m::!, l= 2,3. 

Pk ' 

Demostración. (cf. Ci.arlet [1978J). o 
Entonces, puesto que l ~ 3y m = 2, 

(5.2.18) 

Ahora nos falta estimar el segundo término. ctellado derecho de la des; 
gualdad dado por (5.2.17), i.e., la consistencia del error estimado .. ·De 

la diferencia 

= D L J. {~u~wh + 
KETh K 

-In q'Wh dn 

para toda ue:H3(r,) n H~(n), whEVh' primeramente demostramos que el término 

f(wh) = Inq,Wh do puede ser reescrito en la forma 

(5.2.20) . 



Sea WhEVh dad~, y sea (w~) una sucesión de funciones w~ ED(n) talque 

. Haciendo uso de las formulas de Green (3.5.14) obtenemos, para todo 
entero k, 

k k ya que wh,n = Wh,t = O a lo largo de an. Entonces de (5.2.19), 

Jnq.W~ do =- D JnV(~U). vw~ dn. 

Por tanto 

J
. J k l;m I ( ) k nq·wh dn = ~~ nq.wh do -- Dk4m nV 6U .vwh dn 

-- D IQ~(~U).VWh dn 

y así queda demostrada la igualdad (5.2.20). Por otro lado, utnizando 

las mismas fórmulas de Green, obtenemos que 

DJ {~u6wh + (l-v)(2u'12wh,12-u'llwh,22-U'2ttih,1l)} dK = 
.K 
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D {- J V(6U). Vwh dK + I 6uwh nK ds + O-v)I . {U'ttKWh nK+u, tKWh tK}ds} . 
K aK '. . aK ' n, · 

Cuando las expresiones anteriores son sumadas, éstas forman la forma 
bilineal aproximada (5.2.3). De la identidad 



y usando la inclusión Vhc: H1(n)~ así como la igualdad (5.2.20), encontra 
mas que 

Para probar esta relación, consideremos separadamente los casos donde 

K' en es un lado común a dos rectángulos adyacentes K1 y K2,y donde 

K'e aK es una porsión de la frontera ano En el primero la integral se 

cancela porque UE H3(n) y wh ECO(~), y en el segundo caso porque wh = O 

a lo largo de ano 

.Resumiendo, encontramos que 

= O K ¿ {-J v(~u),VwhdK + J ~uwh" K· ds 
ETh K. . aK n 
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. + (l-v)J
aK 

{ - U'ttKWh, K + U'n,tKWh,tK} ds +J
K 

v{~u).Vwh dK} (5.2.21) 

= O ¿ J { 
. KETh aK 

Le" hemos obtenido una descomposición de la expresión 0h(u,wh' comó una 

suma 

donde cada mapeo DK(.,.) aparece como una forma bilineal sobre el espacio 

H3{K) xPK, 

Entonces resta por obtener una estimación apropiada de la diferencia 

Dh{u,wh)' la cual se trata en el teorema siguiente. 
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Teorema 5.2.5. Suponga que la solución u del problema de la placa está 
en el espacio H3(0) n H~ (o). Entonces, para cualquier familia regular de 

triangulaciones, existe una constante C independiente de h tal que 

(5.2.22) 

Demostración. Ciarlet [1978] estimó el segundo término en la estima 
ción del error abstracto (5.2.17) por 

y tomando en cuenta el resultado de (5.2.18), se tiene la validez de (5.2.22) O 

AS1, concluimos que al utilizar el elemento finito rectángulo de Adini 
en la aproximación del problema de flexión de placas, obtenemos una· 

ve1.oc.idad de c.onveltgene-ia. de uno (1l. 

Dt!PR 



CAPITULO 6 
RESOLUCION NUMERICA 
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Lo que se pretende en este capítulo es comparar los resultados que se obtie 

nen con las series dadas por Young [1939], y los que se obtienen utilizando el 

rectángulo de Adini para el caso de una placa empotrada con una carga conce.!:!. 

trada en el centro; para ªste Gltimo se elaboró un programa de computadora el 

cual se anexa al final de este capítulo. Además, los obtenidos con el mismo 

rectángulo de Adini y con el rectángulo de Bogner-Fox-Schmit, para una placa 

empotrada con carga uniformemente distribuida. 

La solución ·aproximada de la placa presentada por Young [1939], está dada 

como una superposición de tres series de funciones hiperbólicas, la primera 

de la cual corresponde al desplazamiento de una placa simplemente apoyada con 

, una carga concentrada al centro, y las otras dos corresponden a momentos ca 

rrectivos aplicados en los bordes de tal forma de tl~atar de anular los giros 

en ellos, por tanto el' desp 1 azam; ento es tá dado por 

donde 
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m-1 
b
2 00 '(-1 )-2 . mrrx2 rrrx! ' mrrx1 w3 = 

- 2rrZ O 
E B 2 Z ~os ~ --b- sen h --o-

m=1,3,5 ... m m cos 13m 

(6.4) 

aquí, 

P es la carga concentrada, a y b son las longitudes de la placa en las 

dirección xl y en la dirección x2' respectivamente, como se muestra en 

la figura 6.1. 

Los momentos correcti vos apl icados en x2=±b/2, xl =±a/2 están dados, 

por 
m-l mTIx1 

(flx21 x2=±b/2 

00 

(_1)Z-= E A cos --
m=1,3,5 .. m a (6.5) , 

m-1 inTIX2 ' 
(Mx )= ~ (_1)-2 Bm cos ----o- . 
" 1 x(±a/2 m=1,3,5 .. 

(6.6) 

Los coeficientes Am' Bm se detenninan de ,la condición de que las pe,!!. 

dientes en las fronteras son cero, planteándose los sistemas de ecuaciones 

siguientes 

,Ak } ~an h ak + at J + ,~fbk ~ 3r l cos h aJ m=1,3,5 .. m 
1 

R a + k 
~ --z 

\b m, ,', 
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= - p (6.7) 

(6.8) 

Al evaluar estas series se obtiene un sistema de ecuaciones algebráicas 

y la solución de éste da los coeficientes Am' Bm que corrigen la solución 

dada por wl' es de esperarse que la exactitud de esta superposición d! 

pende del número de coefi ci entes encontrados, en Young [1939J se dan siete 

coeficientes que al ser utilizados para evaluar las series w2' w3 y ~l 

utilizar la ecuación (6.1),se obten1an campos de desplazamientos y giros 

que no correspondían a las condiciones de frontera de empotramiento, por 

lo que fué necesario encontrar más coefi·cientes para corregir esta solución; 

los resultados y el programa de computadoras aparecen con todo detalle en 

Reyes -[1978J . 

:. El conjunto de grados de libertad ¿K del rectángulo de Adini está dado· 

por (5.2.10), y desarrollando el espacio de polinomios PK (5.2.7) se puede 

expresar como: 

(6.9) 

Como el conjunto ¿K dado por (5.2.10) es un conjunto pl<-unisolvente en. 
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el sentido que se dió en la sección 4.2, podemos deducir de las funciones 

definidas por (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) Y escribir para el caso del cuadti 

'" látero K = l-l, +l,J lo siguiente: 

'" '" 4 '" ~ ~ VpsPK, p = ¿ p(a.) P. 
i = 1 1 1 

~ '" '" r~ ~ 
+ ¿ Dp ( a . )( a . - a . ) P . . 
'{lj-i l=l 1 J 1 lJ 

:(mod. 4) 

(6.10) 

con 

(1+x1) + (l+x)2 + x2 
2 2 

A Xl xl + x2 P
l 
(x) = 1 + 2 2 

(1 +x
1

) 2 
'" (1+x2)· (l-x2) (6.11) P12 (x) = 8 

(1+x2 ) 
2 

~ (l+x
1

) (l-x
l

) 
P14(x) = etc. 8 

como funciones base del elemento finito. 

Para elaborar el programa de computadora, el siguiente paso seria resolver 

el sistema lineal dado por (4.1.4) que es: 

La matriz de rigidez viene desarrollada de manera formal tanto en Adini y 

Clough [1961] como en Zienkie\vicz [1977], 'en este último también viene desa 

rrollado el vector de cargas equivalente para el caso de carga uniformemente 

distribuida, así que el programa funciona para ambos casos de carga, concen 
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trada y uniformemente distribuida. 

En la comparación de resultados obtenidos entre la serie de Young y el re~ 

tángulo' de Adini, se consideraron las siguientes características geométricas, 

de material y de carga para la placa estudiada. 

b 

X, 
J. 

a=b=2 

h=O.l 
\>=0.1 

P=4.0 
E=1000.0 

Fig. 6.1 Características de la placa ~ 

Las razones por las que se dan las unidades adimencionales ~s porque el 

programa de Reyes [1978] fué verificado con tales datos, además que a menudo 

se lleva a cabo de tal manera; Los resultados que se obtuvieron fueron el 

desplazamiento vertical, .el giro con respecto a xl y x2, momentos flexio 

nantes por unidad de longitud alt'ededor de xl y x2 y el momento torsionan 

te, pero sólo se presentan (en forma gráfica) la variación de los desplaz~ 

mientas y ambos giros. En tales gráficas, donde se indica línea continua, 

significa que coinciden las soluciones de ambos métodos y cuando es linea 

discontinua es la solución dada por Young [1939], cabe mencionar que debido 

a la simetrfa de la placa solamente se analizó una cuarta parte de ella, 
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considerándose las siguientes condiciones de frontera. 

Con los datos antes mencionados se obtienen valores de desplazamientos y 

giros bastantes grandes, pero como se está trabajando dentro del rango elá~ 

tico, tales valores serían pequeños para un problema real (como se trata 

m&s adelante) al aumentar el valor deE (m6dulo de Young). 

Para confirmar que los resultados son correctos, Timo.shenko [1959] pro 

pone que la solución exacta para el desplazamiento en el centro de la pl~ 

ca esta dado por 

2 _ SPa 
w ---D 

s = 0.0056 (6.12) 

sustituyendo valores en (6.12) se obtiene w=1.0644, que es casi idéntica 

a la soluci6n aproximada w=1.0732. 
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'El siguiente paso es verificar los resultados que se obtienen con el 

rectángulo de Bogner-Fox-Schmit. El programa de este elemento finito forma 

parte del paquet~ de programas "Polo Finite" elaborado por Urzua [1978] et. 

al. En su formulación desprecien deformaciones debido a cortante, la m~ 

triz de rigidez es generada usando integración numérica, el conjunto de 

grados de libertad EK est5 dado en la secci6n 5.1 y el espacio de poli 

nomios PK en forma desarrollada es el siguiente: 

. (6.13) 

Para este caso, las caracteristicas geométricas, de material, de carga 

y discretización de la placa son las siguientes: 

21 ~22 23 ¿4 25 ~ a=b=5 m. 

13 14 15 16 h = 0.08 m 
-~<---

18 ¡9 20 

10 11 12 
1 b 

~'3 n4 15 

6 . 7 8 

----:8 9 10 

-----.. -6--
16 17 

9 

5 

11 12 

\1 = 0.3 
- '9 2-

E = 1. 5xlO Kg/m 

WT = 2,500!Kg/m 

2 3 4 
l3 :4.- 5_ 1', 

/ 

a 
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Los resultados a los que se llegan para desplazamiento vertical, giro con 

respecto a Xl y x2 y momentos flexionantes por unidad de longitud 

alrededor de Xl y x2' se presentan en forma tabular, tomando en cuenta el 

siguiente orden en la numeración de los nudos. 

2 .-------iI 4 

1-------3 

RECTANGULO 
DE ADINI 

4 _-------4 3 

1 2 

RECTANGULO DE BOGNER­
FOX-SCHMIT 

Por tanto el número 2, 3 Y 4 del rectángulo de Adini corresponde al núme 

ro 4,2 Y 3 del rectángulo de Bogner-Fox-Schmit, respectivamente. 



1 

No. w w'l w;:2 
RECTANGOlO DE 

Nudo ADINI 
(metros) 

O O O 

G51 W'j I Ü:'2 

. RECTANGULO DE 

IlQGNER ¡ f~~t~o;T 
O O O 

O O O O O O 
O O O O O O 
O O O O O O 
O O O O O O 
O O O O O O 

0.01116 -0.01113 0.01113 0.01024 -0.00967 0.00967 
0.01862 -0.01826 O 0.01685 -0.01629 . O 
0.01116 -0.01113 -0.01113 '0.01024 -0.00967 -0.00967 

O O O O O O 
O O O O O O 

0.01862 O 0.01826 0.01685 O 0.01629 
0.03118 O O 0.02803 O O 
0.01862 O ':'0.01826 0.01685 O -0.01629 

O O \ O 
, 

O O O 
O O O 

I O O O 
0.01116 0.01113 0.01113 0.01024 0.00967 0.00967 I 

0.01862 0.01826 O ) 

0.01685 0.01629 O 
0.01116 0.01113 -0.01113 0.01024 0.00967 -0.00967 

I O O O O O O 

O O O O O O 

O O O O O O 

O O O I 24· I O O O 

25 j O O O 

O O O 

O O O 
,..... 
o 
w 

O O O 



Elemento 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

I 

Nudo 1 
O 

-528.3 

-892.6 

-528.3 

1761 

636.6 

978.7 

655.1 

-2975.4 

947.6 

1736.4 

1150 

1761 

642.2 

1039.4 

660.6 

RECTANGULO DE 
Mx (kg .., m) 

Nudo 2 Nudo 3 JNUdO 4 
-528.3 660.6-1761 

-892.6 1039.4 642.2 

-528.3 642.2 1039.4 

O 1761 660.6 

655.1 1150 2975.4 

978.7 1736.:4 947.6 

636.6 947.6 1736.4 

1761 2975.4 -1150 

1150 ·655.1 -1761 

1736.4 978.7 636.6 

947.6 636.6 978.7 

-2975.4 -1761 655.1 

660.6 -528.3 O 

1039'.4 -892.6 -528.3 

642.2 -528.3 -892.6 

rÍ761. O -528.3 

ADINI 
Mv (kg - m) 

Nudo 1 Nudo 2 Nudo 3 Nudo 4 Nudo 1 
O -1761 660.6 -528.3 O 

-1761 2975.4 1150 655.1 -503.5 

-2975.4 1761 655.1 1150 -815.1 

1761 O -528.3 660.6 -503.5 

-528.3 642.2 1039.4 -892.6 -1678.2 

636.6 947.6 1736.4 978.7 507.2 

947.6 636.6 978.7 1736.4 884.9 

642.2 -528.3 -892.6 1039.41 708 

-892.6 1039.4 642.2 -528.3 -2717 

978.7 1736.4 947.6 636.6 835.1 

1736.4 978.7 636.6 947.6
1

1568.9 

103904 -892.6 -528.3 642.2 1093.3 

- 528.3 -660.6 1761 O -1678.2 

655.1 1150 r2975.4 r1761 567.4-

1150 655.1 -1761 -2975.4 962.4 

660.6 -528.3 O -1761 768.2 

RECTANGULO DE 
Mx (kg - m) 
Nudo 2 Nudo 3 Nudo 4 
-503.5 768.2 1678.2 

-815.1 962.4 567.4 

-503.5 567.4 962.4 

O 1678.2 768.2 

708 1093.3 2717 

884.9 1568.9 835.1 

507.2 835.1 1568.9 

-1678.2 -2717 1093.3 

1093.3 708 1678.2 

1568.9 884.9 507.2 

835.1 507.2 884.9 

2717 r-1678.2 708 

768.2 -503.5 O 

962.4 -815.1 -503.5 

567.4 -5 O 3 . 5 - 81 5 . 1 

-1678.2 O 1-503.5 

BOGNER-FOX-SCHMIT 
My (kg - m) 

Nudo 1 Nudo 2 Nudo 3 Nudo 4 
O -1678.2 768.2 -503.5 

-1678.2 2717 11093.3 70S 

-2717 1678.2 708 1093.3 

-1678.2 O _ .:-503.5 -768.2 

-503.5 567.4 962.4 -815.1 
I 
I 

507.2 835.1 1568.9 884.91 

835.1 507.2 884.9 1568.9 

567.4 -503.5 - I -Sb.lj 962.41 

-815.1 962.4 567.4 -503.5 

884.9 1568.9, 835.1 507.2 

1568.9 884.9 507.2 835.1 

962.4 -815.1 -503.5 567.4 

503.~' 768.2
r

1678.2 O 

-1678 "j 708 1093.3 -2717 

1093.3 708 -1678.2 -2717 

768.2 -503.5 O -1678. j 

~ 

o .,. 



Como se puede observar existe simetria en geometría y cargas en la placa, 

por tanto en los diferentes elementos mec§nicos también existe tal simetria. 

La solución exacta del desplazamiento en el centro para este tipo de pl~ 

ca y presentada en Timoshenko ~959] esti dado por: 

w = a = 0.00126, (6.14) 

sustituyendo valores en (6.14) se obtiene w=0.02799 m, mismo que se aproxi 

ma bastante al obtenido (nudo 13) con Bogner-Fox-Schmit (w=0.02803 m) y 

'Adini (0.03118 m). Zienkiewicz [197]] indica que usando 16 elementos fini 

tos de rect§ngulo de Adini, la solución aproximada estaría dada por (6.14) 

solo que a = 0.001403, con lo cual se tiene en resultado idéntico al antes 

mencionado. 
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Con los resultados de desplazamientos anteriores, al tener ,una mejor aprQ 

ximación con el rect~ngulo de Bogner-Fox-Schmit, corrobora el an81isis de ta 

les elementos finitos presentados en el Capítulo 5. 

En el término (9,10) de la matriz de esfuerzos presentada por Zienkiewicz 

[1977] existe error, dicho término interviene en la determinación del mamen 

to torsionante, debido a ello, tales resultados son errores y por tal motivo 

no se llevó a cabo la comparación de resultados para tal elemento mecanico. 
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~ e 
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e e 
e e 
FILE 
FILE 
fILE 

1000 
2000 
3000 

PRO G R A ~ A I U N o o N 
- = = = = = ,: .: = = = = ': ... 

f-lANUEL Al6fRTO SAlAZAR ARECIIIG.& 
P¡¡OGRAMA PARA RESOLVER fL P~ODLEMA nE UNA PLACA EMPOTRADA 
li T 1 L 1 Z A ti e o [l E L E M Fr IT o F 1 IJ 1 T O "O e o N F o R M E R f. e T A ti G U lf) n ( A D 1 N 1 

t-.pr-.;:¡"¡U,..EPI) DE rUlnos tWDALES 
~; t: L F. 11 d. U 1'[ F o n E El [1-\1: In o s 
f\1~AT=~.U.,r::I<C [i[ ~1"1(I?IAlES • 
~L;fO:l=l..;ur'.[RO DE PFOPICDAüES GECf1ET RrC,S 

1 = A, tm 1 T = DISK, AHE A = 100, R EC a rw::: J u O, L T N K wonc 
2 ; e , u N 1 T = [1 1 ::; K , A H E A ; 1 o o , r; E e o rw::: J o o , L r t; K W o R D 

3~(,UNIT=DISK,AREA;lOO,RECORD:::100,L~NKWORD 

Cun'lON A(1100:) 
HrAO(5,lOOC) NrN,~rLEH,NHAT,NGEOM 
... ,; r TE ( 6 , 2 o o o ) 
\'lId TE ( él , 3 o o o ) Il P N, t- E L r ~ , N HA T , N G E o t1 
Nc(:I.=12 
f\rSF::12 
.qOT=11001 
"'1=1 
N c;) :; N 1 t 3 * te: P r--
N J ::: t\ ;~ t 3 • f\ P t, 
N 4 = t J3 t 4 * t-t,j A T 
f'¡s=tn thGEu,.. 
1~(k5 G1 MTOT) STOP 
(AlL ~~lrA(A(Nl),~(N2),A(N3),A(Na)'NPN,NMA"NGEO~,NEC) 
CAlL RIGEL(A(Nl),A(N2),A(N3),A(Na)'NPN,NMAT,NGEOM,NELE~,~B) 
~ü=H~11 . 
N3=N":t~;EC."'13 
Ni! =tn ft.;EC 

. ~ 5 = N fl+ 1\ [ e 
Nl;=N5 HGrL HIGDL 
N7:::N6tI\GDl ' 
Ir(N7 Gl Ml0T) STOP _ '. 
CAlL ~Nsl~\(A(Nl),A(N2),A(N3),A(NS)'A(N6),NPN,NEC,MB,NfLEM,~GDL) 
CALL TRIA(~EC,MH,A(N2),A(Na» " 
CAlL HACK3(NfC,HB,A(N2),A(Nq),~(N3)l 
N~=N1tht5r*NGDl " 
CAlL RESUL(A("1),A(N3),A(N~),A(N5)'A(N6),~PN.NEC,NELE~.NGOl,NESF) 
F () IHH T ( 4 1 51 ',. 
hi R M A T (q X, N P W' 5 X ," U E' L E r~ " , '3 X , "N 11 A T ti " S ~ , .. N G E o M" , I ) 
FoRMAT(I12,219,Il0) 
f tJC 

D 1 S t< - - - -- .... ... -
e OOO;OOCO:5 
e OOO:0út)O:5 
e (;00:Í'(;(!0:5 
l. ÜOÜ;;Jí.l:¡~¡:5 
e OOO;O(if)Ü!S 
e OOO:O(jGti~5 e 000:(1000:5 
r. OOO:OOOü:5 
e 000:0000:5 
r OOC"')f\·"'o·<::: é ü o r ,~ b ~i~ 1 • J 

'r·:;:r. ... 'l' .. · "f~"(\ l 
A: J V \.r \) ;' e ()OOOOtH)¿ 

rlr: 15 ooo'!:) l. e 00000003 
rlr IS 0009 lo 

STAíH CF :)EGME~iT 
e 002;OCQ:}:O 
e OJ2:0000:0 

rIS j:3 000t L 
e 002;('\OOíJ:2 

rIP ¡::> O()Q6 L 
e 002:0011:2 
e 002:C01C:2 
e 002;OCID:l 
e 002:1')01[:0 

'c-.. o o 2 ; o -J 1 r : G 
e 002:001F:4 
e 002:0021:2 
e 002:0023:0 e OOil:f)02"'¡:1l e 002;(')025:5 e OO¿;('C?7:'~ 
e o o 2 : o e 2 f' : ~ 
e C02:nc38:1 
e 002:0ü3'}:3 
e 002;003[.:3 
e 002:oC3C:ll e 002:0ClD:5 
C 002:003F:2 
e 002:0coQ:3 e 002;D(;L;2:2 
e 002;nQlIC:l 
e OJ2:00::~:3 
e O{)2:0Ct;:&:1 e 002;00:5:1 
e 002:0062:0 e 002:(lCE:2:0 
C 002:0062:0 e 002;0062;0 

S[GMENT CJ2 IS 006C L 



suenOUTINE [NTRA(ID,CORD,PMAT,FGEOM~N~N,NMAT,NGEOM,NfC) 
() 1 r~ [ : ~ S I o r>; 1 r> ( ti P '-1 , 3 ) , e o R o ( 11 r r J , 3 ) , P 11 A r ( r~ r~ A T , q, , r e E e M ( n G F O," ) 
hld TE <(.,2000) 
00 100 J=l,NPN . 
Rt-"C(S,lOOO) N,(I[;(I,J),J=t,3),(CORj)(r,J),J=I,3) 

1 o o ~ fll TI: ( (¡, ro o t ) N, (l () ( 1, J ) , J = 1 , 3) , (C o f( íl ( r , J ) , J = 1 , 3 ) 
"Id T E ( Ó Í :3 o o o ) 
DO 20Q =l,NMAT ' 
Rf'AP(5,4000) ~,PHAT(r,t),PMAT(J,2)'P~AT(I,3),PMAT(I,Q) 

2 o o lO( 1< 1 T E ( (; , 5 í) C o ) t J , P H ¡. T ( 1 , 1 ) , NI A T ( 1 , 2) ,¡J f.4 A T ( I , 3) , P'" A T ( 1 , IJ) 
""pI H.((.¡,6¡)OOJ 
DU 300 I=I,/ICEOM 
RfAD(5,7000) N,rCfOM(I) 

300 ~1~tTE(6,7000)N,PGEOM(I) 
t·.,- e = o < 

Dti 5U;) l=l,tIPN 
Ou QQD J=1,3 
Ir¡=I0<I,J) 
l¡:(I;~.Er;.O) CO TO 302 
1()(!,J):O 
co TO QOO 

302 t\[C:1;r::Ctl 
1 [) ( 1 , J ) ::~, E e 

400 CGrnH-UE 
5 o o e (J r. T 1 N L' E 

RrTUfHJ 
1000 F~PMAT(QI5 lFIO.4) < < _ 

1 /)01 FOFiM~\l(5)(ti3,I8,J6,I8,C'))(,rq.4,2Ftl.:.1) . <, 

2000 FU~HAT(II~X,"NOOO GRADOS DE LID~RTAD",qX, 
~Ql o o R D E N A e A 5 N o D A L E.S~;11,12X, 
~ft ~(Z) GIRC(X¡ GI~O(Y)",11x,"Xft,9X,~Y~,lOX,"Z ,/) < • 

3 Q o o F U F M A T ( 1I i ~ x , ;" A TE F? ¡ Al" , :3 X, r) o c. DE. E lAS T • (E ) " , 3 X , "e • < 1) E pe 1 s S o N" 
.,3 X,"prSO FROPIO",lX,"CARGA u/ar. DrSr.",/) 

4000 FOr~AT(I5,~F13.2) , . 
5eoo FUFMAT(6X,I3,8X,2f13.2,2X,F13.2,2X,~lJ.2) 
bOOO fORMAT(115~,"HA1E~IAL",3X,ftESPESOR"./) < 

7000 FoRMAJ(I9,r12.2) 
f IJC 

-V-' .... l\1 ~r~ ".~" v e O(l6:00~O:O 
C< OOf.;flGCO;O 
e o o 6 ; o tI e G : (1 
c.: OOt-:(1QC4;2 
e 006:000S:0 
e 006:001f:2 
e OOé:C10:!9:3 e OOé:OC3C:2 e 006;t1C3C:ll 
e OJ6;r"CS':J:2 
e 006;f'C6E:J e OOé;r.;,.6F:2 
e OOé.:PC70:0 e 006:0C7A:2 
e 006:0GeS:3 
e O(){::nCC6:1 e OJé:r.(~r:7:iJ 
e oo~;:ocelj:v 
e 00é:oceS:2 
e 006:0t:2C:l 
e 006;CCéF;) 
e (lOt::OL~O:O 
e 00t;OC'11:2 e e ~1 6 ; o e r:: ¡¡ : :~ 
e 00l::0(:97:(; e OOé:OC<)9:1 
e OO(;:OC'79:Q 
e OOé:OO'i~:t:¡ 
e OQ/;-:0(S'/:l.! e 00(;.; ('::;<:(7:ij 
e OOt::{1r~\-'l:4 
e 006:Cü<:¡9:l.l e 006;OOt;9:Q 
C 006:0099:1.j 
C 006:0C<i9:ll 
C 006:0Cr:¡Q:ll 
e OOé:0C99:G 
e OOé;OCq9:~ 

SEG~~NT 006 15 oo~o l 

. ' 
1 



.J 

',: 

e e 
e 
e 
e 
E 

e 100 

200' 

I.J ¡ 1 , • f,)! 'JI' J IJ \ I~t"r;, j J , L UFIJ [rq·> I~, ~) t Pi'¡ A r ~ tJMA J L-7J-rn~MTnvF(;-M) C--\T"U""7on~' <' t1 • v 
OI~E'ISI0~ ~1(12.12),A2(12!12),~~(12.12),A~(12),MJG(12,12),IC(12) e OU7;OCCU:O 
Dlt/E':JSIOt\ ¡\bCtZ),ESF(12,1¿) e 007;01J(10:0 

e 007:0CCO:O f=~:O:)ULO DE ELASTICICAD OE LA rLACA t 007:0COO:0 
C=COEFICIE~TE DE FCISSCN - e 007;000U:0 
l;PESO PROFIG DE LA FLACA fN TCN/M3 e 007:0(;(iv:O 
v ; e A ! ~ f; A Ud rO R H E M E tH ( e 1 s T R 113 U IDA S (1 e tl E L A P l A e A E N T o N 1M2 e o 07 : n e o i) : o 
h:fSP[$Or·' r.E LA PLAcA e 007;()Cra:o 

e 007:00CO:O Rf~PJr: 1 e 007:000:>:ll 
RI,¡"YND 2 e 007;oOCl:3 
PU"¡rlD 3, e 007;(~CC:.s:o 
~ li = o e o n 7 : fI (,{1 ,~ : 3 
W¡;JTC(6,90C) e 007;01.:0',:):1 
Ce SO() K:l,fJflEM . e 007:f!C-OQ:2 
" I Al) ( 5 ,le o o 1 r4, 1 1 , 12, 1 3, r q , f1, L C o o 7 : n\)o A : u 
'" i¡ 1 Te ( (,¡, 1 o () ) N , 1 1 , 12, 13, lit, ", L e o o 7 : 00 1 o : 2 
X1:COPC(Il,l) C 007;OC2D:2 
x~=cn~D(I2,1) C 007:0C2F:2 
X3=C()~L(13,1) C 007:0031:2 
Xu=CUPCllij,t) C 007:r033:2 
.,. 1 = r: f) I~ n ( 1 1 , 2 ) e o o 7 ; (l e 3 S : 2 
Y¿=C

,
)f;C(l2,2) C 007:0<;37:5 

'Y.5=C:Jr:n(I3,2)c 007;003..\:2 
"'a=(~R~(lq,2) C 007:0C3C:5 
A;(X3-Xl)/2. e 007:CC3F:2 
B ;: (y .~ - y 1 ) le. e o o 7 : (1 J 'n : 1 
E;FNATCM,11 e (107:(lC!~3:0 
c=r~AT(H,2) e 007:0Jas:c 
T;rMAT(N,3) C nQ7;O~n7:3 
v=r~AT(M,~) e OQ7:000A:3 .: ::: r r; [ o t' ( L ). e o o 7 ; ('1 () !l o : 3 
r;=(E~(HH,3»/(12 ... (1.-C •• 2» C 007:rOLJf:3 
S:::1./(&0.*A*B) e 007;OC r 3:1 
CALL PIGEL J (A,O,AI) e 007 ;OCr:S:2 
(All RIGEL¿CA,O,A¿) . C 007:('IC~7:q 
CALL SL~A(ftl,A2,Al,12,12) e 007:0C~A:O 
CAlL RIGEL3(C,A2) e OOi:CO~D:2 
(ALL R]G~La(C,A3) e 007:CC5F:l 
CALl SlHAC-2,A3,A2,t2,12) e 007:00tl:O 
CALL S~MA(Al,A2,A3,12,12) e 007:0C6Q:2 
e A l l l L L l ( " , 1\ , AS) C o a 7 : r- e (; 7 : l~ 
ttl 1.)0 1=1,12 C 007;'lCtA:O 
ru too J=ld2 e 007;'CGt;.D:O 
A3(I#J)=~'j(J)1\A3(1,J)*D. e 007;f)Ot.C:O 
t-IATl-nZ DE FltIDEZ OE CADA ELEMENTO FhHTO e fJ07.Cv74:5 
Du 2~~ 1=1,12 C OG7:0C74:5 
tu 2GC J=ld2· e 007;0076:0 
~ 1 e ( 1 , .) ) : A:3 ( r , ,J ) '* lo 5 ( J ) '* s C o o 7 : o G 7 7 : G 
CALL V(CCAI\(A,O,T,V,r,A6) e 007;ooel~4 
CALL ESFLE~(A,B,C,D,fSF) C 007:00fS:3 
1(1)=J[;(11,1) C 007;O~F.3:5 
lc(2):lD(Il,2) e 007: n CEG:l 
lC(31:10(11,3) e 007:n~eE:O 
lC(Ql:ID(I2,1) C 007:00Ql:3 
1c(S1 10(12,2) e 007;OCSL4:0 
1((6) IlJ(12,3), e OU7;fJC<;7:C 
I(71 ID(I~,l) e 007:c~qA:3 



-----rf 1 i 6) ~-íITl ~ :T) 
Ir (111:1r:<IQ,2) 
J r~ ( 1 ~ ) : 1 e ( 1 lt , 3 ) 
" 1; r T [ ( 1) R] (~ ,le 
"1111[(2) At,le 
""1 J TE ( :5) E S F , 1 C 
CALL PMJeA(1C,12,Mn) 

500 Cflr.1t~I;[ _ . 
. '} u o F li f.' t1 ¡\ , ( / / r:, '1. , .. r L E r-l( N Te" , 2 x, "twoo t",) x, "~10 D o 2",2 x, .. NO DO 
. • "1 J r. r: (1 ll", 2 X , "ti A T E ¡:; TAL" , 2 x, "G e o t-' E T R r Á " • / ) 
1 (j o o F u r· t· !I T ( 7 1 '5 ) . ' . 
l~Ol fUrMAT(6X,llt,5X,15,3X,I5,3X,I5,3X,T~'5X,I3,6X,I3) f(rTUfH; . 

3",2X, 

E }d. 
tu7:00E~:5 
()" 7 : tI (J l ó ; 1 
~u7z00[7:3 

15 THF LCCATION ron F.XC~PT10NAL ACTlaN ON TtlE y/o STATE'MFNT 
15 THF LOCATION FUR EXCF.PnONAL ACT10N ON THf l/O STATrHfr~T 
15 THf LGCATIUN ru~ EXCfPTJO~AL AC110N ON lHE l/O STATEMENT 

e 007 O()¡\O o 
e . 007 {1l)'~:S 3 
e 007 ('c¡'~o U 
C o 07 (l o ,~11 o 
e OU7 oc,~c 3 
e 007 "or7 o e 007 OeC1 o 
C 007 oor6 o 
C 007;(10Cl):1 
e Oü7:0UCF:2 
e OíJ7:0ccr:2 
e 007~IiQCr:2 
C 007:00CF:2 e 007;OGCF:2 
e 007:Ü()CF:5 

Al 0(\7:00Ct 
Al 007:00r7 
.Al 007:0CA( 

S E r, t~ F rH o o 7 1 S o o E 8 L , 

~ 



..,; 

...1 

-~-~ITV""¡'"O'T'i-#l-\'I"i'T""#NC¡-­

ell 300 J:l,NC,O 
JI¡=J .1 

200 

300 

2000 
2001 

Ir (J:I.LE.NC) GO 10 200 
J I ~ = t·J e 
I>.IIITE U,,2uOO) (N,N=J,JH) 
Co 3QO 1=1 {tlF . 
~ Id T t ( 6, 2 o IJ 1 ) 1 , ( A ( I , k ) , K = J , J H ) 
ffrTurH.: 
f Li F IJ. h T ( I I I ~ X , o 1 1 2 ) 
f (j r " A T ( 1 q , :! X, CI E 12. S ) 
E ri[J 

lO o U71-; \, e' \J \J : íJ 
e 001\:0000:0 e OOA:<'OOO:Q 
e OO.6:QU01:O 
e O¡)~:Oí)1')2:3 
e OOA;OüO.,)::l 
e OOA:OUOL.l:2 
e OOA:COIO:2 
e OOft:0011:0 
e OOA:002~:5 
e OOA:CO.?5:2 
e o o ~ ; r: z¡ ;: ~ : 2 
e oO.~;O¡)2'::i:¿ 

SEC,:étIT out'. IS U031 l 



...J 

«t -o 
OOOOf\J1f'\O · ............ . 
OO ..... NL.L.lt) 
000000 ..... 

· 0::;'0-:>,:)0 
· c.ooc.'C:c...¡:.1 ....... -..... ··0 

¡;:;¡:;:.¡r...:c....a...C.;,o 
000000 
000000t-

~ 

UUUUUU::;: 
c..:: 

.. 
z 

-

IJJ 
c.') 



100 
200 

SUTPIJUT~ RANOA(lC~,NGOL~j.!O) 
LII'fNSIUt\ lccrlGOL) 
[;u 200 I:l,IIGDL 
11=JC(I> 
Ir(TI.E~.O) eo TO 200 
Co loe J=l,NGDL 
JJ=ICCJ) 
Ir(JJ.(c.O) GO TO 100 
flJj lF = J AuS (1 !-JJ) 
J I ( f' (1 Ir ,.G T • 11 U) r1 e = M o J r 
e (1 r. T ! N U t. 
e II r. T ! t. U E 
R(TlJíW 
E ¡iC 

~ ---- -- ~- - -¿-'<lO(-; ("'ooo~ o 
t 00(;(')00:):0 
e OOc:ovoo:o 
e - oOC;r:COl:O 
e - 00C:0003:0 
e OOC:O(;03:5 
e oor;!'CO:i:O 
e OOC:0007:0 
e oOC:OGC7:5 e OOC:f1GC9::3 
e oOC:;()OOG:¿ 
e OüC':I'lOCD:3 
e OOC;OOOf:ll 
[ 00C·(1')10:1 

S(GrlFrH 00e IS 00161. 
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C 
C 

SlJe ~ :HJT lt..;( ErlS AM ( 1 D, r. TGr: Sl , 1'166, R iG" iC. NPN -é-NEC" MO" NELEt-I. NGOL) 
1J1t-'Erl~ION JD(fJPN,,3),PIGES1(nCC,MB)'A 6 b(NE ), 

~ r< 1 e (11 r; l L , 1I e D L ) "le ( tI GeL) 
Dlt"FIJSION AtJ(12),PJ(3) 
Ou 50 I=l,~F.:C 
tu I)i) J=l,~n 

50 ~IGFS1CI,J)=O. 
J;l.hI'lO 1 
Du 300 I~= l/.NELEM 
RE"f)( 1) PIl:,Jc 
ell 2flO l:l,I~GDL 
II=IC(l) 
Ir(II.EO.O) CO 10 200 
(;; o 1 o o J = 1 , t~ G 1) L 
JJ=ICCJ) , 
lF(JJ.(Q.~) G0 10 100 
1 F (.J J • l T • 1l) r. o T o . 1 o o 
JJ=JJ-Jl+l . . 
RIG~31(II,JJ)=RIGfST(lI"JJ)+RIG(I,Jl 

lOO CuLTIr,L[' 
2 o o e L, 1; T TI: U l 
300 Co', T U,U[ 

r; E 1\ 1) (5 , 1 o o O) H 

"N R ES UN 11~DICADOR; M=O(CASO CE CA~GAS CONCENTRADAS), M:ICCASO 
DE CARGA UNIFORMEHfNTE DISTRIBUIDA) 

Ir04 .fe.o) GO 10 760 
JlIIITEC6"750) 
Co 360 Í=l,HEC 

360 Ao6(I>:0. 
R t: 1, PI D (2) 
eu 7;JJ :.J=l,rJELE'M 
Fir:f;C(2) Aó,lC 
Cu llOO J=l,IJGDL 
r-..E=TCCJ) 
J f UI E • E o • o ) G n T O II o o 
A o 6 (t.¡ f- ) = A ó t ( I J [ H· A 6 ( J ) 

q o o ( o t; T If.;(.) E 
700 Cu/;l H;\.;E , ' . 
750 FúrrAl111,ZOX,"VECTO~ DE CARGAS UNIFORMEMENTE CISTRI6UtOA",/) 

~l: TfJr?rJ 
7óOr.ldTEC6,81C) 

(;0 770 l=l,'·JEC 
770 Aóé(I):O. . 
775 R[An(S,15001N,PI 

If(N.E~.O) RfTURN 
~WrTE(6,lSCO)N,PI 
tu 78C J=1,3 
t--[=Iú(tqJ) 
1~(NE.[G.O) GO TO 730 
A (; (¡ ( n r ) = P 1 ( J ) 

780 (Ul~l II'-L;( 
Cu 10 775 ' ," _,' , 

Bl0 FuF~Al(//,eX,·ESTADO DE CARGAS·.115tt"NOOO·,5X.wF(W)·,SX,,·~xXw, 
II 5 x , "In VIII, / ) 

100 o Fu ¡; I~ A T (I '5 ) 
1500 ro¡;PAT(Ie,F~.2,2Fe.2) 

fl~L 

e oo[~;niJOo:o 
e ooc;OOOO:O 
C OOf:OOOO:O 
e oor:oooo:o 
t: oot':;OOOO:O e 00('::1)001:0 
C OOC:0002:0' 
e oor;ooc?:l.l 
e oor.:(lOOü:l e oor:cooc:o 
e OOr;OJ17:0 
e OOf;OC15:0 
e OOC:O\llA:O 
e oor';001,1\:5 
e oor:001C:0 
e OOf:OOtE:O e 00C;(10tE:5 
C 00r.:0020;1 
e oor:0022:0 
e OOC:r-C23:1 
C OOr.:r.C2A:2 
e OCr.;f)02C:3 
C 00C:002E:4 
e OOf;OG3S:2 ! e oor:003 r :2 
C OOr.:C03S:2 
e OOC:G035 2 
e OOr::OC3S 2 
e oor:O:J3tJ 3 e oor;OC3A 2-
e DOC;003D o e OOC:(103F 1 
e OOr..OO~13 í) 
e ooc:ooa9.0 I 
e oor:CC53:0 ' 
e 00C;00'-::4:0 
e OOC~()CS6:0 e 00[;00::6:5 
e OOC;005A:l e oor·ool":;c·, 
C OOC;OGSE:3 
e ooc: OOSE::3 
e oor.:(Jor.:r:o e OOC:Cl063:2 
C O-JC;006.:.J:O 
C 00C:0068:1 
C OOC:OC71:2 
e 00r:;r.072:3 
e ooc;oc7:J:2 
e OOr.::OU7C:O 
e OOC:OIJ7f':2 
e OQC;OOCO:l 
e OOC;COE3:0 
e 00('::()Of.5:1 
e OOC:OG~5:l.I 
e I)Jr:OGRS:4 
e OOr::OGP.5:4 e OOC:I)VfS:q 
e ooc;noe.s:q 

Pl1.- ... :';_ 
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~.' 

i 

Ír(t;[(~fG .1)~TlTmJ7{AnJ 
,....I·¡ = f; ( e ;. M e At. r) 
N E :: r·: E r - 1 . 
Cu 3tl O N:l,tlE 
N U " A X (1\ ) :: o 
tu 100 l=N,MM,NEC 
Ir(AA(I~.NE.O) N8HAXCN)cl 

100 CuLl P:l."f_ . 
l. (A A ( I¡ ) • (C. • o ) e o T o 3 o o 
1 l :: r'~ ti'. E e 
1 H = Ij iJ lJ, A)( ( N ) 
L::"; 
DO 2r;0 I=IL,!ti,flEc 
L -1. + 1 
lrU,\(l).E(;.O) CO TO 200 
CC=A·\(])/AA(N) 
J:;L-I 
Vo tSO K=I,IH,NEC 

150 AA(~tJ)::AA(K.J)-CC*AA(K) 
AACIl=CC 

200 Cut,TINGE . 
3 o o e () IH T N lJ E 

RrTURN 
f II [) 

e o o f : 1] \l IJ o : u 
e OOf:no,:o:o 
e OQr:-'()(\"l'l 
e OlJr:ñ6c2:(~ 
e oor:C004:0 
e oor:ooos:o 
e OOF:0007:0 e (lor;(1CCS:O 
e oür:ouCC:3 
e oor;oOOE:5 
e oor;r.011:1 
e OUF:Oú12:4 e O\Jr;rC14:LI 
e OOf;f015:3 
e OOr;O\)17:0 
e oor;rotU:2 
e oor;oOlA:4 
e cor:001:::::2 
e OOF:OOlf":? 
e oor:Cíj21:0 
C oor:002A:l 
e OQF:OG2C:2 
e OOr-:f102E:4 e oor;I;030:5 
coor:OG31:2 

0E GllF.tH CJF 1S 003A l 
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1,; J I't: r 1:) J U 1'1 A A ( I ) , IHI ( 1 ) , N R t1 A X ( 1 ) 
1 I :t:EC 
Cú <101) rJ=l,I~EC . 
Cr=Pflrt-,) 
I,,(AA(t.).t~[.O) HO(N~:llO(tJ)/AA(N) 
Ir(N.EO.NEC) GO Te Q50 

··1L=IL+l 
Ili=t~13"'t.X (ro 
K :: r. 
Cli 3':;" I=Il .. ,¡H,W:C 
K:K+l 

3 5 o B U r. K ) : ('13 ( Y. ) - A A CI ) .. c e 
q o o e G L T Ir, LE.· 
I~SO Jl =2-'1~f.C 
500 ·lL=IL-l 

600 

". :: ! .... 1 
Ir(IJ~F.G.O) RETURN 
J 11 = l.; !~ '" A X ( In 
K-N 
c~ 600 I=IL,IH,NEc' 
1<-\:+1 
B~(N)=BB(N)-AA(I)"AD(K) 
Go TU 500 
E IJ (; 

.> 

e o 1 <fTOO \fOTO' 
e 010;0000:0 e 010:(100:):'5 
e 010;0002:0 
e OlO;OOC':¡:O 
e OlG;('lOQ,'\:l 
e OlC;OOC:3:3 
C OlO:COOC:5 
e 01C:OOOE:5 
e O.IO:00DF:l.I e 010;('1011:0 
e 010;0012:2 e OlO;C'ü19:U 
e OlC;Oülf3:1 
e 010:('0IC: /4 e OlC;r,OlE:O 
e 010:COIF:2 
e Clo:r.Q~9:1 e o 0;Ou.::.2:1 
e 010:0C23:0 
e 010:()02~:O 
e 010:1)025:(:1 
e 010;0020:1 e OlO:002u:ll 
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100 

150 

1.,1 1 l' t', [¡:) 1 U r- 11 1 { 1 Z, 12 ) 
F = [: it * ? I A 1t A 2 . 
00 100 1=1.12 
el! lao J=I,12 
.At(J,J)=O. 
¡l1 ( 1 , 1 ) = f~ * ~ o • 
Iq(3d)=FA J O. 
Al(~,t~=r*30. 
Al(6,1 =r.lrl'i. 
A 1 ( 7, 1 = r .Ir ( -é o • ) 
.Al (9, 1 )=F A:30. 
AI(tO,l):['1I(-30.) 
.A1<12d)=P·lS. 
A1C3,3~=PIt20. 
Al (4,5 =P"t5. 
AlCéll3 =P*JO. 
Al C7,:ri)= rit f-30.) 
Aj (9,3)=17.10 •. 
Al(IG,3):r*t-15.) 
AI(l2,3)=PJ1rS. 
Al (¡I,ll~=F1téO. 
AJ(b,l.I :17.30 
I-¡ (7,ll =FIt:(.jO.) 
A 1 (9, II ) :: F * 1 'j • 
A¡(10,G):P*{-60.) 
Al(12,1I)=P"30. 
A¡ (6,6)=1*20 
¡l1 (7,t:J:F*(-Is.) 
Al (q,6l=F*~ 
AJ(lO,6):r AI-30.) 
Al (lZ,{;)=F'QO. 
A 1 ( 7 , 7 ) =1-' .. t o 
Al(9,7)::F1t( .. !O.) 
Al (10, 7)=P J1r 30. 
AI(12.7)::r A (-15.) 
1'1 (Q,Q)=F*cO. 
1"1 (11),<t)=P~("15.) 
Al (12,9)=PA 10. 
A! (J0,13)=F*60 
Iq (1.?,10)=r*(-30.) 
A 1 ( 1 2, 12 ) = F 11 2 o • 
D(j 151) 1=1,12 
Du 150 J=1,12 
AJ{I,J):Al(J,I) 
PtlUlit¡ 
E t~ e 

c--t\T2;UGOO:U 
t.: 012:0GOO:0 
e 012:fiOC2:0 
e 012:(1003:0 
e 012;1)004:0 
e 012:0000:3 
C 012;I)OCD:2 
C 012;(1GCf';1l 
e 012;r.ot2:0 
C 012;()C14:2 
C 012:0016:5 
e . o 1 2 ; o o 1 '} : 1 
e 012:0011J:~ 

,C 012:001(:0 
e 012:t'l()?O:2 

~ g11~~g~~~~~ e o 2.0ve./, .. 
C 012;0029:5 
e 012:f')02C:2 
e o 1'? ; () o 2 E : 4 e 012:0031:0 
e 012:0C33:2 
e Olc;003S:5 
C 012:0030:1 
C 012;OC3A:Ll e Ol,?r:03C.:O e OI2;()03F:2 
e OI2:tiO!l¡:5 e 012;I)QQl.I:l 
e CI2;O.JlJ¿:Ll 
e 012;I')QW}:O 
e 012:0QlJ3:2 
e 012:00llD:5 
C Ole.COSO:l 
e C12:(lO';:2:4 e 012'11~r:5'O 
e ol~:{)6s7:3 
e 012:0G~9:5 
C 012:!'lur.:C:l 
e 012:00~:E:q 
e 012:0061:0 
e 012:0062:0 
e 012:00f3:0 
t 012:0U6ú:O 
e 012

1
"OC6D:3 
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......,...----- -v------...- . -~.~ .... ~ ... \. .,....-.. l,,,-,,.c:. r-
\) 1 r' E ~ j S J U N J. 2 ( 1 2 , 1 2 ) 
G:A.*?/U Allr 2 
D U I () íl 1 :: 1 , 1 2 
e 11 1 íl (l J:: 1 , 1? 

100 A2(J,J)=O. 
~¿(1 d)::G*60. 
/12(2, t )=G*(-30.) 
Aé'ClJ,1)::<;'(-60.) 
A;:(S, \)=(.1\(-30.) 
A;(7, 1 )::G Jr 30. 
A¿(8,t)::G*(-lS.) 
A~(10,1):O·(-30.) 
A2(11,1)=Q!(-lS.) 
At>(2,c)=c.: Ac:Ó. 
A;>(tI,2):G*',30. 
A<'>(5,2)=C-Al0 . 
A¿(7,2):G.(-is.) 
A2(8,2l=~~,lO. 
A ¿ ( tI) .fl: ) -:. * 1'3. 
A2(11,2)::).l'3. 
A~dll,a)::GI\i;O. 
A?C5,1I)::GA30. 
A 2 ( 7 , (~ ) :.: r, 11: ( -;3 o • ) 
~2(8,1l)=G*1:; •. 
Á 2 ( 1 o , II ) = G" ::s o • 
A~(ll,l.j):O~l'3. 
A.d5,5):G*cO 
A?(7,5¡:G*~-I5.) 
A¿C8,1j -G*.J 
Aé!(tü, ):C*tS. 
A¡;(ll,S)=1J*10. 
"¡;(7,7)=ClltO. 
/lc{~,7)::G*(-30.) 
~ ~) ( 1 o , 7 ) =. lJ" ( ... 6 o • ) 
A2(11,7)=(;*(-30.> 
" 2 ( e , fI ) :: C; * 2 r) • 
A2( 10,8):Q*30. 
A¿(11,B)=Q*10. 
A2(10,10)=G*60. 
A2(11,lú)=G*30. 
A(~(lÁ,11)=G*20. 
[;ü L;¡() 1=1,12 
Du lSe J=ld2 

ISO Á2(I,J):A2(J,I) 
RrT1)RN 
E t,r 

"c 0"--·1 :; : ;, vI.!" ~ 1, ; OU 
..J fff - \.1 V • 

e 013:~i)CO:O 
C 013;O~C2:!i 
C 013:(),,;D3:0 
e o 1 3 : e (j (' 14 : o 
C 013:(líJCf.;:3 e 013:0CCD:2 
C 013:(lQCF:Q 
C 013:')Ot2:1 e 013;(l01':¡:4 
e 013:0017:0 
e 013;0019:3 
C 013:001C:0 
e 013:001[:3 e 013:0ü20:5 
C 013;0023:1 e 013:0025:3 e 013:0028:0 
e 013:002/1.:2 
e 013:'102C:1.I 
t 013:0C2F:O e 013;0031:2 
e 013:CC33:11 e 013:,')036:1 
t 013: fl (j}3:3 
e 013::')03A:5 
e 013:i"lC3D:1 
e 013:00~r:3 
e 013:00'l2:0 
e o 1 3 : o o l:¡¡~ : 2 
e o 1 "3 ; ro ,) IJ él : i~ 
e 013:00 /19:0 
e 013;0040;2 e 013:"lOQ[):5 
e 013;OOS"O:2 e 013;OO~2:5 
e 013:00:-"3:1 
e 013:00::7:3 
e 013:0059:5 
e 013:'~Or:-C:l 
e 013:()OSE:3 
e 013:0060:5 
c 013:()ú62:0 e 013:1)0(;3:0 
e 013:006D:0 
e 013:~060:3 
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100 

150 

l-' 1 1 r i'., J. U l' p.,;) l I ¿ , 1 ¿ } 
Lu 100 1=1,1? 
eU 100 J=ltl2 
A 3 ( J , .1 ) :: O • 
A3(1,{):Ct 30. 
A3(2,1)=C*(-15.) 
AJO, 1)=(',,15. 
~3(!t,1)=C1d-30., 
A.> «1' I )=('J\ (-IS.) 
AS(7,J)=t"(~30.) 
1>5(8, J)::C"It;. 
I>j (1 J, 1 )=("30 
A3C3,?)=C*(-15., 
113(7,2)=(.15. 
A 3 ( Q , 3. ) :: e", ( -15. ) 
A ~ ( ti , '1 ) = e " 3 o • 
A.3 (S, In =c" 15. 
A 3 (6,11) =c q 5. 
A.sC7,4)=C*3il. 
A5(10,n)=C*(-3D.J 
A :.s ( J 1 L /1 ) = e i ( - 1 S ) 
AS(ó,')=C·,5. • 
A3(JO,5)=(·(-15.) 
A3(7,7)=CI<~\). 
A.3(8,7)=C1t(-lS., 
A3(9,7)::C*(-lS., 
Aj(10,7J=C*(-30.) 
A3<12,7)=C"'lS. 
A3(<i¡B)=C*15. 
A3C1(),~)=c·*1S. 
A3(10,1,)::(*30. 
A.s ( 11 ,t v) =( *1 S. 
A3(t2i 10)=(", (-15.) 
Aj(1?,11)=C*C-1S.) 
D() lSC 1=1,12 
Du JS() J=ld2 
A 3 ( 1 L J ) :: A 3 LJ , 1 ) 
RfTul-H; 
f r JI; 

" 

e o 111 : o o ¡lvru 
e 0IfJ;0000:0 
e OlL.¡:110Cl:0 
e OltJ:(l002:0 
e OltJ;(lC09:3 
e 01L1;(1000:2 
e o 1/1 : () G e D : q 
e OlLJ:G010:0 
e 01-'1;0012:3 
e -OH;C01S:0 
e 0Il.1~0017:3 
e 01'-J:OO.19:5 e Olll:()OlC:1 
e Olll;OOtE:~ 
e 014:0021:0 e Olll:(1C?3:3 
t:.: 01,,:(lü2:.):5 
e 01lJ;(1023:1 
e o 1 t! : fl (¡ 2 ,~ : 3 
e Olll:(')C2C:5 
e 0111:002f:2 
e Olll:0031:5 
e 0111:003Q:l e OlLJ:OC3&:4 
e OlQ:0039:0 e Olll:(¡C3:.:;:3 
e OlLJ;OO:!L:O 
e 0111:00aO:3 e .. o li.! : (J e 1I ;,; : 5 . 
e 01lJ:OCl.I5:1 e Olll:OQLl7:3 
e Olt::OC1.l9:5 
e CIlJ;()C';C:1 
e 01!J:OCflE.:1.I 
e OlLl:OOc;l:l 
e 014:0CS¿:O 
e Olll:0053:0 
e OlQ:005D:O 
e Olll;OO:;D:3 
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100 

..... 

l) lT n~;:, 1 U r, - p. '1 II ¿ .. 1 ¿ ) 
H::(1.-C)/2. 
DO 100 1=1,12 
Co IODJ=1,12 
A ¡J ( r , J ) ;: O • 
A~(l,¡)=r;.,.efl. 
Poa(2,1)=r..,.(-ó.) 
¡\ilC~1 t)=f'i*e. 
ALJ([J,ll::n.,.(-ell

J
) 

A~(S, 1 )::p.,. ( .. b. 
A ti ( 6, 1 ) = h .,. ( .. b 
A 11 ( 7 , ] ~ :: R * ( - e" . ) 
A ,j { F\, 1 :: r .,. é • 
A'~ ( q , 1 :: r. A t • 
A lj ( t () , 1 ) :: f· .,. /) l.l • 
,A...¡(11,1)::I'*6. 
/t. 4 ( t ¿ , 1 ) :: f:; .,. (-6. ) 
/t.1.d2d)=R*e. 
Aa(Q,?)=r::*t. 
Po il ( 5 , ? ) : ~ ~ ( - 2 • ) 
A LJ ( 1 , 2 ) - r, "é • 
AI~(8 2)::H;;(-8,) 
.A lj U Ó , 2 ) :: K A ( .. () • ) 
AiJ(11,2)::P*2. 
A '1 ( 3 , :3 ) :: r; .. e • 
ALJ(Q,3)::I'::*(-b.) 
A.:J(b,3)=P"'(-8.) 
/t. /1 ( 7 , "' ) :: ro * ( - ó • ) 
A¡J(9,3)=RA-C-2.) 
/t. LJ ( 1 » , 3 ) ;'r; .~ 6 • 
AL/(12,3)=R*2. 
AlI (a, tn;;:R.,.e4. 
Aid5,1I)::R*t. "4 (b, /J ) =R lit: • 
AiJ (1, ti )=F *t:.{~. 
AtJ(ó,l.I)::F*(-ó.) 
" .. (9,4)=r<*(-6 ) 
/t.~(10,~)=~.,.(-~~ ) 
/t.'¡(11,4)::Rj¡(-b.5 
Al¡(t2~1I)::f?'.lb. 
A tI ( 5, _ ) = r; .. e • 
A,~ (7,5) =R*t.. 
" ;¡ ( e , s ) :: R .,. e , 
".~( 10,S):Rj,-6.) 
A.;¡ ( 1 1 , 5 ) :: r~ .. ( .. 8 • ) 
A~(é,6)::ff"JIF.. 
ALJ(7,i:)=J~.,.t. 
"1I(9,6l=R.¡2. 
,A.:dl i),6)=Rj(-6.) 
A..¡(t2,óJ::F'.l(-2.) 
A.:¡(7,7)=R*e¡¡. 
/t.,:¡(El, 7)=f<* (-6.) 
" "1 ( q , 7 ) = ¡-¡ * ( - 6 ) 
ALj(lO,7)=R",(-84.) 
A..¡(11,1):::fH(-b.) 
A ¡~ ( 1 2 , 1 ) ::: R j b • 
A.:.¡(P,(l,)=r.*e. 
AtJ<!O,B)=R*6. 
A4(11,8)=R"'(-2.) 

l 1I 1 'j fl:¡r"'; u",\rr¡ "': 0"...----
e Ol':::OOCO:O 
e 015~OOOl:/~ 
e Oll):fl003:0 
e Ol'5;OOCi4:0 
e OlS:flOCi1:3 e Olt:'-()CI"'.r;o2 
e 01~:ÓOCr:l.j 
e 01~:O(j12:0 
e o 1 5 : o G 1 11 : 3 e 015;(1017:0 
e 01':.;(\019:3 
e 01~:nU1C:O 
e 01=;OC1E:2 e 015;Q020:11 
e 01':;0023:0 
e 01'5:002:>:2 
e 01'5:002'1:5 
e 015:002A:l 
e Olt:::002C:3 e Olr:;OO¿F:O e 015;003¡:2 
e 015:0033:5 
e 01'::0C36:2 e 015:0033:'1 
e Olt;:003G:O 
e o 1 :: : '1 o 3 t~ ! 3 
e 01r:;:Oú~O:O 
e Ol~:t)O!~2:3 
e 01:::00 /6:0 e o 1 r: • r, o [' 7 • 2 
e 01~:OÓÚ9:q 
e OlS:(}CI~C:O 
e o 1 .:: : ('1 (; 1: [ : ;.~ 
e Ol::;(10S0:Ll 
e 015:00 e=3:0 
e 01::;00':.5:3 e OlS~[¡O::3:0 
e 01::,;OO::A:3 e 015:005D:0 
e 01:':r'(¡~r:2 
e OlS:OUél:LI 
e 01S:n.C6~:O 
e 01'::OCéú;2 e 01S:006D:'.5 
e Ol'::;OC6G:2 
e 01S:()OtD:4 e 015:0C70:0 
e Ol~:0Q72:2 
e Olr;:I'¡07i~:5 
e 01::0077:2 
e 01~:OIJ79:4 
( Olt;:OC7C:l e 01~:007[:Q 
e 015:00fl:1 e Ol~:nO(l3:L! e Ol'S;f)Of6:0 e Ol:::()083:2 
e OlS:OCBA:4 
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINAL 

Es común en la teoría lineal de placas, formular el modelo mecánico o ecua 

ción de equilibrio para el problema bidimensional aproximado, donde sólo se con 

sideran fuerzas de cuerpo normales a su plano medio. Las ecuaciones de campo 

del modelo tridimensional desarrollado en este trabajo, además de suponer fuer 

zas de cuerpo, también se considet~an fuerzas externas normales a su plano medio 

aplicados en la cara superior (aS r = an1 x {h/2}) de la placa. El término q 

de la ecuación de equilibrio (2.3.14), es la carga equivalente que actúa sobre 

el plano medio por unidad de longitud, donde se puede observar que nointervie 

nen las fuerzas de cuerpo b1 y b2, esto no quiere decir que tales fuerzas se 

desprecien sino que para el caso específico del modelo bidimensional aproxim-ª. 

do, se concluye que en promedio son nulas, ver ecuación (2.3.11). 

Para el caso pat4 ticular de definir q=O y b=(O,O,b3), automáticamente se 

obtuvo la clásica ecuación de equilibrio de la teoría de Kirchhoff de placas 

elásticas lineales. 

Con respecto a la formulación matemática del probler.la de flexión de placas, 

mediante los métodos actuales de matemáticas aplicadas, sólo se demostró la exis 

tencia y unicidad para el caso de placa empotrada, debido a que con estas condi 

ciones de frontera, es menos complicado demostl~ar la K-elipticidad de la forma 

bilineal a(·,·) : ,!x V + lR, Esto, también se puede lograr para el caso sim 

plemente apoyado, el detalle sería demostrar que v + lóvlo,Q es nuevamente 

una norma sobre el espacio K, equivalente a la norma 11-11 2 Q' , 

Como una continuación de este trabajo; sería muy interesante tratar de el~ 

borar la formulación matemática para problemas dinámicos de placas de tipo no 

lineal, tal corno lo estudian Duvaut y Lions [1976] y Fichera [1972]. 
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Para aproximar problemas de cuarto orden, que es el caso de placas, la 

conformidad del método del elemento finito puede perderse por la violación de 

la inclusión ~ c l, debido a las razones siguientes: 

a) al usar elementos finitos que no sean de clase debido a que no 

son continuos a través de elementos finitos adyacentes; como lo fué el caso 

particular del rect~ngulo de Adini, estudiado en el Cap. 5. 

b) cuando la aproximación de un problema de valores en la frontera es plan 

teado sobre un dominio ~ con una frontera curva an, o sea que el conjuntQ 

~ ya no es poligonal. En este caso, el conjunto ~ es usualmente aproximado 

por dos tipos de elementos finitos: los de tipo recto (caras planas) en la tlin 

terior de ~II; y 10sisoparamétl~icos (tienen al menos una cara curva) para aprQ. 

ximar litan bien como sea posible" la frontera ano Incluso si se usan elemen 

tos finitos isoparamétricos K E: lh para IItriangularizar" ñ, la frontera del 

conjunto ~h = U K es muy similar, pero no idénti~a, a la frontera ano 
KEl .. 

Por tanto, como elhdominio de definición de las funciones en el resultado del 

espacio de elemento finito ~ es el conjunto . ~h' el espádo ~ no está 

contenido en el espacio V y entonces la forma bilineal y lineal son aproxim~ 

dos. 

e) en los casos donde se alteren los coeficientes del sistema lineal resul 

tante dado por' (.4.1.4), al ser aproximados por medio de integración numérica. 

Los elementos finitos conformes, rectángulo de Bogner-Fox-Schmit, triáng~ 

los de Argyris, Bel1, Hsieh-Clough-Tocher y Singular de Zienkiewicz, pueden 

ser usados en cualquier otro tipo-de probl~mas de valores en l~ frontera d~ 

cuarto orden. no as.; el rectángulo de Adini, el cual es adoptadoespecíficame~ 

te a problemas de placas rectángulares. 
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Con excepción del rectángulo de Bogner-Fox-Schmit, los otros el ementos fl 

nitos conformes, no son embebidos en familias afines, sus propíedildes de inter 

po1aci6n son similares a estas y vienen d~sarro11adas en Ciarlet [1978], en 

donde se resumen los siguientes resultados al aplicar el teorema 5.1.2, ya que 

sus conjuntos de grados de libertad, ~K' son PK_unisolventes: 

El emento Fi nito dim PK Pk(K) C PK Ilu- uh ll 2 Q Regular'idad Supuesta , 

Triángulo de 21 P5( K)=P K O(h4) H6(Q) Argyri s u E 

Triángulo de 18 P4(K)C,P K O(h3) H5(Q) Bell u E 

Rectángulo de 
O(h 2) 4 Bogner-Fox- . 16 P 3( K) C ~K u E H (Q) 

Schmi t 

Triángulo de 
O(n 2) H4(Q) Hsieh-Clough- 12 P3(K)C .. ~K u E 

Tocher 

Triángulo Singular 12 P2(K)C PK O(h) 3 
de Zienkiewici u E H (Q) 

Con respecto al rectángulo de Adini, la estimación del error (5.2.22) puede ser 

mejorada cuando todos los rectángulos K E Th son igual~s, Lascaux y Lesaint 

[1975] han demostrado que Ilu~uhllh:5 Ch2lulu,Q sí oía solución u está en el 

espacio H4(Q), o sea aumenta en uno su velocidad de convergencia, sí se aumen 

ta en uno la reg~laridad de la solución. 

Por último, se estima que es del todo confiable poder usar el programa de 

computadora que se presenta en el Cap. 6, debido a la buena aproximación de los 

resultados obtenidos para los diferentes parámetros en comparación con otros 

programas ya elaborados. Obviamente existen otros elementos finitos que dan 

mejor aproximación y con velocidad de convergencia mayor, tales como los que 

se muestran en la tabla anterior. 
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Con lo expuesto, se estima haber cumplido con el principal objetivo de e~ 

ta Tesis, que ha sido el an~lisis y aproximaci6n mediante técnicas del elemen 

to finito aplicados a modelos lineales de placas. 
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