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ABSTRAeT' 

'A m~thodi~pr~sented to.s6lv~ theprobl~m of:foundation ~sO­

.1~ti:{m from v·ibrations .. gene~ated' in.the neighborhood' usi.ng 

piIes :a·s barr iers. '. The problem ls formüla ted in t\~O and thrée 

dl~ensions .aS bne.of mulfip~e diffr~ction of~lastic ~aves. 
. " 

The SolutiOriiS·determined.impOSirig' continuityand equilibrium 

c.onditións at thesoil-:-pile interphases wi th the aid ofGraf' s 
" . ': ~ 

addition théorefu. 

Por the :.two-dimensional model the exact soltition is obtained., 

The diffracted tieId by eath pile ls constructedas ex~anSions 

'of ¿yiiAdrical w~ve functi~ns which f¿rm a completeset of, so~ 

lutions of· the redu'ced wave equatibn., For the three-dimen­

siohal model anapproximate solution, in thesense of léast";' 

squares; i~ obtained: In'this approxim~te solutiont~e 
. ". . . 
'¿Iiffracted fieidby each . pile is. constrU:cted onl.ywi th Ráyleigh 
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waves~ 

i 

i 
" 

A P?tametric análysis isdo,ne to studytne tnfluence of the 
1 

, ' '. , ' ' " ' , ! 
,diameter of ,th~ piles, sepatation,betwee~ thé~ andtheir 

length on, t~(2, effectiv'ity oi the barrier. Atr'aD'smi~sibilit;y 

index,is defined to meaSure bhe fectivity of this isolatioct 

sys,tem. 'Finally, ,a discl1ssion' of the ,possihie ,extensions of 

this ahatysi~ is ~reéénted. 

, , 



RÉSUMEN 

I . 
: I 

Se prese~~a un método ~ara'resolver,el prQblemac1e aisiamiento 

de. cirtteritációnes; de vibraciones generadas en.. su cercanÍ:a I . me-· 
. , 

diarite barreras de . pilotes .. · El problema se· formula bidimensi~ 

nal y tridimensibhalrnente·como unoqedifracci6n mtlltip.1,e de 

ond~~~lá~tidas y~e re~bel~e al ~atisí~cer las condicione§ de· 
, "" -,' ~ ", i' , " .~- , '. . 
¿ohtiriuid~d y equilibrio eh las interfases suelo~pilot~ con la 

áYUd~ ~éi ~~~~e~a de adie16n dé draf, 

Pará e1·~bdéi6 bidlmensidnal se obtiene la soluci6n e~actá; 
, . 

<:::~h~tr4yJrido elc~mpb diftác·tado· por, cada pilote mediante ex~ 
pi:lnsipnes·· de funéiones de. ondas c.:i.l!ndricas. que forman un' con .... 

jUnto compi~to de solucion~s de la' ecuaci6n reducida de onda. 

p~r~ ~1 cidc1el6 tridime~~lon~l ~e obt~ehe una soluci6n ~pioki~ 

macia; en éi . sénb:do dé minirrios cuadrado~ I pUeS se supone que 

! .Al 

, 
. !. 

I 



'el campo aifréid:add por ca.da pilote 
", " 

solamente, por 
, 

~~da~ dé R~~iéi~~. '1: ' , \ 

í' 
I 

Sé r:ealizaún aná'li~is param¡§trico para 
1: 
b~tudiar lainflUen~ 

, c.ia ,dél diá~etro' de los pilotes ,1a s'ep¡3.ración 'entre ellos, y 

',', su í~ng:í.t4d enJ~' efectividad de la, barrera. Se"'define un 

índice de tra'srnisibiiidad como medida de la ef,ectividad dé es-
\. . , . '. l' . i ,,- .. <. -

té ,sistema de aislamiento'. Finalmente, se discuten las posf":' 

',bIes ext.ehsiones de esté 'trabajo~, , 

" 
! 
I 
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L únRooUtcIoN 

Hay estructUta~ en,las quéj por,'diVersasrazones, deben redti-, 

cirse los hivele~ de vibración ~enerados por fuentes excit~do 

ras tercán~S co~O ~a~ui~aria o, tráfico'; ~ri:Dcasiones equipo 

sensible y.deiicadoJ?ued~ dañarse al ser sometido a vibracio­

nes. ~l probiém~ ha, s~do estudiado pordi~ersos investigado-
. . .. 

, , . 
±e~ (1 j 5;~, il~ i6, 20, ~7, 37, 3~) Y es conocido en la li~ 

. 
terat.tita (6, ;24, 25) como aislamiento' de cimenté;lciones. Alg~ 

nós problemas de vibrá2:ibhe~' se pueden resolver'rriediante ,ais­

la,miehto mécáriico usando ¿i.i~po,si t.ivos áisiadores. ,Parq aque':" 

llos casos 'eh 'lbs,que el aislamiento mecánico es inadecuado, 

, la sol tic 16n 'puede,- ser el aislamiento de c~imentaé iones usando 
,', 

barreras ~isladdras. 

I 
En varia~ ocasiones, se han usado, tril1chefas u, obstrucciones' 

'; 
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~~lidascomo barreras pára ondas. Sin embargo, no siempre se 

I .' 

'. I " ,'.. . . 
. há obtenidd el ~~itodeseado; avec~s sbl~fedto,ha s~docori~ 

tratio'a 16 esperado o poco significativb.· Estas ó::Í.f.lcultá-
. '.' , ..... / .. 

de~ ya h~nsidoexpuestaspor Barkan (6): y alpa~ecér $eha~ 

debidó al ~oCb cbnocimiento de la t~bría' de prop~~aci6n de 
. . . . 

ondás elástlcaseri vresencia de tina barrera. Lbs estudibs 

t~6ricos qu~existensobre el problema son insuf{cientes.pci~ 

rare~01vér16 c6mpi~tamehte~ ~~. evident~entonc~~ la necesi­

d~d d~ r~al{~ai tl~ariái¡sis te6ri~0 del mi~mo. con el fin de. 

génerarc~i~erio~ racionale~para disefi~. 

~radi~idhalmenté lasoluci6n al problefua ha sido e~cavai trih 

chera.st siri:~mbargo~ '~~. uso'estálimita~o por la inestabili­

dad de s~s· i?a~ede~ en' s\1e10s blandos así corno p.or ia gran pr~ 

íUndidadteq~érida para él caso de. incidencia de ondas de R~~ 

leigh con :long! tUd de onda grande. . Una al térna ti va al empleo 

de trinch~ra~ es usar pildtes, lóscuales estári m~nbs limita-
. , 

~o~ por1~ptdfuh~fd~d:~e desplan~e.tsta alternati~~ há s.ido 
. .. , 

é'studiadá expér ürient~lmente por Woods, Barnett y Sagesser (J 8) 
. . 
'. . 

~iiá~ y ~¿ngre~ (16) yanalíticamehté porA~il~s y Sánch~z~-

Sesma (5). ., 

El concépfo de aislamiento de cimentaciones mediante ba~rerá~ 
. .... .' . . '. ',' . . . '. . .' . 

pa~a.ondas ~~ b~sa é~ei fen6mendde difrac6i6h, elcuai:tié-

ne lugar si Uha~bstr~cc~¿hse interpone: en iatrayectoiia d~ 
, 

Cuahdo est~. sucede la 6bstru6~ 

! , 
! 
i 
¡. 
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ción actúa como uha fuente secundaria del,energía: que genera'on- , 
1, • 

'. " . ;' , '1 ' 
daspropag:1nddsehaciá afueri:i .. La energIa de una fuente . exci-', ' 

, , " I . ' .', 

tadora que.causa vibraciones, en lacimenlación,de una estructu 

. ' " , .' .. ' . " '.1·· ta Se tra~mité a trave~del suelo mediante ondas. Esta ene~- ' 
, ' 

, . ' 

glapu~de ~~r fracciOnada si séihciustah obstrUcciOnes qué" g! 

riereri'uhienó~eno de difracción mdlfiple. tas ihterferenc~as -. . . , 
, , 

dest:t'uct iv:a s y constructivas dé ,las ohdas, producirán r~duccio...: 

ne~ y amplificaciones dei movimiento, respectivamehte. Es eh .... ' 

tonces fundáMental,al estudiél.r·a~siami~ntd de cimentacione~ 

tOribarrerasd~pilote~, conoc~rél fenómério as~ciado con la 

'propagación de o~da,s .elásticas en 'pres~ncia de ob~truccio~~s. ' 

Bkisteli~eratura (3, 9, 15;34) sobre la teoría de propaga-

ción de Ondas. elásticas en un semiespac::io; sin embargo~ al p~ 

rece~ no e~iste tebrta alguha que desc~iba dichapropagac~ón 

en un. semiespacio bonun conjuhto~e obstrucciones~ 

Eldbjetivo dé este t:rabajoéS estudiaianalíticamerite el pr~ 

'blema deáislaroiento dé cimentac,iones, 
.. 

uSando como sistema de 

aisiamientb bá:t~eiáS pá~aondas for~adas por Una l~nea ~~pii~ 

tei ~iás~i~os (ve~f{q .1). ~1 trabajo comprende dos solucio~ 

neS i,deales: 

'1) La exacta para ún modelo teÓrico bidimensionai formado 

por. pilotes el'e longitud inf~initay sec.ción trasversal circu"': 

'lár,i.ncrustados el1' un espaciÓ elá·Stico'lineal, isótroPQ yho " 
. ,·1- -

mbg€heq. La ~xci~atiónestádada por o~dél.i SVcbnfrente de 
. ! , 

I 
I 
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, , 

ortda~lano o ci11hdri~0. , " 

¡ . 
2) Una aprqxirnadápara,un modelote61ricO ,tridimensional 

I 
formado pór piiotes de lóngitud fi~i~a y éección' tra~ver~al' 

circular, , incrustados en uh, semiespaci0 : có:n ,las mismas cara5:.' 

ter1 sticas meCáhicas que' el' espacio ,ari'ter ior ~ 'L,a excitación 

está dada'por ondas planas de Rayleigh. 

La atehtiai:::i6n que presentan las ondas eh suelos reales se (fe­

be tanto, aÍ amottiguami~ntci geometr ico, atenua~i6n: ,po~ ,iria-
, ' , " 

, 'ciiación, ~omo ái ,amortiguamierÍ:to material: sin embargo, como 

el amór'tiguamiento géométr ico es el que más contr ibilye a di­

cha ateni.:lacion( 25) i, se puede despreciar 'el amortigu~mientb' 

, materíal ymodeiar, el suelo corno uhmeciio elástico. 

El problema se formUla corno uno de difracción múltiplé.y'se 

re~tielve,con un'm¿todo de trontera (14, 26). El método de 

solución que se propone cOnsiste 'en la ,generación ,del campo,' 

total mediante ia superposición de los campos incidente y 

difractados por los pilotes,' usando 'el teorema cie ádición 

de Gra f (2, 33) para rcp:resclltar dicho' campo con respecto ti 
, ' 

cualqtiierreferencia¡ ta1 corno 'lo hacen Luco y Conte~se (11)¡ 

~long y Trifurtac (35) y Ésquivel y S~nchez-Sesma un enprobl~ 
mas de i~teracci~n dinámica e~tructura~suelo-estructura y Av! 

lés ySáHche¿-Sesma (sj en el problema de aislamiento ,de cl-

, 1 

I 
1 

¡ 
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meritaciories eon barreras de pilotes rigid6s .. ·Con el empleo 
:-' 

. ". . \ ¡. .. '. 
de dicho ~eorema el campo total se puederepresenear con ~es 

pe~to ai~i~temád~~eferenci~ de CUalQJier pilote:Sien~o . '. . .! . . .' 
posible'satis'facer las condiciones de flTontera en cada uno 

·de.los pilotes: 

Para el modelo bid imens'ional se obtiene la soluciÓn exacta, 
. . " " .". . ' . 

constrbyendo los campo~ dif~actados y refractado~ ~or los pi 
" .. '. -

lotes.mediante e~pahsiones de' funciones de ondas ci'línd-ricas 

que so~ soi~~iones base de la ~cuaci~n teducid~ de onda bidi- . 

mension~l y forman un conjunto coínpl,e~o. Las soluciol1es b~se 

se han obtenido, .Mowypao (22), empleando el método de sepa-
'. .' 

raci6n d~ variables en c~ordenadas cilíndricas debido ala' 
,; 

geometría de los pilotes y su completez .ha sido,demos~rada' 

. por He-rrera . (13) y 'Herreray Sabi'na (12) .. Como las solucio­

. nesbase cont'il:!nen:tunciones' trigonométricas, al imponer las, 

. condicione~ de ftonter~ se recurre a laspropiedad~s de orio 
~ .. 

gohalidad dé dichas ftinciones para generar s{ste~asinfinitos 

" de ecuaciones algebraicas ~u~ al resolverlos definep 'la~solu 

ci6n. Numéricamente 10s'sistema~ infinitos no pueden ser r~ 

sue~~os itiri~a.proxirriaci6n de los ca~pos diftáctados y refrac' 

tados sé obtiene truncando las expansiones que los definen~ 

'10 cu~l da origen a'sistemas de ecUaciones algebraicas fin.i-, 

tos. En ~lm0delo se considera. solamente la 'incidencia de 

ondas SV,' ya 'que 10 qu~' se pretende es. establecer' la mefodo-.. 
¡ 

logía de.anAlisis para ohdas de ctierP9i;para.el casod~,on~ 
, I 
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das ,P y SH el ,tratamiento será el mismo (', Además ,se cO'nside 
. I . ' 

I ' 
ran dos tipb~' de frénte de onda, ondis piana~ y c~liridrica~, 

1, 
, 1, 

,con el objeto de estudiar el efecto de laciurvatura del freh~, 
f. 

te, de, onda. I 

Pa~a el modelo tridiménsioriáles muy dificil obtener ,la solu 
. .' , ',. .' . 

ci6h exacta, debido a la p~esencia ~ela ~uperficie libre y 

las complica~as,condicione~ de frontér~ grie se deben satisfa 

ceren las interfases suelo-pilote. En,este trabajo seop­

tienS una sol~ci6n aproxi~ada queconsis~~ ~n ~u~oner gue la 

'energía difractada porcada pilote" está dada solamente por 

ondas de~R~yleigh; esto es consistente con la forma de proce 

der de McGarr y AlSop '(i~) en un proble~a bidi~ensicinalde 

incidencia, normal de, ondas de Rayleigh, a discontinu.idades 

"verticales. En realidad las ondas 'difractadas por cada pil~ 

te son una'ccimbinaci6nde ondas de cuerpo P, y S Y ondas ,su­

pe~ficiales de RaYleigh. Sin embargo, l~ e~t~lente concor­

dandia:ehtte ,los resultados analíticosyexperimentaiesde 

McGarr y Alsop, muestra que el suponer campos difractados 

compuestos excluSivamerite por ondas de Rayleigh es una 'hip'~ , 

tesis' razonable. POr otra parte, para el caso de un disco" 

circular, oscilando verticalmente ,en la superficie libre dé 

un semiespacio elástico lineal, 'is6t.ropo y homogéneo, M.llier 

y'pursey (21) en con trarOn que la energ ía, de esa fuente' supe~ 

ficiall?é distribuye en 67% de ondas de Rayleigh, ,26% deon-
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f. 
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I 
' .. 

, I 

das de cortante y 7%. de ondas de cOIÍlpre~i6h. El hecho de que ¡, , 

la mayor parte' .de la energía de una fuerlte superficial es tras 

mitida por ondas de Rayleigh, ~unado.a J.uedichas ondaspresen 
. .' . '. . I '. .'-
'. l' 

tanuriaatehuaci6npor iiradiaci6n meno~.que li ~e las ~ndas 

de cuerpo,· . perm1. te suponer ,por un lado;. que en. el problema' de 

áislamierito de cimentac1.o~es las onda~ de Rayleigh seanl~s 

mgs signif{cativás,y porotro~ que las .ondis difra¿tadas por 

cada. pilote seah solamente las de Rayl~igh debido a qtiedada 

p!lo~e se c~mporta comoun~ fuent~se¿undaria de energta. Si 

se supone qUe los ;cal\lpos difractados poi los ·pilote.s· es.tán. da 

do~.~olamentepor .ondas .deRaVleigh, ·la~ condicione~ de cont! 

~~ida~ y equilibrio en fas interfases suelo~piloteno se pUe­

den satisfacer idénticamente, siendo necesario usar uri m€t6do 

variacio'nal" como EÜ. de Trefftz-Mikhlin (28), para satisfac'er 

aprqximadamente dichas condiciones. El métodd ~e T~efftz-· 

Mikhlin, es un' método .de .mÍn.imos cUadradós en el.' que las func:í~ 

nes de la aproximaci6n son soluciones de la ... 
go-ecuacJ..on que 

'bierna el problema los coeficientes de la aproximaci6n I y se 

determinan al minimizar el error cuadráti¿o en las 60ndicio­

nes de fron~eta. Por otra parte; el. tratami~n~o ~xactode 

'la propagaci6n de onda~ en un ¿il~~dro circ~la~ elá~~ic~ e~: 

tnuy.complicado~ es ~or esó q~e ~n los pi~ótes se aplica una 

teoria ~proximada al modelarloscomo'vi~as de EJler-Bernoulli 

cort d~fdrmac~onesax~ales (23, 32). 

I 

I . 
En lo que sigue se presentan la formulaci6n .y·solución del 

I 
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1: 
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. . . l' i . . I 

problema modelado en dos y tres dimensignes.· Se muestran ,los 

resultados que se obt,üvieron' de unélnál~sisparamétric6 en' el 
.' " ". . " l"". .'. 

que se puso énfasi'is ,en los pril1,cipales Jarárrietros geométricos 
. . . . I . 

. '. . l' ' 
de disefio,tales como ei,diá~etro de los pil~tes, la separa-

ción entre' ellos y '$U longitud", pues' en 'problemas' reales' los 

par~metrosmecánicos generáimente se. encuentran acotados¡ Se 

anaiiza la efectividad del sistema de aislamiento estudiado 

y se proponen: criterios para disefio. Fi.nalmente·, se presen-. 

tan Las concLusíone~ de esté t~~bajb donde se discuten sU~ 

p6sibles e~tensiones. 

, , 

¡ 
. , 
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2. MODELO BIDIMENSIONAL 

Se presentan a continbaci6n la fórmulaci6n ysoluci6n d~l'pr~ 

blema' para el caso dél mo'delo bidimensionaL El problema se. 

formula Como uno de difracci6n'm6ltiple y se resuelve con un 

método' de frontera. . El campo total ,se construye mediante el 

,principio de superposici6n, los damposdif~actad6s y refradt~ 

-dos ~e generan tom~ combinaciones lineales' ~e soluc~onesbase 

y los coeficientes indeterminadós' de dichas combinaciones, se 

determinan'al satisfacer idénticamente laS condicIones de 

fr~rttera en ias interfases suelo-pilote. 

1; 1 Fo~m~lae16~' del p~oblema 

En'~n espacio elástico lineal, is6tropo yhómogéne6 eldespl~ 

zamiéhtó w en L3direcci6n z (ver. fig 2) " quege~eralaprop~ 
" 

gacióh de ,ondas armÓnicas SV; satisface'laecuaci6n reducida' 
i 

·1 
I 

. i 
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. 
rle onda d ~c~aci6n de Helmholtz (3): 1. 

; 
1, 

(1 ) 

, ,donde X, y = direc,ciont;:sde referencia:, ks = w/6s = número de 

onda' d-e cortante,' 1)) = frecuencia • de 'exci,tación, és = rus/pi =,' 

~elocidadde p!'opa~acióri de ondas de cortante, ~s = módulo de 

¿dr~antedel suelo y Ps' densidad del suelo. 

, " 

Empleandd el principio de superp6~i~i6n el ~ampo total ~e pti~ 

, ,de expresa,!' como 

i 
,w = w + 

,p, ' 
r 

¿ w'J' 
j=i 

dondewi = campo incidente (solucióh de campo libre). 
r 

W,-
J 

( 2 ) 

,campo difractado por el j-ésimo pilotE:! y 1> = número de pilo-

tes. 

Cuando la excitación'consiste en una onda plana SV de ampli­

tU,d W
o 

que l.ncidenormalmente (J li:l barrera (ver' fig 3) ,la so 

luci6n de campo'l.1.b)~e en el .s.i.~:;temü de coordc,n¡¡das (xi' Yl)' 

está dada por 

w 
o 

qondei :o, 1=1' = Unidad imaginaria y t 

, ¡ 

, 
, , , 
,tiempo. 

(3) 
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I 
Si la excitación, es una onda' ciJ,.índrica SV,de i,ntensidad \.) , o , , 

I 

generada por una fuente localizada en O a unadi,stancia'~ de 
" ' -I . 

ia barrera (ver fig 3), la solución de campo libre el) el,sis-
• • ' I 

1 

tema- de coo-rdenada's '(rO ~ SO) está dada por 

( 4 ) 

donde a¿ 2) (.) = funciÓn de Hankel de segunda espec ie y orden, 

O. 
ÍLút En lo sucesivo ,el factor tiempo e se sobrentiende a lo 

largo del trabajo. 

Aplicando el m~todo d~ ser~raciórr dé v~riables,a la ec 1,'se 

encuentra que el pampo difractado por el j-~si~o pilote ~e 

,pUede expresar en el sistema de coordenadas (r.',S,) comQ'(.22) 
,J J" 

, r 
w, (r , , a ' ) 

. 'J ,J .J, 

00 00 , (2) . . (2) = E AJli ,(k r .)CdS nS ,+ EBJH ' (k r.) sen neo 
n -- O ,n D ' s J J" n n 's J ' J , n=l ' 

( 5 ) 

donde Aj ,Y Bj 
n n 

coefícientes 

determinan al satisfác~r las 

complejos indeterminados que se 

condiciones'~e frontera u H(2) l.)= 
J. n 

fUnción de~arikel 

, H' ( 2) (k r , ) co s ti n " 
, n S J., 'J 

de segunda especie y or:den n~, Lé;lS funciones 

y'H(2) (k r.) sen nC. formanull conjunto edm:.. 
n S J ',' J 

pleto de 'soluciones de ia ecuación ieducida de onda en re~io-
, , 

ríes ~b acotadas (12,13), y satisfacen la condición de Sommer.:... 

feld (30) de irradiación al infinito~' 

Por tratarse de pilotes elás'ticos se reftacta 'I?arte de la on-

I 
I 

I 
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da incidente generándo'se una onda estaci~naria' dentro de cada 

pilote. Ei campo refractado en ei 
1, 

j-~simo pilote ~e puede ex-

I 
presar como (22) 

I 
n==O 

I 
I 
i 

00 

CjJ .(kr .)cos ne.. + ¿ D,jJ (k r. ) ,sen ne. 
n n' P.] ] , n=1 n n P] '. '], 

(6 ) 

don~e t j y D
j 

== eoeficientes complejos ind~ter~inados que se 
n, n 

determinan al satisfacer las condicione~ d~ "frontera, J .(.) ~ n ' 

funci6n de ~essel depri~era ,especie y orden n y ~lsubíndice 

p indica pilote. Las funciohe~ J (~ r.)cos ·rie. y j(k r.)sén ne. 
, ',n P]' ] n P]] 

tor~an un:conjunto~ompleto'de soluCiones de la ecuaci6n redu­

Cidadé onda en regiones a,cot,adas (12, 13). 

Los Goeficient~s A~, B~, c~ y D~ que,definen la sóluci6n se ob 

tienen al satisfacer las condiciones de frontera .Suponie'ndo 

adhe,si6n perfecta, las co'ndiclones de frontera que ,deben ser sa 

tisfechas ~hlas interfa~es suelo-piio 

despfazamientos y esfuerzos, esto ,es: 

r =a· 9. 
r,R, :;;:a 

dWR, (t"R,' GR,) 
, == [)J pa r. ~' ] 

donde a = radio d'e lbs pilotes. 

r =a .Q, 

, 
I 

i 

son,de coritinuid~d de 

, O < e n< 2n 'y', n -1 2 ' p 
T.., ;v- , i···, , (8 ) 
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2.2 So.euc.lál1 

" ' 

Para obtenet la soluci6n del probiema ~~lnecesario imponer ias 
1, 

- , " , . . l' , . '. 
, condiqiones. de frontera en cada uno de 10S pi.lotes, para lo' 

, cuál conviene'exprés¡:lr el campo 'total" el, 2 1 con respe~to a un 

sist~made coordenadas cualqtiiera (r.Q,/ei) con la aytida del teo 

ie~a de adici6nde Graf: Haci~ndó esto para el caso de inciden 

cia ~e una onda plan~ y desarrollando esta en serie de funclo-

nesdé ondas cilíndricas 1 es posible llegara 

00 

w[ E E(~i)m cos m~ J ,(k ro) cos me~ + 
0~=0 m" m S'L ~ 

00 

2 L'(--iJm sen m~Jm(ks~.Q,)' senrrie~] +, 
"m=l 

'~-1 00 . ro 

,(1-6 ) L;[ t A J ,L,' (_l)m 
11, '-1' -O n m=O , ' J-o-

donde 

L n ( • ) 
m' , 

, H (2) (. ) 
,n+m, 

t m n ' 
2, 

K (kd'o)J (k ro)cos m~{) +, m. s J L' m s Y_ L 

00 

¿ L n (k ,d , n ) J (k r n) s e n m 0 ~ ] 
, 1 m ' s JL m s ,v',' L m= ' 

I 

1 

(9 ) 
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.. . . 

Em = facto~ de Neumann (~0=1 y E ~2, m~l}, d' 1 , . . m '. T .. J. 
distancia 

centro a 6ehtró~ntre el j-ésimo. pilbte fei 1 simbpilot~j.· 

~1' = delta'de Kronecker (~1 si 1= j¡ 
. J 

to si 1.:f J) Y' 
l' 

1JI = rr/2. I 

Sustituye~do las ees 6 y 9 en las 7 y 8 Y empleando las'pto-

piedad~~ de ort6gorialid~d de las fUncionés trig6nométricas, 

es posible obtener cuatTo sistemas {nfinitos ele. e'cua9Í'ones al-

qeb~aicas, los que se dan a contiritia~i6~: 

1":1 oo.¡.:¡(2) (k a)' 
{l-eS )'{-l)m' E E Kn(k d. }A j +2 m . s. Al, 

21 "1 n=O m s J1 n E J (k a) m J= m ID s . 

P, ro . 

(l-6 np ) E . .1 (_l)nKn{k d.,j) A~=-2Wo(-i)m cos ID1JI,·2=L2, ••.• ,P . 
. ~. 'j=1~1 h=O ID s J~ 

yID = 0,1, •.•• ,00 

y . m == O, 1,. • .,' o:> 

00 . 
'. n' '. j. 
E K (k d. n ) A + 

O m. s J'x" .' n 

pro. . . 

H (2) I (k a)' . ~ k 
2 ID . s 'A2_~ 

E . J' (k ,a) m JJ k 
ID ID S. S S 

. (1- él .) E' E ( -1 ) n L n (k d. )8 J = 
. 2P j=2+1 n=l ms J1 n 

. . m 
-.2w. (-;-1) sen ID\P, .2 o 

., 

i 
y. m . = 1, 2.; . ~ ~ , ro . I 

. (lO) 

, JI '(k a) 
ID p . 2· . e + 

s J' (k a) ID 
ID ID S 

(11 ) 

¡2, ... ¡P· 
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. . 9, - 1 . 00 - .• H' (2 ) , (k la') n ).J -k J' (k a ) n 

(l-Ó9,l) (':'iJm.I 'í: Ln(k d. )8 J + ~'(k. r·B~-lJPkP J~.(kPa) 0;+ 
J=l n~l m s J1 n. m I s s m s . 

-j. - . 

2ltl i (~i) m s e n . o . 
I 
) 

mlfl, 9,=1,2, ... ,P 

y m = 1,2; ... ,00. (13) 

doride la'primá irtdica deriVada con respecto al argum~nto. 

Como no ihteresa la soluci6n en loépilót~s, sino.en.el. suéio, 
9, J! ' .. 

se pueden eliminar los coeficientes Cm y o~. Para esto se des 

.. pejan c; de las ecs 10 y .1,1 Y o; de las ecs 12 y 13,' se hacen 

las igualaci6nes correspondientes y el, resultado es dos ~ist~-

mas de ecúaéiones, que tienen la siguiente forma: 

. 9, -1 00 H ( 2) , (k a) - F H (2) (k a)- . . 

(i-oil1) (-l)m.l>I Kn(k d .. )A j +~ [ m s m m . sJA9, + 
x., n=O m s J9,' n E J'(k a)'-F.J (k a) 'in J=l m . m s m m s 

1;2, ..• ,P 

y m = 0,1, .•• ,00 

~.-l Q;", • 11(2), (k a)-P 11(2) (k a) fI 

(1' S ) ( 1) m \ ~_. n (1 1 .) 1 r m s m m . s I x" . 
. -19,1- J .. ~l n~lLm <'s(j2 1\1 ·+1.,1' (k a-)-F.}. (k ) ,13m, + 

ym 

. m s mm 

1,2, ... ;00 

... ' ni 
- 2w (:...i) sen.m.IV, 9,==1,2. , .••• ¡ P . o· 

(15 ) 

1: 



donde F = m 

I)J P . J r (k a) 
.~ .. m :e 
)JP J(k a) s s m p 

.' l' 

I 
l· 
1: . 

1 

¡ 

.' . 
, -

. ) 

Resolviendo los' sistemas de ecuaciones i4 y15 el problema, es'-
I . 

. tarf~ ~estielto; sin ~mbargo, num€ricafue~te dichos sistemas no 
'. . . 

puedén ser resueltds, siendoneóesaiio reducirlos a unos de 

dimen.sión finita tnjn~andoadecuadamente todos losdesarro .... 

110s ~nfinitos tal que la solución converja. 

Cuando 1-1" = 00 se tiene el, ca.so límite de' pilotes rígidos y 
Pi" . ," .. ' 

las expresiones i4 y 15 se reducen a 

. . 1-1 00, _ 

( 1-0 ) (-1 ) m E E Kn (k d , ) AJ + 
. 11 j=1 n=O m s ,J1 n 

2H(2)(k ~)- 40 O (p /p )H
1
.'2) (k a)/k.ex 

[ m.. .s, ro s.:e ' s s l A.o, + 
. E. J (k' a) - 2 o . O (p / p ) JI' (k a) /k a - m ro ro s ,m s p s,-s 

. ro· 
-2wo(":'i) cos mlJl,1=1;2, ... ,P 

yro 0,1, •.. ,00. (16 ) 

Q,-1 00 H(2)'O< a) 

(1 -r )('1)ro,~ ·f.rn(k' d"')"B j + m. s nQ, 
-°Q,1 - I~., -' .Jm s j,Q, -n' J (k a) m + 
.' j=l n=1 m s, 

P 00 ; 

(1'-onp)'. E. ¿ (_1)n L n(k d'Q)B J =. - 2w (_.,f)msen rolJl, 1,'2, ... ,P 
Yv . n 1 -1 m s J." n o .' J=Yv+' n-

y . m = 1, 2 i. . '" I 00 (1n 

I . 
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. , 

Estas expresiones ya fueron obtenidasa'*.teriormente por Avilés 

y S&rtchez-Sesmci (~) alestudiai el prob!e~~ de barreras de pi-
¡ 

lotes rígidos pa~ci ondas SH, SV y Po ¡ 
I ' 

Cuando l.i. = O se tiene el caso límite dé cávidades y las expr~ p 

siones 14 y 15 !?e reducen a 

R.-loo , m, ,n j 
( 1,- 6 ri 1) (~1) . E ' 'E K, (k d, /l ) A + 

Ñ )=1 n=O m S)Ñ n 

H (2 ), (k a) 
2m s 

E ' J' (ka) rn m s 

y m = 0~1,o •• ioo (18 ) 

, R.-1 , m 
(1-6R.1) (-1). ,E 

, ,J=1 

Co , 
n ( ') .. ) EL kd; IIB + 

-1 m 8)Ñ n n- ' 

P, 00 

(1-6 ,) E E '(_1)nL n(k d, )B j = 
R.P j = H: 1 n= 1 m S) R., n 

- 2w :(.:..i)msen'mlJ', R.=1, 2, o o'. ,P' 
o. 

y m = 1,2,;~o,00 (19) 

Repi~iendo~l mismo proceso de soluci6n para el casO deinci­

d~ncia de una onda c{líridrica, es posible llegar a 

't-1 00 H (2 ), (k a)-F 'H(2)(ka) 
(1-6 ) (._i)m E E Kn(k d, )A j +2 [m s m m s ]AR.+ 
, R.1 " m 8 JR. n Em ,-J' (ka)-F J'(k a) - m " 1 n=O m' s 'm m '8 ' ' 

( 
TIh (:n, ,,' , . 

- 2w-1) H(k dOIl)-cos,m6 0n , o . m S.I(, Ñ 
, , 

, t=1, 2, ••• , P y 'm = O; 1, o • o ,00' (20) 
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1 

1: 
l· , 

00, • H(2)'(ka)-FH(2)(ka) '1) 

n ' , J [m l's , m m S] Ñ 

E.Lin(ksd'Q,)Bn + . J' (kla)-F J (k a)' ' B· + 
n=l ,J , ' 'm s ,m m s m, 
, , . l., 

P " 0,' n h ' ) j i(: ) m' (2) '(' d ),' 
( 1- cS ti P ) E l: ( -: 1 ) L (k d. B - - 2 W ,-1 H . '. k O () s en m e ,O, () " 

Ñ ' . m s J9., n 0 1 • m s~.. Ñ 
. ,j=1+1 n=l . " • . 

. I 

1- 1, -2 , ~ •. , P y m = 1,2, .••. , 00 (21) , 

,donde d 0 9., = distaricia ent~e la fu~nte yel l-ésimo pi16te y 
;! '. 

8b9.,= ángulo entre la fuente y el9.,~ésimb pilote '(ver fig 3). 

Ahálizandb íos ~ist~mas d~ ecuaciones resultantes~ se ~uede . 
" • < • 

observar que el tipo de frente de onda modifica, sólo los' tér 

minos independientes y el tipo de difractor, piiot~ elAstico 
. , 

o i~gido y cavidad¡ ~odifica sólo los coeficierifes diagonales .. 

, . , 



:. 

. 3. MODELO TRIDIMENSIONAL 

Se presentan: éns~guida li formulaci6n ysoluci6n deL probl~-

~a pa~á ~l caso del modelo tridimensional. El método de aná~ 

tisis que se emplea es el qué se usó para el modelo bidimen.!.. 

siona!. Sin embargo; 'aquí no. se puede obtener la soluci6n 

exac,ta., ya' que en lasoluci6Ii se' establece una' hip6tesis, que 

cionsiste en suponer que el campo difractado por cada pilo~e 

está dado 'solamente por óndáS de Rayleigh. Esto, implica qUe 

la~ condiciones de continUidad yequilib~io eh las inte~faseS 

suelo-pilote no se puedan satisfacer idénticamente,siendo,ne..:. 

cesarío recurrir a un método variaciol1al, mínimos cuadrados 

(28), paré satisfacer aproximadamehte las 'condiciohes d~ frdn 

teráen dich~sihterfases. 



3.1 FOhmulaci6n del phoblema 

En un medio' elástico line01, is6tropo 

eiohes diferenciales que gobiernan el 

tán d~das por las ~ctiaciohes de Naviei 

;.: .¡ \ . 

l' .. ' 
l' 
,1. 

20 

Yihomog~~eo~ las ecuá~ 
I 

I . . 

m6vimiento ~rmónico és 
! ¡ . 

PO,18):" 

(22) 

donde' {o} = vecto~r de desplazamientos con componentes t'adi'al 

br' tangenciai "e y vertical wz ; As = consta:nte de Lamé del 

suelo, V2 = operadot laplaciano,V'= operador gradiente y 

v~ ~ op~iadordivergenc{a. 

Según el teorema dé Heimholtz (4), la solución se ~uede cons­

trdir de la siguiehtetorm~: 

{o} - V~+ VxVi(O,O,~) + Vx(O,O,X) (23) 

donde~7 ~ Yx = potencial~s de despiazam~entosdeondas P, 

SV y·.SH, respectiv~mente; V~ ~ operadot rotacional.. Sbsti-

tuyendo esta expresión. en 'la eé .22, . se obtiene. que esta últi 

ma sesatislace si 

dondé' q' 
s 

O '. 1;72 k 2 O = y' v .x +sx = 

I . . 

- w/a' = número de onda de compres ión . y s . 

1 ¡ 
I 

( 24) 

/. 
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as - /(~+2U )/p . = velocidad de propag~ci6n de ondas de com-
s. s. s 

. . ~ -
preslon .: 

t 
I I . . 

Sise supone qUé'ei campo difractadopór cada' pilote está da-

do solamente por ondas superficiales'de:Rayleigh, los únicos 

~bterlciaies q~e existenso~ ~ y ~ acoplad6s.EntonCesj em­

pleando elprincl.pio· de superposici6n el caml?o' total se'pue-, 

d~encontrar a p~rtir de 

<pi 
p' 

r 
~ - + E <Pj 

-j 1 
(25) 

(26 ) .~~ 
p 

r 
tV + E Ip. 

j=1 . J 

donde epi Y ¡pi == potenciales incidentes y '.<P~ y tV~ = potenci~:lles 

difractados ~or ei j~~simo pi~ote. 

Si 'laexcitaci6n es una onda plana de Rayleigh que inc.ide n0E. 

malménte a la barrera {verfig 3}, la soluci6n de ca~po libre 

en el ~isteMade coordenadas (x1 ,y
1

) está definida por los 

tehciales 

.dondé Ps == w/C, 
s 

<pi == 
. yz 
Ae . 

~l Be 
\J2 

== 

. exp (-ips'y 1) 

exp{~"iPSY1) 

e 

e 

I 
. ! 

iwt {27} 

iwt (28 ). 

== húmero.de onda d.e· RaYteigh,'cs'== velociqad 
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I! 

de propagaci6n de ondas de Rayleigh, y t:¡ p2 _ q2 Y 
I s S 
I 

/ 
2 2 ¡. I 

V =ps ~ ks . Las cDnstan~es A y By ~a velocidad Cs ' ~ue 
I " ' ' 

se' determinan al fmponer las condiciones: de esfuerzos, nulos. ' 
i 

en la superficie librej est&n dadasporr 

A 
B 

(29) 

(3 O) 

Áplicandd el método de sepataci6n de variables- a las ecs 2~, 

" 
se encueri~rá que lospo~enciáles difractados por el j~~simo 

piio~e se pbeden expresar en el sistema de coordenádas (i., 
, " " J 

e .) como ,( tÍ , '31 ). J ' , 

00 00 

'cp~(:r.~e¡)- Ae Yz [ ¿ Aj H(2)(p r.)cosne.+ ¿ Bj H(2)(p' 'r.)sen n8.](31) 
JJ J ' 'n=O.n n ,s J "J n =l n n ,s JJ ' 

.0000 

tjJ~(r"e .)=Bevz [ ¿ Aj H(2) (p r:)cosn8·.+ ¿ Bj H(2)(p'r,)sen ne:] (32) 
J JJ n=ri n n s J J n=l n n ' s JJ' 

d6ndeAn
j y Bj 

- coeficientes tomplejos irideter~inadO~ que Se ,n 

determinan al satisfacer la~ condiciones de frontera en'el 

séntidodé minimosbuadrados .. 

. . ..... ~ . 

Si los piiotes se modelan como vigas, de Euler-Bernoull{'con 

deformati6nes axiales, el movimiento árm6nico del j-~simo pi-
, , 

lote Se puede repreéen~ar por 

'·1 
¡ 
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U.'(z,t) U . (z) itJ.\t ,e 
J J 

(33) , 

V:(z,t) - ,Vj(z) eÜ.l t 
-, J ' 

w. (z, 't) = wj (z) , e
iwt 

, J 
, (35) , 

donde U .( z), V
J
, (z)y vJ. (z) 

J J ' 
amplitrides complejas de los mo~ , 

, 
viinientos en las direcciones x,y t Z , respectivamente .. 

- , ' 

Las Cohdiciohe~' de fr6nteraque se deben satisfacer, en las 

'interfases suelo-pilote sonde continuidad. de desplazamle-n­

to~ y eq~ilibrio de .fuerzas. Las condiciones decontinriidad 

son (ver fig 4) 

o<eQ,<2n, 

ve (a,8 e z)= - UQ, (z)s.en 9Q,+vf¿ (z)cos e,e¿ -oo<z<' o y 

Q,1,2~ ••• ,~ 

W , (a, e n I z) ;;; W n (z) : 
,z?~ )(, 

y las de equilibrio son (23,32)" 

a4u R,(z,t) 
2 (z,t j a u p .c¿ ( z) e i O) t E 1 4 + m = pp, 

az p .' at x 

4 . '2 " :-oo..(z-< O 
a V· (z, t) a v~(z,t) 

pf¿(z)e ÍlIJt E 1 . f¿ : + m 
P P 4 p y " 

y 
az at

2 

2 " 2, " 
Q,=1,2, .... ,P 

a w Q. Cz i t) a vl Q, (z, t) i 

E A - ro ' Q, ( , ) ; i wt 
p P 2 P t 2 Pz, z ~ , , 

az ,a . . 
I 

(36) . 

(37) 

(38) 

(39) , 

(4 O)· 

(41) 
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1, 

1 
1: 
, I 

:1 
donde E 1, = ,rigidez a la flexiÓn de lofi pilotes, E,"pAp = ri­

p PI· 
gidez axial ae los pilotes y m = masa por unidad delongi-:-

p " I 
" '" "" S1, " S1, :S1, I 

tud de los pilotes; px(z), Py(z) y pz(~) fuer~as resultan-
, , I 

tes que ~ctnati sobre el S1,-€simo piloté ~n las direcciones k, 

y, z, respectivamente. 

S1,' . S1,"" S1,. 
"Las fuerzas Px (z), Py (z) y pz,( z) están dadas por (ver fig 5) 

2n "" 
a f ° (a,en,z) den, 

'O rz Ñ Ñ 

(44.) 

"donde ras componentes cilíndrica.s. del" esfuerzo en la superfi­

"cie 8~z del S1,-Asimo pilote~ 0rr(a,eS1,'z), 0re,(a~el'~)"Y 

0rz(a,8 t ,z),se obtienen cOn (3) 

(45) 

a 

v 8" (r n,8 n,z) 1" dU (:tn,eó'z). 
--=---.:.:... .. Ñ:....-...;..Ñ __ + _ "r "\ eÑ

. Ñ "n 
rS1, r! o g, 

('46) 

r =a " 
)1; " 
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,1 
a w z (r ~ r' e,~ , z ) , 

ar í ) J. 
~, 

I 
I 

(47) 

r ~ = a 
i 

ObS~rV~se que en la~ condiciones de con~inuidad 
! 

se considera 
. . .' . . 

nula ~a rbtaci6n de los ~ilotes; esto s~ debe al h~cho de su~ 

poner que,~h el, suelo sé propag~n ~olamente ondas dé Rayleigh, 

,las cuales carecen,'de'rotacional eri la direcCi6n z. Además, 

n6 se que el de~plazamiento eh z produdido'por Ui(¿) yVi(z) 

se desprecia por sér pequ~fio. 

3.2Salli.c.i.ón 

'Para obtener la soluci6n del problema es necesario imponer 

las condicionesdecontinuidadoé desplazamientos y equili-

brio de ftierzas ,en cada una de las interfases suel~-pilote. 

Para esto conviene representar el campo {é} réferidó a un 

sistema, de coordenqdas cualquie'ra (r ~' e ~' z) ~ 10 ,cual se con-, 

sigue silos ~otenci~les ~ y ~ Sé expresan en (r~,ei'z) con 

ayuda dEÜ teorema' de adici6n de Graf, lospotenc'iales ih-, 

cid~nt~s,~i y ~i se desartollan en serie de ftinciones de on­

das ci11ndri~as y se realizan las operadionesqbedefinenel 

campo {ó}~ ~adiendo todo esto es posible,Qbtene~: 

00 

= P F (z) {E [E ( - i ) ni e o s m ljI J I (p r 9) + 
, s " m=O' ro , m s , 

E.!<'-l 00 , • 

( 1 o ) ( 1) m 'm J' ,( P r ) E r. Kn ('p d. :) A) + H (2) I (' p' r ) A 9., +' 
- ~ 1 - "'2 m . s' 'R, j ~ 1 n= O m s ) ,ti n m s ~ m 
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00 .' " I : 
[ (_1)nKh(p d!~)Aj]COS men + 

n~O m s ~~ n ' ~ 
, l' 

Em P, 

, 
(i - (5 0p) -2 jI (p ro) ¿; 

~ , m, s ~ j=t+i 

00 I ,Q,-1 00 
. m' 

L: [2 (-i) sen m'PJ'(p r
t
)+(1-ó Q1 ) (-1)mJ~'(p rR,) L: ¿; Ln(p d·t)B~ + 

m s . . ," ~ s,' j = 1 : n= 1 m s J m=1 

E . t-1 00 

m J (p r n) L:' ¿; Kn (p d. o) A j + H '( 2) (p' ro) Á 9; + 
, ~ 'S:<. j=1 n=O m s J:<. n m ,s ~ m 

+ 

00 

= G(ij{ ¿; ,[~ (~i)m~OS m~ J (p r t ) 
, m~O m", ro s 

+ 

00 ,,',' " " t-l 

m~1[2(-i)msen ~'PJm(p$rt)+(1-Ót1)(-1)mJm~Ps~t)j!1 n!1t~(PSdjl)~~ + 

! 
i 

'1 
1 

l' 
'1 , 



" , ",'-----

27 

): 
I I 

, (2) 9. P oo. 1, ~ n ," " j] , 
H, , (p r ti) B' + '(1-- Ó n p ) J ( P r n ) í ' í (-1)' L ( P d, n ) B sen m El n} ( 5 O ) 
, m' ,s x., m x.,: m s x., , j )!, + 1 n = 1 ,,1, m, s, J x., n ' x., 

donde F(z) AeYz +.vBe 
vz 

:: 

8(z) :: yAe Yz + 
'2

B 
vz 

pse 

, ' , 

El procedimiento que se sigue para satisfacer iascondiciones 

de fronteraconsi~te en despejar U9., (z); V9., (z) y V]t{'z) de las 

ecLiacionesde equilibrio, sustituir en las dé continuidad 'Y ~' 

re$olver estas en el sentido de mínimos cuadrados." Siguiendo 

este ptocedimient6, primero:es necesario ~aicularp9.,(z), p~tz) , , ',' x y, 
,1' ',' 

y pz{z) y pot consiguiente Urr(a!Ell~z),OrEl(aiBi'z)y 0rz(a, 

8t ,i). De acuerdo con las ecs 45, 46 y 47: 

,00 

o,(a,Eln,z)= í {E ,(-i)mcos ml!'rA P(z)J ,(p a)+2)J p 2F(Z)JII(p a)J+ rr x., , m ' s m s', s s m· s ' m=O ' 



28 

[ >. P(Z)H(2)(p' a) +,2J.i sps2 F(i)H(2)" (p a)']' 1-8 2 + 
s, ,m s ,m s ,m 

I 

2 ' I P 00 • 

( 1-Ó n p) [>. s P (z ) J
m
' (p a) + 2W P F ( z ) J" (p a)] 1, l: ¿; (~1) n L n (p d. n ) B J} x ' 

x., s s s m s - j=2+1 n=l rn s Jx., n 
j 

sen m8
2 

(51 ), 

00 J(p a) 
0r8(a,8

n
,z)=2w F(Z){ l: m[Em(-nniCos mlj!(_m s 

x., s a m=O, a 
- P J' (p a)) + s m s 

( J, (p a)Q,-l 00' , 

. , in m m s ' n Aj 
(1- ó t 1) (-1) , , "'2 ( a ,- p J' (p a)) E n,=l: OK, m (p s d J" C¿ ) 

sm s j=l n 
+ 

H( 2) ( a)' 
m ' Ps (, , P J' (p,a)). x 

s. m s, a 

00 

l: ni [2 (-i)I'nsen illlj! (p J' (p á) 
m=l ' s m s' 

J(p a) , 
m s ) + 

a 

, " " , ni í'" J, (p á) Q,-1 00 n ' '. 
(1-0 1i1 ) (-1)' ,(ps,Jm(p,s"a) - m s ) l: l:L (p d. n ) BJ + 

x., 'a j=ln=l m s Jx., n 

H ( 2) (' ')" 
( 2) ,p a 

(psHm, 
" (psa,),_m aS , ),'B

m
2 , + (1 ~ ) ( J' I ( ) -Ujp Ps mPsa -

J, (p,a) 
m : s) x 

a 

P c<> 

'¿; E (_l)i'Ln
(p d. )J3j ]c,os mO,n,) 

, " m s J2n ~ 
j=2+1n=1 

( 52) 

00 

a (aj8 n ,z)=w p Q(z){ l: [s (-:Urncos mlj! J' (p'~) + 
rz, x., , s s m~O m " m ,s ' 

(9,-1, 00 ; 

(1-0 ) (_U m 2m Ji,(p a) ¿' ¿; Kn(¡?,d.nd') + f-J(2) , (pa)AQ, +: 
21 m s j=l n=O m s, J x., ,n, m s , m 



.' .. 

- € , , P - - m 
"{l'¡";Ónp )-2 J' (p a) E"; 
"h m s " j=9,+l 

00 I -
n n - ,j] E (-1) K (p d.ri)A - cos 

'O m SJh¡ n ' n= ' 
me" + 9, 
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00 

E[2 (.:..i)msen 
'm==l 

, -~ n-1 , I _ h 

m'!' J' (p a r + ( i - o n 1) (-1.) m J I (p a) E 
m s h" ro ,s ." l' 

~ L
n 

(p do. n) p/ + 
1m s'Jh.n 

donde . P (z) 

Q(z) 

, - '."" ! -" J= 

= (y2 ~ p2)AeYz 
- s 

2yAe Yz + (~2~p!)BeVZ' 

Sustituy~ndb e~tasexpr~~iones ~n la~ ec~ 42, ,43 Y 44, se ob-

tiehe: 

00 

EOmi[€m(-i)mCO~ m' Jm(psa) + 
m=O ' 

€ 9,-1 ' 00 

- - (1-0 ) (-1) m ~ J (p a) E E 'Kn (p d. ) Aj + H (2 )(p a) A ~ + 
" 9,1 ,2 m s j =1 n=O m s J ~ n m, s rn ' 

_ ,t~l 00 

(i-o .) (--i)mJ (pa) E E Ln(p d. )B j + H
m
(2,) (psa)BrnQ, + 

~1 ,m s . 1 "n=-l rn s J 9, n " " J= 

" -

¡, 

" 

,/ 



pR.(Z) 
z, 

, " 

¡ : 
l' 

1 
l. 
l' 

, . 00 , l' ' , 

= 2na~ p Q(i) E 6 orE {_i)m cos mt J m' (psa) '+ 
, "s s ' 'm~n m ,m ,,' I 

E Q; 100 ,l ' 
'(1-6 0,1) (_l)m m JI (p a) ~' ,l.: KO(p d'n)l~) + H(2) I(p a)AR, 

N 2 ro s ,J'=1', n=O m s J.Y, ! n m' s' m 
" ' r 

, 30 

+ 

( 56) 

Conoc'idas' las fuerias, pxi(Z), p~,(z), y pi (z), es posible obtener y ,Z ' 

los despla zamiéri tOs U Q; '( z); ~~ (z) y WR, (z), en té,rrrii nos de los 

An
j , y' B j , coeficient:e$n' resolviendo las, ecs 39, 40 y'41,re.spe~ 

tivamente. 

Soll1.c.iólide la. éc. 39: Sustituye'ndo la ec 33 en la"39 se obtle 

ne: 

E 1 
P P 

d
4

UQ;{Z),:... 

dz 4 
(57) 

La soluci6n general dé esta ecuación se puede generar como 

dOllde úl{(,Z) - solución pilt'ticulat y tJ~ (z) ,- solücióll homoq6n~a. 

La solución par~icuiar se obtiene empleando el método decd~-

ficientes indeterminados (29): 

. , 
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" J 

I 

I 
E Q 1 .C:» I , . 'm ' . -1 • ( 2). ' Q, , 

(1-6 01 ) (-1) , 2
m Jm(ps'a) .,E ' ¿ Kn{p d,' )A] + H .{p alA,. + 

~ ',' J=l n=O m s JQ, ¡n.m . s .. m 

(1-6 ,) Q,P 

E P 00 

~ J (I? a) , ¿; z: (_l)nKn{p d.' )A j ] 
2 m s ,'j=Q,+l n'=O m s J9- n 

e = 1 

. . 2 '2 ' 2 . 
na[~(y -p )-2W p ] A 
__ -._s' ______ s_' __ ~",-s-.-s-·-- y e . = 

4E 1 . 2 .2 Y - m w ' 
p pp 

d'o'nde 

La soluCi6n hombg~nea estA dada po~ (29) 

Q,-1°o 
¿ .¿ Kh(p d'n) Aj + H(2)(p a)AQ, + 

j=l n=Om s JÑ n m s m 

'. 2 ,,' 
2naw vp B . s s ' 
4' 2 

v·E.I -m w 
p pp 

(59 ) 

(6.0) 

" 4 'donde q ,= 2 
m w lE 1 ; e3 , e 4 "es y C6 son constantes que se p , p p 

obtienen a partir de Íéiscondi'ciones de frontéra 'en los. extre­

mos del ~-ésimo p{16te y ~esultan ser lndependiente~ de t. 

'Las condiciones d~ frontera en la, 6abeza del l~Astmo pilote 

son 

, ¡ 

I 
I 
1 . 
I . 



'3 ' 
d U Q, (z) 

d
" 3 , z 

,- o (61) 

2=0 

= O (62 r 

z=O 

En la ~un~~ delQ,-~si~o pildte las cbndiciones de frontera se 

'aproxlman,~uponiéndoque la~ rea~ciones del suelo que a6tdari 

en esta son, las ~ue se geherarien un disco rfgidocircular 

que se balancea y desliz~en ~a sGperficie libie de un semi-

,espacio (25). SégGri esto~las condiciones de frontera en l~ 

punta del Q,~ésimo pilotesdn 

2, ' 
dUQ,(z) d U, (z)· 

-E l 
Q, 

Kf (63) = -
P P dz 2 dz 

z - - H z = - H 
, 

-El 
d3Ui (z) 

K.' U Q, (z) (64) = p p (lz 3 c 

z = - ¡·í z = H 

donde K == 8lJ a3 /3(1-v ) '+ ÚJO.8a 4rw-p-/(1-V) ~'ri,gidez d~n,á-
f s s' s S s 

miCa a la flexi6~ delr~sorte equivalente, K = 32(1-0 )U ~/ 
"c s s , 

(7-8\1 ) + iw18.4(1-v )a,2/lJ-~p'- /(7-8v ), = rig"ide, z,dihámica al s ,', s', s s' s 
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del suelo; ~ = longitud de los~ilotes flotantes.L~spar-· 

tes reales de.K f y Kc c'drresponden a la~ rigideces estáticas, 
I 

y las imaginarias son las necesarias pa[rarepresentar adecua 

damente las rigideces dinámicas (25) *. 

ResoIVien~~ num~ricamente las ecs 61; 62, 63 Y 64 se determi-

nan lascon~tantesC3'C4' Cs y C6 : conocidas ~stas el deé­

plazam.iénto del R,-ésimo pilote en la direcci6n x, ée 58, se 

puede expresar como 

00 

UII (i) = R(z) ¿¡ ° [e: ( .... i)mcos m'l" J (p a) + 
~ m~O mlm '. m s 

e: ' ,R,.:..1 00 

(1-0 rr1 )(-:-1)m 2m J (p a) ¿ ¿ Kn(p d'o)A j + H(2)(p'a)AR, + 
~ m s j=ln=O m s J~ n m s m 

Em ' P 00 ,. • . 

Ü-oop) -2' J (p a) ¿ E (_l}nKn(p d·II)A] ] (65) 
~ "m, s j=Q,+1 n=O ,m S]~ n ' 

don~e R(z) = c1eYZ +c2e
v ¿ + C3cosqz + C4sen qz +C5 cosh qz + 

C
6
senh'qz. 

Soluel6~ de la te 40: ¿omparando la ec40 con la 39, se corr 

cluyéqu~ el desplazamiento del l-~simo pilQte e~ la diree- , 

'cióny está daao.por 

00 

'VR,(z) - R(z) m!10m1 [2(_~~m sen m1jlJm(~sa) + 
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, R,-1 ~ , 
(l-óil1) (-'l),mJ (p,a) r, E Ln(p d.())B J {~(2)(p a)BR, + 

Ñ m s j 1 TÍ= 1 m s J;Iv n,!, m s m 

(66) 

Sbl~e¡6n de,la ee 41: Resolv1endo esta ecuaci6n diferencial, 

se ericuentra qué ~ldesplaz~mientQ dei t-~simopilote en la 

direcci6n z es 

'~ 

, 
W () (z) '= S (z ) ¿ <5, O [6, ' ( ..:. i ) m c o s mil' J' (p a) 

Ñ ' O m ' m , ,m s m= 
+ 

E ' P 00 

(l-0R,p) ; JI (p'a) t í (_1)nKn(p d'R,)A j ], (67) 
" m s j~R,+1 n~O m s J n 

que se 'obtieneri con el 
4rra)J ypA s s 

m~todode coeficIentes indetermi.r'ia-
2rra)J ,(\)2+p 2)p B' 
',s ss 
2," '2 ; ,D3 Y D 4, 

\) E A +m w , pp p 
, 

son constantes dé laso,luci6n homog~nea que sé obtienen a 

partir de la~ condiciones'de frontera en los extremos del 

imo ~~iote y resultan ~er indepen~ientes de 1; dich~~ 

condicioneS 4e ~ront~r~Son 

dWR,(z) 

dz = O 

z ,= O 



E A 
P P 

z= - ti z = - H 

!, 
l' 
I 

, , 

1

" , 

¡ 
I 
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, (69,) 

, 2 " 
donde Ka = 4~sa/(1-vs)+ iw3.4a, l]Jsp s ICl-v

S
) ;: Tigidé~di-, 

,1 

námica axial del re§ort~ equivalente.' La parte real de Ka 

corresponde a la rigidez estática para u~ 'disco rígido ci~­

'cula~,qu~ se incru~ta en lásuperficie libre de un semiespa-
, ' 

~io¡ y laimaglnar~a e~ la necesaria parareprese~t~radecu~-
, ., , 

dameQtéla ti~idez dinámicá (25): 

Una vez resueltas 'las ecua,ciQnes de equilibrio quedan por re:" 

solver las de continuidad'. 'Sustit.uyendo las e,cs 48, 49, 50 

Y 65, 66, 67 en las 36, 37 Y 38, es posible obtener seis sis 

',temas in~inito~ dé ec~aciories algebraicai, que tienen la ái-

guiente forma: . 

[p F(z)J'(p'a)-R(z)8 'lJ (p ~)'l 
,'s ,m s ,m m S,-

(m 
(1-8 ,)(-'l)m 

R.1 
x . 

R.--1 IX) 

E E Kn,p d'ó)A j + 
, m 's Ji(, n " j' 1 n=O .. 

[pF(Z)H(2) I(p a)-R(z)o 1H (2) '(p -a)]At 
·s m ,s ,m m , sm 

[p F ( i }"J 1 (p a) - R ( z ) o 1 J (p a ) 1 s m $, ,m ,m ,s ' x 

+ 

p 00 

'1" ~ (_l),n,Kn ('pd.) Aj -_ [" F'( )J"( ) 'R(')1' J ( )J' ¿, ¿, - ,P Z,", P a - z u 1 p a _' x " m s JR. ns m s , m. m s ' 'j=l+i n=O ' 

,( (-i)mcos tn'P í :"""~Z·~O, R.=i,2, ... ,·P y m=O,l, ..• ,éo m , 

, 
I ' , 

, (7.0) 
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'(2) te: rrt P 
H (p a)Am+(1-oip)--2 J. (p a) E 

m s . m s .. j=t+l 

t = 1,2, ••• ,P ~ m = O,l,~ •. ,oo 

l. 
[GeZ)'H(2) (~ o3.)-S(z)c OH{:Z) I (pa)JA1+ ~(z)J (p a)";S(z)c OJ.' (p a)]x 

m· s mm s· , m '. tn ' S '. ' rn' m s 

e: p' 00, 

(1-0 ) m É t (-,l)nKn(p'.d'o)Aj=-[G(Z)J (p'a)':"S(z)o 'OJI(p' a)Jx 
tP , . m s J Ñ ,n' ro. s 'm m, s . . 

j=t+l n=O 

E: (-i·)mcos ro,!" -oo"z~O, t=1,2;., .• ,P y m = O,l, ••• ,co' '(72) m, . 

[p F(Z)H(2),(p a)-R(z'}c '1'i-1(2) (p a)]Bt+,[P F(z)J' (pa) -
s ro 1;>, m m s m s' m s', 

[p F(z)J' (p al -- R(z)o lJ', (.p a)]' 2(-'i)m sen m\V, -OO::;:Z,:<;:O, 
s,·m s. ,m m's-

(73) 
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'['F(Z) m-R(z)ó '], [<1-8
n1

)(-1)mJ (p' a)R,~lll,:i Ln(p d.n)'B j + 
a, m1- Ñ m' s . ," m S) Ñ ' n " )=1 ¡n=l ' " 

I 

l,2,~.~,P Y 

,'m ::'1;2, •.• ,00 (74 ) 

-oo~z~O, R.=l,2, .•• ¡P y m=1,2¡ ... ,@ (75) 

Los si~tefua~ de ecuaciones 70. 71 y 72 as! coma los 13,:74 ~ 

75 no ~e pueden satisfacér id€nticámente; es por ~110 ~ue se' 

'resuelven en el sentido de mínimos cuadrados,. Para hacer és-

to corlvierie expresar dichos sistemas de lá siguiénte :fotma: 

[pF (z) [Mal + H(z) [M~l J [p F (z) [va} + R(Z){Va } 1 
, "s r f 

sr" , ,r r ,r f 

, ,'a: 
R (z) EM~l J (A}"" {F(z)/a[v~} R (z) rV6} } [F(z)/a[MeJ + + (}6 ) 

,f, r ' f r' 

[G (Z)[M~j' S(z)r:M~],J' {G Cz) [va} 
, a' 

+ + S(z)[V } } 
, z , z, s, 

9 s " ,g 

I 
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[PSF(ZJ[M~] H{i) [M'~l ] lb ,R (z) fvb } J + (p F(z) {V} .+ 
S :r f . . r 

f r I . r 
I 

. . ti b 
. . I 

. b 
[F(Z)/a[MeJ + R(z) [Me] ] {B}= { F (z ) I a {~~} + R,(z) {Ve} } (77) 
. f , r . I f ·r 

[G (z) [M~] b -1 {G (z) r"l?} 8(z) {vb } } + 8 (z.) [MzT _ + . z . z 
g s g .. s 

donde {A} y {B} = vec,tores con los coeficientes A
j 

y Bj , res-n ,n' 

pectivamente. 'Los superíndices a y b indicanasoclamíento con 

los 'vectores {A} y (S), respedtivamente; los subíndices inter 
" . , . -

nos r, e y i con las condiciones de con·tinuidad· en lás direc­

tiones ~,e y i, respect~v~mente y- los ~ubíndices externos ~, 

r, g y s con lás funciones F(z), R(z), G(z) y 8(z), respecti'-

vamente. 

Resolviendo éi·sistema de ecuaciones'matriciales 76, en el 

sentido de mínimos cuadrados (7); 'sé obtiene: 
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" 

I?G(z)S{Z)dZ[[M~*JT [M~~J'+ [M~*JT 
-H' , g.s· 's 

[~:*J T {V~}' }+ ¡ °S2 Cz)dz lM~*JT {V~} +, 
r , . r ~H .. ,s s 

,JM~*lT {v~~L } (78) 
s g 

donde *, indica matriz conjugada y' T traspuesta. Las integra­

les que aparecen en esta ecuación matricial son muy sencillas 

perosusdesa~rollos 60n demasiados largos pata sérpteienta­

dos ,aquí.' El sistema' infini to de ecuaciones algebraicas ~ ec 

78, se puede' resolve'r si se truncan adecuadamente todos los 

desarrollos. ihfini~os' 1 qUé la: sol~ción converja. 

Resolviendo el sistema"de ecuaciones matriciales 77, en el 

. sentido de mínimos cuadrados,. se' 'obtiene una ecuación mátri~ 

cial semejante a la 78i en 'la que aparecen el supéríndice b 

en lugar del a y el vector {B} en lugar ,del {A}. 

I 

I 
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l. 

4. RESULTADOS 

Se presentan~e~ultados para los~odelos bidimensional y tri­

dimerisioTI¿ll. Los campos' incidentes SV y de· Ray leigh dependen 

'de las frecuencias normaiizadas 

aw 
Il k .- 1il3 

s 

. '\ 

aw 
TIC; s 

'2a =r­
p 

, (79) 

respectivamente. ~k Y A: = longitUdes de l~s onda~ incidentes 
P ,'. . .. 

sv~ de ~ayleigh, 'respectivamente. Por definici6n, la ftecuen 

cia normaii~ada es lá r~laci6n entre ei diAmetr6 de lQs pilo-

tes y la longitúd de la onda incidente. 

, , 

Para todo~ 10~resultados que ~e presentan, los cAlculos se 

realizaron usando un ~Aximo de 10 términos de los desarrollo~ 

qué definen loS ~ampos incidente, ~if~~¿tado~ y refractados; 
I , , 

I 

I 
I 

l· 
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,. 
~í~ndosuficientes p~ra obtener soluciorie~ .estabies:en ~l ran 

j'. .' 
go de frecuencias considerado¡ esto se ~uestra num€ricamente 

. i 
con .los r~~~ltados que se presentan en la tabla 1, 10scuale~ 

, 

corresponden a los desplazamientos.'norm~lizados de los pilo-

tes de una barrera rígida, Las ba~re~asanaii~adas est§~ fo~-
. . 

madasde ~ o 9 pi.lotes con relaciones mecánicas p /p. ~ '1~35, . ..' p s 

Up(U s = 1000 para' el modelo b{di~ensional y Ep/Es'=' 1000 para 

el' trid.:Lmens1.on·al. 

En laS figs 6 y 7 se pr~sent¿n, para el.modelobidimensional. 

e incidencia de ondas pianas SV,magnitudesnormali.zadas del 

despla.zarrtient.o w a lo . largo de las rectas x/a = O, 9,.respe2. 

tivamente, para una separación entre.pilQtes S/a = 1 Y fre-

cu~n~ia normalizada nk 0.4. Eh estos resultados se ~uede 

'. apreciar'el dobi~ efe6to de una barrera de pilotes. como sis­

tem~ de aislamiento: gen~ración de a~plificacibnes arites de. 

la barrera, lado de la incidencia, y abatimientos despu€s de 

~st~. L~ zona de.abatimientos se muestra eon detille en la 
. . 

fig . 8 mediante perfiles a lo largo de .las rectas x/a·= (l,"3, 
. , . . 

6, 9. Se puede 'apreciar qóe a di~tancias cercanas de la ba-

rrera"la variación del campo abat.idq es grande mientras que 

a distancias lejanas dicha'variación es muy stÍáve~ Además¡ 

obsérveSe 'que a grandes distuncias de la bélr.rera el campo 

abatido experimenta l)na. recuperación uniforme ~ 10 ancho de 
. . 

toda.la barrera, t.endiendo al campo incidente. 

, 
I 

. I 



.! 
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En las figs 9y 10 se pre~entan mágnitu~e~oormalizadas del 
. . " l" , 

d~splazamientow a 10 iar~o de la~ tecta~ y/a'= 150~ 2do t 
. '. 1, '. . '. 

respectivamente, patadiferen'tes sepa~aciones entre pilotes 
. ,l.' . 

y frecuencia normal'i zada . nk = 'O. 5 ~ En dstos'resul tados .se 

pueden observar. dos hechos Importantes: ,por un, lado, el 'ma-

yor aba t.im·iento se presenta en el cent;ro. 'de la 'barrera com",,: 

portándose esta como una sóla obstrucción y no como un con-

junto de obstáculos independientes', y por otro, el aba timie!:!. 

t6~erieralmente crece cuando la 'separación entre pilotes se 

reduce. 

Los resultádos que aparecen en. la fig 11 muestran la .infiuen 

cia d~ la rigidez de los, pilotes en'la efe~tividad.de la"ba-: 

rrera. Las ¿Urvas que se presentan ~orrespohdeD 'amagnitu~ 

des normaliz~da's del desplazamiento w a. lo' largo. de la ,rec-

ta x/a 14, para una s~pa~ación entre pilotes S/a 1. 5 y' 

freclHúicia normalizada. nk ~ 0.4. Para casos rea:I.es la varia­

ción de la relacióri d~ rigid~cesho infltiye con~~derablemente 

en la efectividad de la· b~rrera. 

En la fig 12 se presenta el camp6 normalizado de. desplazamie~ 

tos w mediante curvas de nivel, para una separación entre pi- ' 

lote's S/a :;:í y frecuencia normalizada 'llk = 0.4. Estos .resul 

tados muest,ran con detalie la Variación del campo abatido, 

permIt.iendo localizar la zona de máximo aislamiento. A.nalí-



zandó resultados60mo estos se erico~fró ¡que di~hazona se 10-
¡. 

'. \. 

caliza en el t~rcio medio de,la barreta!y a una dis~~ncia de 

la misma tal que 150 < y/a < 250. I 
1 

I 
. Los resui tados . que se han presentadO muestrariclaramente cu-al 

es elconi~órtaniiehto d~. barreraS de pilotes ~omb sistema de. 

áislamiento. Ahóra, para medir su efectividad se define un 

índice de trasmisibilidad,· función de la' separación entré p!: 

lotes S/X k , como. 

(8 O) 

dond~ wt ~ campo trasmitido~ Par~ hacer que IT sea indepen~ 

diente.de i~ pOSición, wt se define como el v~lormíri~mQ del 
. :. - '. , 

campó w -en la zona de. abatl.mient~s. De acuerdocori su defi-

nici6n,el. índice detrasmiaibilidad variará entre O y l~ 

cúando la barrera permi ta que el campo incidente pase to·tal .... 

mente, [i,.jt[ =I~il y ento~ces IT 1 .y cuando impida tota1:­

mente el paso del campo.incidente, Iwtl = O Y porto tanto 

IT = O. 

En li fig 13 se presentaníndicesd~ trasmisibi1idad para di­

ferentes ~r~cbencia~ normaiiza4ás. Aquí,se puede observar:la 

influencia del d~gmetro de los pilotes yla sepataci¿n entre 

ellos en.la efectividad de la barrera defi~ida cómo E=1~I~: 

cuandb el diAmetrb de los pilotesau~enta o la s~p~ración en-

, 
I , 
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t.re'éllos se reducé, la efectividad de ~a:b.arrera se incremeri 

ta: 
, , 

I , 
1, 
I 

i 
I 

Las curvas de índices de trasmisibilidad pueden "ser' de gran, 

'ayuda para el diseño racional de barreras de pilotes,' y'a que, 

conoc~da la longitud de la onda incidente y,definida laef 

tividad deseada, se propohe el diámetro de los pilotes b la . ' 

sep~r~ci6ri e~tre ellos; sS entra a lasturvas de índices, de , 

t.raSmisibilidady qued~ dSfinida la variable de disefio~' 

Por ejemplo¡ sup6ngaseque se ti~nen tln martinete con w/2rr 
, 2, 4,' . 2 

40 Hz, \,lna arcilla con Os = O .18 T~s /m y lJ s =, 1200 T/m , 
" 2 4 " "" 2 

pilotes de concreto con pp \= 0.24 T-s /m y lJ p = 1200 000, T/m, 

',y se desea Una, efectividad de' la barrera E = 0'.5. Entonces, 

dé acuerdocbolos datos: pp/p~ 

Ss'''; Iws/ps = 82 m/s';\k 2; Ss 

L, :3 3; 1.1 /J-l = 10 O O, 
, P ,s 

=,2 my, proporiiendo qGe 

a = O. 3m; T)k= 2a/A k = 0.3: Con estos valores s'e entra a 

las cutvasde índices de trasmisibilidad y se 'encuentra 

'" S/Ak = 0~~5, ,con lo que S ,0.5 m. 

El, uso de barre~as de pilotes como ~istema ~e aislamiento e$ 

'tá l~mit~do; el rango de,aplicabilidad depend~de la defihi~ 
, 

ci6n de barrera'efec'tíva. , '- . ' Stipongaseque una, barr~ra es efec-

tíva cúando E > 0.5. 'Entonces, .segan los resul~adoS que se 

muestran'en lá f1g i3,2a/Ak > 0~25J anali~and6 ~sta expre­

si6n s~,ve qUe, el r, ango de apiicabilidad eSA ~ ~a. 'As!, ¡k 
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. el uso de barreras ~isladotas form~das ~ot una lfhea de~i­
¡'.' , 

lotes será adecuado solop~ra el ¿a~o d~ longittides de onda 

I 
pequeñas, las cuales se tienen cuando l~, fuente ~xcitadora 

I 
es d~alt~ frecu~ric y el suelo es blarldo. 

El efecto de la curvatura del frente de onda incidente ,se 

muestra en los re~ultados que aparecen en la fig 14. Las 

curvas que se presentan corresponden a magnitudes normai:Í.-.. . 

~adas,delaé~plazamiento w a lo largo de la recta x/~k = 2.~t 

para diferentés posiciones de la fuente de ondas, cilíndricas 
, .. 

SV, un~ separaOi6n entre pilotes S/~k 0.25 Y f~ec~encia' 

nor~alizada nk == 0.4.' en estos ,resultados se've, Uri .hecho 

qué era de eiperar~e: si la distancia ~ a la que se encuen­

tra local~ ~~da·.ia fuente - e.s' muy grande el campo aba tido. tie!!., 

de al corresp6ndiente a ondas planas~ ya ~ue agrandes dis-, 

tancias de ia fuente el frente d~ onda cilíndrico se compo~~ 

ta como plano. 

Enla~ figs 15y16 se pre~entan,para el 'modelo tiidimen~io-

nal con ~6dul0 dePoisson Vs = 0.3; magnitudes. normalizadas 

de los co~po~ehtes de desplazamientos u,vy w a 16 largo 

de lasrecta~ x/~ =.2.9 y' y/~ , p ,. p ~ 3.5, :respectiva~énte, p~. 

raun~ separaci6nentrepilbtes S/~ '== 0.3,' longitud de los 
. p". .' '. ' 

'pilote~ H/~ == 2 y frecuencia riormalizada n = 0.4. En est6s , p . ..' , p 
, . 

, , 

re~ultad6sse pu~de apreciar el comportamiento del campo de 
, 

, , 
desplazamien~os en la zona de ~mplifica~iones. obs~rvensej 

í , 

, . 
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1, , , . 
l' , ' 

en l~fig 16, la a~arici6n del compone~~ede desplaia~ientos 
l' , 

u debido ala interacci6,n' entre los pildtes y la convergen-

I 
" , 

, ' 

cia del campo de despiazarnjentos ~l "d 'f' d campólncl ente uera e 
I , ' 

la barrera: Para el mismo caso, el 
I ' , 

com~orta~iento del campo 
, , 

de ~esplazamientos en la ~ona de abatimientos, se puede ~pre~' 

ci~r Con los componentes de desplazamientos u~ v y w que se 

presentan en las figs 17y18 a lo largo de la~ re6tas' x/~p = 

35, respectivamente. El c.omportamiento semejan:" 

te que presentan los componentes de'déspiizami~ntosv y w se 

debe a que solo se propagan ondas de Rayleigh. 

,La inflUencia de la longitbd de iospiloteS, la separáci6n 

entre ellos,y su 'diámetro en la efectividad'de labar.rera, 

se mUestra de manera independiente e'n los resul ta<;los que se 
, 

presentan en las, f:igs 19; 2 O, Y 21" 'respecti varo'ente. Estos 

resultados corresponden a magnitudes normalizada~ de los, 
, , 

componentes de desplazamientos v y w a lo largo de la recta 

y /~'= 35; el compone'nte de desplazamientos uno se' preSenta, ,p , 

por ser PQcosignifitativo. 

'En la fig i9sepresentán resultados para diferentes longi...:. 

tudes de los 'pilotes, separaci6n entre e110's S/~ = 0.3 Y 
, . . ,p " , 

frecuencia norm~iizada r¡ = 0.4. En estosresuítados'se , ,p 

puede observar la, influencia de un parámetro que,en el ffiQ-
" . 

deio bidimensiona 1 no s,e puede considerar' -la' 10ngi tud de 
I 

,los pilotes-.:'cuando esta aumenta el abatimiento' sufre un 

, I 

I 
I 

r 
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1, 
l' 

incremento qúe es poco signiticativo si I H/A, 
, j' " p 

! , ,l. ' . " 
En la fi.g 20 aparecen ,resultados que c0l.responden, adiferen-

tes separ~~ion~s entr~ pilotes, 'lOngituJ'de ~llos H/A~ = 2 Y 

frecuencia normalizada np :=0.4. Aqur los resultados muea­

tran:la influenciá de la separaci~n entr~ pilotes, resultan­

do ser parecida·a.la mostrada en el modelobidi~~nsi6nal. 

En la fig 21 se presentan resúltadospara diferentes f:r:ecue!!, 

cias, normalizadas, separación entre pilotes S)A p ::: 0.3 Y lo!!, 

gitud de ellos H/Ap ,2. Se puede observar que la influencia 

del d{Ametr6 d~ los pilotes es similar a la observ~da en el ' 

modelo bidi~e~si6nal. 

Comparando' los, resul tados obtenidos con los modelos, bidimen..,. 

sibnal y tridimensiolial;se encuentran caracterrsticásde di-

fracci6nsemejantes; estci s~ debe probablemente.a que el m6-

~imiento'generado por bridas SV e~ anáiogo al com~onente,ver-

tical del m~vimiento generado por olidas de Rayleigh. ,Para, 

H/A = ~ ~e. ~ncontr6 una ~emejanza'considerable en, los resul-
, p - , 

tado~'ent;nces, consfderandoes~a longitud de,los pilotes, 
, ~. . . . . 

en problemas re~les se puede usar la solución bidimensional 
, . 

para estim~r r~zonab~~mehte el diám~tro de losp~lotesy la' 

separación entre ellos; 

. I 
; 
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5. CONCLUsibNES 

Se ha p~esent~do un ~~todo para resolver el problema d~ aisla 

miebto de cimentaciones, de vibraciones generadas en su cerca 

ni~i medi~nle'barrer~s de pilotes~Elproblema;se mode16 en 

dos' y tres dimensiones' y seo formuló como uno de difraccióh o" 

malti~le de ondas elásticasi par~ el om~délo bidimensional se 

obtuvo' la solución °exacta y para e'l tridimensional una aprox!. 

mada. 

El sistema de aisiamientoanalizadoestá ·formado p¿r ~1na línea 

de pilote~'con sección trasversal citcular. Los principales 

parámetros estudiados fueroÍl.: (1) Radio' de ios pilotes, a¡ 
. . 

(2) Separación entre pilotes, S; y (3) Longitudde'lospiló-

tes, H. Las conclusiones.oqUe se obtuvieron son: 



1. ~l, radio de l6s pilotes debe Ser a>A I/~,. ~ara 
',p., 

efectiVidgd dé La ,barr~ra E > 
i 

0.5. 

'1 " 

49, 

tener una 

. ¡ 
2. La separaci6nentre pildtes S'se 'det~rminacon curvas dé 

índices de' trélsmisibi lidad: 

3. ,La long! tud de los piiotes débe ser H >' 2Ap' 

4 ~ 'El anoho. de la barrera debe' ser, como mínimo, tres vec,es 

é1 de la estructura por. aislar. 

5; La distancia de lci barrer~ a la ,estructura poi aisla~ debe 
.• t' ! 

ser tal qtie 150a,~ y ~ 250a~ 

Los demás par&metros no se han analizado con finura; Sin em­

bargo, se, espera que su . inf lu'enci~ en Éü comportamiento de " 

barreras reales sea poco si~nificativa. 

El p.robléma no se ha' resuelto completamente; los resultados 

están sujetos, a salv~dade~:debido a ~ue se res6lvi6 uh pro~ 

blema 'ideai. Convendría hacer. experimentos en modelos b 

prototipos a e~caia a fin de, c~iibrar la~soluciohes obteni-

das. Valdríá lá pena considerar la presencia de estr~ctuia~ 
, . 

cercanas o estratos en el suelo, los cuales pueden alterar 

.las caradterí~ticas de difracci6n .de los modelos te6riciós 

analizados. Finalmente, para A >·8a las barreras áislé.ldó-. 
p' 

r~s foimadas poi una línea de pi~otes no son efectivas; es 

posible que se aumente ~u efectividad usando lineas de pi­

lotes al ternadós, ya que el espesor del ¡sistema de aislamien 

1 
1: 

" . 



to resultante se incrementa considérablemente. . \'. 

i· 
I 
I 

! 
I 
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En .esie tr~b~joseem~lea l~ siguientenotaci6n: 

A' = constante 
.' 

A área 
p 

de 'los pilotes 

Aj = coeficiente complejo .' 
n 

{'A} . = vector de lnc6gnitas complejas 
'. . 

.a = radio de los pilotes 

S = constante 

sj. ::: coeficiente complejo 
:n 
{S} ::: vector de inc6gnitas complejas 

C ::: velocidad 
s 

dé propagaci6n de ondas 

en el suelo -

ci,c2 ,cj,·C4 ,C S 'C6 .= constantes 

Cj ::: coeficiente complejo 
n 

l. 

·1 ¡ . , 
. i 

de Rayleigh 



d 'n Jx, 

E 
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E s, 

F. 
m 

F(z) 

G(z) 

H 

H (2), ( ; ) 
n 

IT 

Í 
p 

,J (.) 
, ·n, , 

K a 

K c 

K
n ( • ) m . 

k 
p 

k s 

, 'iP(.) 
, m, 
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¡ 

= constantes 

- coeficienteco~plejo f, 
.' , , ! 

,- distancia centro a centro :entte .el . j :"ésimo pilo:'" 

te y el t:"ésimo pilot~ 

= distancia. entre la fuente y el t-ésimo pilote 

= efectividad de la barrera 

- módtilode Ybung de los pilotes 

= 'módulo de Young del suelo, 

~r. pP
p J~ (kpa) 

, l1 s P s Jm(kpa) 

Ae yz +vBe \JZ 

= yAe YZ + '2 B' ~z Ps e, . 

. - longitud de los pilotes 

= función de Hankel de segunda especie y or,den n. 
, , ' 

= lndice de trasmisibilidad 

= momento de {nerciade los~ilotes 

= función de Bessel de primera especi~ y ordeh 'n 

=rigidszd~n§mica axial dei resóite ,equivalente. 

= rigidsz din§niiCa' al cOrtante del resorte equl-

valente 

= rigidezdinamicn a la flexi6ndel resorte equi-

valente 

H ( 2) (.) +' (-1) m H ( 2) ( .. ) , 
n+m '. n-m' 

= ndmero de onda de cortante en los pilote~ 

número de, onda'de cortant$ en 'el \suelo 

= ..;;. H (2) (.) + ( -1 ) mH (2) C. ') I 
,n+m· n-m, i 

I 
i 

! 
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' .. p. 

Ps' 

cién·tes complejos 

cientes complejos 
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. ai 
[MzJl' := matrices de' coefi-

s 
¡ -. 
I 
l 
I 
I 

[MbJ: --
. z s 

matrices de coefi-

- masa por unidad de. longittid de los pilotes 

= número'de'pilotes 

2 . 2· . yi' 
= (·Y' - P s) Ae 

= constante 

= húmero de ohda, de Rayleigh en el suelo Qf!PR 

'R- t.R-
. P .-, P ; P . .' = cargas resul tantes que actúan' sobre el !-ésimo 

x y z' 

Q(z} . 

q 

R(z} 

'pilote en las direcdiones x, y, z, respe¿tiva-

mente 

= 2yAeYz + ev 2 + P~} Be
vz

, 

= constante 

= número dé onda de compresión en el sti~lo 

- distancia entr'e la fuente y ,la barr~:ta 

= cl~yz+t2e~Z+~3cos 'qz+C,sen q~+C5co~~qz+C6senh qz 

= coorden~das' cillndiica~ . 

- sepa~ación entre pilotes 

= O'leYz + 02e~z + O + O' . , 3 cospz 4 sen pz 

tiempo 

=.soluci6n homogénea 

- solucióh partid~lar 

.' 

" l 



U.,V.,W. 
J J. J 

U,V¡W 

. . 
u ¡.ve'w . r z 
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, . . . l· 
= movimientos del j.-ésimo. pilot:e, en ias direcciones 

., 
x,y,z, resbectivamentel 

. I 
- comporientes de desplazamientms 

. I 
del suel.o en ias 

i 
direcdion~~ x,y,z, respectiVamente 

componentes déc;lesplazarnientos del. suelo. en las 

.direcctonesr,8,z, réspebtivamente 

a· a a a a . 
{V.} t {Ve'} , {Ve'} , {V } , {V} = vectorés de términos 

r· . f Z z r r g s 

.i 
W 

t 
W 

. w. 
] 
r w. 
J 

·x,y,z 

. cl . s 

E. -ro 

indepenCiientes 'compiejos 

·b b'b' D'. b 
{V

r
}., .{V

e
} , {Ve} ,{V

z
} , {Vz} - vectoreS 'de términos 

r f. .r g' s 
ihdependientes complejos 

.: campo incidente 

= campo trasmitido 

= amplitud o intensidad del campoincidenté 

= campo refractado en el j-ésimo pilote 

= campo difractado por él j -ésimo pilote 

= coordenadas c~rte~iahas 

= velocidad de propagaclón de ondas de compresión . en 

el suelo 

= :velocidad :de propag ac ión. de ondas de cortante en 

ei suelo 

= f~2'-=--~2 
s .. s 

= delta de Kronecker 

=. vector de désplazamientos. 

= factor de Neumann ' 

-frebuencia normalizada de.ondas sV 



·n p 

'e ot 

~k 
A 

p 

,A 
s 

\) 

s 

Pp' 

'p s 

I ' 

J, 
l' 

- f~ec~e~cia normalizadadelondas de Rayleigh 

= &nguloentre: 1.3 'fuente 

= longitud de las ondas 

y Ji l-ésim¿ pilote 

I 
incidentes SV 

í 
'j 
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== longitud de las ondas incidentes d~ Rayleigh 

== constante de Lam€ del suelo 

= constante de Lamé de los'pilotes 

= constante de Lamé dei suelo 

= /p2 - k 2 
s s 

- mÓdulo de Poisson del 'suelo 

= densidad de los pilotes 

= densidad del suelo 

tItí o' == comp·onentes. de 'esfuerzos del süeloen las direc-rr' re' rz 

x 

ciones r,e~z, respectivamente 

-- potencial de desplazamientos de 

= potencial incidente de ondas P 

= potencial de· ondas P difracta:do 
. , 
pilote 

- potencial dé desplazamientos de 

= potenciai. de desplazamientos.de 

'- potencial incident~ de ondas SV 

== potencial de ondas SV difractado 

pilote, 

frecuencia de excitaci6n 

= operador gradiente' 

-Q~e~~dor' divergencia 

l' . , 

ondas P 

por el, .• ;¿JI' • 

J-eSl.mo 

ondas SH 

ondas sv 

por el j-ésimo 
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= operador lapla~iano 
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TABLAS .. 

P~LOTE M=4 

1 .0.52835.062 

2 .0.58516818 

3 

4 

.0.56593315 

.0.:58576828 

.O~52835.O62 

0.528-36213 

Ó.58578321 

. .0 .56593.0.09 

.0.58578.321 

.0.52836213 

1,1 .,¡ ¡ .. :. 

M=8· 

.0 . .52836226 

.0.58578337 

<M=l.O< 

.0.52836226 . 

. .0.58578337 

.0.56593.015 . < .0.56593.015 . 

.0.58578337 

.0.528,36226 

.0.5'857·8<33'7 

.0.52836226 

TABLA l •. <Magnitudes' normalizadas de los desplazamientos dé 

los ~ilotes de una barrer~ rrgid~ con P /b . ~·i.35 
, P. s 

. y 5/a. 1. Incidencia de ondas SV con nk= .0.5 

l' 
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Fig lo Barrero, de pilotes como sistema de aislamiento de cimentaciones 
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H/~.p=2; liS = 0.3· y '''7p = 0.4 ',' 
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