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ABSTRAeT 

A theoretical study is presented of the effectivity of a 

row of rigid piles as anisolating ,barrier of plane elastic 

waves. The problem is formulated as one of scattering and 

diffraction using the method of expansion of wave functions. 

A set of cylindrical coordinate systems is chosen in such a 

way that allows, for circular cross-sections, to solve the 

problem of multiple scattering in an exact formo To satisfy 

boundary conditions in each pile the Graf's addition theorem 

and the orthogonality of the trigonometric functions sine 

and cosine are used. Ttasmisibility ratios are defined ~nd, 

for an example, they are calculated in terms of the separa

tion of piles for different frequencies and incident wave 

fields. A discussi6n of the results is presented. 



'RESUMEN 

Se presenta un estudio teórico de la efectividad de una lí 

nea de pilotes rígidos corno barrera aisladora de ondas elás 

ticas planas~El problema se formula como uno de difracción 

mediante el método de expansión de funciones de onda. Se es 

coge un conjunto de sistemas de coordenadas cilíndricas, ad~ 

cuado para el análisis de grupos de pilotes con sección tras 

versal circular los cuales, por su geometría, permiten resol 

ver el problema de valores en la frontera de una forma exacta. 

Para satisfacer las condiciones de frontera en cada uno de 

los pilotes se recurre al empleo del teorema de adición de 

Graf y de las propiedades ortogonales de las funciones seno 

y coseno. Se definen índices de trasmisibilidad y se calcula 

su variación con la separación entre pilotes para diferentes 

frecuencias. Se discute la efectividad de este sistema de 

aislamiento. 



1 • INTRODuce ION 

Hay estructurasen las que, por diversas razones, deben redu 

cirse los niveles de vibración generados en su cercanía por 

explosiones, maquinaria o tráfico. El uso de barreras de on 

das como sistemas de aislamiento ha sido aplicado en varias 

ocasiones, pero sin embargo no siempre se ha obtenido el éxi 

to deseado ya que, o su efecto es adverso o es muy pequeño. 

Los conocimientos teóricos y empíricos que existen sobre el 

problema son insuficiente~, según lo ha citado Barkan (3) 

después de revisar varias aplicaciones de trincheras y ba

rreras de pilotes en problemas de aislamiento. 

En un medio homogéneo sin fronteras, las ondas de cuerpo se 

propagan con velocidad constante a lo largo de una trayec

toria fija. Pero con la presencia de un obstáculo en el 

medio. lB trayectoria de la propagación de las ondas ~ufre I 
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cambios, y eÍ obstáculo actúa como una fuente secundaria de 

energía la cual radia ondas que se propagan hacia afuera 

.del mismo (20, 22). Así, el concepto de aislamiento con ba 

rreras de ondas está basado en la difracción de la energía 

que llevan las ondas. Las barreras de ondas en el medio 

pueden consistir, en general, de zonas de sólidos, de flui 

dos o huecas. La barrera más efectiva es aquella que tras 

mite l~ mínima energía de onda. Esta es la zona hueca ya 

que en, este caso ningún tipo de ondas se trasmite. La re

flexi6n y refracción de la energía de ondas elásticas en 

una interfase plana de sólido a s6lido, s6lido a fluido o 

sólido a vacío, ha sid6 analizada detalladamente por 

Achenbach (2), Ewing, Jardetzky y Press (8), Kolsky (13), 

Mow y Pao (22), Richart, Woods y Hall (23) I Y White (28). 

El problema de aislamiento de estructuras de excitaciones 

externas mediante barreras ya ha sido estudiado (3, 30, 31). 

Las barreras estudiadas consisten fundamentalmente en trin 

cheras o líneas de obstáculos (cavidades o s6lidos) cilín

dricos entre la fuente de energía y la estructura receptora. 

Se consideró la propagación de ondas de Rayleigh. La efec 

tividad del empleo de trincheras como barreras aisladoras 

está limitada por el problema de estabilidad de sus pare

des en suelos blandos, así como por las restricciones de 

profúnd~dad para el caso de ondas de Rayleigh incidentes 

. con longitud de onda grande. El trabajo más profundo sobre 



el uso de trincheras ha sido hecho por Woods (30). La 

alternativa de emplear pilotes en lugar de cavidades o 

trincheras ofrece la ventaja de que generalmente estos no 

están limitados por la profundidad de desplante. 

3 

La idea de considerar.obstrucciones cilíndricas o pilotes 

como barrera' aisladora fue sugerida primeramente por Ri

chart, Noods y Hali (23), y ya ha sido- estudiada experi

mentalmente por Hoods, Barnett y Sagesser (3l) considerag 

do como excitaci6n ondas de Rayleigh, y por Liao y Sangrey 

(15) mediante un modelo bidimensional de ondas acústicas 

que intenta simular el aislamiento de cimentaciones cuando 

inciden ondas. de Rayleigh. Para el caso de ondas electro

magnéticas y acústicas Twersky (25, 26) ha obtenido solu

ciones analíticas. Lo mismo ha hecho Dumery (6) para og 

das acústicas. Para el caso de sistemas de aislamiento for 

mados por obstáculos s6lidos diferentes de los cilíndricos 

ya se han obtenido soluciones analíticas, tal como lo ha 

hecho Leiko y Mayatskii (14) con ondas planas acústicas in 

cidentes sobre una línea de obstáculos elípticos. 

Estudios te6ricos sobre la difracci6n de ondas elásticas 

de cuerpo por una barrera de pilotes cilíndricos en un 

medio, aparentemente no han sido hechos hasta la fecha. 

El objeto de este t~abajo consiste en estudiar la efecti- ~. 



vidad t como barrera aisladora t de un modelo teórico bidi

mensional que está formado por una lfnea de pilotes rfgidos 

~ncrustados en un espacio elástico t isótropo y homogéneo t 

ante la incidencia de ondas elásticas planas P y S. 

En los capftulos siguientes se presentan la formulación del 

problema t la solución numérica y se muestran los resultados 

que se obtienen al reducir a una dimensión finita los siste 

mas infindtos de ecuaciones simult!neas que resultan al sa_ 



tisfacer las condiciones de frontera en cada uno de los 

pilotes. Los resultados indican ser buenos y la conver

gencia de los mismos se ilustra numéricamente. Más ade 

lante se presentan las conclusiones de este trabajo, y se 

comentan algunas posibles extensiones para otros tipos de 

barreras de pilotes. 

5 

Es importante hacer notar que los desarrollos algebraicos 

generados en este trabajo son muy largos; por lo tanto s6lo 

se han incluido las expresiones básicas y las que fueron 

fitiles en la elaboraci6n de los programas de computadora. 

Sin embargo, los desarrollos correspondientes se encuentran 

a disposici6n de los interesados. 



2. FORMULACION DEL PROBLEMA 

Se establéce a continuación la formulación del problema pa 

ra incidencia de ondas elásticas planas SH, SV y P recu-

rriendo a la combinación lineal de soluciones base. Dicha 

combinación de soluciones se expresa en términos de funcio 

nes de Hankel, coseno y seno. Se presenta en cada caso, 

mediante el principio de superposición, la expresión de la , 

solución· general en función de coeficientes complejos des':" 

conocidos que se determinan a partir de las condiciones de 

frontera. 

2.1 Ineideneia de onda4 SH 

En la propagación de ondas armónicas SH el desplazamiento 

w en la dirección z (fig 1) satisface la ecuación reducida 

de onda·o ecuación de Helmholtz (2, 11, 19) 
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+ (1) 

donde k = w/8 = número de onda de cortante; w = frecuencia 

circular, 8 = ¡~/ps =, velocidad de propagaci6n de ondas 

de cortante, , ~ 

medio. 

= m6dulo de cortante y p = densidad del s 

Considérese que la e~citáci6n consiste en una onda plana SH 

de amplitud w y con ángulo de incidencia ~ (fig 2). Si no 
o 

hay obstrucciones en el espacio, la soluci6n de campo l¡b~e 

en el sistema de coordenadas (x)' y)) está dada por 

(2) 

En lo sucesivo el factor tiempo 
iwt 

e se sobrentiende a lo 

largo del trabajo. 

Mediante el principio de superposici6n, la soluci6n general 

se puede construir de la forma 

i NP r 
w = w (x), y)) + ¿ w

J
. (r J.' e.) 

j=l ,J 
(3) 

r donde w.(r., e.) = ondas difractadas por el j-ésimo pilote 
'J J J 

en el sistema de coordenadas (r~, e.) y NP = número de p~ 
J J 

lotes en el medio. 

Empleando el método de separaci6n de variables (21, 22, 24),( 
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las ondas difractadas por el j-ésimo pilote pueden ser re-

presentadas por" 

00 00 
. " (2) . (2) 

AJH (kr.)cosn8.+ ¿ BJH (kr.)senn8. 
n n J J n=l n n J J 

r w.(r.,8.) = ¿ 
J J J n=O 

donde Aj Y Bj son los coeficientes complejos desconocidos 
n n 

que se determinan a partir de las condiciones de frontera 

y H~ 2 ) (.) "= función" de H~nkel de sesund~ especie y orden n, 

la cual satisface la condición de radiación de Sornrnerfeld 

~24) • Al conocer todos los coeficientes complejos Aj y Bj 
n n 

el problema estará resuelto, ya que el campo de desplaza~ 

miento w en todo el espacio está definido por la ec 3. " 

2.2 lnc¿denciade onda~ SV o P 

En el problema de propagación de ondas SV o P el campo vec 

torial de desplazamiento 6 puede ser expresado, de acuerdo 

con el teorema de Helmholtz (2, 11, 19), de la forma 

8 

(4) 

~ = V¿ + Vx~, V· ~ = O' (5) 

donde ~ = potencial escalar de desplazamientos y ~ = pote~ 

cial vectorial de desplazamientos. Sustituyendo la ec 5 

en las ecuaciones de Navier (11, 19), si se omiten fuerzas 

de cuerpo y se consideran ondas SV y P armónicas, se ob-

tiene 

(6) 

(7) 
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donde q = w/a = número de onda de compresión, a=¡(A+2~)/p = 
s 

velocidad de propagación de ondas de.compresión y A=cons 

tante de Lamé. Se puede ver que 9 y ~ satisfacen ecuacio-

nes de onda escalar y vectorial, r:espectivamente. 

2 • 2 • 1 O n d a sS V 

Considérese que la excitación consiste en una onda plana SV 

con ángulo de incidencia w. Si no hay obstáculos en el es-

pacio, el potencial vectorial de campo l¡b~e de amplitud 

·~o en el sistema de coordenadas (Xl' YI) está dado por 

donde k = vector unitario en la dirección z. 

Los dos tipos de ondas, SV y P, que difracta elj-é~imO p! 

lote en el sistema de coordenadas (r., e.) son de la forma 
J J 

-r 
. ~ . (r ., eJ') 

J J 

00 00 . 

= [ I: AjH (2) (kr. >Cos ne . + I: BjH (2) (kr. }sen ne .] k = 
n=O n n J ) n=l n n J ) 

r " = [~.(r., e.)]k 
J ) J 

00 00 

<t>~ (r., e.) = I: cjH (2) (qr.) cos na . + I: OjH (2) (qr.) sen ne. 
) ) ) n=O n n J ) n=l n n ) ) 

(9) ¡\ 

(10 ) 

Mediante el principio de superposición, la solución general 

estará dada por 



NP 
- ti -r r o='vX\jI (x,y) + L: [\,7X\jI.(r.,8.)+\,7<1>.(r.,8.)] 

. 1 l.: j=l J J J. J J J 

2 • 2 • 2 O n d a. s P 

Considérese ahora que 1~ excitaci6n consiste en una onda 

plana P con ·ángulo· de incidencia \ji. Si no hay obstrucci~ 

nes en el espacio, el potencial escalar de eampo l¿b~e de 

amplitud <1>0 en el sistema de coordenadas (X1,Y 1 ) es de la 

forma 

10 

(11) 

(12) 

Los dos tipos de ondas, P y SV, que difracta el j-ésimo p~ 

lote en el sistema de coordenadas (r., 8.) pueden ser re-
.. J J 

presentados por 

ro . ro 

ijJ~(r.,8.)=[ L: CjH(2)(kr.)cosn8.+ 
J J J n=O n n J J 

L: 
n=l 

. (2) '" 
OJ H (kr .) sen ne.] k = 

n n J J 

r. " =[\jI.(r.,8.)]k 
J J J 

(14) 

Haciendo uso del principio de superposici6n, la solución 

general quedará dada por 

. NP r 
. O- ;:: \,7 <1> ~ (x l' Y 1) + L: [\,7 <1> . (r ., 8 .) + \,7X ~~ (r . i 8 .) ] 

j=¡ J J J J J J 
( 15) 



3. SOLUCION NUMERICA 

En la solución numArica se generarán, a partir de las,con 

diciones de frontera, los sistemas de ecuaciones simultá-

neas que son necesarios para obtener los coeficientes com 

pIejos que definen la solución general del problema~ 

En principio se necesita expresar la ec 3 en el sistema de 

coordenadas (r , Sp). Usando las f6rmulas de transformación p 

x = Xl - d donde x = r cos e p lp P P P , 1 5..P < NP (16) 
Yp = Y1 Yp = r sen Sp p 

la ec 2 puede ser escrita en el sistema de coordenadas (rp ' 

e ) como 
p' 

wi(r , s }=w exp(-ik dI cos lP}expf-ik r cos(S -lP}] p po p p, p (17) 



Desarrollando la ec 17 en serie de funciones c~líhdricas 

circulares, es posible llegar a 

00 

wi(r ,e) =w exp(-ikd¡ cosi/J) í: E (-i)mJ (kr )[cosm6 cosml/J + 
. p p o p m=O m m p p 

sen me
p 

sen ml/J] 

donde EO =.1 Y. Em = 2 para m .:. 1 (factor de Neumann), y 

J (.) ~ funci6n de Bessel de primera eS'pecie y orden m. Ha 
m 

ciendo uso del teorema de adici6n de Graf, las ondas ::1ifra~ 

iadas por el j-ésimo pilote (ec 4) pueden ser representa 

das en el sistema de coordenadas (rp,e p ) por 

00 00 E 
w~ (r , e )= í: A j 

í: (-lr ; J (kr )Kn(kd. )cos me p + 
J p p n=O. n m=O. m p m JP 

12 

(18) 

00 00 E 

E B j í: (_l)m ~ J (kr ) L n (kd. ) sen m6
p

' si j < p (19) 
n=l n m=O 2 m. p m )P 

o 

00 • 00 E 

w~ (r , e ) = E (-1) nA) í: ; J (kr ) Kn (kd, ) cos me + 
.) p p n=O n m=O m p m)p' p 

00 , 00 E 

í: (-l)nB) í: ; J (kr
p

) L~ (kd, ) sen m8p ' si j > p (20) 
n=l n m=O m JP 

donde 

Kn(kd. ) =H(2) (kd).p> + (_l)m Hn(~m> (kd),p) 
m JP n+m 

Ln(kd. > =_H(2) (kd. ) + (_l)m H(2) (kd.·). 
m)p n+m JP n-m)p 

y ( 21) 

(22) 



13 

Sustituyendo lasecs 18 y 19 o 20 en la ec 3, el campo. de 

desplazamientos en el. sistema de coordenadas (r , e ) adquie 
. . p p 

re la forma 

ca 

w (r , e ) =w exp(-ikd costIJ) 1: e (-iFJ (kr ) [cos me cos mtIJ + 
. p p o' . ~p m=O m . m p p 

p-l ca . ca e 
senme senmtIJ]+(l-o J! 1: {1: AJ 1: (-lr; J (kr )Kn(kd. )x 

p p j=l n=O n m=O m p. m JP 

ca ca e 
cos m8p+ 1: B; 1: (-lr .; J (kr ) L

n 
(kd. ) senme J + 

n=l m=O m p m JP p 
• 

ca ca 

1: APH (2) (kr ) cosme + 1: BP H (2) (k~ ) sen mep + 
m=O m m P P m=l m m P 

NP ca GO e 
(1-0 NP) 1: { 1: (-l)nA

j 
¿ m J (kr )K

n 
(kd 'p> cos mep + 

p j=p+1 n=O n m=O -2- m .. p m J 

ca ca • e 
1: (-lfB j 1: ~ J (kr } Ln(kd )senme J, p==1,2, ••• ,NP (23) 

n==l n m==O 2 m p m jp p 

donde o .. == delta de Kronecker. 
~J 

Las condiciones de frontera que deben ser satisfechas son 

w (r , e ) I == llz. p' o < ep < 21T . Y P == 1,2, ••• , NP 
P . p k ==a 

. p p 

(24) 

dondell :::: desplazamiento de cuerpo rígido, en la dirección 
zp 

z, del p-~simopilote. Del equilibrio dinámico en el p-~s! 

mo pilote (16, ·18) I se tiene 
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27T . dW (r , e ) 
A =- 2

1
M ¡ {[lJ arP p] la de, p=I,2, •.•. ,NP (25) 

zp w P o P r ==. a p p 
p p 

donde M == masa del p-ésimo pilote por unidad de longitud. 
p 

Realizando las operaciones de la ec 25, se obtiene 

o 

p = 1, 2, ... , NP 

donde p == densidad de los pilotes. 
p 

(26) 

Sustituyendo las ecs 23 y 26 en la ec 24 y usando las pro-

piedades de ortogonalidad de las funciones coseno Y seno, 

es posible obtener dos sistemas infinitos de ecuaciones si-

multáneas que tienen la siguiente forma 

p-:l co 

(l-ó t(-lr E E 
P j=1 n=l 

. H(2) (ka) 
n J m p 

L (kd. ) B + J (k ) m Jpn a· m p 

NP co 

+ Cl-ó
pNP

) E E (_l)n X 
j=p+l n=l 

Ln(kd. )B j =-2\~ (_i)m exp(-ik d1pcos1J!) sen m1J!, p=I,2, ... ,NP 
m JP n o 

y m=l,2, •.. ,co (27) 

y 



(1-0p1 ) (-1) m PJ.=~ll" "~ [K
n 

(kd. )- e 
n=O m JP mo 

15 

[o: 
H (2)(ka ) 

m P 
J (ka) m p 

- Ó mo 
4 Hi2)(ka }] "NP "(X) n 

J (ka f A~ + (l-opNP) . r r {-1} X 
o P J=p+1 n=O 

Kn (kd. ) - ° " P H (kd ) AJ = ó _ s • 
[ 

4 Ps J 1 (ka) (2) ] ."[ 4" P J 1 (kao) _ 
m J P mo kap . J (ka) n "j p n mo ka p J (ka) ppo p p p o P 

2 (_i)m] Wo exp(-ikdlpCOSl/!) cos m1/!, p~l, 2, ••• ,NP Y m~O, 1, ••• ,~ (28) 

Numéricamente, los sistemas infinitos de ecuaciones simultá-

neas 27 Y 28 no pueden ser resueltos. "Por 10 tanto, es nec~ 

sario reducirlos a sistemas finitos para obtener su solución. 

Una vez que los sistemas 27 y 28, reducidos a dimensión fi-

nita, han sido resueltos se puede calcular el campo de des-

plazamientos w en cualquier punto del espacio. En el "Apén 

dice B se describe el prógrama para computadora que ha sido 

elaborado para reali~ar los cálculos involucrados en el 

problema. 

3.2 Otlda..s SV 

Mediante las f6rmu1as de transformaci6n 16" la cantidad esc~ 
" i " 

lar ~ (x1'Y1) de la ec 8 puede ser representado en el sis-

tema de coordenadas (rp,ep )' en serie de funciones cilíndri

cas circulares, como 
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ClO 

Ill(r...( o ) = IP exp (-ik d
1 

COSIP) E e:: (_i)m J (kr )[cos mO cos ml/J + 
1-' po. p m= O m m pp. . 

sen mS sen mIP} (29) p 

Recurriendo al teorema de adición de Graf, las ondas difrac 

tadas por el j-ésimo pilote (ecs 9 y 10) pueden ser represen 

tadas en el sistema de coordenadas (rp ' Sp) por 

00 00 E 

IP~(r,S)= E A j E (-l)m~J (kr )Kn(kd.) cosmS
p

+ 
) p p n=O n m=O 2 m p m )P 

00 ClO m Em 
E B j E (-1) -2- J (kr) Ln(kd. ) sen mS , si j<p (30) 

n=l n m=! m p m)p p 

o 

00 • ClO E 

I/J~(r , S ) = E (_l)nA) E ; J (kr )Kn(kd. ) cosmO + 
J p P n=O ~ m=O m P. m J P P 

00 • 00 E 

E (_l)nBJ E ; J (kr )Ln(kd. ) senmOp ' 
n=l n m=l ro p m ) p 

si j > P ( 31) 

y 

r 00 j ClO m Em n 
<f¡).(r,Sp)= E e E (-1) -2-J (qrp)Km(qd.) cosmSp + 

p n=O nm=O m JP 

00 • 00 E 

E· DJ E (_l)mJ; J (qrp)L~(qd. ) sen mo p ' 
n=l n m=l m )P 

si j < P (32) 

o 
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!lO !lO E 

cp~(r , a )= L (-1)n c j E : J (qr )Kn(qd. ) cosme + 
.) p p n=O n m=O m p m JP P 

!lO !lO Em n 
E (-1)n Dj E -2-J (qr )LmCqd. ) sen ma· 

n=1 . n m=1 ro P JP p' 
si j > P (33) . 

En el sistema· de coordenadas (r ,a ) la ec 11 puede escri-
. p p 

birse de la forma 

. NP 
6(r,a )=\7X11?(r,a)+ E [~XtPl:"(r ,a)+\7cpl:"(r,a)] (34) 

p P p P j=1 . J P P J P P 

tal que 

- A A 

Ó (r , e ) = u ( r , e ) i + Ve (r , e· ) j e ( 35) 
P P r PP r PP 

A A 

donde i r = vector unitario en la direcci6nr, ja = vector 

unitario en ladirecci6n e y 

a 1J¡ i (r , e) NP [ 1 
u (r ,a ) = _1_ ---:::-::-...... P---'P...... + E --

r P p rp as p j=1 . rp 

a1jJ~(r,e) a<p~cr,e)] 
J P P + J P P ( 3.6 ) 

aa ar 
p P 

a1J¡ i Cr , e) NP [ a1J¡l:" (r , e ) 1 a<p~ (r, e ) ]. 
( e) '. p P + E - ) P P + - ) P P (37) ve rp' p =- orp )'=1 ar r ae 

p P P 

Desarrollando las ecs 36 y 37 se obtiene que 
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._ ......... .. 
w 00 

u· (r ,8 )=....Q. exp(":'ikd
1 

cosl/!) E mE (-i)mJ (k:r ) [cosm8 senrmJ!-
r P P rp P m=O m m P P 

senm8 cos rrn/I 1+ (1-6 1) ~1 [- ; . ~ A~ ~ m(-l)m E; J (~ ) If Oro. ) X 
P P j=l P n=O lTFO.. m P m JP 

1 00 • 00 e: 
senm8 + - E BJ. E m(-l)m 2m J (k:r )Ln(kd. ) cos m8

p 
+ 

P rp n=1 n 1TF1 m P m JP 

00 00 me: 00 .00 e: 
q E Cj E (-1) 2m J' (qr )If(qd. )cosm8 +q E oJ E (_l)m ~ X 
. n=O n ITFO· m pm Jp. P n=1 n 1TF1 2 

J' (qr )Ln(qd. )senm8 - ~ E AP m H(2) (k:r )senm8 +~ E BP X 
] 

00 00 

m . P m JP P rp m=O' m m P P rp 1TF1 m 
o 

00 00 _ .... 

. m H(2) (k:r ) cosm8 +q E cP H(2)'(qr ) cosm8:+-q E rP H(2)'(qr ) senm8 + 
m P P m=O m m P P 1TF1 m m p P 

NP

r 
00 .00 e: 1 n . m 

(1-éi NP) E - E (-1) AJ E m-2 J (k:r )~(kd. ) sen m8 + 
P '~1 rOn O m P m. JP P J-,t', P n= 1TF 

00 .00 e: 00 • 00 e: 
1 E (-l)~J E m ; J (k:r) Ln(kd. ) cosm8 +q E (_l)n CJ E ; X 
rp n=1 n 1TF1 m p m JP P n=O n lTFO . 

00 • 00 E 
J' (qr )If(qd. ) cosm8 +q E (_l)n DJ E 2m J' (qr ) Ln.(qd. ) X 
m P m JP. P n=1 n uF1 m P m JP 

sen m8 J, P = 1,2, ••• , NP P . (38) 

. v
8
(r,8 )=- W kexp(-ikd

1 
COSW) ~ e: (-i)mJI(k:r )6sme cosrrnJI + 

pp o P lTFO m .m p[ P 

senm8 senm1JJ ]+(1-0 1) ~l[_k ~ Aj ~ (_l)m E; J' (kr ) If(kd. ) X 
P P j=l n=O n lTFO m P m JP 
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00 00 E 00 00 

cosme -k E Bj E (_1)m --.!!! JI (kr ) Ln(kd, ) senme _1... E cj E m x 
. P n=1 n Il'F1 2 m P. m JP P rp n=0 n Il'F0 

m Em • .11 00 00 E 
(-1) T J (qr ) K (qd, ) senm8 + 1... E o=i, E m{-1)m 2m J (qr ) x 

m P m JP P rp n=1 n Il'F1 m P 

Lmn(qdJ'p) cosme J-~ ~ AP H(2)1 (kr·) cosma -k ~ rJ? H(2) I (kr ) x 
P Il'F0 m m. P P Il'F1 m m P 

00 00 

sen me _1.... E cP m H (2) (qr ) sen ma + 1 E ¡)P m H (2) (qr ) cos me + 
P rp Il'F0 m ro P P rp Il'F1 ,m m P . P 

NP¡ 00 .OOE 
(1-0

NP
) E -k'E (_1)n AJ E 2mJ'(kr) ~(kd, )cosme -

o P j=pt + n=O. n Il'F0 m P m JP . P 

00 .OOE 00 .• 00 E 
k E (-1) n sJ E --.!!! JI (kr ) L n (kd. ) sen me - 1 E (-1) nCJ E m ~ x 

n=1 n Il'F1 2 m P m JP P rp n=O n Il'FO 2 

00 • 00 E 

J (qr )~(qd. )senm8 +1... E (-1)noJ Em mJ (qr) Ln(qd.):oc 
m P ro JP , ,p rp n=1 n m=1 ro P ro JP 

cos m9p] , p; 1,2, ••• , NP 

,. 

(39) 

Segün la fig 3, las condiciones de frontera que deben satis 

facerse son 

u· (r , e ) I = 6 cos e + 6 se~ e 
r P P Ir P = ap xp P YP P 

, o < e <2IT y p=1,2, ••• ,NP (40) - P-
ve (r , e ) I ~ -1.1 ~en e + 6 cos e + a 0 e P p Irp=a xp p YP P P P 

. P 

.donde 6
xp 

= desplazamiento de cuerpo rígido en la direcci6nx 



del p-ésimo pilote, A = desplazamiento de cuerpo rígido yp 

en la dirección y del p-ésimo pilote y 0ep = rotación del 

p-ésimo pilote. Del equilibrio dinámico en el p-ésimo pi-

lote, se obtiene 

20 

A = - ~ ¡2rr [( a cos e - T e sen e )1 j a de , 
xp w21-1p o r p r p k = a p p 

p=1,2, ••• ,NP (41) 

. .. p 

1 2rr [ . ' 
Avn=- 2~L f (a sen e +T e cos e ) 

~l:' W ¡' por p r. p 
a de , 
p p 

p=1,2, ••• ,NP 

0e = __ 1_ i
2rr

[T
r
'e " ja2 da , p = 1,2, ••• , NP 

P w2J p o r = a p p 
, p 

(42) 

(43) 

donde J p = momento polar de inercia del p-ésimo pilote por 

unidad de longitud, y 

a U r (rp ' Sp) [1 avs (r , S) u (r , e )] 
a = O + 2 ) - - + A rp p p + r p P, (44) 

r \ ~ arp as p rp 

(45) 

Sustituyendo las ecs 44 y 45 en las ecs 41 a 43, y realiza~ 

do las operaciones involucradas, es posible obtener 

i 
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p-1 (X) • 

!J. =- 2lP i F2 e.~(-ikd cos ¡P) sen ¡P - (1-0 )F2 í: í: BJ Ln(kd. ) -
xp O ',lp ,p1 j=l n=1 n 1 JP 

p-1 (X) • H (2) (ka ) H (2) (qa ) 

(1-0 1)F1.í: í: C~ ~(qd. )+F2 ~ (ka f ~ + F1 ~ ( a f ,ci + 
P J=l n=O JP 1 P . 1 q P , 

~,oo. ~ (X) • 

{l-o ._)F2 í: í:' (_l)n BJ L~(kd. ) + (1-0 .-l F1 I í: (-1) n CJ ~ (qd. ), 
pNP j=p+1 n=1 n JP pNP j=p+1 n=O n, JP 

P = 1,2; ••• , NI? (46) 

p-1 ro • 

typ =2¡P iF2exp (-ikd1 cos¡P)oos¡P+ (1-0 J! F2 I: í: AJ ~(kd. ) -
O P P j=l n=O n JP 

~ (2) (k ' (2) ( ) p-..L (X) j n H1 ca I p' H1 qa 
(1-0 J! F1.í: I: Dn L1 (qd. }-F2 J (ka f AJ. +F1 J ( f ni - , 

P J=l n=1. JP , 1 P 1 gap 

~ '00,. ~ 00 • 

(l-o"""TO) F2 í: I:(-1) n AJ ~ (kd. ) + {l-o .-l F1 í: í: (-1) n DJ L~ (qd. ), 
1:'.... j=p+ 1 n=O n JP pNP j=p+ 1 n=1 n JP 

p = 1,2, ••• , ~ 

4F2¡P _ o 
6ep - a 

p 

(47) 

. (48) 

" p' 
1 s 

y F2 = - - J 1 (ka ). 
a p Pp ,p 
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Sustituyendo las ecs 38, 39, 46, 47 y 48 en las ecs 40, y 

usando las propiedades de ortogonalidad de-las funciones co-

seno y seno, se pueden obtener cuatro sistemas infinitos. de : 

ecuaciones simultáneas que tienen·la siguiente forma 

p-1 IX> [ E. ..] . 
(1-6 1) t.: t.: {- ..!!!..(_Um 

2
m 

J (ka )rOro. )-ó
rnl

F2 ~ (kd.) AJ + 
P j=l n=0 ap m p m JP m JP n 

NP IX>f E -] (l-ó . ..-J t.: 1: {-..!!!.. (_Un 2m J {ka )~(kd. )+ó
rnl

F2(-1)I].¿1(kd. > x 
pNP' j=p+1 n=0 ap m pro, JP m JP 

Aj + 5 ~ (_l)n E2m JI (qa )Ln (qd. )- ó
rnl

F1 (_l)n Ln (qd. )]~} = [ m' x 
n 00 [ m P m JP . m JP n ap , 

E (_:om J (ka )+ó
rnl

2iF2]l/J exp (-ikd
1 

cosljJ) cosml/J, p=1,2, ••• ,NP .y 
m m P ,o P , 

m = 1,2, ••• , IX> (49) 

(l-Ó'l>~l ~ {Lk(_1)m
E

2
m Jm"(ka > ~(kd. )-6rnlF2~(kd.) - 6 x 

P, j=l n=0 [ P m . . JP m JP rro 

4F2 ~2 ~:P~ H (2) (kd. >]Aj + ~ [..!!!.. (_l)m Em J (qa ) L~ (,qd
J
.p> + órnlF1 x 

1, P n 'JP n no ap ,m P 
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. ] ~. . H(2) (ka ) H (2) (ka ) ] 
Ln(qd. ) oj} + _kH(2) I (ka ) + Ó F2 ro P - Ó 4F2 2 P AP + 
ro. JP nro· '. p Int JI (kap) no JI (kap ) ro 

Ó [.!!'- H(2) (qa )-eL Fl H~2)( (qar) ]oP + (l-óÑ.m) ~ . ~ {t- k (-l)n E2m x' 
no a ro P llLL 1 qa ro .1:""..... '=p+l O PP" J- n= 

_Jl . . . J 2 (kap ) (2)' ] 
JI (ka ) K (kd. ) + ó

rnl 
F2.( -1) I\,I1 (kd. ) -ó 4F2 J (ka ) (-1) ~ (kd.) x 

ro P ro JP' ,"In JP no '. 1 n JP P . 

Aj + t [~(_l)n E2ro J (qa )L
n (qd. )- ó

rnl
Fl (-l)~P (qd. )]oj } =[k x 

n no a
p 

ro pro. JP . . ro Jp. n ' ' 

p = 1,2, ••• , NP Y ro,= 0,1, ••• ,00 (50) 

(l-ó ~rn) ~ ~ {8 [~(-1) n E2ro ~ (ka ) ~ n (kd. ) -ó
rnl

F2 (-1) ~P (kd. )] x 
p:u- j=p+l n=0 ~ ap . ro p. ro JP ro JP . 

Bj+~(-l)n E2roJI (qa }lf(qd. )-ÓrnlFl(~l)V(qd, )]cj 
} = [:... ~ x 

n' [ , . ro P ro JP ro JP n ap 

E (-i)roJ (ka )-ó
rnl

' 2iF2]tjJ eXp f-ikd
1 

cOstjJ)senrotjJ, p=1¡2, ••• ,NP Y 
ro ro P . o p 

. ' 

ro = 0,1, •.• ,00 
(51) 

, I 
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(l-0ÑJt) r r {a· -k(_l)n 2m JI (ka )Ln(kd. )+0rnlF2(-1)1'1:P(kd.) Bj + NP QO [ e: ] 
.1;".... j=p+ 1 l'F0 no m . p m JP . m JP n 

. . . 

(-i)~' (ka ) +Ornl2iF2 ]1/J exp(":ikdl cosl/J) senmI/J, p = 1,2, ... ,NP Y m p o p. 

m = 1,2, ..• , QO (52) 

donde 
A = {no existe, si i=j 
O.. 1 "-J 
~J , s~ ~rj 

Debe observarse que las ecs 49 y 50 tienen que resolverse 

simultáneamente; lo propio debe hacerse con las ecs 51 y 52. 

Una vez que han sido determinadas las inc6gnitas.A j , Bj , cj 
. n m n 

y D~ , j=l, 2 , •.. , NP, n=O, 1, .•• ,00 y m=l, 2, .•• , QO, se puede .o~ 

tener el campo de desplazamientos 5 en cualquier punto del 

espacio_ En el Apéndice B se describe el programa que ha 

sido desarrollado para resolver el problema. 



25 

3.3 Onda.6 P 

Usando las f6rmulas de transformaci6n 16, la ec 12 puede ser 

representada en el sistema de coordenadas (r , a ); en serie 
p p 

de funciones cilíndricas circulares, de la forma 
~ 

en 

¡pi(r , a )=4> exp (-iqd
1 

ces I/J) E E (_i)m J (qr )[cesm9 cesrnI/J + 
pp o" p .m=Om m p p 

" 

sen m a sen m I/J 
p 

(53) 

Empleando el teorema de adici6n de Graf, las ondas difracta 

das por el j~ésimo pilote (ecs 13 y 14) pueden ser represe~ 

tadas en el sistema de coordenadas (rp ' ap ) por 

r ro J' ro m Em n 
¡p.(r ,a)= E A E (-1) -2 J (qr )K (qd. ) a + 

J p p n=O n m=O m p m JP cos m P 

en 

E Bj 
. n 
n=1 

en E 

E (_1)m f J (qr )Ln(qd. ) senmS", 
m=1 m p m JP p 

si j < P (54) 

o 

r en • ro Em n.· 
¡p.(r,e ) = E (_1)nAJ E "2 J (qr )K (qd. ) cosma + 

J" P P n=O n m=O m p m JP p 

en en E 
E (-i)n'B~ E ; J m (qrp ) L~ (qd

J
.p ) sen m8 p ' . si j > p (55) 

n=1 m=1 

y 
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r 
ro. ro E 

ljI . (r , e ) -= r CJ r (-1) ro m J (kr ) Kn (kd. ) cos me + 
J P P n=O n m-=O, 2 m P 'm JP P 

ro ro E 
r Dj r (_l)m 2m J (kr )Ln(kd.) senme·, si j< P (56) 

n=l n m::;;: 1 , ,m P m JP P 

ro .' ro Em n 
ljIX: (r , e ) = r (-1) nCJ r 2"" J (kr ) K (kd. ) cos mS + 

J P P n=O ,n m=O ,m P m JP P 

ro • 00 E 

r (_1)nDJ r 2m J (kr )Ln(kd. sen me, si j > P (57) 
n=1 n m=1 m P m JP P 

En el sistema de coordenadas (r , e ) la ec 15 puede repre-
P p , 

sentarse de la, forma 

es (r
p

' e
p

) = Vq/ (r , e ) + Nt [Vcf>X: (r , e ) + Vx ljIX: (r , e ) 1 (58j '. 
P P j=l J P P J pp' 

De la ec 58, las componentes del vector J, ur y ve' SOD 

i [ a~j (r12, 
9

12) 
r 

1 
acf> (r ,e ) NP 

+..!.. 
aljl . (r , e ) 

u (r ,e ) = E E + r J E E 
r P P ar j=l . dr

p 
r de 

P P P 

(,59) 

i . 

[ ;p 
r a.¡,r(r ,9 )] 1 dcf> (r , e) NP dcf> . (r ,e ) 

ve (r , e ) = . E E + r ,J E E _ J E E 
p P r aep j=1 aep dr 

P P 

(60) , 

Desarrollando las 'ecs 59 y 60 se obtiene que 
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~ 

u (r 18p) = ~ q exp (-i q d
1 

eos ¡P) i E (-i)mJ , (qr ) [eos ma eos m¡p + 
r . po. . p m=O m m p p 

. P-1f ~ . ~ E . 
senm8 senmtP]+(l-o 1) i q i AJ i (_l)m m J' (qr )Ji1(qd, ) eosm8 + 

p '" P '-1 =O n O m p m JP p J- n- m= . 

~ . ~ E (X) (X) 
q·i BJ i (_l)m. m J' (qr ) Ln(qd, ) senm9 -l:... i cj i m(-l)m x 

nm=l . m P' m JP P r rF1 P rFO n m=O 

E (X) .~. E 

.J!! J (kr )Ji10<d. ) senm8 +l:... i DJ i m(-l)m 2m J (kr )Ln(kd. ) x 
2 m P m JP P r -1 n 1 m P m JP P n- . m= 

eosm8 ]+q ~ AP:H(2)'(qr) eos'me +q ~ BP H(2)'(qr ) senm8 -
P m=O m m P P nF1 m m P P 

. . 
(X) (X) 

l:... i cPmH(2) (kr) senm9 + ...!.- i oPmH(2) (kr ) eos me + 
rOm m P P r 1m ro P P pm= pm= . 

NPt(X) .~E . 
(1-0ri'\fD) i q i' (_l)nAJ i 2m Jt(qr )Ji1(qd. ) eosm8 + 

1;4.... '=p+1 =O n . O· m P m JP P J- n- m= 

co • co E. 1 co (X) 
q i (-Ú~J i ; JI (qr )Ln(qd. ) senm8 - - i (-l)nCj i m x 
rF1 n m=1 . m P m JP P rp rFO n m=O 

E co .~ E. 

2
m J (kr )Ji1(kd. ) senm8 + 1 i (-l)~J i m 2m J (kr )Ln(kd. ) x 

m P m JP P r 1 n 1 m P m JP pn= m= 

ces inep] , p = 1,2, ••• , NP (61) 

. ~ ~. 

ve (r ,8 )= ~ exp(-i'qd
1 

eos ¡P) i m E (-i)mJm(qr ) [cosm9 senm¡p -
. P p. rp p m=O m p p • I 

. p-'1 [ ~. ~ E 
senm9 CosmtP] + (1-0,..) i - l:... i AJ i m(_l)m ; J(qr )~(qd 'p) x 

p .1:"-'- j=l rp rFO n m=O .' ro. p m J 
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IX) IX) E 
1 j m m n 

senms
p
+- L B L m(-1) "2 J (qr ) L (qd. ) cos me -

rp n=1 n IDF1 m p m JP P 

(lO ,IX) E IX) ,IX) E 

k L CJ L (_1)m ; JI (kr )K? (lcd, ) cos me - k L oJ L (_1)m -1!! x 
n=O n IDFO m P m JP P n=1 n IDF1 2 

.. JI (kr )Ln(kd. ) ~me 1_ 1:.- ~ AP m H(2) (qr) sen me + 
m P m JP pJ rp IDFO -In. . m . P P 

IX) (lO IX) 

1 L BPmH(2) (qr ) cosmS -k L ¿? H(2) I (kr ) cosmS -k L r:P H(2)'(kr ) x 
rp IDF1 m m P P IDFÜ m m· P P :m=l· m m P 

senmS + (1-opNP) ~ [_1:.- ~ (_1)n Aj ~ m Ern J (qr) K?(qd. ) x 
P j=pt1 rp n=O n IDFO 2 m P m JP . 

IX) • IX) E 

senrn8 +1:.- L (-1)1J3J L m ~ J (qr )Ln(qd. ) cosmep P rp n=1 n IDF1 m p m JP 

IX) ,IX) E IX) • IX) E 

. k L (_1)nCJ L ; JI (kr )K?(kd. ) cosm9 .... k L (-1)IU] L ; JI (kr ) x 
n=O I"\n=o m P m JP P n=1 n IDF1 m P 

. Ln(kd. ) senrne j, P = 1,2, ••• , NP 
m JP P 

• 

(62) 

Las condiciones de frontera que deben ser satisfechas son 

u (r , e ) . =6vn cos e + 6.. -- sen e 
r P P r =a "".1:' P -yp P 

P P 

Ve (r
p

' e
p

) =~!J. sen e +!J. cos e + a 0e r=a xP P yp P P P 
P P 

,0 < e < 21T Y p=1,2, •• ~,NP (63) 
- P-

Recurriendo al equilibrio dinámico del p-ésimo pilote, Se 
• 

obtiene 



, 1 
I:::.xp=- w2 M 

P 

1 
1:::. =---. yP w2M 

e =ep 

, donde 

a 

P 
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f 2TT[(0 cos e - t es~e ) ]a da , p=l,~, ••• ,NI? (64) 
o r p r, p r=a P P 

P P 

2TT [ f (o sen e + T e ros a ) o r p r p 'Ja de , p=l,2,~.~, NI? (65) rpa P P 

p=l,2, ••• , NI? (66) 

au (r,e ) 
+A [ ;p ave (r ,e ) u (r • e )] 

o = ()..+4i) r E p E E + r E E 
r ar ae rp 

(67) 
p p 

[;p 
au (r ,9p> (Ne(r ,e ) ve (r ,e ) ] Tre = 11 r E + ,P E _ E E 

ae arp r p p 
(68) 

Sustituyendo las ecs 67 y 68 en las ecs 64 a 66, y realizan 

do las operaciones involucradas, es posible llegar a obtener 

NI? oo. NI? 00 • 

(l-0rV\TD)Fl ¿ ¿ (-l)~J~(qd.) + (1-0rV\TD)F2 ¿ . ¿ (-l)rnJL~(kd. ), 
~~ j=p+l n=O n JP ~~ j=p+l n=l n JP 

p=l,2, ••• , NI? (69) 
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p-l Q) • . 

hyp=- 24>0 i Fl exp (-iqd1.p cos 1J; ) sen ljI- (l-ápl) Fl ¿ I BJ~ (qd. ) + 
j=l n=1 n JP. 

p-1 Q). H (2) (qa ) H(2) (ka ) 
(1 á ) J . .n) 1 E P 1 P P - 1 F2 ¿ ¿ e K1 (kd . + TI J ( r B1 - F2 J (ka \ el + 

P j=l n=0 n JP 1 qap . 1 p' 

NP Q). NP Q) • 

(l-á NP)F1 ¿.' ¿ (-l)~JL~(qd. )-(1-ápNP)F2 ¿ ¿ (-l)neJ~{kd.), 
IA j=pt 1 n=1 n JP j=pt 1 n=O n JP 

p=1,2, ..• , NP (70) . 

Sustituyendo las ecs 61, 62, 69, 70 Y 71 en las ecs 63, y r~ 

curriendo a las propiedades de ortogonalidad de las funciones 

coseno y seno, es posible.obtener cuatro sistemas infinitos· 

de ecuaciones simultáneas que presentan la siguiente estruc 

tura: 

(l-á 1)' ~l ~ {[q{_l)m E:2m JI (qa )~{qd·. )+ó
rnl

Fl ~(qd. )] Aj + 
P . j=l n=0 m P m . JP m JP n 

6 . [~ (~l)m E:; J {ka )Ln(kd. )+6 ü.F2Ln (kd. )]nj } + rqH (2)'{qa ) -
no ap . _ m. .p ro JP ~. m. JP n [m P 

. . 

H (2) (qa)]. [ H (2) (ka ) 
ó Fl m P AP + g .!!!.. H (2) (ka ) - Ó F2 m . P 
rnl JI (qa ) m no a Ir. P rnl JI (ka ) 

P P P l~+ 
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cÍ-ÓpNP
) ~ ~ {rq E; J' (qa ) (-1) ry'l (qd . )-ó

m1
F1 (-1)ry'l(~. >]A

j 
+ 

j=p+ 1 11=0 [ m P , m JP m JP n 

~ [1!l.. Em J (ka n-1)~n(kd. )-ó
m1

F2(-1)l):.n(kd. )]Dj}=-[q E X 
no ap m P m JP m JP. n . m 

(-i>mJ , (qa )+óm1
2iF1]<P exp (-iqd

1 
cos\)J) cosm1J!, . p=l,2, ••• ,NP Y 

m P o P 

m = O,l, •• q a;; (72) . 

p-1 IX) , [m m Em '] . h-óp1
) L . L {- - (-1) - J (qa )r{cp. ) + óm1F1 r(qd. ) AJ -

j=l n=0 ap 2 m P m JP m JP n 

g [k(_l)m C2m J' (ka )Ln(kd. ) +ó
m1

F2Ln (kd. )]0:1}+ [_...!!!.. x 
no m P m JP m JP n a . P 

, H(2) (oa ) ] [ 'H (2) ('ka ) 
H(2)(qa )+6 F1 m .. p AP + -kH(2)'(ka )+15 F m p 
m P m1 J

1 
(qa

p
) m· m P m1 2 J 1 (kap) 

(l-ópNP) ~ ~ {L...!!!.. E2m J {qa > (-l)nr(qd. )+ó
m1

F1 (-1) nr (qd . )]A
j 

+ 
j=p+1 n=O [ap m P m JP . m JP n 

g [-k E; JI (ka ) (_l)~n {kd. )+ó
m1

F2 (-l)l):.n (kd. )]D
j

} =[m E x 
no m P m JP m JP n ap m 

(_i)m J (qa ) +ó
m1

2i F1] <p exp (-i q d1 cos 1J!) . cos rmjJ,' P = 1,2, ••. , NP Y 
. m P o P 

m = 1,2, ••• , IX) 
(73) 
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(l-orlJO> ~ ; .{g l E2ro JI (qa > (-1)~n(qd. ) - ÓrnlF1(-1)~n(qd. >]Bj + 
1:""..... j=p+ 1 n=O no L ro P, ro • JP ro JP n 

r~ E2ro J (ka) (-1)']¿10<d.) + ó
rnl

F2(-1)']¿1(kd. >]Cj }=- [q E X 
a ro P ro Jp. . ro JP n ro 
P . . 

(-i)roJI (qa )+ Ó
rnl

2iF1]Ci> e.xp(-iqd
l 

cos1fJ) sen mP, P =1,2, ••• ,NP Y 
ro P o P 

" 

ro = 1,2, ••• , (D (74) 

(1-0 1)~1 ; {g. [~ (_i)ro Ero J (qa )Ln(qd. )+ÓrnlFlLn(qd. >] Bj _ 
P j=1 n=O no ap . ro P ro JP ro JP n . 

[
ro Ero • .TI . _.TI J 2 (kap ) . .TI (kd. >]cj } + 

k(-1) -2 JI (ka )K (kd. > + 0rnlF2 K .(kd. ) + o 2 F2 J (ka ) K 
. ro P ro JP ro JP ITO 1 ro JP n . P 

H(2) (ka > 
ro P 
J

1 
(ka

p
> 

1: F2( 1)IV1(kd > 1: 2F2 J 2 (kap ) (_1)n..TI(kd. )]Cj }=_r~ <' x 
\.lrnl - 'ro jp -\.lITO J

l 
(kap) Km JP n la

p 
<.oro 
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(_f,m J (qa '+Óm1 2iF1]¡P exp(-iqd1 ' ooslfJ) sennup, p=l,2, .•• ,NP Y m po· . p . 

m=O,l, .•• , Q) (75) 

Conocidos Aj 
n' j=1,2, ••• ,NP, n=O,l, .•• ,Q) y 

m=1,2, ... ,oo, la ec 15 permite calcular el campo de despla 

zamientos l én cualquier punto del espacio. Los cálculos 

numéricos se hacen con un programa que-se describe en el 

Apéndice B. 
o 

Los programas para computadora, que se presentan en el Apé~ 

dice B, pa'ra obtener la soluci6n numérica del problema fueron 

elaborados tomando en cuenta recomendaciones de la literatu-

ra (4,5,9,10,12). 



4. RESULTADOS 

Los resultados qtie se presentan en este capitulo correspon-

den a ondas pla~as incidentes SH, SV y P con ángulo de inci 

dencia 1jJ = 90°, es decir, incidencia normal a. la linea de pi 

lotes. Las ondas incidentes asi como las difractadas depe~ 

derán de las frecuencias normaljzadas 

ka 2a n =- = 
k TI Ak 

o 

\ 

n =~ = 
q TI 

2a 
Aq 

(76) 

donde Ak' Aq = longitud de las ondas planas incidentes S y P 

respectivamente, a = radio de los pilotes y nk ,' n = frecuen 
q . -

cia normalizada de' cortante y compresi6n respectivamente (r~ 

laci6n del diámetro de los pilotes a la longitud'de las ondas 

incidentes) . 

Para ilustrar la precisi6n del planteamiento te6rico prese~ 

tado se calcularon los desplazamientos y los giros de los 
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pilotes. En los cálculos se usaron distintos valores de M, 

orden de las series de funciones de, onda, variando tan solo 

de 6 a 8.· En todos los casos se emple6 un mismo valor de 
. " 

p /p . = 0.65 Y un número fijo de pilotes, NP = 8, formando s p . 

la barrera de aislamiento. 

En la tabla 1 se presentan las partes real, imaginaria y la 

amplitud de h correspondientes a incidencia de ondas planas zp 

SH con Il k = 0.4 Y I/J = 90 o. En la tabla 2 se muestran los mismos 

resultados pero de h , h Y Gep cuando inciden ondas planas 
x~ yp 

SV con Ilk :::: 0.8, Ilq = 0.4 Y I/J:::: 90°. Finalmente, en la tabla 3 

se presentan la~ p~rtes real e imaginaria de hxp ' 6 y 0 yp ep 

para el caso de incidencia de ondas planas P con Il
q

:::: 0.4, 

n
k 

:::: 0.8 y I/J :::: 90°. 

Para medir la efectividad de una barrera aisladora formada 

por una línea de pilotes rígidos ante la incidencia de ondas 
, 

planas SH, se defini6 un índice de transmisibilidad que tie-

ne la siguiente forma 

1 
::::-

L 

L 
f 
o 

!w(x,y) ! 
I\'¡o(x,y)!" 

dx, s> 2a e y > a p . (77) 

donde IT (S , y) = índice de transmisibilidad correspondiente . w p 

al desplazamiento w, S = separaci6n entre centros de pilop 



tes y L = S (NP-l) = ancho de la barrera aisladora medido cen 
p 

tro a centro de los pilotes extremos. De acuerdo con la de 

finición de índice de transmisibilidad, se observa que una 

barrera aisladora totalmente efectiva, transmite nada de .la 

energía de onda,· es aquella en la que Iw(x,y) 1= O Y por lo 

tanto IT (S , y) = O. Por el contrario, una barrera transpa· w p 

rente que se tiene cuando la separación entre pilotes es in 
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finita, . transmite toda la energía de onda IW(X,Y)F~" (x,y.)I· o 

y por consiguiente ITw(Sp' y) = 1. 

En las figs 4-5 se presentan variaciones del índice de trans 

misibilidad en el intervalo 2.5 < S la < 7.5 a una distancia 
- p -

normalizada de y/a = ISO, 200 para T)k = 0.4, 0.5 respectiva-

mente cuando inciden ondas planas SH con 1.jJ = 90°. Se puede 

observar que lo que simplemente se intuía resulta ser un he 

cho, esto es, entre más cerrados estén los pilotes de la ba-

rrera aisladora más efectiva resulta ser esta ya que el ín-

dice ITw que se obtiene es muy inferior a la unidad; el caso 

contrario se presenta cuando los pilotes están muy separados, 

ya que el sistema aislador tiende a comportarse corno una ba 

rrera transparente. 

En las figs 6-9 se muestran amplitudes normalizadas para 

S /a=2.5, 3.0, 3.5,4.0, a lo largo de líneas paralelas a 
p 

la línea de pilotes localizadas en la zona de aislamiento 

(y > a) , y/a = 150, 200. para nk = O ~ 4,: O. 5 respectivamente. 
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Es de importancia hacer notar que el mayor abatimiento del 

campo de desplazamientos se presenta en el centro del siste 

ma de aislamiento, lo cual indica otro hecho interesante; 

que la barrera se comporta como un solo obstáculo aislador 

y no como un co~junto de obstrucciones independientes. , 

En la fig 10 .se muestran también amplitudes normalizadas del 

desplazamiento w, para Sp/a = 4, a lo largo de líneas parale. 

las a la línea de pilotes pero en la zona de las ondas inci 

o.~ntes (y < a), y la = - 20, -15,. -10, -S, para una frecuencia 

normalizada de nk = 0.4. Los resultados que se presentan son 

de inter€s pues en la zona mencionada se observan amplifica-

ciones dinámicas de consideración. 

En las figs11-12 se muestran; para una separación normali-

zada entre pilotes sp/a = 3 Y una frecuencia normalizada 

nk = 0.4, amplitudes normalizadas del desplazamiento w a lo 

largo de líneas normales a la línea de pilotes, x/a = 0,9. . 

En estos resultados se aprecia el doble efecto de un sistema 

de aislamiento como el estudiado; aparición de amplificaci~ 

nes del lado de las ondas incidentes y de abatimientos des-

pu€s de la barrera de pilotes. 

En las figs 13-14 se observa, para una separación entre pi 

lotes sp/a = 3 Y una frecuencia normalizada de las ondas in 

cid entes nk = 0.4, la variación de l,a amplitud normalizada 
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del desplazamiento w a lo largo'de líneas normales a la lí-

'nea de pilotes, x/a = O, 3, 6,' 9. Estos resultados resultan 

ser de interés ya que muestran dos hechos importantes. Pri 

mero, en lafig 13 se puede apreciar que a distancias rela-' 

tivamente cercanas de la línea de pilotes, en la zona de 

abatimiento, la variaci6n del aislamiento presenta poca 

suavidad. Segundo, en la fig 14 se presenta todo lo contra 

rio, es decir, una variaci6n muy suave ,de la amplitud del 

campo de desplazamientos a distancias lejanas de la barrera 

a~sladora. Vale la pena hacer notar que a grandes distancias 

del sistema de aislamiento, el campo de desplazamientos expe 

rimenta una recuperaci6n natural er. forma constante a lo an 

cho de toda la barrera de pilotes. Por Gltimo, ahora es 

fácil entender porque los índices de transmisibilidad se 

éalcularon en la lejanía de la barrera aisladora, ya que es 

en estos lugares donde el abatimiento del campo de desplaz~ 

mientas se puede considerar igualmente efectivo en todo lo 

ancho de la barrera. 

Para medir la efectividad de una barrera de pilotes rígidos 

sobre la cual inciden ondas planas SV, se definieron dos ín 

dices de transmisibilidad que tienen la siguiente forma 

1 L lu(x,y) I IT (S ,y)=- ! dx, S > 2a e y> a e u p L o luo(x, y) I p 

1 L /v(x,y) I 
ITv(Sp' Y)=T ! dx, S > 2a e y> a (78) 

o I%(x, y) Ir p 
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donde u (x,y) = $ (x,y)k sen $ es la amplitud de la onda in o o 

cidente e IT (S ,y), IT (S ,y) = índice de transmisibilidad 
u p v p 

correspondiente a los desplazamientos u y v respectivamente. 

Para este caso se puede observar que la definición de índice 

de transmisibilLdad tiene exactamente el mismo significado 

que el correspondiente a ondas planas SH. 

En las figs 15-16 se presentan variaciones de los índices de· 

transmisibilidad ITu e ITv respectiva~ente, en el intervalo 

2 .. 5 .:: sp/a.:: 7.5 a una distancia y/a'= 125 Y para nk = 0.8 Y 

n = 0.45, cuando inciden ondas planas verticales SV. Lo im 
q 

portante que vale la pena hacer notar es que los valore~de 

IT son muy pequeños encomparaci6n con los de IT , luego 
v '. u 

los desplazamientos de interés son los que corresponden a 

las ondas incidentes. 

En las figs 17-18 se muestran las amplitudes normalizadas de 

los desplazamientos u y v respectivamente, para sp/a= 2.75, 

3.0, 3.25, a lo largo de. una línea paralela ,a la línea de 

pilotes, y/a = 125, para nk = 0.8 Y nq = 0.45 Y ondas planas 

incidentes SV con $ = 90 o. En la fig 17 se aprecia el com-

portámierito de la barrera de aislamiento como un sistema 

t1nico y no como un conjunto de obstáculos independientes. 

En la fig 18 se puede observar la difracción simétrica de 

las ondas planas .P. 



En la fig 19 se observa, para una separación entre pilotes 

sp/a = 3 Y frecuencias normalizadas nk .= 0.8 Y nq = 0.45, la 

variación de la amplitud normali~ada del desplazamiento u a 

lo largo de líneas normales a la línea de pilotes, x/a = O, 

3, 6, 9. Como. en el caso de ondas planas 5H, las variacio 

nes suaves de la amplitud normalizada del campo de desplaza 
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mientes u se presentan a distancias lejanas de la barrera de. 

aislamiento, así como recuperaciones constantes en todo lo 

ancho de la barrera de pilotes rfgidos. 

En las figs 20-21 se presentan resultados semejantes a los de 

la fig 19, solamente que para el caso de amplitudes normali' 

zadas del desplazamiento v. Vale la pena destacar·que los 

desplazamientos v son generados principalmente por la difrac 

ción de ondas planas PI y esta es la razón por la que al in-

finito e,stos desplazamientos tienden a desaparecer como lo 

muestran dichas figuras. 

Finalmente, para medir la efectividad de una barrera aislado 

·ra formada por pilotes rígidos a la cual inciden ondas pla-

nas P, se definieron dos fndices de transmisibilidad semejan 

tes a los de las ecs 78 los cuales tienen la siguiente forma 

1 L lu(x,y)1 IT (5 , y) = ¡ dx, 5 > 2a e y> a e u p o IVo(x,y) I p 

1 L IV(x,y) 1 
IT (5 ,y) =L ¡ 

¡Vo(X,y) I dx, S > 2a e y> a (79) v p o p 
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donde vo{x,y) = cf>o{x,y) a sen '4J . es la amplitud de ·la onda 

incidente e IT (S ,y), IT (S., y) = .índice de transmisibili u p v p 

dad correspondiente a los desplazamientos u y v respectiva-

mente; con el mismo significado de lbS dos casos anteriores. 

En las figs 22-23 se presentan gr~ficas del índice de tran~ 

misibilidad ITv en el intervalo· 2.5 < Sp/a ~ 7.5 cuando 

nq = 0.4.5 Y nk = 0.8 .a una distancia de y/a = 125, 150 respec . 

tivamente, cuando inciden ondas planas P con ~ngulo de inci 

. dencia de \ji = 90 o. En las figs 24-25 se muestran gráficas 
o 

del .índice de transmisibilidad IT exactamente para los mi·s 
u 

mos datos de las figs 22-23. 

En las figs 26-2.7 se muestran las amplitudes normalizadas de 

los desplazamientos u y v respectivamente ,- para Sp/a = 2.5, 

3.0, 3.5, 4.0, a lo largo de una línea paralela a la línea 

de pilotes, y/a = 125, para frecuencias normalizadas n = 0.45 q 

Y nk = 0.8 y cuando inciden ondas planas P con un ángulo de 

\ji = 90 o. En las figs 28-29 se presentan resultados en todo 

semejantes a los de las figs 26-27, excepto en que la varia 

ci6n de las amplitudes normalizadas de u y v respectivame~ 

te es a lo largo de la recta y/a = 150. Debe observarse que 

las amplitudes normalizadas de v generadas principalmente 

por las ondas planas incidentes P son mucho mayores que las 

amplitudes normalizadas de u. 
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En las figs 30-31 se observan para una separación entre pi 

lotes de Sp/a = 3. y frecuencias normalizadas de 11 = 0.45 Y 
q 

11k = 0.8, amplitudes normalizadas del desplazamiento v sobre 

líneas normales a la línea de pilotes, x/a = 0,9, respectiva 

mente. Las ondas planas incidentes son del tipo P, y se 

vuelve apreciar en estos resultados las ~~plificaciones y 

los abatimie~tos' que se presentan a uno y al otro lado de 

la lín~a de pilotes. En la fig 32 se muestran resultados 

similares a los presentados en las figs 30-31, sólo que pa 

rp el caso de amplitudes normalizadas del desplazamiento u. 

En la fig 33 se presentan, para una separación entre pilo-

tes de sp/a = 3 Y frecuencias normalizadas de 11q = 0.45 Y 

11k = 0.8, la vari-aci6n de la amplitud normalizada del des

plazamiento v sobre líneas normales a la línea de pilotes, 

x/a = O, 3, 6, 9. Como en el caso de ondas planas SR y SV, 

los resultados que se obtienen para ondas planas P son to

talmente semejantes.. En las figs 34-35 se muestran resulta 

dos similares a los de la fig 33, solamente que para ampli 

tudes normalizadas del desplazamiento u, generado principaL 

mente por la difracci6n de ondas planas SV. 



.. 

5~ CONCLUS IONES 

Se ha presentado una técnica para resolver numéricamente el 

problema bidimensional de difracci6n múltiple de ondas sí~ 

micas por una-línea de pilotes rígidos formando una barrera 

aisladora, y se han defin{d6 índices de transmisibilidad c6 

mo una medida de la efectividad de dicho sistema de aisla

miento. La técnica se basa en el principio de superposición; 

se combinan linealmente soluciones base, con coeficientes 

complejos indeterminados, para obtener la solución general 

exacta del problema mediante las condiciones de frontera. 

El considerar un número finito pequeño de términos de las 

series que se emplean en el problema simplifica el trata

miento numérico de este, de tal manera que se puede reso!. 

ver en tiempos razonables obteniéndose soluciones estables 

(c,onvergentes), tal como lo muestran los resultados obte

nidos. 
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Los resultados presentados corresponden excl usi vamente· a 

ps/pp = 0.65 Y NP =" 8 pues se deseó estudiar un problema re

presentativo y de no muy grandes dimensione~ ya que de au-

mentar de manera considerable el nÜIDero de pilotes los tiem 

pos de cAlculo se convierten en prohibitivo~. 

De todos los resultados obtenidos en el estudio paramétrico, 

que no se presenta, se pudo observar que este tipo de barre 

ras resultan ser efectivas pará el caso en que las longitu 

des de las ondas incidentes se encuentran en'un rango aprox~ 

mado de dos a ocho veces el radio de los pilotes considera-

dos (2a < Ak < 8a); dependiendo del tipo de .ondas inciden ,q 

tes. Para longitudes de ondas incidentes pequeñas (Ak < 2a), ,q 

se observó que para hablar de efectividad se necesita que la 

barrera aisladora sea extremadamente cerrada, lo que condu-

ce al empleo de una barrera continua en lugar de una forma 

da por obstAculos .. Para el caso de longitudes de ondas in 

cidentes grandes (Ak >8a), de lo estudiado se podría s~ge,q 

rirque es efectivo usar mAs de una línea de pilotes en for 

ma alternada de tal manera que el espesor del sistema de 

aislamiento aumente considerablemente. Esta sugerencia e§.. 

tá basada principalmente en el hecho observado de que para 

longitudes de ondas incidentes grandes, una sola línea de 

pilotes se comporta casi como una barrera transparente. 

Finalmente I los resultados obtenido;; muestran algunos de los. 



efectos m§s importantes del sistema de aislamiento estudiado 

y proporcionan una idea del rango de frecuencias en que el 

s'isterna es efectivo. Convendría estudiar el problema de ba 

rreras formadas por.m§s de una línea de pilotes, así corno el 

caso de pilotes de longitud finita·. 
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TABLA 1. PARTES REAL, IMAGINARIA Y AMPLITUD DE 6 EN TRES PILOTES PARA zp . 

H=6 Y 8. INCIDENCIA DE ONDAS SH CON NP=8, Sp/d=3.0 Y'n
k

=0.4 

PILOTE H=6 M= 8 

1 0.5910 -0.0286 0.5917 0.5910 -0.0286 0.5917 

3 0.6010 0.0325 0.6019 0.6010 0.0325 0.6019. 

·5 0.6100 0.0460 0.6117 0.6100 0.0460 0.6117 

TABLA 2. PARTES REAL E IMAGINARIA DE 6 ,6 Y ea RESPECTIVAMENTE, EN xp yp p . 
DOS PILOTES PARA M=6 Y 8. INCIDENCIA DE ONDAS SV CON NP= 8, 

s / a = 3. O, nk = 0.8 y nq = 0.4 -

PILOTE M = 6 M .,; 8 

0.1910 -0.2330 0.1910 -0.2330 
0.0120 -0-. 1610 0.0120 -0.1610 
0.7430 -0.0933 0.7430 -0.0933 

5 0~2450 • -0.2520 . 0.2450 -0.2520 
-0.0036 -0.0028 -0.0036 -0.0028 
0.9360 -0.2470 0.9360 -0.2470 

TABLA 3. PARTES REAL E IMAGINARIA DE 6 ,6 Y ea RESPECTIVAMENTE. EN xp yp P -
DOS PILOTES PARA M = 6 y 8. INCIDENCIA DE ONDAS P CON NP= 8, 

S la =3.0, 
p 

nk = 0.8 y nq = 0.4 

PILOTE M = 6 M = 8 

1 0.0355 0.0618 0.0355 0.0618 
-0.1080 -0.6370 -0.1080 -0.6370 
0.1010 -0.1830 0.1010 -0.1830 

5 -0.0145 -0:0071 -0.0145 -O .0071 
-0.1500 -0.7590 -0.1500 -0.7590 
-0.0023 -0.0062 -0.0023 -0.0062 
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ñ = normal del frente de onda 

---..;.--Superficie de onda plana 

Plano horizontal 

Fig 1. Tipos de ondas planas y sistema de coordenadas de referencia 

1-

Fig 2. Barrera de pilotes. sistemas de coordenadas de referencias y ondas' 
planas SH incidentes 



udop,8p) =llxp cos8p 

Ve (op,8p ) =-llxp sen8p 

Yp O~8p~21T. p:::1" .. , NP 

udop,8p):: llyp sen8p 

ve (Op ,8p ) = llyp cos 8p 

.. ,; .... 

Yp O~8p ~ 217', p=l, .... ,NP 

udOp,8p) = O 

ve(op,8p ) = Op 8ap 

Xp . 

Fig3. Condiciones de frontera que deben ser satisfechas en cada ,uno de 
de los pilotes, cuando inciden ondas planas SV o P s 
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APENDICE A. NOTACION 

En este trabajo se emplea la siguiente notación: 

A
j 
n 

a 

B j 
n 

Cj 
n 

cos 

oj 
J1 

d. 
JP 

e 

( . ) 

coeficiente complejo 

radio de los pilotes 

coeficiente complejo 

coef~ciente complejo 

función coseno 

coeficiente complejo 

oQ 

distancia centro a centro entre el j-ésimo pi-

lote y el p-ésimo pilote 

base de los logaritmos naturales 

Fl=p J1{qa)/p a o factor real s p 

F2=Ps J1 (ka)/pp a factor real 

H(2 ) (.) función de Hankel de segunda especie y orden n 
n 

H(2),C.) primera derivada de la función de Hankel desegun° 
n 

IT 
u 

i = -1="1 
A 

; 
:-r 

J ( ) In • 

da especie y orden n 

índice de trasmisibilidad correspondiente al des 

plazamiento u 

índice de trasmisibilidad correspondiente al des 

plazamiento v 

índice de trasmisibilidad correspondiente al des 

plazamiento w 

unidad imaginaria 

vector unitario en la dirección r 

función de Bessel de.'primera especie y orden m 



J' (. ) 
m 

A 

k 

L = S (NP-l) 
P 

M 

-n 

p 

q = w/a 

r, e, z 

s 

SH 

SV 

Sp 

sen (.) 

t 

u 

8S 

primera derivada de la función de Bessel de pri 

mera especie y orden m 

momento polar ,de inercia del p-ésimo pilote por 

unidad de longitud 

vector unitario en la direcci6n a 

H(2) (.) + (_l)m H(2) (.) ,- cantidad compleja 
n+m n-m 

número de onda de cortante - S 

vector unitario en la direcci6n z 

ancho de la barrera aisladora medido centro a 

céntro de los pilotes extremos 

-H~~~(.) + (_l)m H~~~(.) - cantidad compleja 

orden de las serieS de funciones de onda 

masa del p-ésimo pilote por unidad de longitud 

número de pilotes que forman la barrera aisladora 

frente de onda 

ondas de compresi6n - P 

número de onda de compresi6n - P 

coordenadas cilíndricas 

ondas de cortante - S 

ondas de cortante polarizadas horizontalmente 

ondas de cortante polarizadas verticalmente 

separaci6n entre centros de pilotes 

funci6n seno 

tiempo 

campo escalar de desplazamientos en la direcci6n x 

amplitud de las ondas incidentes SV 



v. 

v o 

a=/CA+4tl!ps . 

B=/j.J!p s 

y 

llzp 

nk '- 2a/Ak 

n = 2a/A q q 

86 

componente del vector desplazamiento 6 en la 

direcci6n r 

campo escalar de desplazamientos en la direcci6n y 

amplitud de las ondas incidentes P 

. componente del vector desplazamiento 6 en la di-

recci6n e 

campo escalar de desplazamientos en la direcci6n z 

soluci6n de campo libre, caso SH 

amplitud de las ondas incidentes SH 

campo difractado por el j-ésimo pilote, caso SH 

coordenadas cartesianas 

velocidad de propagac~6n de ondas P 

velocidad de propagaqi6n de ondas S 

ángulo que forma el plano horizontal con la super

ficie de onda plana 

desplazamiento de cuerpo r.tgido en la direcci6n x· 

del p-ésimopilote 

desplazamiento de cuerpo r.tgido en la direcci6n y 

del p-ésimo pilote 

désplazamiento de cuerpo r.tgido en la direcci6n z 

del ,p-ésimo pilote 

delta de Kronecker' 

campo vectorial de desplazamientos en el plano xy 

factor d.e Neumann 

frecuencia normalizada de ondas S 

frecuencia normalizada de ondas P 
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rotaci6n de cuerpo r1gido en la direcci6n e del 

p-~simo pilote 

constante de Lam~ 

longitud de las ondas S 

longitud de las ondas P 

longitud de las ondas S o P 

constante de Lamé-m6dulo de cortante 

.densidad de las pilotes 

densidad del medio 

esfuerzo normal en la direcci6n r 

esfuerzo cortante en la direcci6n e 
potenciales vectorial y escalar de desplazamientos, 

caso SV y P respectivamente 

ángulo de incidencia 

potenciales de campo libre, caso SV y P respectiva-

mente 
-i 

magnitud del potencial l/I 

amplitudes de los potenciales de campo libre, caso 

SV y P respectivamente 

potenciales difractados por el j-ésimo pilote, caso 

SV y P respectivamente 

-r .magnitud del potencial l/I j 

frecuencia circular 

operador gradiente 

operador divergencia 

operador rotacionaL 
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operador de Laplace 

no existe~ si i=j e =1, si i~j 

infinito 



APENDICE B. PROGRAMAS PARA COMPUTADORA 

• 

En este Apéndice se presenta una breve descripción de los 

programas para computadora que fueron desarrollados para re 

solver. numéricamente,el problema estudiado. Se definen en 

cada caso (ondas SH, SV o P), las variables de entrada y los 

correspondientes formatos para al~entar los datos a la má-

quina. Se incluyen los list~dos de los tres programas ela-

borados, escritos en lenguaje FORTRAN IV para la computadora 

Burroughs B6BOO del Centro de Servici?s de Cómputo de la 

UNAM. 

B.l lnc~denc~a de onda& SH. Nomb~e del p~o9~ama: PILOTES/SH 

Este programa es el que corresponde al caso de ondas SH; se 

trata de un programa que calcula los desplazamientos de los 

pilotes en la dirección z 6zp ' 1 ~ P ~ NP, el campo de des

plazamientos en la direcciónz w(x,y) ,-00 ~ x < 00 e 

-00 ~ y ~ 00, así como el'índice de trasmisibilidad correspon-

diente al desplazamiento w IT (S ,y), S > 2a e y > a. L~ 
. w P p 

unidad de longitud es el radio de los pilotes. 

Vato&. 

1. En formato (3I10, ,4X, Al, Al) 

a) Namero de pilotes. Variable = NP. 
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b) Orden de las series de funciones de onda~ Variable MN. 

c) Número de ángulos de incidencia. ,Variable = IN. 

-d) Para desplazamientos sobre rectas paralelas a la línea de 

pilotes, se escribirá una x (índice de trasrnisibilidad)¡, 

sobre rectas normales a la línea de pilotes, se escribirá 

una y. Variable = ICA. 

e) Centinela; para continuar un trabajo, se escribirá CONTI~'lJA 

y para terminar un trabajo, se escribirá ALTO. Variable=ICEN. 

2. En formato (6FlO. O) 

a) Frecuencia normalizada. Variable = ETA. 

b) Relaci6n de densidades. Variable = RRO. 

c) Separaci6n entre pilotes. Variable = SEP. 

3. En formato (6FlO.Ol 

a) Puntps extremos de la malla en la cual se calcularán despI"a' 

zamientos. Variables = XlI, YII, XlF, YlF. 

b) Abertura de la malla en la direcci6n X. Variable = VX. 

e} Abertura de la malla en la direcci6n Y. Variable = VY • 

4. En formato (6FI0.0) 

a) Angulos de ,incidencia. Variable = TETA. 
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8.2 Incidencia de onda~ SV. Nomb~e del p~og~ama: PILOTES/SV 

PILOTES/SV es el programa que se desarrol16. para el caso de 

ondas SV. Es un programa que calcula los desplazamientos de 

los pilotes en las direcciones x e y as! como las rotaciones 

de los mismos en la direcci6n e, 6 6 Y e xp' yp ep para 

1 < p ~ NP¡ también obtiene lbs campos de desplazamientos en 

las direcciones x e y, u(x, y) y v(x,y) en los intervalos 

Vat.o.6. 

1. Idem caso SR 

2. En formato (6FIO.O) 

a) Frecuencia normalizada de ondas S. Variable = ETAK. 

b) Frecuencia normalizada de ondas P. Variable = ETAQ. 

c) Relación de densidades. Variable = RRO. 

d) Separaci6n entre pilotes. Variable = SEP. 

3. Idem caso SR 

4. Idem caso SR 



B.3 Incidencia de onda6 P. Nomb~e del p~og~ama: PILOTES/P 

El programa PILOTES/P, que se desarrol16 para el caso de on

das P, es un programa que calcula exactamente lo mismo que el 

programa PILOT~S/SV. La entrada de datos es semejante a la 

de PILOTES/SV, ya que en PILOTES/P se necesitan las mismas 

variables de entrada que en PILOTES/SV. 

Vato6. Idem caso SV 

En lo que sigue se presentan los listaqos de los tres programas 

desarrollados en este trabajo. 
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