DT
“ g
B0 )

o
iyl

»

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO
POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS
INSTITUTO DE FISICA

Escala Temporal para la Acumulacion de la Densidad de

Probabilidad en el Decaimiento Cuantico

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE
MAESTRO EN CIENCIAS (FISICA)
PRESENTA:
FIS. MARIO ALBERTO MONROY YEPEZ

TUTOR FPRINCIPAL
Dr. GASTON GARCIA CALDERON
INSTITUTO DE FISICA UNAM

MIEMBROS DEL COMITE TUTOR
Dr. MAURICIO FORTES BESPROSVANI
INSTITUTO DE FISICA UNAM

Dra. ROCIO JAUREGUI-RENAUD
INSTITUTO DE FISICA UNAM

MEXICO, D. F. DICIEMBRE 2013



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mi Mama, Maty v a mi Papéa, Miguel.

A mi abuelita, Caridad...

A mis hermanas y hermanos.



Agradecimientos

Quiero agradecer, en primer lugar, al doctor Gastén Garcia Calderdn que, mas que un
tutor, ha sido para mi un mentor excepcional. Gracias por compartir su conocimiento y su
talento; gracias, también, por haber tenido conmigo mas paciencia de la que yo mismo me
hubiera tenido. Por su apoyo y su guia, gracias.

Gracias a mis demas tutores y sinodales: Dr. Mauricio Fortes, Dra. Rocio Jauregui, Dr.
Sergio Cordero, Dr. Roberto Romo v Dra. Lorea Chaos, sus aportaciones a la elaboracién
es esta tesis han sido invaluables, cualquier error que éste trabajo pudiera alin contener es
reponsabilidad sélo mia.

Gracias a mi Mama, Maty y mi Papa, Miguel de quienes he recibido mucho mas que la
vida y a quienes nunca podré retribuir lo que siguen dandome y haciendo por mi. Tal vez
no siempre me entienden pero, eso si, siempre me quieren.

Quiero agradecer a mi abuelita, Caridad. La bilogia te dio un hijo, la vida te dio nueve
mas, ha sido una fortuna y un privilegio ser uno de ellos. Desgraciadamente no viviste lo su-
ficiente para ver este trabajo terminado, no viviré lo suficiente para terminar de agradecerte.

Agradezco el apoyo de mis hermanas y hermanos entre los que incluyo a mi primo Beto.
Quiero mencionar, especialmente, a mis sobrinas Fer, Nicky, Yamy y Mony; en los pocos
afios que tienen en el mundo han aprendiendao lecciones que yo estoy lejos de imaginar,
demaostrando lo grandes que pueden ser. jGracias mis nifias, sin ustedes la vida seria tan
gris!

Gracias, muchisimas gracias, Gaby. Cuando te conoci no imaginé el significado que ten-
drias para siempre en mi vida, me has dado mas de lo que en realidad una amistad requiere,
espero algtn dia merecerlo. Gracias, hermanita, asociaré siempre tu imagen a la definicién
de lealtad.

Gracias, Carina por ayudarme a sobrellevar el proceso, tu amistad y tu compaiia en
estas Gltimos meses han sido un regalo, inesperado pero animoso,

19



Gracias a Jessy, Eduardo y Marcela de quienes he recibido apoyo en todo momento |
Gracias a mis compafiercs: Laura, Fernanda y Armando, no olvido los momentos que
compartimos en el curso propedéutico y las maraténicas v poco saludables desveladas del

primer semestre, no pude haber tenido mejor apoyo y compaiiia.

Gracias al profesor Gilberto Fuentes de quien he aprendido mas de lo que él mismo
imagina, espera ser digno seguidor de su ejemplo.

Gracias Jackie Rebolledo, sin tu ayuda los huecos, te aseguro, habrian sido mas oscuros
y dificiles de llenar.

HI



Me gustaria pensar que Dios existe, asi
sabria que nuestras discusiones y
desacuerdos no han sido en vano.

v



Resumen

El presente es un trabajo en el que se investiga la escala de tiempo de la acumulacién
de la densidad de probabilidad de una particula en el proceso de decaimiento cuantico,
para lo cual se utiliza el formalismo de los estados resonantes. El modelo que se considera
es el decaimiento de estados iniciales descritos por un estado de la caja y algunas de sus
variaciones. El estudio se hace en la superficie del potencial de interaccion, que en este
caso es un potencial delta, en onda s (/ = 0). Para ello, se considera la acumulacién de
la densidad de probabilidad como funcién del tiempo. La funcién de onda que describe
la evolucion temporal del estado posee contribuciones exponenciales v no exponenciales
debidas a distintos términos resonantes. Se obtiene que la acumulacién de densidad de
probabilidad es debida principalmente a los términos de interferencia en la suma de las
contribuciones exponenciales de la solucién. Se obtiene, también, que la escala temporal
de la acumulacién de densidad de probabilidad es un proceso que toma una fraccion de la
vida media del sistema y que depende, signficativamente, del estado incial.



Abstract

This is a work in which we investigate the time scale of the accumulation of the pro-
bability density of a particle in quantum decay process, for which we use the formalism of
resonant states. The model considered is the decay of initial states described by a state
of the box and some of its variations. The study was done at the surface of the inter-
action potential, which in this case is a delta potential, in s wave (/ = 0). For this, we
consider the accumulation of the probability density as a function of time. The wave fun-
ction describing the temporal evolution of the states has exponential and non-exponential
contributions due to different resonant terms. It's obtained that the accumulation density
probability is mainly due to the interference terms in the sum of exponential contributions
to the solution. It's also obtained that the time scale accumulation probability density is
a process that takes a fraction of the half-life of the state and relies, significantly, on the
initial state.
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Introduccion

Algunos afos después de la publicacidén de los trabajos de Schrddinger sobre la me-
canica ondulatoria, George Gamow [1], en su estudio sobre el decaimiento o en nucleos
atomicos, introdujo las primeras nociones acerca de los estados resonantes, siendo éste,
ademas, uno de los primeros estudios tedricos de un sistema cuantico abierto y constituyd
una de las primeras descripciones exitosas del efecto tinel. Gamow estudié el decaimien-
to de las particulas o e hizo la hipdtesis de que la particula se creaba instantaneamente
dentro del nicleo (regidn interna del potencial), ademas supuso que ésta puede escapar
de dicha regién via efecto tanel. Despreciando el efecto de las colas (lo que equivale a
considerar distancias grandes) se di6 cuenta de que las condiciones fisicas del problema
son de condicién de onda saliente. Al resolver el problema encontré que estas condiciones
conducen a un estado que decae exponencialmente, de esa forma explicd exitosamente
el decaimiento cudntico encontrando que la razén de desintegracion de las particulas o
se comporta segin €Y7, donde 7 es la vida media del sistema e introdujo los estados
resonantes en su descripcién del proceso de decaimiento.

Considerar ondas puramente salientes en la solucidn de la ecuacion de Schrédinger im-
plica que, en general, los eigenvalores de energia son complejos y, por lo tanto, las reglas
usuales de normalizacion y completez de las eigenfunciones no son validas. Esto condujo
a pensar que los estados resonantes no serfan Gtiles en calculos; no obstante, desde hace
varios anos se han estudiado sus propiedades v se han obtenido la condicién de normali-
zacion y la completez de estas eigenfunciones lo que ha permitido su aplicacién exitosa,
particularmente, en la descripcién de problemas que dependen del tiempo [2][3][4][5][6].

La desaparicion de la onda incidente en la solucién para distancias mas alla del rango
de interaccion requiere que el coeficiente correspondiente sea cero, lo que corresponde
a un polo complejo de la matriz S del problema. En 1939, Siegert también empled la
condicion de onda saliente para la derivacion de una férmula para la dispersion elastica en
un potencial de alcance finito y, si bien, no menciona el estudio de Gamow, en su trabajo
se refiere a los estados resonantes como los "estados radiactivos” del sistema [7].
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En 1957, Khalfin concluyd que, a tiempos largos comparados con la vida media del
sistema, existe una desviacidn del comportamiento exponencial del decaimiento. Posterior-
mente, en 1968, demostré que, para tiempos cortos, el decaimiento tampoco es exponencial

[8][9].

Son varios los autores que han impulsado el desarrollo de |a teoria de los estados reso-
nantes. En 1961, Humblet y Rossenfeld los usaron para desarrollar una teoria de reacciones
nucleares basada en una expansién de la matriz S para potenciales de alcance finito [10].
También se ha avanzado en la cuestién de la normalizacién y completez de estas eigenfun-
ciones complejas [10][11][12]. La idea es tener un procedimiento consistente con el fin de
utilizar estos estados en la descripcién de un conjunto de procesos donde las resonancias
juegan un papel impartante. Peierls y Garcia-Calderdn, consideraron las propiedades ana-
liticas de la funcién de Green para su aplicacién al problema, conduciendo a la expansién

de esta funcién y a una condicién de normalizacién consistente para los estados resonantes
[13].

La teoria de estados resonantes permite hacer una descripcion unificada de los problemas
de decaimiento y dispersidn [14]. Se ha demostrado, también, que existe una equivalencia
exacta entre la descripcion obtenida usando los estados del continuo y la obtenida usando
los estados resonantes [15][16] a los que también se les conoce como estados de Gamow,
estados de Siegert, modos cuasi-normales o modos cuasi-estacionarios.

En la actualidad se tiene una descripcién de la evolucién temporal del proceso de de-
caimiento cudntico en distintos regimenes temporales usando el formalismo de estados
resonantes [17]{18][19][20]. Se sabe que existen tres regimenes, a saber el régimen de de-
caimiento expaonencial, y dos regimenes donde el decaimiento es no exponencial, los cuales
corresponden a tiempos cortos y tiempos largos (comparados con el tiempo de vida media).

En 1997 se publicé la primera confirmacién experimental del comportamiento no ex-
ponencial de la ley de decaimiento en un sistema cuantico artificial para tiempos cortos
[21] y mas recientemente, en 2006, se verificé experimentalmente el comportamiento no
exponencial del decaimiento para tiempos largos [22].

En el presente trabajo se investiga la escala de tiempo para la acumulacién de la den-
sidad de probabilidad de una particula en el proceso de decaimiento cuantico.

En el capitulo uno se presenta el formalismo de los estados resonantes, el céalculo de
la probabilidad de supervivencia asi como la obtencién de la funcién de onda dependiente
del tiempo en términos de estados resonantes. En el capitulo dos, se hace el calculo de



los polos &, asociados a las eigenfunciones u,(7) correspondientes, especificamente, al
potencial delta y se calculan, también, las funciones u, (). En el capitulo tres se describen,
en términos generales, la probabilidad de supervivencia y la densidad de probabilidad; se
hace también un estudio de la acumulacion de la densidad de probabilidad. En el cuarto
capitulo se hace un estudio sistematico de la escala temporal de la acumulacién para
la densidad de probabilidad para un potencial delta en tres dimensiones con dos estados
iniciales diferentes. En el quinto capitulo, se presentan las conclusiones obtenidas y algunas
propuestas a futuro.



Capitulo 1

Formalismo de los Estados Resonantes

1.1. Estados Resonantes

En éste capitulo se expondran algunas propiedades de los estados resonantes, lo que se
hara con base en el trabajo desarrollado por Garcia-Calderdn [17]. Se hard una descripcion
del formalismo para potenciales esféricamente simétricos, de alcance finito, especificamen-
te para onda s (momento angular [ = 0).

El Hamiltoniano H del sistema esta dado por

n &
H=———+U
2m dr? ), ted)
la ecuacidn radial de Schradinger para una onda continua
h &
<—%@+U(T)) Y =By (12)
puede escribirse como
' (kyr) + [k = V() k,r) =0 (1.3)
donde k2 = 2mE/h* y V(r) = 2mU () /A? y cuya solucién asintética es:
Wk, ) ~ Alk)e™ + B(k)e . (1.4)

Se observa en (1.4) que la condicién de onda saliente se obtiene al forzar que la solu-
cién satisfaga B(k) = 0, entonces ¥(k,7) ~ A(k)e™, lo que es incompatible con k real,
Es decir, no existe una solucién con k real que origine sélo onda saliente; en cambio, se
vera que al imponer esta condicidn las soluciones de la ecuacién (1.3) en general poseen
eigenvalores complejos de energia que corresponden a estados cuya densidad decae expo-
nencialmente con el tiempo. En adelante se emplearan unidades naturales h = 2m = 1.



Los estados resonantes u,(r) satisfacen la ecuacién radial de Schradinger
U (r) + [k =V (r)]ua(r) = 0 (1.5)

con condicién de onda saliente

Se puede mostrar que los valores complejos de k,, (excepto los estados ligados) tienen
parte imaginaria negativa, por lo que es conveniente escribirlos como

k, = a, — if, (L.7)

Conjugando las ecuaciones (1.5} y (1.6) dado que el potencial considerado es real, se
observa que w,, es solucion, con eigenvalor £, se denotaran estas soluciones con indice
negativo, I.e.

() = (1) (L8)

Si B, = k2, entonces

k?% - (O,’n - 7’/67’1)2 - (ai - /672;;) - 2710171/6?1 (19)

Reescribiendo

I, = 40,6,

se fiene
E, =g, —ily/2. (1.10)

En (1.10) se distinguen dos cantidades esenciales para describir el decaimiento: g, y I',,. De
lo anterior se observa que los estados resonantes no corresponden a una energia definida
sino a una distribucidn Lorentziana de energias centradas en el valore,, y cuya distribucion
es de anchura [, medida a la semialtura de la misma [23]. Ademas, [, representa la razén
de decaimiento y permite calcular la vida media mediante la relacién 7, = 1/1°,,. Del valor
de T',, depende la rapidez del decaimiento, pues los valores de &, que estén mas alejados
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del eje real, implicaran un valor mayor de I',, decayendo mas rapido que los mas cercanos al

eje real. En general, salo es el primer eigenvalor, el que tiene el valor mas pequefio posible
de I, por lo que serd éste el dominante (figura 1.1).

1
4]
1

10
: : t/t

Infy(r.t)’
5

a
4]
!

N
o

Figura 1.1: Se observa el comportamiento de I', en el tiempo, mostrandose los tres primeros valores correspondientes,
respectivamente, a los tres primeros valores de k,,; I'1 decae mas lentamente que el resto.
1.2

Evoluciéon Temporal

Para el desarrollo de esta seccidn es necesario conocer la condicidn

Z U (1) (1)

2 =3
que puede reescribirse como

(1.11)

*

o) GO

(1.12)
Ademas, se puede demostrar que la funcidn de Green tiene desarrollo en resonancias,
la cual toma la forma [17]

i [Un(TLUn(T! )

n=1

G (

r, T

k) = Z U (1) (1)

£ i (k — i)

(1.13)
El apéndice B. muestra la obtencién de los residuos en los polos de la funcién de Green.
En el apéndice C. se obtienen las propiedades de completez de los estados resonantes. En
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conjunto con la aplicacién de la trasnformada inversa de Laplace y el teorema de los resi-
duos, estos calculos permitiran hacer el analisis de la evolucién temporal. El apéndice D.
muestra la abtencidn de las reglas de suma.

Considérese un estado ¢ (r,t = 0), que se encuentra canfinado inicialmente en la regidn
interna de un potencial V() de alcance finito, esto es

Vir)=0, r>a.

La solucién ¥(r,t) a un tiempo t > 0 puede expresarse en términos de la funcion de Green
retardada g(r, 7', t) como:

PY(r,t) = /Oag(?”, r' O (r, 0)dr'. (1.14)

La funcién de Green retardada puede escribirse mediante técnicas de la transformada

de Lapace como

1 1.2
g(r,r';t) = %/ G (r, 7' k)e 1 kdk; (1.15)
Co

donde G (r,7"; k) es la funcién de Green asociada a la solucion de la ecuacion de
Schrédinger del sistema [24],

(rb(ka T<)f+(ka T>)
Lk

en la que ro =Min{r,v'} y r~ =Max{r,»’}. La funcion ¢(k,r) corresponde a solucion
regular de la ecuacion de Schrodinger del problema, satisfaciendo las condiciones a la
frontera en el origen

Gtr,r'; k) = —

(1.16)

(&, 0) = 0, &k, 0) =1, (1.17)

¢'(k,0) indica la derivacién con respecto a 7. La funcién fo(k,r.) es una solucién de la
ecuacion de Schradinger del probema la cual es regular en el arigen y se define como

Fille,rs) = e r> a. (1.18)
Finalmente, la funcién Jo (k) esta dada por el Wronskiano J_(k) = [f. (k)¢ — fL(k)¢.

De la funcion de Green descrita en (1.16) se aprovecharan sus propiedades analiticas
para calcular la integral (1.15).

Al realizar el cambio de variable del plano F al plano & los cuadrantes | y 1l de la hoja
fisica quedan en el primer cuadrante del plano k (figura 1.2b). Entonces, el contorno Cj
se curva y permanece en el primer cuadrante, como lo muestra la figura 1.2¢c.
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Tm (8) Im (E)

A A
A
11 T
' ] Co
» Re (5) » Re (E)
11 v
(@) (0)
Im (k)
A
Im(k)
i
Ca 3
I CO
Co
» Re (k) > > Re (k)

© (d)

Figura 1.2: En a se muestra la trayectoria de integracién en el plano s. En b el contorno atraviesa los dos primeros
cuadrantes de derecha a izquierda. En ¢, debido a que G es univaluada en &, el contorno se curva y permanece en el primer
cuadrante. En d se muestra el contorno en el plano complejo & empleado para hacer [a evaluacién de (1.15).
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Para hacer el calculo, la integral se evalta deformando el contorna Cy al contorno Cp
y después sobre el eje real en el plano & como se muestra en la figura 1.2d [17]. Donde &
es el contorno formadao por C, Cr vy el eje real.

Entonces

/ G*(r,r's k)e ™ 12kdk = / G=(r,r'; k)e ™ 12hdk + / G*(r,r'; k)e ™ 2hdk
£ Cly Cp

/ GHr, v k)e *2kdk.

—C0

(1.19)

Se puede mostrar que para valores r y v’ dentro de la region interna del potencial, que
Gt (r,r; k) — 0 cuando & — o con k en el plano complejo. Por otro lado, notando que
el término exponencial que aparece en la integral (1.19) se desvanece en el mismo limite,
se concluye que la integral sobre la trayectoria Cg es nula en el limite B — oc, por lo que

o0

/Gﬂr,r’;k}eik?@kdk—/ G (r,r'; k)eithdek+/ GH(r, v k)e #t2kdk.
£ Co —e0
(1.20)

Si se supone que el potencial no soporta estados ligados, al usar el teorema de Cauchy
se encuentra que la integral sobre la trayectoria Cy (Fig. 1.2d) se anula, por lo tanto

7

gl vt ] = 2—/ G™(r,7’; k)e_ithdek. (1.21)
T J—x

Restringiendo el estudio a la regién interna (r,r’ < a), sustituyendo (1.13) en (1.21) y
1 1 1
i e Un (7 ()
Ly — AN LU
glr, T3 k) 27r/_oo_zo,; ke (ke — Koy

. o0 o0 _szt o0 / o0
_ ¢ / € Un (1)U (1) k2t
= { E U ()2 (1) /OO - kndk + EOO — 7006 dk|.

1
reescribiendo —] es posible obtener:

F— % K

(1.22)




El segundo término de (1.22) se anula pues aparece la regla de suma (1.11), lo que

significa que
i o0 ikt
g(r,r'; k) Zun YU (r %/ k—kndk , (1.23)

—C0

por lo que (1.21) puede escr:blrse como
g(r,r'; 1) Zun i (r ) M (kp, t), (1.24)

donde M (k,,t) = M(y,) es la funcién de Moshinsky [25] y puede escribirse como

o0 o—ik?t 1
a) = M0k, t dk = —w(iy,),
M(y) ( ] = B 5w ()
donde el argumento y,, es
o = € 4, 112 (1.25)

y w(iy,) es la funcion de Faddeyeva que se relaciona con la funcion de error complementario
[26][27]

wly,) = e % (1 + —/ e dt) — e Yierfo(—iyy).

Sustituyendo (1.24) en (1.14) se obtiene, de manera inmediata, la funcion de onda

= Crttn(r)M (yy) (1.26)
. — /O bl OYun (). (1.27)

Ahara es posible calcular dos cantidades importantes en la descripcidn del decaimiento:
la amplitud de supervivencia A(t) de la que se puede obtener la probabilidad de supervi-
vencia S(t), y la densidad de probabilidad [ (7, )|

1.3. Probabilidad de Supervivencia

La amplitud de supervivencia A(%), definida por

/w (r, ) (r, t)d (1.28)



provee la probabilidad de que la particula se encuentre en su estado inicial después de un
tiempo ¢ > 0. Entonces la probabilidad de supervivencia S(t) puede definirse como

S(6) = JA@)P (1.29)

Sustituyendo (1.26) en (1.28), la amplitud de supervivencia se expresa como

Al) = i CoC oM (y,). (1.30)
donde .
C, — /0 7T, Oy ()l (131)

Al aplicar la relacién de simetria de la funcion M (y,,) [18][27]
M(y,) = e it — M(—yy) (1.32)

y considerando (1.8), la amplitud de supervivencia puede expresarse como una suma sobre
las contribuciones exponencial y no-exponencial;

Alt) = Z{Onéne_ik?lt - {OnénM(_yn) — (CaC)" M (y_n)] - (1.33)

donde M(—y,) = M(=kn, 1) y My ) = M(=k,1).

1.4. Funcién de Onda en Términos de Estados Resonantes

Dos cantidades de interes para el problema de decaimiento son: la amplitud de super-
vivencia, expuesta anteriormente y la densidad de probabilidad [¢(r, )|,

Nuevamente, empleando tanto (1.32) como (1.8), se tiene
g(r, s t) = tn(ryun (e *et — 1, (1.34)
n=1

siendo

T=2 {un(r)ua(r)M(=yp) = (unlr)ua(r')) M{y 1)} (1.35)



Al sustituir (1.34) en (1.14) se obtiene una expresidn para la funcién de onda, a saber:

= Z Onun(r)eiikit - Z [Corin (MM (=y) — (Coun(r))” M(y )] . (1.36)

En adelante a la primera suma del lado derecho de (1.36), se le llamara "términos expo-
nenciales", a la segunda suma se le llamara "términos no exponenciales”(no obstante, la
funcién de Moshinsky también posee términos exponenciales), por lo que puede decirse
que la funcién de onda (1.36) se expresa como una suma de términos exponenciales y no
exponenciales. .

Por otra parte, al aplicar algunas propiedades de la funcién de Moshinsky, a tiempos
largos puede desarrollarse como [17]:

1 1 1
M(yn) = 5 LTl/Qyn — 27T1/2y3 — ] , (1.07)

siendo ¥, como en (1.25), por lo que, aplicando (1.37) en (1.35), se obtiene

- @i [un(?"‘)%?:n(r’) B (un(?"‘)l:n(r’)> ] tll/g_

< / AN * (1.38)
3 [ - () |

donde a = 2\;'5 y b= 4%/7? Obsérvese que el primer término de (1.38) se cancela pues

los términos entre corchetes se identifican con la regla de suma (1.12). Entonces

. _bni alrhnlr) _ (mir)ne)] L 131

que, sustitutyendo en (1.34), queda

ik I o= [ (r)u(r') w (Pus (r)\ 7] 1
BT Z“” Fitinlr 4\/@;[ B\ & e
(1.40)
misma que al sustituir en (1.14) permite obtener una expresién para la funcién de onda

que es Gtil para descibir la evolucién temporal a tiempos grandes con respecto a la vida
media [16][18]:

N *
. —ik2t nun r) Critr (1) 1 ,
A E Chaun(r)e 4\/_ [ — ( 73 37 (1.41)
n=1 i

Asi, es posible expresar la misma funcién de onda va sea (1.36) o (1.41) como una suma

de términos exponenciales y no exponenciales. Con estas expresiones se realizara el calculo
de la densidad de probabilidad [¢/(r, ¢)]?.
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Capitulo 2

El Potencial Delta

V(1)

Figura 2.1: Potencial V(r) = Md(r — a) en el semieje [0,0).

Hasta ahora se han presentado calculos aplicables a cualquier potencial tridimensional de
alcance finito. Con el fin de orientar el analisis hacia el estudio de un potencial especitfico, en
éste y los capitulos siguientes, se estudiara el sistema descrito por una particula confinada
en un potencial delta, V(r) = Ad(r — a) en onda s (I = 0), donde A es la intensidad del
potencial (figura 2.1).

10



2.1. Calculo de los Polos k,

Se encontrara una expresion para los polos k,, siendo k,, como se ha mencionado, una
cantidad compleja de la forma

kn = op — 185, (2.1)

haciendo uso de la teoria de dispersiones pues el conocimiento tedrico de la matriz S per-
mite evaluar la seccion eficaz 0 = %|7Z—S|2 que, a su vez, da informacidn sobre el espectro
de energia del sistema; por lo que hay que obtener S(k). El procedimiento es el siguiente.

Las soluciones de la ecuacidn de Schrodinger para las regiones interna v externa son:

{w(k,fr*) = C(k) sen(kr) 0<r<a, (2.2)

Yk, ry) = A(k)e® " 1+ B(k)e r > a.

Dado que tanto la funcién de onda como su primer derivada deben ser continuas, se
deben satisfacer

C(k)sen(kr) = A(k)e?™ + B(k)e (2.3)

Y
Wk, 72) — 0/ (k,r) = AC(K) sen(kr). (2.4)
La matriz S(k), definida por S(k) = — AW sroporcionara i it
: (5 Proporcionard una expresion que permita

calcular los polos del sistema, pues estos corresponden a los eigenvalores del problema
de estados resonantes. Resolviendo el sistema formado por (2.3) y (2.4) conr = a, y
aplicando identidades trigonométricas, se obtiene

S(k) — —ik 4- Afe—2ha _ 1)
24k - A(e2ike — 1)

(2.5)

Imponer la condicién de onda saliente implica que B(k) = 0, por lo que el denominador
de (2.5) proporciona una ecuacién trascendental para los polos;

Viky, + A(e*% — 1) = 0. (2.6)

11



En general, no existe una solucién analitica exacta para (2.6), sin embargo, se puede
obtener una expresion aproximada para los polos.

Una forma de calcular los polos con gran precision es mediante el método de Newton-
Raphson.

El método de Newton-Raphson es un métado iterativo que permite, con gran efectivi-
dad, calcular ceros de una funcién; para poder aplicarlo, es necesario que la funcién de la
que se desea obtener los ceros sea derivable. Para el caso del potencial delta:

Sea
F(k,) = 2ik, + A(e* — 1), (2.7)
Se quieren encontrar los ceros k&, , de mado que, segln el método Newton-Raphson
I k’r—l
k=Rl — Fk, ) (2.8)
Flkyt)
donde
"= ip (2.9)
= a5 ;

Para aproximar un cero, es necesario conocer primero un valor aproximado a éste.

Sustituyendo (2.1) en (2.6} y separando la parte real y la imaginaria, se tiene

28, + A cos(20,a)e?P — X =0 (2.10a)
201, + Asen(20,a)e* = 0 (2.10b)
despejando
Acos(20p,a)e?P® = X — 28, (2.11a)
A sen(20p,a)e¥* = —2a, (2.11b)

elevando (2.11a) al cuadrado y sumando con el cuadrado de (2.11b)
Xetfne — (X —28.)% + 402, (2.12)

Al aplicar In en (2.12) se puede encontrar 3, de modo que
1 20, \” 26,\° .

12




luego, dividiendo (2.11b) por (2.11a)

= g [ (2.14)
P, = an 25— ) .

El sistema puede visualizarse como un cascarén esférico en el que la "transparencia"depende
de A, por lo que, tomando el limite en que A — oc, se obtiene

Bn=10 (2.152
niw

o, = — (2.15b
a

S SO S

lo que es consistente con el caso en el que se tiene una particula confinada en una caja:

Y(r) = Csenkr. (2.16)
Sustituyendo (2.15) en (2.1}
S % (2.17)
donde p=1,2,3,... y
2
C=4/—. 2.8
- (2.8

Para evitar confusiones, en (2.17) se ha empleado p en vez de la usual n. Ahora, se muestra
lo que ocurre al tener A < oo:

SiA>> 1
nmw
Qp = — + &y (2.19)
a
con o
0<eg, < —
a
entonces 8
a,
tan(2a,a) ~ ) (2.20)
pero, comparada con A, 8, — 0, por lo que
200,
tan(2a,a) ~ — c; (2.21)
sustituyendo
2nm
tan(2[nm/a + g,)a) ~ S (2.22)
a

notese que, debido a que £, es una cantidad muy pequedia, se ha despreciado en el lado
derecho de (2.22). Aplicando técnicas de variable compleja

1 2
&, ——tan1< mr) (2.23)

12

2a o
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entonces, sustituyendo (2.23) en (2.19)

gy 1t s e = ! i
o — 5 tan ()\a) (2.24)

Ahora, se buscara una expresién para 8, partiendo de (2.13):

Si A >>nm
i 2a,\ )

Nuevamente, en el lado derecho de (2.25), 8, — 0, por lo que se ha despreciado y sélo
sobrevive el 1.

Se sabe que a primer arden In(1 + z) ~ 2z y, dado que z = 2nm/)a, se tiene

8 1 /2n7\* 1 nAm?
T 4a\ da  a\a?
por lo tanto X ,
nw
Bn = E(E) : (2.26)

Se han obtenido entances, expresiones para oy, y 8,

nrt 1 i (an)
o, >~ — — —tan

a 2a a
(2.27)
1 /nmy\2
bz (52)

Si A >> 1, entonces A\a >> 1. Ademis, si z < 1, tan~! z =~ z; por lo que, de (2.27)

(2.28)

14



La condicién Aa >> 1 >> nw >> B, restringe los valores de n.
Puede hacerse otra aproximacion partiendo de (2.27), ahora con nm >> 1 >> Aa >
Bu:

Para valores grandes de z se puede aproximar

MH4ZNg,|ﬂ>1 (2.29)
entonces
o o O 1(7?) _Tf. 1 (2.30)
T a 2a\2/) a 4 "
' 1. (2a,\* 1. (2nx\° 1 [on«;
A~ ] 2 o S (Y s T, 2.31
4 4an<)\> 4an()\a) 2an()\a> 281)

Por lo tanto, se tienen dos expresiones analiticas aproximadas para k, expresadas en

términos de los parametros del potencial:

1 } 2
kng@ I—-——= —3(@) , Aa >>1>>nm >> 8, (2.32a)
a Aa a \Aa
T 1 7 2na
kn o E (TL — Z) — % In (W)j nTt>>1>> Aa > ,Bn (202}))

Ahora, si A > 1, de modo que 28,/A < 1, es posible escribir k,,, utilizando (2.19) y

(2.23), como*[20]:
2
1+(%ﬂ)]. (2.33)

Aa

nw 1 4 | 2nw il
— | —t—1In
Aa da

Que A tenga un valor finito, implica que la regidn interna tendrd una conexién con la
regidn externa y que los estados de la caja adquiriran un ancho directamente relacionado

con la parte imaginaria (8,.

La figura 2.2 muestra la distribucién de paolos, en el plano complejo, correspondiente al

potencial delta.

¥ el programa creado para la realizacion del presente trabajo se empled la expresion (2.33)
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1 1 1 ] ] 1 Re(k )
* |3 n
E 3 x
F 3 E 3
¥ %
- 3 *
% 3
¥ -0.7 4 %
3 b3

-1.4

Figura 2.2: Distribucién en el plano plano complejo de los primeros 20 polos k_, y &y, del potencial delta calculados
empleando el método de Newton-Raphson con una precisién de 107", Los parametros del potencial sona =1, y
A =10,

2.2. Calculo de los Estados Resonantes u,(r)

Como se ha mencionado, los estados resonantes aparecen tras imponer la condicién de
onda saliente en la solucién de la ecuacién de Schrédinger

u (r) + (k2 — A6(r — a)|u,(r) = 0.

T

Con la condicidn de onda saliente, las soluciones en las regiones interna y externa, son

un(r) = Apsen(k,r), 0<r<a (2.34a)
Un(r) = Dy e, r > a. (2.34Db)
Para la regidn interna, el coeficiente de normalizacién A, puede encontrase mediante:
/ u? (rdr + Lui(av,) = Il (D)
0 2

16



En el apéndice A. se muestran los calculos conducentes a encontrar la condicién de
normalizacidn de los estados resonantes.

Sustituyendo la solucién para la regién interna de (2.34) en (2.35), se tiene que

Ai/ sen’(k,r)dr + %AQ sen’(k,a) = 1, (2.36)
0
despejando A2 se obtiene la fraccién
A = ! (2.37)
* [y sen2(kyr)dr 4 g sen?(kna) '
Desarrollando el primer término del denominador de (2.37)
T, I a 1
sen”(k,r)dr = = [ [1 —cos(2k,r)|dr = = — — sen(2k,a) (2.38)
; 2 /, > " 4k,
y, desarrollando el segundo término se tiene que
7 7
T (kpa) = 4—1%[1 — cos(2k,a)], (2.39)
ahora, reemplazando (2.38) y (2.39) en (2.37)
1
A2 — . ; 2.40
o 4k sen(2k,a) + 7—[1 — cos(2k,a)] 240
Es sabido que ‘
e 20 cos(2k,a) — isen(2k,a), (2.41)
de donde, al despejar cos(2k,a), se obtiene la expresidn
cos(2knpa) = e 2kn% L jsen(2k,a) (2.42)
que puede emplearse en (2.40) para obtener
4 4k, _
" 2k,a — sen(2k,a) + i — icos(2k,a)
i (2.43)

~ 2kna — sen(2k,a) - 1 — i(e 2o + i sen(2k,a)’
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en la que puede sustituirse (2.6)

4k,
A2 = (2.44)

i) — — A\ ’
ana + 7 — Z()\——Q’Lkn>

despejando A, se obtendra la expresion para el coeficiente de normalizacién:

2(a\ — 2ik,a) 172
A, = ’ 45
(a(l +aX — 2ikna)> (2:49)

ahora es posible también obtener la expresion para los estados resonantes u,(7)

() — 2(aX — 2ik,a)
0 \a(l 4+ a) — 2ik,a

1/2
)) sen(k,r). (2.46)

Ndtese, para el calculo anterior, que, en el limite A — oc, se recupera el caso de la caja,

2\ /2 |
(2.45) adquiere la forma (—) que es el coeficiente de normalizacién para tal caso.
a



Capitulo 3

Probabilidad de Supervivencia y Densidad
de Probabilidad

3.1. Calculo de la Probabilidad de Supervivencia S(t)

Anteriormente se hizo la deduccion de la funcién de onda que describe el comportamien-
to del sistema a través del tiempo, con lo que es posible hacer el calculo de la probabilidad
de supervivencia S(¢) y de la densidad de probabilidad |¢(r,{)|* para potenciales tridi-
mensionales de alcance finito. Ahora las deducciones hechas en los capitulos anteriores se
aplicaran al analisis del decaimiento en un potencial delta.

Con el fin de estudiar sistematicamente la probabilidad de supervivencia en el tiempo,
adicionalmente a los parametros del potencial es necesario especificar el estado inicial.
Como ejemplo, en este capitulo se estudiarad el decaimiento de un estado inicial descrito

por un estado de la caja,
2
Pulr, 0) = \/gsen (}?), (3.1)

en la frontera del potencial de interaccién. Los parametros del potencial son A = 10 y
a = 1. La figura 3.1 muestra la probabilidad de supervivencia (en escala logaritmica)
como funcién del tiempo para el estado p = 1 (linea continua). En la misma se muestran
la contribucion exponencial de la solucién (linea cortada) y su contribucién no exponencial
a tiempos largos (linea punteada).

18
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Figura 3.1: Logaritmo de la probabilidad de supervivencia S(¢) en un potencial delta para el estado inicial ¥,(r,0) =

2 .
\ﬁsen (@); donde 7 = 1/T"1, Los parametros del potencial son A = 10y a = 1 con p = 1. En la figura, la linea
a o

continua corresponde al caleulo exacto {1.33), la linea discontinua corresponde a fa contribucion exponencial y fa lfinea
punteada corresponde a la contribucién no exponencial.

3.2. Calculo de Densidad de Probabilidad

Ahora se presenta el calculo de la densidad de probabilidad, que se hara para el mismo
potencial, con los mismos parametros vy el mismo estado inicial que la seccién anterior.

Como se mostré anteriormente, es posible expresar la funcién de onda que describe
la evolucion temporal del sistema ya sea como (1.36) o como (1.41). En cualquier caso,
la figura 3.2 muestra la contribucidn tanto de los términos exponenciales como de los
términos no exponenciales en la construccion de la densidad de probabilidad, de manera
semejante a la probabilidad de supervivencia.
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Infy(a,t)*

Figura 3.2: Logaritmo de la densidad de probabilidad |24{a, t)|? para un potencial V(r) = Ad(r —a) con pardmetros

mr 2 , ;
A =10, a =1 ycon p =1 con el estado inicial 1,(r,0) = 1/ —sen (}ﬂ> En la figura, la linea discontinua
a a

corresponde a la contribucién de los términos exponenciales y la linea punteada corresponde a la contribucién de
los términos no exponenciales. Obsérvese el recuadro al inicio de la gréfica.

Al comparar la probabilidad de supervivencia con la densidad de probabilidad, se aprecia
en ambas un comportamiento similar. La principal diferencia se observa al inicio de la
evolucién temporal del sistema como se sefiala con un recuadro en la figura 3.2, cuya
amplificacién se muestra en la figura 3.3. La densidad de prababilidad muestra, al inicio,
un efecto de acumulacion (conocido en la literatura como build up) que, en un tiempo muy
corto, alcanza un valor maximo para después dar paso al decaimiento. En la probabilidad
de supervivencia no se observa tal acumulacion pues el calculo de la misma se hace en la
regién interna del potencial.
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Figura 3.3 Logaritmo de la densidad de probabilidad | (a, £)|* como funcién del tiempo para un potencial V(r) = Ad(r—a)

R 2 T )
con parametros A = 10, a = 1y p = 1 en el estado inicial 2, (r,0) = 1/ —sen (p—) Se presenta el comportamiento al
a a
inicio del proceso de decaimiento.

De este efecto de acumulacidn, al que en este trabajo se le Hamarda Acumulacion de la
Densidad de Probabilidad, se hara el estudio analitico a continuacién con lo que se pre-
sentaran los primeros resultados obtenidos.

Coma ya se ha visto, durante el proceso de decaimiento se da una acumulacian de la
densidad de probabilidad estructurada por un patrén oscilatorio. Para caracterizar la acu-
mulacién es necesario volver a (1.36) y (1.41) que describen la evolucién temporal del
sistema.

Se hara un analisis cualitativo sistematico, término a término, para conocer cual de es-
tos describe la acumulacién, comenzando con (1.36) que, para simplificar el analisis se
reescribira

w(a,t) — d)emp - I (32)
donde
N
Wgp = Z Cnun(a)e*ik?lt, (3.3)
n=1
definiendo I como
N
I = [Crtin(a)M(—yn) — (Crttn(a))* M (y_n)]. (3.4)

i
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Dado que se quiere estudiar la acumulacion de la densidad de probabilidad, el médulo
cuadrado de la funcion de onda debe expresarse de la siguiente manera:

(3.5)

[W(a, ) = [Yeap|” + I = 2Re{0,, 1}

Se presentara primero el analisis grafico de [the,,|?, posteriormente se presentara el
andlisis de |I]|? y de —2Re{+!, I'}. Se mostraran los resultados obtenidos al ir aumentando

exp

el valor de N en cada término, siendo N =1, N =2, N =5y N = 100 los valores
empleados.

0.20 0.20
0.154 0.15
o N
g 010 5010
] -1 m ” -
= >
0.05 0.05
O-W L T ¥ T T T G-Ge ¥ T ] 1 4 1 4 1 X
00 02 04 08 08 10 00 02 04 06 08 10
th tr
1 1
(@) (b)
0.20
0.154
g
© 0.10-
=
0.054
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00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

th
(©

Figura 3.4: Contribucién de la ecuacién (3.3) en la acumulacién de la densidad de probabilidad. Conforme se aumenta el

th
@

namero de polos el comportamiento se asemeja mas a la figura 3.3,



La figura 3.4 muestra la contribucion de (3.3) en la acumulacién de la densidad de pro-
babilidad. Se aprecia que, para un solo polo (figura 3.4a), no hay acumulacién. Al hacer la
suma con dos polos, empieza a manifestarse la acumulacion (figura 3.4b). Con cinco polos
(figura 3.4c), se aprecia una acumulacion que, ademas, presenta una estructura oscilatoria
que se hace mas compleja confarme se va aumentando el niimero de polos, como puede
verse en la figura 3.4d. s evidente que, conforme se aumenta el nimero de poleos, el
comportamiento es cada vez mas semejante al que se muestra en la figura 3.3.

1.0 i 1.0
] a=1
0.8+ 2=10 0.8-
£ p=1
0.6 0.6
€ 04 T 0.4-
021 0.2
0.0- L ) T I 0-0 1 ) 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
thr, i,
(a) (b)
1.0 1.0
0.8- 0.8+
0.6- . 0B
) (=
? X A4
< 041 — 0 |
= ] 0.2
0.2 ]
1 0.0
0.0 ]
T T T T T T T T T '02 ¥ T T T T T T T ¥
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 02 04 06 08 1.0
tr, 7k

1

(c) (d

Figura 3.5: Contribucitn de la ecuacién {3.4) en la acumulacién de la densidad de probabilidad, presentada en la figura
3.3.



La figura 3.5 muestra la contribucién de la ecuacién (3.4) a la acumulacidn de la
densidad de probabilidad. Evidentemente, sin importar el niimero de polos que se utilicen,
esta parte de la funcidén no contribuye significativamente a la acumulacién de la densidad
de probabilidad. Ahora, se efectuard la comparacién entre la funcién completa (ecuacion
3.2) y la parte exponencial (ecuacién 3.3) empleando el mismo namero de polos que se ha
utilizado para hacer el analisis anterior, es decir, 1, 2, 5 y 100 polos.
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Figura 3.6: Comparacién entre (3.2) y (3.3). En (a) la funcién (3.3) apenas manifiesta una pequefia acumulacién y (3.2)
no lo hace. En (b), ambas funciones muestran una ligera acumulacién aunque adn inestable. En {¢) |tfesp — I = 0.1815 y
|%benp|? = 0.1773. En tanto que en (d) |thenp — 1|2 = 01716 y |thenp 2 = 0.1778.



La figura 3.6 muestra la comparacion entre el calculo asociado a (3.2) y el célculo
asociado a (3.3).

En la figura 3.6d la contribucion de (3.3) sobrepasa ligeramente a (3.2); pudiera pen-
sarse que, si se tuviera una mayor cantidad de polos, la diferencia se haria ain mayor
perc no ocurre asi, coma lo muestra la figura 3.7 en la que se hace el calculo con 1000
polos y no se observa una diferencia significativa entre ambas funciones pues al hacer el
calculo