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RESUMEN

En esta tesis se presentan los resultados de la optimizacién dindmica del
proceso de produccion de laminas de poli(metacrilato de metilo) (PMMA). Se
obtienen las politicas 6ptimas de operacion para el proceso tradicional en bafio de
agua, y el proceso alternativo en un horno de conveccion. Se evallan los costos
de los servicios de enfriamiento y calentamiento para determinar cuél de estos

procesos es mas econoémico.

El modelo cinético empleado corresponde al de radicales libre. El proceso de
polimerizacion, esta representado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales con sus correspondientes condiciones iniciales y de frontera para los
balances de energia y masa. Se utiliza la técnica de diferencias finitas para
transformarlas en ecuaciones ordinarias, y posteriormente se utiliza el método de
colocacion ortogonal sobre elementos finitos para generar un problema de

programacion no lineal, el cual es resuelto con el enfoque simultaneo.

El problema de optimizacién fue resuelto por medio de la herramienta de calculo
para optimizacion IPOPT (Interior Point Optimizer), utilizando el lenguaje AMPL (A
Mathematical Programming Language) para representar el modelo. Se presentan
los resultados de los diferentes procesos y se comparan contra politicas de

operacion isotérmicas.



1. INTRODUCCION

Otto R6hm y su colaborador Walter Bauer, crearon en 1932 el proceso para
polimerizar metacrilato de metilo en laminas transparentes [9]. La primera
aplicacion comercial para el nuevo producto, fue en la nariz del avion de guerra
Boeing B-17 en 1935. Actualmente, las laminas de PMMA se utilizan en aviones y
autobuses, sefalizaciones, acuarios, bafieras, muebles y como barrera acustica
en carreteras, entre otras aplicaciones. No se han descrito efectos toxicos y tiene
una buena compatibilidad con el tejido humano, por lo que puede ser usado en
lentes intraoculares para el tratamiento de cataratas, cemento éseo y en prétesis

dentales [18].

El PMMA ofrece una combinacién Gnica de propiedades, entre las que se
encuentran su alta transparencia y brillo, resistencia mecanica, resistencia a la
intemperie y a los rayos ultravioleta, asi como su ligereza en comparacion con el
vidrio. Ademas, puede ser modificado con diferentes acabados y tratamientos,
como pigmentos y aditivos retardantes de llama, asi como recubrimientos
antirrayado y antiestatica, que abren mdultiples posibilidades para su uso en

arquitectura y decoracion [9].

El principal problema que se presenta en la produccion industrial de las laminas de
este polimero, es lo que se conoce como el efecto gel o efecto Trommsdorff-
Norrish. Este provoca una gran produccion de calor, lo que ocasiona que la

reaccion sea dificil de controlar.



1. INTRODUCCION

Para obtener un producto de buena calidad, se debe garantizar una resistencia
mecanica homogénea a lo largo de la lamina. Esta resistencia se ve reflejada a
través de la distribucion de los pesos moleculares que, sin el control y las
condiciones apropiadas, puede ser muy amplia, lo que se traduce en un producto

de menor calidad [28].

Para mantenerse competitivas, las empresas de la industria quimica buscan
manufacturar productos con menores costos de capital y de operacion,
manteniendo al mismo tiempo una alta calidad. La ingenieria de procesos utiliza
avanzadas técnicas para representar este problema matematicamente y darle una
solucibn de manera sistemética y efectiva. Usualmente, estos problemas
presentan varias posibles soluciones y complicadas interacciones entre las
variables de decision, debido a la no linealidad de los modelos mateméticos que
los representan. Encontrar la solucién Optima a un problema resulta en un
aumento en las ganancias frente a las demas alternativas. Gracias al crecimiento
en la capacidad de cédmputo y al desarrollo de algoritmos, la optimizacién se ha

convertido en una tecnologia potente e indispensable en la toma de decisiones [4].

Para la utilizacién de estas técnicas en la produccion de polimeros es importante
contar con un buen modelo. Durante las ultimas tres décadas, se han hecho
numerosos intentos por modelar apropiadamente los distintos factores que afectan
el comportamiento de la reaccion de polimerizacion por radicales libres. En el
presente trabajo se decidio utilizar el modelo presentado por Chiu, Carrat y Soong

[11], que representa los datos experimentales de manera satisfactoria, siendo



1. INTRODUCCION

relativamente sencillo de programar, como se demuestra en el articulo publicado

por Rivera et al. [28]

Se pueden producir ldminas de PMMA por extrusion, en procesos continuos, o
mas comunmente, se lleva a cabo la polimerizaciébn por lotes en moldes.
Generalmente, este Ultimo proceso se puede dividir en tres pasos: (1)
prepolimerizacion, (2) polimerizacion y (3) enfriamiento o curado [9] [26] [32]. Esta
produccién se ha llevado a cabo en la industria en condiciones determinadas

experimentalmente, sin haberse realizado estudios con fundamentos cientificos.

Algunos estudios previos han demostrado que se pueden mejorar las propiedades
mecanicas, a través de una manipulacion apropiada de la temperatura del aire o
del agua que incide sobre los moldes, en los pasos de polimerizacion y
enfriamiento. Wanwanichai et al. [32] determinaron tiempos éptimos de produccién
de manera experimental, para el proceso isotérmico, en el caso de un bafio de
agua, y el caso en dos pasos de un bafio de agua seguido de un horno de
conveccién. Zhou, Guptam y Ray [34] reportaron la simulacién del proceso del
reactor por lotes y la polimerizacién. Rivera, Flores y Vilchis [27] llevaron a cabo
un estudio donde se determiné una politica de operacion para un horno de

conveccion, validado por datos experimentales.

Este trabajo consiste en encontrar una politica de operacion Optima para el
proceso de produccion de laminas de PMMA, para mejorar las propiedades
mecanicas del producto, asi como reducir los costos y tiempos de produccion. A

diferencia de trabajos anteriores, se considera tanto el proceso en bafio de agua

10



1. INTRODUCCION

como el horno de conveccion, asi como el costo de los servicios de agua de

enfriamiento y vapor de calentamiento

11



2. ANTECEDENTES

2.1 PMMA Y SU PRODUCCION

El monémero (MMA), se obtiene principalmente de la reaccion entre acido
cianhidrico y acetona en presencia de un catalizador basico, como hidréxido de
sodio, para obtener cianohidrina de acetona. Posteriormente, la cianohidrina se
calienta con acido sulfurico, lo que forma sulfato de metacrilamida. Este ultimo se
hace reaccionar con agua y metanol para dar metacrilato de metilo. El éster se
recupera neutralizando el acido con amoniaco, separacion del subproducto
(bisulfato de amonio) y destilacion [18]. Recientemente se han adoptado otras
rutas como alternativas, sin embargo, la descrita anteriormente sigue siendo la

ruta principal.

O
o = B NaOH _@Eh
N Bk 2 OH
Acetona Acido cianidrice Cianchidrina de acetona
0 . H,S0,
—451\_ —_— e e
OH H*
Cianchidrina de acetona Sulfato de metacrilamida
0 - Qe 7
+« H.SO Y
I\H 2 4 H D
— + —OH E— = + NH4HSO4
Sulfato de metacrilamida Metanol Metacrilato Bisulfato
de metilo de amonio

Figura 1. Ruta principal para la obtencion de MMA.
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2. ANTECEDENTES

El MMA puede ser polimerizado a través de un mecanismo de radicales libres 0 a
través de un mecanismo anionico. La polimerizacién aniénica no es de importancia
industrial, ya que el mondmero tiene que ser sometido a purificacion y la

polimerizacion tiene que ser realizada a temperaturas bajas [9]

La polimerizacion de acrilatos y metacrilatos por radicales libres es una reaccion
de adicion, con un crecimiento en cadena a través del enlace doble del monémero.
Este mecanismo de polimerizacién produce altos pesos moleculares a baja

conversion [6].

El mecanismo de radicales libres se lleva a cabo en tres etapas, que se presentan

a continuacion:

e Iniciacion.

La reaccion puede iniciarse con calor, radiacibn, o quimicamente con
sustancias que forman radicales. La iniciacibn térmica espontanea es
extremadamente lenta, por lo que no se utiliza en la industria. EI MMA se
puede irradiar con luz ultravioleta, rayos X y gamma, e incluso luz visible, con el
uso de sustancias fotosensibilizadoras. La iniciacion quimica es la mas comun.
Esta involucra la descomposicion homolitica de las moléculas del iniciador, de
donde se obtienen los radicales libres que inician la polimerizacion. Algunas de
las sustancias utilizadas para este propdsito son perdxidos, hidroperoxidos, o
compuestos azoicos solubles en el mondémero [35]. En este trabajo se estudio el

iniciador conocido como AIBN (2,2’-azobisisobutilonitrilo).

13



2. ANTECEDENTES

N=N T

\\;f_
|
Y
[
N
|

NZ
N 1 A
AIBN Radical |
“. + —— - .
P —0 0O
N 0O N
| l
Radical | Metil Metacrilato Radical P1

Figura 2. Iniciacion con AIBN.

e Propagacion:

Al ser un crecimiento en cadena, en la propagacion el monémero pasa a ser

parte de la cadena molécula por molécula.

2 -+ — - e
—0
o) 4
N )): 0 N
| |
Radical P1 Metil Metacrilato Radical Pn

Figura 3. Reaccion de propagacion.

e Terminacion:

La terminacion se da a través de dos mecanismos, combinacion y
desproporcion. En la terminacion por combinacion, el polimero resultante esta

14



2. ANTECEDENTES

unido por el mismo extremo y el peso molecular se duplica. Este mecanismo

predomina a bajas temperaturas [17].

n m
=0 =0 O= O=
N7 Nk
(@) (@) (@) @)
| | | |
Radical Pn l Radical Pm
-?"
2 E =0 ko
N7
@) c|) (lj

Pn+m

Figura 4. Reaccion de terminacién por combinacion.

En cambio, a altas temperaturas, la terminacion por desproporcién se vuelve
mas significativa, siendo hasta el 80% del total de reacciones de terminacion a
60°C, de acuerdo a mediciones hechas con un marcador radioactivo [18]. En
esta, un protdn se extrae de una cadena a otra y se producen dos cadenas

diferentes que tienen aproximadamente el mismo peso molecular [30].

15



2. ANTECEDENTES

+ m
0= @)
N A\
P9 7 9
Radical Pn l Radical Pm
+ =
0= 9) -
N/7 \\N
@) @)
| I
Pn -

Figura 5. Reaccion de terminaciéon por desproporcion.

El efecto gel se produce por un aumento en la viscosidad del sistema. Al comienzo
de la reaccion, la terminacion de la cadena por combinacion es una reacciéon muy
rapida. Conforme las moléculas de polimero van creciendo, la viscosidad de la
mezcla aumenta y disminuyen las colisiones de cadenas de mayor tamafio, por lo
que se eleva el consumo de mondmero, que tiene mayor movilidad [11]. La
velocidad de reaccibn aumenta, y debido a que es una reaccidn altamente

exotérmica, aumenta la temperatura rapidamente.

La prepolimerizacion se lleva a cabo en un reactor por lotes, para mezclar los

reactivos, remover los inhibidores contenidos en el MMA comercial y para calentar

16



2. ANTECEDENTES

la mezcla. Posteriormente, se agregan aditivos para facilitar el desmolde. Este
jarabe presenta ventajas frente al uso del monémero, como evitar fugas y facilitar
el vaciado en los moldes, disminucion en la contraccion de las placas, disminucién
del tiempo de curado y evitar reacciones fuera de control [18]. Se introduce este
jarabe en los moldes, y la polimerizacién se inicia calentandolos al sumergirlos en

un bafio de agua o, alternativamente, utilizando un horno de conveccion.

2.2 OPTIMIZACION

La optimizacion tiene la finalidad de encontrar la mejor solucion a un
problema dado un conjunto de alternativas, sin pasar por alto la serie de
restricciones inherentes al sistema de estudio. Esta area de suma importancia en

la ingenieria para disefiar procesos nuevos y mas eficientes.

La estructura de un problema de optimizacion cuenta con los siguientes
elementos: una funcidon objetivo, variables de decision y un modelo de
comportamiento del sistema a mejorar. La funcidon objetivo es una forma de
cuantificar qué tan apropiada es una solucion del problema, y puede definirse en
términos econdmicos, o en forma de otros parametros como tiempo y energia. Las
variables de decision son aquellas que podemos manipular, y de las cuales
queremos determinar su valor para alcanzar la solucién éptima. Las restricciones,
tales como balances de masa y energia, capacidad de produccion y la demanda
de productos, definen la region factible, es decir, el conjunto de soluciones
aceptables [12]. Finalmente, se debe de contar con un modelo fiable que exprese

la relacién entre las variables del sistema que se desea mejorar.

17



2. ANTECEDENTES

Los problemas de optimizacién se pueden clasificar, principalmente, en términos
de variables discretas y variables continuas. Los principales problemas con
variables continuas son la programacion lineal (LP) y la programacion no lineal
(PNL). Dentro de estos ultimos, una distincion importante es si el problema es
convexo 0 no convexo. Los problemas convexos garantizan un minimo 0 maximo
global. Los problemas de variable discreta se pueden clasificar en programacion
lineal entera mixta (PLEM) y programacion mixta entera no lineal (PNMLEM). Un
caso especial de la PLEM, es aquel en el que todas las variables son enteras, y al
gue se le llama programacién entera (PE). Los problemas no lineales y de variable
mixta entera no lineales, surgen en el area de disefio de procesos, mientras que la

programacion lineal y programacion entera mixta surgen en planeacion.

Optimizacion

Variabke ariabke
Discreta Continua

PHL

Figura 6. Clasificacion de los problemas de optimizacion.
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2. ANTECEDENTES

Los problemas de optimizacion dinamica, son modelados con ecuaciones
diferenciales, las cuales describen el comportamiento de las variables (que
evolucionan con el tiempo); y ecuaciones algebraicas, que involucran relaciones
termodinamicas y fisicas. Existen diferentes enfoques y métodos para resolverlos.
En este trabajo, se utiliza el enfoque conocido como enfoque simultaneo, en el que
las variables se discretizan completamente, con lo que se convierte en un
problema de programaciéon no lineal. La principal caracteristica de este enfoque,
es que resuelve el sistema algebraico-diferencial una sola vez, en la solucién
optima. Resulta en problemas méas grandes que el enfoque secuencial, pero es

mas estable y converge a una solucion mas rapidamente [5].

2.3 HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES

Tanto el problema de simulacion, como el de optimizacion, involucran la
solucion de un sistema ecuaciones diferenciales parciales acopladas y que
generalmente presentan rigidez. Por lo tanto, es importante la seleccion adecuada
de los métodos y las herramientas computacionales utilizadas para obtener la
solucion de estos. A continuacion, se describen brevemente los programas y

algoritmos empleados en el presente trabajo.

2.3.1 AMPL

Su nombre, A Mathematical Programming Language, se traduce como un
lenguaje de programacion matematica y fue desarrollado por los Bell Laboratories
alrededor de 1985 [2]. Como su nombre lo indica, es un lenguaje capaz de

expresar y resolver en notacion algebraica los problemas de optimizacion de gran
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2. ANTECEDENTES

escala que surgen en una gran variedad de aplicaciones. Toma un archivo con el
modelo, otro con los datos particulares del problema, y los traduce de tal manera
que un algoritmo lo pueda utilizar directamente. La separacion del modelo y los
datos tiene la ventaja de facilitar el reutilizacion de modelos y simplificar la
construccion de los modelos. Ademas, permite el uso de solvers tanto comerciales
como de codigo abierto (lo que significa que cualquier persona puede ver el codigo

y modificarlo).

AMPL es utilizado en negocios, agencias gubernamentales e universidades en
todo el mundo. Alrededor de 1000 articulos académicos citan el uso de este

lenguaje [2].

2.3.2 IPOPT

El solver utilizado en este trabajo es llamado Interior Point Optimizer
(IPOPT). Esté& escrito en C++ y es de cdodigo abierto. Esta disefiado para encontrar
el minimo de problemas de optimizacion continuos, no lineales, no convexos y con
restricciones de gran escala con hasta un millon de variables y restricciones [16].

Utiliza un método de barrera para solucionar problemas de la siguiente forma:

min f(x) @
Sujeto a:

c(x)=0 (1.1)

x® >0 (1.2)
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2. ANTECEDENTES

Donde f(x) es la funcion objetivo y g(x) son las restricciones no lineales, con sus
respectivos limites inferiores y superiores. Para facilitar la lectura del presente

documento, el algoritmo de barrera se describe en el Anexo 8.4.
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3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El esquema tradicional de produccion de lamina acrilica consiste en un
bafo de agua para la etapa de polimerizacion y curado. Existen las alternativas de

usar un horno de conveccion o combinar ambos procesos.

Reactor de
prepolimerizacion
MgA 1L [Iniciador
Adicidn de
aditivos

]
Moldes con MMA %=~ aje

12/ —
W

Vaciado
en molde

Y
-—
c‘_‘wc?
ilador w.g
[-]

YVenti

P

Cambiador
de calor

Detalle del
olde
x=H x=H

Cuba de horno de conveccidn = Flujo =0 D

Reemplazo del

placas de
acrilico

/XV — agua
j por la cuba de agua e aire
caliente |__monomero MMA |Zﬁ
0

L x=0 *=
=L 0

(c]

(2]

Figura 7. (a) Esquema tradicional para el proceso de produccién de placa acrilica, (b)
configuracion alternativa del reactor para la polimerizacion de MMA, y (c) localizacion de los
puntos donde se reportan los resultados.

En este trabajo se busca determinar cual es el mejor proceso y la politica 6ptima
de operacion definida en términos del perfil de temperaturas, para obtener las
laminas con la mejor calidad posible, utilizando como criterios la distribuciéon de

pesos moleculares en la placa y las utilidades econdmicas.
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3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Espesor 6 mm
Largo 1.8 m
Ancho 1 m

Tabla 1. Dimensiones de la lamina de PMMA.

Las politicas de operacion se determinan resolviendo el siguiente problema de

optimizacién dinamica:

rr&n fobj @

P [ o7 v (=) o (1)
0 ! Tdes 2 Xdes 3 Tades

Sujeto a las restricciones siguientes:

1. Balances de masay energia.
2. Condicion inicial.
3. Condiciones de frontera.

4. Cambio maximo dinamico de temperatura del aire o del agua de 10 °C.

La funcion objetivo busca que los valores de conversién, temperatura y
temperatura del aire 0 agua sean lo mas cercanos posibles a un conjunto de

valores deseados (Tges, T@des, TWdes Y Xdes)-

Los factores de peso, wi, W, y ws reflejan la importancia asignada a cada término
en la funcién objetivo. En este caso, se decidié que la temperatura de la placa era
la variable mas importante, ya que si se permite un aumento brusco de la
temperatura, se vuelve mas dificil la remocién de calor del sistema y disminuye la

calidad del producto, sobre todo en la presencia del efecto gel.
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3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

50
50
50
0.95
500
10
1

°C

°C

°C
Xdes

Tabla 2. Valores deseados y factores de peso.

En los calculos se utilizaron las propiedades fisicas constantes, asi como los

valores iniciales que se listan a continuacion:

AHR
Cp
k

-58.19
1562
0.16
0.58
1200

114
9.98
0.0258
25
0
0
44 - 70
44 - 70

kJ / mol
J/ (Kg K)
W/ (m K)

kg / m?
°C
mol / L
mol / L
°C

mol / L
°C
°C

Tabla 3. Propiedades fisicas.
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4. MODELO DE SIMULACION

En este capitulo, se describen las caracteristicas del esquema cinético, la
derivacion de los modelos para los procesos de curado en la cuba con agua, asi
como el horno de conveccion, basado en primeros principios. Los modelos
resultantes, corresponderan a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales,

con sus condiciones iniciales y de frontera.

4.1 CINETICA

La cinética de polimerizacion por radicales libres, ha sido ampliamente
estudiada en los ultimos afos. El proceso involucra fenbmenos como el efecto
vitreo y el efecto gel, ademas de que a altas conversiones del mondémero, la
difusidbn molecular llega a dominar el proceso. Por esto, existen modelos con

distintos niveles de complejidad y exactitud.

En la siguiente figura se presenta una comparacion entre los modelos de Chiu,

Carrat y Soong (CCS) [11] y el modelo de Vivaldo, Hamielec y Wood [26].

Como se puede observar en la figura 8, la aproximacion de este modelo es
suficientemente cercana a los valores obtenidos experimentalmente para la
conversién, asi como para la prediccion de los pesos moleculares, con el modelo

VHW.
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Figura 8. Comparacion de los modelos VHW y CCS [26].
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Figura 9. Comparacion de las conversiones predichas por los modelos de VHW y CCS a
diferentes temperaturas.
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4. MODELO DE SIMULACION

Las principales diferencias se encuentran a altas conversiones. Debido a esto, el
modelo CCS se eligi6 por su simplicidad. Este modelo representa la cinética
durante las diferentes etapas de la reaccion, y toma en cuenta los fenomenos que

se presentan en cada una de ellas.

Los balances de masa y las expresiones cinéticas de este modelo se presentan a

continuacion.

dl €l (3_1)
- = ~kal =74 (1 - 0k,
(3.2)
dx
E = kp(]. — X)){O (33)
o _ M ke 2kl — ko (3.4)
dt 1+ex Xk + 2f ka t70 '
mw =29
Y= (3.5)
Donde:
1 15.43x10°
ks = 6.32x10°° exp - (4.1)
k? = 5.88x10° ex (— 701 ) (4.2)
£ P\" Tos7T '
0 , 4353
k, = 2.95x10" exp (— 1.987T) (4.3)
d, —d
e=——" (4.9)
p
d,, = 0.973 — 1.164x1073(T — 273.15) (4.5)
_ 1—x (4.6)
Pm = 1+ ex
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4. MODELO DE SIMULACION

1 1 0: 4

S )

11 6k

» o eXp(Zgi%%ﬁn)
B = 0.03

(4.7)

(4.8)

(4.9)

En el balance de masa del iniciador, la eficiencia del iniciador f, tiene un valor de

0.58, que también es llamado factor de efectividad. Al formarse los radicales libres

del iniciador, no todas las moléculas reaccionan con el monémero para comenzar

la reaccion de polimerizacion en cadena. Algunas de estas regresan a su

configuracion original, mientras que otras no se difunden en el medio de reaccién

lo suficiente para encontrar mas moléculas de monomero. Este factor de

efectividad representa la cantidad de moléculas de iniciador que si logra

reaccionar efectivamente para formar las cadenas de polimero [1].

Los valores de A, 6;y 8, se reportan a diferentes temperaturas [11], por lo que se

realiz6 un ajuste por minimos cuadrados para obtener una expresion dependiente

de la temperatura. Las expresiones obtenidas son:

A= —825x107°T + 0.168

17568

0, = exp( ) —47.133

13977

0, = exp( ) —35.129

28

(5.1)

(5.2)

(5.3)



4. MODELO DE SIMULACION

A y=.825E-06x + 1.68E-01

0.17
0.165
0.16 S~
0.155
0.15 e
< 0.145
0.14
0.135 -
0.13
0.125
0.12
0 1000 2000 3000 4000 5000
(T-Tg)? (K3
Figura 10. Dependencia de A con la temperatura (K).
oty 0p
0
1 27 2.8 2.9 3 3.1 3.2
2 .\
o -3 y = -17.56x + 47.13 -
< 4 ~. R2 = 0.997 theta t
- ® thetap
8 -5 .
S \.\ ——Lineal (theta t)
Ty = 1307x+ 3512 ——Lineal (theta p)
7 R2 =0.999 .
-8 ]
-9

In(1/0)

Figura 11. Dependencia de 0,y 6; con la temperatura (K).
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4. MODELO DE SIMULACION

Se utiliza el modelo hasta el momento vivo cero (Aog) para facilitar la convergencia

y disminuir el numero de variables del problema.

4.2 MODELO ADIMENSIONAL

Para facilitar la convergencia de la optimizacion, se formulé un modelo
adimensional que se presenta a continuacion. Se definen nuevas variables
adimensionales utilizando valores de referencia, propiedades fisicas del sistema, y
en el caso de los momentos vivos, expresando su valor de forma logaritmica. Esto
altimo se hace con la intencién de que su valor permanezca en un orden de
magnitud, de modo que al algoritmo de optimizacion le resulte mas facil de

manejar. De tal modo que el momento vivo A, tendra un valor de 2 en lugar de

102,
ta
T = m (6.1)
Z
(= I (6.2)
X
§ = T (6.3)
I
I= I (6.4)
Ao =Indo (6.5)
T
0= ﬂ (6.6)

Para obtener los balances de energia se establece un marco de referencia que se
describe en la figura 9. La coordenada z corresponde al largo de la placa, que se
denomina L. El ancho de la placa corresponde a coordenada y, y se le denomina

30



4. MODELO DE SIMULACION

W. Se considera que existe simetria en la coordenada x de la placa, que

corresponde al ancho de la placa, por lo que solo se tomara en cuenta la mitad de

la placa, y al ancho se le denomina 2H.

2H

Figura 12. Asignacion de ejes y dimensiones de la placa.

Las derivadas pueden entonces expresarse con las nuevas variables de la

siguiente forma:

dl  lyadl
P (7.1)
dt H?drt
20, dA
iy _e— a2 (7.2)
dt H? drt
dx o dx 7.3)
dt  H?dt '
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4. MODELO DE SIMULACION
4.3 BALANCE DE ENERGIA
El modelo de transferencia de energia, fue derivado haciendo balance de

coraza con un volumen de control (AV = AZW2H) como se presenta a

continuacion:

+
ot
o
ot
i
o
K
L+*
o’
ot
K

Figura 13. Volumen de control para el balance de energia.

Se hace la suposicion de que las propiedades de la placa, como densidad,

conductividad térmica, capacidad calorifica isobérica, etc., son homogéneas.

4.3.1 BANO DE AGUA

El balance de energia en su forma dimensional para la placa en el bafio de

agua, la condicion inicial y las condiciones de frontera correspondientes, es:

OT  k 0°T  Quun
at  pCpox?  pCp

(8)
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4. MODELO DE SIMULACION

1. t =ty 0<x<H, T=T, (8.1)
2 =0 o _ 0 vt >t (8.2)
' =5 ox 0 '
T
3. x=H, — ka =h,(T-T,), vVt > tg (8.3)
Donde:
ern = (_AHr)(_rp) (8.4)
r, = —k,MA, (8.5)

El modelo adimensional que resulta es:

00 (H\?0%9 H?
—( ) ©)

Er) + mem

ot \L
1. T =Ty, 0< f <1, 0 = 00 (9.1)
2 =0 96 =0 VT >
&E=0, 5z =0 T> 1 (9.2)
a0
3 &E=1, % = Biy(6 —6,), VT > 1 (9.3)

Las suposiciones hechas son:

» La temperatura depende Unicamente del tiempo y de la longitud de la
lamina.

» La disipacion de calor por las orillas es despreciable al ser comparada con
las superficies superior e inferior de la placa.

» Las propiedades fisicas, como p, k, h y Cp, son constantes.

= EI calor de la reacciébn proviene principalmente de la reaccién de

propagacion.
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4. MODELO DE SIMULACION

= Dentro de la mezcla reaccionante, el mecanismo principal de transferencia

de calor es la conduccion.

Para el célculo de h,, en términos del flujo de agua y la separacion entre las

placas, se utilizé la correlacion [33]:

1 1
Nu = 0.664Re2Pr3 (10.1)
h, = Nu 10.2
L
Re = Qp (10.3)
Ap

4.3.2 HORNO DE CONVECCION

Para el horno, se incluye un término para el mecanismo de conveccion, por

lo que el balance de energia queda como sigue:

oT k 90°T h
— = ———(T-T,)+ i (11)
ot pCpdz> HpCp pCp
1. t =ty 0<z<l, T =T, (11.1)
aT
2. z =0, - k@ =h,(T—T,), vt >t (11.2)
oT
— or _ (11.3)
3. z=1, 5, = 0 Ve >t
Donde:
ern = (_AHT)(_rp) (11.4)
n = —kyM (11.5)

Y el modelo adimensional puede escribirse de la siguiente manera:
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4. MODELO DE SIMULACION

o () b0 -0 + 2 a2

1. T =T, 0<¢(<1, 6 =0, (12.2)
00 ,

2. (=0, % =Bi; (6 —6,), VT > 1 (12.3)

3. 26 12.4

(=1, a—(=0, VT > 1 (12.4)

Este modelo se obtiene haciendo las siguientes suposiciones:

*» La temperatura depende Unicamente del tiempo y de la longitud de la
lamina.

» La disipacion de calor por las orillas es despreciable al ser comparada con
las superficies superior e inferior de la placa.

» Las propiedades fisicas, como p, k, h 'y Cp, son constantes.

= El calor de la reaccidon proviene principalmente de la reaccién de
propagacion.

» Dentro de la mezcla reaccionante, el mecanismo principal de transferencia

de calor es la conduccion.

El coeficiente convectivo de transferencia de calor, se calculdé en términos de la

velocidad del aire, con la siguiente correlacion [33].

1 1
Nu = 0.664Re2Pr3 (13.1)
h, = Nu 13.2
VpL
Re = P~ (13.3)
u
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4. MODELO DE SIMULACION

4.4 COEFICIENTE CONVECTIVO DE TRANSFERENCIA DE CALOR

Una de las principales diferencias de estos dos procesos, es el coeficiente
convectivo de transferencia de calor, hy y hy, y para calcularlo a diferentes
temperaturas, se programaron rutinas en Matlab que utilizan las propiedades
fisicas del sistema y las ecuaciones 10.1 a 10.3, en el caso del bafio de agua, y

13.1 a 13.3 en el caso del horno de conveccion.

4.4.1 BANO DE AGUA

Para el célculo de las deméas propiedades del sistema, se utilizaron

expresiones dependientes de la temperatura [23]:

p = (62.3538 — 3.5347x1073T
Ten°F 454

.5
peng/cm’ — 4.8193x10 TZ)(30_482) (14.1)
enk ( 0.2354 + 208.65 2074.8 ) (454 * 60) (142)
en U, =1 —0. - .
M eng/mincm ¢ T T? 30.48
Tenk Cp = (1.007 — 1.179x107*T + 3.305x1077T?
en ~ 1055.06 * 18 (14.3)
CpenJ/gK —1.135x107°T3) (—)
454
Tenk k = (03117 + 6.2278x10~*
en 1055.06 = 18 (14.4)
kenJ/mincm — T 1.1159x107°T?2 (—) '
K x )\ "60+3048

Estas funciones se programaron en Matlab, como una rutina que requiere como
variables de entrada una temperatura del agua, su flujo, el area entre las placas, y

la longitud caracteristica, para evaluar las propiedades del agua al utilizar las
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4. MODELO DE SIMULACION

ecuaciones 10.1 a 10.3. Finalmente, la variable de salida del programa es el valor

del coeficiente h,, en J / min K cm?.

4.4.2 HORNO DE CONVECCION

Para calcular la densidad del aire, se consideré que la ecuacion de gas

ideal era una buena aproximacion, para las temperaturas y presion de operacion.

P29

= (14.1)

p

Para el calculo de las deméas propiedades, se utilizé un ajuste de minimos
cuadrados para obtener las siguientes expresiones dependientes de la
temperatura [23]:

60
TenK Uy = (4.9958x1072T + 2.5905) (1—04) (14.2)

M en g /mincm
TenK Pr = 3.6723x1077T? — 3.7744x107*T + 0.7861 (14.3)

60
TenK k = (0.0762T + 2.4096) (—4) (14.4)
kenJ/mincm K 10

Esta rutina, también elaborada en Matlab, requiere asignar una temperatura del
aire, su velocidad, y la longitud caracteristica de la placa, para utilizar las
ecuaciones 13.1 a 13.3. La salida del programa es el valor del coeficiente hoen J/

min K cm?.
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5. MODELO DE OPTIMIZACION

En este capitulo se describira el modelo de optimizacion y las estrategias de

solucion empleadas para resolver el problema.

Para resolver el problema de optimizacién descrito por las ecuaciones 2y 2.1, se
siguieron dos estrategias: una con el enfoque secuencial, con el programa de
Matlab; y otra con el enfoque simultaneo, con el lenguaje AMPL y el solver IPOPT.

Ambas se describen a continuacion:

5.1 MATLAB

En este caso, se utilizé el modelo dimensional. La estrategia de solucion se

puede resumir de la siguiente forma:

e Discretizar la variable dimensional en las ecuaciones diferenciales parciales
para transformarlas en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s),
utilizando diferencias finitas como se describe en el Anexo 8.1.

e Crear una rutina para resolver el conjunto de EDO’s con una rutina
integrada de Matlab, llamada odel5s, que se basa en las formulas de
diferenciacion numérica para sistemas que puedan presentar rigidez [19].

e Utilizar los valores obtenidos en el punto anterior para determinar el valor
de la funcion objetivo, calculando la integral por medio de la rutina trapz de
Matlab, que aproxima el calculo de la integral con el método de los

trapecios [21].
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5. MODELO DE OPTIMIZACION

e Optimizar por medio de una rutina integrada de optimizacion en Matlab,
llamada fmincon, que utiliza programacion cuadratica sucesiva y la férmula

BFGS para aproximar la matriz Hessiana [20].

Discretizacion

odel5s

Evaluar funcion
objetivo

{ fmincon

Figura 14. Enfoque secuencial.

5.2 AMPL

Se formulé para el modelo adimensional una estrategia de solucion para
determinar las politicas 6ptimas de operacion, con el empleo del enfoque
simultdneo descrito por Biegler & Kameswaran [17], como se describe a

continuacion:
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5. MODELO DE OPTIMIZACION

e Discretizar la variable dimensional en las ecuaciones diferenciales
parciales para transformarlas en ecuaciones diferenciales ordinarias

(EDQ’s), utilizando diferencias finitas.

= Formular la solucion de las EDO’s con el método de colocacion ortogonal

sobre elementos finitos, descrito en el Anexo 8.2:

Con las siguientes ecuaciones se expresan los balances de masa y de energia

en cada elemento finito y sobre los puntos de colocacion:

Para i=1...NFE, j=1...NCP,n=1...NPZ

0 NCP
xl'jn =X + hﬂ:z 1Am] Ximn (141)
m=

Donde xj, es la conversion en el elemento finito i, punto de colocacion j y
punto de la malla de discretizacién espacial n. La longitud del elemento se
expresa como h; y x° es la conversién inicia en el elemento finito

correspondiente, Tt es el tiempo de operacion y x es la derivada de la

conversién con respecto al tiempo.

Las siguientes expresiones, utilizando la misma nomenclatura anterior, son

las ecuaciones diferenciales del modelo cinético:

. H? elily ;o
I =— =kl In ——22 " ok (1 = x.. )k _
Ljn ]0a< diijn 10 1+ €Xijn e ( xl}n) p (15.1)
H? 0
xi}'n = 7 (kp(l - xl’jn )eiij” ) (15.2)
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5. MODELO DE OPTIMIZACION

o H?

Ao iin = € Liim
A0 ijn P

Eezi?jn o (153)
_m (1- xijn)kp + 2fkql;jly — kee™=

Por ultimo, se asegura la continuidad entre los elementos finitos al igualar las
primeras derivadas parciales de la temperatura con respecto al tiempo en el
punto de colocaciéon N del elemento i con la derivada en el punto 1 del

elemento i + 1:

Para i=2...NFE, n=1...NPZ
. . NCP
Xin = Xi_1n T hi—lfz 1Am NCPXi—1mn (16.1)
m:
. . NCP .
In =L q1n+ hi—lfz 1Am vepli-1mn (16.2)
m:
. . NCP _
Om =0i_1, + hi—1TZ 1Am nerOim1mn (16.3)
m:
. . NCP )
Aoin =Api—1n + hi—sz 1Am NCPA?_1 mn (16.4)
m=

A es la matriz de colocacion, NFE y NCP son el nimero de elementos finitos y de
colocacion, respectivamente. NPZ es el nimero de puntos de discretizacién de la

variable espacial. En este trabajo se utilizaron los siguientes valores:

NFE 20
NCP 3
NPZ 10

Tabla 4. Parametros de la colocacion ortogonal en elementos finitos.

Estas ecuaciones se incluyen como restricciones en el modelo. Ademas de estas,

se incluye una restriccion relacionada con la operacion de los equipos, y su
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5. MODELO DE OPTIMIZACION

capacidad para cambiar la temperatura del aire 0 del agua de un momento a otro
Se impuso que el cambio de temperatura de un elemento finito a otro no puede ser

mayor a 10°C, y sus expresiones para el modelo adimensional es:

para 6; o 10
dondei=1..NFE, j= abs(0a; 1 — 0a;_1 ncp) = To (17.1)
1..NCP
10
abs(Ow; 1 — Ow;_q ycp) = T (17.2)

e Aproximar la integral por el método de la cuadratura de Radau, como se

describe en el Anexo 8.3 y definir la funcion objetivo:
NFE NPZ NCP
[Wl 1 —

2
= 20 .0, )
9 2
.. i
+W2(1— l]k) +W3<1— Uk) lAjNCp
Hdes

edes

(18)

e Utilizar el solver IPOPT para minimizar la funcion objetivo. El problema que

resulta tiene las siguientes caracteristicas:

NUmero de variables

15,260
NUumero de restricciones

14,780

Tabla 5. Namero de variables del problema de optimizacion.

e Evaluar los costos de los servicios de calentamiento y enfriamiento a

distintas temperaturas iniciales de aire y agua. Para este propdésito, es

necesario calcular el calor intercambiado entre la placa y el medio:

Qu = Aplaca ho (T —Ta) (19.1)
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Qw = Aplaca hw (T - TW) (19.2)

Donde Apiaca €S el area formada por las dos caras de la placa:

Aplaca = 2WL (20)

El resultado de éste calculo puede ser positivo 0 negativo, dependiendo de
si es un proceso de enfriamiento o calentamiento. En el caso del
calentamiento, La temperatura de la placa es menor que la del medio, por lo
gue el resultado sera negativo (Qc). Si se trata de un proceso de
enfriamiento, el valor numérico del calor serd positivo (Qg), ya que la
temperatura de la placa es mayor a la del medio. Separando estos valores,

podemos calcular el costo de los servicios de la siguiente manera:

CC = abS(QCcs) (20.1)
Cr =Cc+ Cg (20.3)
Donde:
Cc [USD /W afio placa] 50
Ce[USD /W aiio placa] 20

Tabla 6. Costos de los servicios [6].
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Discretizacion

Colocacioén ortogonal
en elementos finitos

IPOPT

Evaluacion
econdmica

4

Figura 15. Enfoque simultaneo.
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6. RESULTADOS Y DISCUSION

6.1 SIMULACION

En esta seccién se presentan los resultados de la simulacién, donde se
resuelven el sistema de ecuaciones diferenciales de la cinética con sus
correspondientes condiciones de frontera, para obtener el comportamiento del

sistema para el caso de la operacion isotérmica.

En el caso del bafio de agua, para una temperatura constante de 50°C, se obtiene

el siguiente perfil de temperaturas de la placa:

Termperatura [*C]

T i i i
0 50 100 150 200 2

Tiempo (min)

Figura 16. Perfil de temperaturas en la simulacién del bafio de agua.

De acuerdo a los resultados anteriores, la politica de operacién simple presenta un
maximo de temperatura dentro de la placa de alrededor de 110 °C, y muchas

variaciones antes de estabilizarse a los 50 minutos de operacion.
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| |
a a0 100 180 200
Tiernpa [ min ]

r
i
[=}

Figura 17. Pesos moleculares en la simulacién del bafio de agua

En la figura anterior, se traza el peso molecular durante la operacién. Se puede
observar que existe una amplia distribucion de los pesos moleculares, ya que las
distintas lineas representan un el valor obtenido para el correspondiente punto de
discretizacion en la coordenada espacial. Asi mismo, se observa una fuerte

variacion en el tiempo.

En las figuras siguientes, se traza la conversion del monémero, la concentracion
del iniciador y la concentracion del momento vivo Ao durante la operacion
isotérmica a 50 °C. La conversion aumenta con el tiempo, y la concentracion del
iniciador disminuye. La concentracion del momento vivo Ag sufre cambios fuertes

durante la operacion.
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6. RESULTADOS Y DISCUSION

Conversidn

| 1 I 1 1 |
20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (min)

Figura 18. Conversién en la placa para el bafio de agua durante la operacion isotérmica a 50
°C.

0.03 : .

0025k

002

0015

I [moliL]

0.0

0.005

1} 50 100 150 200 250
Tiempo (min)

Figura 19. Concentracion del iniciador en la placa para el bafio de agua durante la operacion
isotérmica a 50 °C.
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4 T T
. |
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i 50 100 150 200 250

Tiempo (min)

Figura 20. Concentracion de A, en la placa para el bafio de agua durante la operacion
isotérmica a 50 °C.

La simulacion se realiza de manera similar para el caso del horno de conveccién,
utilizando el modelo de cinética y el balance de energia correspondiente. Para una
temperatura constante de 50 °C del aire, se obtiene el perfil de temperaturas en la

placa siguiente:

[ T T T
0 -
65 -
B0 B

Bl e e e -

£

bl

E

F 50 -

5

z

£

5

b= A A A A A T A S T A e e
i | T T o T, e m
L L L T T =
] ER SR SR ST TTTETS, STe— p—— S -
25 i i i i i i

0 50 100 150 200 250 300 30

Tiempo (min)

Figura 21. Perfil de temperaturas en la simulacién del horno de conveccion.
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6. RESULTADOS Y DISCUSION

En el caso del horno de conveccion, la temperatura dentro de la placa alcanza un
valor maximo de alrededor de 75 °C, y que ésta se estabiliza después de 50

minutos de operacion.

Al calcular los pesos moleculares en la placa, se obtiene un perfil que, a simple
inspeccién, resulta consistente con los experimentos en planta piloto. Estos
muestran que la produccion en hornos de conveccion aumenta la homogeneidad

de los pesos moleculares en la placa [28].

TR IR R AR TTTT B AW TTTT MR TIT MR TTT A RR T SRR TTTT SRR

it L ! | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Tiernpo [ min |

w
i)
=]

Figura 22. Pesos moleculares en la simulacién del horno de conveccién.

En las figuras 23, 24 y 25 se trazan la conversion del monémero, la concentracion

del iniciador y la concentracion del momento vivo Ag durante la operacion.
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Conversidn

| 1 1 | |
25 30 35 40 45 50
Tierpo (min)

Figura 23. Conversioén en la placa para el bafio de agua durante la operacion isotérmica a 50
°C.

0.025

0.02

0015

I [molfL]

0.005

L | | | |
o 50 100 150 200 250 300 350
Tiempo (min)

Figura 24. Concentracion del iniciador en la placa para el bafio de agua durante la operacion
isotérmica a 50 °C.
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29 [molfL]
[
|

| |
1} 50 100 150 200 250 300 350
Tiempo (min)

Figura 25. Concentracidon de A, en la placa para el horno durante la operacion isotérmica a
50 °C.

6.2 BANO DE AGUA

En esta seccién, se presentan los resultados de la optimizacién para el caso
del bafio de agua, donde se resuelve el problema de optimizacion utilizando el
modelo mencionado en las secciones anteriores, que consta del conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales y sus correspondientes condiciones de frontera.
Se presentan los costos de operacion obtenidos para distintas temperaturas
iniciales del agua. Se corri6 la rutina de optimizacion con IPOPT para
temperaturas iniciales en el rango de 40 — 70 °C. No se obtuvo la convergencia

para todos los puntos, pero si para 8 de las 15 temperaturas probadas.
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1.4

1.2 \ 4

0.8

C ¢ [USD / placa]

0 L4 . o oo
40 45 50 55 60 65 70
T inicial (°C)

Figura 26. Costos de enfriamiento en el bafio de agua.

En la figura anterior, se muestran los costos obtenidos para el servicio de
enfriamiento al cambiar la temperatura inicial del agua. Podemos observar que los
costos en este caso disminuyen con la temperatura inicial. Al llegar a la

temperatura de 50 °C, los cambios son menos significativos.

En la siguiente grafica se presentan los costos del vapor de calentamiento. La

tendencia es monotdnica creciente.
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30

25 B

20 B

C ¢ [USD/ placa]
H
(6]

40 45 50 55 60 65 70
T inicial (°C)

Figura 27. Costos de calentamiento en el bafio de agua.

Al calcular los costos totales de los servicios se obtiene lo siguiente:

30

25 A

20 A

C; [USD/ placa]
H
(6}

40 45 50 55 60 65 70
T inicial (°C)

Figura 28. Costos totales de los servicios para el bafio de agua.
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6. RESULTADOS Y DISCUSION

Se observa que dominan los costos de calentamiento sobre los de enfriamiento, y
gue se conserva el mismo comportamiento de aumentar de manera directamente

proporcional con la temperatura inicial.

En la gréfica que sigue, se presenta el valor de la temperatura méxima alcanzada
en la placa durante la operacion en el bafio de agua, para cada politica 6ptima con

diferente temperatura inicial del aire:

95
90 *
85
80 2 4
75 Py *

70 14

65
60
55
50

T méaxima (°C)

40 45 50 55 60 65 70
T initcial(°C)

Figura 29. Temperatura maxima alcanzada en la placa en el bafio de agua.

En este caso, el comportamiento no es uniforme, aunque observamos que en la

temperatura de 50°C se tiene uno de los valores menores.

A una temperatura inicial de 50 °C, se obtiene la siguiente politica de operacion:
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Figura 30. Politica de operacion para el bafio de agua con temperatura inicial del agua de 50
°C. Temperatura de la placa (-) y Temperatura del agua (- -) vs. Tiempo.
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Figura 31. Peso molecular vs. Tiempo en la operacién del bafio de agua.

En la siguiente tabla se resumen los resultados de la politica 6ptima de operacion

obtenida para la temperatura inicial de 50 °C.
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X promedio 0.9747
Mw promedio 4.90 x 10°
T max. 73.03 °C
Tiempo en que se alcanza T max. 15.79 min
Tiempo de operacion 50 min
Cc 9.37 USD / afio placa
Ce 0.04 USD / afio placa
Cr 9.31 USD / afo placa

Tabla 7. Resultados de la operacion del bafio de agua.

6.3 HORNO DE CONVECCION

En esta seccidn, se presentan los resultados de la optimizacion para el caso
del horno de conveccion. El problema de optimizacién es resuelto con el enfoque
secuencial y el enfoque simultaneo. En el caso del enfoque simultdneo se calculan
los costos de los servicios para diferentes temperaturas iniciales del aire, en un
rango de 40 a 70 °C. Para este ultimo caso, se logré la convergencia de la
optimizacién para una mayor cantidad de puntos que en el caso del bafio de agua,

fallando Unicamente para 2 de las 15 temperaturas probadas.

La politica de operacion obtenida en Matlab, por medio del enfoque secuencial

descrito en la seccidon 5.1, se presenta en la siguiente figura:
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T vs. tiempo
110
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Figura 32. Politica de operacién. Temperatura de la placa (-) y temperatura del aire (-.).

En la figura siguiente, la gréfica de la parte superior muestra el valor de la
temperatura en cada intervalo de tiempo para el punto éptimo, y la gréfica de la
parte inferior muestra el valor de la funcion objetivo en cada iteracion de la funcién

fmincon.

Current Paint

Current paint
)
=}
=2

0 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20 22
Mumber of variables: 21
Current Function Yalue: 82 7052

85 r
o4
= 85 *“'
= L
= 4
5 +
o
ug_ 84 - ‘*‘
82 1 1 1 1 1 1
] 10 20 30 40 a0 =]
Stop Pause [teration

Figura 33. Resultados de la optimizacién con Matlab.
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Se puede observar que la temperatura del aire responde a los cambios de la
temperatura en la placa, sin embargo, existe un area donde la temperatura
alcanza un valor por arriba de los 100°C. Existen patentes [29] para una autoclave

en la cual se puede llevar a cabo este proceso al aumentar la presion dentro del

molde.

De igual manera que en el bafio de agua, al calcular los costos del agua de
enfriamiento, observamos una tendencia a disminuir conforme aumenta la
temperatura inicial, aunque el comportamiento no sea monoténico. A temperaturas

mayores de los 50 °C los costos son similares.

14

1.2 *

0.8

0.6 Y

0.4

C g [USD/ placa]

0.2

® 00 00 o o o o
42 47 52 57 62 67
T inicial (°C)

Figura 34. Costos de enfriamiento en el horno de conveccion.

Los costos de calentamiento tienden a aumentar cuando se aumenta la
temperatura inicial del aire. Estos, ademas, son mas significativos que los costos
del agua de enfriamiento. Debido a esto, observamos que los costos totales

mantienen una tendencia similar.
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Figura 35. Costos de calentamiento en el horno de conveccién.
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Figura 36. Costos totales de los servicios para el horno de conveccion.

La temperatura maxima en la placa, en este caso, presenta una tendencia mas

clara a aumentar conforme aumenta la temperatura inicial.
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Figura 37. Temperatura maxima alcanzada en la placa en el horno de conveccion.

Para una temperatura inicial de 50 °C, se obtiene la siguiente politica de

operacion:

Temperatura [*C]

% I | | I | |
] 50 100 150 200 20 300 30

t [ min ]

Figura 38. Politica de operacién del horno de conveccion con temperatura inicial del aire de
50 °C. Temperatura de la placa (-) y Temperatura del aire (- -) vs. Tiempo.
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20 25 30 3 40 45 50

Figura 39. Peso molecular vs. Tiempo en la operacion del horno de conveccion.

En la figura anterior, se grafican los pesos moleculares en la placa durante la
operacion. Si lo comparamos con los resultados de la simulacion del proceso
isotérmico, podemos ver que con la politica de operacion Optima se logra una

mayor homogeneidad.

Finalmente, en la siguiente tabla se resumen los resultados de esta politica de

operacion:
X promedio 0.9747
Mw promedio 4.93 x 10°

T max. 63.56 °C

Tiempo en que se alcanza T max. 10.18 min

Tiempo de operacion 50 min
Cc 11.32 USD / afio placa
Ce 0.078 USD / afo placa
Cr 11.40 USD / afo placa

Tabla 8. Resultados de la operacion del horno de conveccion.
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De la elaboracion de este trabajo se obtuvieron las conclusiones listadas a

continuacion:

Las politicas de operacion obtenidas por medio de la optimizacién
representan una mejoria al ser comparadas con una politica de operacion
isotérmica, en términos de un perfil de temperaturas con menos cambios
bruscos de temperatura, asi como un perfil de pesos moleculares mas

homogéneo.

El proceso en el bafio de agua resulta mas econémico que la produccion
por medio del horno de conveccion, lo cual es consistente con lo que se

reporta por el personal de planta.

En términos de conversidbn y pesos moleculares promedios, ambas

politicas de operacion resultan similares.

En la vecindad de los 50 °C se obtienen las mejores condiciones de
operacion. Este resultado corresponde a la practica que se encuentra en la

industria.

De acuerdo a los resultados obtenidos, no es necesario combinar el

proceso del bafio de agua y de horno de conveccién, como se sugiere en el
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estudio de Wanwanichai et al. [32], ya que en ambos casos, la conversion

alcanza valores suficientemente altos en un tiempo corto.

Para un trabajo en un futuro en esta area, se pueden hacer las siguientes

sugerencias:

e Formular el problema de programacion mixta entera no lineal en el que se

incluye el célculo de los costos de operacion en la funcion objetivo.

e Formular el problema de programacion mixta entera no lineal para
determinar si existe una mejor configuracién del proceso, considerando el
proceso por bafio de agua o bien la combinacién de bafio de agua y horno

de conveccion.
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8. ANEXO

8.1 DIFERENCIAS FINITAS

Del modelo del bafio de agua, utilizando una aproximacién obtenida de la
serie de Taylor, por diferencias finitas centradas a la segunda derivada [9], se
obtiene:

0°T; _ Tiy1 — 2T + T4

Al.l
0x2 Ax? (AL1)
ar; — (Ti+1 —2T; + Ti—l) + Qfxn (AL2)
dt Ax? pCp
Parai=2, 3,..., N-1, de N puntos de discretizacion.
De las condiciones de frontera:
) oT Al.3
1.i=1 —=0Vt>t (A13)
0x

Nuevamente, por medio de la serie de Taylor, aproximamos la primera derivada

con una diferencia finita posterior [9]:

OT  —3Ty +4T, —T; _ 0 (A1.4)

ox 2Ax a

Despejando Ti:
4T, — T
T, = 2 3 (A1.5)
3
. aT Al.

2.1=N _ka=hW(T_TW) vVt >t (AL6)
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Utilizando una diferencia finita anterior para aproximar la derivada:

c’)_T _ 3Ty —4Ty_1 + Ty, (A1.7)
ox 2Ax
3Ty —4Ty_1 + Ty_;
—k( A ) =h,(Ty —T,) (A1.8)
Si
h, A
Bi = (w2 (AL.9)
k
Despejando Ty:
2BiT,, +4Ty_1 — Ty_
T, = 222w N-1 N2 (A1.10)

3+ 2Bi

Por lo tanto, en nuestro sistema de ecuaciones diferenciales, para i =1...N,
podemos sustituir los valores de T; y Ty, resultando el siguiente sistema de N-2

ecuaciones diferenciales ordinarias:

4T, — T
dTZ _ T3 - ZTZ + 23 : + Qrzxn
ac ¢ Ax? oCp (AL11)
2BiT, + 4Ty_1 — Ty_s )
dTN—l — ¥ 3 F 2Bi - 2TN—1 + TN—Z N %ml (A1.12)
dt Ax? pCp

De manera similar al bafio de agua, para el horno de conveccion, se aproximan las

derivadas con respecto a la coordenada espacial con diferencias finitas [9]:
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0°T;  Typq —2T; +T;4

0z2 Az?
@ —q (Ti+1 - ZT; + Ti—l) Q;xn . ha (Tz . Ta)
dt Az pCp pCpH

Parai=2, 3,..., N-1, de N puntos de discretizacion.

De las condiciones de frontera:

. oT
1.i=1 —k5=ha(T—Ta) vVt >t

8. ANEXO

(A1.13)

(A1.14)

(A1.15)

Igual que en el caso anterior, aproximamos la primera derivada con una diferencia

finita posterior [9]:

N (—3T1 + 4T, — T;

Si:

3Ty — 4Ty_1 + Ty_s

Bi =
: 207
Despejando Ti:
_ 2BiT, — 4T, + T;
1T _342Bi
. oT
1.i=N —=0Vt>t

dz

Utilizando una diferencia finita anterior para aproximar la derivada:

0z 20z -

0
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Despejando Ty:

_ 4Ty-1 — Ty

3 (A1.21)

Ty

Por lo tanto, en nuestro sistema de ecuaciones diferenciales, para i =1...N,
podemos sustituir los valores de T; y Ty, resultando el siguiente sistema de N-2

ecuaciones diferenciales ordinarias:

2BiT, — 4T, + T;

ar, -2+ ——3 575 Q%4 ha
= — T, — T
a ¢ INT 2Cp pCpH( 2= Ta) (A1.11)
ATy _ 1 — Ty_
dTN—l _ % - ZTN_1 + TN—Z + 71_\;(;11 ha T T (A112)
dt “ AV pCp ,DCPH( N-1 a)
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8.2 COLOCACION ORTOGONAL SOBRE ELEMENTOS FINITOS

Los métodos de residuos ponderados son utiles para resolver problemas de
ecuaciones diferenciales con valores a la frontera. La idea principal es construir

una solucion aproximada como la siguiente [24]:
N
%09 = 3000 + Y api(¥) (2.1
i=1

Donde y, se elige de tal modo que satisfaga la condicién de frontera. Las
funciones base ¢; son conocidas, por lo que queda determinar los coeficientes a,.
Estos N coeficientes se determinaran por el método de residuales. Al sustituir esta
solucion de prueba (A2.1) en la ecuacion diferencial que queremos resolver,
obtenemos el residuo R(x), que es una funcién de x. Si la solucion fuera exacta, el

residuo tendria un valor de O.

Para minimizar el residuo, se plantean expresiones integrales del error que

ponderan el residuo, cuya forma general es la siguiente:

J R(X)Wdx = 0 (A2.2)

Finalmente, se elige una funcion de pesos, Wy. Si elegimos la delta de Dirac,

entonces tenemos el método de colocacion:

W, = 6(x — x,) (A2.3)
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Esto corresponde a satisfacer la ecuacion diferencial Unicamente en los puntos de
colocacién, sin garantizar su ajuste entre estos. En el método de colocacion
ortogonal, estos puntos no se eligen arbitrariamente, sino que se eligen como
puntos de colocacion las raices de una serie de polinomios ortogonales, que son
utilizados como funciones base. Generalmente, se eligen los polinomios

interpolantes de Lagrange. Si expandimos la solucion en la siguiente forma:

N

y() = Y ay() (2.4

i=1

Donde y; son la serie de polinomios ortogonales conocidos, podemos expresar la

solucion en los puntos de colocacion x;:

N

Y@ = ) ani) (n25)

i=1

Recordando que yi(x;)) son valores conocidos, entonces podemos evaluar los N

coeficientes de la siguiente manera:

a= D i)l ) (26

i

Como queremos resolver problemas que contienen también la derivada de y(x),

diferenciamos la ecuacion A2.4 y obtenemos la primera y segunda derivadas.
N

Y =) ay® (2.7

i=1
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N (A2.8)
y' ()= ay" )
i=1

Estas derivadas, y tantas como queramos, pueden ser expresadas también en

términos de la solucion en los puntos de colocacion, con lo que obtenemos:

N
y (%) = z ay (%) (A2.7)
i=1
N (A2.8)
v (5) =) ay’ ()
i=1
Este resultado lo podemos reescribir como:
N
y (%) = Z Aj y (k) (A2.7)
i=1
(A2.8)

N
y (%) = Z B i y(xi)
=1

Cuando las ecuaciones diferenciales presentan rigidez, el método de colocacién
ortogonal puede no ser muy exacto, debido a la suposicion de que las funciones
son continuas en todo el dominio [13]. Para resolver este problema, se subdivide
el dominio en elementos finitos. Esto ademas nos permite elegir diferentes
tamafios de elementos finitos de acuerdo al comportamiento de la funcién en
diferentes secciones del dominio, lo cual lo convierte en un método de paso
variable. De esta manera, podemos elegir elementos finitos largos donde la
funcién es suave, y elementos cortos donde la funcién cambia fuertemente. Una

vez asignado el tamafio de los elementos, se procede a aplicar el método de
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colocacion ortogonal de la manera antes descrita, agregando una restriccion para

asegurar la continuidad entre elementos finitos.

En este trabajo, se utilizaron los siguientes puntos de colocacion, y la matriz de

segundas derivadas A correspondiente:

r =[0.1550625 0.6449948 1] (A2.9)

0.196815 0.394424 0.376403
A= ]-0.065535 0.292073 0.512486
0.023771 —0.041549 0.111111

(A2.10)

Se decidié utilizar veinte elementos finitos de la misma longitud para simplificar la
implementacion de este método, con tres puntos de colocacién, dos internos y uno

en la frontera, como se observa a continuacion:

X0 X1.1 X12 X13 X2.1 X22 X23 X3.1 X32 X33

I W S

Figura 40. Elementos finitos y puntos de colocacién.
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8.3 CUADRATURA DE RADAU

Se trata de un caso especial de los métodos de cuadratura de Gauss, para
aproximar el valor numeérico de integrales. La cuadratura de Gauss consiste en

aproximar la integral con una suma finita [24]:

b N
[ reoax ="y reow w31

i=1
Donde w; son factores de peso y x; puntos de cuadratura, que se encuentran en el

intervalo (a, b). Al sustituir f(x) con un polinomio y un término de residuo:
f(x) =P(x)+ r(x) (A3.2)

P(x) se ajusta a f(x) en N puntos de cuadratura x;. Se puede demostrar que para
un polinomio de grado N — 1, el término de residuo se hace cero. Gauss demostré
que al utilizar polinomios ortogonales, la férmula se vuelve exacta para polinomios
de grado hasta 2N — 1. En el caso en el que se desea incluir un punto en el limite
de este intervalo, se le conoce como la formula de cuadratura de Radau. En

general, esta formula puede integrar exactamente polinomios de grado hasta 2N

3].

En este trabajo se utilizan los mismos polinomios ortogonales para resolver las
ecuaciones diferenciales, y para la integracion. Por tanto, los puntos de cuadratura

son los de la ecuacion A2.3 y los pesos correspondientes son:

0.37640306270047
R =10.51248582618842
0.11111111111111

(A3.2)
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8.4 ALGORITMO DE PUNTO INTERIOR

Al haber discretizado el conjunto de ecuaciones diferenciales del balance de
masa y del balance de energia, el problema de optimizacién resultante es uno de

programacion no lineal, con la forma:

,{réiRr% £(x) (A4.1)
Sujeto a:

c(x)=0 (A4.2)

x® >0 (A4.3)

Para resolver el problema con restricciones, el algoritmo de IPOPT utiliza lo que se
conoce como un método de barrera. La idea principal de este método es
transformar el problema en una secuencia de problemas sin restricciones,
agregando un término de barrera a la funcion objetivo de la siguiente forma:

min @(x) = f(x) — Hzlng;@x(i)) (A4.4)
i=1

X ER™
Sujeto a:
c(x)=0 (A4.5)
Las soluciones 6ptimas de estos problemas estan dentro de la region factible, por
lo que una estrategia de solucion, es resolver la secuencia de problemas de
barrera para valores decrecientes del parametro y. Esta secuencia de problemas
se resuelve utilizando el método de Newton, utilizando la solucion del problema
anterior como punto inicial para el siguiente. A este método se le conoce como

programacion cuadratica sucesiva [19].
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Como se puede observar, el algoritmo de IPOPT consta de dos ciclos de iteracion

anidados. El ciclo externo consta de resolver la serie de problemas de

programacion no lineal:

1.

Iniciar el contador de iteraciones, k = 1. Elegir un punto inicial xo, n = (0,1) y
M1.

Determinar la tolerancia «.

Obtener la solucién aproximada Xy del problema de barrera con el
parametro .

Si se cumple con la tolerancia, se detiene el proceso. De lo contrario
continuar al siguiente paso.

Actualizar el parametro de barrera uy+1 y contador k < k +1.

Regresar al paso 2.

El ciclo interno consiste en obtener la solucién del problema de barrera, aplicando

el método de Newton a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Se puede definir

una funcién de Lagrange para (A4.4):

L0oy) = G0 = p ) i ®) + @)y A4
i=1

Donde y son los multiplicadores de Lagrange. Con esto, se pueden escribir las

condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de primer orden:

x® =0 (A4.8)

c(x)

YL r
Vi) wu)u; + BGOTy
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B(x) es la matriz Jacobiana de las restricciones.

Vi L(x,y)  B(x)' ]
2 _ xx _
VeL(x,y) = [ Ax) 0 =0 (A4.9)
Por lo tanto, el paso de Newton esta dado por:
Xe+1] _ [*k Pk
l= 100+ ] (A4.10)
Donde pyy pa resuelven el sistema:
V. L. Bl —ka+uzi—313n
xx k]Px | = 0)
[ A, o | Ln, ] i (A4.11)

Al conjunto de ecuaciones A4.8-11 se le conoce como el sistema primal, ya que
estd basado en las variables binarias. Podemos observar que el sistema no esta

definido para x = 0. Para remediar esto, se definen variables duales [31]:

N H
v® = 0] (A4.12)

Con esto, las condiciones de KKT se convierten en:

M v BT
c(x)

Al método que utiliza este nuevo sistema de ecuaciones se le conoce como

VL(x,y) = (A4.13)

primal-dual. Con estos fundamentos, podemos resumir el ciclo de iteracion interno:

[1] Elegir Iniciar el contador de iteraciones, k = 1. Elegir un punto inicial Xo,

tolerancia ¢.
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[2] Calcular la direccion de busqueda de Newton px con el sistema de
ecuaciones (A4.13).

[3] Calcular el tamaino de paso ax (IPOPT implementa con distintas técnicas,
gue no se especifican en el presente documento)

[4] Calcular el nuevo punto x:

X1 = X + AL Pk (A4.14)

[5] Si el nuevo punto xx+1 cumple con la tolerancia, terminar el procedimiento.

De lo contrario, regresar al paso 2.
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