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8.3. Monotońıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
8.4. Apertura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
8.5. Ligereza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

1



Agradecimientos

Hay much́ısimas personas e instituciones que contribuyeron a la realiza-
ción de esta tesis, sabiéndolo o no.
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Introducción

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo. A par-
tir de un continuo X se pueden definir otros continuos, como por ejemplo
C(X), que es el conjunto de subcontinuos de X; 2X , que es el conjunto cuyos
elementos son los subconjuntos cerrados de X; Fn(X), que es el conjunto
cuyos elementos son los subconjuntos de X con a lo más n elementos, para n
un número natural; Cn(X), que consiste de los subconjuntos cerrados de X
con a lo más n componentes, etc, los anteriores ejemplos están dotados con
la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff (2.1 de [16]). En este tipo
de construcciones, uno se puede preguntar qué tipos de propiedades de X se
heredan a los nuevos espacios creados, o viceversa.

Si tomamos dos elementos A,B ∈ C(X) tales que A ( B, es conocido
que existe un arco ordenado α en C(X) que los une (14.6 de [IN]), es decir,
α es un subcontinuo de C(X) homeomorfo a un arco, cuyos extremos son A
y B, tal que para cualesquiera dos elementos J,K ∈ α se tiene que J ⊂ K o
K ⊂ J . Un arco ordenado largo en C(X) es un arco ordenado en C(X) que
une a un elemento de la forma {x} (x ∈ X) con X.

Sea AO(X) el conjunto que contiene a todos los arcos ordenados de C(X),
junto con los elementos de la forma {J}, con J ∈ C(X), este conjunto fue
estudiado por Curtis y Lynch ([6]), cuando X es un continuo localmente
conexo, y caracterizaron aquellos continuos X para los que AO(X) es un
cubo de Hilbert, es decir, un producto numerable de intervalos [0, 1].

De la investigación de Curtis y Lynch se observa que X y AO(X) no
comparten muchas propiedades, por esta razón, en esta tesis introducimos
y estudiamos el conjunto AOL(X) de todos los arcos ordenados largos en
C(X), investigamos qué propiedades se heredan de X a AOL(X) y viceversa.
También estudiamos cierto tipo de funciones entre los espacios de la forma
AOL(X), y observamos que AOL(X) es más parecido a X que AO(X).

Dados un continuo X y un elemento x ∈ X, se construye el hiperespacio
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AOL(x,X) de todos los arcos ordenados largos que unen a {x} con X. Uno
de los resultados principales de esta tesis es que los conjuntos de la forma
AOL(x,X) o son degenerados (es decir, poseen un solo elemento), o son
homeomorfos al cubo de Hilbert.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo. Diremos
que un continuo es degenerado cuando posee un solo punto, y es no degene-
rado cuando tiene más de un punto. En este trabajo, todos los continuos
considerados serán no degenerados, a menos que se indique expĺıcitamente lo
contrario.

Dado un continuo X, usualmente denotaremos su métrica por d y llama-
remos C(X) al espacio de todos los subcontinuos de X, es decir, todos los
subconjuntos de X compactos, conexos y no vaćıos. A C(X) lo llamaremos
el hiperespacio de subcontinuos de X.

Usaremos en la tesis el siguiente lema.

LEMA 1.1. Sean X un espacio compacto, {xn}∞n=1 una sucesión en X y
x ∈ X. Entonces ĺım xn = x si y sólo si toda subsucesión convergente de de
{xn}∞n=1 converge a x.

Dados un subconjunto no vaćıo A ⊂ X y un punto p ∈ X, definimos

d(x,A) = ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}.

Podemos definir una métrica H en C(X), llamada métrica de Hausdorff
( ver Definición (0.1) de [20]) de la siguiente manera. Para dos elementos
A,B ∈ C(X), sea

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nε(A)},

donde
Nε(A) = {x ∈ X : d(x,A) < ε},
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al conjunto Nε(A) se le llama la nube alrededor de A de radio ε.
En el teorema 1.13 de [20] se demuestra que el hiperespacio C(X), dotado

de la métrica de Hausdorff H, resulta ser un continuo. Cuando hablemos de
topoloǵıa o convergencia en C(X), supondremos que es con la métrica H.

La métrica H induce una métrica a C(C(X)), que denotaremos por H0

para distinguirla de H.
Definimos F1(X) = {{x} : x ∈ X} ⊂ C(X), a este espacio lo llamamos el

hiperespacio de singulares de X. Es fácil ver que la función de X en F1(X)
que env́ıa a x en {x} es una isometŕıa. Como consecuencia de esto, tenemos
que X y F1(X) son isomorfos.

PROPOSICIÓN 1.2. Sea X un continuo. Si A,B son subcontinuos de X
y a ∈ a, entonces d(a,B) ≤ H(A,B).

Demostración. Sea ε > 0 tal que A ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nε(A). Entonces a ∈
Nε(A), con lo cual d(a,B) < ε. Se sigue entonces que d(a,B) es cota inferior
de tales números ε. Por tanto d(a,B) ≤ H(A,B). �

Dados un continuo X, x ∈ X y ε > 0, definimos

Bε(x) = {p ∈ X : d(p, x) < ε},

este conjunto se llama la bola de radio ε centrada en x.

LEMA 1.3. Sean X un continuo, A,B ∈ C(X) y ε > 0. Entonces

a) Nε(A) =
⋃
{Bε(a) : a ∈ A},

b) Nε(A) es abierto en X, y

c) H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nε(A).

Demostración. a) Sea x ∈ Nε(A). Entonces d(x,A) < ε, de modo que existe
a ∈ A tal que d(x, a) < ε. Luego x ∈ Bε(a). Por otra parte, si empezamos
con x ∈ Bε(a) para algún a ∈ A, entonces d(x,A) ≤ d(x, a) < ε. Aśı que
x ∈ Nε(A).

b) Es inmediato de a).

c) Supongamos que H(A,B) < ε. Entonces existe δ > 0 tal que δ < ε,
A ⊂ Nδ(B) ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nδ(A) ⊂ Nε(A).
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Ahora supongamos que A ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nε(A). Dado a ∈ A, se tiene
que a ∈ Nε(B), aśı que d(a,B) < ε. De manera que existe b ∈ B tal
que d(a, b) < ε. Elegimos δa > 0 tal que d(a, b) < δa < ε. Entonces
a ∈ Nδa(B). Con esto hemos probado que A ⊂

⋃
{Nδa(B) : a ∈ A}.

Como A es compacto, existen n ∈ N y a1, . . . , an ∈ A tales que A ⊂
Nδa1

(B) ∪ · · · ∪ Nδan (B). Podemos suponer que δa1 ≤ · · · ≤ δan < ε.
Aśı que A ⊂ Nδan (B). Similarmente, existe η ∈ (0, ε) tal que B ⊂ Nη(A).
Sea λ = máx{δan , η}. Entonces 0 < λ < ε, A ⊂ Nλ(B) y B ⊂ Nλ(A). Por
definición H(A,B) ≤ λ < ε. Esto termina la prueba del lema.

�

Veamos una relación de la convergencia en C(X) con la convergencia en
X.

PROPOSICIÓN 1.4. Sean X un continuo y {An}∞n=1 una sucesión de sub-
continuos de X que converge a un elemento A ∈ C(X), con la métrica de
Hausdorff. Entonces A = {x ∈ X : existe una sucesión {an}∞n=1 en X tal que
ĺım an = x y an ∈ An para todo n ∈ N}.

Demostración. SeaB = {x ∈ X : existe una sucesión {an}∞n=1 en X tal que
ĺım an = x y an ∈ An para todo n ∈ N}.

Sea x ∈ A. Como ĺımAn = A, tenemos que ĺımH(An, A) = 0. Por la
Proposición 1.2, d(x,An) ≤ H(A,An). De manera que ĺım d(x,An) = 0.
Para cada n ∈ N, como An es compacto, podemos tomar an ∈ An tal que
d(x,An) = d(x, an). Entonces ĺım d(x, an) = 0 y ĺım an = x. Esto prueba que
x ∈ B. Por tanto A ⊂ B.

Sean x ∈ B y {an}∞n=1 una sucesión en X tales que ĺım an = x y an ∈ An
para todo n ∈ N. Dada ε > 0, sea n ∈ N tal que d(x, an) < ε y H(A,An) < ε.
Por el Lema 1.3, an ∈ An ⊂ Nε(A). Entonces existe a ∈ A tal que d(an, a) <
ε. Luego d(x, a) ≤ d(x, an) + d(an, a) < 2ε, con lo cual d(x,A) < 2ε. Como
esto ocurre para todo ε > 0 y A es cerrado, concluimos que x ∈ A. Hemos
demostrado que B ⊂ A y esto termina la prueba de la proposición. �

Veamos otra noción equivalente a la convergencia en C(X).

DEFINICIÓN 1.5. Sean X un continuo y {An}∞n=1 una sucesión en C(X).
Definimos

ĺım inf An = {x ∈ X : si U es un abierto de X tal que x ∈ U , entonces

U ∩ An 6= ∅ salvo para una cantidad finita de números n}, y
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ĺım supAn = {x ∈ X : si U es un abierto de X tal que x ∈ U , entonces

U ∩ An 6= ∅ para una cantidad infinita de números n}.

Los conjuntos definidos arriba se llaman ĺımite inferior de {An}∞n=1 y
ĺımite superior de {An}∞n=1, respectivamente.

PROPOSICIÓN 1.6 (Teorema 0.7 de [20]). Sea X un continuo. Entonces
una sucesión {An}∞n=1 en C(X) converge a un elemento A ∈ C(X) si y sólo
si ĺım inf An = A = ĺım supAn.

TEOREMA 1.7. Sean X un continuo, {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 dos sucesiones
en C(X) convergentes a elementos A y B de C(X), respectivamente. Si para
todo n ∈ N se tiene que An ⊂ Bn, entonces A ⊂ B.

Demostración. Sea x ∈ A. Por la Proposición 1.4, existe una sucesión {an}∞n=1

en X tal que ĺım an = x y an ∈ An ⊂ Bn para todo n. La misma sucesión
nos dice que x ∈ B. �

DEFINICIÓN 1.8. Dada una función continua entre continuos f : X → Y,
la función inducida por f es la función C(f) : C(X)→ C(Y ) definida, para
cada A ∈ C(X), por C(f)(A) = f(A), la imagen de A bajo f .

La función inducida de una función continua también es continua, como
veremos a continuación.

TEOREMA 1.9 (Ejercicio 0.67 de [20]). Sea f : X → Y una función
continua entre continuos. Entonces la función inducida C(f) es continua.

Demostración. Sea ε > 0. Como f es continua entre métricos compactos,
existe δ > 0 tal que si x, y ∈ X satisfacen que d(x, y) < δ, entonces
d(f(x), f(y)) < ε.

Sean A,B ∈ C(X) tales que H(A,B) < δ, esto es, A ⊂ Nδ(B) y B ⊂
Nδ(A). Entonces f(A) ⊂ f(Nδ(B)) ⊂ Nε(f(B)). Análogamente se tiene que
f(B) ⊂ Nε(f(A)). Por tanto H(f(A), f(B)) < ε. �

PROPOSICIÓN 1.10. Sea h : X → Y un homeomorfismo entre continuos.
Entonces C(h) : C(X)→ C(Y ) es homeomorfismo.

Demostración. Por el teorema anterior, C(h) es continua.
Sea A1, A2 elementos distintos de C(X). Intercambiando A1 con A2 si

es necesario, existe a ∈ A1\A2. Por tanto h(a) ∈ h(A1)\h(A2), es decir,
C(h)(A1) es distinto de C(h)(A2).
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Sea B ∈ C(Y ). Al ser h homeomorfismo, se tiene que h−1(B) es un sub-
continuo de X, y h(h−1(B)) = B. Hemos demostrado, pues, que C(h) es una
función continua biyectiva entre métricos compactos, por tanto homeomor-
fismo. �

Para cualquier continuo X, existen funciones continuas µ : C(X)→ [0, 1]
que satisfacen las siguientes dos propiedades:

a) Para todo x ∈ X, µ({x}) = 0, y

b) Si A,B ∈ C(X) satisfacen que A ( B, entonces µ(A) < µ(B).

A tales funciones se les llama funciones de Whitney en C(X). Es posible
encontrar varias construcciones de funciones de Whitney en la Sección 0.50
de [20]. Cuando X es no degenerado, podemos además pedir que µ(X) = 1.
En esta tesis las funciones de Whitney satisfarán esta propiedad, a menos
que se indique expĺıcitamente lo contrario.

TEOREMA 1.11. Sean X un continuo y µ : C(X) → [0, 1] una función
de Whitney. Entonces para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para todos A,B ∈
C(X), si A ⊂ B y µ(B)− µ(A) < δ, entonces H(A,B) < ε.

Demostración. Supongamos que el teorema no es cierto. Entonces existe ε >
0 tal que para cada n ∈ N, existen An, Bn ∈ C(X) tales que An ⊂ Bn,
µ(Bn) − µ(An) < 1

n
y H(An, Bn) ≥ ε. Tomando una subsucesión si fuera

necesario, podemos suponer que existen A,B ∈ C(X) tales que ĺımAn = A
y ĺımBn = B. Por la continuidad de la métrica, H(A,B) ≥ ε. Por el Teorema
1.7, A ⊂ B. Ya que 0 ≤ µ(Bn) − µ(An) ≤ 1

n
, obtenemos que µ(A) = µ(B).

Por la definición de función de Whitney, A = B, esto es una contradicción
porque H(A,B) ≥ ε > 0. Esto completa la prueba del teorema. �

Cuando tenemos una función de Whitney µ dada, diremos que dos sub-
continuos A,B ∈ C(X) tienen la misma medida si µ(A) = µ(B).
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Caṕıtulo 2

Arcos ordenados largos

En este caṕıtulo introducimos los arcos ordenados largos, y veremos sus
propiedades básicas.

DEFINICIÓN 2.1. Sea X un continuo. Un subconjunto A de C(X) se
llama ordenado si para todo par de elementos A,B ∈ A, sucede que A ⊂ B
o B ⊂ A.

Cualquier subcontinuo ordenado y no degenerado de C(X) es un arco, es
decir, homeomorfo a [0, 1], como veremos a continuación.

TEOREMA 2.2. Sean X un continuo y A un subcontinuo no degenerado
y ordenado de C(X). Entonces A es homeomorfo al intervalo [0, 1]. Además,
los extremos E y F de A satisfacen que, si E ⊂ F , entonces E ⊂ D ⊂ F
para todo D ∈ A.

Demostración. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney en C(X).
Tomemos A,B ∈ A tales que µ(A) = µ(B). Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que A ⊂ B. Por la definición de función de Whitney, no se
puede cumplir que A ( B. De modo que A = B, y por tanto, µ|A es una
función inyectiva.

Como µ|A es una función inyectiva entre continuos, entonces es homeo-
morfismo sobre su imagen, la cual es un subcontinuo no degenerado de [0, 1].
Como los únicos subcontinuos de [0, 1] son intervalos cerrados, se tiene que
A es homeomorfo a [0, 1].

Supongamos que µ(A) = [a, b]. Sean E y F los extremos de A. Entonces
µ({E,F}) = {a, b}. Si E ⊂ F , entonces µ(E) ≤ µ(F ), de manera que a =
µ(E) y b = µ(F ). Dado D ∈ A tal que D /∈ {E,F}, como µ(E) = a <
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µ(D) < b y todo par de elementos de A son comparables con respecto a la
inclusión, tenemos que E ⊂ D ⊂ F . �

Debido al teorema anterior, a los subcontinuos ordenados de C(X) se les
otorga un nombre más apropiado.

DEFINICIÓN 2.3. Sea X un continuo. Un arco ordenado A en C(X) es un
subcontinuo ordenado (posiblemente degenerado) de C(X), si los extremos
de A son E y F , con E ⊂ F , diremos que A es un arco ordenado de E a
F . Un arco ordenado A en C(X) se llama arco ordenado largo si tiene como
elementos a X y a {x}, para algún x ∈ X.

PROPOSICIÓN 2.4. Sean X un continuo, A un arco ordenado en C(X)
y x ∈ X tales que A contiene a {x} y a X. Entonces

a) A no contiene a ningún otro elemento singular,

b) dada una función de Whitney µ : C(X)→ [0, 1], se tiene que µ(A) = [0, 1]
y µ es un homeomorfismo entre A y [0, 1],

c) los extremos de A son {x} y X, y

d) A es maximal (no está contenido propiamente en otro arco ordenado).

Demostración. Sea µ : C(X)→ [0, 1] una función de Whitney.

a) Tomemos A ∈ C(X) un singular distinto de {x}. Se tiene que {x} 6⊂ A y
A 6⊂ {x}, por tanto A /∈ A.

b) En la demostración del Teorema 2.2 vimos que µ|A es un homeomorfismo
en su imagen. Como µ({x}) = 0 y µ(X) = 1, µ(A) = [0, 1], y

c) los extremos de A son µ−1(0) = {x} y µ−1(1) = X.

d) Sea B un arco ordenado tal que A ⊂ B. Entonces µ|B : B → [0, 1] es
inyectiva. Como µ(A) = [0, 1], tenemos que A no puede estar propiamente
contenido en B. Por tanto A es maximal.

�
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OBSERVACIÓN 2.5. Por el Lema 1.11 de [22] y el Teorema 1.8 del mismo
libro, se tiene que para cualquier par de elementos A,B ∈ C(X), tales que
A ( B o B ( A, existe un arco ordenado en C(X) cuyos extremos son A
y B. Además, un arco ordenado es un subcontinuo de C(X) y por tanto un
elemento de C(C(X)).

DEFINICIÓN 2.6. Para un continuo X, A,B subcontinuos de X, tales
que A ⊂ B y un elemento x ∈ X, sean

AOL(X) = {L : L es un arco ordenado largo en C(X)},
AOL(x,X) = {L ∈ AOL(X) : {x} ∈ L},
AO(A,B) = {L : L es un arco ordenado de A a B}, y
AO(X) = {L : L es un arco ordenado en C(X)},

considerados con la topoloǵıa que heredan como subespacios de C(C(X)).

OBSERVACIÓN 2.7. Por la observacion 2.5, los conjuntosAOL(X),AOL(x,X),
AO(A,B) y AO(X) son no vaćıos. Por la proposición 2.4, para cualquier arco
ordenado largo L en C(X), existe un único elemento x ∈ X tal que {x} ∈ L,
al que llamaremos el punto inicial de A.

Los conjuntos AOL(X) heredan la métrica H0 de C(C(X)). En los si-
guientes teoremas, demostraremos que dichos conjuntos son continuos.

TEOREMA 2.8. Sean X un continuo, x ∈ X, A,B ∈ C(X) tales que
A ⊂ B. Entonces los hiperespacios AO(X), AO(A,B) AOL(X) y AOL(x,X)
son subespacios cerrados de C(C(X)).

Demostración. Primero mostraremos que AO(X) es cerrado en C(C(X)).
Sea {Ln}∞n=1 una sucesión de elementos de AO(X) ⊂ C(C(X)) que converge
a un elemento A ∈ C(C(X)) . Probaremos que A es un elemento de AO(X).
Sean A,B ∈ A, por la proposición 1.4, existen sucesiones {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1

tales que ĺımAn = A, ĺımBn = B y An, Bn ∈ Ln para todo n ∈ N. De
modo que, para una infinidad de números n se cumple que An ⊂ Bn, o para
infinidad de números n se cumple que Bn ⊂ An. Tomando una subsucesión e
intercambiando A con B si es necesario, podemos suponer que An ⊂ Bn para
todo n ∈ N. Como A = ĺımAn y B = ĺımBn, por el Teorema 1.7, tenemos
que A ⊂ B.

Aśı pues, A es un subcontinuo ordenado de C(X). Esto prueba que
AO(X) es cerrado en C(C(X)), y por tanto AO(X) es compacto.
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Ahora veamos que AOL(X) es cerrado en AO(X). Sea {Ln}∞n=1 una
sucesión de elementos de AOL(X) ⊂ AO(X) que converge a un elemento
A ∈ AO(X). Ya sabemos que A es un arco ordenado, nos falta ver que es
largo. Como X ∈ Ln para todo n ∈ N, por la Proposición 1.4 obtenemos
que X ∈ A. Para cada n ∈ N, sea xn ∈ X tal que {xn} ∈ Ln, pasando a
una subsucesión si es necesario, podemos suponer que ĺımxn = x para algún
x ∈ X, entonces ĺım{xn} = {x}. Nuevamente la Proposición 1.4 implica que
{x} ∈ A. Por tanto A es un subcontinuo ordenado de C(X) que contiene
como elementos a X y al singular {x}, la Proposición 2.4 implica entonces
que A es un arco ordenado largo. Esto prueba que AOL(X) es cerrado en
AO(X). Por tanto AOL(X) es compacto.

Ahora veamos que AOL(x,X) es cerrado en AOL(X). Sea {Ln}∞n=1 una
sucesión de elementos de AOL(x,X) ⊂ AOL(X) que converge a un elemento
A ∈ AOL(X). Ya sabemos que A es un arco ordenado largo. Como {x} ∈ Ln
para todo n, la Proposición 1.4 implica que {x} ∈ A. Por la Proposición 2.4,
el punto inicial de A es {x}. Con lo cual A ∈ AOL(x,X). Estro prueba que
AOL(x,X) es cerrado en AOL(X), por tanto compacto.

Finalmente veamos que AO(A,B) es cerrado en AO(X). Sea {Ln}∞n=1 una
sucesión de elementos de AO(A,B) ⊂ AO(X) que converge a un elemento
A ∈ AO(X). Ya sabemos que A es un arco ordenado. Como A,B ∈ Ln para
todo n, la Proposición 1.4 nos dice que A,B ∈ A. Sea µ : C(X)→ [0, 1] una
función de Whitney. Dados n ∈ N y D ∈ Ln, como A y B son los extremos
de Ln, tenemos que A ⊂ D ⊂ B. De manera que µ(A) ≤ µ(D) ≤ µ(B).
Entonces Ln ⊂ µ−1([µ(A), µ(B)]). Por la Proposición 1.4, cada elemento de
A es ĺımite de elementos de

⋃
{Ln : n ∈ N}. Como µ−1([µ(A), µ(B)]) es

cerrado, obtenemos que A ⊂ µ−1([µ(A), µ(B)]). De manera que µ|A : A →
[µ(A), µ(B)] es un homeomorfismo. Con lo cual A y B son los extremos de A.
Esto prueba que A ∈ AO(X). Con esto concluimos que AO(X) es cerrado
en AO(X) y por tanto compacto. �

PROPOSICIÓN 2.9. Sean X un continuo y p, q ∈ X. Supongamos que
existe un homeomorfismo ϕ : X → X tal que ϕ(p) = q. Entonces AOL(p,X)
es homeomorfo a AOL(q,X).

Demostración. Aplicando la Proposición 1.10, dos veces, obtenemos que la
función C(C(ϕ)) : C(C(X))→ C(C(X)) es un homeomorfismo.

Podemos definir una función AOL(ϕ) : AOL(X)→ AOL(X) por

AOL(φ) = C(C(φ))|AOL(p,X),
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la restricción de C(C(ϕ)) a AOL(p,X).
Dado A ∈ AOL(p,X), se tiene que {p} ∈ A, aśı que {q} = ϕ({p}) ∈

C(C(ϕ))(A) = AOL(ϕ)(A).
Por otra parte, X ∈ A, entonces X = ϕ(X) ∈ AOL(ϕ)(A).
Si A,B ∈ A, entonces A ⊂ B o B ⊂ A. Esto implica que ϕ(A) ⊂ ϕ(B)

o ϕ(B) ⊂ ϕ(A). De manera que AOL(ϕ)(A) es un arco ordenado largo, con
punto inicial {q}.

Procediendo similarmente con AOL(ϕ−1), obtenemos que AOL(ϕ−1) :
AOL(q,X) → AOL(p,X) está bien definida, es continua, y es la inversa de
AOL(ϕ). Por tanto AOL(p,X) y AOL(q,X) son homeomorfos. �

OBSERVACIÓN 2.10. Sean X un continuo, µ : C(X)→ [0, 1] una función
de Whitney yA un arco ordenado en C(X). Entonces para cualquier t ∈ µ(A)
existe un único elemento A ∈ A tal que µ(A) = t. Denotaremos a este
elemento por A(t, µ), o simplemente A(t), si se sobreentiende quién es µ.
Considerando a A como una función de esta manera, se tiene que t → A(t)
es la inversa de la función µ|A, y por tanto un homeomorfismo, además, si
s < t, entonces A(s) ( A(t). Notemos que si L es un arco ordenado largo en
C(X), entonces L(0) es el punto inicial de L, y L(1) = X.

Estamos interesados en probar que AOL(x,X) siempre es arco conexo.
Esto es consecuencia del siguiente resultado.

TEOREMA 2.11. Sean X un continuo, A,B subcontinuos de X tales que
A ( B. Entonces el compacto AO(A,B) es conexo por trayectorias, y por
tanto continuo.

Demostración. Tenemos que AO(A,B) es no vaćıo, por la Observación 2.7.
Sean µ : C(X)→ [0, 1] una función de Whitney, tA = µ(A), y tB = µ(B).

Consideremos L,M∈ AO(A,B). Para cada t ∈ [0, 1], sea β(t) = t(tB) +
(1− t)tA. Entonces definimos α : [0, 1]→ AO(A,B) por

α(t) = {L(r) : tA ≤ r ≤ β(t)} ∪ {L(β(t)) ∪M : M ∈M}.

Como la función r → L(r) es continua, el conjunto {L(r) : tA ≤ r ≤ β(t)}
es un subconjunto ordenado de C(X), y por tanto es un arco ordenado que
une a A = L(tA) con L(β(t)). Por otra parte, para cada t ∈ [0, 1], como
la función de M a C(X) que asigna a M ∈ M el continuo L(β(t)) ∪ M
es continua, tenemos que el conjunto {L(β(t)) ∪M : M ∈ M} es un arco
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ordenado que une a L(β(t)) ∪ A = L(β(t)) con L(β(t)) ∪ B = B. Por tanto
α(t) es un arco ordenado que une a A con B.

Notemos que β(0) = tA, aśı que α(0) = {L(r) : tA ≤ r ≤ tA} ∪ {L(tA) ∪
M : M ∈ M} = {A} ∪ {A ∪M : M ∈ M} =M. Como β(1) = tB, tenemos
que α(1) = {L(r) : tA ≤ r ≤ tB} ∪ {L(tB) ∪M : M ∈ M} = L ∪ {B ∪M :
M ∈M} = L ∪ {B} = L.

Finalmente veamos que α es una función continua. Sea ε > 0. Como la
función de [tA, tB] que a t le asigna L(t) es continua, existe δ > 0 tal que si
s, t ∈ [0, 1] y |s− t| < δ, entonces H(L(s),L(t)) < ε.

Sean s, t ∈ [0, 1] tales que |s− t| < δ. Entonces |β(s)−β(t)| = |(s− t)tB +
(t− s)tA| = |(s− t)(tB − tA)| ≤ |s− t| < δ, pues |tB − tA| ≤ 1. Veremos que
H0(α(s), α(t)) < ε. Sea E ∈ α(s), analizamos dos casos.

(a) Si E = L(r) para algún tA ≤ r ≤ tB. Como |β(s) − β(t)| < δ, existe
r1 ∈ [tA, β(t)] tal que |r − r1| < δ (en el caso que r ≤ β(t), tomamos
r1 = r, y en el caso que β(t) < r(≤ β(s)), tomamos r = β(s)). Entonces
L(r1) ∈ α(t) y H(L(r),L(r1)) < ε. Esto muestra que E ∈ Nε(α(t)).

(b) Si E = L(β(s))∪M para algún M ∈M.Entonces H(L(β(s)),L(β(t))) <
ε, aśı que H(L(β(s))∪M,L(β(t))∪M) < ε. Como L(β(t))∪M ∈ α(t),
entonces E ∈ Nε(α(t)). Hemos demostrado que α(s) ∈ Nε(α(t)). Simi-
larmente se tiene que α(t) ∈ Nε(α(s)). De modo que H0(α(s), α(t)) < ε.
Por tanto α es continua.

�

COROLARIO 2.12. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces AOL(x,X)
es un continuo conexo por trayectorias.

Demostración. Observemos que AOL(x,X) = AO({x}, X). Entonces el Teo-
rema anterior nos dice que AOL(x,X) es continuo. �

Antes de seguir, necesitamos una definición.

DEFINICIÓN 2.13. Una función entre continuos f : X → Y se llama
monótona si para todo y ∈ Y se tiene que f−1(y) es un subcontinuo de X.

LEMA 2.14. La función P : AOL(X)→ X que a cada arco ordenado largo
le asigna su punto inicial es continua, suprayectiva y monótona. De hecho,
para cualesquiera L,M∈ AOL(X), d(P (L), P (M)) ≤ H0(L,M).
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Demostración. Observemos que P (L) ∈ L para todo arco ordenado largo
L y todo L ∈ L. Sean L,M ∈ AOL(X) y ε > 0 tales que H0(L,M) < ε.
Llamemos x = P (L) y y =M. Como {x} ∈ L, por la Proposicion 1.2 se tiene
que H({x},M) < ε. Entonces existe A ∈ M tal que H({x}, A) < ε. Por el
Lema 1.3, A ⊂ Nε({x}) = Bε(x). Com y ∈ A, se tiene que y ∈ Bε(x). Por
tanto d(x, y) < ε. Como esto ocurre para cualquier ε ≥ H0(L,M), entonces
d(P (L), P (M)) ≤ H0(L,M). En particular, P es continua.

Dado x ∈ X, se tiene que P−1(x) = AOL(x,X). En particular, es no
vaćıo por la Observación 2.7. Por tanto P es suprayectiva.

Por el Corolario 2.12, P−1(x) es un continuo para todo x ∈ X. Es decir,
P es monótona. �

Ahora ya podemos demostrar el teorema principal de este caṕıtulo.

TEOREMA 2.15. Sea X un continuo. Entonces AOL(X) es un continuo.

Demostración. Por el Teorema 2.8, AOL(X) es un subespacio compacto de
C(C(X)). Sólo hace falta demostrar que es conexo. Sea P : AOL(X) → X
la función del Lema 2.14.

Como AOL(X) y X son compactos, entonces P es una función cerrada.
Supongamos que AOL(X) es disconexo, es decir, existen cerrados ajenos no
vaćıos A,B que cubren a AOL(X). Entonces P (A) y P (B) son dos cerrados
en X que lo cubren y son no vaćıos. Como X es conexo, existe x ∈ A ∩B.
Por tanto P−1(x) intersecta a A y a B. Esto es una contradicción, pues
A ∩ P−1(x) y B ∩ P−1(x) son dos cerrados ajenos de P−1(x) que lo cubren,
y P−1(x) seŕıa disconexo. �

Terminaremos este caṕıtulo dando una métrica equivalente a la métrica
H0 en AOL(X). Dados un continuo X y una función de Whitney µ : C(X)→
[0, 1], definimos una función D : AOL(X) × AOL(X) → R de la siguiente
manera: Para cualesquiera L,M∈ AOL(X), sea

D(L,M) = máx{H(L(t),M(t)) : t ∈ [0, 1]}. (*)

Como siempre, H es la métrica de Hausdorff en C(X). Debido a que L(t)
y M(t) dependen continuamente de t, el uso de la abreviatura máx en la
definición de D, está bien justificada. La función D resulta ser una métrica
equivalente a la métrica de Hausdorff en AOL(X), como veremos a conti-
nuación.

16



TEOREMA 2.16. Sean X un continuo, µ : C(X)→ [0, 1] una función de
Whitney y D : AOL(X)×AOL(X)→ R definida como en (*). Entonces D es
una métrica equivalente a la métrica de Hausdorff H0 en AOL(X). Además,
para cualesquiera L,M∈ AOL(X), se tiene que H0(L,M) ≤ D(L,M).

Demostración. Primero veamos que D es una métrica. Sean L,M,N ∈
AOL(X). Claramente D(L,M) ≥ 0, D(L,M) = D(M,L) y D(L,M) = 0
si y sólo si L =M. Para mostrar que D es métrica, sólo hace falta probar la
desigualdad del triángulo para D. Por definición,

D(L,N ) = máx{H(L(t),N (t)) : t ∈ [0, 1]}
≤ máx{H(L(t),M(t)) +H(M(t),N (t)) : t ∈ [0, 1]}
≤ máx{H(L(t),M(t)) : t ∈ [0, 1]}+ máx{H(M(t),N (t)) : t ∈ [0, 1]}
= D(L,M) +D(M,N ).

Aśı pues, D satisface la desigualdad del triángulo, y con lo anterior, D es
una métrica para AOL(X).

Veamos que D es equivalente a la métrica de Hausdorff en AOL(X).
Primero probaremos que H0(L,M) para cualesquiera L,M∈ AOL(X). To-
memos δ > 0, para cada A ∈ L existe t ∈ [0, 1] tal que t = µ(A) y A = L(t).
Entonces

H(A,M(t)) = H(L(t),M(t))

≤ D(L,M) < D(L,M) + δ.

De manera que L ⊂ ND(L,M+δ). Análogamente se prueba queM⊂ ND(L,M)+δ.
Por el Lema 1.3, H0(L,M) ≤ D(L,M) + δ, como esto ocurre para todo
δ > 0, concluimos que H0(L,M) ≤ D(L,M). De aqúı obtenemos que la
función identidad de (AOL(X), D) en (AOL(X), H0) es continua.

Supongamos que la función identidad de (AOL(X), H0) en (AOL(X), D)
no es continua. Entonces existe una sucesión {Ln}∞n=1 en AOL(X) que con-
verge a un L ∈ AOL(X) con la métrica H0, pero no con la métrica D.
De manera que existe ε > 0 tal que hay una infinidad de números n con
la propiedad de que Ln no está en la vecindad de radio ε con centro en
L, en el espacio (AOL(X), D). Es decir, hay una infinidad de números
n tales que D(Ln,L) ≥ ε. Si tales números los enumeramos con ı́ndices
n1 < n2 < . . . , tenemos que D(Lnk ,L) ≥ ε para todo k ∈ N. Dado k ∈ N,
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elegimos tk ∈ [0, 1] tal que H(Lnk(tk),L(tk)) = D(Lnk ,L) ≥ ε. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que {Ltk(tk)} converge a un elemento
A ∈ C(x). Por la Proposición 1.4, A ∈ L. Sea s = µ(A), de manera que
A = L(s). Entonces ĺımLnk(tk) = L(s). Como tk = µ(Lnk) para todo k ∈ N
y s = µ(L(s)), entonces ĺım tk = s. Por tanto ĺımL(tk) = L(s) = ĺımLnk(tk).
Esto implica que ĺımH(Lnk(tk),Ltk) = 0, lo cual es un absurdo, porque
H(Lnk(tk),L(tk)) ≥ ε para todo k ∈ N. Esta contradicción prueba que la
identidad de (AOL(X), H0) en (AOL(X), D) también es continua y comple-
ta la prueba del teorema. �
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Caṕıtulo 3

AOL(x,X) es un retracto
absoluto

En el caṕıtulo anterior vimos que los hiperespacios AOL(X) y AOL(x,X)
son continuos, cuando X es un continuo y x ∈ X. Pero podemos probar mu-
cho más de los hiperespacios de la forma AOL(x,X), a saber, que AOL(x,X)
es un retracto absoluto.

Este caṕıtulo trata sobre la demostración de que AOL(x,X) es un retrac-
to absoluto, usando una técnica famosa de Dugundji.

Para un número natural n, sea ∆n = {(t1, . . . , tn) ∈ Rn :
∑n

i=1 ti =
1 y ti ∈ [0, 1] para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

DEFINICIÓN 3.1. Sea X un espacio métrico. Una estructura convexa en
X es una función E, con dominio X =

⋃∞
n=1(Xn × ∆n) y contradominio

X, y que tiene las siguientes propiedades: Para cualesquiera n ∈ N, x ∈ X,
(x1, . . . , xn) ∈ Xn y (t1, . . . , tn) ∈ ∆n,

a) E((x, . . . , x), (t1, . . . , tn)) = x;

b) E((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)) = E((xσ(1), . . . , xσ(n)), (tσ(1), . . . , tσ(n))) para
toda permutación σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n};

c) E((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn−1, 0)) = E((x1, . . . , xn−1), (t1, . . . , tn−1)), y

d) la función G(x1,...,xn) : ∆n → X definida para todo (s1, . . . , sn) ∈ ∆n por

G(x1,...,xn)(s1 . . . , sn) = E((x1, . . . , xn), (s1, . . . , sn))

es continua.
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La técnica de Dugundji se ha usado varias veces para probar que un
espacio es un retracto absoluto, pero sin haberse abstráıdo el detalle principal
en las demostraciones, que es la siguiente definición que damos.

DEFINICIÓN 3.2. Una estructura convexa E en un espacio métrico X se
llama controlada si para todo x ∈ X y todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si
x ∈ X, n ∈ N, T = (t1, . . . , tn) ∈ ∆n, (x1, . . . , xn) ∈ Xn y d(x, xi) < δ para
cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces d(x,E((x1, . . . , xn), T )) < ε.

EJEMPLO 3.3. Sean m un natural y X = Rm. Entonces la función E :⋃∞
n=1(Xn ×∆n)→ X definida por

E((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)) =
n∑
i=1

tixi,

la combinación convexa usual de puntos de Rm, es una estructura convexa
controlada.

DEFINICIÓN 3.4. Sean X un espacio métrico y Y ⊂ X. El espacio Y se
llama retracto de X si existe una función f : X → Y tal que f(y) = y para
todo y ∈ Y .

OBSERVACIÓN 3.5. Si Y es un retracto de Y , entonces Y es un subes-
pacio cerrado de X. En efecto, si {xn}∞n=1 es una sucesión en Y que converge
a un punto x de X, entonces x = ĺımxn, y por tanto f(x) = ĺım f(xn) =
ĺım xn = x, es decir, x es un elemento de la imagen de X, y por consiguiente,
es un elemento de Y.

Hay cierto tipos de retractos que son especiales.

DEFINICIÓN 3.6. Un espacio métrico X es un retracto absoluto si siempre
que se encaja a X como un subespacio cerrado de un espacio métrico Y , se
tiene que X es un retracto de Y .

DEFINICIÓN 3.7. Un espacio métrico X es un extensor absoluto si para
todo subespacio cerrado A de un espacio métrico Z y toda función continua
f : A→ X, existe una función continua F : Z → X que extiende a f.

El siguiente teorema, que es el Teorema 9.1 de [16], nos relaciona retractos
absolutos y extensores absolutos.

20



TEOREMA 3.8. Un espacio métrico compacto es un retracto absoluto si y
sólo si es un extensor absoluto.

A continuación relacionaremos los retractos absolutos con las estructuras
convexas.

TEOREMA 3.9. Sea X un retracto absoluto compacto. Entonces X tiene
una estructura convexa controlada.

Demostración. Sea Q = [0, 1]ω el cubo de Hilbert y F :
⋃∞
n=1 Q

n ×∆n → Q
definida por

F ((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)) =
n∑
i=1

tixi,

la combinación convexa usual de (x1, . . . , xn). Es fácil ver que F es una
estructura convexa controlada en Q. Como X es compacto, por el Teorema
1 de [17, p. 241], podemos ver a X como subespacio de Q. Al ser X retracto
absoluto, existe retracción r : Q → X. Entonces la función E :

⋃∞
n=1(Xn ×

∆n)→ X definida por

E((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)) = r(f((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)))

es una estructura convexa controlada en X. �

El converso del Teorema anterior también es cierto, su demostración no
es tan simple. Para probarlo usaremos una técnica famosa inventada por
Dugundji.

TEOREMA 3.10. Sean X un espacio métrico compacto y E una estructura
convexa controlada en X. Entonces X es un extensor absoluto, y por tanto
es también un retracto absoluto.

Demostración. Sean A un subespacio cerrado de un espacio métrico X y
f : A→ X una función continua. Nuestro propósito es extender f a todo Z.

Dado p ∈ Z\A, definimos Bp = {z ∈ Z : d(p, z) < 1
2
d(p,A)}. Notemos

que Bp es abierto en Z. Como Z\A es métrico, es paracompacto( por el
Teorema 5.1.3 de [7]), y por tanto existe U = {Uα : α ∈ J } que satisface las
siguientes propiedades:

(a) para todo α ∈ J , Uα es no vaćıo, abierto en Z\A, y entonces abierto en
Z;
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(b) para todo p ∈ Z\A existen α ∈ J y q ∈ Z\A tal que p ∈ Uα ⊂ Bq; y

(c) para todo p ∈ Z\A existe un abierto U de Z tal que el conjunto {α ∈
J : U ∩ Uα 6= ∅} es finito.

Por el Teorema 5.1.9 de [7], existe una familia Φ = {φα : Z\A → [0, 1] :
α ∈ J } que satisface:

(I) para todo α ∈ J , φα es una función continua y φ−1
α ((0, 1]) ⊂ Uα; y

(II) para todo x ∈ Z\A existen n ∈ N y α1, . . . , αn ∈ J tales que para
todo i ∈ {1, . . . , n}, φαi(x) > 0,

∑n
i=1 φi(x) = 1 y φα(x) = 0 para todo

α ∈ J \{α1, . . . , αn}.

Para cada α ∈ J , elegimos pα ∈ Uα. Como d(pα, A) < 2d(pα, A), elegimos
aα ∈ A tal que d(pα, aα) < 2d(pα, A).

Dado x ∈ Z\A, sean n ∈ N y α1, . . . , αn los elementos de J que satisfacen
(II). Definamos

F (x) = E((f(aα1), . . . , f(aαn)), (φα1(x), . . . , φαn(x))).

La función F está bien definida, pues como aαi ∈ A para todo i, entonces

(f(aα1), . . . , f(aαn)) ∈ Xn.

Por (II),
∑n

i=1 φαi(x) = 1 y entonces (φα1(x), . . . , φαn(x)) ∈ ∆n. Además,
por la Propiedad b) de la Definición 3.1, no importa el orden que en que
numeramos a los elementos αi.

Para x ∈ A, definamos F (x) = f(x). De esta manera F está definida en
todo Z, y claramente F extiende a f . Veamos que F es una función continua.

Sea p ∈ Z\A. Como A es cerrado, existe U una vecindad de p ∈ Z tal que
U ∩ A = ∅, y podemos pedir además que el conjunto {α ∈ J : U ∩ Uα 6= ∅}
es finito, al que numeraremos {α1, . . . , αn}. Dado q ∈ U, por las Propiedades
(c) de la Definición 3.1 y (II), el conjunto {α ∈ J : φα(q) > 0} es finito y
está contenido en {α1, . . . , αn}. Definamos G : U → X por

G(q) = E((f(aα1), . . . , f(aαn)), (φα1(q), . . . , φαn(q)));

La función G es continua, pues (f(aα1), . . . , f(aαn)) es constante y φαi(q) es
continua para todo i y todo q ∈ U .
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Ahora veamos que G y F son iguales en U. Sea q ∈ U . Sin pérdida de
generalidad, por la propiedad b) de la Definición 3.1, podemos suponer que
{α ∈ J : φα(q) > 0} = {α1, . . . , αm} ⊂ {α1, . . . , αn}, de manera que la
Propiedad c) de la Definición 3.1 implica que

G(q) = E((f(aα1), . . . , f(aαn)), (φα1(q), . . . , φαm(q), 0, . . . , 0))

= E((f(aα1), . . . , f(aαm)), (φα1(q), . . . , φαm(q)))

= F (q).

Por tanto F es continua en Z\A.
Como F (a) = f(a) para todo a ∈ A, F es continua en el interior de A.

Sólo falta ver que F es continua en la frontera de A, que llamaremos FrZ(A).
Sean a ∈ FrZ(A) ⊂ A y ε > 0. Como E es controlada, existe δ > 0 tal que

para caulesquiera n, x1, . . . , xn ∈ X, T = (t1, . . . , tn) ∈ ∆n, si d(xi, f(a)) < δ,
entonces

d(E((x1, . . . , xn), T ), f(a)) < ε.

Por la continuidad de f en a, existe η > 0 tal que si x ∈ A y d(x, a) < 9η,
entonces d(f(x), f(a)) < δ. Sea p ∈ Z\A tal que

d(p, a) < η.

Recordemos que para todo α ∈ J elegimos pα ∈ Uα y aα ∈ A tales que

d(pα, aα) < 2d(pα, A).

Tomemos α ∈ J tal que φα(p) > 0. Sea q ∈ Z\A de modo que p ∈ Uα ⊂
Bq = {x ∈ Z : d(q, x) < 1

2
d(q, A)}. Entonces

d(p, q) <
1

2
d(q, A).

Como
d(q, A) ≤ d(q, a) ≤ d(q, p) + d(p, a),

tenemos que

d(p, q) <
1

2
d(q, A) ≤ 1

2
d(q, p) +

1

2
d(p, a).

Aśı
d(p, q) < d(p, a) < η.
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De donde
d(q, A) < 2η.

Sean y, z ∈ Bq. Entonces

d(y, z) ≤ d(y, q) + d(q, z) <
1

2
d(q, A) +

1

2
d(q, A) < η + η = 2η.

Observemos que

d(y, A) ≤ d(y, q) + d(q, A) =
1

2
d(q, A) + d(q, A) ≤ η + 2η = 3η.

Ahora,
d(a, aα) ≤ d(a, p) + d(p, pα) + d(pα, aα).

Recordemos que pedimos que d(a, p) < η. Como p, pα ∈ Bq, d(p, pα) < 2η.
Ya que pα ∈ Bq, d(pα, A) < 3η, aśı que, por la elección de aα, tenemos que
d(pα, aα) < 6η. Entonces

d(a, aα) < η + 2η + 6η = 9η.

Por tanto
d(f(a), f(aα)) < δ.

Sea {α ∈ J : φα(p) > 0} = {α1, . . . , αn}; por lo que probamos antes,
d(a, aαi) < 9η para todo i ∈ {1, . . . , n}, y entonces d(f(a), f(aαi)) < δ para
todo i ∈ {1, . . . , n}.

Como

F (p) = E((f(aα1), . . . , f(aαn)), (φaα1 (p), . . . , φaαn (p)))

y d(f(a), f(aαi)) < δ para todo i ∈ {1, . . . , n}, por la elección de δ,

d(F (p), f(a)) < ε.

Por tanto F es continua en FrZ(A) y en todo Z. �

TEOREMA 3.11. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces AOL(x,X)
tiene una estructura convexa controlada.
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Demostración. Sea µ una función de Whitney en C(X). Definimos m :
[0,∞)× [0, 1]→ [0, 1] por m(r, t) = mı́n{1, rt}. Claramente m es una función
continua.

Definiremos

E :
∞⋃
n=1

((AOL(x,X))n ×∆n)→ AOL(x,X)

de la siguiente manera: Dados n ∈ N, L1, . . . ,Ln ∈ AOL(x,X), T = (t1, . . . , tn) ∈
∆n, sea

E(L1, . . . ,Ln, T ) = {L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)) : r ∈ [0,∞)}.

Probemos que E está bien definida. Sean n ∈ N, L1, . . . ,Ln ∈ AOL(x,X),
T = (t1, t2, . . . , tn) ∈ ∆n; veamos que E(L1, . . . ,Ln, T ) ∈ AOL(x,X). Como
m(r, ti) ∈ [0, 1] para todo (i, r) ∈ {1, . . . , n}× [0,∞), el elemento Li(m(r, ti))
está bien definido para cada (i, r) ∈ {1, . . . , n} × [0,∞).

Cuando r = 0, L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)) = L1(0) ∪ · · · ∪ Ln(0) =
{x} ∪ · · · ∪ {x} = {x}. Si r = 1

máx{t1,...,tn} , existe j tal que r = 1
tj

, de donde

Lj(m(r, tj)) = Lj(1) = X y entonces L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)) = X.
Como para todo (i, r) ∈ {1, . . . , n} × [0,∞) se tiene que x ∈ Li(m(r, ti)),

resulta que x ∈ L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)) ∈ C(X).
Sea G : [0,∞)→ C(X) la función definida para cada r ∈ [0,∞) por

G(r) = L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)).

La función G es continua pues es una unión de funciones continuas. Si
r ≥ 1

máx{t1,...,tn} , entonces existe i ∈ {1, . . . , n} tal que rti ≥ 1, con lo cual

m(r, ti) = 1, de donde L(m(r, ti)) = X, por tanto G(r) = X. Entonces

E(L1, . . . ,Ln, T ) = G([0,∞)) = G([0,
1

máx{t1, . . . , tn}
]).

De aqúı que E(L1, . . . ,Ln, T ) es un subcontinuo de C(X).
Dados r, s ∈ [0,∞) e i ∈ {1, . . . , n} tales que r ≤ s, se tiene que m(r, ti) ≤

m(s, ti). Entonces Li(m(r, t1)) ⊂ Li(m(s, ti)). Por tanto G(r) ⊂ G(s). Como
{x}, X ∈ E(L1, . . . ,Ln, T ), entonces E(L1, . . . ,Ln, T ) es un arco ordenado
largo.

Ahora veamos que E satisface las 4 propiedades de la Definición 3.1. Para
esto tomemos n ∈ N, (L1, . . . ,Ln) ∈ (AOL(x,X))n y T = (t1, . . . , tn) ∈ ∆n.
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a) Sean L ∈ AOL(x,X) y M = E(L, . . . ,L, T ). Tomemos A ∈ M. En-
tonces A = L(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ L(m(r, tn)) para algún r ∈ [0,∞). Sea
j ∈ {1, . . . , n} tal que m(r, tj) = máx{m(r, t1), . . . ,m(r, tn)}. Entonces
A = L(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ L(m(r, tn)) ⊂ L(m(r, tj)) y, por tanto, A =
L(m(r, tj)) ∈ L. Esto muestra que M⊂ L. Como ambos son arcos orde-
nados largos, por la Proposición 2.4, M = L.

b) Sean φ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} una permutación,M = E(L1, . . . ,Ln, T )
y N = E(Lφ(1), . . . ,Lφ(n), (tφ(1), . . . , tφ(n))). Tomemos N ∈ N . Entonces

N =
n⋃
i=1

Lφ(i)(m(r, tφ(i))), para algún r ∈ [0,∞).

Como
⋃n
i=1 Lφ(i)(m(r, tφ(i))) =

⋃n
i=1 Li(m(r, ti)), pues sólo permutamos el

orden de los uniendos, tenemos que N ∈ M. Aśı pues, N ⊂ M. Por la
Proposición 2.4, N =M.

c) Supongamos que t1 = 0. Sean

M = E(L1, . . . ,Ln, (0, t2, . . . , tn))

y
N = E(L2, . . . ,Ln, (t2, . . . , tn)).

Tomemos M ∈ M. Entonces M =
⋃n
i=1 Li(m(r, ti)) para algún r ∈

[0,∞). Como m(r, t1) = 0, entonces Lj(m(r, t1)) = {x}. Se sigue que
M = {x} ∪

⋃n
i=2 Li(m(r, ti)) =

⋃n
i=2 Li(m(r, ti)), entonces M ∈ M. Esto

prueba que M⊂ N . Por la Proposición 2.4, M = N .

d) Para esta propiedad, recordemos que L1, . . . ,Ln son fijos. Sea G : ∆n →
AOL(x,X) definida por

G(s1, . . . , sn) = E(L1, . . . ,Ln, (s1, . . . , sn)).

Para ver que G es continua, sean (s1 . . . , sn) ∈ ∆n y ε > 0. Por la
continuidad de cada Li, existe δ > 0 tal que si |a − b| < δ, entonces
H(Li(a),Li(b)) < ε para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Sea s = máx{s1, . . . , sn}. Como s1+· · ·+sn = 1, tenemos que s > 0. Como
la función m[0, 2

s
]×[0,1] : [0, 2

s
] × [0, 1] → [0, 1] es uniformemente continua,
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existe η > 0 tal que η < s
2
, y si r, u ∈ [0, 2

s
], t, v ∈ [0, 1] satisfacen

|r − u| < η y |t− v| < η, entonces |m(r, t)−m(u, v)| < δ.

Sean (t1, . . . , tn) ∈ ∆n tal que |si − ti| < η para todo i ∈ {1, . . . , n}, y
A ∈ G(s1, . . . , sn). Entonces existe r ∈ [0,∞) tal que

A = L1(m(r, s1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, sn)).

Veamos que A ∈ Nε(G(t1, . . . , tn)). Si r > 1
s
, entonces rs > 1. Por la

definición de s, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que rs = rsi > 1, de manera
que m(r, si) = 1 y X = Li(m(r, si)) ⊂ A ⊂ X. Entonces A = X. Ya que
X ∈ G(t1, . . . , tn), podemos suponer que r ≤ 1

s
≤ 2

s
. Dado i ∈ {1, . . . , n},

como |si − ti| < η, entonces |m(r, si) − m(r, ti)| < δ. De manera que
H(Li(m(r, si)),Li(m(r, ti))) < ε. Sea

B = L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)) ∈ G(t1, . . . , tn).

Entonces H(A,B) < ε. Con esto hemos probado que G(s1, . . . , sn) ⊂
Nε(G(t1, . . . , tn)).

Ahora tomamos A ∈ G(t1, . . . , tn). Entonces existe r ∈ [0,∞) tal que

A = L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)).

Veamos que A ∈ Nε(G(s1, . . . , sn)). Sea i ∈ {1, . . . , n} tal que s = si. Ya
que |ti−si| < η < s

2
, tenemos que si− ti < s

2
, con lo cual s

2
< ti, de donde

1
ti
< 2

s
.

Si r ≥ 2
s
, entonces 1

ti
< r. Aśı que 1 < rti, y entonces X = Li(m(r, ti)) ⊂

A ⊂ X. De manera que A = X. Ya que X ∈ G(s1, . . . , sn), podemos
suponer que r < 2

s
. Dado i ∈ {1, . . . , n}, como |si − ti| < η, |m(r, si) −

m(r, ti)| < δ, de manera que H(Li(m(r, si)),Li(m(r, ti))) < ε. Sea

B = L1(m(r, s1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)).

Entonces H(A,B) < ε. Esto completa la prueba de que G(t1, . . . , tn) ∈
Nε(G(s1, . . . , sn)).

Por el Lema 1.3, tenemos que H0(G(t1, . . . , tn), G(s1, . . . , sn)) < ε.

Esto termina la prueba de queG es continua. Por tanto E es una estructura
convexa.
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Ahora veamos que E es una estructura convexa controlada. Para esto,
tomemos L ∈ AOL(x,X) y ε > 0. Sean δ = ε, n ∈ N y L1, . . . ,Ln ∈
AOL(x,X) tales que H0(L,Li) < δ para todo i ∈ {1, . . . , n}. Entonces
L ⊂ Nδ(Li) y Li ⊂ Nδ(L). Tomemos T = (t1, . . . , tn) ∈ ∆n y sea M =
E(L1, . . . ,Ln, T ).

Queremos probar que H0(M,L) < ε, aśı que tenemos que verificar que
M⊂ Nε(L) y L ⊂ Nε(M).

Sea M =
⋃n
i=1 Li(m(r, ti)) ∈ M, donde r ∈ [0,∞). Como H0(L,Li) < ε,

para todo i ∈ {1, . . . , n}, existe Li ∈ L tal que H(Li(m(r, ti)), Li). Luego,
Li(m(r, ti)) ⊂ Nε(Li) y  Li ⊂ Nε(Li(m(r, ti))). Como L es un arco ordenado
largo, existe j ∈ {1, . . . , n} tal que Li ⊂ Lj para todo i, en particular,
Lj =

⋃n
i=1 Li. Entonces

H(M,Lj) = H(L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)), Lj)

= H(L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)), L1 ∪ . . . Ln)

< ε.

Esto termina la pruba de que M⊂ Nε(L).
Ahora tomemos L ∈ L. Como H0(L,Li) < ε para todo i ∈ {1, . . . , n},

podemos elegir si ∈ [0, 1] tal que H(L,Li(si)). Entonces L ⊂ Nε(Li(si)) y
Li(si) ⊂ Nε(L). Sea

r = ı́nf{s ∈ [0,∞) : existe i ∈ {1, . . . , n} tal que m(s, ti) ≥ si}.

El conjunto B = {s ∈ [0,∞) : existe i ∈ {1, . . . , n} tal que m(s, ti) ≥
si} es no vaćıo, pues si s ≥ 1

máx{t1,...,tn} , y j ∈ {1, . . . , n} es tal que tj =

máx{t1, . . . , tn}, entonces m(s, tj) = 1 ≥ sj, con lo cual s ∈ B, esto además
prueba que 0 ≤ r ≤ 1

máx{t1...,tn} .

También tenemos que m(r, ti) ≤ si para todo i ∈ {1, . . . , n}, pues si
m(r, tk) > sk ≥ 0 para algún k ∈ {1, . . . , n}, como m es continua, existe
r′ < r tal que m(r′, tj) > sj, y por tanto r′ ∈ B, una contradicción, pues
r = ı́nf B. Además, existe k ∈ {1, . . . , n} tal que m(r, tk) = sk, pues si
m(r, tk) < sk para todo k ∈ {1, . . . , n}, entonces para todo s suficientemente
cercano a r, se tiene que m(s, tk) < sk para todo k ∈ {1, . . . , n}, y entonces
r no puede ser igual a ı́nf B.

Ya que

L ⊂ Nε(Lk(sk)) = Nε(Lk(m(r, tk)))

⊂ Nε(L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn))),
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y

L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn)) ⊂ L1(s1) ∪ · · · ∪ Ln(sn)

⊂ Nε(L),

obtenemos que

H(L,L1(m(r, t1)) ∪ · · · ∪ Ln(m(r, tn))) < ε.

Esto completa la prueba de que L ⊂ Nε(M).
Por tanto H0(L,M) < ε, y E es una estructura convexa controlada.

�

Ahora, como corolario, obtenemos el resultado principal de este caṕıtulo.

COROLARIO 3.12. Sean X un continuo y x ∈ X. EntoncesAOL(x,X)
es un retracto absoluto.
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Caṕıtulo 4

AOL(x,X) es degenerado o un
cubo de Hilbert

En la caṕıtulo anterior vimos que AOL(x,X) es siempre un retracto abso-
luto. En este caṕıtulo veremos que AOL(x,X) es un cubo de Hilbert cuando
no es degenerado y veremos cuándo se da este último caso.

Primero caracterizamos cuándo se tiene que AOL(x,X) es degenerado,
es decir, un continuo con sólo un elemento.

TEOREMA 4.1. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces AOL(x,X) es
degenerado si y sólo si para todo par de continuos A,B ∈ C(X) con x ∈ A y
x ∈ B, se tiene que A ⊂ B o B ⊂ A.

Demostración. Sea µ : C(X)→ [0, 1] una función de Whitney.
Supongamos que para todo par de continuos A,B ∈ C(X) tales que

x ∈ A ∩B, se tiene que A ⊂ B o B ⊂ A. Sean L,M∈ AOL(x,X). Nuestro
propósito es demostrar que L = M. Tomemos A ∈ L y B ∈ M(t) tales
que µ(B) = µ(A). Como x ∈ A ∩ B, entonces A ⊂ B o B ⊂ A, pero como
µ(A) = µ(B), entonces A = B. Por tanto L ⊂M, análogamenteM⊂ L, de
donde L =M.

Ahora supongamos que AOL(x,X) es degenerado (tiene sólo un elemen-
to). Tomemos A,B ∈ C(X) tales que x ∈ A ∩ B y A,B /∈ {{x}, X} (pues
en esos casos triviales es fácil probar que A ⊂ B o B ⊂ A). Sabemos que
existen un arco ordenado A1 de {x} a A y un arco ordenado A2 de A a X.
Entonces A = A1 ∪ A2 es un arco ordenado que contiene a {x} y a X. Por
tanto A ∈ AOL(x,X). Observemos que A1 y A2 sólo se intersectan en A.
Análogamente existe un arco ordenado largo B ∈ AOL(x,X) que contiene a
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B, y como AOL(x,X) consiste sólo de un elemento, entonces A = B. Como
A,B ∈ A, se tiene que B ∈ A1 o B ∈ A2, lo cual implica que A ⊂ B o
B ⊂ A, respectivamente. �

Necesitaremos las siguientes definiciones.

DEFINICIÓN 4.2. Un subcontinuo Y de un continuo X se llama terminal
en X si para cualesquiera K,L ∈ C(X) tales que K ∩ Y 6= ∅ 6= L ∩ Y , se
tiene que K ⊂ (Y ∪ L) o L ⊂ (Y ∪K).

Si X es un continuo y x ∈ X, entonces es muy fácil ver que los subconti-
nuos {x} y X son terminales en X.

DEFINICIÓN 4.3. Un continuo X se dice que es:

a) descomponible, si X es la unión de dos subcontinuos propios de X, es
decir, si existen Y, Z ∈ C(X)\{X} tales que X = Y ∪ Z;

b) indescomponible, si X no es descomponible; y

c) hereditariamente indescomponible, si todo subcontinuo de X es indescom-
ponible.

El teorema siguiente (Teorema 1.57 de [22]) nos relaciona los continuos
terminales con los arcos ordenados.

TEOREMA 4.4. Un subcontinuo Y de X es terminal si y sólo si existe
sólo un arco ordenado que une a Y con X.

El teorema 1.58 de [22] caracteriza a los continuos hereditariamente in-
descomponibles:

TEOREMA 4.5. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si y
sólo si todo subcontinuo de X es terminal en X.

Con los dos teoremas anteriores, podemos demostrar el siguiente resul-
tado, que caracteriza a los continuos hereditariamente indescomponibles en
términos de la estructura de los espacios AOL(x,X).

TEOREMA 4.6. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si y
sólo si para todo x ∈ X, el continuo AOL(x,X) es degenerado.
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Demostración. Primero supongamos que X es hereditariamente indescom-
ponible. Sea x ∈ X, entonces el conjunto {x} es terminal en X, y por tanto
existe sólo un arco ordenado de {x} a X, es decir, AOL(x,X) es degenerado.

Ahora supongamos que AOL(x,X) es degenerado para todo x ∈ X. Para
ver que X es hereditariamente indescomponible, consideremos, por el con-
trario, que existe un subcontinuo D de X que es descomponible. Entonces
existen subcontinuos propios A y B de D tales que D = A∪B. Por la conexi-
dad de D, A∩B 6= ∅. Elegimos p ∈ A∩B. Por el Teorema 4.4, {p} es terminal
en X. Entonces A ⊂ B o B ⊂ A. Esto implica que B = D o A = D, lo cual
es una contradicción. Por tanto X es hereditariamente indescomponible. �

TEOREMA 4.7. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible.
Entonces AOL(X) es homeomorfo a X.

Demostración. Por el Teorema 4.6, AOL(x,X) es un conjunto singular para
cada x ∈ X. Sea P : AOL(x,X) → X la función que a cada arco ordenado
largo le asocia su punto inicial. Por el Lema 2.14, P es continua. Entonces P es
una biyección continua entre compactos. Por tanto P es un homeomorfismo.

�

El continuo hereditariamente indescomponible más sencillo que existe es
el seudoarco, que además es homogéneo y encadenable. Más propiedades del
seudoarco se pueden encontrar en [18].

COROLARIO 4.8. Sean X el seudoarco y p ∈ X. Entonces AOL(X) es
homeomorfo a X × AOL(p,X).

Sabemos que AOL(x,X) es un retracto absoluto, ya hemos visto que
puede ser un continuo de un elemento. Ahora veremos que cuando no es
degenerado, resulta ser homeomorfo a un cubo de Hilbert. Para esto usare-
mos la caracterización demostrada originalmente por H. Toruńczyk en [24],
pero usaremos la versión dada en el Teorema 9.3 de [16]. Necesitamos unas
definiciones preliminares.

DEFINICIÓN 4.9. Sea X un compacto con métrica d. Un subconjunto
cerrado Y de X se llama Z conjunto, si para todo ε > 0 existe una función
continua f : X → X\Y tal que d(x, f(x)) < ε para todo x ∈ X.

EJEMPLO 4.10. Sea n ∈ N. Entonces la frontera ∂([−1, 1]n) es un Z
conjunto de [−1, 1]n. Pues dado ε > 0, la función f : X → X dada por
f(x) = (1− ε

2
)x, satisface las hipótesis para que ∂In sea Z conjunto.

32



EJEMPLO 4.11. Sean n ∈ N y Q = [0, 1]ω el cubo de Hilbert. Entonces el
conjunto

In = {(x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ) : xi ∈ [0, 1]}

es un Z conjunto de Q. Para ver esto, sea ε > 0 y m > n tal que 1
2m+1 < ε.

Definimos f : Q → Q por f(x1, x2, . . . ) = (x1, . . . , xm,
1
2
, 0, 0, . . . ). Entonces

f es continua y f(Q) ∩ In = ∅.

DEFINICIÓN 4.12. Una función continua entre compactos f : X → Y se
llama Z función si la imagen f(X) es un Z conjunto en Y.

EJEMPLO 4.13. Sean Q el cubo de Hilbert y n ∈ N. Entonces la función
fn : Q → Q definida por f(x1, x2, . . . ) = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ) es una Z
función. Notemos que la función identidad en el cubo de Hilbert es el ĺımite
uniforme de la sucesión {fn}∞n=1. El converso de esta afirmación es el teorema
de Toruńczyk, para retractos absolutos, como veremos a continuación.

El siguiente teorema es el Teorema 9.3 de [16], probado originalmente por
Toruńczyk.

TEOREMA 4.14. Sea X un espacio métrico compacto que es retracto ab-
soluto. Si la función identidad en X es ĺımite uniforme de Z funciones,
entonces X es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Ahora nos enfocaremos a demostrar el teorema principal de este caṕıtulo.

TEOREMA 4.15. Sean X un continuo y x ∈ X. Si AOL(x,X) es no
degenerado, entonces es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Demostración. Sea µ : C(X)→ [0, 1] una función de Whitney. Definimos

S = {t ∈ [0, 1] : para todo s ∈ [0, t] existe un único

A ∈ C(X) tal que x ∈ A y µ(A) = s}.

El conjunto S es no vaćıo, pues el único A ∈ C(X) tal que x ∈ A y µ(A) = 0
es el conjunto {x}. Aśı que 0 ∈ S. Sea t0 = supS.

Afirmamos que t0 ∈ S. Supongamos, por el contrario, que para algún
s ∈ [0, t0] existen dos elementos diferentes A,B ∈ C(X) tales que x ∈ A∩B
y µ(A) = s = µ(B). Como 0 ∈ S, 0 < s. Si s < t0, por definición de supremo,
existe t1 ∈ S tal que s < t1 ≤ t0, pero esto es una contradicción, pues los
subcontinuos A y B mostraŕıan que t1 /∈ S. Esto muestra que para todo
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s0 < t0 existe un único A ∈ C(X) tal que x ∈ A y µ(A) = s0. Por tanto
[0, t0) ∈ S. Sean A y B arcos ordenados de {x} a A y B, respectivamente.
Como A = A(t0) = ĺıms0→t−0

A(s0), B = B(t0) = ĺıms0→t−0
B(s0) y A(s0) =

B(s0) para todo s0 < t0, entonces A = B, esto es una contradicción. Por
tanto t0 ∈ S.

En particular, existe un único A0 ∈ C(X) tal que x ∈ A0 y µ(A0) = t0.
Sea D un arco ordenado de {x} a A0 en C(X).

Observación 1. D ⊂ L para todo L ∈ AOL(x,X).

Sean A ∈ D y t = µ(A). Como D une a {x} con A0, t = µ(A) ≤
µ(A0) = t0. Sea B ∈ L tal que µ(B) = t. Como t0 ∈ S, A = B. Por
tanto A ∈ L y D ⊂ L.

Observación 2. t0 < 1.

Si ocurre que t0 = 1, A0 = x, de manera que D es un arco ordenado
largo. Dado L ∈ AOL(x,X), por la Observación 1, D ⊂ L. Por la Pro-
posición 2.4, D = L. De aqúı que AOL(x,X) = {D}, lo cual contradice
la hipótesis del teorema. Esto prueba que t0 < 1.

Observación 3. Para cualquier A ∈ C(X), si µ(A) ≥ t0 y x ∈ A, entonces
A0 ⊂ A.

Sea A ∈ C(X) tal que x ∈ A y µ(A) ≥ t0. Supongamos que L es un
arco ordenado largo que contiene a A. Por la Observación 1, D ⊂ L,
con lo cual A0, A ∈ R ∪ S. Como µ(A0) = t0 ≤ µ(A), concluimos que
A0 ⊂ A.

Dados dos elementos diferentes A,B ∈ AOL(x,X), existe t < 1 tal que
A(t) 6= B(t) (recordemos que A(t) es el único elemento de A ∈ A tal que
µ(A) = t). Como t0 ∈ S, t0 < t < 1. Puesto que t0 es el supremo de S y
t0 < 1, para todo ε > 0 existen elementos diferentes Aε, Bε ∈ C(X) tales que
µ(Aε) = µ(Bε), x ∈ Aε ∩ Bε, t0 < µ(Aε) < t0 + ε. Por la Observación 3, se
tiene que A0 ⊂ Aε y A0 ⊂ Bε.

Dado n ∈ N, aplicamos el Teorema 1.11 al número positivo 1
n
, lo que nos

da por resultado un número εn > 0. Para este número εn, obtenemos que
H(A0, Aεn) < 1

n
y H(A0, Bεn) < 1

n
. Podemos elegir εn, de la siguiente manera:

primero elegimos ε1, después elegimos ε2 < µ(Aε1)− t0, luego tomamos ε3 <
µ(Aε2) − t0,. Aśı continuamos para tener que εn+1 < µ(Aεn) − t0 para todo
n ∈ N. Notemos que µ(Aε1) > µ(Aε2) > . . . .
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Sean An un arco ordenado que une a A0 con Aεn y Bn un arco ordenado
que une a A0 con Bεn . Entonces para todo elemento G ∈ An ∪ Bn se tiene
que A0 ⊂ G y G ⊂ Aεn o G ⊂ Bεn . Por tanto H(A0, G) < 1

n
.

Sea Fn : AOL(x,X)→ AOL(x,X) definida por

Fn(L) = D ∪An ∪ {Aεn ∪ L : L ∈ L}.

Similarmente, definimos Gn : AOL(x,X)→ AOL(x,X) por

Gn(L) = D ∪ Bn ∪ {Bεn ∪ L : L ∈ L}.

La función Fn está bien definida, pues D es un arco ordenado de {x} a A0,
An es un arco ordenado de A0 a Aεn y el último uniendo es un arco ordenado
de Aεn a X. Análogamente Gn está bien definida.

Observemos que Fn(AOL(x,X)) es ajeno de Gn(AOL(x,X)), pues los
elementos de Fn(AOL(x,X)) son arcos ordenados largos que contienen a Aεn ,
y los elementos de Gn(AOL(x,X)) son arcos ordenados largos que contienen
a Bεn . Como A,B son distintos con la misma medida, no puede existir un
arco ordenado largo que contenga a ambos.

Si δ > 0 y L,M ∈ AOL(x,X) son tales que H(L,M) < δ, veremos que
H0(Fn(L), Fn(M)) < δ.

Sea L ∈ Fn(L). Si L ∈ D ∪ An, entonces L ∈ Fn(M). Si L /∈ D ∪ An,
existe L0 ∈ L tal que L = L0 ∪Aεn , y existe M ∈M tal que H(L0,M) < δ.
Entonces H(Aεn∪L,Aεn∪M) < δ. Por tanto Fn(L) ⊂ Nδ(M). Análogamente
se prueba que Fn(M) ⊂ Nδ(L). Por tanto H0(Fn(L), Fn(M)) < δ. Hemos
probado, pues, que Fn es continua. De manera análoga se demuestra que Gn

es continua.
Ahora veamos que H0(L, Fn(L)) < 1

n
para todo L ∈ AOL(x,X).

Tomemos L ∈ AOL(x,X). Por la Observación 1, D ⊂ L. Sea L ∈ L.
Si L ∈ D, entonces L ∈ Fn(L). Si L /∈ D, entonces A0 ⊂ L. Con lo cual
H(A0 ∪ L,Aεn ∪ L) < 1

n
. Como A0 ∪ L = L y Aεn ∪ L ∈ Fn(L), entonces

L ⊂ N 1
n
(Fn(L)).

Ahora sea M ∈ Fn(L). Si M ∈ D, entonces M ∈ L. Si M ∈ An, entonces
H(M,A0) < 1

n
, recordemos que A0 es un elemento de L. Finalmente, si

M = Aεn∪L para algún L ∈ L, entonces M∪L = M y H(M∪L,A0∪L) < 1
n

y A0 ∪ L ∈ L. En cualquiera de los tres casos, se tiene que M dista menos
de 1

n
de un elemento de L, y por tanto Fn(L) ⊂ L.

Hemos demostrado que para cada n ∈ N, H(L, Fn(L)) < 1
n

para todo
L ∈ AOL(x,X).
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Por tanto, la función identidad en AOL(x,X), Id es ĺımite uniforme de
la sucesión de funciones {Fn}∞n=1. Análogamente se prueba que Id es ĺımite
uniforme de la sucesión de funciones {Gn}∞n=1.

Ahora veamos que para cada n ∈ N, Fn(AOL(x,X)) es un Z conjunto
de AOL(x,X).

Para un número fijo n ∈ N, definimos la sucesión de funciones {Em}∞m=n+1

de la siguiente manera: Dado m > n tomamos Em = Fm si Aεm /∈ An, y
Em = Gm si Aεm ∈ An. Observemos que como Aεn y Bεn son de la misma
medida y diferentes, no pueden estar ambos en An.

Con esta forma de elegir la sucesión {Em}∞m=n+1, aseguramos que la ima-
gen de Fn es ajeno a la imagen de Em para todo m > n. Para ver esto,
supongamos, por el contrario, que existe un elemento L ∈ Fn(AOL(x,X))∩
Em(AOL(x,X)). Entonces L = D ∪ An ∪ {Aεn ∪ L : L ∈ L1} y L =
D ∪ Cm ∪ {Cεm ∪ L : L ∈ L2}, para algunos L1,L2 ∈ AOL(x,X), donde
Cm = Am y Cεm = Aεm , si Em = Fm, o Cm = Bm y Cεm = Bεm , si Em = Gm.

En el caso que Em = Fm, por definición Aεm /∈ An, y por construcción
Aεm ∈ Am ⊂ L. Ya que Aεm es el único elemento de L de medida µ(Aεm),
µ(A0) < µ(Aεm) < µ(Aεn), y los elementos de L cuya medida está entre entre
µ(A0) y µ(Aεn) pertenecen a An, obtenemos que Aεm ∈ An, lo cual es un
absurdo y muestra que esto no es posible.

Si Em = Gm, entonces L = D ∪ Bm ∪ {Bεm : L ∈ L2}. Por definción,
Bεm /∈ An, y por construcción Bεm ∈ Bm ⊂ L. Ya que Bεm es el único
elemento de L con medida µ(Bεm), µ(A0) < µ(Bεm) < µ(Aεn) = µ(Bεn), y
los elementos de L cuya medida está entre entre µ(A0) y µ(Aεn) pertenecen
a An, obtenemos que Bεm ∈ An, lo cual es absurdo. Esto muestra que este
caso tampoco es posible.

Con esto concluimos que la imagen de Fn es ajena a la imagen de Em,
para todo m > n.

Como la sucesión {Em}∞m=n+1 se puede descomponer en a lo más dos
subsucesiones de funciones que convergen a la identidad (separandola en las
funciones en las que Em coincide con Fm y en las que coincide con Gm),
concluimos que {Em}∞m=n+1 converge a la identidad. Por tanto Fn es una Z
función para todo n ∈ N.

Como la identidad en AOL(x,X) es ĺımite uniforme de {Fn}∞n=1, cada
una de la funciones Fn es una Z función y AOL(x,X) es un retracto abso-
luto, entonces por el Teorema 4.14, AOL(x,X) es homeomorfo a un cubo de
Hilbert. �
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Caṕıtulo 5

AOL(X) cuando X es un
retracto absoluto

En este caṕıtulo mostraremos que cuando X es un retracto absoluto,
AOL(X) siempre resulta homeomorfo al cubo de Hilbert, y más aún, este
hecho caracteriza a los retractos absolutos.

TEOREMA 5.1. Sea X un continuo. Si X es un retracto absoluto, entonces
AOL(X) es un retracto absoluto.

Demostración. Sea X un continuo que además es un retracto absoluto. Por
ser X un retracto del cubo de Hilbert, es localmente conexo. Por el Ejercicio
11.8 de [16], C(X) es también un retracto absoluto, o equivalentemente, un
extensor absoluto (ver Teorema 3.8).

Sean µ : C(X)→ [0, 1] una función de Whitney. Por el Teorema 1 de [17,
p. 241], sea e : C(X)→ Q un encaje.

Definimos g : C(X)→ Q× [0, 1] por

g(A) = (e(A), µ(A)).

La inyectividad de e implica la inyectividad de g. Por tanto es un encaje.
Como X es un retracto absoluto y es homeomorfo a g(F1(X)) ⊂ Q×{0},

tenemos que g(F1(X)) es un retracto absoluto. Por tanto existe una retracción

r : Q× {0} → g(F1(X)).

Sea r1 : (Q× {0}) ∪ j(C(X))→ C(X) por

r1(a) =

{
g−1(r(a)) si a ∈ Q× {0};
g−1(a) si a ∈ g(C(X)).
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Dado a ∈ (Q × {0}) ∩ g(C(X)), a = g(A) = (e(A), µ(A)) para algún
A ∈ C(X). Como (e(A), µ(A)) ∈ Q × {0}, µ(A) = 0. Aśı que A ∈ F1(X).
Entonces a = g(a) ∈ F1(X), de manera que r(a) = a.

Como C(X) es un extensor absoluto, existe una extensión continua R :
Q× [0, 1]→ C(X) de r1.

Notemos que para todo A ∈ C(X), R(g(A)) = r1(g(A)) = g−1(g(A)) =
A. Por tanto, g−1(r(a)) = g−1(a). Esto prueba que r1 está bien definida y es
continua.

Recordemos que

∆n = {(t1, t2, . . . , tn) : ti ∈ [0, 1], t1 + · · ·+ tn = 1}.

Sea d la métrica de Q× [0, 1] dada por d((p, t), (q, s)) = máx{d1(p, q), |s−
t|}, donde d1 es la métrica usual de Q dada por

d1(p, q) =
∑ p(i) − q(i)

2i
,

donde p(i), q(i) son las coordenadas i-ésima de p y q, respectivamente.
Sea E la estructura convexa usual de Q × [0, 1], la cual está definida de

la siguiente manera: Si n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ Q × [0, 1] y (t1, . . . , tn) ∈ ∆n,
entonces E((x1, x2, . . . , xn), (t1, t2, . . . , tn)) = t1x1 +t2x2 +· · ·+tnxn, donde la
multiplicación por un escalar ti y la suma se hacen coordenada a coordenada.
Es claro que la estructura convexa E, aśı definida, es controlada.

Veremos que E tiene la propiedad adicional de que si ε > 0, x ∈ Q× [0, 1],
n ∈ N, x1, x2, . . . , xn ∈ Bε(x) y (t1, t2, . . . , tn) ∈ ∆n, entonces

d(E((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)), x) < ε.

Para probar esto, escribimos x = (p, s), x1 = (p1, s1), . . . , xn = (pn, sn).
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Entonces

d(E((x1, . . . , xn), (t1, . . . , tn)), x) =

d(t1x1 + · · ·+ tnxn, x) =

máx{d1(t1p1 + · · ·+ tnpn, p), |t1s1 + · · ·+ tnsn − s|} =

máx {d1(t1p1 + · · ·+ tnpn, t1p+ · · ·+ tnp),

|t1s1 + · · ·+ tnsn − (t1s+ · · ·+ tns)|} ≤

máx

{∑ (t1p1 + · · ·+ tnpn)(i) − (t1p+ · · ·+ tnp)
(i)

2i
,

|t1(s1 − s)|+ · · ·+ |tn(sn − s)|} =

máx

{∑ (t1(p1 − p) + · · ·+ tn(pn − p))(i)

2i
,

|t1(s1 − s)|+ · · ·+ |tn(sn − s)|} ≤

máx

{
t1
∑ |(p1 − p)(i)|

2i
+ · · ·+ tn

∑ |(pn − p)(i)|
2i

,

|t1(s1 − s)|+ · · ·+ |tn(sn − s)|} <
(t1 + · · ·+ tn)ε = ε.

Definiremos una estructura convexa controlada en AOL(X). Por el Teo-
rema 3.10, esto será suficiente para que AOL(X) sea un retracto absoluto.

Fijemos una función de Whitney µ : C(X)→ [0, 1]. Recordemos que para
todo L ∈ AOL(X) y todo t ∈ [0, 1], L(t) es el único elemento L ∈ L tal que
µ(L) = t.

Para n ∈ N, sea gn : AOL(X)n ×∆n × [0, 1]→ C(X) definida por

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) =

R(E((g(L1(t)), . . . , g(Ln(t))), (t1, . . . , tn))).

Veamos que la función gn es una función continua. Sea ε > 0. Entonces
existe δ > 0 tal que si p, q ∈ Q×[0, 1] y d(p, q) < δ, entonces H(R(p), R(q)) <
ε. Ya que E es continua, existe δ1 > 0 tal que si (p1, . . . , pn), (q1, . . . , qn) ∈
(Q × [0, 1])n y (t1 . . . , tn), (s1, . . . , sn) ∈ ∆n son tales que, para todo i ∈
{1, . . . , n}, d(pi, qi) < δ1 y |ti − si| < δ1, entonces

H(E((p1, . . . , pn), (t1, . . . , tn)), E((q1, . . . , qn), (s1, . . . , sn))) < δ.
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Como g es continua, existe δ2 > 0 tal que si A,B ∈ C(X) y H(A,B) <
δ2, entonces d(g(A), g(B)) < δ1. Por el Teorema 2.16, existe δ3 > 0 tal
que si L,M ∈ AOL(X) y H0(L,M) < δ3, entonces para todo t ∈ [0, 1],
H(L(t),M(t)) < δ2

2
. Por el Teorema 1.11, existe δ4 > 0 tal que δ4 <

mı́n{δ, δ1, δ2, δ3} y si A,B ∈ C(X), A ⊂ B y µ(B) − µ(A) < δ4, entonces
H(A,B) < δ2

2
.

Tomemos ((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) y ((M1, . . . ,Mn), (s1, . . . , sn), s) en
(AOL(X))n×∆n× [0, 1] tales que para todo i ∈ {1, . . . , n}, H0(Li,Mi) < δ4,
|ti− si| < δ4 y |s− t| < δ4. Sea i ∈ {1, . . . , n}. Como Li(s) ⊂ Li(t) o Li(t) ⊂
Li(s), y |µ(Li(t))−µ(Li(s))| = |t−s| < δ4, tenemos que H(Li(t),Li(s)) < δ2

2
.

Como H0(Li,Mi) < δ3, H(Li(s),Mi(s)) <
δ2
2

. Aśı que H(Li(t),Mi(s)) <
δ2. De aqúı se sigue que H(g(Li(t)), g(Mi(s))) < δ1. De manera que

E((g(L1(t)), . . . , g(Ln(t))), (t1, . . . , tn)) dista de

E((g(M1(s)), . . . , g(Mn(s))), (s1, . . . , sn))

menos que δ, con la métrica H.
Por tanto,

H(gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t), gn((M1, . . . ,Mn), (s1, . . . , sn), s)) < ε.

Esto completa la prueba de la continuidad de gn.
Antes de definir la estructura convexa en AOL(X), necesitamos verifi-

car algunas propiedades más de gn. En varias de ellas usaremos que E es
una estructura convexa. Sean L ∈ AOL(X), (L1, . . . ,Ln) ∈ (AOL(X))n,
(t1, . . . , tn) ∈ ∆n y t ∈ [0, 1]. Entonces se cumple que

(I) si ε > 0, existe δ > 0 tal que si M ∈ AOL(X), (M1, . . . ,Mn) ∈
(AOL(X))n, (s1, . . . , sn) ∈ ∆n, s ∈ [0, 1] y H0(M,Mi) < δ para todo
i ∈ {1, . . . , n}, entonces

H(gn((M1, . . . ,Mn), (s1, . . . , sn), s),M(s)) < ε,

(II) gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), 0) ∈ F1(X),

(III) gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), 1) = X,

(IV) gn((L, . . . ,L), (t1, . . . , tn), t) = L(t),
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(V) si σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} es una permutación, entonces

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) = gn((Lσ(1), . . . ,Lσ(n)), (tσ(1), . . . , tσ(n)), t),

y

(VI) si t1 = 0, entonces

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) = gn−1((L2, . . . ,Ln), (t2, . . . , tn), t).

Ahora veamos las pruebas de las propiedades arriba mencionadas

(I) Tomemos ε > 0. Sea δ1 tal que si x, y ∈ Q × [0, 1] y d(x, y) < δ1,
entonces H(R(x), R(y)) < ε. Por la continuidad de g, existe δ2 > 0
tal que para cualesquiera A,B ∈ C(X), si H(A,B) < δ2, entonces
d(g(A), g(B)) < δ1. Por el Teorema 2.16, existe δ3 > 0 tal que si
M,N ∈ AOL(X) y H0(M,N ) < δ3, entonces para todo s ∈ [0, 1],
H(M(s),N (s)) < δ2.

Ahora supongamos que H0(M,Mi) < δ3 para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Entonces para todo i ∈ {1, . . . , n} y para todo s ∈ [0, 1],

H(M(s),Mi(s)) < δ2.

Entonces d(g(M(s)), g(Mi(s))) < δ1. Por la propiedad adicional que
probamos para la estructura E,

d(E((g(M1(s)), . . . , g(Mn(s))), (s1 . . . , sn)), g(M(s))) < δ1.

Por tanto,

H(R(E((g(M1(s)), . . . , g(Mn(s))), (s1 . . . , sn))), R(g(M(s)))) < ε.

De manera que

H(gn((M1, . . . ,Mn), (s1, . . . , sn), s),M(s)) =

H(R(E((g(M1(s)), . . . , g(Mn(s))), (s1 . . . , sn))), R(g(M(s)))) < ε.

(II) Notemos que

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), 0) = R(E((g(L1(0)), . . . , g(Ln(0))), (t1, . . . , tn))).
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Dado i ∈ {1, . . . , n}, g(Li(0)) ∈ g(F1(X)) ⊂ Q×{0}. Por la manera en
que se define E, obtenemos que E((g(L1(0)), . . . , g(Ln(0))), (t1, . . . , tn)) ∈
Q × {0}. Sea p = E((g(L1(0)), . . . , g(Ln(0))), (t1, . . . , tn)) ∈ Q × {0}.
Entonces gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), 0) = R(p) = r1(p) = g−1(r(p)).
Ya que r(p) ∈ F1(X), existe x ∈ X tal que r(p) = g({x}). Entonces
g−1(r(p)) = {x}. Por tanto, gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), 0) = {x} ∈
F1(X)

(III) Notemos que

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), 1) =

R(E((g(L1(1)), . . . , g(Ln(1))), (t1, . . . , tn))) =

R(E((g(X), . . . , g(X)), (t1, . . . , tn))) = R(g(X)) = g−1(g(X)) = X.

(IV) Observemos que

gn((L, . . . ,L), (t1, . . . , tn), t) =

R(E((g(L(t)), . . . , g(L(t))), (t1, . . . , tn))) =

R(g(L(t))) = g−1(g(L(t))) = L(t).

(V) Si σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} es una permutación, entonces

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) =

R(E((g(L1(t)), . . . , g(Ln(t))), (t1, . . . , tn))) =

R(E((g(Lσ(1)(t)), . . . , g(Lσ(n)(t))), (tσ(1), . . . , tσ(n)))) =

gn((Lσ(1), . . . ,Lσ(n)), (tσ(1), . . . , tσ(n)), t).

(VI) Si t1 = 0, entonces

gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) =

R(E((g(L1(t)), . . . , g(Ln(t))), (0, t2, . . . , tn))) =

R(E((g(L2(t)), . . . , g(Ln(t))), (t2, . . . , tn))) =

gn−1((L2, . . . ,Ln), (t2, . . . , tn), t).

Con esto terminamos las pruebas de las propiedades arriba menciona-
das.
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Ahora definimos una estructura convexa controlada E en AOL(X).
Para cualesquiera n ∈ N, L1, . . . ,Ln ∈ AOL(X), (t1, . . . , tn) ∈ ∆n, sea

E((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn)) ={⋃
{gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), s) : s ∈ [0, t]} : 0 ≤ t ≤ 1

}
.

Como la función gn es continua, y la función de [0, 1] en C([0, 1]) que a t
le asocia [0, t] es continua, por la Proposición 6.1, la función de (AOL(X))n×
∆n×[0, 1] en C(X), que a ((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) le asocia gn({((L1, . . . ,Ln),
(t1 . . . , tn))} × [0, t]) es continua. Y si la componemos con la función unión
(ver Ejercicio 11.5 de [16]), también obtenemos una función continua. De
manera que la función ϕ : (AOL(X))n ×∆n × [0, 1]→ C(X) dada por

ϕ((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), t) =
⋃

gn({((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn))} × [0, t])

es continua.
Notemos que

E((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn)) = ϕ({((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn))} × [0, 1]).

Aśı que E((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn)) es un subcontinuo de C(X), y por
tanto un elemento de C(C(X)). Además, podemos aplicarle la Proposición
6.1, y obtener que la función con dominio (AOL(X))n × ∆n × C([0, 1]) y
contradominio C(C(X)), que a cada elemento ((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), A)
le asocia ϕ({((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn))}×A) es continua. Notemos que, visto
aśı, E es una restricción de esta última función (cuando A sólo toma el valor
[0, 1]), y por tanto E es una función continua.

Sea Z = ((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn)) ∈ (AOL(X))n ×∆n. Si ≤ s ≤ t ≤ 1,
ϕ(Z, s) ⊂ ϕ(Z, t). De manera que E(Z) = ϕ({Z} × [0, 1]) es un subcontinuo
ordenado de C(X), es decir, un arco ordenado en C(X).

Como ϕ(Z, 0) =
⋃
gn({Z} × {0}) =

⋃
{gn(Z, 0)} = gn(Z, 0) ∈ F1(X)

(por (II)), tenemos que E(Z) contiene un conjunto singular.
Como ϕ(Z, 1) =

⋃
gn({Z} × [0, 1]) ⊃ gn(Z, 1) = X (por (III)), tenemos

que E(Z) contiene a X.
Por tanto E(Z) es un arco ordenado largo en C(X). Esto muestra que E

está bien definida.
Veamos que E es una estructura convexa controlada. Verifiquemos que E

satisface las 4 propiedades de la Definición 3.1. La cuarta propiedad se refiere
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a que algunas restricciones de la función E son continuas, ya no hace falta
comprobar esto, porque ya vimos que la misma E es continua.

Sean n ∈ N, L,L1, . . . ,Ln ∈ AOL(X) y (t1, . . . , tn) ∈ ∆n.

1. Por (IV)

E((L, . . . ,L), (t1, . . . , tn)) =

ϕ({((L, . . . ,L), (t1, . . . , tn))} × [0, 1]) ={⋃
{gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), s) : s ∈ [0, t]} : t ∈ [0, 1]

}
={⋃

{L(s) : s ∈ [0, t]} : t ∈ [0, 1]
}

=

{L(t) : t ∈ [0, 1]} = L.

2. Sea σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} una permutación. Por (V),

E((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn)) =

ϕ({((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn))} × [0, 1]) ={⋃
{gn((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn), s) : s ∈ [0, t]} : t ∈ [0, 1]

}
={⋃

{gn((Lσ(1), . . . ,Lσ(n)), (tσ(1), . . . , tσ(n)), s) : s ∈ [0, t]} : t ∈ [0, 1]
}

=

ϕ({((Lσ(1), . . . ,Lσ(n)), (tσ(1), . . . , tσ(n)))} × [0, 1]) =

E((Lσ(1), . . . ,Lσ(n)), (tσ(1), . . . , tσ(n))).

3. Por (VI),

E((L1, . . . ,Ln), (0, t2, . . . , tn)) =

ϕ({((L1, . . . ,Ln), (0, t2, . . . , tn))} × [0, 1]) ={⋃
{gn((L1, . . . ,Ln), (0, t2, . . . , tn), s) : s ∈ [0, t]} : t ∈ [0, 1]

}
={⋃

{gn−1((L2, . . . ,Ln), (t2, . . . , tn), s) : s ∈ [0, t]} : t ∈ [0, 1]
}

=

ϕ({((L2, . . . ,Ln), (t2, . . . , tn))} × [0, 1]) =

E((L2, . . . ,Ln), (t2, . . . , tn)).

Esto muestra que E es una estructura convexa.
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Ahora veremos que E es controlada. Sean L ∈ AOL(X) y ε > 0. Por (I),
existe δ > 0 tal que si H0(L,Li) < δ para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por el Teorema
2.15 y el Lema 1.48 de [20],

H
(⋃
{gn((L1, . . . ,Ln), (t1 . . . , tn), s) : s ∈ [0, t]},L(s)

)
< ε.

Esto implica que

H(E((L1, . . . ,Ln), (t1, . . . , tn)),L) < ε.

Que es lo que queŕıamos demostrar. Por tanto AOL(X) es un retracto abso-
luto. �

Nuestro objetivo es demostrar que cuando X es un retracto absoluto,
AOL(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert. Por el Teorema 4.14, nos falta
probar que la función identidad en AOL(X) es ĺımite uniforme de Z fun-
ciones. Para probar esto, hay un cierto tipo de puntos de X que presentan
dificultades adicionales. Para situarlos y tratarlos adecuadamente, necesita-
mos algunas definiciones y resultados previos.

DEFINICIÓN 5.2. Un punto x de un continuo X se llama punto extremo
de X si existen un abierto U de X, que contiene a x, y un homeomorfismo
de U sobre [0, 1), que env́ıa x al 0.

DEFINICIÓN 5.3. Un triodo simple es un continuo T homeomorfo al
subespacio ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]) de R2. Al punto que le corresponde
el (0, 0) (bajo el homeomorfismo) se llama el vértice de T .

El siguiente teorema es bien conocido (ver Ejercicio 31.11 de [16]).

TEOREMA 5.4. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es un
arco o una curva cerrada simple si y sólo si X no contiene triodos simples.

PROPOSICIÓN 5.5. Sean X un continuo y p ∈ X un punto extremo de
X. Supongamos que U es un subconjunto abierto de X, como en la Definición
5.2. Entonces ningún punto de U es un vértice de un triodo simple contenido
en X.

Demostración. Sea f : [0, 1) → X un homeomorfismo tal que f(0) = p.
Supongamos que existe u ∈ U tal que u es el vértice de T . Como U es
abierto, podemos suponer que T ⊂ U. Entonces f−1(T ) es un triodo simple
en [0, 1). Claramente [0, 1) no contiene triodos simples, por lo que tenemos
una contradicción, que termina la prueba de la proposición. �
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TEOREMA 5.6. Cualquier continuo X tiene a lo más una cantidad nume-
rable de puntos extremos. Si tal conjunto es infinito y {xn : n ∈ N} son los
puntos extremos de X, entonces se pueden elegir los correspondientes con-
juntos U1, U2, . . . de tal manera que sean abiertos conexos, ajenos dos a dos,
homeomorfos a [0, 1), xn ∈ Un para todo n ∈ N, y ĺım diámetro(Un) = 0.

Demostración. Si X es un arco, entonces X tiene claramente las propiedades
indicadas. Supongamos entonces que X no es un arco.

Sean x, y puntos extremos distintos de X. Tomemos U, V abiertos de
X homeomorfos a [0, 1) tales que x ∈ U, y ∈ V , y para los cuales existen
homeomorfismos f : [0, 1) → U y g : [0, 1) → V tales que f(0) = x y
g(0) = y.

Veamos que U y V son ajenos. Supongamos, por el contrario, que existe un
punto a ∈ U ∩ V . Entonces existen s, t ∈ [0, 1) tales que a = f(t) y a = g(s).
Sea Y = f([0, t])∪ g([0, s]) es un subcontinuo de X tal que Y ⊂ (U ∪V ). Por
la Proposición 5.5, Y no contiene al vértice de un triodo simple contenido
en X, y entonces Y no contiene triodos simples. Como f([0, t]) y g([0, s])
son imágenes de continuos localmente conexos, entonces cada uno de ellos es
localmente conexo. Esto implica que Y es localmente conexo. Por el Teorema
5.4, Y es un arco o una curva cerrada simple. Como [0, t) es abierto en [0, 1),
f([0, t)) es abierto en U , y por tanto también es abierto en X y en Y . Como
una curva cerrada simple no tiene abiertos homeomorfos a [0, t), conclúımos
que Y es un arco. Como X no es arco, entonces Y 6= X. De manera que existe
un punto z ∈ X\Y . Notemos que f([0, 1))∪g([0, 1)) es un conjunto abierto, no
vaćıo y arco conexo de X que contiene a Y , entonces Y 6= f([0, 1))∪g([0, 1)),
pues el único subconjunto abierto de X que es compacto es X mismo. Sea
z ∈ f([0, 1))∪ g([0, 1))\Y , entonces existe un arco α en X que une a z con x.
Como α es un arco que une un punto de fuera de Y con uno de Y , podemos
tomar el primero punto z0 de α, yendo de z a x, que pertenece a Y . Si z0 = x,
entonces {x} es igual a la intersección de dos arcos. Esto es imposible, pues x
tiene una vecindad en X homeomorfa a [0, 1). Por tanto z0 6= x. Similarmente
z0 6= y. Aśı que z0 ∈ Y \{x, y}. Claramente z0 es el vértice de un triodo simple,
lo cual contradice el hecho que Y no tiene vértices de triodos simples de X.
Con esta contradicción completamos la prueba que U ∩ V = ∅.

Si X tuviera una cantidad no numerable de puntos extremos, por el párra-
fo anterior, dándole su vecindad U a cada unos de ellos, tendŕıamos una can-
tidad no numerable de abiertos no vaćıos y ajenos dos a dos en X. Esto es
absurdo porque X es separable. Por tanto, X tiene una cantidad a lo más
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numerable de puntos extremos.
Si X tiene un a cantidad infinita numerable de puntos extremos, los nu-

meramos y los escribimos en el conjunto {xn : n ∈ N}.
Para cada n ∈ N, sea Vn un abierto de X tal que xn ∈ Vn y existe

un homeomorfismo f : [0, 1) → Vn con f(0) = xn. Sea tn ∈ (0, 1) tal que
diámetro(f([0, tn))) < 1

n
. Entonces la familia {f([0, tn)) : n ∈ } satisface las

propiedades requeridas. �

TEOREMA 5.7. Sean X un continuo con métrica d y ε > 0. Entonces
existen un subespacio Y de X, que no contiene puntos extremos de X, y una
retracción r : X → Y tal que d(x, r(x)) < ε para todo x ∈ X.

Demostración. Sea ε > 0. Si X es un arco, es claro que tal retracción se
puede encontrar. Supongamos entonces que X no es un arco.

Supondremos que el conjunto de puntos extremos de X es infinito, y
entonces numerable. El caso en que el conjunto de puntos extremos de X es
finito es más fácil y su demostración es similar. Sea {xn : n ∈ N} el conjunto
de puntos extremos de X. Por el Teorema 5.6, existe una familia {Un : n ∈ N}
de abiertos ajenos dos a dos y homeomorfos a [0, 1) tal que xn ∈ Un para
todo n ∈ N y ĺım diámetro(Un) = 0. Haciendo más pequeños a los primeros
conjuntos Un, podemos suponer que diámetro(Un) < ε para cada n ∈ N.

Para cada n ∈ N, sea fn : [0, 1)→ Un un homeomorfismo tal que f(0) =
xn.

Definimos

Y = (X\(
⋃
{Un : n ∈ N})) ∪ (

⋃
{fn([

1

2
, 1)) : n ∈ N}),

y r : X → Y por

r(x) =

{
x si x ∈ Y,
fn(1

2
) si x ∈

⋃
{fn([0, 1

2
)) : n ∈ N}.

Como los conjuntos Un son ajenos dos a dos, la función r está bien definida
y es la identidad en Y . Claramente la imagen de r no contiene ningún punto
extremo de X. Como diámetro(Un) < ε, entonces d(x, r(x)) < ε para todo
x ∈ X.

Ahora veremos que r es continua. Sea W =
⋃
{fn([0, 1

2
)) : n ∈ N}. Como

los conjuntos Un son ajenos dos a dos, W es el complemento de Y . Notemos
que W es un conjunto abierto de X, al ser unión de conjuntos abiertos. Por
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definición, la función r es la identidad en Y , que es cerrado. Por tanto r
es continua en el interior de Y . Como los conjuntos fn([0, 1

2
)) son abiertos

ajenos dos a dos y en cada uno de ellos la función r es constante, entonces r
es continua en W .

Entonces sólo hace falta mostrar que r es continua en la frontera de Y .
Sea p ∈ Fr(Y ). Supongamos que existe n ∈ N tal que p ∈ fn([0, 1)). Como

fn((1
2
, 1)) y fn([0, 1

2
)) son abiertos de X contenidos en Y y W , respectivamen-

te, entonces p = f(1
2
). Notemos que la restricción de r al abierto fn([0, 1))

es continua, pues está definida como la identidad en fn([1
2
, 1)), y como la

constante fn(1
2
) en fn([0, 1

2
)). Entonces fn([0, 1)) es una vecindad de p en la

cual la función r es continua. Por tanto r es continua en p.
Analicemos el caso en que p no pertece a ningún conjunto de la forma

fn([0, 1)). Sean δ > 0 y N ∈ N tal que para todo n > N , diámetro(Un) < δ
2
.

Tomemos A = f1([0, 1
2
]) ∪ · · · ∪ fN([0, 1

2
]). Entonces A es un subconjunto

compacto de X y p /∈ A. Sea d la métrica de X. Tomemos η > 0 tal que
η < δ

2
y Bη(p)∩A = ∅. Sea q ∈ Bη(p). Aseguramos que d(r(p), r(q)) < δ. Por

definición, r(p) = p. Notemos que q /∈ A. Si q ∈ Y , entonces r(q) = q, con
lo cual d(r(p), r(q)) = d(p, q) < η. Supongamos entonces que q ∈ fn([0, 1

2
))

para algún n ∈ N. Como q /∈ A, entonces n > N . De manera que d(q, r(q)) <
diámetro(Un) < δ

2
. Entonces d(r(p), r(q)) = d(p, r(q)) ≤ d(p, q)+d(q, r(q)) ≤

δ
2

+ δ
2

= δ.
En cualquier caso, d(r(p), r(q)) < δ. Por tanto r es continua en p.
Esto completa la prueba de que r es continua.
En particular, como Y es un continuo, su imagen bajo r también es un

continuo. Por tanto Y es un continuo. �

Ahora estamos listos para probar el teorema principal de este caṕıtulo.

TEOREMA 5.8. Sea X un continuo que es retracto absoluto. Entonces la
identidad en AOL(X) es ĺımite uniforme de Z funciones.

Demostración. Como X es retracto absoluto, X se puede encajar en el cubo
de Hilbert Q y es retracto de Q. De manera que X es imagen continua de
Q. Como Q es localmente conexo, entonces X es localmente conexo. Por el
famoso teorema de Bing y Moise (ver el Teorema 10.3 de [16]), podemos
dotar a X de una métrica d que además de inducir la topoloǵıa original de
X, también es convexa. Esto quiere decir que, para cualquier par de puntos
a, b ∈ X, existe un arco α que los une tal que α es isométrico al intervalo
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[0, d(a, b)]. Es fácil ver que, bajo esta métrica, todas las bolas, abiertas y
cerradas, son arco conexas.

Multiplicando por un escalar a la métrica d, si fuera necesario, podemos
suponer que diámetro(X) = 1.

Dados r ≥ 0 y x ∈ X, definimos la bola cerrada con centro en x y radio
r como:

D(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) ≤ r}.

Por lo comentado anteriomente, D(x, r) es un subcontinuo de X. De
hecho, la función D : X × [0,∞) → C(X) es continua (ver el Ejercicio
0.65.1 de [21]).

Para cada n ∈ N, definimos fn : AOL(X)→ AOL(X) por

fn(L) = {D(x, r) : r ∈ [0,
1

n
]} ∪ {D(x,

1

n
) ∪ L : L ∈ L},

donde x es el punto inicial de L.
Como D es continua, la familia {D(x, r) : r ∈ [0, 1

n
]} es un subcontinuo de

C(X) que está ordenado por la inclusión. Por tanto es un arco ordenado que
contiene a {x}, y su otro extremo es D(x, 1

n
). La familia {D(x, 1

n
)∪L : L ∈ L}

es un subcontinuo de X que también está ordenado por la inclusión, por lo
que también es un arco ordenado. Notemos que este último arco tiene como
extremos a D(x, 1

n
) y a X. De manera que fn(L) es un arco ordenado, con el

mismo punto inicial que L.
Veamos que la función fn es continua. Sea ε > 0. Como D es continua,

existe δ > 0 tal que δ < ε y si x, y ∈ X y s, t ∈ [0, 1] son tales que d(x, y) < δ
y |s − t| < δ, entonces H(D(x, s), D(y, t)) < ε. Sean L,M ∈ AOL(X) tales
que H0(L,M) < δ y tomemos x, y ∈ X los puntos iniciales de L y M,
respectivamente. Por el Lema 2.14, d(x, y) < δ. Entonces, para todo r ≥ 0,
H(D(x, r), D(y, r) < ε. Sea A ∈ Fn(L). Si A = D(x, r) para algún r ≤ 1

n
,

entonces H(A,D(y, r)) < ε y D(y, r) ∈ fn(M). Si A = D(x, 1
n
) ∪ L para

algún L ∈ L, entonces existe M ∈ M tal que H(L,M) < ε, por tanto
H(A,D(y, 1

n
) ∪M) < ε y D(y, 1

n
) ∪M ∈ fn(M). Con esto probamos que

fn(L) ⊂ Nε(fn(M)). Análogamente se prueba que fn(M) ⊂ Nε(fn(L)). Por
tanto H0(fn(L), fn(M)) < ε. Esto prueba que fn es continua.

Ahora veamos que fn está 2
n
-cercana a la identidad. Sean L ∈ AOL(X)

y x ∈ X su punto inicial. Tomemos A ∈ fn(L). Si A = D(x, r) para algún
r ≤ 1

n
, entonces H(A, {x}) ≤ 1

n
. Si A = D(x, 1

n
) ∪ L para algún L ∈ L,

entonces H(A,L) ≤ 1
n
. Esto prueba que fn(L) ⊂ N2ε(L). Si tomamos L ∈ L,
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entonces H(L,D(x, 1
n
)∪L) ≤ 1

n
. Esto prueba que L ⊂ N2ε(fn(L)). Por tanto

H(L, fn(L)) ≤ 2
n
.

Para cada m ∈ N, veremos que la imagen de fm es un Z conjunto en
AOL(X).

Sean µ : C(X)→ [0, 1] una función de Whitney y ε > 0. Por el Teorema
5.7, existen un subcontinuo no denenerado Y ⊂ X tal que X no tiene puntos
extremos de X, y una ε-retracción R : X → Y . Dado x ∈ X, d(x,R(x)) < ε,
aśı que x ∈ Bε(x) ⊂ Nε(Y ). De manera que X ⊂ Nε(Y ). Claramente Y ⊂
Nε(X). Aśı que H(X, Y ) < ε.

Como X es localmente conexo, por el Teorema 8.14 de [20], existe una
función continua y suprayectiva s : [0, 1]→ X. Como X es retracto absoluto,
el Teorema 3.9, X tiene una estructura convexa controlada E :

⋃
{Xn×∆n :

n ∈ N} → X.
Sea G : X × [0, 1]→ X dada por

G(x, t) =

{
E(R(x), s(0), 1− 2t, 2t), si t ∈ [0, 1

2
],

s(2t− 1), si t ∈ [1
2
, 1].

Si t = 1
2
, entonces E(R(x), s(0), 1 − 2t, 2t) = s(0) = s(2t − 1), por tanto

G está bien definida y es continua.
Sea G : X → C(C(X)) definida por

G(x) = {G({x} × [0, t]) : t ∈ [0, 1]}.

Como la función de [0, 1] en C([0, 1]) dada por t → [0, t] es continua,
por la Proposición 6.1, la función de X × [0, 1] en C(X) dada por (x, t) →
G({x} × [0, t]) es continua, y G(x) es la imagen de [0, 1] bajo esta función.
Por tanto G(x) es un subcontinuo de C(X). Claramente G(x) es una familia
ordenada por la inclusión, de modo que también es un arco ordenado en
C(X). Notemos que G({x} × [0, 0]) = {R(x)} y

G({x} × [0, 1]) ⊃ {G(x, u) : u ∈ [
1

2
, 1]} =

{s(2u− 1) : u ∈ [
1

2
, 1]} = {s(u) : u ∈ [0, 1]} = X.

Por tanto G(x) es un arco ordenado largo en C(X), con punto inicial R(x).
Dado ε > 0, como G es continua, existe δ > 0 tal que si x, u ∈ X y s, t ∈

[0, 1] satisfacen que d(x, u) < δ y |s− t| < δ, entonces d(G(x, t), G(u, s)) < ε.
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Tomemos x, u ∈ X tales que d(x, u) < δ. Entonces para cada s ∈ [0, 1],
d(G(x, s), G(u, s)) < ε. De modo que para todo t ∈ [0, 1], G({x} × [0, t]) ⊂
Nε(G({u} × [0, t])) y G({u} × [0, t]) ⊂ Nε(G({x} × [0, t])). De manera que
H(G({x} × [0, t]), G({u} × [0, t])) < ε para todo t ∈ [0, 1]. Con esto, G(x) ⊂
Nε(G(u)) y G(u) ⊂ Nε(G(x)). Aśı que H0(G(x),G(u)) < ε. Por tanto G es
continua.

Notemos que para cada x ∈ X, cada elemento de G(x) es la imagen
continua de un arco (sus elementos son imágenes bajo G) de arcos de la
forma {x} × [0, t], y si t = 0, obtenemos un conjunto singular, que también
es imagen continua de un arco). Para cada t ∈ [0, 1], sea G(x)(t) el único
elemento de G(x) de medida t bajo µ.

Por el Teorema 1.11, podemos elegir t0 ∈ [0, 1] tal que t0 ≤ µ(Y ) y que
cumpla que si x ∈ A ∈ C(X) y µ(A) ≤ t0, entonces H({x}, A) ≤ ε.

Escogemos un arco ordenado Y en C(X), que une a Y con X.
Sea Fε : AOL(X)→ AOL(X) definida por

Fε(L) = {G(x)(t) : t ∈ [0, t0]}∪
{G(x)(t0) ∪R(L) : L ∈ L} ∪ {G(x)(t0) ∪B : B ∈ Y}.

Analicemos la definición de Fε(L). El primer uniendo en la definición de
Fε(L) es un arco ordenado contenido en G(x), que une el singular {R(x)}
con el elemento G(x)(t0) (el cual es el elemento de G(x) de medida t0). Por
la elección de t0, todos los elementos de este uniendo distan de {R(x)} en
menos que ε, y como d(R(x), x) < ε, los elementos del primer uniendo distan
de {x} en menos que 2ε. El segundo uniendo es un arco ordenado que une
el elemento G(x)(t0) con G(x)(t0)∪R(X) = G(x)(t0)∪ Y . Como R es una ε-
retracción, un elemento t́ıpico de este uniendo G(x)(t0))∪R(L) está contenido
en Nε({x} ∪ L) = L. Para L ∈ L, L ⊂ Nε(R(L)) ⊂ Nε(G(x)(t0) ∪ L), con
lo cual H(G(x)(t0) ∪ R(L), L) < ε para todo L ∈ L. En particular L ⊂
Nε(Fε(L)). El tercer uniendo es un arco ordenado que empieza en G(x)(t0)∪Y
y termina en X. Como todos sus elementos están contenidos en Y , tenemos
que cada uno de ellos dista de X en menos que ε. Hemos obtenido, pues,
que cada elemento de Fε(L) dista de uno de L en menos de 2ε, es decir,
Fε(L) ⊂ N2ε(L), y como L ⊂ Nε(Fε(L)), concluimos que

H0(L, Fε(L)).

En el caso que x es un punto extremo de X, se tiene que Fε(L) es un arco
ordenado con punto inicial R(x), que es distinto de x.
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Veamos que Fε es una función continua. Sea η > 0. Como G es una
función continua, existe δ1 > 0 tal que δ1 < η y si x, y ∈ X y d(x, y) < δ1,
entonces H0(G(x),G(y)) < η. Por el Teorema 2.15, existe δ2 > 0 tal que
si L,M ∈ AOL(X) y H0(L,M) < δ2, entonces H(L(t),M(t)) para todo
t ∈ [0, 1]. Ya que la función inducida C(R) : C(X) → C(Y ) es continua,
existe δ3 > 0 tal que δ3 < δ2 y si A,B ∈ C(X) satisfacen que H(A,B) < δ3,
entonces H(R(A), R(B)) < η.

Sean L,M ∈ AOL(X) tales que H0(L,M) < δ3, y x, y ∈ X los pun-
tos iniciales de L y M, respectivamente. Como H0(L,M) < δ2, entonces
H({x}, {y}) = H(L(0),M(0)) < δ1. De manera que H0(G(x),G(y)) < η.

Veamos que Fε(L) ⊂ Nη(Fε(M)). Tomemos A ∈ Fε(L). Tenemos tres
posibilidades:

(a) A ∈ G(x) y µ(A) ≤ t0. Sea t = µ(A). Entonces A = G(x)(t). De modo
que H(A,G(y)(t)) = H(G(x)(t),G(y)(t)) ≤ H0(G(x),G(y)) < η. Como
t ≤ t0, G(y)(t) ∈ Fε(M). Aśı que A ∈ Nη(Fε(M)).

(b) A = G(x)(t0)∪R(L) para algún L ∈ L. Sea M ∈M tal que H(L,M) <
δ3. entonces H(R(L), R(M)) < η. Ya vimos que H(G(x)(t0),G(y)(t0)) <
η. De aqúı que H(A,R(M) ∪ G(y)(t0)) = H(R(L) ∪ G(x)(t0), R(M) ∪
G(y)(t0)) < η. Como R(M) ∪ G(y)(t0) ∈ Fε(M), concluimos que A ∈
Nε(Fε(M)).

(c) A = G(x)(t0)∪B para algúnB ∈ Y . Ya vimos queH(G(x)(t0),G(y)(t0)) <
η. Esto implica que H(A,G(y)(t0)∪B) = H(G(x)(t0)∪B,G(y)(t0)∪B) <
η. Como G(y)(t0) ∪B ∈ Fε(M), tenemos que A ∈ Nη(Fε(M)).

Hemos demostrado que Fε(L) ⊂ Nη(Fε(M)). De manera similar se demuestra
que Fε(M) ⊂ Nη(Fε(L)). Se sigue que H0(Fε(L), Fε(M)) < η. Por tanto Fε
es continua.

Ahora veamos que la imagen de Fε es ajena de la imagen de fn. Supon-
gamos que existe A ∈Im(Fε)∩ Im(fn). Entonces A = Fε(L1) = fn(L2), para
algunos L1,L2 ∈ AOL(X). Sea x ∈ X el punto inicial de L1, entonces el
punto inicial de A es R(x). De manera que R(x) es el punto inicial de fn(L2)
y por tanto también es el punto inicial de L2. Con esto tenemos que el punto
inicial de A no es un punto extremo de X.

Fijemos un elementoA0 ∈ A tal queA0 6= {R(x)}, µ(A) ≤ t0 y diám(A0) <
1
n
. Entonces A0 no puede contener a D(R(x), 1

n
). Como A0 ∈ Fε(L1), tene-

mos que A0 es de la forma G({R(x)}× [0, s0]), para algún s0 ∈ [0, 1], y como
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A0 ∈ fn(L2), A0 = D(R(x), r0), para algún r0 ∈ (0 1
n
). Dado r ∈ [0, r0], el

conjunto E = D(R(x), r) es un elemento de A tal que E ⊂ A0. De manera
que E = G({R(x)} × [0, s]) para algún s ∈ [0, s0]. Por la conexidad de X,
podemos fijar un punto z ∈ X tal que d(R(x), z) = r0. Como la métrica
d es convexa, existe una isometŕıa γ : [0, r0] → X tal que γ(0) = R(x) y
γ(r0) = z.

Aseguramos que Im(γ) = A0 = D(R(x), r0). Como γ es isometŕıa, Im
γ ⊂ A0. Supongamos que A0 no está contenido en Im γ. Entonces existe
y ∈ D(R(x), r0)\Im γ. Sea r = d(R(x), y) ∈ [0, r0]. Como y /∈Im γ, 0 < r.
Tomemos E = D(R(x), r) y s ∈ [0, s0] tal que E = G({R(x)} × [0, s]) =
{G(R(x), u) : u ∈ [0, s]}. Como d(R(γ(0)), R(x)) = 0 y d(R(γ(r0)), R(x)) =
d(z0, R(x)) = r0 ≥ r, existe p ∈Im γ tal que d(p,R(x)) = r. Sea u0 =
mı́n{u ∈ [0, s] : d(G(R(x), u), R(x)) = r}. Notemos que u0 está bien definido
pues p ∈ E = G({R(x)} × [0, s]). Como r > 0 y G(R(x), 0) = R(R(x)) =
R(x), tenemos que u0 > 0. Por definición de u0, d(G(R(x), u), R(x)) < r
para todo u ∈ [0, u0). Por tanto G(R(x), u0) es el único punto en el conjunto
C = G({R(x)}×[0, u0]) tal que su distancia a R(x) es igual a r. Ya que y /∈Im
γ, y 6= p; y como d(y,R(x)) = d(p,R(x)) = r, concluimos que alguno de los
puntos y o p no pertenece a C. Como C = G({R(x)}× [0, u0]) ⊂ G({R(x)}×
[0, s]) = E = D(R(x), r) ⊂ D(R(x), r0) = A0, tenemos que C ⊂ A0. Por
la definición de Fε(L1), C es un elemento de A, aśı que, por la definición
de fn(L2), C = D(R(x), v) para algún v ∈ [0, r0]. Ya que G(R(x), u0) ∈ C
y d(G(R(x), u0), R(x)) = r, tenemos que r ≤ v. Por otra parte, como C =
G({R(x)} × [0, u0]) ⊂ G({R(x)} × [0, s]) = E = D(R(x), r), concluimos que
v ≤ r. De modo que v = r. Es decir, C = E. Esto es absurdo pues y, p ∈ E.
Con esta contradicción hemos probado que Im γ = A0.

Como Im γ = A0 = D(R(x), r0) y el único punto de Im γ que dista
r de R(x) es z, tenemos que Br(R(x)) = γ([0, r)). Por tanto Br(R(x)) es
un subconjunto abierto de X que es homeomorfo a [0, r). Esto muestra que
R(x) es un punto extremo, lo cual es absurdo pues R(x) ∈ Y y Y no contiene
puntos extremos de X. Esto termina la prueba de que Im(Fε)∩Im(fn) = ∅.

Hemos probado que Im(fn) es un Z-conjunto de AOL(X). Por tanto la
identidad en AOL(X) es ĺımite uniforme de las Z-funciones fn. �

COROLARIO 5.9. Sea X un continuo que también es un retracto absoluto.
Entonces AOL(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert.
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Caṕıtulo 6

AOL(X) cuando X es un grupo
topológico

Ahora que sabemos cómo esAOL(x,X), investigaremos cómo esAOL(X).
Empezaremos con algunos casos sencillos. Primero veremos el caso en que X
es la circunferencia y , más generalmente, cuando X es un grupo topológico.
Antes necesitaremos una construcción muy parecida al de la función induci-
da.

PROPOSICIÓN 6.1. Sean X, Y continuos y f : X × Y → Z una función
continua. Entonces la función C(f) : C(X)× Y → C(Z) definida por

C(f)(A, y) = f(A× {y})

está bien definida y es una función continua.

Demostración. Primero veamos que C está bien definida. Dados A ∈ C(X) y
y ∈ Y , el conjunto A×{y} es un subcontinuo de X×Y . Por tanto f(A×{y})
es un subcontinuo de X × Y .

Para ver la continuidad de C, tomemos ε > 0. Como f es continua,
también es uniformemente continua, aśı que existe δ > 0 tal que si dX(x, u) <
δ y dY (y, v) < δ, entonces dZ(f(x, y), f(u, v)) < ε. Tomemos A,B ∈ C(X) y
y, v ∈ Y tales que H(A,B) < δ y dY (y, v) < δ.

Dado a ∈ A, existe b ∈ B tal que dX(a, b) < δ. Entonces dZ(f(a, y), f(b, v)) <
δ. De aqúı que f(a, y) ∈ Nε(C(f)(B, v)). Por tanto C(f)(A×y) ⊂ Nε(C(f)(B, v)).
De manera similar se demuestra que C(f)(B× v) ⊂ Nε(C(f)(A, y)). Conclui-
mos que H(C(f)(A× y), C(f)(B × v)) < ε. Esto completa la prueba de que
C(f) es continua. �
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DEFINICIÓN 6.2. Un espacio topológico X que tiene una operación bi-
naria · : X ×X → X se llama grupo topológico si la operación hace a X un
grupo, la función · : X ×X → X es continua, y la función (de X en X) que
a cada elemento de X le asigna su inverso, también es continua.

Sea X un grupo topológico. Observemos que la operación división δ :
X × X → X dada por δ(a, b) = a · b−1 también es continua, pues es la
composición de dos funciones continuas. También observemos que si x ∈ X,
entonces la función traslación ·x : X → X definida por ·x(y) = y · x es
una biyección continua, cuya función inversa es ·x−1, y por tanto ·x es un
homeomorfismo.

TEOREMA 6.3. Sea X un grupo topológico con multiplicación ·, y divi-
sión δ. Supongamos que existe p ∈ X tal que AOL(p,X) no es degenerado.
Entonces AOL(X) es homeomorfo a X ×Q, donde Q es el cubo de Hilbert.

Demostración. Como AOL(p,X) no es degenerado, por el Teorema 4.15, es
homeomorfo al cubo de Hilbert Q. Sea e el elemento neutro de X. Como
las traslaciones en X son homeomorfismos, la función h : C → X dada por
h(x) = x · p−1 es un homeomorfismo. Por la Proposición 2.9, como h(p) = e,
tenemos que AOL(e,X) tampoco es degenerado.

Dados A ∈ C(X) y x ∈ X, sea

A · x = {a · x : a ∈ A}

y
A/x = {a/x : a ∈ A}.

Definimos M : C(X)×X → C(X) por

M(A, x) = A · x

y D : C(X)×X → C(X) por

D(A, x) = A/x.

Ya que M(A, x) = A·x = ·(A, x), tenemos que M(A, x) es un subcontinuo
de X. Por tanto la función M está bien definida. Por la Proposición 6.1, la
función M es continua. Similarmente, D está bien definida y es continua.

Definimos F : AOL(e,X)×X → AOL(X) por

F (L, x) = {L · x : L ∈ L} = M(L × {x}).
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Sean L ∈ AOL(p,X) y x ∈ X. Observemos que F (L, x) = M(L × {x})
es un subcontinuo de C(X). Además, {e} · x = {e · x} = {x} y X · x = X. Si
A ⊂ B, entonces A ·x ⊂ B ·x. Por tanto {L ·x : L ∈ L} es un arco ordenado
largo que inicia en {x}. De aqúı que F es una función bien definida.

La Proposición 6.1 implica que la función C(M) : C(C(X)) × X →
C(C(X)) es continua. Notemos que para cada A ∈ C(C(X)) y x ∈ X,
C(M)(A, x) = {M(A, x) : A ∈ A} = {A · x : A ∈ A}. De manera que
F = C(M)|AOL(e,X)×X . Por tanto F es continua.

Veamos que F es inyectiva. Sean (L1, x1), (L2, x2) ∈ AOL(p,X) × X
distintos. Si x1 6= x2, entonces F (L1, x1) y (L2, x2) son arcos ordenados largos
que empiezan en puntos distintos (x1 y x2), y por tanto son distintos.

Ahora supongamos que x1 = x2. Entonces L1 6= L2. Podemos suponer que
existe L ∈ L1 −L2. De manera que L · x1 ∈ F (L1, x1). Si L · x1 ∈ F (L2, x2),
entonces L · x1 = L2 · s2 = L2 · s1 para algún L2 ∈ L2. Como ·x1 : X ×X es
un homeomorfismo, entonces L = L2, lo cual es absurdo, pues L /∈ L2. Por
tanto F (L1, x1) 6= F (L2, x2) y F es inyectiva.

Ahora veamos que F es suprayectiva. Sean K ∈ AOL(X), y x ∈ X el
punto inicial de K. El conjunto L = {L/x : L ∈ K} es un continuo, pues
es la imagen bajo D del continuo {(L, x) : L ∈ K} = K × {x}. Si A ⊂ B,
entonces A/x ⊂ B/x, por tanto {L/x : L ∈ K} es ordenado. Observemos que
{x}/x = {e} y X/x = X. Por tanto L es un arco ordenado largo que inicia en
e. Por último, notemos que F (L, x) = {L ·x : L ∈ L} = {(K/x) ·x : K ∈ K}.
Por tanto F es suprayectiva.

Como F es una función biyectiva y continua entre continuos, es un ho-
meomorfismo. �

COROLARIO 6.4. El espacio de arcos ordenados de la circunferencia uni-
taria S1 ⊂ R2 es homeomorfo a S1 ×Q, donde Q es el cubo de Hilbert.

Un continuo bastante estudiado que también es un grupo topológico es el
solenoide diádico, que se define como el conjunto

S = {(s1, s2, . . . ) : para todo n ∈ N se tiene que sn ∈ S1 y sn = s2
n+1},

donde S1 es la circunferencia unitaria en el plano complejo C. Tal espacio
resulta ser un grupo topológico, con la operación binaria · : S × S → S defi-
nida por ·((s1, s2, . . . ), (t1, t2, . . . )) = (s1t1, s2t2, . . . ), donde la multiplicación
de cada si y ti es la multiplicación compleja.
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COROLARIO 6.5. El espacio de arcos ordenados del solenoide diádico S
es homeomorfo a S ×Q, donde Q es el cubo de Hilbert.

DEFINICIÓN 6.6. Un continuo X se llama homogéneo si para cualquier
par de puntos x, y ∈ X existe un homeomorfismo de X en śı mismo, que
manda a x en y.

Si X es un grupo topológico, entonces es homogéneo. En este caso, el
hiperespacio AOL(X) es homeomorfo a X×AOL(p,X), donde p es cualquier
elemento de X. Eso también sucede en el caso que X es el seudoarco, por el
Corolario 4.8.

PREGUNTA 6.7. Sean X un continuo homogéneo y p ∈ X. ¿Será cierto
que AOL(X) es homeomorfo a X × AOL(p,X)?. La respuesta a esta pre-
gunta es positiva en el caso que X es una circunferencia, el solenoide diádico,
y el seudoarco. No sabemos la respuesta a esta pregunta ni siquiera para las
variedades compactas, conexas y sin frontera. Observemos que por la Propo-
sición 2.9, cuando X es homogéneo, se tiene que AOL(p,X) es homeomorfo
a AOL(q,X) para cualesquiera p, q ∈ X.
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Caṕıtulo 7

Relación entre propiedades
topológicas de X y propiedades
topológicas de AOL(X)

En este caṕıtulo responderemos preguntas de la forma siguiente. Sea T
una propiedad topológica, ¿será cierto que si X tiene la propiedad T , entonces
AOL(X) tiene la propiedad T?, ¿si AOL(X) tiene la propiedad T , entonces
X tiene la propiedad T?

7.1. Conexidad por trayectorias

Para un continuoX,X siempre es imagen continua de AOL(X), mediante
la función P : AOL(X) → X, que elige el punto base de un arco ordenado
largo (ver Lema 2.14). De ah́ı podemos obtener el siguiente teorema.

TEOREMA 7.1. Sea T una propiedad topológica que se preserva bajo las
funciones continuas y suprayectivas. Entonces X tiene la propiedad T siem-
pre que AOL(X) la tiene.

COROLARIO 7.2. Si AOL(X) es conexo por trayectorias, entonces X es
conexo por trayectorias.

COROLARIO 7.3. Si AOL(X) es localmente conexo, entonces X es local-
mente conexo.

Ahora veremos que los conversos de los dos corolarios anteriores se satis-
facen.
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TEOREMA 7.4. Sea X un continuo conexo por trayectorias. Entonces
AOL(X) es conexo por trayectorias.

Demostración. Sean L0,L1 ∈ AOL(X), con puntos iniciales x0, x1 ∈ X,
respectivamente.

Si x0 = x1, entonces L0,L1 ∈ AOL(x0, X) ⊂ AOL(X). Por el Corolario
2.12, AOL(x0, X) es arco conexo. Entonces L0 y L1 se pueden conectar por
una trayectoria en AOL(X).

Si x0 6= x1, sea a : [0, 1] → X una trayectoria tal que a(0) = x0 y
a(1) = x1. Definamos la función σ : [0, 1]→ AOL(X) por

σ(t) = {a([s, t]) : s ∈ [0, t]} ∪ {a([0, t]) ∪ L : L ∈ L0}.

Entonces, para cada t ∈ [0, 1], σ(t) es un arco ordenado largo con punto
inicial a(t), que luego crece a a([0, t]) por los conjuntos de la forma a([s, t]),
después que llega a a([0, t]), y crece a X mediante la unión de elementos de
L0. Notemos que σ(0) = {a(0)} ∪ {a(0) ∪ L : L ∈ L0} = {x0} ∪ {{x0} ∪ L :
L ∈ L0} = L0, y σ(1) tiene punto inicial σ(1) = x1.

Veamos que σ es una función continua. Sea ε > 0. Como a es continua, la
función inducida C(a) : C(0, 1) → C(X) es continua. De manera que existe
δ > 0 tal que si H([u, v], [w, z]) < δ, entonces H(a([u, v]), a([w, z])) < ε. Sean
r, t ∈ [0, 1] tales que |r − t| < δ. Para cada s ∈ [0, t], existe s1 ∈ [0, r] tal que
|s− s1| < δ. Aśı que H(a([s, t]), a([s1, r])) < ε. Esto muestra que

{a([s, t]) : s ∈ [0, t]} ⊂ Nε({a([s1, r]) : s1 ∈ [0, r]}).

Similarmente se prueba que

{a([s1, r]) : s1 ∈ [0, r]} ⊂ Nε({a([s, t]) : s ∈ [0, t]}).

De modo que

H0({a([s1, r]) : s1 ∈ [0, r]}, {a([s, t]) : s ∈ [0, t]}) < ε.

ComoH(a([0, t]), a([0, r])) < ε, para cada L ∈ L0,H(a([0, t])∪L, a([0, r])∪
L) < ε. Aśı que

H0({a([0, t]) ∪ L : L ∈ L0}, {a([0, r]) ∪ L : L ∈ :0}) < ε.

De aqúı se sigue que H0(σ(t), σ(r)) < ε. Por tanto σ es continua.
Entonces σ es una trayectoria que une a L0 con un elemento enAOL(x1, X).

Como AOL(x1, X) es conexo por trayectorias y L1 ∈ AOL(x1, X), podemos
extender σ a una trayectoria que une L0 con L1. �
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7.2. Grupo fundamental

Como un continuo X es arco conexo si y sólo si AOL(X) es arco conexo,
tiene sentido preguntar la relación entre sus grupos fundamentales.

Primero necesitamos una definición.

DEFINICIÓN 7.5. Un continuo X se llama contráctil si la función iden-
tidad en X es homotópica a una función constante.

Notemos que si tenemos un continuo contráctil, entonces su grupo fun-
damental es trivial, es decir, sólo consiste del lazo trivial constante.

TEOREMA 7.6. Sea X es un continuo arco conexo. Entonces π1(X) es
isomorfo a π1(AOL(X)).

Demostración. Sean L ∈ AOL(x,X) el punto que tomamos como base pa-
ra definir el grupo fundamental de AOL(X). Sea x0 el punto inicial de L.
Tomamos a x0 como base del grupo fundamental de X.

Sea P : AOL(X)→ X la función que a cada arco ordenago largo le asocia
su punto inicial. Entonces P es una función continua (Lema 2.14).

Como se sabe, toda función continua entre dos espacios induce un ho-
momorfismo natural entre sus grupos fundamentales. Recordemos que es-
to se hace de la siguiente manera. Dado un lazo F : [0, 1] → AOL(X),
basado en L (F(0) = L = F(1)). Se define el lazo, basado en x0, dado
por P ◦ F : [0, 1] → X. Se sabe que si dos lazos F y G son equivalen-
tes en AOL(X), entonces P ◦ F y P ◦ G son equivalentes en X, por lo
que se tiene una función entre los grupos fundamentales. Denotaremos por
P̂ : π1(AOL(X)) → π1(X) a este homomorfismo. Para ver que P̂ es un
isomorfismo, tenemos que ver que es una biyección.

a) La función P̂ es inyectiva.

Sea F : [0, 1]→ AOL(X) tal que F(0) = F(1) = L y P̂ (F) es equivalen-
te (homotópica) a la función constante x0. Entonces existe una función
continua G : [0, 1] × [0, 1] tal que G(t, 0) = P ◦ F(t), G(t, 1) = x0 para
todo t ∈ [0, 1] y H(0, s) = H(1, s) = x0 para todo s ∈ [0, 1].

Sea G : [0, 1]× [0, 1]→ AOL(X) definida por

G(s, t) = {G({s}× [t− r, t]) : r ∈ [0, t]}∪{G({s}× [0, t])∪L : L ∈ F(s)}.
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Notemos que el primer uniendo en la definición de G(s, t) es un arco
ordenado que une a {G(s, t)} con G({s}×[0, t]). Como G(s, 0) = P (F(s)),
que es el punto inicial del arco ordenado largo F(t), y G(s, 0) ∈ G({s} ×
[0, t])∩L, para todo L ∈ F(s), tiene sentido unir a G({s}× [0, t]) y L para
formar el segundo uniendo de la definición de G(s, t). Este uniendo es un
arco ordenado que empieza en G({s} × [0, t]) y termina en X. Entonces
G(s, t) es un arco ordenado largo para todo (s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Para todo t ∈ [0, 1], G(0, t) = {G({0} × [t− r, t]) : r ∈ [0, t]} ∪ {G({0} ×
[0, t]) ∪ L : L ∈ F(0)} = {{x0}} ∪ {{x0} ∪ L : L ∈ F(0)} = L. Similar-
mente, G(1, t) = L.

Para todo s ∈ [0, 1], tenemos que G(s, 0) = F(s) y G(s, 1) empieza en
G(s, 1) = x0. De manera que G(s, 1) ∈ AOL(x0, X).

Como AOL(x0, X) es un conjunto degenerado o un cubo de Hilbert (Teo-
rema 4.15), entonces AOL(x0, X) es contráctil, por lo que su grupo fun-
damental es trivial. De manera que el lazo K : [0, 1] → AOL(x0, X) ⊂
AOL(X) definido por K(s) = G(s, 1) es homotópico a la función constante
L (en AOL(x0, X)). Con lo cual el lazo F es trivial (en AOL(X)).

Por tanto P̂ es inyectiva.

b) La función P̂ es suprayectiva.

Sea α : [0, 1] → X un lazo basado en x0. Entonces α(0) = x0 = α(1).
Necesitamos encontrar un lazo F1 en AOL(X) basado en L tal que P ◦
F1 = α. Notemos que α es homotópico al lazo β : [0, 1]→ X definido por

β(t) =

{
α(t) si t ∈ [01

2
];

x0 si t ∈ [1
2
, 1].

Como α y β son representantes de la misma clase en el grupo fundamental
π1(X), entonces es suficiente que encontremos un lazo F en AOL(X),
basado en L, tal que P ◦ F = β.

Definimos F : [0, 1
2
]→ AOL(X) por

F(t) = {: r ∈ [0, 2t]} ∪ {: L ∈ L}.

El primer uniendo en la definición de F(t) es un arco ordenado que une
a {α(2t)} con α([0, 2t]), y el segundo uniendo es un arco ordenado que
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une a α([0, 2t]) con X, entonces F(t) es un arco ordenado largo para todo
t ∈ [0, 1

2
]. Notemos que, para cada t ∈ [0, 1

2
], P (F(t)) = α(2t) = β(t).

También notemos que F(0) = L.

SeaM = F(1
2
). Observemos que el punto inicial deM es el punto α(21

2
) =

β(1
2
) = β(1) = x0. Como AOL(x0, X) es arco conexo (Corolario 2.12),

existe una trayectoria F : [1
2
, 1] → AOL(x0, X) tal que F(1

2
) = M y

F(1) = L. Entonces F es un lazo en AOL(X) basado en L. Además,

P ◦ F = β. Esto prueba que P̂ es suprayectiva.

Con esto termina la prueba de que P̂ es un isomorfismo de grupos. �

7.3. Contractibilidad

TEOREMA 7.7. Sea X un continuo contráctil. Entonces AOL(X) es contráctil.

Demostración. Como X es contráctil, exiten y ∈ X y una función continua
R : X × [0, 1] → X tales que, para todo x ∈ X, se tiene R(x, 0) = x y
R(x, 1) = y. Sea P : AOL(X) → X la función que a cada arco ordenado
largo le asigna su punto inicial. Definimos R : AOL(X)× [0, 1]→ X por

R(L, t) = {R({P (L)}× [r, t]) : r ∈ [0, t]} ∪ {R({P (L)}× [0, t])∪L : L ∈ L}.

El primer uniendo de la definición de R(L, t) es un arco ordenado que une
a {R(P (L), t)} conR(P (L)×[0, t]). Dado L ∈ L, como P (L) = R(P (L), 0) ∈
R({P (L)} × [0, t]) y P (L) ∈ L, tiene sentido unir a R({P (L)} × [0, t]) con
L, para obtener un elemento de C(X).

El segundo uniendo de la definición de R(L, t) es un arco ordenado que
une a R(P (L)× [0, t]) con X. De manera que {R(P (L), t)} es un arco orde-
nado largo para cada (L, t) ∈ AOL(X)× [0, 1].

Dado L ∈ AOL(X), R(L, 0) = {R({(P (L), 0)})} ∪ {R({(P (L), 0)}) ∪
L : L ∈ L} = L. Además, se tiene que R(L, 1) tiene como punto inicial
a R(P (L), 1) = y. Aśı que R(L, 1) ∈ AOL(y,X). Ya que AOL(y,X) es
degenerado u homeomorfo a un cubo de Hilbert (Teorema 4.15), tenemos
que AOL(y,X) es contráctil. Entonces hay una homotoṕıa en AOL(y,X)
que transforma la función R(·, 1) en una constante. Entonces la identidad
de AOL(X) es homotópica a una función constante. Por tanto, AOL(X) es
contráctil. �
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7.4. Conexidad local

En esta sección nos será útil saber que las bolas en la métrica H0 en un
espacio de la forma AOL(x,X) son arco conexas.

TEOREMA 7.8. Sean X un continuo, x ∈ X. Entonces las bolas en
AOL(x,X) son arco conexas.

Demostración. Sean ε > 0 y L ∈ AOL(x,X). Tomemos M ∈ AOL(x,X)
tal que H0(L,M) < ε. Definimos la función f :M→ AOL(X) por

f(M) = {Z ∈M : Z ⊂M} ∪ {M ∪ L : L ∈ L}.

El primer uniendo en la definición de f(M) es el arco ordenado contenido
enM que une a {x} con M . El segundo uniendo es un arco ordenado que une
a M con X. De manera que f(M) es un arco ordenado largo en AOL(x,X)

Observemos que f({x}) = L y f(X) =M.
Queremos probar que f(M) ∈ Bε(L) para todo M ∈ M. Sean M ∈ M

y B ∈ f(M), revisamos dos casos:

a) Si B ⊂M , entonces B ∈M. Aśı que existe K ∈ L tal que H(B,K) < ε;

b) si B es de la forma M ∪L para algún L ∈ L. Como M ∈M, existe P ∈ L
tal que H(M,P ) < ε, por tanto, H(B,P ∪ L) = H(M ∪ L, P ∪ L) < ε.
Notemos que P ∪ L ∈ L. Hemos demostrado que f(M) ⊂ Nε(L).

Ahora probaremos que L ⊂ Nε(f(M)). Dado L ∈ L, existe R ∈ M tal
que H(L,R) < ε. Si R ⊂M , entonces R ∈ f(M), aśı que L ∈ Nε(f(M)). Si
M ⊂ R, entonces se cumple que M ∪L ⊂ R∪L ⊂ Nε(L) y L ⊂ Nε(M ∪L),
por tanto H(L,M ∪ L) < ε. De manera que L ∈ Nε(f(M)). Hemos probado
que L ⊂ Nε(f(M)). De manera que f(M) ∈ Bε(L). Como M es un arco, f
es una trayectoria en AOL(x,X) que une a L conM, dentro de Bε(L). Esto
termina la prueba de que Bε(L) es arco conexa. �

Antes de demostrar que ser localmente conexo se hereda de X a AOL(X),
recordaremos la definicón de conexidad en pequeño, la cual, como es usual,
nos facilitará el tratamiento de los continuos localmente conexos.

DEFINICIÓN 7.9. Un continuo X se llama conexo en pequeño en x ∈ X
(abreviado X es cik en x) si para todo ε > 0 existe un subcontinuo A de X
de diámetro menor a ε tal que x es un elemento del interior de A en X. Si
X es cik en x para todo x ∈ X, diremos que X es conexo en pequeño (cik).
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Claramente, todos los continuos localmente conexos, son conexos en pe-
queño. Es bien sabido que la implicación contraria también es cierta (Teorema
3-11 de [9]).

TEOREMA 7.10. Sea X un continuo. Entonces X es cik si y sólo si X es
localmente conexo.

Ahora veremos que si un continuo X es cik en x ∈ X, entonces AOL(X)
es cik en todo punto de AOL(x,X).

TEOREMA 7.11. Sean X un continuo cik en un punto x ∈ X y L ∈
AOL(x,X). Entonces AOL(X) es cik en L.

Demostración. Sea ε > 0. Como X es cik en x, existe A ∈ C(X) tal que
x ∈ A ⊂ B ε

5
(x) y x pertenece al interior de A. Sea δ > 0 tal que δ < ε

5
y

Bδ(x) ⊂ A. Tomemos K ∈ AOL(X) tal que H0(L,K) < δ. Por el Lema 2.14,
el punto inicial y de K dista de x en menos que δ, aśı que y ∈ A. Por lo
tanto, todo elemento de K intersecta a A.

Para cada M ∈ AOL(A), notemos que M∪ {A ∪ K : K ∈ K} es un
arco ordenado largo, pues M es un arco ordenado que une a un sigular de
A con A, y {A ∪ K : K ∈ K} es un arco ordenado que une a A con X.
Notemos que la función que asocia a cada M ∈ AOL(A) el arco ordenado
M∪ {A ∪K : K ∈ K} es continua.

Definimos

UK = {M∪ {A ∪K : K ∈ K} :M∈ AOL(A)}.

Ya que AOL(A) es un continuo y UK es una imagen continua de AOL(A),
tenemos que UK es un continuo.

SeaM∈ AOL(A). Como A ⊂ B ε
5
(x), para cada M ∈M, M ⊂ B ε

5
(x) ⊂

B 2ε
5

(y). De manera que H(M, {y}) < 2ε
5

. Aśı que M ⊂ N 2ε
5

(K). Además,

para cada K ∈ K, A ∪ K ⊂ N ε
5
({y} ∪ K) = N ε

5
(K). Esto implica que

A∪K ∈ N 2ε
5

(K) y K ∈ N 2ε
5

({A∪K : K ∈ K}). Con esto hemos demostrado

que para todo M ∈ AOL(A), M ∪ {A ∪ K : K ∈ K} ⊂ N 2ε
5

(K) y K ⊂
N 2ε

5
(M∪{A∪K : K ∈ K}). Por tanto, H0(K,M∪{A∪K : K ∈ K}) < 2ε

5
.

Esto prueba que UK ⊂ B 2ε
5

(K) ⊂ B 3ε
5

(L).

Elegimos dos arcos ordenados M1 y M2 que unan {x} con A y {y} con
A, respectivamente. Sea N1 =M1∪{A∪K : K ∈ K} y N2 =M2∪{A∪K :
K ∈ K}. Entonces N1 ∈ UK ∩ AOL(x,X) y N2 ∈ UK ∩ AOL(y,X). Se sigue
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que H0(N2,K) < 2ε
5

y H0(N1,L) < 3ε
5

. Por el Teorema 7.8, podemos elegir
dos arcos SK y TK en AOL(X) tales que SK une a K con N2 en AOL(k,X)∩
B 2ε

5
(K) y TK une a L con N1 en AOL(x,X)∩B 3ε

5
(L). Definimos el continuo

VK = UK ∪ SK ∪ TK, que está contenido en B 3ε
5

(L). Además, L,K ∈ VK.

Como Bδ(L) ⊂
⋃
K∈Bδ(L) VK ⊂ Bε(L), y

⋃
K∈Bδ(L) VK es un subcontinuo

de AOL(X), el teorema queda demostrado. �

Como corolario, tenemos el converso del Teorema 7.4.

COROLARIO 7.12. Sea X un continuo. Entonces AOL(X) es localmente
conexo si y sólo si X es localmente conexo.

Sin embargo, que AOL(X) se localmente conexo en L, no significa que
X es cik en el punto base de L.

EJEMPLO 7.13. Existen un continuo X ⊂ R2, un punto x ∈ X tal que X
no es cik en x y un elemento L ∈ AOL(x,X) tal que AOL(X) es localmente
conexo en L.

Para cada n ∈ N, sean An y Bn los segmentos de recta del plano que
unen a los puntos (−1, 0) con (0, 1

n
), y a (1, 0) con (0,− 1

n
), respectivamente.

Tomemos A el segmento de recta que une a (−1, 0) con (0, 1), y x = (0, 0).
Entonces X = A ∪

⋃∞
n=1(An ∪Bn) es un continuo que no es cik en x.

Sean p = (−1, 0), q = (1, 0), a = (−1
2
, 0) y b = (1

2
, 0).

Tomemos L ∈ AOL(x,X) el arco ordenado largo que inicia en x, luego
crece simétricamente hacia el arco pq, y luego llena a X, de cualquier manera
(entonces, los segmentos de recta que unen a (−s, 0) con (s, 0) son elementos
de L, para cada s ∈ [0, 1]). En particular, el segmento ab es un elemento de
L.

Sean ε < 1
2

y M ∈ AOL(X) tales que H0(L,M) < ε. Entonces existe
M ∈ M tal que H(M,ab) < ε < 1

2
. De manera que M ⊂ Nε(ab). Como

p, q /∈ Nε(ab), M está contenido en una de las componentes de X\{p, q}.
Además M tiene un punto que dista de a en menos que ε y tiene otros que
dista de B menos que ε. Todo esto implica que M ⊂ pq. Sea y el punto inicial
de M, entonces y ∈M ⊂ pq, y d(x, y) < ε (ver Lema 2.14).

Sean α : [0, 1] → X una función continua tal que α(0) = x y α(1) = y.
Para cada t ∈ [0, 1], tomemos A(t) el arco ordenado que empieza en {α(t)};
contiene a los elementos de la forma α([t, s]), para t ≤ s ≤ 1; y también
contiene a los elementos de la forma α([t, 1]) ∪ N , donde N ∈ M. De esta
manera, A(t) es un elemento de AOL(X) que dista a lo más ε de L, A(1) =
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M y A(0) es un elemento de AOL(x,X). Por el Teorema 7.8, podemos unir
a A(0) con L por un arco cuyos elementos no disten de L más de ε. Es
decir, cualquier elemento M que diste menos de ε de L, puede unirse a L
por un arco en AOL(X) cuyos elementos distan de L menos de ε. Por tanto
AOL(X) es localmente conexo en L.

Por el ejemplo anterior, uno podŕıa pensar que AOL(X) siempre es local-
mente conexo en alguno de sus elementos, este no es el caso, como veremos
a continuación.

EJEMPLO 7.14. Sea S el solenoide diádico. Es bien sabido que S no es
localmente conexo en ninguno de sus elementos. Por el Corolario 6.5, el es-
pacio AOL(S) es homeomorfo a S ×Q, donde Q es el cubo de Hilbert. Con
lo cual AOL(S) no es localmente conexo en ninguno de sus puntos.

7.5. Aposindesis

DEFINICIÓN 7.15. Un continuo X se llama aposindético si para cuales-
quiera p, q ∈ X tales que p 6= q, existe un subcontinuo M de X tal que p es
un elemento del interior de M y q /∈M .

Todo continuo localmente conexo es aposindético, pero existen continuos
aposindéticos que no son localmente conexos.

Sea X ⊂ R2 el continuo que es la unión de todos los segmentos de recta
que unen a (0, 0) con (1, 1

n
), donde n ∈ N, al cual se le añade el segmento

de recta que une (−1, 0) con (1, 0). Entonces X no es aposindético (esto se
puede ver con el par de puntos p = (1, 0) y q = (−1, 0)). Conjeturamos que
AOL(X) es aposindético. Sin embargo, al momento no hemos podido escribir
todos los detalles para la prueba de esto.

No todo continuo de la forma AOL(X) es aposindético. Por ejemplo, si
X es hereditariamente indescomponible, entonces AOL(X) es homeomorfo
a X, por tanto no aposindético. Sin embargo, si X es aposindético, entonces
AOL(X) es aposindético. Para probar esto necesitamos el siguiente lema.

LEMA 7.16. Sean X un continuo y A un subcontinuo de C(X). Entonces
M = {M ∈ AOL(X) : A ∩M 6= ∅} es un subcontinuo de AOL(X).

Demostración. Para cada A ∈ C(X), sean RA = {L ∈ AOL(X) : A ∈ L} y

ϕ : AOL(A)× AO(A,X)→ RA,
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dada por ϕ(M,N ) =M∪N . Claramente, ϕ está bien definida y es supra-
yectiva. Es fácil probar que H0(M1,M2) < ε y H0(N1,N2) < ε implican que
H0(M1 ∪ N1,M2 ∪ N2) < ε. De manera que ϕ es continua. Por los Teore-
mas 2.11 y 2.15, AOL(A) × AO(A,X) es un continuo. Por tanto RA es un
continuo.

Notemos que M =
⋃
{RA : A ∈ A}.

Veamos que M es cerrado en AOL(X). Sea {Ln}∞n=1 una sucesión de
elementos que converge a un elemento L ∈ AOL(X). Para cada n ∈ N,
existe un elemento An ∈ A tal que An ∈ Ln. Como A es compacto, podemos
suponer que ĺımAn = A, para algún A ∈ A. Por la Proposición 1.4, A ∈ L.
De manera que L ∈M. Esto prueba que M es compacto.

Supongamos ahora que M no es conexo. Entonces existen dos subconjun-
tos cerrados, ajenos y no vaćıos, S y T de AOL(X), tales que M = S ∪ T.

Dado A ∈ A, RA es un subconjunto conexo tal que RA ∈ S ∪ T. De
manera que RA ⊂ S o RA ⊂ T. Sean

S = {A ∈ A : RA ⊂ S} y T = {A ∈ A : RA ⊂ T}.

Entonces A = S ∪ T . Ya que S y T son ajenos y RA es no vaćıo para cada
A ∈ A, tenemos que S y T son ajenos.

Veamos que S es cerrado. Sea {An}∞n=1 una sucesión de elementos de S que
converge a un elemento A ∈ C(X). Para cada n ∈ N, tenemos que RAn ⊂ S,
y elegimos un elemento Ln ∈ RAn . Entonces An ∈ Ln. Como AOL(X) es
compacto, podemos suponer que ĺımLn = L para algún L ∈ AOL(X). Por la
Proposición 1.4, A ∈ L. De manera que L ∈ RA. Como LAn ∈ S para todo
n ∈ N y S es cerrado en AOL(X), L ∈ S. Esto muestra que RA ∩S 6= ∅.
Por tanto RA ⊂ S y A ∈ S. Hemos demostrado que S es cerrado. De manera
similar se prueba que T es cerrado.

Ahora veamos que S no es vaćıo. Como S no es vaćıo, podemos elegir
L ∈ S. Ya que S ⊂ M =

⋃
{RA : A ∈ A}, existe a ∈ A tal que L ∈ RA.

Entonces RA ∩S 6= ∅. Por lo que RA ⊂ S. Por tanto A ∈ S y S es no vaćıo.
Análogamente se prueba que T es no vaćıo.

Hemos mostrado una separación de A, que por hipótesis es conexo. Esto
es una contradicción, y prueba que M es conexo y, por tanto, un subcontinuo
de AOL(X). �

TEOREMA 7.17. Sea X un continuo aposindético. Entonces AOL(X) es
aposindético.
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Demostración. Sean x, y ∈ X, L ∈ AOL(x,X) y M ∈ AOL(y,X) tales que
L 6= M. Si x 6= y, entonces existe un subcontinuo B de X tal que x es un
elemento del interior de B y y /∈ B. Sean B = F1(B) y

M =
⋃
A∈B

{K ∈ AOL(X) : A ∈ K}.

Por el Lema 7.16, M es un subcontinuo de AOL(X). Por el Lema 2.14, la
función P : AOL(X) → F1(X) que a cada L ∈ AOL(X) le asocia su punto
inicial es continua. Notemos que L ∈ P−1(B) = M. Además, M es una
subcontinuo de AOL(X) tal que L está en su interior y M /∈M.

Supongamos entonces que x = y. Tomamos una función de Whitney
µ : C(X)→ [0, 1]. Sea L0 ∈ L\M, y elegimosM ∈M tal que µ(M) = µ(L0).
Si M = L0, entonces L0 ∈M, lo cual es absurdo. Por tanto M ∈M\L.

Entonces L0 6⊂ M y M 6⊂ L0. Elegimos puntos p ∈ L0\M y q ∈ M\L0.
Notemos que L0 6= X y que los elementos de L, cercanos a L0, no tienen
a q y no pertenecen a M. De manera que podemos elegir L ∈ L tal que
L0 ( L, L /∈ M y q /∈ L. Ya que X es aposindético, existe subcontinuo K
de X tal que p es un elemento del interior de K y q /∈ K. Sea ε > 0 tal que
Bε(p) ⊂ K. Tomemos δ < ε tal que B2δ(q)∩L = ∅ y si H(J, L) < δ, entonces
µ(J) > µ(M). Dado J ∈ Bδ(L), existe x ∈ J tal que x ∈ Bδ(p), de manera
que x ∈ J ∩Bδ(p) ⊂ J ∩K. Aśı que J ∩K 6= ∅ para cada J ∈ Bδ(L). Sea

K0 = K ∪ (
⋃
{J : J ∈ Bδ(L)})−.

Definimos V =
⋃
{AO(J,K0) : J ∈ Bε(L)}.

Dado J ∈ Bδ(L), como K0 es un continuo que contiene a J , existe un
arco ordenado J que une a J con K0. Entonces J ⊂ V , J ∈ V y existe un
conexo (J ) dentro de V que conecta a J con K0. Por tanto Bδ(L) ⊂ V y V
es una vecindad conexa de L en C(X).

Dado A ∈ V , existen J ∈ Bε(L) y un arco ordenado J que une J con K0

tal que A ∈ J . Entonces J ⊂ A ⊂ K0, de manera que µ(M) < µ(J) ≤ µ(A).
Esto muestra que V ⊂ µ−1((µ(M), 1]) ∩ C(K0). Entonces ningún elemento
de V tiene a q (q /∈ K0).

Sea A = (V)−. Entonces A es un subcontinuo de C(X) que tiene a L en
su interior, A ⊂ µ−1((µ(M), 1])∩C(K0) y ningún elemento de A tienen a q.

Sea M = {N ∈ AOL(X) : A ∩ N 6= ∅}. Por el Lema 7.16, M es un
subcontinuo de AOL(X). Notemos que L ∈ M, pues L ∈ A ∩ L. Si N ∈
AOL(X) y H0(L,N ) < δ, entonces existe A ∈ N tal que H(A,L) < δ. De
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modo que A ∈ V ⊂ A, aśı pues N ∈M. Esto muestra que L es un elemento
del interior de M en AOL(X).

Si ocurriera que M ∈ M, entonces existe A ∈ A ∩M. Aśı que µ(M) ≤
µ(A), y como A y M son comparables, tenemos que M∩A 6= ∅. Pero sabemos
que A ∈ A implica que q /∈ A y, por construcción, q ∈M . Esta contradicción
prueba que M /∈M y completa la prueba de que AOL(X) es aposindético.

�

7.6. Suavidad por arcos

DEFINICIÓN 7.18. Un continuo X es suave por arcos en un punto p ∈ X
si existe una función continua α : X → C(X) tal que:

a) para todo x ∈ X\{p}, α(x) es un arco en X que une a p con x;

b) α(p) = {p}; y

c) si y ∈ α(x) para algún x ∈ X, entonces α(y) ⊂ α(x).

Se dice que la función α es una estructura de suavidad por arcos de X en p.
El continuo X es suave por arcos si X es suave por arcos en p para algún
p ∈ X.

En el Lema 7.19 y el Teorema 7.20 nos vamos a permitir llamar arcos
también a los conjuntos singulares.

LEMA 7.19. Sean X un continuo, p ∈ X, α una estructura de suavidad
por arcos en p, {qn}∞n=1 una sucesión en X que converge a un punto q ∈ X,
{Yn}∞n=1 una sucesión de arcos en X tal que Yn ⊂ α(qn) y qn es un punto
extremo de Yn para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N, sea rn el otro extremo
de Yn (en el caso que Yn es singular, rn = qn). Supongamos que {rn}∞n=1

converge a un punto r ∈ X. Entonces r ∈ α(q), ĺımYn es el subarco de α(q)
que une r con q y si An es el único arco ordenado de {rn} a Yn, entonces
sólo hay un arco ordenado A de {r} a Y y además, {An}∞n=1 converge a A.

Demostración. Vamos a aplicar el Lema 1.1. Tomemos una subsucesión {Ynk}∞k=1,
convergente a un elemento y ∈ C(X). Por el Lema 1.1, sólo tenemos que pro-
bar que Y es el subarco de α(q) que une a r con q, para obtener que {Yn}∞n=1

converge a tal subarco.
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Por el Teorema 1.7, como qnk , rnk ∈ Ynk para todo k ∈ N, entonces
q, r ∈ Y ⊂ α(q). De manera que Y es un arco que tiene a q como uno de
sus puntos extremos. Sea r0 el otro punto extremo de Y . Por la Proposición
1.4, existe una sucesión {ak}∞k=1 tal que ak ∈ Ynk para todo k ∈ N y {ak}∞k=1

converge a r0. Como α(ak) es un subarco de α(qnk) que une a p con ak y
ak ∈ Ynk , tenemos que rnk ∈ α(ak)∩Ynk para todo k ∈ N. Ya que ĺım rnk = r,
tenemos que r ∈ ĺımα(ak) = α(r0) y r0 ∈ Y ⊂ α(q). Hemos visto que
r ∈ α(r0) y que r ∈ Y , de modo que r = r0. Esto prueba que Y es un
subarco de α(q) que une a r con q.

Por tanto {Yn}∞n=1 converge al subarco de α(q) que une a r con q.
Sea An el único arco ordenado de {rn} a Yn. Para ver {An}∞n=1 converge

al único arco ordenado A que une a {r} con Y , nuevamente usaremos el
Lema 1.1. Sea {Ank}∞k=1 una subsucesión de {An}∞n=1 que converge a un arco
ordenado B (ver Teorema 2.8). Probaremos que B es el único arco ordenado
de r a Y . Por la continuidad de la función que asigna puntos iniciales, tenemos
que el punto inicial de B es r. Como Ynk ∈ Ank y limYnk = Y , tenemos que
Y ∈ B. Dado un elemento B ∈ B, por la Proposición 1.4, existe una sucesión
{Bk}∞k=1 en C(X) tal que ĺımBk = B y Bk ∈ Ank para cada k ∈ N. De
manera que rnk ∈ Bk ⊂ Yk, lo que implica que r ∈ B ⊂ Y . Aśı, B pertenece
al único arco ordenado que une a {r} con Y . Esto prueba que B ⊂ A. Ya
que B contienen a los extremos de A, obtenemos que B = A. El Lema 1.1
implica entonces que ĺımAn = A. �

TEOREMA 7.20. Sea X un continuo suave por arcos. Entonces AOL(X)
es un continuo suave por arcos.

Demostración. Sean p ∈ X y α : X → C(X) una estructura de suavidad por
arcos de X en p.

Si S es un arco y a es un punto extremo de S, denotaremos por ES,a al
único arco ordenado en C(X) que une a {a} con S.

Definamos Λ : AOL(X) → C(AOL(X)) de la siguiente manera: Dado
M∈ AOL(q,X), sea

Λ(M) = {E(r, Y ) ∪ {Y ∪M : M ∈M} : r ∈ α(q)

y Y es el subarco de α(q) que une a r con q}.

Analicemos cómo son los elementos de Λ(M).
Si M ∈ AOL(p,X), entonces q = p, C(α(q)) = {{p}}, de manera que

Λ(M) = E(p, {p}) ∪ {{p} ∪M : M ∈ M} = {M}. Entonces E(r, Y ) es el
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único arco ordenado en C(X) que une a {r} con Y , el conjunto {Y ∪M :
M ∈ M} es el arco ordenado que inicia en Y y termina en X, de manera
que E(r, Y )∪{Y ∪M : M ∈M} es un arco ordenado largo con punto inicial
r. En el caso que tomamos r = q, Y = {q}, de modo que E(r, Y )∪ {Y ∪M :
M ∈M} = {{q} ∪ {{q} ∪M : M ∈M}} =M.

Por tanto Λ(M) es una familia de arcos ordenados largos parametrizada
por los puntos r ∈ α(q), y cuando r toma los valores extremos de α(q),
obtenemos, por una parte, un arco ordenado largo con punto inicial p, y por
la otra, obtenemos al mismo M.

Veamos que si p 6= q, entonces Λ(M) es un arco en AOL(X). Para esto,
tomemos la función ϕ : α(q)→ AOL(X) dada por

ϕ(r) = E(r, Y ) ∪ {Y ∪M : M ∈M},

donde Y es el subarco de α(q) que une a r con q. Mostremos que la función
ϕ es continua. Sea {rn}∞n=1 una sucesión en α(q) que converge a un elemento
r ∈ α(q). Para cada n ∈ N, sea Yn el subarco de α(q) que une rn con q, y sea Y
el subarco de α(q) que une a r con q. Podemos aplicar entonces el Lema 1.1 a
la sucesión constante {q}, y obtener que ĺımYn = Y y ĺım E(rn, Yn) = E(r, Y )
(en C(C(X))). Notemos que ĺımYn = Y implica ĺım{Yn ∪M : M ∈ M} =
{Y ∪ M : M ∈ M}. Por tanto ĺımϕ(rn) = ϕ(r). Esto muestra que ϕ es
una trayectoria en AOL(X). Dados r, s ∈ α(q) con r 6= s, se tiene que
ϕ(r) 6= ϕ(s), pues el punto inicial de ϕ(r) es r y el punto inicial de ϕ(s) es
s. De manera que ϕ es inyectiva. Esto termina la prueba de que Λ(M) es un
arco en AOL(X).

Veamos que Λ es una función continua. Tomemos una sucesión {Mn}∞n=1

en AOL(X) que converge a un elemento M ∈ AOL(X). Para cada n ∈ N
sea qn es el punto inicial de Mn y sea q el punto inicial de M. Por el Lema
2.14, ĺım q = q. De manera que ĺımα(qn) = α(q).

Recordemos que Λ(Mn) = {E(r, Y ) ∪ {Y ∪ M : M ∈ Mn} : r ∈
α(q) y Y es el subarco de α(qn) que une a r con qn}. Por el Lema 1.1, po-
demos suponer que ĺım Λ(Mn) = M, para algún M ∈ C(C(C(X))). Proba-
remos que M = Λ(M) = {E(r, Y ) ∪ {Y ∪M : M ∈ M} : r ∈ α(q) y Y es el
subarco de α(q) que une a r con q}.

Sea N un elemento de Λ(M), entonces N es de la forma

N = E(r, Y ) ∪ {Y ∪M : M ∈M},

donde r ∈ α(q) y Y es el subarco de α(q) que une a r y q. Por la Proposición
1.4, existe una sucesión {rn}∞n=1 en X tal que rn ∈ α(qn) para cada n ∈ N y
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ĺım rn = r. Para cada n ∈ N, sea Yn el subarco de α(qn) que une a rn con qn.
Por el Lema 7.19, ĺımYn = Y y ĺım E(rn, Yn) = E(r, Y ).

Dado ε > 0, existeN ∈ N tal que para todo n > N ,H0(E(rn, Yn), E(r, Y )) <
ε,H0(Mn,M) < ε yH(Yn, Y ) < ε. Sea n > N . Dado un elementoMn ∈Mn,
existe M ∈M tal que H(Mn,M) < ε. Esto implica que H(Yn∪Mn, Y ∪M) <
ε. Lo que muestra que {Yn ∪Mn : Mn ∈ Mn} ⊂ Nε({Y ∪M : M ∈ M}).
Similarmente, {Y ∪M : M ∈M} ⊂ Nε({Yn ∪Mn : Mn ∈Mn}). De manera
que

H0({Y ∪M : M ∈M}, {Yn ∪Mn : Mn ∈Mn}) < ε,

y como H0(E(rn, Yn), E(r, Y )) < ε, obtenemos que

H0(E(r, Y ) ∪ {Y ∪M : M ∈M}, E(rn, Yn) ∪ {Yn ∪Mn : Mn ∈Mn}) < ε.

Esto muestra que ĺım(E(rn, Yn) ∪ {Yn ∪ Mn : Mn ∈ Mn}) = N . Aśı que
hemos demostrado que Λ(M) ⊂M.

Ahora tomemos un elemento N ∈M. Por la Proposición 1.4, existe una
sucesión {Nn}∞n=1 en AOL(X) tal que ĺımNn = N y Nn ∈ Λ(Mn), para
cada n ∈ N. Para cada n ∈ N, Nn es de la forma Nn = E(rn, Yn)∪ {Yn ∪M :
M ∈Mn}, donde rn ∈ α(qn) y Yn es el subarco de α(qn) que une a rn con qn.
Tomando una subsucesión de {Nn}∞n=1 si fuera necesario, podemos suponer
que ĺım rn = r, para algún r ∈ α(q). Sea N0 = E(r, Y )∪ {Y ∪M : M ∈M},
donde Y es el subarco de α(q) que une a r con q. Procediendo como en el
párrafo anterior, se concluye que ĺımNn = N0. Por tanto N = N0 ∈ Λ(M).
Esto prueba que M ⊂ Λ(M). Esto termina la prueba que M = Λ(M). Por
tanto Λ es continua en M.

Sean M,N ∈ AOL(X) tales que N ∈ Λ(M), q es el punto inicial de M
y N 6=M. Probaremos que Λ(N ) ⊂ Λ(M). Por definición, N es de la forma

N = E(r, Y ) ∪ {Y ∪M : M ∈M},

donde r ∈ α(q) y Y es el subarco de α(q) que une a r con q. Sea P ∈ Λ(N)
tal que P 6= N . Recordemos que r es el punto inicial de N .

Tenemos que P es de la forma

P = E(s, Z) ∪ {Z ∪ L : L ∈ N},

donde s ∈ α(r) y Z es el subarco de α(r) que une a s con r. Tenemos que
probar que P ∈ Λ(M). Sea

R = E(s,W ) ∪ {W ∪M : M ∈M},
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donde W es el subarco de α(q) que une a s con q. Por definición, R ∈ Λ(M).
De manera que sólo tenemos que probar que P = R.

Como r ∈ α(q), tenemos que α(r) ⊂ α(q). Aśı que s ∈ α(q) y Z es un
subarco de α(q) que tiene a s como uno de sus extremos. Si le damos un
orden natural al arco α(q), donde p ≤ q, tenemos que p ≤ s ≤ r ≤ q. Con
esta notación, Z = [s, r] y W = [s, q]. De manera que W = Z ∪ Y .

Por definición, los elementos de E(s, Z) son los intervalos de la forma [s, t],
donde s ≤ t ≤ r, los cuales son algunos elementos del único arco ordenado
de {s} a [s, q]. Entonces [s, t] ∈ E(s,W ) para todo t ∈ [s, r]. Hemos mostrado
que E(s, Z) ⊂ E(s,W ).

Dado un elemento L ∈ N , queremos probar que Z ∪L ∈ R. Tenemos dos
posibilidades para L: L ∈ E(r, Y ) o L = Y ∪M para algún M ∈M.

Si L ∈ E(r, Y ), entonces L = [r, t] para algún t ∈ [r, q]. De manera que
Z ∪ L = [s, r] ∪ [r, t] = [s, t] ∈ E(s, [s, q]) = E(s,W ) ⊂ R.

En el caso que L = Y ∪M para algún M ∈ M, Z ∪ L = Z ∪ Y ∪M =
[s, q] ∪M = W ∪M ∈ R.

Esto termina la prueba de que P ⊂ R. Como ambos son elementos de
AOL(X), por la Proposición 2.4, concluimos que P = R.

Con esto terminamos la prueba de que Λ(N ) ⊂ Λ(M).
Recordemos que para todo M ∈ AOL(q,X) tal que p 6= q, Λ(M) es

un arco tal que M es un extremo, y el otro extremo es un elemento EM de
AOL(p,X).

En el caso que AOL(p,X) es degenerado, todos los conjuntos EM son
iguales a un E0. De manera que Λ(M) es un arco que une a M con E0 y,
por lo que hemos probado hasta ahora, Λ es una estructura de suavidad por
arcos en el elemento E0.

Supongamos entonces que AOL(p,X) no es degenerado. Por el Teorema
4.15, AOL(p,X) es un cubo de Hilbert, el cual de manera natural tiene una
estructura de suavidad por arcos. Entonces existe una estructura de suavidad
por arcos Γ : AOL(p,X)→ C(AOL(p,X)), donde denotamos por L al punto
de suavidad.

Definimos ∆ : AOL(X) → C(AOL(X)) por ∆(M) = Λ(M) ∪ Γ(EM).
Claramente ∆ es continua. Para todo M ∈ AOL(X), ∆(M) es la unión de
dos arcos que sólo comparten un punto extremo. Por tanto ∆(M) es un arco,
que tiene a M y L como extremos.

Veamos que ∆ es una estructura de suavidad por arcos de AOL(X) en L.
Dado M ∈ AOL(X), si M 6= L, entonces ∆(M) es un arco que tiene como
extremos a M y L, además, ∆(L) = L. Sea N ∈ ∆(M). Si N ∈ Γ(EM),
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entonces ∆(N ) = {N} ∪ Γ(N ) ⊂ Γ(EM) ⊂ ∆(M). Si N ∈ Λ(M), entonces
EN = EM y Λ(N ) ⊂ Λ(M). Por tanto ∆(N ) ⊂ ∆(M). Por tanto ∆ es una
estructura de suavidad por arcos en AOL(X). �

Consideremos el siguiente espacio X construido en el plano R2. Para cada
n ∈ N, sea rn = (0, 1

n
). Si n es par sea An el segmento de recta que une a

rn con (−1, 0); y si n es impar, sea An el segmento de recta que une rn con
(1, 0). Definimos

X = ([−1, 1]× [−1, 0]) ∪

(
∞⋃
n=1

An

)
.

Veamos que X no es suave por arcos. Supongamos por el contrario, que
existe una estructura de suavidad por arcos α : X → C(X) en un punto
p ∈ X. Notemos que si p /∈ An, entonces el arco que une a p con rn contiene
a An. De manera que existe N ∈ N tal que α(rn) contiene a An para todo
n ≥ N . La sucesión {A2n}∞n=1 converge al segmento de recta que une a
(−1, 0) con (0, 0), llamemos L1 a tal segmento. Ya que A2n ⊂ α(r2n) para
todo n ≥ N , L1 ⊂ ĺımα(r2n) = α((0, 0)). Ya que la sucesión {A2n+1}∞n=1

converge al segmento de recta que une a (0, 0) con (1, 0), llamémosle L2,
entonces L2 es un subconjunto de α((0, 0)). De manera que L1 ∪ L2 es un
subconjunto de α((0, 0)), pero α((0, 0)) debe ser homeomorfo a un arco (tal
vez degenerado) tal que (0, 0) es uno de sus puntos extremos, claramente esto
es imposible. Por tanto X no es suave por arcos.

Creemos que AOL(X) es suave por arcos. Sin embargo, tampoco para
este ejemplo hemos podido escribir todos los detalles técnicos. Este ejemplo
fue usado en [8], donde se mostró que X admite una función de Whitney µ tal
que todos los niveles de la forma µ−1(t), donde t ∈ (0, 1], son suaves por arcos,
pero X no es suave por arcos. Una variante de este ejemplo, un dendroide
Y en el que todos los niveles positivos de Whitney (para toda función de
Whitney) son suaves por arcos, y Y no es suave por arcos, apareció en [11].

7.7. La propiedad del punto fijo

DEFINICIÓN 7.21. Un espacio topológico X tiene la propiedad del punto
fijo (ppf) si para toda función continua f : X → X existe x ∈ X tal que
x = f(x).
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La propiedad del punto fijo es una propiedad muy estudiada de los es-
pacios topológicos. El Teorema del Valor intermedio implica que el intervalo
unitario [0, 1] tiene la ppf.

Dado un continuo X, podemos obtener espacios definidos en base a X,
como por ejemplo C(X), o el Cono de X (Cono(X)), que es el espacio X ×
[0, 1], donde X × {1} se identifica con un punto. La propiedad del punto fijo
no se hereda en estos tipos de construcciones, pues existen continuos X tales
que X tiene la ppf y C(X) no la tiene(ver [15]), y existen continuos X con
la ppf tales que Cono(X) no la tiene (ver [14]). De igual manera, existen
continuos X con la ppf tales que el producto X × [0, 1] no la tiene (ver [23]).
Basados en estas experiencias, seŕıa de esperarse que exista un continuo X
con la ppf tal que AOL(X) no la tenga. Hasta el momento no hemos podido
encontrar un ejemplo aśı. Por tanto, tenemos la siguiente pregunta.

PREGUNTA 7.22. ¿Existe un continuo X con la ppf tal que AOL(X) no
la tiene?

Sin embargo, hemos encontrado algunos resultados parciales que mostra-
remos en esta sección.

TEOREMA 7.23. Sea X un continuo tal que AOL(X) tiene la propiedad
del punto fijo. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Sean f : X → X una función continua, Y = f(X) yAOL(f) :
AOL(X)→ C(C(Y )) la restricción de la función inducida C(C(f)) al subes-
pacio AOL(X) de C(C(X)). Notemos que para cada L ∈ AOL(X), se tiene
que AOL(f)(L) es un arco ordenado en C(X), y además une a un singu-
lar de X con Y , donde el singular es la imagen del punto inicial de L bajo
C(C(f)). Por ser una restricción de C(C(f)), se tiene que AOL(f) es con-
tinua. Fijamos un arco ordenado A ⊂ C(X) que una a Y con X. Defini-
mos F : AOL(X) → AOL(X) por F (L) = AOL(f)(L) ∪ A. La función F
está bien definida, pues AOL(f)(L) es un arco ordenado que une a un singu-
lar de X con Y , y A es un arco ordenado que une a Y con X. Por tanto F (L)
es un arco ordenado en C(X) que une a un singular de X con X, es decir, un
arco ordenado largo en C(X). Además, la función F es continua, pues sim-
plemente estamos uniendo una constante a AOL(f). Ya que AOL(X) tiene
la ppf, existe un elemento L ∈ AOL(X) tal que F (L) = L. Sea x el punto
inicial de L. Como F (L) = AOL(f)(L) ∪ A, tenemos que C(f)({x}) es un
elemento singular de F (L) = L. De manera que C(f)({x}) = {x}, es decir,
f(x) = x. �
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TEOREMA 7.24 (Teorema 1.21 de [20]). Sea X un retracto de un espacio
Y que tiene la propiedad del punto fijo, entonces X tiene la propiedad del
punto fijo.

Como corolario del Teorema 5.1, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 7.25. Sea X un retracto absoluto. Entonces X y AOL(X)
tienen la propiedad del punto fijo.

Demostración. Por el Teorema 5.1, AOL(X) es un retracto absoluto. Como
los retractos absolutos son retractos del cubo de Hilbert, que a su vez tiene
la propiedad del punto fijo (Corolario 3.5.3 de [19]), obtenemos que X y
AOL(X) tienen la propiedad del punto fijo. �
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Caṕıtulo 8

Funciones inducidas en AOL(X)

Para una función continua y suprayectiva entre continuos f : X → Y , po-
demos considerar la función AOL(f) : AOL(X)→ AOL(Y ), donde AOL(f)
es la restricción de C(C(f)) al subespacio AOL(X) de C(C(X)). Es decir,
para cada L ∈ AOL(X),

AOL(f)(L) = {C(f)(L) : L ∈ L} = {f(L) : L ∈ L}.

Para un arco ordenado largo L en C(X), claramente C(C(f))(L) es
un subcontinuo ordenado de C(Y ). Sea x el punto inicial de L, entonces
AOL(f)(L) contiene al singular f({x}) = {f(x)}, Como L contiene al ele-
mento X y f es suprayectiva, tenemos que Y = f(X) ∈ AOL(f)(L). Esto
muestra que si L es un elemento de AOL(X), entonces AOL(f)(L) es un
elemento de AOL(Y ). Por tanto AOL(f) está bien definida y, por supuesto,
también es continua. En este caṕıtulo estudiamos algunas relaciones entre f
y AOL(f).

8.1. Suprayectividad de AOL(f ).

DEFINICIÓN 8.1. Una función continua f : X → Y se llama débilmente
confluente si la función inducida C(f) : C(X)→ C(Y ) es suprayectiva.

Ser débilmente confluente quiere decir que para todo subcontinuo B de
C(Y ) existe un subcontinuo A de X tal que f(A) = B.

DEFINICIÓN 8.2. Una función continua y suprayectiva entre continuo
f : X → Y se llama confluente si para todo subcontinuo B de Y y toda
componente A de f−1(Z), se satisface que f(A) = Z.
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Es claro que las funciones confluentes son también débilmente confluentes.

EJEMPLO 8.3. No todas las funciones continuas y suprayectivas son débil-
mente confluentes.

Para mostrar esto, seaX la circunferencia unitaria en R2 y f : [0, 2π]→ X
la función exponencial, dada por f(t) = eit. sea B el arco en X que tiene
como extremos a (0, 1) y (0,−1) y contiene a (1, 0). Entonces no existe un
subcontinuo A de [0, 2π] tal que C(f)(A) = B, pues la imagen inversa de
B bajo f es la unión de los intervalos [0, π

2
] y [3π

2
, 2π], y ninguno de esos

intervalos cubre a B bajo f.

El siguiente teorema muestra una relación entre una función débilmente
confluente f y la suprayectividad de su función inducida AOL(f).

TEOREMA 8.4. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva tal
que AOL(f) es suprayectiva. Entonces f es débilmente confluente

Demostración. Sean B ∈ C(Y ) y L ∈ AOL(Y ) tal que B ∈ L. Como
AOL(f) es suprayectiva, existeM∈ AOL(X) tal que AOL(f)(M) = L. Es
decir, {f(M) : M ∈ M} = L. Por tanto existe M ∈ M tal que f(M) = B.
Esto muestra que f es débilmente confluente. �

Para el converso del teorema anterior, no lo hemos podido hacer si f sólo
es débilmente confluente, pero śı cuando f es confluente.

TEOREMA 8.5. Sea f : X → Y una función confluente. Entonces la
función inducida AOL(f) : AOL(X)→ AOL(Y ) es suprayectiva.

Demostración. Sea f : X → Y confluente.
Primero veremos, por inducción, que para cualquier cadena finita de

subcontinuos M1 ⊂ M2 ⊂ · · · ⊂ Mn de Y , existe una cadena finita de
subcontinuos L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln de X tal que f(Li) = Mi para cada
i ∈ {1, . . . , n}. Si n = 1, la definición de confluencia nos garantiza la exis-
tencia de un subcontinuo L1 de X tal que f(L1) = M1. Supongamos que
la afirmación es cierta para un n ∈ N y tomemos una cadena finita de sub-
continuos M1 ⊂ · · · ⊂ Mn+1 de Y . Por hipótesis de inducción, existe una
cadena finita de subcontinuos L1 ⊂ · · · ⊂ Ln de X tal que f(Li) = Mi

para cada i ∈ {1, . . . , n}. Ya que f(Ln) = Mn ⊂ Mn+1, Ln ⊂ f−1(Mn+1).
Sea Ln+1 la componente de f−1(Mn+1) que contiene a Ln. Como f es con-
fluente, f(Ln+1) = Mn+1. Esto termina el paso inductivo y la prueba de la
demostración.
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Sean M ∈ AOL(Y ) y ε > 0. Veremos que existe L ∈ AOL(X) tal que
H0(AOL(f)(L),M) < ε. Como la imagen de AOL(f) es un subconjunto
cerrado de AOL(Y ), esto es suficiente para probar la suprayectividad de
AOL(f).

Sea µ : C(Y ) → [0, 1] una función de Whitney. Por el Teorema 1.11,
existe δ > 0 tal que si A,B ∈ C(X), A ⊂ B y µ(B) − µ(A) < δ, entonces
H(A,B) < ε.

Sea n ∈ N tal que 1
n
< δ. Dado i ∈ {1, . . . , n}, definimos Mi =M( i

n
), el

único elemento de M de medida i
n
. Como M es un arco ordenado, tenemos

que M1 ⊂ · · · ⊂ Mn. Por la afirmación probada antes, existe una cadena
finita de subcontinuos de X, L1 ⊂ · · · ⊂ Ln tal que f(Li) = Mi para cada
i ∈ {1, . . . , n}. Construyendo arcos ordenados entre los conjuntos Li y Li+1,
es posible conseguir un arco ordenado largo L en C(X) que contiene a todos
los conjuntos L1, . . . , Ln. Entonces AOL(f)(L) = {f(L) : L ∈ L} es un arco
ordenado largo en C(Y ) que contiene alos conjuntos M1, . . . ,Mn = Y .

Tomemos un elemento B ∈ AOL(f)(L). Entonces existe j ∈ {1, . . . , n}
tal que j−1

n
≤ µ(B) ≤ j

n
. Aśı que |µ(B) − j

n
| < 1

n
< δ. Como µ(Mj) = j

n
,

tenemos que µ(Mj) − µ(B) < δ. Ya que Mj y B son comparables (son
elementos de AOL(f)(L)), tenemos que H(B,Mj) < ε. De modo que B ∈
Nε(M). Hemos probado que AOL(f)(L) ⊂ Nε(M).

De manera similar, tomemos un elemento B ∈ M. Entonces existe j ∈
{1, . . . , n} tal que j−1

n
≤ µ(B) ≤ j

n
. Aśı que |µ(B) − j

n
| < 1

n
< δ. Co-

mo µ(Mj) = j
n
, tenemos que µ(Mj) − µ(B) < δ. Ya que Mj y B son

comparables (son elementos de M), tenemos que H(Mj, B) < ε. Como
Mj ∈ AOL(f)(L), concluimos que B ∈ Nε(AOL(f)(L)). Esto prueba que
M ⊂ Nε(AOL(f)(L)). Junto con lo que probamos en el párrafo anterior,
obtenemos que H0(M, AOL(f)(M)) < ε.

Hemos mostrado queM pertecene a la cerradura de AOL(f)(AOL(X)).
Este conjunto es compacto, al ser imagen continua de un compacto. Por tanto
M∈ AOL(f)(AOL(X)).

Por tanto AOL(Y ) = AOL(f)(AOL(X)). �

PREGUNTA 8.6. ¿Basta que una función entre continuos f : X → Y sea
débilmente confluente para que AOL(f) sea suprayectiva?
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8.2. Retracciones

Si Y es un subcontinuo de X y f : X → Y es una retracción, seŕıa natural
que AOL(f) se comportara como una retracción. Para que esto ocurra, pri-
mero necesitamos ver a AOL(Y ) como subespacio de AOL(X). El siguiente
teorema contempla esta situación.

TEOREMA 8.7. Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y f : X → Y
una retracción. Entonces existe un encaje h : AOL(Y ) → AOL(X) tal que
h ◦ AOL(f) es una retracción de AOL(X) en h(AOL(X)).

Demostración. Fijemos un arco ordenado A en C(X) que una a Y con X.
Para cada L in AOL(Y ), definimos h(L) = L ∪ A. La función h está bien
definida, pues si L es un arco ordenado en C(Y ) (y por tanto en C(X)), que
une a un singular de Y (que también un singular de X) con Y y A es un
arco ordenado que une a Y con X, entonces L ∪ A es un arco ordenado en
C(X) que une a un singular de X con X. Es decir, L ∪ A es un elemento
de AOL(X). La función h es continua, pues es la composición del encaje
identidad de AOL(Y ) en C(C(Y )), compuesto con la función que a cada
elemento de C(C(X)) le asigna su unión con A.

SeaM∈ h(AOL(X)). Entonces existe L ∈ AOL(Y ) tal queM = L∪A.
Queremos probar que h ◦ AOL(f)(M) =M. Por definición se tiene que

h(AOL(f)(M)) = h({f(M) : M ∈M}) = {f(M) : M ∈M} ∪A
= {f(M) : M ∈ L} ∪ {f(M) : M ∈ A} ∪ A
= {M : M ∈ L} ∪ {Y } ∪ A = L ∪ A
=M.

Por tanto h ◦ AOL(f) : AOL(X)→ h(AOL(Y )) es una retracción. �

La siguiente Proposición nos será útil en repetidas ocasiones.

PROPOSICIÓN 8.8. Sean X un continuo y O un subconjunto ordenado de
C(X) (es decir, cualquier par de elementos de O son comparables). Entonces
el conjunto O = {L ∈ AOL(X) : O ⊂ L} es un subcontinuo de AOL(X).

Demostración. Sea {An : n ∈ N} un subconjunto denso de O. Para cada n,
definimos On = {L ∈ AOL(X) : {A1, . . . , An} ⊂ L}. Notemos que O1 ⊃
O2 ⊃ . . . . Demostraremos dos afirmaciones
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(a) Para todo n ∈ N, On es un subcontinuo de AOL(X).

Renumerando y eliminando duplicados si es necesario, podemos suponer
que A1 ( A2 ( · · · ⊂ An ( X. Para cada n ∈ {1, . . . , n − 1}, sea
AO(Ai, Ai+1) el continuo que consiste de todos los arcos ordenados que
unen a Ai con Ai+1 (ver Definición 2.6). Definimos la función unión

U : AOL(A1)× AO(A1, A2)× · · · × AO(An, X)→ On.

Es decir, U(L1, . . . ,Ln+1) = L1∪· · ·∪Ln+1. Claramente L1∪· · ·∪Ln+1 ∈
AOL(X) y U es una función continua.

Veamos que U es inyectiva. Sean (L1, . . . ,Ln) y (M1, . . . ,Mn) elementos
diferentes de AOL(A1)×AO(A1, A2)×· · ·×AO(An−1, An)×AO(An, X).
Entonces existe i ∈ {1, . . . , n + 1} tal que Li 6= Mi. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que existe A ∈ Li\Mi. Entonces A ∈
U(L1, . . . ,Ln+1)\U(M1, . . . ,Mn+1). Es decir, U es inyectiva.

Ahora veamos que U es suprayectiva. Sea L ∈ On. Entonces {A1 . . . , An} ⊂
L. Para cada i ∈ {2, . . . , n}, sea Li el subarco de L que une a Ai−1 con
Ai. Tomemos L1 el subarco de L que une a su único elemento en F1(X)
con A1 y sea Ln+1 el subarco de L que une a An con X. Claramen-
te (L1, . . . ,Ln+1) ∈ AOL(A1) × AO(A1, A2) × · · · × AO(An−1, An) ×
AO(An, X) y U(L1, . . . ,Ln+1) = L. Por tanto U es suprayectiva, y en-
tonces U es un homeomorfismo.

Por los Teoremas 2.11 y 2.15, cada conjunto AOL(A1), AO(A1, A2), . . . ,
AO(An−1, An), AO(An, X) es un continuo. Por tanto ON es un continuo.

(b) O =
⋂
{On : n ∈ N}.

Notemos que O ⊂ On para todo n ∈ N. Entonces O ⊂
⋂
{On : n ∈ N}.

Dado L ∈
⋂
{On : n ∈ N}, tenemos que {A1, A2, . . . } ⊂ L. Como L es

compacto, entonces O ⊂ L. Aśı que L ∈ O. Por tanto O =
⋂
{On : n ∈

N}.

De a) y b), O es una intersección anidada de continuos. Por tanto, O es un
continuo. �

8.3. Monotońıa

DEFINICIÓN 8.9. Una función continua entre continuos f : X → Y se
llama monótona si f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y .
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Equivalentemente, una función continua f : X → Y es monótona si
f−1(B) es un continuo para cada subcontinuo B de Y (ver Teorema 2.2 del
Caṕıtulo VIII de [25]). Notemos que las funciones monótonas son confluentes.
Entonces, para una función monótona f , AOL(f) es suprayectiva (Teorema
8.5)

TEOREMA 8.10. Sea f : X → Y una función suprayectiva y monótona
entre continuos. Entonces AOL(f) es monótona.

Demostración. SeanM∈ AOL(Y ) y {Mn : n ∈ N} un subconjunto denso de
M, donde todos los conjuntos Mn son diferentes entre śı. Para cada n ∈ N,
definimos An = {L ∈ AOL(X) : {M1, . . . ,Mn} ∈ AOL(f)(L)}. Notemos
que A1 ⊃ A2 ⊃ . . . . Probaremos dos afirmaciones

(a) Para cada n ∈ N, An es un continuo.

Tomemos n ∈ N. Definimos el conjunto

Bn = {(L, L1, . . . , Ln) ∈ AOL(X)× (C(X))n : {L1, . . . , Ln} ⊂ L y

f(Li) = Mi para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

Primero veamos que Bn es un conjunto cerrado en AOL(X)× (C(X))n.

Tomemos una sucesión {Lm, L(m)
1 , . . . , L

(m)
n }∞m=1 de elementos de Bn que

converga a un elemento (L, L1, . . . , Ln) ∈ AOL(X) × (C(X))n. Dado

i ∈ {1, . . . , n}, como L
(m)
i ∈ Li para todo m ∈ N, tenemos que Li ∈ L

(por el Teorema 1.7 aplicado a {L(m)
i } y {Lm}). Ya que ĺımL

(m)
i = Li

y f(L
(m)
i ) = Mi por la continuidad de C(f), obtenemos que f(Li) =

C(f)(Li) = Mi. Con esto tenemos que (L, L1, . . . , Ln) ∈ Bn. Por tanto
Bn es cerrado en AOL(X)× (C(X))n.

Ahora veamos que Bn es conexo. Sea φ : Bn → (C(X))n la función dada
por φ(L, L1, . . . , Ln) = (L1, . . . , Ln). Claramente la función φ es conti-
nua. Dado (L, L1, . . . , Ln) ∈ Bn, tenemos que {L1, . . . , Ln} ⊂ L. Enton-
ces {L1, . . . , Ln} es un conjunto linealmente ordenado por la inclusión.
Dado (K, K1, . . . , Kn) ∈ φ−1(L1, . . . , Ln), tenemos que Ki = Li para to-
do i ∈ {1, . . . , n} y {K1, . . . , Kn} ⊂ K. De manera que {L1, . . . , Ln} ⊂
K. Ahora tomemos K ∈ AOL(X) tal que {L1, . . . , Ln} ⊂ K. Como
(L, L1, . . . , Ln) ∈ Bn, f(Li) = Mi para todo i ∈ {1, . . . , n}. De mane-
ra que (K, L1, . . . , Ln) ∈ Bn y φ(K, L1, . . . , Ln) = (L1, . . . , Ln). Hemos
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demostrado que

φ−1(L1, . . . , Ln) = {K ∈ AOL(X) : {L1, . . . , Ln} ⊂ K}×{L1}×· · ·×{Ln}.

Por la Proposición 8.8, el conjunto {K ∈ AOL(X) : {L1, . . . , Ln} ⊂ K}
es un continuo, por lo que φ−1(L1, . . . , Ln) es un continuo.

Sea G =Im φ. Notemos que

G = {(L1, . . . , Ln) ∈ (C(X))n : f(Li) = Mi para todo i ∈ {1, . . . , n}
y {L1, . . . , Ln} es linealmente ordenado por la inclusión}.

Como f es monótona, para todo i ∈ {1, . . . , n}, f−1(Mi) es un continuo,
y como {M1, . . . ,Mn} ⊂ M, tenemos que los conjuntos {M1, . . . ,Mn} y
{f−1(M1), . . . , f−1(Mn)} son linealmente ordenados por la inclusión. Por
tanto, (f−1(M1), . . . , f−1(Mn)) ∈ G.

Veamos que G es arco conexo. Sea (L1, . . . , Ln) ∈ G. Renumerando coor-
denadas si es necesario, podemos suponer que M1 ( M2 ( · · · ( Mn.
Entonces L1 ( L2 ( · · · ( Ln. Dado i ∈ {1, . . . , n}, notemos que
Li ⊂ f−1(Mi). Sea Ai un arco ordenado que une a Li con f−1(Mi).

Entonces el conjunto {(L1, . . . , Ln−1, A) : A ∈ An} es un arco en G que
une a

(L1, . . . , Ln) con (L1, . . . , Ln−1, f
−1(Mn));

el conjunto {(L1, . . . , Ln−2, A, f
−1(Mn)) : A ∈ An−1} es un arco en G

que une a

(L1, . . . , Ln−1, f
−1(Mn)) con (L1, . . . , Ln−2, f

−1(Mn−1), f−1(Mn)).

Si seguimos con estre proceso, obtenemos que el conjunto

{(A, f−1(M2), . . . , f−1(Mn)) : A ∈ A1}

es un arco en G que une a

(L1, f
−1(M2), . . . , f−1(Mn)) con (f−1(M1), . . . , f−1(Mn)).

De manera que el elemento (L1, . . . , Ln) se puede unir en G al elemento
(f−1(M1), . . . , f−1(Mn)) por una trayectoria. Como (L1, . . . , Ln) fue un
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elemento cualquiera, concluimos que G es un continuo. Por tanto φ es
una función continua cuyo dominio es el espacio compacto Bn, tiene fibras
conexas y su imagen (G) es un continuo. Si Bn no es conexo, entonces
se puede escribir como Bn = En ∪ Dn, donde En y Dn son compactos,
ajenos y no vaćıos. Se puede ver que φ(En) y φ(Dn) separan a G. Esto
es una contradicción, y muestra que Bn es un continuo.

Sea ϕ : Bn → An dada por ϕ(L, L1, . . . , Ln) = L. Entonces ϕ es una
función continua. Veamos que ϕ es suprayectiva. Tomemos L ∈ An. En-
tonces {M1, . . . ,Mn} ⊂ AOL(f)(L). Esto quiere decir que para cada i ∈
{1, . . . , n}, existe Li ∈ L tal que f(Li) = Mi. Entonces (L, L1, . . . , Ln) ∈
Bn y ϕ(L, L1, . . . , Ln) = L. Por tanto ϕ es suprayectiva. Como ya sabe-
mos que Bn es un continuo, concluimos que An es un continuo. Con esto
terminamos la prueba de (a).

(b) AOL(f)−1(M) =
⋂
{An : n ∈ N}.

Notemos que AOL(f)−1(M) ⊂ An para todo n ∈ N. Entonces se tiene
que AOL(f)−1(M) ⊂

⋂
{An : n ∈ N}. Dado L ∈

⋂
{An : n ∈ N},

{M1,M2, . . . } ⊂ AOL(f)(L). Como AOL(f)(L) es compacto, M ⊂
AOL(f)(L). Ya que ambos son arcos ordenados largos, concluimos que
M = AOL(f)(L).

De (a) y (b), tenemos que AOL(f)−1(M) es un continuo, por ser intersección
anidada de continuos. Por tanto, AOL(f) es monótona. �

8.4. Apertura

Una propiedad muy estudiada de funciones es la apertura de funciones.

DEFINICIÓN 8.11. Una función f : X → Y se llama abierta si para todo
conjunto abierto en X, su imagen bajo f es un conjunto abierto de Y .

Un resultado conocido (ver [2]) dice que si f es una función abierta entre
continuos, entonces f es confluente. Dada una función f continua y abierta
entre continuos, tenemos que su imagen es abierta y cerrada, por lo que
f tiene que ser suprayectiva. De acuerdo con el Teorema 8.5, tenemos que
AOL(f) es suprayectiva.

Cuando se tiene una función continua y abierta entre continuos, f : X →
Y , en general, es dif́ıcil que C(f) : C(X) → C(Y ) resulte abierta. Como
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muestra de esto, recordemos el resultado de [12], que dice que si C(C(f)) es
abierta, entonces f es un homeomorfismo. En los art́ıculos [1] y [10] puede
encontrarse más información concerniente a la apertura de las funciones in-
ducidas. La primera función abierta que se descubrió que tiene la propiedad
de que C(f) no es abierta es la del siguiente ejemplo (Ejemplo 3.2 de [10]).
Para esta función, veremos que AOL(f) tampoco es abierta.

EJEMPLO 8.12. Existe una función abierta f , entre continuos, tal que
AOL(f) no es abierta.

Sean Y = [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2, X = Y ∪ ([−1, 0] × [−1, 0]) y f : X → Y
la función dada por f(x, y) = (|x|, |y|). Claramente f es una función abierta.
Veremos que AOL(f) no es una función abierta. Para cada t ∈ [−1, 1], sean

At = {(x, x) : x ∈ [−1, t]} y Bt = ([t, 1]× [t, 1]) ∩X.

Es decir, At es el segmento de recta que une a (−1, 1) con (t, t), y Bt es el
cuadrado ([t, 1]× [t, 1]) intersectado con X. Notemos que Bt es conexo. Sea

L = {At : t ∈ [−1, 1]} ∪ {A1 ∪Bt : t ∈ [−1, 1]}.

Notemos que L es un arco ordenado largo en C(X) con punto inicial
(−1,−1).

Sea M ∈ AOL(X) tal que H(L,M) < 1
10

. Entonces existe M ∈ M tal
que H(A1,M) < 1

10
. Notemos que hay un punto x ∈ M que dista menos de

1
10

de (1, 1) y hay un punto y ∈ M que dista menos de 1
10

de (−1,−1), con
lo cual x ∈ [1

2
, 1] × [1

2
, 1] y y ∈ [−1,−1

2
] × [−1,−1

2
]. Entonces (0, 0) ∈ M ,

pues (0, 0) separa a [1
2
, 1] × [1

2
, 1] de [−1,−1

2
] × [−1,−1

2
] en X. Es decir,

M\{(0, 0)} consta de dos conjuntos separados, uno contiene a [1
2
, 1] × [1

2
, 1]

y el otro a [−1,−1
2
] × [−1,−1

2
]. Además notemos que (−1, 0), (1, 0) /∈ M .

Aśı pues, AOL(f)(M) contiene a C(f)(M), que es un subcontinuo propio
de Y que contiene a (0, 0). Sea N = AOL(f)(L) = {f(L) : L ∈ L}.

Para cada t ∈ [0, 1], definimos Dt = {(x, x) : x ∈ [t, 1]}. Notemos que
N = {Dt : t ∈ [0, 1]} ∪ {D0 ∪ Bt : t ∈ [0, 1]}. Dado ε > 0 tal que ε < 1, sea
Pε = {Dt : t ∈ [ ε

2
, 1]}∪{D ε

2
∪Bt : t ∈ [0, 1]}. Observemos que H(D ε

2
, D0) < ε.

Entonces H(D ε
2
∪ Bt, D0 ∪ Bt) < ε para todo t ∈ [0, 1]. Como para todo

t ∈ [0, 1] existe s ∈ [ ε
2
, 1] tal que H(Dt, Ds) < ε, podemos concluir que

H(N ,Pε) < ε. Como (0, 0) /∈ Dt para ningún t ∈ [ ε
2
, 1] y el único t ∈ [0, 1]

tal que (0, 0) ∈ D ε
2
∪Bt es t = 0, obtenemos que el único elemento de Pε que

tiene a (0, 0) es Y .
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Si AOL(f) es abierta, AOL(f)(B 1
10

(L)) es abierto. En particular, es una

vecindad de N = AOL(f)(L). De manera que existe ε > 0 tal que ε < 1 y
Bε(N ) ⊂ AOL(f)(B 1

10
(L)). Como Pε ∈ Bε(N ), existe M ∈ B 1

10
(L) tal que

AOL(f)(M) = Pε. Ya vimos que paraM existe M ∈M tal que (0, 0) ∈M y
(−1, 0), (1, 0) /∈M . Entonces (0, 0) ∈ f(M) ∈ AOL(f)(M) = Pε. Pero como
el único elemento de Pε que tiene a (0, 0) es Y , tenemos que f(M) = Y .
Entonces (1, 0) ∈ f(M). Como f−1(1, 0) = {(1, 0), (−1, 0)}, concluimos que
M ∩ {(−1, 0), (1, 0)} 6= ∅, lo cual es una contradicción. Esto prueba que
AOL(f) no es abierta.

Una familia natural de funciones abiertas son las proyecciones de los pro-
ductos. En lo que sigue analizaremos qué pasa con la apertura de las funciones
inducidad de las proyecciones.

EJEMPLO 8.13. Existe un continuo X tal que AOL(f) no es una fun-
ción abierta, donde f : X × [0, 1] → X es la proyección sobre la primera
coordenada.

En R2, para cada n ∈ N, consideremos lo puntos an = (1 + 1
n
, 0), bn =

( 1
n
, 1
n
), cn = (0, 1+ 1

n
), dn = (− 1

n
, 1
n
), en = (−1− 1

n
, 0), fn = (0,− 1

n
). También

consideremos los segmentos de recta: An, que une a an con bn; Bn que une a bn
con cn; Cn que une a cn con dn; Dn que une a dn con en; En que une a en con
fn y Fn que une a fn con an+1. Sean T el triodo simple formado por la unión
de [−1, 1]×{0} con {0}× [0, 1], R =

⋃
{An∪Bn∪Cn∪Dn∪En∪Fn : n ∈ N}

y

X = T ∪R.

Entonces X es una compactación del rayo [0,∞) que tiene como residuo
a T .

Sea a : [0, 2] → X × [0, 1] definida por las siguientes condiciones: a(0) =
(0, 1, 0); a(1

4
) = (0, 0, 0); a(1

2
) = (−1

2
, 0, 0); a(3

4
) = (−1

2
, 0, 1

2
); a(1) = (1

2
, 0, 1

2
);

a(2) = (1, 0, 1
2
) y a es una función lineal en los intervalos [0, 1

4
], [1

4
, 1

2
], [1

2
, 3

4
],

[3
4
, 1] y [1, 2]. SeaM = {a([0, t]) : t ∈ [0, 2]}, entoncesM es un arco ordenado

en C(X × [0, 1]), que une a {a(0)} con a([0, 2]). Sean N un arco ordenado
cualquiera en C(X × [0, 1]) que une a a([0, 2]) con X × [0, 1] y L =M∪N .
Entonces L es un arco ordenado largo en C(X × [0, 1]).

Sea f : X × [0, 1] → X la proyección a la primera coordenada. Notemos
que AOL(f)(L) contiene a los conjuntos de la forma f(a([0, t])) para todo
t ∈ [0, 2]. También contiene al arco ordenado A = C(C(f))(N ) que une a
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f(a([0, 2])) con X. Notemos que f(a([0, 2])) es el trido simple T0 = ([−1
2
, 1]×

{0}) ∪ ({0} × [0, 1]). Como T0 ⊂ T y T es un subcontinuo terminal de X,
entonces T ∈ A. Notemos que sólo existe un arco ordenado en C(X) que
une a T con X y sólo existe un arco ordenado en C(X) que une a T0 con T .
Entonces A es precisamente la unión de los dos arcos ordenados mencionados
y el arco {f(a([0, t]) : t ∈ [0, 2]}.

Dado K ∈ AOL(X× [0, 1]) tal que H(L,K) < 1
10

, tenemos que existe K ∈
K tal que H(K, a([0, 1])) < 1

10
, con lo cual K ⊂ N 1

10
(a([0, 1])). Notemos que

N 1
10

(a([0, 1])) tiene cuatro tipos de componentes: una componente contenida

en T × [0, 1]; las componentes contenidas en [−2, 2] × [−1, 0] × [0, 1]; las
componentes contenidas en [−2, 2]× [0, 1

2
]× [0, 1], y componentes contenidas

en [−1, 1
4
]× [0, 2]× [0, 1]. Las componentes del segundo y tercer tipo se alejan

más de 1
10

de a(0), y las componentes del cuarto tipo de alejan más de 1
10

de
a(1) ∈ a([0, 1]). Como K es conexo, K es un subconjunto de una componente
del primer tipo. Aśı pues, f(K) ⊂ T . Como T es terminal y AOL(f)(K) es un
arco ordenado largo en X que tiene a f(K), concluimos que T ∈ AOL(f)(K).

Dado ε > 0, tomamos n ∈ N tal que 1
2n
< ε. Definamos b : [0,∞) → X

determinada por las siguientes condiciones: b(0) = b(1) = cn; b(1
4
) = b(3

4
) =

dn; b(1
2
) = dn+en

2
; b(5

4
) = bn; b(2) = an; b(3) = bn; b(4) = cn; b(5) = dn;

b(6) = en; b(7) = fn; b(8) = an+1; b(9) = bn+1; etc. Además b es lineal en cada
uno de los intervalos [0, 1

4
], [1

4
, 1

2
], [1

2
, 3

4
], [3

4
, 1], [1, 5

4
], [5

4
, 2], [m,m+1] para todo

número natural m ≥ 2. Notemos que b([2,∞)) =
⋃
{Ai∪Bi∪Ci∪Di∪Ei∪Fi :

i ≥ n} y que b([0, 6]) es el subarco de R que une a an con en. De manera que
H(b([0, 6]), T ) < 1

2n
. De aqúı que, para todo t ≥ 6, H(b([0, t]), T ) < 1

2n
< ε.

Sean B = T ∪ b([0,∞)) y B = {b([0, t]) : t ∈ [0,∞)} ∪ {B}. Entonces
B es un arco ordenado en C(X) que une a {b(0)} con B. Como B es un
subcontinuo de X que contiene al triodo T y a una cola del rayo del que
X es compactación, existe un único arco ordenado largo Sε en C(X) que
contienen a B. Ya que Sε empieza en {b(0)}, tenemos que ningún elemento
de Sε está contenido en T . En particular, T /∈ Sε.

Definimos g : [0, 6] → T la función determinada por las siguientes con-
diciones: g(0) = g(1) = g(4) = (0, 1); g(1

4
) = g(3

4
) = g(5

4
) = g(3) = g(5) =

(0, 0); g(1
2
) = (−1

2
, 0); g(2) = (1, 0); g(6) = (−1, 0); y lineal en cada uno de

los intervalos [0, 1
4
], [1

4
, 1

2
], [1

2
, 3

4
], [3

4
, 1], [1, 5

4
], [5

4
, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5], [5, 6].

Notemos que ||b(0) − g(0)|| = ||cn − (0, 1)|| = 1
n
< ε y ||b(1

4
) − g(1

4
)|| =

||dn − (0, 0)|| < 2
n
< ε, como las funciones f y g son lineales en el intervalo

[0, 1
4
], tenemos que ||b(t) − g(t)|| < ε para cada t ∈ [0, 1

4
]. Procediendo simi-
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larmente, se obtiene que ||b(t) − g(t)|| < ε para cada t ∈ [0, 6]. De manera
que para todo t ∈ [0, 6], H(b(0, t), g([0, t])) < ε.

Notemos que el orden en el que g recorre sus nodos, cuanto t vaŕıa en el
intervalo [0, 51

2
] es: (0, 1), (0, 0), (−1

2
, 0), (0, 0), (0, 1), (0, 0), (1, 0), (0, 0), (0, 1),

(0, 0) y (−1
2
, 0). De manera que el arco ordenado {g([0, t]) : t ∈ [0, 51

2
]}

empieza en el conjunto singular {(0, 1)}; llena el segmento (0, 1)(0, 0); con-
tinúa llenando el segmento (0, 0)(−1

2
, 0); para terminar llenando el segmento

(0, 0)(1, 0); con el resto de los movimientos ya no llena nada nuevo, aśı que es-
te arco ordenado termina en el triodo T0. Cuando al arco ordenado {g([0, t]) :
t ∈ [0, 51

2
]} lo continuamos con el arco ordenado {g([0, t]) : t ∈ [0, 6]}, se llena

el resto de T en el único modo en que se puede completar (llenando el segmen-
to (−1

2
, 0)(0, 0)). Por lo que {g([0, t]) : t ∈ [51

2
, 6]} es el subarco de A que va

de T0 a T . Por otra parte, el orden en que la función a recorre sus nodos, cuan-
do t vaŕıa en el intervalo [0, 2] es:(0, 1, 0), (0, 0, 0), (1

2
, 0, 0), (−1

2
, 0, 1

2
), (1

2
, 0, 1

2
)

y (1, 0, 1
2
). Por lo que el orden en que la función f ◦ a recorre sus nodos,

cuando t vaŕıa en el intervalo [0, 2] es: (0, 1), (0, 0), (1
2
, 0), (−1

2
, 0), (1

2
, 0) y

(1, 0). Entonces el arco ordenado AOL(f)(M) = {f(a([0, 2])) : s ∈ [0, 2]}
empieza en el conjunto singular (0, 1); llena el segmento (0, 1)(0, 0); con-
tinúa llenando el segmento (0, 0)(−1

2
, 0); para terminar llenando el segmento

(0, 0)(1, 0), aśı que este arco ordenado termina en el triodo T0. Por tan-
to el arco ordenado {g([0, t]) : t ∈ [0, 51

2
]} coincide con el arco ordenado

AOL(f)(M) y el arco ordenado {g([0, t]) : t ∈ [0, 6]} está contenido en
AOL(f)(M) ∪ A ⊂ AOL(f)(L).

Veamos que H0(Sε, AOL(f)(L)) < ε. Dado S ∈ Sε, tenemos dos posibili-
dades para S:

(a) Si B ⊂ S, como T ⊂ B, tenemos que S pertenece al único arco ordenado
que une a T con X. Aśı que S ∈ A ⊂ AOL(f)(L).

(b) Si B 6⊂ S, entonces S es de la forma b([0, t]) para algún t ∈ [0,∞). En el
caso que t ≥ 6, tenemos que H(b([0, t]), T ) < ε. Como T ∈ AOL(f)(L),
S ∈ Nε(AOL(f)(L)). En el caso que t ≤ 6, S = b([0, t]) ⊂ Bε(g([0, t])) ⊂
Nε(AOL(f)(L)).

En cualquier caso S ∈ Nε(AOL(f)(L)). Por tanto Sε ⊂ Nε(AOL(f)(L)).
Dado A ∈ AOL(f)(L), tenemos tres posibilidades para A:

(a) Si A ∈ AOL(f)(M), entonces A es de la forma g([0, t]) para algún t ∈
[0, 51

2
]. Aśı que A = g([0, t]) ⊂ Nε(b([0, t])) ⊂ Nε(Sε).
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(b) Si A /∈ AOL(f)(T ), pero A ⊂ T , tenemos que A pertenece al subarco de
A que une a T0 con T . Por tanto existe t ∈ [51

2
, 6] tal que A = g([0, t]) ⊂

Nε(b([0, t])) ⊂ Nε(Sε).

(c) Si A /∈ AOL(f)(M) y A 6⊂ T , entonces A está en el subarco de A que
une a T con X. En el caso que A ⊂ B, tenemos que T ⊂ A ⊂ B, aśı que
H(A,B) ≤ H(T,B) < ε. De modo que A ∈ Nε(B) ⊂ Nε(Sε). En el caso
que B ⊂ A, tenemos que A ∈ Sε.

En cualquier caso, A ∈ Nε(Sε). Por tanto AOL(f)(L) ⊂ Nε(Sε). Esto termi-
na la prueba de que H0(Sε, AOL(f)(L)) < ε.

Sea Q = AOL(f)(L). Si AOL(f) es abierta, AOL(f)(B 1
10

(L)) es abierto.
En particular, es una vecindad de Q. De manera que existe ε > 0 tal que
ε < 1 y Bε(Q) ⊂ AOL(f)(B 1

10
(L)). Como Sε ∈ Bε(Q), existe K ∈ B 1

10
(L)

tal que AOL(f)(K) = Sε. Ya vimos que T tiene que estar en AOL(f)(K).
De manera que T ∈ Sε. Como esto no ocurre, concluimos que AOL(f) no es
abierta.

En algunos casos hay algunas proyecciones f , de productos, para las cuales
AOL(f) resulta abierta.

TEOREMA 8.14. Sean X un continuo y f : X×[0, 1]→ [0, 1] la proyección
a la segunda coordenada. Entonces la función AOL(f) es abierta.

Demostración. Sea d la métrica de X. Consideramos a [0, 1] con la métri-
ca usual y tomamos µ : C([0, 1]) → [0, 1] la función de Whitney tal que
para cada subintervalo A de [0, 1], µ(A) = longitud de A. En AOL([0, 1])
consideramos la métrica

D(L,M) = máx{H(Lt),Mt : t ∈ [0, 1]}

En el Teorema 2.16 vimos que D genera en AOL([0, 1]) la misma topoloǵıa
generada por la métrica H0.

Notemos que si A,B ∈ C([0, 1]) satisfacen que mı́nA = mı́nB y µ(A) =
µ(B), entonces se tiene que A = B. Por otra parte, si H(A,B) < ε, entonces
d(mı́nA,mı́nB) < ε.

Sean ε > 0, L ∈ AOL(X × [0, 1]) y M ∈ AOL([0, 1]) tales que ε <
1 y D(AOL(f)(L),M) < ε. Construiremos un arco ordenado largo B en
C(X × [0, 1]) tal que H0(L,B) < ε y AOL(f)(B) =M.
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Primero construiremos una trayectoria α : [0, 1] → C(X × [0, 1]). Para
construir α, tomemos una función de Whitney η : C(X × [0, 1])→ [0, 1]. Sea
N = AOL(f)(L) ∈ AOL([0, 1]). Para cada t ∈ [0, 1], sea c(t) = mı́nM(t)−
mı́nN (t). Como D(M,N ) < ε, tenemos que H(M(t),N (t)) < ε, de manera
que |c(t)| < ε. Notemos que la función c : [0, 1]→ [0, 1] es continua, puesM
y N son fijos.

Para cada s ∈ [0, 1], sea

α(s) = {(p, a+ c(µ(f(L(s))))) : (p, a) ∈ L(s)} ⊂ X × [−1, 2].

Notemos que el número c(µ(f(L(s)))) depende continuamente de la va-
riable s. Dado s ∈ [0, 1] fijo, la función de X × [0, 1] en X × [−1, 2] que al
punto (p, a) le asocia la pareja (p, a+ c(µ(f(L(s))))) es continua. De manera
que α(s) es la imagen de L(s) bajo esa función y, por tanto, α(s) es un sub-
continuo de X × [−1, 2]. Más adelante veremos que α(s) es un subcontinuo
de X × [0, 1].

Dado s ∈ [0, 1], L(s) ∈ L, f(L(s)) ∈ N y µ(f(L(s))) = longitud
(f(L(s)))=máx(f(L(s)))−mı́n(f(L(s))). De acuerdo con la definición

c(µ(f(L(s)))) = mı́nM(µ(f(L(s))))−mı́nN (µ(f(L(s)))).

Ya que f(L(s)) ∈ N ,N (µ(f(L(s)))) = f(L(s)). De manera que c(µ(f(L(s)))) =
mı́nM(µ(f(L(s))))−mı́n f(L(s)).

Consideramos la función proyección de X× [−1, 2] sobre su segunda coor-
denada. Como esta es una función que extiende a f , la seguimos llamando
f .

Para cada s ∈ [0, 1], f(α(s)) = {a + c(µ(f(L(s)))) : (p, a) ∈ L(s)}.
Entonces

mı́n f(α(s)) = mı́n{a+ c(µ(f(L(s)))) : (p, a) ∈ L(s)}
= mı́n{a : (p, a) ∈ L(s)}+ c(µ(f(L(s))))

= mı́n{f(p, a) : (p, a) ∈ L(s)}+ c(µ(f(L(s))))

= mı́n f(L(s)) + c(µ(f(L(s))))

= mı́n f(L(s)) + mı́nM(µ(f(L(s))))−mı́n f(L(s))

= mı́nM(µ(f(L(s)))).
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Como

longitud f(α(s)) = longitud {a+ c(µ(f(L(s)))) : (p, a) ∈ L(s)}
= longitud {a : (p, a) ∈ L(s)}
= longitud f(L(s)) = µ(f(L(s)))

= longitud M(µ(f(L(s)))),

tenemos que f(α(s)) yM(µ(f(L(s)))) son subintervalos de [−1, 2] que tienen
la misma longitud y el mismo elemento mı́nimo. Por tanto

M(µ(f(L(s)))) = f(α(s)).

Como {a + c(µ(f(L(s)))) : (p, a) ∈ L(s)} = f(α(s)) = M(µ(f(L(s)))),
tenemos que {a + c(µ(f(L(s)))) : (p, a) ∈ L(s)} ⊂ [0, 1]. Esto muestra que
a + c(µ(f(L(s)))) ∈ [0, 1] y entonces α(s) ⊂ X × [0, 1]. En particular, α
está definida como una función de [0, 1] en C(X × [0, 1]).

Dado s ∈ [0, 1], |c(µ(f(L(s))))| < ε. De manera que

|a− (a+ c(µ(f(L(s)))))| < ε.

Esto implica que H(α(s),L(s)) < ε. Por tanto H0(Im α,L) < ε.
Veamos que α es continua. Sea λ > 0. Entonces existe δ > 0 tal que si

|s−t| < δ, entonces |c(µ(f(L(s))))−c(µ(f(L(t))))| < λ
2

y H(L(s),L(t)) < λ
2
.

Sean s, t ∈ [0, 1] tales que |s − t| < δ. Dado (p, a) ∈ L(s), existe (q, b) ∈
L(t) tal que d(p, q) < λ

2
y |a− b| < λ

2
. Aśı que

|a+ c(µ(f(L(s))))− (b+ c(µ(f(L(t)))))| < λ.

De manera que la distancia entre (p, a+c(µ(f(L(s))))) y (q, b+c(µ(f(L(t)))))
es menor que λ. Esto muestra que α(s) ⊂ Nλ(α(t)). De manera similar
α(t) ⊂ Nλ(α(s)). Por tanto α es continua.

Como L(0) es un conjunto singular, f(L(0)) también lo es, µ(f(L(0))) =
0 y M(µ(f(L(0)))) es un conjunto singular. Por otra parte, f(α(1)) =
M(µ(f(X × [0, 1]))) = M(µ(X)) = M(1) = [0, 1]. Por tanto C(f)(Im α)
es un subcontinuo de M que tiene a los extremos de M. Esto muestra que
C(f)(Im α) =M.

Para cada t ∈ [0, 1], sea β(t) =
⋃
{α(s) : s ∈ [0, t]}. Por el Ejercicio

11.5 de [16], β(t) ∈ C(X × [0, 1]) y la función β es continua. Notemos que
si r ≤ t, entonces β(r) ⊂ β(t). De manera que Im β es un arco ordenado
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en C(X × [0, 1]). Notemos que β(0) = {α(0)} ∈ F1(X × [0, 1]). Podemos
extender el arco ordenado Im β a un arco ordenado largo P en C(X × [0, 1])
simplemente tomando un arco ordenado que une a β(1) con X × [0, 1] y
uniéndoselo a Im β.

De manera que el conjutno B = {f(β(t)) : t ∈ [0, 1]} es un arco ordenado
en C([0, 1]). Como C(f)(β(0)) = C(f)({α(0)}) = {f(α(0))} es un conjun-
to singular y C(f)(β)(1) ⊃ C(f)(α(1)) = f(α(1)) = [0, 1], B es un arco
ordenado largo en C([0, 1]).

Dado t ∈ [0, 1], C(f)(β(t)) = f(
⋃
{α(s) : s ∈ [0, t]}) =

⋃
{f(α(s)) : s ∈

[0, t]}. Sea C = {f(α(s)) : s ∈ [0, t]}, entonces C es un subcontinuo del arco
ordenado M, aśı que C es un subarco de M. Sea M = máx C (en el orden
de la contención de M). Entonces M =

⋃
{C : C ∈ C} = C(f)(β(t)). De

manera que B es un arco ordenado largo contenido enM. Por tanto B =M.
Dado P ∈ P\Im β, β(1) ⊂ P . De manera que [0, 1] = f(β(1)) ⊂ f(P ).
Aśı que C(f)(P ) = [0, 1] ∈M. Esto prueba que C(f)(P) = B =M.

Dado s ∈ [0, 1], ya vimos que H(α(s),L(s)) < ε. Esto implica que, para
todo t ∈ [0, 1], H(

⋃
{α(s) : S ∈ [0, t]},

⋃
{L(s) : s ∈ [0, t]}) < ε. Es decir,

H(β(t),L(t)) < ε. En particular, H(β(1), X × [0, 1]) = H(β(1),L(1)) < ε.
Dado P ∈ P\Im β, β(1) ⊂ P ⊂ X × [0, 1] = L(1). Aśı que H(P,L(1)) < ε.
De aqúı se sigue que H0(P ,L) < ε.

Ya podemos completar el argumento de que AOL(f) es abierta. Sean U
un subconjunto abierto de AOL(X × [0, 1]), L ∈ U y ε > 0 tal que Bε(L) ⊂
U. Dado M ∈ Bε(AOL(f)(L)), ya vimos que existe P ∈ Bε(L) tal que
AOL(f)(P) = M. De manera que Bε(AOL(f)(L)) ⊂ AOL(f)(Bε(L)) ⊂
AOL(f)(U). Entonces AOL(f)(L) es un punto interior de AOL(f)(U). De
manera que AOL(f)(U) es abierto en AOL([0, 1]). Por tanto AOL(f) es
abierta. �

Usando una demostráción parecida a la del teorema anterior, probaremos
el siguiente teorema.

TEOREMA 8.15. Sean X un continuo, S1 la circunferencia unitaria en el
plano y f : X ×S1 → S1 la proyección a la segunda coordenada. Entonces la
función AOL(f) es abierta.

Demostración. Consideramos S1 como la circunferencia en el plano complejo
C, de radio 1 y centrada en el origen. Dotamos a S1 con la métrica d(x, y) =
1
π
(longitud del menor arco que une a x con y). Sea µ : C(S1) → [0, 1] la

función longitud de arco dividida por 2π.
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En AOL(S1) consideramos la métrica

D(L,M) = máx{H(Lt,Mt) : t ∈ [0, 2π]}.

Por el Teorema 2.16, la métrica D es equivalente a la métrica H0 en AOL(S1).
Dado A ∈ C(S1)\{S1}, sea j(A) el extremo izquierdo de A, es decir, j(A)

es el punto de A tal que para cualquier otro punto b ∈ A, el recorrido de j(A)
a b en el sentido de las manecillas del reloj está contenido en A.

Notemos que si A,B ∈ C(S1)\{S1} cumplen que j(A) = j(B) y µ(A) =
µ(B), entonces A = B. Además, j : C(S1)\{S1} → S1 es una función
continua, y si H(A,B)ε y Nε(A) 6= S1, entonces d(j(A), j(B)) < ε.

Afirmamos que si L ∈ AOL(S1), entonces existe ĺımt→1− j(L(t)). Para
probar esta afirmación, notemos que si t < 1, entonces Lt es un subcontinuo
propio de S1, por tanto j(Lt) está bien definida. Sea {tn}∞n=1 una sucesión
estrictamente creciente de números en [0, 1) tal que ĺım tn = 1. Para cada
n ∈ N, sea An la cerradura de S1\L(tn). Notemos que An es un subcontinuo
de S1 y, como L(t1) ⊂ L(tn) ⊂ . . . , obtenemos que A1 ⊃ A2 ⊃ . . . y
µ(An) = 1 − tn para cada n ∈ N. Por lo que ĺımµ(An) = 0. Entonces
existe z ∈ S1 tal que {z} = ĺımAn. Como j(L(tn)) ∈ An para cada n ∈ N,
entonces ĺım j(L(tn)) = z. Dada una sucesión {sn}∞n=1 cualquiera en [0, 1)
tal que ĺım sn = 1, aseguramos que ĺımL(sn) = {z}. Sea ε > 0. Entonces
existe N0 ∈ N tal que µ(AN0) < ε. Como ĺım sn = 1, existe N1 ∈ N tal que
tN0 < sn para todo n ≥ N1. Dado n ≥ N1, L(tN0) ⊂ L(sn), aśı que j(L(sn)) ∈
(S1\L(sn))− ⊂ AN0 . De manera que d(j(L(sn)), z) < µ(AN0) ≤ ε. Como esto
ocurre para cada n ≥ N1, obtenemos que ĺım j(L(sn)) = z. Ya que la sucesión
{sn}∞n=1 es una sucesión cualquiera, concluimos que ĺımt→1− j(L(t)) existe y
es igual a z.

Ahora mostraremos que para cualesquiera ε < 1
10

, L,M ∈ AOL(S1)
tales que D(L,M) < ε, y t ∈ [0, 1), existe c(t) ∈ C tal que d(c(t), 1) ≤ 5ε y
Lt · c(t) =Mt, donde Lt · c(t) = {a · c(t) : a ∈ Lt}.

Para cada t ∈ [0, 1), definimos c(t) = j(Mt)
j(Lt) . Entonces Lt · c(t) es un

subcontinuo propio de S1 tal que j(Lt · c(t)) = j(Mt) y µ(Lt · c(t)) =
µ(Mt) = t = µ(M(t)). Por tanto Lt · c(t) = Mt. Si t ≤ 1 − 2ε, como
µ(M(t)) = t, tenemos que la longitud del subconjunto conexo (abierto)
Nε(L(t)) es igual a t + 2ε. Aśı que Nε(L(t)) 6= S1, con lo cual d(c(t), 1) =

d( j(Mt)
j(Lt) , 1) = d(j(M(t)), j(L(t))) < ε ≤ 3ε. Si 1 − 2ε < t < 1, enton-

ces L(1 − 2ε) ⊂ L(t). De manera que S1\L(t) ⊂ S1\L(1 − 2ε). Aśı que
j(L(1 − 2ε)) y j(L(t)) pertecenen a la cerradura de S1\L(1 − 2ε). Como
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la longitud de esta cerradura es 2ε, tenemos que d(j(L(1 − 2ε)), j(L(t))) <
2ε. Similarmente, d(j(M(t)), j(M(1 − 2ε))) ≤ 2ε, y, por el primer caso,
d(j(L(1− 2ε)), j(M(1− 2ε))) < 3ε. Por tanto d(j(L(t)), j(M(t))) < 5ε. Por
lo que probamos en el párrafo anterior, ĺımt→1− j(L(t)) y ĺımt→1− j(M(t))

existen. De manera que ĺımt→1−
j(M(t))
j(L(t))

existe, y por tanto ĺımt→1− c(t) exis-

te. Además, como la división compleja en S1 × S1 es continua, tenemos que
cuando L y M son fijos, c es una función continua de t, aún para el valor
t = 1.

Sean 0 < ε < 1
10

, L ∈ AOL(X × S1) y M∈ AOL(S1) tales que

D(AOL(f)(L),M) < ε.

Construiremos un arco ordenado largo B en C(X×S1) tal que H0(L,B) <
ε y AOL(f)(B) =M.

Primero construiremos una trayectoria α : [0, 1] → C(X × [0, 1]). Tome-
mos una función de Whitney η : C(X×[0, 1])→ [0, 1]. SeaN = AOL(f)(L) ∈
AOL(S1). Por lo que probamos antes, para cada t ∈ [0, 1), existe c(t) ∈ C
tal que N (t) · c(t) =M(t) y d(c(t), 1) < 5ε. Además, ĺımt→1− c(t) existe.

Para cada s ∈ [0, 1], sea

α(s) = {(p, a · c(µ(f(L(s))))) : (p, a) ∈ L(s)}.

Notemos que el número c(µ(f(L(s)))) depende continuamente de la va-
riable s. Dado s ∈ [0, 1], la función de X × S1 en X × S1 que al punto (p, a)
le asocia el punto (p, a+ c(µ(f(L(s))))) es continua. De manera que α(s) es
un subcontinuo de X × [0, 1].

Para ver que α es continua, sea λ > 0. Entonces existe δ > 0 tal que si
|s−t| < δ, entonces d(c(µ(f(L(s)))), c(µ(f(L(s))))) < λ

2
yH(L(s),L(t)) < λ

2
.

Sean s, t ∈ [0, 1] tales que |s − t| < δ. Dado (p, a) ∈ L(s), existe (q, b) ∈
L(t) tal que d(p, q) < λ

2
y d(a, b) < λ2. Entonces d(a · c(µ(f(L(s)))), b ·

c(µ(f(L(t))))) < λ. De manera que la distancia entre (p, a · c(µ(f(L(s))))) y
(q, b · c(µ(f(L(t))))) es menor que λ. Esto muestra que α(s) ⊂ Nλ(α(t)). De
manera similar, α(t) ⊂ Nλ(α(s)). Con lo cual H(α(s), α(t)) < λ. Por tanto
α es continua.

Dados s ∈ [0, 1] y (p, a) ∈ L(s), la distancia entre (p, a · c(µ(f(L(s))))) y
(p, q) es igual a d(c(µ(f(L(s)))), 1) < 5ε. De manera que H(α(s),L(s)) < 5ε.

Para cada s ∈ [0, 1] se tiene que f(L(s)) ∈ N , aśı que f(L(s)) =
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N (µ(f(L(s)))). Entonces

f(α(s)) = {a · c(µ(f(L(s)))) : (p, a) ∈ L(s)}
= f(L(s)) · c(µ(f(L(s))))

= N (µ(f(L(s)))) · c(µ(f(L(s))))

=M(µ(f(L(s)))).

Como L(0) es un conjunto singular, f(L(0)) también lo es. Aśı que µ(f(L(0))) =
0 y M(µ(f(L(0)))) es el conjunto singular donde inicia M. De manera que
f(α(0) =M(µ(f(L(0))))) es el conjunto singular contenido en M. Por otra
parte, f(α(1)) = M(µ(f(L(1)))) = M(µ(f(X × S1))) = M(µ(S1)) =
M(1) = S1. Aśı que f(α(1)) es el otro extremo de M. De manera que
C(f)(Im α) es un subcontinuo deM que contiene a los extremos deM. Por
tanto C(f)(Im α) =M.

Para cada t ∈ [0, 1], sea β(t) =
⋃
{α(s) : s ∈ [0, t]}. Por el Ejercicio

11.5 de [16], β(t) ∈ C(X × S1) y la función β es continua. Notemos que si
r ≤ t, entonces β(r) ⊂ β(t). De manera que Im β es un arco ordenado en
C(X × S1). Notemos que β(0) = {α(0)} ∈ F1(X × S1). Podemos extender
el arco ordenado Im β a un arco ordenado P , simplemente tomando un arco
ordenado que una a β(1) con X × S1 y uniéndoselo a Im β.

De manera que el conjunto B = {f(β(t)) : t ∈ [0, 1]} es un arco ordenado
en C(S1). Ya que C(f)(β(0)) = C(f)({α(0)}) = {f(α(0))} es un conjunto
singular y C(f)(β(1)) ⊃ C(f)(α(1)) = f(α(1)) = S1, B es un arco ordenado
largo en C(S1).

Dado t ∈ [0, 1], C(f)(β(t)) = f(
⋃
{α(s) : s ∈ [0, t]}) =

⋃
{f(α(s)) : s ∈

[0, t]}. Sea C = {f(α(s)) : s ∈ [0, t]}. Entonces C es un subcontinuo del arco
ordenado M, aśı que C es un subarco de M. Sea M = máx C (en el orden
de la contención de M). Entonces M =

⋃
{C : C ∈ C} = C(f)(β(t)). De

manera que B es un arco ordenado largo contenido enM. Por tanto B =M.
Dado N ∈ P\Im β, β(1) ⊂ N . De manera que S1 = f(β(1)) ⊂ f(N). Aśı que
C(f)(N) = S1 ∈M = B. Esto prueba que C(f)(P) = B.

Dado s ∈ [0, 1], ya vimos que H(α(s),L(s)) < 5ε. Esto implica que, para
todo t ∈ [0, 1], H(

⋃
{α(s) : s ∈ [0, t]},

⋃
{L(s) : s ∈ [0, t]}) < 5ε. Es decir,

H(β(t),L(t)) < 5ε. En particular, H(β(1), X × S1) = H(β(1),L(1)) < 5ε.
Dado N ∈ P\Im β, β(1) ⊂ N ⊂ X × S1 ∈ L. Aśı que H(N,X × S1) < 5ε.
De aqúı se sigue que H0(P ,L) < 5ε.

Ya podemos completar el argumento de que AOL(f) es abierta. Sean U
un subconjunto abierto de AOL(X × S1), L ∈ U y ε > 0 tal que Bε(L) ⊂
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U. Dado M ∈ Bε(AOL(f)(L)), ya vimos que existe P ∈ Bε(L) tal que
AOL(f)(P) = M. De manera que Bε(AOL(f)(L)) ⊂ AOL(f)(Bε(L)) ⊂
AOL(f)(U). Entonces AOL(f)(L) es un punto interior de AOL(f)(U). De
manera que AOL(f)(U) es abierto en AOL(S1). Por tanto AOL(f) es abierta.

�

En los art́ıculos [3], [4] y [5] se estudia la apertura de la función inducida
C(f) de la función proyección f : X × Y → X. En particular, se prueba que
para una f de éstas y cuando X = S1, entonces C(f) no es abierta (Teorema
2 de [3]). Si comparamos este hecho con el Teorema 8.15, notamos que el
comportamiento de la apertura de C(f) y la de AOL(f) es diferente. En esta
dirección la pregunta siguiente es interesante.

PREGUNTA 8.16. ¿Cuáles otros continuos Y , además de [0, 1] y S1 tienen
la propiedad de que si f : X × Y → Y es la proyección sobre la segunda
coordenada, entonces la función AOL(f) es abierta?

8.5. Ligereza

DEFINICIÓN 8.17. Una función continua entre compactos f : X → Y
se llama ligera si f(A) es un continuo no degenerado siempre que A es no
degenerado.

TEOREMA 8.18. Sean X, Y continuos y f : X → Y una función continua
y suprayectiva. Entonces la función AOL(f) es ligera si y sólo si f es ligera
y AOL(f)|AOL(x,X) es ligera para todo x ∈ X

Demostración. ⇒). Si f no es ligera, entonces existen subcontinuo no degene-
rado A de X y y ∈ Y tal que f(A) = {y}. SeaM un arco ordenado en C(X)
que une a A con X. El conjunto L = {f(M) : M ∈M} es un arco ordenado
largo en Y . Notemos que AOL(A) es un continuo no trivial, y para cada ele-
mento N ∈ AOL(A) se tiene que N ∪M es un arco ordenado largo en C(X),
ya que la función ϕ : AOL(A) → AOL(X) definida por ϕ(N ) = N ∪M es
continua e inyectiva, tenemos que {N ∪M : N ∈ AOL(A)} es un subconti-
nuo no degenerado de AOL(X). Además AOL(f)(N ∪M) = {f(N) : N ∈
N} ∪ {f(M) : M ∈ M} = {{y}} ∪ L = L. Aśı, AOL(f)−1(L) contiene al
conjunto no degenerado {N ∪M : N ∈ AOL(A)}. Por tanto AOL(f) no
es ligera. Si AOL(f) es ligera, entonces también lo es AOL(f)|AOL(x,X) para
todo x ∈ X.
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⇐). Supongamos que f es ligera y que AOL(f)|AOL(x,X) es ligera para
todo x ∈ X. Sean PX : AOL(X) → X la función que a cada elemento de
AOL(X) le asocia su punto inicial, y PY : AOL(Y ) → Y la función corres-
pondiente para Y . Por el Lema 2.14, PX y PY son funciones continuas. Sean B
un subcontinuo no trivial de AOL(X), C = PX(B) y D = PY (AOL(f)(B)).
Dado L ∈ B, sea p = PX(L). Entonces {p} ∈ L y {f(p)} = f({p}) ∈
AOL(f)(L). De manera que PY (AOL(f)(L)) = {f(p)} = f({PX(L)}). Es-
to prueba que PY (AOL(f)(B)) = f(PX(B)). Es decir, D = f(C). Si C es
no degenerado, como f es ligera, entonces D es no degenerado. Con lo cual
AOL(f)(B) es no degenerado. Si C es degenerado, sea x ∈ X tal que C = {x},
entonces B ⊂ AOL(x,X), con lo cual AOL(f)(B) = AOL(f)|AOL(x,X)(B),
que es no degenerado, pues = AOL(f)|AOL(x,X) es una función ligera. Por
tanto, AOL(f) es una función ligera. �

EJEMPLO 8.19. En la suficiencia del Teorema 8.18, es necesario pedir la
condición de que AOL(f)|AOL(x,X) es ligera para todo x ∈ X.

Consideremos S1 como la circunferencia unitaria en C. Sea c : S1 → S1 la
función elevar al cuadrado. Entonces c es una función ligera, pues c−1(z) es
un conjunto de dos puntos, para cualquier z ∈ S1. Veamos que AOL(f) no es
una función ligera. Sean A la semicircunferencia que consiste de los números
en S1 con parte imaginaria no negativa y A = {L ∈ AOL(S1) : {1}, A ∈ L}.
Notemos que A no es degenerado, pues hay muchas maneras de crecer desde
A hasta S1, por arcos ordenado. Sea A1 el único arco ordenado en C(S1)
que une a {1} con A. Notemos que AO(A, S1) es homeomorfo a A, bajo el
homeomorfismo que a N le asocia A1 ∪ N . Sea A−1 el único arco ordenado
que une a {−1} con −A. Definimos L = A1 ∪ {A ∪ L : L ∈ A−1}. Entonces
L es el arco ordenado largo en C(S1) que une a {1} con S1 y que rellena
siguiendo la dirección contraria de las manecillas del reloj. Para cadaM∈ A,
se tiene que AOL(f)(M) = L. Entonces AOL(f) no es ligera, y tampoco es
ligera la función AOL(f)|AOL(1,S1).

TEOREMA 8.20. Sean X, Y continuos, con X hereditariamente indescom-
ponible. Entonces una función continua y suprayectiva f : X → Y es ligera
si y sólo si AOL(f) es ligera.

Demostración. ⇒). Ya que X es hereditariamente indescomponible, enton-
ces AOL(x,X) es un continuo degenerado para todo x ∈ X. Con lo cual
AOL(f)|AOL(x,X) es una función ligera para todo x ∈ X. Por el Teorema
8.18, AOL(f) es ligera.
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⇐). Esta implicación es inmediata del Teorema 8.18. �

Si tenemos una función f : [0, 1]→ [0, 1] continua y suprayectiva tal que
AOL(f) es ligera, entonces f tiene que ser un homeomorfismo, como veremos
a continuación.

TEOREMA 8.21. Sea f : X → Y continua y suprayectiva tal que AOL(f)
es ligera. Supongamos que A,B ∈ C(X) satisfacen que f(A) = f(B) y A ∩
B 6= ∅, entonces todo arco ordenado largo en C(X) que contiene a A, contiene
también a A ∪B.

Demostración. Supongamos que existe L ∈ AOL(X) tal que A ∈ L y A ∪
B /∈ L. Sea α : [0, 1] → C(X) una función continua tal que α(0) = A,
α(1) = A ∪B, y si s ≤ t, α(s) ( α(t).

Para cada t ∈ [0, 1], sea β(t) = {L : L ∈ L y L ⊂ A}∪α([0, t])∪{α(t)∪L :
L ∈ L y A ⊂ L}.

Veamos que para cada t ∈ [0, 1], β(t) ∈ AOL(X). Esto se debe a que
{L : L ∈ L y L ⊂ A} es un arco ordenado que une a un conjunto singular
con A; α([0, t]) es un arco ordenado que une a A con α(t) y {α(t)∪L : L ∈ L
y A ⊂ L} es un arco ordenado que une a α(t) con X.

Aseguramos que β no es constante. Observemos que β(0) = L, y como
A ∪B ∈ β(1), tenemos que β(0) 6= β(1). Por tanto β no es constante.

Aseguramos que, para todo t ∈ [0, 1], AOL(f)(β(t)) = AOL(f)(L). Por
definición AOL(f)(β(t)) = {f(L) : L ∈ L y L ⊂ A} ∪ {f(α(s)) : 0 ≤ s ≤
t} ∪ {f(α(t) ∪ L) : L ∈ L y A ⊂ L}. Para cualquier s ∈ [0, 1], se tiene que
f(A) ⊂ f(α(s)) ⊂ f(A ∪B) = f(A), de modo que f(α(s)) = f(A); si L ∈ L
y A ⊂ L, entonces f(α(t) ∪ L) = f(α(t)) ∪ f(L) = f(A) ∪ f(L) = f(L). Por
tanto AOL(f)(β(t)) = {f(L) : L ∈ L} = AOL(f)(L).

Hemos probado que Im β es un subcontinuo no degenerado de AOL(X)
tal que AOL(f)(Im β) es un conjunto con sólo un elemento. Por tanto
AOL(f) no es ligera. �

EJEMPLO 8.22. En el Teorema 8.21, la existencia de dos subcontinuos A
y B con las condiciones mencionadas no es suficiente para que AOL(f) sea
ligera.

Sean X un continuo hereditariamente indescomponible, Z un subconti-
nuo no trivial de X, Y = X/Z (el continuo que se obtiene de X cuando todo
Z se identifica en un punto) y f : X → Y la función cociente. Claramente f
no es ligera, y por el Teorema 8.18, AOL(f) tampoco es ligera. Elegimos dos
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subcontinuos A y B de Z tales que A ( B. Como Y es hereditariamente in-
descomponible, todo arco ordenado largo que contiene a A, contiene también
a A ∪B = B.

TEOREMA 8.23. Sea f : X → Y continua, suprayectiva, ligera. Si se
satisface que para cualesquiera A,B ∈ C(X) tales que f(A) = f(B) y A∩B 6=
∅, todo arco ordenado largo que contiene a A contiene a A ∪ B, entonces
AOL(f) es una función ligera, y para todo x ∈ X, AOL(f)|AOL(x,X) es una
función inyectiva.

Demostración. Supongamos que el teorema no es cierto. Analicemos las dos
posibilidades.

(A) AOL(f) no es una función ligera. En este caso, existe un subcontinuo
no degenerado B de AOL(X) tal que AOL(f)(B) es un conjunto de un
solo elemento. Sea K ∈ AOL(Y ) tal que {K} = AOL(f)(B). Tomemos
y ∈ Y el punto inicial de K. Para L ∈ B y x ∈ X el punto inicial de
L, tenemos que K = {f(L) : L ∈ L} y f(x) = y. De manera que B ⊂⋃
{AOL(x,X) : x ∈ f−1(y)}. Sea P : B → X dada por P (L) =punto

inicial de L. Como P es continua, tenemos que P (B) es un subcontinuo
de X tal que, para todo x ∈ P (B), f(x) = y. Aśı que f(P (B)) = {y}.
Como f es ligera, tenemos que P (B) es un conjunto singular. De manera
que existe x ∈ X tal que P (B) = {x}. Aśı pues, P (B) = {x}.
Elegimos L,M∈ B distintos.

(B) Existe x ∈ X tal que AOL(x,X)|AOL(x,X) no es una función inyectiva.
Entonces existen L,M∈ AOL(x,X) diferentes tales que AOL(f)(L) =
AOL(f)(M). Sea K = AOL(f)(L).

A partir de este momento, no distinguiremos si estamos suponiendo (A) o
(B), sólo usaremos las propiedades de L,M y K.

Sea N ⊂ M\L un subcontinuo no degenerado. Entonces N es un arco
ordenado.

Mostraremos que C(f) es constante en N . Supongamos, por el contrario,
que existen N1,M1 ∈ N tales que f(N1) 6= f(N2). Podemos suponer que
N1 ( M1. Entonces f(N1) ( f(M1). Sea N el máximo elemento de N ∩
(C(f)−1(f(N1))) (con el orden dado por la inclusión, tal máximo existe, pues
el conjunto referido es cerrado y no vaćıo). No puede ocurrir que M1 ⊂ N ,
pues en este caso, f(N1) ( f(M1) ⊂ f(N) = f(N1), lo cual es absurdo. De
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manera que N ⊂ M1. Entonces para cada M ∈ < tal que N ( M , tenemos
que:

(a) Si M ⊂ N , por la maximalidad de N , M no puede estar en N ∩
(C(f)−1(f(N1))), aśı que f(N) 6= f(M), y como f(N) ⊂ f(M), con-
cluimos que f(N) ( f(M).

(b) Si M /∈ N , como N es un subarco de M y M /∈ N , no puede ocurrir
que N ⊂M ⊂M1. Aśı que M1 ⊂M . Esto implica que f(N) = f(N1) (
f(M1) ⊂ f(M). De modo que f(N) ( f(M). Hemos mostrado que
f(N) ( f(M) para todo M ∈M tal que N (M .

Recordemos que C(f)(L) = K = C(f)(M). De manera que existe L ∈ L
tal que f(L) = f(N). Como x ∈ N ∩ L, podemos aplicar la hipótesis a
N,K y L, aśı L ∪ N ∈ L. Por tanto N 6= L ∪ N (pues N ∈ M\L). Como
f(L ∪ N) = f(N) ∪ f(L) = f(N) y N ∩ (N ∪ L) 6= ∅, podemos aplicar la
hipótesis ahora a N,L ∪ N y M para concluir que L ∪ N ∈ M. Por lo que
probamos en el párrafo anterior, f(N) ( f(N ∪ L) = f(N), lo cual es una
contradicción. Por tanto C(f) es constante en N .

Sea M ∈ M\L. Como {x} ∈ M∩ L es un subconjunto cerrado del arco
M, podemos tomar el máximo (con la contención) elemento A del conjunto
M∩L que está contenido en M . También podemos tomar el mı́nimo elemento
B de M∩ L que contiene a M . Entonces A ⊂ M ⊂ B. Como A,B ∈ L y
M /∈ L, obtenemos que A ( B. Sean A el subarco (ordenado) de L que une a
A con B y B el subarco ordenado deM que une a A con B. Por la definición
de A y B, se tiene que A ∩ B = {A,B}. Si N es un subarco de B que no
tiene a sus extremos, tenemos que N ⊂ M\L. Por lo que probamos antes,
C(f) es constante en N . Como B se puede aproximar por los arcos N , por la
continuidad de C(f), tenemos que C(f) es constante en B. Como los papeles
de A y B son simétricos, C(f) también es constante en A. Sea C ∈ B tal que
A ( C ( B. Entonces C /∈ L, pero f(A) = f(C) = f(B), C ∪ A = C y L
es un arco ordenado que contiene a A pero no contiene a C = C ∪A, lo que
contradice la hipótesis.

Esto prueba que, o bien AOL(f) es ligera, o que para todo x ∈ X,
AOL(f)|AOL(x,X) es una función inyectiva. �

TEOREMA 8.24. Sean X, Y continuos y f : X → Y una función continua
y suprayectiva. Entonces la función AOL(f) es ligera si y sólo si f es ligera
y AOL(f)|AOL(x,X) es inyectiva para todo x ∈ X
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Demostración. ⇐). Es consecuencia del Teorema 8.18, pues siAOL(f)|AOL(x,X)

es inyectiva, también es ligera.
⇒). Supongamos que AOL(f) es ligera. Por los teoremas 8.18 y 8.21,

f es ligera y para todo A,B ∈ C(X) tal que A ∩ B 6= ∅, si L ∈ AOL(X)
contiene a A, contiene también a B. Por el Teorema 8.23, AOL(f)|AOL(x,X)

es inyectiva para todo x ∈ X. �

LEMA 8.25. Sea f : [a, b]→ [0, 1] una función continua y no constante tal
que f(a) = f(b). Entonces existen r, s, t ∈ [a, b] tales que a < r < s < t < b
y f([r, s]) = f([s, t]).

Demostración. Sean s ∈ [a, b] un punto donde f alcanza su mı́nimo y w ∈
[a, b] donde f alcanza su máximo. Como f no es constante, se tiene que
f(a) 6= f(s) o f(b) 6= f(w).

Si f(a) 6= f(s), entonces f(s) < f(a). Sean r el máximo elemento de [a, s]

tal que f(r) = f(a)+f(s)
2

y t el mı́nimo elemento de [s, b] tal que f(t) = f(a)+f(s)
2

.

Entonces a < r < s < t < b y f([r, s]) = [f(r), f(a)+f(s)
2

] = f([s, t]).
Si f(a) 6= f(w), entonces f(w) < f(a). Sean r el máximo elemento de

[a, w] tal que f(r) = f(a)+f(w)
2

y t el mı́nimo elemento de [w, b] tal que f(t) =
f(a)+f(w)

2
. Entonces a < r < w < t < b y f([r, w]) = [f(r), f(a)+f(w)

2
] =

f([w, t]). �

TEOREMA 8.26. Sea f : [0, 1]→ [0, 1] continua y suprayectiva. Si AOL(f)
es ligera, entonces f es un homeomorfismo.

Demostración. Por el Teorema 8.24, f es una función ligera. Supongamos que
f no es un homeomorfismo. Entonces f no es inyectiva, por tanto existen
elementos distinto a, b ∈ [0, 1] tales que f(a) = f(b). Como f es ligera,
f([a, b]) no es constante. Por el Lema 8.25, existen r, s, t ∈ [a, b] tales que 0 ≤
a < r < s < t < b ≤ 1 y f([r, s]) = f([s, t]). Esto nos da una contradicicón,
pues los subcontinuos [p,m] y [m, q] no satisfacen la conclusión del Teorema
8.21, ya que hay un arco ordenado largo L que contiene a [r, s] y a [0, s], y
entonces [r, t] no es un elemento de L. Esta contradicción prueba que f es
inyectiva, y como es suprayectiva, entonces es un homeomorfismo. �

TEOREMA 8.27. Sean X un continuo arco conexo y f : X → [0, 1] una
función continua y suprayectiva. Si AOL(f) es ligera, entonces f es un ho-
meomorfismo.
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Demostración. Supongamos que f no es un homeomorfismo. Entonces f no
es inyectiva. Aśı que existen dos puntos distintos p, q ∈ X tales que f(p) =
f(q). Sea α : [0, 1] → X una función continua e inyectiva tal que α(0) = p,
α(1) = q. Por el Teorema 8.18, f es ligera, de manera que f(α([0, 1])) es
no degenerado y entonces f ◦ α no es constante. Por el Lema 8.25, existen
r, s, t ∈ [0, 1] tales que 0 < r < s < t < 1 y f(α([r, s])) = f(α([s, t])). Sea
L ∈ AOL(X) tal que α([r, s]) ∈ L y α([0, s]) ∈ L. Entonces α([r, t]) /∈ L. Esto
es una contradicción pues los subcontinuos α([r, s]) y α([s, t]) no satisfacen
la conclusión del Teorema 8.23. Por tanto f es un homeomorfismo. �

EJEMPLO 8.28. En el Teorema 8.27, no es posible cambiar [0, 1] por la
circunferencia S1.

Sean S1 la circunferencia unitaria en C y f : [0, 1]→ S1 la función expo-
nencial, es decir, f(t) = e2πit. Notemos que, para a, b ∈ [0, 1] las condiciones
a 6= b y f(a) = f(b) sólo son posibles a = 0 y b = 1, o a = 1 y b = 0.
Veamos que AOL(f) es inyectiva, y por tanto ligera. Sean A,B elementos
no degenerados de C(X) tales que f(A) = f(B) y A 6= B. Entonces existe
a ∈ A\B o b ∈ B\A. Sin pérdida de generalidad, intercambiando A y B
si es necesario, podemos suponer que existe a ∈ A\B. Como B es cerrado,
existe una vecindad U de a en A tal que U está contenida en A\B. Como U
tiene más de tres puntos, existe x ∈ U tal que x 6= 0, 1. Como f(A) = f(B),
existe y ∈ B tal que f(x) = f(y), y como f−1(f(x)) = {x}, concluimos que
x = y ∈ B, lo cual es absurdo. Hemos probado que no existen dos elemen-
tos distintos y no degenerados A,B ∈ C(X) tales que f(A) = f(B). Sean
L,M∈ AOL(X) tales que AOL(f)(L) = AOL(f)(M). Entonces para cada
elemento no degenerado L ∈ L, existe M ∈ M tal que f(L) = f(M), No-
temos que M no puede ser degenerado, pues f(L) no es degenerado. Por lo
que vimos antes, L = M . Esto prueba que {L : L ∈ L y L no es degenerado
} ⊂ M. Como M es compacto, L ⊂ M. Por la Proposición 2.4, L = M.
Por tanto AOL(f) es ligera.

EJEMPLO 8.29. En el Teorema 8.27, no es posible cambiar X por un
continuo encadenable.

Sea P el seudoarco. El cual se caracteriza por ser el único continuo he-
reditariamente indescomponible y encadenable (ver [18]). En particular, P
no contiene arcos. Como P es un continuo plano, lo podemos considerar en-
cajado en [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2. Sea f : P → [0, 1] la proyección a la primera
coordenada. También podemos suponer que f es suprayectiva. Para cada
t ∈ [0, 1], f−1(t) es un subconjunto de P contenido en {t} × R, y como P
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no contiene arcos, entonces f−1(t) no contiene ningún subcontinuo propio no
degenerado. Entonces f es ligera, y como P es hereditariamente indescom-
ponible, por el Teorema 8.20, AOL(f) también es ligera, pero f no es un
homeomorfismo.
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