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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. A par-
tir de un continuo X se pueden definir otros continuos, como por ejemplo
C(X), que es el conjunto de subcontinuos de X; 2%, que es el conjunto cuyos
elementos son los subconjuntos cerrados de X; F,,(X), que es el conjunto
cuyos elementos son los subconjuntos de X con a lo mas n elementos, para n
un nimero natural; C,(X), que consiste de los subconjuntos cerrados de X
con a lo mas n componentes, etc, los anteriores ejemplos estan dotados con
la topologia inducida por la métrica de Hausdorff (2.1 de [16]). En este tipo
de construcciones, uno se puede preguntar qué tipos de propiedades de X se
heredan a los nuevos espacios creados, o viceversa.

Si tomamos dos elementos A, B € C'(X) tales que A C B, es conocido
que existe un arco ordenado « en C(X) que los une (14.6 de [IN]), es decir,
a es un subcontinuo de C'(X) homeomorfo a un arco, cuyos extremos son A
y B, tal que para cualesquiera dos elementos J, K € « se tiene que J C K o
K C J. Un arco ordenado largo en C(X) es un arco ordenado en C'(X) que
une a un elemento de la forma {z} (r € X) con X.

Sea AO(X) el conjunto que contiene a todos los arcos ordenados de C'(X),
junto con los elementos de la forma {J}, con J € C'(X), este conjunto fue
estudiado por Curtis y Lynch ([6]), cuando X es un continuo localmente
conexo, y caracterizaron aquellos continuos X para los que AO(X) es un
cubo de Hilbert, es decir, un producto numerable de intervalos [0, 1].

De la investigacién de Curtis y Lynch se observa que X y AO(X) no
comparten muchas propiedades, por esta razon, en esta tesis introducimos
y estudiamos el conjunto AOL(X) de todos los arcos ordenados largos en
C'(X), investigamos qué propiedades se heredan de X a AOL(X) y viceversa.
También estudiamos cierto tipo de funciones entre los espacios de la forma
AOL(X), y observamos que AOL(X) es mas parecido a X que AO(X).

Dados un continuo X y un elemento x € X, se construye el hiperespacio



AOL(x, X) de todos los arcos ordenados largos que unen a {z} con X. Uno
de los resultados principales de esta tesis es que los conjuntos de la forma
AOL(xz,X) o son degenerados (es decir, poseen un solo elemento), o son
homeomorfos al cubo de Hilbert.



Capitulo 1

Preliminares

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Diremos
que un continuo es degenerado cuando posee un solo punto, y es no degene-
rado cuando tiene mas de un punto. En este trabajo, todos los continuos
considerados seran no degenerados, a menos que se indique explicitamente lo
contrario.

Dado un continuo X, usualmente denotaremos su métrica por d y llama-
remos C(X) al espacio de todos los subcontinuos de X, es decir, todos los
subconjuntos de X compactos, conexos y no vacios. A C'(X) lo llamaremos
el hiperespacio de subcontinuos de X.

Usaremos en la tesis el siguiente lema.

LEMA 1.1. Sean X un espacio compacto, {x,}5°, una sucesion en X y
x € X. Entonces limx, = x si y sélo si toda subsucesion convergente de de
{2,}5°, converge a x.

Dados un subconjunto no vacio A C X y un punto p € X, definimos

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.
Podemos definir una métrica H en C'(X), llamada métrica de Hausdorff
( ver Definicién (0.1) de [20]) de la siguiente manera. Para dos elementos
A, B € C(X), sea
H(A,B)=inf{e >0: AC N.(B)y BC N.(A)},
donde
N.(A) ={z e X :d(z,A) < e},
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al conjunto N.(A) se le llama la nube alrededor de A de radio €.

En el teorema 1.13 de [20] se demuestra que el hiperespacio C'(X), dotado
de la métrica de Hausdorff H, resulta ser un continuo. Cuando hablemos de
topologia o convergencia en C'(X), supondremos que es con la métrica H.

La métrica H induce una métrica a C'(C(X)), que denotaremos por H
para distinguirla de H.

Definimos Fy(X) = {{z} : v € X} C C(X), a este espacio lo llamamos el
hiperespacio de singulares de X. Es facil ver que la funcién de X en Fj(X)
que envia a x en {x} es una isometria. Como consecuencia de esto, tenemos
que X y F;(X) son isomorfos.

PROPOSICION 1.2. Sea X un continuo. Si A, B son subcontinuos de X
y a € a, entonces d(a, B) < H(A, B).

Demostracion. Sea € > 0 tal que A C N.(B) y B C N.(A). Entonces a €
N.(A), con lo cual d(a, B) < €. Se sigue entonces que d(a, B) es cota inferior
de tales numeros . Por tanto d(a, B) < H(A, B). |

Dados un continuo X, x € X y € > 0, definimos
Be(z) ={p e X :d(p,z) <e},
este conjunto se llama la bola de radio € centrada en x.
LEMA 1.3. Sean X un continuo, A, B € C(X) y e > 0. Entonces
@) No(4) = U{B.(a) : a € A},
b) N:(A) es abierto en X, y
c) H(A,B) < e sty sélo si AC N.(B) y BC N.(A).

Demostracion. a) Sea x € N.(A). Entonces d(z, A) < €, de modo que existe
a € Atal que d(z,a) < €. Luego x € B.(a). Por otra parte, si empezamos
con z € B.(a) para algin a € A, entonces d(z, A) < d(z,a) < €. Asi que
x € N.(A).

b) Es inmediato de a).

c¢) Supongamos que H(A, B) < e. Entonces existe § > 0 tal que § < ¢,
A C Ns(B) C N.(B)y BC Ns(A) C N.(A).



Ahora supongamos que A C N.(B)y B C N.(A). Dado a € A, se tiene
que a € N.(B), asi que d(a, B) < e. De manera que existe b € B tal
que d(a,b) < e. Elegimos 6, > 0 tal que d(a,b) < J, < e. Entonces
a € N;, (B). Con esto hemos probado que A C |J{Ns,(B) : a € A}.
Como A es compacto, existen n € N y ay,...,a, € A tales que A C
Ns, (B) U--- U Nj, (B). Podemos suponer que o, < -+ < dg, < €.
Asi que A C Ns, (B). Similarmente, existe n € (0,¢) tal que B C N,(A).
Sea A = méax{d,,,n}. Entonces 0 < X <e, AC N,(B)y B C Ny(A). Por
definicién H(A, B) < A < . Esto termina la prueba del lema.

|

Veamos una relacion de la convergencia en C'(X) con la convergencia en

X.

PROPOSICION 1.4. Sean X un continuo y {A,}°°, una sucesion de sub-
continuos de X que converge a un elemento A € C(X), con la métrica de
Hausdorff. Entonces A = {x € X : existe una sucesion {a,}>2, en X tal que
lima, =z y a, € A, para todo n € N}.

Demostracion. Sea B = {x € X : existe una sucesion {a,}>>, en X tal que
lima, =z y a, € A, para todo n € N}.

Sea z € A. Como lim A, = A, tenemos que lim H(A,, A) = 0. Por la
Proposicién 1.2, d(x, A,) < H(A, A,). De manera que limd(z, A,) = 0.
Para cada n € N, como A, es compacto, podemos tomar a, € A, tal que
d(z, A,) = d(z,ay). Entonces limd(z, a,) = 0 y lima,, = z. Esto prueba que
x € B. Por tanto A C B.

Sean z € By {a,}>°, una sucesién en X tales que lima,, =z y a, € A,
para todon € N. Dada e > 0, sean € N tal que d(z,a,) <ey H(A, A,) <e.
Por el Lema 1.3, a,, € A, C N.(A). Entonces existe a € A tal que d(a,,a) <
e. Luego d(z,a) < d(z,a,) + d(a,,a) < 2¢, con lo cual d(x, A) < 2¢. Como
esto ocurre para todo € > 0 y A es cerrado, concluimos que z € A. Hemos
demostrado que B C A y esto termina la prueba de la proposicién. [

Veamos otra nocién equivalente a la convergencia en C(X).
DEFINICION 1.5. Sean X un continuo y {A,}°, una sucesién en C'(X).

Definimos

liminf A, = {z € X : si U es un abierto de X tal que x € U, entonces

UN A, # () salvo para una cantidad finita de ntimeros n}, y



limsup A, = {x € X : si U es un abierto de X tal que = € U, entonces

U N A, # 0 para una cantidad infinita de ntimeros n}.

Los conjuntos definidos arriba se llaman [imite inferior de {A,}0°, v
limite superior de {A,}5°,, respectivamente.

PROPOSICION 1.6 (Teorema 0.7 de [20]). Sea X un continuo. Entonces
una sucesion {A,}>2, en C(X) converge a un elemento A € C(X) si y sdlo
st liminf A,, = A = limsup A,,.

TEOREMA 1.7. Sean X un continuo, {A,}22, y {B,}2, dos sucesiones
en C(X) convergentes a elementos A y B de C(X), respectivamente. Si para
todo n € N se tiene que A, C B, entonces A C B.

Demostracion. Seax € A. Por la Proposicién 1.4, existe una sucesion {a,, }5°
en X tal que lima,, = r y a, € A, C B, para todo n. La misma sucesion
nos dice que x € B. [ |

DEFINICION 1.8. Dada una funcién continua entre continuos f: X =Y,
la funcion inducida por f es la funcién C(f) : C(X) — C(Y) definida, para
cada A € C(X), por C(f)(A) = f(A), la imagen de A bajo f.

La funcién inducida de una funcién continua también es continua, como
veremos a continuacion.

TEOREMA 1.9 (Ejercicio 0.67 de [20]). Sea f : X — Y wuna funcion
continua entre continuos. Entonces la funcion inducida C(f) es continua.

Demostracion. Sea € > 0. Como f es continua entre métricos compactos,
existe 0 > 0 tal que si z,y € X satisfacen que d(z,y) < J, entonces
d(f(z), f(y)) <e.

Sean A, B € C(X) tales que H(A,B) < §, esto es, A C Ns(B) y B C
N;(A). Entonces f(A) C f(Ns(B)) C N.(f(B)). Andlogamente se tiene que
f(B) C N.(f(A)). Por tanto H(f(A), f(B)) < . |

PROPOSICION 1.10. Seah: X — Y un homeomorfismo entre continuos.
Entonces C'(h) : C(X) — C(Y) es homeomorfismo.

Demostracion. Por el teorema anterior, C'(h) es continua.

Sea Aj, As elementos distintos de C'(X). Intercambiando A; con Ay si
es necesario, existe a € A;\Ay. Por tanto h(a) € h(A;)\h(Az), es decir,
C'(h)(A;y) es distinto de C'(h)(As).



Sea B € C(Y). Al ser h homeomorfismo, se tiene que h~'(B) es un sub-
continuo de X,y h(h~(B)) = B. Hemos demostrado, pues, que C'(h) es una
funcion continua biyectiva entre métricos compactos, por tanto homeomor-

fismo. [ |

Para cualquier continuo X, existen funciones continuas p : C'(X) — [0, 1]
que satisfacen las siguientes dos propiedades:

a) Para todo x € X, u({z}) =0,y
b) Si A, B € C(X) satisfacen que A C B, entonces pu(A) < u(B).

A tales funciones se les llama funciones de Whitney en C(X). Es posible
encontrar varias construcciones de funciones de Whitney en la Seccion 0.50
de [20]. Cuando X es no degenerado, podemos ademéds pedir que pu(X) = 1.
En esta tesis las funciones de Whitney satisfaran esta propiedad, a menos
que se indique explicitamente lo contrario.

TEOREMA 1.11. Sean X un continuo y u : C(X) — [0,1] una funcion
de Whitney. Entonces para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todos A, B €
C(X), st AC B y u(B) — u(A) < 9, entonces H(A, B) < ¢.

Demostracion. Supongamos que el teorema no es cierto. Entonces existe ¢ >
0 tal que para cada n € N, existen A,, B, € C(X) tales que A, C B,,
w(B,) — u(A,) < Ly H(A,, B,) > e. Tomando una subsucesién si fuera
necesario, podemos suponer que existen A, B € C(X) tales que lim A4,, = A
y lim B,, = B. Por la continuidad de la métrica, H(A, B) > €. Por el Teorema
1.7, A C B. Ya que 0 < p(B,) — pu(A,) < <, obtenemos que p(A) = pu(B).
Por la definicion de funcion de Whitney, A = B, esto es una contradiccién
porque H(A, B) > ¢ > 0. Esto completa la prueba del teorema. |

Cuando tenemos una funcion de Whitney p dada, diremos que dos sub-
continuos A, B € C(X) tienen la misma medida si u(A) = u(B).



Capitulo 2

Arcos ordenados largos

En este capitulo introducimos los arcos ordenados largos, y veremos sus
propiedades bésicas.

DEFINICION 2.1. Sea X un continuo. Un subconjunto A de C(X) se
llama ordenado si para todo par de elementos A, B € A, sucede que A C B
oBCA.

Cualquier subcontinuo ordenado y no degenerado de C'(X) es un arco, es
decir, homeomorfo a [0, 1], como veremos a continuacién.

TEOREMA 2.2. Sean X un continuo y A un subcontinuo no degenerado
y ordenado de C(X). Entonces A es homeomorfo al intervalo [0,1]. Ademds,
los extremos E y F de A satisfacen que, si E C F, entonces E C D C F
para todo D € A.

Demostracion. Sea pu : C(X) — [0,1] una funciéon de Whitney en C(X).
Tomemos A, B € A tales que pu(A) = p(B). Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que A C B. Por la definiciéon de funcién de Whitney, no se
puede cumplir que A C B. De modo que A = B, y por tanto, |4 es una
funcién inyectiva.

Como p|4 es una funcién inyectiva entre continuos, entonces es homeo-
morfismo sobre su imagen, la cual es un subcontinuo no degenerado de [0, 1].
Como los tnicos subcontinuos de [0, 1] son intervalos cerrados, se tiene que
A es homeomorfo a [0, 1].

Supongamos que p(A) = [a,b]. Sean E'y F los extremos de A. Entonces
pw({E,F}) = {a,b}. Si E C F, entonces p(E) < u(F), de manera que a =
w(E) y b= p(F). Dado D € A tal que D ¢ {E,F}, como u(E) = a <
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u(D) < by todo par de elementos de A son comparables con respecto a la
inclusién, tenemos que £ C D C F. [ |

Debido al teorema anterior, a los subcontinuos ordenados de C'(X) se les
otorga un nombre méas apropiado.

DEFINICION 2.3. Sea X un continuo. Un arco ordenado A en C(X) es un
subcontinuo ordenado (posiblemente degenerado) de C(X), si los extremos
de Ason F'y F, con E C F, diremos que A es un arco ordenado de F a
F. Un arco ordenado A en C(X) se llama arco ordenado largo si tiene como
elementos a X y a {z}, para algin x € X.

PROPOSICION 2.4. Sean X un continuo, A un arco ordenado en C(X)
yx € X tales que A contiene a {z} y a X. Entonces

a) A no contiene a ningin otro elemento singular,

b) dada una funcion de Whitney pn: C(X) — [0, 1], se tiene que u(A) = [0, 1]
y p es un homeomorfismo entre A y [0, 1],

c) los extremos de A son {z} y X, y
d) A es mazimal (no estd contenido propiamente en otro arco ordenado).
Demostracion. Sea p: C(X) — [0,1] una funcién de Whitney.

a) Tomemos A € C'(X) un singular distinto de {z}. Se tiene que {z} ¢ Ay
A ¢ {z}, por tanto A ¢ A.

b) En la demostracién del Teorema 2.2 vimos que p|4 es un homeomorfismo
en su imagen. Como p({z}) =0y u(X) =1, u(A) =[0,1], y

c) los extremos de A son u=(0) = {z} y p=(1) = X.

d) Sea B un arco ordenado tal que A C B. Entonces pu|g : B — [0,1] es
inyectiva. Como p(A) = [0, 1], tenemos que A no puede estar propiamente
contenido en B. Por tanto A es maximal.
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OBSERVACION 2.5. Por el Lema 1.11 de [22] y el Teorema 1.8 del mismo
libro, se tiene que para cualquier par de elementos A, B € C'(X), tales que
A C Bo B C A, existe un arco ordenado en C'(X) cuyos extremos son A
y B. Ademés, un arco ordenado es un subcontinuo de C'(X) y por tanto un

elemento de C(C(X)).

DEFINICION 2.6. Para un continuo X, A, B subcontinuos de X, tales
que A C B y un elemento x € X, sean

AOL(X) = {L : L es un arco ordenado largo en C'(X)},
AOL(QZ, X)={Le€ AOL(X) : {z} € L},
( B) ={L: L es un arco ordenado de A a B},y
AO(X) ={L : L es un arco ordenado en C(X)},

considerados con la topologia que heredan como subespacios de C'(C(X)).

OBSERVACION 2.7. Por la observacion 2.5, los conjuntos AOL(X), AOL(z, X),
AO(A, B) y AO(X) son no vacios. Por la proposicién 2.4, para cualquier arco
ordenado largo £ en C'(X), existe un tnico elemento = € X tal que {z} € L,

al que llamaremos el punto inicial de A.

Los conjuntos AOL(X) heredan la métrica Hy de C(C(X)). En los si-
guientes teoremas, demostraremos que dichos conjuntos son continuos.

TEOREMA 2.8. Sean X un continuo, v € X, A,B € C(X) tales que
A C B. Entonces los hiperespacios AO(X), AO(A, B) AOL(X) y AOL(z, X)
son subespacios cerrados de C(C(X)).

Demostracion. Primero mostraremos que AO(X) es cerrado en C(C(X)).
Sea {L£,,}5°, una sucesién de elementos de AO(X) C C(C(X)) que converge
a un elemento A € C(C(X)) . Probaremos que A es un elemento de AO(X).
Sean A, B € A, por la proposicién 1.4, existen sucesiones {A,}°2, v {B,}>;
tales que limA,, = A, limB, = By A,,B, € L, para todo n € N. De
modo que, para una infinidad de nimeros n se cumple que A,, C B,,, o para
infinidad de niimeros n se cumple que B, C A,,. Tomando una subsucesién e
intercambiando A con B si es necesario, podemos suponer que A,, C B,, para
todo n € N. Como A =1im A, y B = lim B,,, por el Teorema 1.7, tenemos
que A C B.

Asi pues, A es un subcontinuo ordenado de C(X). Esto prueba que
AO(X) es cerrado en C(C(X)), y por tanto AO(X) es compacto.
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Ahora veamos que AOL(X) es cerrado en AO(X). Sea {£,}5, una
sucesion de elementos de AOL(X) C AO(X) que converge a un elemento
A € AO(X). Ya sabemos que A es un arco ordenado, nos falta ver que es
largo. Como X € L, para todo n € N, por la Proposiciéon 1.4 obtenemos
que X € A. Para cada n € N, sea =, € X tal que {x,} € L,, pasando a
una subsucesién si es necesario, podemos suponer que lim x,, = x para algiin
x € X, entonces lim{z,, } = {z}. Nuevamente la Proposicién 1.4 implica que
{z} € A. Por tanto A es un subcontinuo ordenado de C(X) que contiene
como elementos a X y al singular {z}, la Proposicién 2.4 implica entonces
que A es un arco ordenado largo. Esto prueba que AOL(X) es cerrado en
AO(X). Por tanto AOL(X) es compacto.

Ahora veamos que AOL(x, X) es cerrado en AOL(X). Sea {L£,}>°, una
sucesion de elementos de AOL(x, X)) C AOL(X) que converge a un elemento
A € AOL(X). Ya sabemos que A es un arco ordenado largo. Como {z} € Ln
para todo n, la Proposicién 1.4 implica que {z} € A. Por la Proposicién 2.4,
el punto inicial de A es {x}. Con lo cual A € AOL(x, X). Estro prueba que
AOL(z, X) es cerrado en AOL(X), por tanto compacto.

Finalmente veamos que AO(A, B) es cerrado en AO(X). Sea {L£,}>2 , una
sucesion de elementos de AO(A, B) C AO(X) que converge a un elemento
A € AO(X). Ya sabemos que A es un arco ordenado. Como A, B € L,, para
todo n, la Proposicién 1.4 nos dice que A, B € A. Sea i : C(X) — [0, 1] una
funciéon de Whitney. Dados n € Ny D € L,,, como A y B son los extremos
de L, tenemos que A C D C B. De manera que u(A) < p(D) < u(B).
Entonces £, C u~ ([u(A), u(B)]). Por la Proposicién 1.4, cada elemento de
A es limite de elementos de |J{£, : n € N}. Como u'([u(A), u(B)]) es
cerrado, obtenemos que A C p'([u(A), u(B)]). De manera que pu|4 : A —
[1(A), u(B)] es un homeomorfismo. Con lo cual Ay B son los extremos de A.
Esto prueba que A € AO(X). Con esto concluimos que AO(X) es cerrado
en AO(X) y por tanto compacto. |

PROPOSICION 2.9. Sean X un continuo Yy p,q € X. Supongamos que
existe un homeomorfismo ¢ : X — X tal que p(p) = q. Entonces AOL(p, X)
es homeomorfo a AOL(q, X).

Demostracion. Aplicando la Proposicién 1.10, dos veces, obtenemos que la
funcién C'(C(p)) : C(C(X)) = C(C(X)) es un homeomorfismo.
Podemos definir una funcién AOL(y) : AOL(X) — AOL(X) por

AOL(¢) = C(C(9))| aoLp.x);
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la restriccién de C(C(p)) a AOL(p, X).

Dado A € AOL(p, X), se tiene que {p} € A, asi que {q} = o({p}) €
C(C(@))(A) = AOL(p)(A).

Por otra parte, X € A, entonces X = p(X) € AOL(yp)(A).

Si A,B € A, entonces A C B o B C A. Esto implica que ¢(A) C ¢(B)
0 ¢(B) C ¢(A). De manera que AOL(¢)(.A) es un arco ordenado largo, con
punto inicial {¢}.

Procediendo similarmente con AOL(p™!), obtenemos que AOL(p™") :
AOL(q, X) — AOL(p, X) esté bien definida, es continua, y es la inversa de
AOL(p). Por tanto AOL(p, X) y AOL(q, X ) son homeomorfos. [ |

OBSERVACION 2.10. Sean X un continuo, z : C'(X) — [0, 1] una funcién
de Whitney y A un arco ordenado en C'(X). Entonces para cualquier ¢ € p(.A)
existe un unico elemento A € A tal que u(A) = t. Denotaremos a este
elemento por A(t, 1), o simplemente A(t), si se sobreentiende quién es .
Considerando a A como una funcién de esta manera, se tiene que t — A(¢)
es la inversa de la funcién p|y4, y por tanto un homeomorfismo, ademés, si
s < t, entonces A(s) C A(t). Notemos que si £ es un arco ordenado largo en
C(X), entonces £(0) es el punto inicial de £, y £(1) = X.

Estamos interesados en probar que AOL(z, X) siempre es arco conexo.
Esto es consecuencia del siguiente resultado.

TEOREMA 2.11. Sean X un continuo, A, B subcontinuos de X tales que
A C B. Entonces el compacto AO(A, B) es conexo por trayectorias, y por
tanto continuo.

Demostracion. Tenemos que AO(A, B) es no vacio, por la Observacién 2.7.
Sean 1 : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney, t4 = u(A), y tg = u(B).

Consideremos £, M € AO(A, B). Para cada t € [0,1], sea 5(t) = t(tp) +
(1 —t)t4. Entonces definimos « : [0,1] — AO(A, B) por

a(t) ={L(r) :ta <r < BO}U{LBE) UM : M € Mj.

Como la funcién r — L(r) es continua, el conjunto {L(r) : t4 < r < (1)}
es un subconjunto ordenado de C(X), y por tanto es un arco ordenado que
une a A = L(ta) con L(B(t)). Por otra parte, para cada t € [0, 1], como
la funcién de M a C(X) que asigna a M € M el continuo L(5(t)) U M
es continua, tenemos que el conjunto {L(B(t)) UM : M € M} es un arco
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ordenado que une a L(5(t)) U A = L(5(t)) con L(5(t)) U B = B. Por tanto
a(t) es un arco ordenado que une a A con B.

Notemos que 5(0) = ta, asi que a(0) = {L(r) : ta <r <ts} U{L(ta) U
M:MeM}={AU{AUM : M € M} = M. Como (1) = tp, tenemos
que (1) ={L(r) i ta <r <tgU{L(tp) UM : M e M} =LU{BUM :
MeM}=LU{B} =L

Finalmente veamos que « es una funcién continua. Sea € > 0. Como la
funcién de [t4,tp] que a t le asigna L(t) es continua, existe 6 > 0 tal que si
s,t €]0,1] y |s —t| < 0, entonces H(L(s),L(t)) < e.

Sean s,t € [0,1] tales que |s—t| < J. Entonces |5(s) —B(t)| = |(s —t)tp+
(t—s)tal =|(s—t)(tg —ta)| < |s—t] <9, pues |tp — ta] < 1. Veremos que
Hy(a(s),a(t)) < e. Sea E € a(s), analizamos dos casos.

(a) Si E = L(r) para algin t4 < r < tg. Como |B(s) — B(t)] < ¢, existe
r1 € [ta, B(t)] tal que |r —ry| < 0 (en el caso que r < [3(t), tomamos

ry =7,y en el caso que S(t) < r(< B(s)), tomamos r = ((s)). Entonces
L(r) € aft) y H(L(r),L(r1)) < e. Esto muestra que E € N.(«(t)).

(b) Si E'= L(5(s))UM para algin M € M.Entonces H(L(5(s)), L(B(1))) <
e, asi que H(L(B(s)) UM, L(B(t)UM) <e. Como L(B(t)) UM € aft),
entonces E € N.(«(t)). Hemos demostrado que a(s) € N.(a(t)). Sum—
larmente se tiene que a(t) € N.(a(s)). De modo que Hy(a(s), a(t)) <
Por tanto « es continua.

COROLARIO 2.12. Sean X un continuo y x € X. Entonces AOL(z, X)
es un continuo conexo por trayectorias.

Demostracion. Observemos que AOL(x, X) = AO({z}, X). Entonces el Teo-
rema anterior nos dice que AOL(x, X) es continuo. |

Antes de seguir, necesitamos una definicion.

DEFINICION 2.13. Una funcién entre continuos f X — Y se llama
mondtona si para todo y € Y se tiene que f~!(y) es un subcontinuo de X.

LEMA 2.14. La funcién P : AOL(X) — X que a cada arco ordenado largo
le asigna su punto inicial es continua, suprayectiva y mondtona. De hecho,

para cualesquiera L, M € AOL(X), d(P(L), P(M)) < Ho(L, M).
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Demostracion. Observemos que P(L) € L para todo arco ordenado largo
L ytodo L € L. Sean L, M € AOL(X) y € > 0 tales que Hy(L,M) < e.
Llamemos z = P(L) y y = M. Como {z} € L, por la Proposicion 1.2 se tiene
que H({z}, M) < . Entonces existe A € M tal que H({z}, A) < e. Por el
Lema 1.3, A C N.({z}) = B-(z). Com y € A, se tiene que y € B.(z). Por
tanto d(z,y) < €. Como esto ocurre para cualquier € > Hy(L, M), entonces
d(P(L), P(M)) < Ho(L, M). En particular, P es continua.

Dado x € X, se tiene que P~!(z) = AOL(z, X). En particular, es no
vacio por la Observacion 2.7. Por tanto P es suprayectiva.

Por el Corolario 2.12, P~!(x) es un continuo para todo x € X. Es decir,
P es mondtona. [

Ahora ya podemos demostrar el teorema principal de este capitulo.

TEOREMA 2.15. Sea X un continuo. Entonces AOL(X) es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 2.8, AOL(X) es un subespacio compacto de
C(C(X)). Sélo hace falta demostrar que es conexo. Sea P : AOL(X) — X
la funcién del Lema 2.14.

Como AOL(X) y X son compactos, entonces P es una funcién cerrada.
Supongamos que AOL(X) es disconexo, es decir, existen cerrados ajenos no
vacios 2, B que cubren a AOL(X). Entonces P(2() y P(*B) son dos cerrados
en X que lo cubren y son no vacios. Como X es conexo, existe x € A N ‘B.
Por tanto P~!(z) intersecta a 2 y a B. Esto es una contradiccién, pues
AN P~ Yz) y BN P71 (x) son dos cerrados ajenos de P~!(z) que lo cubren,
y P~1(z) serfa disconexo. |

Terminaremos este capitulo dando una métrica equivalente a la métrica
Hyen AOL(X). Dados un continuo X y una funcién de Whitney p : C(X) —
0,1], definimos una funciéon D : AOL(X) x AOL(X) — R de la siguiente
manera: Para cualesquiera £, M € AOL(X), sea

D(L,M) =max{H(L(t), M(t)) : t € [0, 1]}. (*)

Como siempre, H es la métrica de Hausdorff en C'(X). Debido a que L(t)
y M(t) dependen continuamente de t, el uso de la abreviatura méx en la
definicion de D, esta bien justificada. La funcion D resulta ser una métrica
equivalente a la métrica de Hausdorff en AOL(X), como veremos a conti-
nuacion.
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TEOREMA 2.16. Sean X un continuo, pu: C(X) — [0, 1] una funcion de
Whitney y D : AOL(X)x AOL(X) — R definida como en (*). Entonces D es
una métrica equivalente a la métrica de Hausdorff Hy en AOL(X). Ademds,

para cualesquiera L, M € AOL(X), se tiene que Hyo(L, M) < D(L, M).

Demostracion. Primero veamos que D es una métrica. Sean £, M, N €
AOL(X). Claramente D(L, M) > 0,D(L, M) = D(M, L) y D(L,M) =0
siy so6lo si L = M. Para mostrar que D es métrica, sélo hace falta probar la
desigualdad del triangulo para D. Por definicion,

D(L,N) =max{H(L(t),N(t)) : 0,1]}

te

+ HM(t),N(t) : t € [0,1]}

1)t €[0,1]} + méx{HM(t),N(t)) : t € [0,1]}
= D(L, M) + DM, N).

Asi pues, D satisface la desigualdad del tridngulo, y con lo anterior, D es
una métrica para AOL(X).

Veamos que D es equivalente a la métrica de Hausdorff en AOL(X).
Primero probaremos que Hy(L, M) para cualesquiera £, M € AOL(X). To-
memos § > 0, para cada A € L existe t € [0,1] tal que t = u(A) y A = L(t).
Entonces

H(A, M(t)) = H(L(t), M(1))
< D(L,M) < D(L, M) +6

De manera que £ C Np(z, m+s). Andlogamente se prueba que M C Np(z a1)+s-
Por el Lema 1.3, Hy(L, M) < D(L, M) + §, como esto ocurre para todo
d > 0, concluimos que Ho(L, M) < D(L, M). De aqui obtenemos que la
funcién identidad de (AOL(X), D) en (AOL(X), Hy) es continua.
Supongamos que la funcién identidad de (AOL(X), Hy) en (AOL(X), D)
no es continua. Entonces existe una sucesiéon {£,}>°, en AOL(X) que con-
verge a un L € AOL(X) con la métrica Hy, pero no con la métrica D.
De manera que existe ¢ > 0 tal que hay una infinidad de niimeros n con
la propiedad de que L, no estd en la vecindad de radio € con centro en
L, en el espacio (AOL(X), D). Es decir, hay una infinidad de nimeros
n tales que D(L,,L) > e. Si tales nimeros los enumeramos con indices
ny < ng < ..., tenemos que D(L,,,L) > ¢ para todo k € N. Dado k € N,
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elegimos t;, € [0,1] tal que H(L,, (tx), L(tx)) = D(Ly,, L) > €. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que {L;, (t;)} converge a un elemento
A € C(z). Por la Proposicién 1.4, A € L. Sea s = u(A), de manera que
A = L(s). Entonces lim £,,, (t) = L(s). Como tx = u(L,,) para todo k € N
v s = u(L(s)), entonces lim ¢, = s. Por tanto lim L(tx) = L(s) = lim L,,, ().
Esto implica que im H(L,, (tx),L:,) = 0, lo cual es un absurdo, porque
H(L,,(ty),L(ty)) > € para todo k € N. Esta contradicciéon prueba que la
identidad de (AOL(X), Hy) en (AOL(X), D) también es continua y comple-
ta la prueba del teorema. [ |
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Capitulo 3

AOL(x,X) es un retracto
absoluto

En el capitulo anterior vimos que los hiperespacios AOL(X) y AOL(x, X)
son continuos, cuando X es un continuo y x € X. Pero podemos probar mu-
cho més de los hiperespacios de la forma AOL(x, X), a saber, que AOL(z, X)
es un retracto absoluto.

Este capitulo trata sobre la demostracion de que AOL(x, X) es un retrac-
to absoluto, usando una técnica famosa de Dugundji.

Para un ndmero natural n, sea A, = {(t1,...,t,) € R : Y " t; =
1yt; €[0,1] para todoi € {1,...,n}}.

DEFINICION 3.1. Sea X un espacio métrico. Una estructura convexa en
X es una funcién E, con dominio X = (J7 (X" x A,) y contradominio
X, v que tiene las siguientes propiedades: Para cualesquiera n € N, z € X,
(X1, xp) € X"y (ty, ..., 1) € Ay,

a) E((z,...,x),(t1,...,t,)) = x;

b) E((:L‘l, e ,J}n), (tl, Ce ,tn)) = E((a:a(l), e ,[Eg(n)), (ta(1)7 e ,tg(n))) para
toda permutacién o : {1,...,n} — {1,...,n};

) E((x1s- s 20)s (ty e b1, 0)) = E((21, -, net), (oot ¥

d) la funcién G, . 2,) : An — X definida para todo (si,...,s,) € A, por

Goyywn)(81--y80) = E((21, ..., 25), (51, ..., 50))

es continua.

19



La técnica de Dugundji se ha usado varias veces para probar que un
espacio es un retracto absoluto, pero sin haberse abstraido el detalle principal
en las demostraciones, que es la siguiente definicién que damos.

DEFINICION 3.2. Una estructura convexa E en un espacio métrico X se
llama controlada si para todo x € X y todo € > 0 existe § > 0 tal que si
reX,neNT=(t1,...,t,) € Ay, (x1,...,2,) € X" y d(z,z;) < para
cada i € {1,...,n}, entonces d(x, E((z1,...,2,),T)) < €.

EJEMPLO 3.3. Sean m un natural y X = R™. Entonces la funcién £ :
Ur (X" x A,)) = X definida por

E((Z‘l, P ,J,’n), (tl, e ,tn)) = thl’z,
=1

la combinacién convexa usual de puntos de R™, es una estructura convexa
controlada.

DEFINICION 3.4. Sean X un espacio métrico y Y C X. El espacio Y se
llama retracto de X si existe una funcién f: X — Y tal que f(y) = y para
todoy €Y.

OBSERVACION 3.5. Si Y es un retracto de Y, entonces Y es un subes-
pacio cerrado de X. En efecto, si {z,,}°°, es una sucesién en Y que converge
a un punto x de X, entonces x = limx,, y por tanto f(z) = lim f(z,) =
lim z,, = x, es decir, x es un elemento de la imagen de X, y por consiguiente,
es un elemento de Y.

Hay cierto tipos de retractos que son especiales.

DEFINICION 3.6. Un espacio métrico X es un retracto absoluto si siempre
que se encaja a X como un subespacio cerrado de un espacio métrico Y, se
tiene que X es un retracto de Y.

DEFINICION 3.7. Un espacio métrico X es un eztensor absoluto si para
todo subespacio cerrado A de un espacio métrico Z y toda funciéon continua
f A — X, existe una funcién continua F': Z — X que extiende a f.

El siguiente teorema, que es el Teorema 9.1 de [16], nos relaciona retractos
absolutos y extensores absolutos.
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TEOREMA 3.8. Un espacio métrico compacto es un retracto absoluto si y
solo si es un extensor absoluto.

A continuacién relacionaremos los retractos absolutos con las estructuras
convexas.

TEOREMA 3.9. Sea X un retracto absoluto compacto. Entonces X tiene
una estructura convexa controlada.

Demostracion. Sea @ = [0,1]“ el cubo de Hilbert y F': |2, Q" x A, = Q
definida por

F((Il, e 7.1/’”)7 (tl, Ce 7tn>) = thl’w
i=1

la combinacién convexa usual de (z1,...,z,). Es ficil ver que F' es una
estructura convexa controlada en (). Como X es compacto, por el Teorema
1 de [17, p. 241], podemos ver a X como subespacio de Q). Al ser X retracto
absoluto, existe retraccién r :  — X. Entonces la funcién E : (J77 (X" X
A,) — X definida por

E((z1,. . xn), (b1, 1) =r(f((x1, ..., 20), (t1, -, 1))
es una estructura convexa controlada en X. [ ]

El converso del Teorema anterior también es cierto, su demostracién no
es tan simple. Para probarlo usaremos una técnica famosa inventada por
Dugundji.

TEOREMA 3.10. Sean X un espacio métrico compacto y E una estructura
convexa controlada en X. Entonces X es un extensor absoluto, y por tanto
es también un retracto absoluto.

Demostracion. Sean A un subespacio cerrado de un espacio métrico X y
f A — X una funcién continua. Nuestro proposito es extender f a todo Z.

Dado p € Z\A, definimos B, = {z € Z : d(p,z) < 1d(p, A)}. Notemos
que B, es abierto en Z. Como Z\A es métrico, es paracompacto( por el
Teorema 5.1.3 de [7]), y por tanto existe U = {U, : @ € J} que satisface las
siguientes propiedades:

(a) para todo a € J, U, es no vacio, abierto en Z\ A, y entonces abierto en
Z;
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(b) paratodop e Z\Aexistena € Jyqge Z\Atalquepec U, C By

(c) para todo p € Z\A existe un abierto U de Z tal que el conjunto {« €
J :UNU, # 0} es finito.

Por el Teorema 5.1.9 de [7], existe una familia & = {¢, : Z\A — [0, 1] :
a € J} que satisface:

(I) para todo a € J, ¢, es una funcién continua y ¢,*((0,1]) C U,; vy

(IT) para todo z € Z\A existen n € Ny ay,...,qa, € J tales que para
todoi € {1,...,n}, ¢o,(x) >0, > " di(x) =1y ¢a(x) = 0 para todo
ae JI\{a,...,a,}.

Para cada a € J, elegimos p, € U,. Como d(pa, A) < 2d(pa, A), elegimos
ao € A tal que d(pa, aq) < 2d(pa, A).

Dadox € Z\A,seann € Ny oy, ..., q, los elementos de J que satisfacen
(IT). Definamos

Fz) = E((f(aa); -5 [(aa,)); (Par (2); - - fa, (7))

La funcién F' estd bien definida, pues como a,, € A para todo 7, entonces

(Flaa,), ..., flas,)) € X"

Por (IT), Y7 | ¢a;(x) = 1 y entonces (¢q, (), ..., Pa,(z)) € A,. Ademas,
por la Propiedad b) de la Definicién 3.1, no importa el orden que en que
numeramos a los elementos «;.

Para x € A, definamos F(x) = f(x). De esta manera F' esta definida en
todo Z, y claramente F extiende a f. Veamos que F' es una funcién continua.

Sea p € Z\A. Como A es cerrado, existe U una vecindad de p € Z tal que
UNA=1(,y podemos pedir ademds que el conjunto {« € J : UNU, # 0}
es finito, al que numeraremos {a1, ..., a,}. Dado ¢ € U, por las Propiedades
(c) de la Definicién 3.1 y (II), el conjunto {a € J : ¢4(q) > 0} es finito y
estd contenido en {ay, ..., a,}. Definamos G : U — X por

G(g) = E((f(aa,), -+ f(@an))s (Daa (@), - -, Pan (9)));

La funcién G es continua, pues (f(aa,),-- -, f(aa,)) s constante y ¢q,(q) es
continua para todo ¢ y todo q € U.
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Ahora veamos que Gy F son iguales en U. Sea ¢ € U. Sin pérdida de
generalidad, por la propiedad b) de la Definicién 3.1, podemos suponer que
{a € T : ¢ulq) > 0} = {ou,...,an} C {a1,...,0,}, de manera que la
Propiedad c) de la Definicién 3.1 implica que

flaa,)s - f(aa,)): (901 (@), - - - s @, (0), 0, ..., 0))
f( ) f(aam))v<¢a1(Q)v'-~’¢am(Q)))

Por tanto F' es continua en Z\ A.
Como F(a) = f(a) para todo a € A, F' es continua en el interior de A.
Sélo falta ver que F' es continua en la frontera de A, que llamaremos F'rz(A).
Seana € Frz(A) C Aye > 0. Como E es controlada, existe § > 0 tal que
para caulesquiera n, z1,...,2, € X, T = (t1,...,t,) € Ay, sid(z;, f(a)) <9,
entonces

d(E((z1,....2,),T), f(a)) < e.

Por la continuidad de f en a, existe n > 0 tal que six € Ay d(x,a) < 9n,
entonces d(f(z), f(a)) < d. Sea p € Z\ A tal que

d(p,a) <.

Recordemos que para todo o € J elegimos p, € U, y a, € A tales que

d(pas aa) < 2d(pa, A).

Tomemos a € J tal que ¢,(p) > 0. Sea ¢ € Z\ A de modo que p € U, C
B, ={x € Z:d(q,z) < 3d(¢q, A)}. Entonces

d(p,q) < %d(q,A)

Como
d(g, A) < d(g,a) <d(q,p) +d(p,a),

tenemos que
1 1
d(p,q) < d(q,A) 5d(a,p) + 5d(p, a).
Asi

d(p,q) < d(p,a) <n.
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De donde
d(q,A) < 2n.

Sean y, z € B,. Entonces
1 1
d(y, 2) < d(y, q) +d(q, 2) < 5dl(g, A) + 5d(g, A) <n+n= 2.
Observemos que
1
d(y, A) < d(y,q) +d(q, A) = 5d(q. A) + d(q, A) < 1+ 27 = 31

Ahora,
d(a,as) < d(a,p) + d(p, pa) + d(pa, o).

Recordemos que pedimos que d(a,p) < n. Como p,p, € By, d(p,pa) < 21.
Ya que p, € By, d(pa, A) < 3n, asi que, por la eleccién de a,, tenemos que
d(pa,aq) < 61. Entonces

d(a,a,) < n+2n+ 6n=9n.

Por tanto

d(f(a), faa)) <.

Sea {a € J : ¢a(p) > 0} = {ay,...,a,}; por lo que probamos antes,
d(a,a,,) < 9n para todo i € {1,...,n}, y entonces d(f(a), f(an,)) <  para
todo i € {1,...,n}.

Como

F(p) = E((f(a’al)7 v 7f(aan))7 (¢aa1 (p>7 o 7¢aan (p)))

v d(f(a), f(aa,)) < d para todo ¢ € {1,...,n}, por la eleccién de 6,

d(F(p), f(a)) <e.

Por tanto F' es continua en Frz(A) y en todo Z. |

TEOREMA 3.11. Sean X un continuo y v € X. Entonces AOL(x, X)
tiene una estructura convexa controlada.
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Demostracion. Sea p una funcién de Whitney en C(X). Definimos m :
[0,00) x[0,1] — [0, 1] por m(r,t) = min{1,rt}. Claramente m es una funcién
continua.

Definiremos

£ G((AOL(Q:,X))” x A,) — AOL(z, X)

n=1

de la siguiente manera: Dadosn € N, £4,..., L, € AOL(z, X), T = (t1,...,t,) €
A, sea

E(Ly,....L,,T) = {Liy(m(r,t1)) U--- U L,(m(r,t,)) : 7 € [0,00)}.

Probemos que £ estd bien definida. Seann € N, £4,..., L, € AOL(z, X),
T = (t1,ta,...,t,) € A,; veamos que E(Ly, ..., L,,T) € AOL(z, X). Como
m(r,t;) € [0,1] para todo (i,7) € {1,...,n} x[0,00), el elemento L;(m(r,t;))
estd bien definido para cada (i,7) € {1,...,n} x [0,00).

Cuando r =0, Ly(m(r,t1)) U---U L, (m(r,t,)) = L1(0)U---UL,(0) =
{z}U---U{z} ={a}. Sir= m, existe j tal que r = _, de donde
Li(m(r,t;)) = L;(1) = X y entonces Ly(m(r,t1)) U---UL,(m(r,t,)) = X.

Como para todo (i,7) € {1,...,n} x [0,00) se tiene que x € L;(m(r,t;)),
resulta que x € Ly(m(r,t1))U---UL,(m(r,t,)) € C(X).

Sea G : [0,00) — C(X) la funcién definida para cada r € [0, 00) por

G(r) = Lo(m(r, 1)) U--- U Lo(m(r, t,)).

La funcién G es continua pues es una unién de funciones continuas. Si
1 . .
max{t1 ..... 73> entonces existe i € {1,...,n} tal que rt; > 1, con lo cual

,t;) = 1, de donde L(m(r,t;)) = X, por tanto G(r) = X. Entonces

1
"max{ty, ..., ty}

ﬁ
’\I\/

E(Ly,...,L,,T)=G([0,00)) = G([O D).
De aqui que E(Ly,...,L,,T) es un subcontinuo de C'(X).

Dadosr,s € [0,00) ei € {1,...,n} tales que r < s, se tiene que m(r,t;) <
m(s,t;). Entonces £;(m(r,t1)) C L;(m(s,t;)). Por tanto G(r) C G(s). Como
{z}, X € E(Ly,...,L,,T), entonces E(Lyq,...,L,,T) es un arco ordenado
largo.

Ahora veamos que & satisface las 4 propiedades de la Definicién 3.1. Para

esto tomemos n € N, (Lq,...,L,) € (AOL(z, X))" y T = (t1,...,tn) € A,.
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Sean L € AOL(z,X) y M = &(L,...,L,T). Tomemos A € M. En-
tonces A = L(m(r,t;)) U--- U L(m(r,t,)) para algin r € [0,00). Sea
Jj € {l,...,n} tal que m(r,t;) = max{m(r,t1),...,m(r,t,)}. Entonces
A = L(m(r,ty)) U --- U L(m(r,t,)) C L(m(r,t;)) y, por tanto, A =
L(m(r,t;)) € L. Esto muestra que M C L. Como ambos son arcos orde-
nados largos, por la Proposicién 2.4, M = L.

Sean ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacién, M = (L4, ..., L,,T)
y N =E(Lyays s Lomys (ts1)s - - - tsmy)). Tomemos N € N. Entonces

N = U Ly (m(r,te))), para algin r € [0, 00).
i=1

Como .y Lo (m(r, temy)) = Uiy Li(m(r,t;)), pues sélo permutamos el
orden de los uniendos, tenemos que N € M. Asi pues, N' C M. Por la
Proposicién 2.4, N = M.

Supongamos que t; = 0. Sean

M :g(ﬁl,...,£n7(07t27"‘7t”))

N: g(ﬁg,...,ﬁn,(t%... tn))

Tomemos M € M. Entonces M = |J;_, L;(m(r,t;)) para algin r €
[0,00). Como m(r,t;) = 0, entonces L;(m(r,t1)) = {z}. Se sigue que
M = {z} U, Li(m(r,t;)) = Ui, Li(m(r,t;)), entonces M € M. Esto
prueba que M C N. Por la Proposicién 2.4, M = N.

Para esta propiedad, recordemos que Lq, ..., L, son fijos. Sea G : A,, —
AOL(z, X) definida por

G(Sl,...,Sn) :g(ﬁl,...,En,(Sl,...,Sn)).
Para ver que G es continua, sean (sy...,s,) € A, y ¢ > 0. Por la

continuidad de cada L;, existe > 0 tal que si |a — b] < 4, entonces
H(Li(a),L;(b)) < e paratodoi € {1,...,n}.

Sea s = max{si,..., Sy} Como s;+---+s, = 1, tenemos que s > 0. Como
la funcién my 2;, 04 : [0, 2] x [0,1] — [0,1] es uniformemente continua,
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existe n > 0 tal que n < 3, y si r,u € [0,%], t,v € [0,1] satisfacen
Ir —u| <nyl|t—uv|l<n, entonces |m(r,t) — m(u,v)| < 9.

Sean (t1,...,t,) € A, tal que |s; —t;| < n para todo i € {1,...,n}, y
A€ G(s1,...,,). Entonces existe r € [0,00) tal que

A=Liy(m(r,s1))U---ULy(m(r,sy,)).

Veamos que A € N.(G(ty,...,t,)). Sir > %, entonces rs > 1. Por la
definicion de s, existe i € {1,...,n} tal que rs = rs; > 1, de manera
que m(r,s;) =1y X = L;(m(r,s;)) C AC X. Entonces A = X. Ya que
X € G(ty,...,t,), podemos suponer que r < % < % Dadoi € {1,...,n},
como |s; — t;| < m, entonces |m(r,s;) — m(r,t;)| < . De manera que

H(L;(m(r,s;)), Li(m(r,t;))) < e. Sea
B = »Cl(m(rv tl)) U---u 'Cn(m(rv tn)) € G(tlv s 7tn)'
Entonces H(A, B) < e. Con esto hemos probado que G(si,...,s,) C

NGty ... tn)).
Ahora tomamos A € G(t,...,t,). Entonces existe r € [0, 00) tal que

A=Ly(m(r,t))U---ULy(m(rt,)).

Veamos que A € N (G(s1,...,5,)). Sea i € {1,...,n} tal que s = s;. Ya
que [t; —s;| <1 < 3, tenemos que s; —t; < 3, con lo cual § < t;, de donde
1 _ 2
= < =.
ti s

Sir > 2 entonces + < 7. Asf que 1 < rt;, y entonces X = L;(m(r,t;)) C
A C X. De manera que A = X. Ya que X € G(sy,...,S,), podemos
suponer que r < % Dado i € {1,...,n}, como |s; — t;| < n, |m(r,s;) —
m(r,t;)| < 9, de manera que H(L;(m(r,s;)), Li(m(r,t;))) < e. Sea

B =Ly(m(r,s1))U---UL,(m(r,t,)).

Entonces H(A, B) < €. Esto completa la prueba de que G(t4,...,t,) €
N (G(S1,-- -, 8n))-
Por el Lema 1.3, tenemos que Ho(G(t1,...,t,), G(s1,...,8,)) < €.

Esto termina la prueba de que G es continua. Por tanto £ es una estructura
convexa.
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Ahora veamos que £ es una estructura convexa controlada. Para esto,
tomemos £ € AOL(z,X) y e > 0. Sean 6 = e, n € Ny Ly,....L, €
AOL(z, X) tales que Hy(L,L;) < § para todo i € {1,...,n}. Entonces
L C Ns(L;) y L; C Ns(L). Tomemos T = (t1,...,t,) € A, y sea M =
E(Ly, ..., L,,T).

Queremos probar que Hy(M, L) < ¢, asi que tenemos que verificar que
M C NAL)y L C N M).

Sea M = J;_, Li(m(r,t;)) € M, donde r € [0,00). Como Hy(L, L;) < &,
para todo i € {1,...,n}, existe L; € L tal que H(L;(m(r,t;)), L;). Luego,
Li(m(r,t;)) C No(L;) y i € No(L;(m(r,t;))). Como L es un arco ordenado
largo, existe j € {1,...,n} tal que L, C L; para todo i, en particular,
L; =}, L;. Entonces

H(M> Lj) = H('Cl(m(rv tl)) U---u ‘Cn(m(rv tn))v Lj)
= H(Li(m(r,t1))U---ULy(m(r t,)), L1 U...Ly,)

Esto termina la pruba de que M C N.(L).

Ahora tomemos L € L. Como Hy(L,L;) < ¢ para todo i € {1,...,n},
podemos elegir s; € [0,1] tal que H(L, L;(s;)). Entonces L C N.(L;(si)) y
L;(s;) C N.(L). Sea

r=inf{s € [0,00) : existe i € {1,...,n} tal que m(s,t;) > s;}.

El conjunto B = {s € [0,00) : existe i € {1,...,n} tal que m(s,t;) >

si} es no vacio, pues si s > méx{hl ’’’’’ Y€ {1,...,n} es tal que t;
max{ty,...,t,}, entonces m(s,t;) =1 > s;, con lo cual s € B, esto ademas
prueba que 0 < r < m

También tenemos que m(r,t;) < s; para todo i € {1,...,n}, pues si
m(r,ty) > s, > 0 para algin k& € {1,...,n}, como m es continua, existe
r’ < r tal que m(r',t;) > s;, y por tanto r’ € B, una contradiccién, pues
r = inf B. Ademds, existe k € {1,...,n} tal que m(r,ty) = sk, pues si
m(r, ty) < sy para todo k € {1,...,n}, entonces para todo s suficientemente
cercano a r, se tiene que m(s,t;) < sy para todo k € {1,...,n}, y entonces
r no puede ser igual a inf B.

Ya que

L C N5(£k<3k)) = Ns(£k<m(r7 tk)))
C No(Ly(m(r,t1)) U=+ U Ly(m(r,t,))),
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Li(m(r,t1))U---ULy(m(r,t,)) C Li(s1)U---ULy(Sn)
C N(L),

obtenemos que
H(L,Ly(m(r,ty))U---ULy(m(r t,))) < e.

Esto completa la prueba de que £ C N.(M).
Por tanto Hy(L, M) < g, y £ es una estructura convexa controlada.
|

Ahora, como corolario, obtenemos el resultado principal de este capitulo.

COROLARIO 3.12. Sean X un continuo y x € X. EntoncesAOL(x, X)

es un retracto absoluto.
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Capitulo 4

AOL(x, X) es degenerado o un
cubo de Hilbert

En la capitulo anterior vimos que AOL(z, X) es siempre un retracto abso-
luto. En este capitulo veremos que AOL(x, X) es un cubo de Hilbert cuando
no es degenerado y veremos cuando se da este tltimo caso.

Primero caracterizamos cuando se tiene que AOL(z, X) es degenerado,
es decir, un continuo con sélo un elemento.

TEOREMA 4.1. Sean X un continuo y x € X. Entonces AOL(z, X) es

degenerado si y solo si para todo par de continuos A, B € C(X) conx € A y
x € B, se tiene que A C B o B C A.

Demostracion. Sea p: C(X) — [0,1] una funcién de Whitney.

Supongamos que para todo par de continuos A, B € C(X) tales que
x € AN B, se tiene que A C Bo B C A. Sean L, M € AOL(zx, X). Nuestro
proposito es demostrar que £ = M. Tomemos A € Ly B € M(t) tales
que pu(B) = pu(A). Como x € AN B, entonces A C B o B C A, pero como
1(A) = u(B), entonces A = B. Por tanto £L C M, andlogamente M C L, de
donde £ = M.

Ahora supongamos que AOL(z, X) es degenerado (tiene sélo un elemen-
to). Tomemos A, B € C(X) tales que x € ANBy A, B ¢ {{z}, X} (pues
en esos casos triviales es facil probar que A C B o B C A). Sabemos que
existen un arco ordenado A; de {z} a A y un arco ordenado A; de A a X.
Entonces A = A; U Ay es un arco ordenado que contiene a {z} y a X. Por
tanto A € AOL(x, X). Observemos que A; y Az s6lo se intersectan en A.
Anélogamente existe un arco ordenado largo B € AOL(z, X) que contiene a
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B,y como AOL(z, X) consiste sélo de un elemento, entonces A = B. Como
A, B € A, se tiene que B € A; o B € A,, lo cual implica que A C B o
B C A, respectivamente. [ |

Necesitaremos las siguientes definiciones.

DEFINICION 4.2. Un subcontinuo Y de un continuo X se llama terminal
en X si para cualesquiera K, L € C(X) tales que KNY # 0 £ LNY, se
tiene que K C (YUL)o L C (YUK).

Si X es un continuo y z € X, entonces es muy facil ver que los subconti-
nuos {z} y X son terminales en X.

DEFINICION 4.3. Un continuo X se dice que es:

a) descomponible, si X es la unién de dos subcontinuos propios de X, es
decir, si existen Y, Z € C(X)\{X} tales que X =Y U Z;

b) indescomponible, si X no es descomponible; y

¢) hereditariamente indescomponible, si todo subcontinuo de X es indescom-
ponible.

El teorema siguiente (Teorema 1.57 de [22]) nos relaciona los continuos
terminales con los arcos ordenados.

TEOREMA 4.4. Un subcontinuo Y de X es terminal si y solo si existe
solo un arco ordenado que une a'Y con X.

El teorema 1.58 de [22] caracteriza a los continuos hereditariamente in-
descomponibles:

TEOREMA 4.5. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si y
solo si todo subcontinuo de X es terminal en X.

Con los dos teoremas anteriores, podemos demostrar el siguiente resul-
tado, que caracteriza a los continuos hereditariamente indescomponibles en
términos de la estructura de los espacios AOL(x, X).

TEOREMA 4.6. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si y
sélo si para todo x € X, el continuo AOL(z, X) es degenerado.
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Demostracion. Primero supongamos que X es hereditariamente indescom-
ponible. Sea x € X, entonces el conjunto {x} es terminal en X, y por tanto
existe s6lo un arco ordenado de {z} a X, es decir, AOL(x, X) es degenerado.

Ahora supongamos que AOL(x, X) es degenerado para todo = € X. Para
ver que X es hereditariamente indescomponible, consideremos, por el con-
trario, que existe un subcontinuo D de X que es descomponible. Entonces
existen subcontinuos propios Ay B de D tales que D = AUB. Por la conexi-
dad de D, ANB # (). Elegimos p € ANB. Por el Teorema 4.4, {p} es terminal
en X. Entonces A C B o B C A. Esto implica que B=D o A= D, lo cual
es una contradiccion. Por tanto X es hereditariamente indescomponible. W

TEOREMA 4.7. Sea X wun continuo hereditariamente indescomponible.
Entonces AOL(X) es homeomorfo a X .

Demostracion. Por el Teorema 4.6, AOL(z, X) es un conjunto singular para
cada x € X. Sea P : AOL(x,X) — X la funcién que a cada arco ordenado
largo le asocia su punto inicial. Por el Lema 2.14, P es continua. Entonces P es
una biyeccién continua entre compactos. Por tanto P es un homeomorfismo.

El continuo hereditariamente indescomponible més sencillo que existe es
el seudoarco, que ademas es homogéneo y encadenable. Mas propiedades del
seudoarco se pueden encontrar en [18].

COROLARIO 4.8. Sean X el seudoarco y p € X. Entonces AOL(X) es
homeomorfo a X x AOL(p, X).

Sabemos que AOL(z, X) es un retracto absoluto, ya hemos visto que
puede ser un continuo de un elemento. Ahora veremos que cuando no es
degenerado, resulta ser homeomorfo a un cubo de Hilbert. Para esto usare-
mos la caracterizacién demostrada originalmente por H. Toruriczyk en [24],
pero usaremos la versién dada en el Teorema 9.3 de [16]. Necesitamos unas
definiciones preliminares.

DEFINICION 4.9. Sea X un compacto con métrica d. Un subconjunto
cerrado Y de X se llama Z conjunto, si para todo € > 0 existe una funcién
continua f : X — X\Y tal que d(z, f(z)) < € para todo x € X.

EJEMPLO 4.10. Sea n € N. Entonces la frontera 0(|—1,1]") es un Z
conjunto de [—1,1]". Pues dado ¢ > 0, la funcién f : X — X dada por
f(x) = (1 — §)x, satisface las hipétesis para que JI" sea Z conjunto.
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EJEMPLO 4.11. Seann € Ny Q) = [0,1]“ el cubo de Hilbert. Entonces el
conjunto
I, ={(x1,...,2,,0,0,...) :2; € [0,1]}

es un Z conjunto de (). Para ver esto, sea ¢ > 0 y m > n tal que Qm% < €.
Definimos f : Q — Q por f(z1,x2,...) = (1, ..., Tpm, %,0,0, ... ). Entonces
f es continuay f(Q)N I, =10.

DEFINICION 4.12. Una funcién continua entre compactos f: X —=>Yse
llama Z funcidn si la imagen f(X) es un Z conjunto en Y.

EJEMPLO 4.13. Sean @ el cubo de Hilbert y n € N. Entonces la funcion
fo 1 Q@ — @ definida por f(z1,29,...) = (z1,...,2,,0,0,...) es una Z
funcion. Notemos que la funcion identidad en el cubo de Hilbert es el limite
uniforme de la sucesion { f,,}°° ;. El converso de esta afirmacién es el teorema
de Torunczyk, para retractos absolutos, como veremos a continuacion.

El siguiente teorema es el Teorema 9.3 de [16], probado originalmente por
Torunczyk.

TEOREMA 4.14. Sea X un espacio métrico compacto que es retracto ab-
soluto. Si la funcion identidad en X es limite uniforme de Z funciones,
entonces X es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Ahora nos enfocaremos a demostrar el teorema principal de este capitulo.

TEOREMA 4.15. Sean X un continuo y x € X. Si AOL(xz,X) es no
degenerado, entonces es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Demostracion. Sea p: C(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Definimos

S ={te]0,1]: paratodo s € [0,t] existe un inico
AcC(X)talquex € Ay u(A) = s}.

El conjunto S es no vacio, pues el inico A € C(X) talque x € Ay pu(A) =0
es el conjunto {x}. Asi que 0 € S. Sea ty = sup S.

Afirmamos que t, € S. Supongamos, por el contrario, que para algin
s € [0, to] existen dos elementos diferentes A, B € C(X) tales que z € AN B
y (A) =s=pu(B). Como 0 € 5,0 < s.Sis < tg, por definicién de supremo,
existe t; € S tal que s < t; < ty, pero esto es una contradiccion, pues los
subcontinuos A y B mostrarian que t; ¢ S. Esto muestra que para todo
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Sp < to existe un unico A € C(X) tal que x € Ay u(A) = s¢. Por tanto
[0,t9) € S. Sean A y B arcos ordenados de {z} a A y B, respectivamente.
Como A = A(tp) = lim,_,,- A(so), B = Bl(to) = lim,_,,- B(so) y A(so) =
B(sg) para todo sy < tg, entonces A = B, esto es una contradiccién. Por
tanto tg € S.

En particular, existe un tnico Ay € C(X) tal que z € Ay y p(Ao) = to.
Sea D un arco ordenado de {z} a Ay en C(X).

Observacién 1. D C L para todo £ € AOL(z, X).

Sean A € Dyt = u(A). Como D une a {z} con Ay, t = u(A) <
w(Ag) = to. Sea B € L tal que pu(B) = t. Como t, € S, A = B. Por
tanto Ae Ly D C L.

Observacion 2. ty < 1.

Si ocurre que tg = 1, Ag = x, de manera que D es un arco ordenado
largo. Dado £ € AOL(x, X), por la Observacién 1, D C L. Por la Pro-
posicién 2.4, D = L. De aqui que AOL(x, X) = {D}, lo cual contradice
la hipotesis del teorema. Esto prueba que ¢y < 1.

Observacién 3. Para cualquier A € C(X), si u(A) >ty y x € A, entonces
Ay C A.

Sea A € C(X) tal que z € Ay u(A) > to. Supongamos que L es un
arco ordenado largo que contiene a A. Por la Observacién 1, D C L,
con lo cual Ag, A € RUS. Como u(Ag) =ty < p(A), concluimos que
A C A.

Dados dos elementos diferentes A, B € AOL(x, X), existe t < 1 tal que
A(t) # B(t) (recordemos que A(t) es el dnico elemento de A € A tal que
w(A) =t). Como ty € S, tg < t < 1. Puesto que t; es el supremo de Sy
to < 1, para todo € > 0 existen elementos diferentes A., B. € C(X) tales que
w(As) = u(B.), x € A. N Be, tog < u(A:) < to + €. Por la Observacién 3, se
tiene que Ag C A, y Ay C B..

Dado n € N, aplicamos el Teorema 1.11 al niimero positivo %, lo que nos
da por resultado un nimero ¢, > 0. Para este nimero ¢,, obtenemos que
H(Ao, A.,) < £y H(Ay, Be,) < . Podemos elegir &,, de la siguiente manera:
primero elegimos &1, después elegimos 5 < pu(A;,) — to, luego tomamos e3 <
w(As,) — to,. Asi continuamos para tener que €,41 < p(A.,) — to para todo
n € N. Notemos que p(A;,) > pu(As,) > ...
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Sean A,, un arco ordenado que une a Ay con A, y B, un arco ordenado
que une a Ag con B, . Entonces para todo elemento G € A, U B, se tiene
que Ag CGy G C A, oGC B.,. Por tanto H(Ay,G) < %

Sea F,, : AOL(x, X) — AOL(z, X) definida por

F.(L)=DUA,U{A, UL:LeL}
Similarmente, definimos G,, : AOL(z, X) — AOL(x, X) por
G.(L)=DUB,U{B., UL:Le€L}

La funcion F,, esta bien definida, pues D es un arco ordenado de {x} a Ay,
A,, es un arco ordenado de Ay a A, y el ultimo uniendo es un arco ordenado
de A., a X. Andlogamente G,, esta bien definida.

Observemos que F,(AOL(z, X)) es ajeno de G, (AOL(z, X)), pues los
elementos de F,(AOL(z, X)) son arcos ordenados largos que contienen a A, ,
y los elementos de G,,(AOL(z, X)) son arcos ordenados largos que contienen
a B. . Como A, B son distintos con la misma medida, no puede existir un
arco ordenado largo que contenga a ambos.

Sid>0y L, M e AOL(x, X) son tales que H(L, M) < §, veremos que
Hy(F, (L), F,(M)) < 6.

Sea L € F,(L). Si L € DUA,, entonces L € F,(M). Si L ¢ DU A,,
existe Lo € £ tal que L = LoU A, , y existe M € M tal que H(Ly, M) < 6.
Entonces H(A., UL, A.,UM) < ¢. Por tanto F,,(L) C Ns(M). Andlogamente
se prueba que F,(M) C Ns(L). Por tanto Hy(F,(L), F,,(M)) < §. Hemos
probado, pues, que F}, es continua. De manera analoga se demuestra que G,
es continua.

Ahora veamos que Ho(L, F,, (L)) < + para todo £ € AOL(x, X).

Tomemos £ € AOL(x, X). Por la Observacién 1, D C L. Sea L € L.
Si L € D, entonces L € F,(L). Si L ¢ D, entonces Ay C L. Con lo cual
H(AyUL,A.,, UL) < -. Como AyUL =Ly A.,, UL € F,(L), entonces
L C Ni(F,(L)).

Ahora sea M € F.(L).Si M € D, entonces M € L. Si M € A,, entonces
H(M,Ay) < %, recordemos que Ay es un eclemento de £. Finalmente, si
M = A, UL paraalgiun L € L, entonces MUL = My H(MUL, AjUL) < %
y Ag U L € L. En cualquiera de los tres casos, se tiene que M dista menos
de 1 de un elemento de £, y por tanto F,(£) C L.

Hemos demostrado que para cada n € N, H(L, F,(£)) < % para todo
L e AOL(z, X).

S|
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Por tanto, la funcién identidad en AOL(x, X), Id es limite uniforme de
la sucesién de funciones {F,, }°°,. Andlogamente se prueba que Id es limite
uniforme de la sucesién de funciones {G,}2 ;.

Ahora veamos que para cada n € N, F,,(AOL(z, X)) es un Z conjunto
de AOL(z, X).

Para un nimero fijo n € N, definimos la sucesion de funciones { £, }5_, .
de la siguiente manera: Dado m > n tomamos E,, = F,, si A.,, & A, v
E, =G, si A, € A,. Observemos que como A, y B., son de la misma
medida y diferentes, no pueden estar ambos en A,,.

Con esta forma de elegir la sucesion {E,, }oo_,, |, aseguramos que la ima-
gen de F, es ajeno a la imagen de E,, para todo m > n. Para ver esto,
supongamos, por el contrario, que existe un elemento £ € F,(AOL(z, X)) N
E,.(AOL(z,X)). Entonces L = DUA, U{A.,, UL : L € L1} y L =
DUC,U{C., UL : L € Ly}, para algunos L1,Ly € AOL(x,X), donde
Cn=A,yC. =A.,  siE,=F, 0C,=8,yC., =B., siFE,=G,.

En el caso que E,, = F,,, por definicién A, ¢ A,, y por construccién
A, € A, C L Yaque A, es el inico elemento de £ de medida p(A.,,),
1(Ag) < u(Ae,,) < u(As,), y los elementos de £ cuya medida estd entre entre
1(Ap) v u(Ae,) pertenecen a A,, obtenemos que A.,, € A,, lo cual es un
absurdo y muestra que esto no es posible.

Si B, = G, entonces L = DU B, U{B., : L € Ly}. Por defincién,
B., ¢ A,, y por construccién B. € B,, C L. Ya que B., es el tnico
elemento de £ con medida p(B.,, ), p(Ao) < pu(Be,) < w(Ae,) = uw(B:,), ¥y
los elementos de £ cuya medida estd entre entre p(Ag) y p(Ae,) pertenecen
a A,, obtenemos que B. 6 € A,, lo cual es absurdo. Esto muestra que este
caso tampoco es posible.

Con esto concluimos que la imagen de Fj, es ajena a la imagen de F,,,
para todo m > n.

Como la sucesion {E,,}°_, ., se puede descomponer en a lo més dos
subsucesiones de funciones que convergen a la identidad (separandola en las
funciones en las que E,, coincide con F,, y en las que coincide con G,,),
concluimos que {E,,}2°_, .| converge a la identidad. Por tanto F,, es una Z
funcién para todo n € N.

Como la identidad en AOL(z, X) es limite uniforme de {F,}°,, cada
una de la funciones F,, es una Z funcién y AOL(z, X) es un retracto abso-
luto, entonces por el Teorema 4.14, AOL(x, X') es homeomorfo a un cubo de
Hilbert. |
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Capitulo 5

AOL(X) cuando X es un
retracto absoluto

En este capitulo mostraremos que cuando X es un retracto absoluto,
AOL(X) siempre resulta homeomorfo al cubo de Hilbert, y més atin, este
hecho caracteriza a los retractos absolutos.

TEOREMA 5.1. Sea X un continuo. Si X es un retracto absoluto, entonces
AOL(X) es un retracto absoluto.

Demostracion. Sea X un continuo que ademads es un retracto absoluto. Por
ser X un retracto del cubo de Hilbert, es localmente conexo. Por el Ejercicio
11.8 de [16], C(X) es también un retracto absoluto, o equivalentemente, un
extensor absoluto (ver Teorema 3.8).

Sean 1 : C'(X) — [0, 1] una funcién de Whitney. Por el Teorema 1 de [17,
p. 241], sea e : C'(X) — @ un encaje.

Definimos ¢ : C(X) — @ x [0,1] por

9(A) = (e(A), u(A)).
La inyectividad de e implica la inyectividad de g. Por tanto es un encaje.

Como X es un retracto absoluto y es homeomorfo a g(F;(X)) C @ x {0},
tenemos que g(F; (X)) es un retracto absoluto. Por tanto existe una retraccion

r @ x {0} = g(F (X)),
Sea ry : (Q x {0}) Uj(C(X)) — C(X) por

(@) = {g—1<r<a>> sia€Qx {0);
g9~ (a) sia € g(C(X)).
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Dado a € (Q x {0}) N g(C(X)), a = g(A) = (e(A),u(A)) para algin
A e C(X). Como (e(A),u(A)) € @ x {0}, u(A) = 0. Asi que A € F(X).
Entonces a = g(a) € Fi(X), de manera que r(a) = a.

Como C(X) es un extensor absoluto, existe una extensién continua R :
Q x[0,1] - C(X) de .

Notemos que para todo A € C(X), R(g(A)) = r1(g(A)) = g7 (g(A)) =
A. Por tanto, g~ !(r(a)) = g7'(a). Esto prueba que r; estd bien definida y es
continua.

Recordemos que

An:{<t17t27-..7tn> t’L - [071],t1+...+tn: 1}

Sea d la métrica de @) x [0, 1] dada por d((p,t), (¢, s)) = max{di(p,q), |s—
t|}, donde d; es la métrica usual de @ dada por

() _ ()
} :p q
dl (p7 Q) = i )

donde p®, ¢ son las coordenadas i-ésima de p y ¢, respectivamente.

Sea E' la estructura convexa usual de @ x [0, 1], la cual estd definida de
la siguiente manera: Sin € N, zy,...,2, € Q x [0,1] y (t1,...,t,) € Ay,
entonces E((x1,x2,...,T,), (t1,t2, ..., t,)) = tixy +toxo+- - - +t,x,, donde la
multiplicacién por un escalar ¢; y la suma se hacen coordenada a coordenada.
Es claro que la estructura convexa FE, asi definida, es controlada.

Veremos que E tiene la propiedad adicional de que sie > 0, z € @ x [0, 1],
neN, xy,z9,...,2, € B(x) y (t1,ta,...,t,) € A,, entonces

AE((z1, ... 20), (ty o 1)), 7) < e

Para probar esto, escribimos z = (p,s),z1 = (p1,51),--+,Tn = (Dn, Sn)-
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Entonces

d(E((QZl, Ce ,LE‘n), (tl, ce ,tn)),x) =
dtixy + -+ tpxr,, ) =
méX{dl(tlpl + -+ tnp’mp)a |t181 + -+ tnsn - S|} -
HléX {d1<t1p1 + -+ tnpnatlp + -+ tnp>7
|t181—|—"'+tn3n— (t1$++tn8)|} S
, (tapr + -+ tapa) ™ = (tip + - - + )
max{z . ,
[ti(s1 = s)|+ -+ [ta(sn — )|} =
. (tilpr —p) + - + ta(py — p)) @
max{z - |
ti(s1 = 8)|+ -+ [ta(sn — s8)[} <

NG NG
méx{hZ%+---+th|<p"2—iM|,

|t1($1 — 3)‘ + -+ ‘tn<8n — S)l} <
(t1++tn)€:€

Definiremos una estructura convexa controlada en AOL(X). Por el Teo-
rema 3.10, esto sera suficiente para que AOL(X) sea un retracto absoluto.

Fijemos una funcién de Whitney p : C(X) — [0, 1]. Recordemos que para
todo £ € AOL(X) y todo t € [0,1], L(¢) es el tnico elemento L € L tal que
u(L) =t.

Para n € N, sea g, : AOL(X)" x A, x [0,1] = C(X) definida por

gn<<£17 s 7£n)7 (tla s 7tn>7t) =
R(E((9(L1(2)), - - -, 9(Ln(1))), (B, - - 10))).
Veamos que la funcién g, es una funciéon continua. Sea € > 0. Entonces
existe § > 0 tal que sip,q € @ x[0,1] y d(p,q) < 6§, entonces H(R(p), R(q)) <
e. Ya que E es continua, existe d; > 0 tal que si (p1,...,pn), (15, Gn) €

(Q x [0,1)™ v (t1...,tn), (51,---,8,) € A, son tales que, para todo i €
{1,...,n}, d(pi,q;) < 01y |t; — si| < 1, entonces

H(E((p1,---,pn)s (t1y- -3 t0)) s E((q1y - -y qn)s (S15- -5 80))) < 0.
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Como g es continua, existe o > 0 tal que si A, B € C(X)y H(A,B) <
2, entonces d(g(A),g(B)) < ;. Por el Teorema 2.16, existe d3 > 0 tal
que si LM € AOL(X) y Ho(L, M) < 03, entonces para todo ¢t € [0,1],
H(L(t),M(t)) < %. Por el Teorema 1.11, existe §; > 0 tal que & <
min{d, 01,092,935} y si A,B € C(X), A C By u(B)— u(A) < d4, entonces
H(A,B) <%

Tomemos ((L1,..., L), (t1,.. . tn), ) y (My,..., My), (51,...,8,),5) en
(AOL(X))"x A, x [0,1] tales que para todo i € {1,...,n}, HO(EZ, M;) < da,
[ti —si] <O4y|s—t| <4 Seaie{l,...,n}. ComoL() L;(t) o Li(t) C
Li(5), ¥ 1(Li(6) ~(Li())] = |t —s] < 54, tenemos que H(L,(t), Li(s)) < 2.
Como Hy(L;, M;) < 65, H(Li(s), Mi(s)) < 2. Asf que H(L;(t), Mi(s)) <
2. De aqui se sigue que H(g(L;(t)), g(M;(s ))) < 4;. De manera que

E((g(L1(t)),...,9(Ln(t))), (t1,...,t,)) dista de
E((g(Mi(s)), .-, 9(Mun(s))), (s1,- - -, 5n))

menos que 9, con la métrica H.
Por tanto,

H(gn((L1y. oy L), (t1y oo tn), )y gn( M, ooy M), (51, .., 80),8)) < €.

Esto completa la prueba de la continuidad de g,,.
Antes de definir la estructura convexa en AOL(X), necesitamos verifi-

car algunas propiedades mas de g,. En varias de ellas usaremos que E es
una estructura convexa. Sean £ € AOL(X), (L1,...,L,) € (AOL(X))",
(t1,...,tn) € A, y t €[0,1]. Entonces se cumple que

(I) si e > 0, existe 6 > 0 tal que si M € AOL(X), (My,...,M,) €
(AOL(X))", (s1,..-,80) € Ay, s € [0,1] y Ho(M, M;) < ¢ para todo
i€ {l,...,n}, entonces

H(gn(Myq, ..., My), (81,...,8),8), M(s)) < ¢,
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(V) sio:{1,...,n} = {1,...,n} es una permutacion, entonces
gn<<£17 s 7£n)7 (th s 7tn>a t) = gn((ﬁa(l)a S 7‘60'(71))7 (tU(1)7 cee 7t0'(n))7 t)?

y

(VI) sit; =0, entonces
gn((L1s - La), (b, ) 8) = gn1((La, -, Ln), (2, T0), 1)

Ahora veamos las pruebas de las propiedades arriba mencionadas

(I) Tomemos ¢ > 0. Sea d; tal que si z,y € Q x [0,1] y d(z,y) < ¢y,
entonces H(R(x), R(y)) < . Por la continuidad de g, existe d; > 0
tal que para cualesquiera A, B € C(X), si H(A, B) < J3, entonces
d(g(A),g9(B)) < 6;. Por el Teorema 2.16, existe d3 > 0 tal que si
M,N € AOL(X) y Ho(M,N) < 03, entonces para todo s € [0,1],
H(M(s),N(s)) < 0s.

Ahora supongamos que Hy(M, M;) < 03 para todo i € {1,...,n}.
Entonces para todo i € {1,...,n} y para todo s € [0, 1],

H(M(s), M;(s)) < ds.

Entonces d(g(M(s)), g(M;(s))) < 6. Por la propiedad adicional que
probamos para la estructura F,

d(E((g(Mi(5)); - - g(Mu(s))), (515 50)), g(M(s))) < o1

Por tanto,

De manera que

H(gn(My, ..., M), (81,...,8),
H(R(E((g(Mi(s)), ..., 9(Man(s))), (s1...,5a))), R(g(M(s)))) <e.

(II) Notemos que

gn((L1s-- o Ln), (B, -5 10), 0) = RE((9(£4(0)), -, 9(£(0))), (B, - -5 1))



Dadoi € {1,..., n}, g(L£:(0)) € g(F1(X)) C @ x{0}. Por la manera en
quesedeﬁneE obtenemos que E((g(£1(0)),...,9(L,(0))), (t1,...,t,)) €

x {0}. Sea p = E((g(£1(0)),. 79( (0))), (tl,..., n)) € Q x {0}.
Entonces gn((L1, ..., L), (..., tn),0) = R(p) = ri(p) = g (r(p)).
Ya que r(p) € F1(X), existe x € X tal que r(p) = g({x}) Entonces
g Y(r(p)) = {z}. Por tanto, g,((Ly,..., L), (t1, ..., tn),0) = {z} €
F(X)

(IT1T) Notemos que

gn((L, ..., L), (t1,..., tn),t) =
R(E((g(L()), -, 9(L(®))), (b1, - ) =
R(g(L(1))) = g~ (g(L(1))) = L(1)
(V) Sio:{1,..., n} —{1,..., n} es una permutacién, entonces
gn((Ly, ..., L), (t1, ..., tn),t) =
R(E((9(£1(1)), -, 9(Ln(1))), (t1s - - tn))) =
R(E((9(Lowy (1)), - 9(Lom (1))

Ga((L1y o L), (b ) E) =
R(E((g(L1(t)), -, 9(La(1))), (0,1, . 10))) =
R(E((9(L2(1)); -, 9(La(D))), (ba, - 1n))) =

Gn-1((L2y o, L), (t2, o ), 1),

Con esto terminamos las pruebas de las propiedades arriba menciona-
das.
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Ahora definimos una estructura convexa controlada & en AOL(X).
Para cualesquiera n € N, £y,..., L, € AOL(X), (t1,...,t,) € A,, sea

E(Lyy... . Ly), (tr, ... tn)) =
{U{gn((ﬁl,~~-,£n),(t1,-..,tn),s) cse0,]}:0<t< 1}.

Como la funcién g, es continua, y la funcién de [0,1] en C([0,1]) que a ¢
le asocia [0, t] es continua, por la Proposicién 6.1, la funcién de (AOL(X))™ x

A, x[0,1]en C(X), quea ((Ly,..., L), (t1,...,t,),t) leasocia g,({ (L1, ..., L),

(t1...,tn))} x [0,t]) es continua. Y si la componemos con la funcién unién
(ver Ejercicio 11.5 de [16]), también obtenemos una funcién continua. De
manera que la funcién ¢ : (AOL(X))" x A, x [0,1] — C(X) dada por

(L1, L), (b)) = gn({((L1, - L), (1))} % [0,2])

es continua.
Notemos que

E(L, o L)y (treaitn) = (L, L)y (Frse e ta))} % [0,1]).

Asi que E((Ly,..., L), (t1,...,t,)) es un subcontinuo de C(X), y por
tanto un elemento de C'(C'(X)). Ademads, podemos aplicarle la Proposicién
6.1, y obtener que la funcién con dominio (AOL(X))" x A, x C([0,1]) y
contradominio C'(C(X)), que a cada elemento ((L1,...,L,),(t1,...,t,), A)
le asocia @({((L1, ..., L), (t1,...,t,))} X A) es continua. Notemos que, visto
asi, £ es una restriccién de esta tltima funcién (cuando A sélo toma el valor
[0,1]), y por tanto £ es una funcién continua.

Sea Z = ((L1,..., L), (t1,...,tn)) € (AOL(X))" x A,. Si < s <t <1,
o(Z,s) C (Z,t). De manera que £(Z) = p({Z} x [0,1]) es un subcontinuo
ordenado de C'(X), es decir, un arco ordenado en C(X).

Como ¢(Z,0) = Ugn({2} x {0}) = U{9.(2,0)} = 9u(£,0) € Fi(X)
(por (II)), tenemos que £(Z) contiene un conjunto singular.

Como ¢(Z,1) = Jg.({Z} x [0,1]) D ¢.(Z,1) = X (por (III)), tenemos
que £(Z) contiene a X.

Por tanto £(Z) es un arco ordenado largo en C(X). Esto muestra que &£
estd bien definida.

Veamos que £ es una estructura convexa controlada. Verifiquemos que £
satisface las 4 propiedades de la Definicién 3.1. La cuarta propiedad se refiere
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a que algunas restricciones de la funcién £ son continuas, ya no hace falta
comprobar esto, porque ya vimos que la misma & es continua.

Seann €N, L, Lq,..., L, € AOL(X)y (t1,..., tn) € Ap.

1. Por (IV)

90({((57 .- >£)7 (tla e >tn))} X [O’ 1]) =
{U{gn((ﬁl,..., Ly), (t1, .- ), ):se[Ot]}:te[O,l]}:

{U{E s e0,4]} te[Ol]}
(L) te0,1]) = L.

2. Seao:{l,...,n} = {1,...,n} una permutacién. Por (V),
EWLry o L), (b)) =
o({((Ly, ..., L), (t1,. .., t,))} x [0,1]) =
{Utonl(L1 oo £, (1)) s € 001 st e [0,1]} =
{U{gn((‘cﬂ(l)7 s Lom)), (ber)s -5 o)), 8) = s € [0, 2]} - £ € [0, 1]} =
P({((Lor), -5 Lom): (tor)s - - tom))} X [0,1]) =

E(Lry o L), (O,ta, . tn)) =
o({((L1,- o L), (0,80, £ )} x [0,1]) =

{Uton((L0, o £0), (0,12, 1), 8) s € [0,1]} st e 0,1

{U{gn,l((,c2 ..... L), (ta, ..., tn),s):se[o,t]}:te[o,l]}
e({((L2, ..o, Ln), (L2, ta))} x [0,1]) =

Esto muestra que £ es una estructura convexa.
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Ahora veremos que £ es controlada. Sean £ € AOL(X) y € > 0. Por (I),
existe 0 > 0 tal que si Hy(L, £;) < § paratodoi € {1,...,n}. Por el Teorema
2.15 y el Lema 1.48 de [20],

H (U{gn((ﬁl,...,L’n),(tl...,tn),s) s € [0,t]},£(s)> <
Esto implica que
HEW(Ly, ..., L), (L1, ... ), L) < e.

Que es lo que querfamos demostrar. Por tanto AOL(X) es un retracto abso-
luto. [ |

Nuestro objetivo es demostrar que cuando X es un retracto absoluto,
AOL(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert. Por el Teorema 4.14, nos falta
probar que la funcién identidad en AOL(X) es limite uniforme de Z fun-
ciones. Para probar esto, hay un cierto tipo de puntos de X que presentan
dificultades adicionales. Para situarlos y tratarlos adecuadamente, necesita-
mos algunas definiciones y resultados previos.

DEFINICION 5.2. Un punto z de un continuo X se llama punto extremo
de X si existen un abierto U de X, que contiene a x, y un homeomorfismo
de U sobre [0,1), que envia z al 0.

DEFINICION 5.3. Un triodo simple es un continuo 7" homeomorfo al
subespacio ([—1,1] x {0}) U ({0} x [0,1]) de R?. Al punto que le corresponde
el (0,0) (bajo el homeomorfismo) se llama el vértice de T

El siguiente teorema es bien conocido (ver Ejercicio 31.11 de [16]).

TEOREMA 5.4. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es un
arco o una curva cerrada simple si y solo st X no contiene triodos simples.

PROPOSICION 5.5. Sean X un continuo yp € X un punto extremo de
X. Supongamos que U es un subconjunto abierto de X, como en la Definicion
5.2. Entonces mingun punto de U es un vértice de un triodo simple contenido
en X.

Demostracion. Sea f : [0,1) — X un homeomorfismo tal que f(0) = p.
Supongamos que existe u € U tal que u es el vértice de T. Como U es
abierto, podemos suponer que T' C U. Entonces f~(T) es un triodo simple
en [0,1). Claramente [0,1) no contiene triodos simples, por lo que tenemos
una contradiccion, que termina la prueba de la proposicion. [
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TEOREMA 5.6. Cualquier continuo X tiene a lo mds una cantidad nume-
rable de puntos extremos. Si tal conjunto es infinito y {x, : n € N} son los
puntos extremos de X, entonces se pueden elegir los correspondientes con-
Jguntos Uy, Us, ... de tal manera que sean abiertos conexos, ajenos dos a dos,
homeomorfos a [0,1), x, € U, para todo n € N, y lim didmetro(U,) = 0.

Demostracion. Si X es un arco, entonces X tiene claramente las propiedades
indicadas. Supongamos entonces que X no es un arco.

Sean x,y puntos extremos distintos de X. Tomemos U,V abiertos de
X homeomorfos a [0,1) tales que x € U,y € V, y para los cuales existen
homeomorfismos f : [0,1) — U y g : [0,1) — V tales que f(0) = z y
9(0) =y.

Veamos que U y V son ajenos. Supongamos, por el contrario, que existe un
punto a € UNV. Entonces existen s,t € [0,1) tales que a = f(t) y a = g(s).
Sea Y = f([0,t])Ug([0, s]) es un subcontinuo de X tal que Y C (UUV). Por
la Proposicién 5.5, Y no contiene al vértice de un triodo simple contenido
en X, y entonces Y no contiene triodos simples. Como f([0,t]) y ¢([0, s])
son imagenes de continuos localmente conexos, entonces cada uno de ellos es
localmente conexo. Esto implica que Y es localmente conexo. Por el Teorema
5.4,Y es un arco o una curva cerrada simple. Como [0, ¢) es abierto en [0, 1),
f([0,2)) es abierto en U, y por tanto también es abierto en X y en Y. Como
una curva cerrada simple no tiene abiertos homeomorfos a [0,¢), concluimos
que Y es un arco. Como X no es arco, entonces Y # X. De manera que existe
un punto z € X\Y. Notemos que f([0,1))Ug([0, 1)) es un conjunto abierto, no
vacio y arco conexo de X que contiene a Y, entonces Y # f([0,1))Ug([0, 1)),
pues el inico subconjunto abierto de X que es compacto es X mismo. Sea
z € f(]0,1))Ug([0,1))\Y, entonces existe un arco o en X que une a z con z.
Como « es un arco que une un punto de fuera de Y con uno de Y, podemos
tomar el primero punto zy de «, yendo de z a z, que pertenece a Y. Si zg = z,
entonces {x} es igual a la interseccién de dos arcos. Esto es imposible, pues x
tiene una vecindad en X homeomorfa a [0, 1). Por tanto z, # x. Similarmente
20 # y. Asi que 2y € Y\{z,y}. Claramente z es el vértice de un triodo simple,
lo cual contradice el hecho que Y no tiene vértices de triodos simples de X.
Con esta contradiccién completamos la prueba que U NV = (.

Si X tuviera una cantidad no numerable de puntos extremos, por el parra-
fo anterior, ddndole su vecindad U a cada unos de ellos, tendriamos una can-
tidad no numerable de abiertos no vacios y ajenos dos a dos en X. Esto es
absurdo porque X es separable. Por tanto, X tiene una cantidad a lo mas
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numerable de puntos extremos.

Si X tiene un a cantidad infinita numerable de puntos extremos, los nu-
meramos y los escribimos en el conjunto {z, : n € N}.

Para cada n € N, sea V,, un abierto de X tal que z, € V, y existe
un homeomorfismo f : [0,1) — V,, con f(0) = x,. Sea t,, € (0,1) tal que
didmetro(f([0,t,))) < . Entonces la familia {f([0,¢,)) : n € } satisface las
propiedades requeridas. [

TEOREMA 5.7. Sean X un continuo con métrica d y € > 0. Entonces
existen un subespacio Y de X, que no contiene puntos extremos de X, y una
retraccion v : X =Y tal que d(x,r(x)) < € para todo x € X.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Si X es un arco, es claro que tal retraccién se
puede encontrar. Supongamos entonces que X no es un arco.

Supondremos que el conjunto de puntos extremos de X es infinito, y
entonces numerable. El caso en que el conjunto de puntos extremos de X es
finito es més facil y su demostracion es similar. Sea {x,, : n € N} el conjunto
de puntos extremos de X. Por el Teorema 5.6, existe una familia {U,, : n € N}
de abiertos ajenos dos a dos y homeomorfos a [0,1) tal que z,, € U, para
todo n € N y lim didmetro(U, ) = 0. Haciendo més pequenos a los primeros
conjuntos U, podemos suponer que didmetro(U,,) < € para cada n € N.

Para cada n € N, sea f, : [0,1) — U,, un homeomorfismo tal que f(0) =
Tp-

Definimos

Y = (X\(J{U.:neNh) U (U{fn([%, 1)) :n e N}),

yr: X —Y por

r(a:)—{x sizey,
G stz e U{fa(00,5) i n e N

Como los conjuntos U,, son ajenos dos a dos, la funcién r estd bien definida
y es la identidad en Y. Claramente la imagen de r no contiene ningin punto
extremo de X. Como didmetro(U,,) < ¢, entonces d(x,r(z)) < e para todo
r e X.

Ahora veremos que 7 es continua. Sea W = (J{/,.([0,1)) : n € N}. Como
los conjuntos U, son ajenos dos a dos, W es el complemento de Y. Notemos
que W es un conjunto abierto de X, al ser unién de conjuntos abiertos. Por
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definicion, la funcion r es la identidad en Y, que es cerrado. Por tanto r
es continua en el interior de Y. Como los conjuntos f,([0, 3)) son abiertos
ajenos dos a dos y en cada uno de ellos la funcion r es constante, entonces r
es continua en W.

Entonces sélo hace falta mostrar que r es continua en la frontera de Y.

Sea p € Fr(Y). Supongamos que existe n € N tal que p € f,,([0,1)). Como
f2((3,1)) y f([0, 1)) son abiertos de X contenidos en Yy W, respectivamen-
te, entonces p = f(5). Notemos que la restriccién de r al abierto f,([0,1))
es continua, pues estd definida como la identidad en f,([3,1)), y como la
constante f,(1) en f,([0,3)). Entonces f,([0,1)) es una vecindad de p en la
cual la funcion r es continua. Por tanto r es continua en p.

Analicemos el caso en que p no pertece a ningun conjunto de la forma
fn(]0,1)). Sean 6 > 0y N € N tal que para todo n > N, didmetro(U,) < g.
Tomemos A = f1([0,1]) U--- U fn([0,3]). Entonces A es un subconjunto
compacto de X y p ¢ A. Sea d la métrica de X. Tomemos 1 > 0 tal que
n <%y B,(p)NA=0.Seaq € B,(p). Aseguramos que d(r(p),r(q)) < d. Por
definicién, r(p) = p. Notemos que ¢ ¢ A. Si g € Y, entonces r(q) = ¢, con
lo cual d(r(p),7(¢)) = d(p,q) < 1. Supongamos entonces que ¢ € fo([0,3))
para algin n € N. Como ¢ ¢ A, entonces n > N. De manera que d(q,7(q)) <
didmetro(U,) < $. Entonces d(r(p),7(q)) = d(p,r(q)) < d(p,q)+d(q,7(q)) <
s+o=4

En cualquier caso, d(r(p),r(q)) < d. Por tanto r es continua en p.

Esto completa la prueba de que r es continua.

En particular, como Y es un continuo, su imagen bajo r también es un
continuo. Por tanto Y es un continuo. |

Ahora estamos listos para probar el teorema principal de este capitulo.

TEOREMA 5.8. Sea X un continuo que es retracto absoluto. Entonces la
identidad en AOL(X) es limite uniforme de Z funciones.

Demostracion. Como X es retracto absoluto, X se puede encajar en el cubo
de Hilbert () y es retracto de (). De manera que X es imagen continua de
Q. Como (@ es localmente conexo, entonces X es localmente conexo. Por el
famoso teorema de Bing y Moise (ver el Teorema 10.3 de [16]), podemos
dotar a X de una métrica d que ademas de inducir la topologia original de
X, también es convexa. Esto quiere decir que, para cualquier par de puntos
a,b € X, existe un arco o que los une tal que « es isométrico al intervalo
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[0,d(a,b)]. Es facil ver que, bajo esta métrica, todas las bolas, abiertas y
cerradas, son arco conexas.

Multiplicando por un escalar a la métrica d, si fuera necesario, podemos
suponer que didmetro(X) = 1.

Dados r > 0 y x € X, definimos la bola cerrada con centro en x y radio

r como:
D(z,r)={ye X :d(y,z) <r}.

Por lo comentado anteriomente, D(z,r) es un subcontinuo de X. De
hecho, la funcién D : X x [0,00) — C(X) es continua (ver el Ejercicio
0.65.1 de [21]).

Para cada n € N, definimos f, : AOL(X) — AOL(X) por

£.(L) = {D(x,1) : 7 € [0, %]} U{D(, %) UL:LecL)
donde z es el punto inicial de L.

Como D es continua, la familia {D(z,r) : 7 € [0, 2]} es un subcontinuo de
C(X) que esta ordenado por la inclusién. Por tanto es un arco ordenado que
contiene a {x}, y su otro extremo es D(x, +). La familia {D(z, 2)UL : L € L}
es un subcontinuo de X que también esta ordenado por la inclusion, por lo
que también es un arco ordenado. Notemos que este tultimo arco tiene como
extremos a D(z, 1) y a X. De manera que f,(£) es un arco ordenado, con el
mismo punto inicial que L.

Veamos que la funcién f,, es continua. Sea ¢ > 0. Como D es continua,
existe d > 0talque d <eysiz,y € Xys,tel0,1]son tales que d(x,y) < 0
y |s —t| < 9, entonces H(D(z,s), D(y,t)) < e. Sean L, M € AOL(X) tales
que Ho(L,M) < § y tomemos =,y € X los puntos iniciales de £ y M,
respectivamente. Por el Lema 2.14, d(z,y) < §. Entonces, para todo r > 0,
H(D(z,r),D(y,r) < e. Sea A € F,(L). Si A = D(x,r) para algin r < &,
entonces H(A,D(y,r)) < € y D(y,r) € fo(M). Si A = D(z,%) U L para
algin L € L, entonces existe M € M tal que H(L,M) < e, por tanto
H(A,D(y,2)UM) < ey D(y,2) UM € f,(M). Con esto probamos que
(L) C No(fr(M)). Andlogamente se prueba que f,(M) C Nc(fn(L)). Por
tanto Ho(fn(L), fn(M)) < e. Esto prueba que f,, es continua.

Ahora veamos que f, estd 2-cercana a la identidad. Sean £ € AOL(X)
y x € X su punto inicial. Tomemos A € f,,(£). Si A = D(x,r) para algin
r < % entonces H(A,{z}) < 1. Si A = D(z,1) U L para algin L € L,
entonces H (A, L) < 1. Esto prueba que f,(£) C Na.(L£). Si tomamos L € L,
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entonces H (L, D(z, 1)U L) < L. Esto prueba que £ C Nao(f,(£)). Por tanto
H(L, [,(L)) <

Para cada
AOL(X).

Sean 1 : C(X) — [0, 1] una funcién de Whitney y € > 0. Por el Teorema
5.7, existen un subcontinuo no denenerado Y C X tal que X no tiene puntos
extremos de X, y una e-retraccion R : X — Y. Dado z € X, d(x, R(z)) < ¢,
asi que z € B.(x) C N.(Y). De manera que X C N.(Y). Claramente Y C
N.(X). Asi que H(X,Y) < e.

Como X es localmente conexo, por el Teorema 8.14 de [20], existe una
funcién continua y suprayectiva s : [0, 1] — X. Como X es retracto absoluto,
el Teorema 3.9, X tiene una estructura convexa controlada E : [J{X" x A,
n e N} — X.

Sea G : X x [0,1] — X dada por

2
n’ . .
m € N, veremos que la imagen de f,, es un Z conjunto en

) E(R(x),s(0),1—2t,2t), site]|0,5],
Gl t) = {s(zt—1), si t e [3,1].

Si ¢ = 3, entonces E(R(z),s(0),1 — 2¢,2t) = s(0) = s(2t — 1), por tanto
(G estd bien definida y es continua.
Sea G : X — C(C(X)) definida por

G(x) ={G({x} x [0,t]) : t € [0,1]}.

Como la funcién de [0,1] en C([0,1]) dada por ¢ — [0,t] es continua,
por la Proposicién 6.1, la funcién de X x [0,1] en C(X) dada por (x,t) —
G({z} x [0,t]) es continua, y G(z) es la imagen de [0, 1] bajo esta funcién.
Por tanto G(z) es un subcontinuo de C'(X). Claramente G(x) es una familia
ordenada por la inclusion, de modo que también es un arco ordenado en

C(X). Notemos que G({z} x [0,0]) ={R(z)} vy
G({r} x 0,1]) > {Glau) s €[5, 1)) =
(s(2u—1):u e [%, 10} = {s(u) :w e [0,1]} = X.
Por tanto G(x) es un arco ordenado largo en C'(X), con punto inicial R(x).
Dado € > 0, como G es continua, existe 6 > 0 tal que si z,u € X y s,t €

[0, 1] satisfacen que d(x,u) < d y |s —t| < d, entonces d(G(z,t),G(u,s)) < e.
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Tomemos x,u € X tales que d(z,u) < . Entonces para cada s € |[0,1],
d(G(z,s),G(u,s)) < e. De modo que para todo t € [0,1], G({z} x [0,t]) C
N(G({u} x [0,t])) vy G{u} x [0,t]) € N(G({x} x [0,t])). De manera que
H(G({z} x [0,t]),G({u} x [0,t])) < € para todo t € [0, 1]. Con esto, G(z) C
N.(G(u)) y G(u) C N(G(z)). Ast que Hy(G(z),G(u)) < e. Por tanto G es
continua.

Notemos que para cada x € X, cada elemento de G(x) es la imagen
continua de un arco (sus elementos son imégenes bajo G) de arcos de la
forma {x} x [0,t], y si ¢ = 0, obtenemos un conjunto singular, que también
es imagen continua de un arco). Para cada ¢ € [0,1], sea G(z)(t) el unico
elemento de G(z) de medida t bajo p.

Por el Teorema 1.11, podemos elegir ¢, € [0, 1] tal que to < pu(Y) y que
cumpla que si x € A € C(X) y pu(A) < to, entonces H({z}, A) <e.

Escogemos un arco ordenado ) en C(X), que une a Y con X.

Sea F. : AOL(X) — AOL(X) definida por

FL(L) ={G(z)(t) : t € [0, 0]}V
{G(x)(to)) UR(L) : L € LYU{G(x)(tox) UB : B € Y}.

Analicemos la definicién de F.(£). El primer uniendo en la definicién de
F.(L£) es un arco ordenado contenido en G(x), que une el singular {R(z)}
con el elemento G(z)(to) (el cual es el elemento de G(x) de medida ty). Por
la eleccién de ty, todos los elementos de este uniendo distan de {R(z)} en
menos que €, y como d(R(x),x) < ¢, los elementos del primer uniendo distan
de {z} en menos que 2¢. El segundo uniendo es un arco ordenado que une
el elemento G(x)(ty) con G(z)(to) UR(X) = G(z)(to) UY. Como R es una e-
retraccion, un elemento tipico de este uniendo G(x)(to))UR(L) estd contenido
en N.({z}UL) = L. Para L € L, L C N.(R(L)) C N:(G(z)(tp) U L), con
lo cual H(G(x)(ty) U R(L),L) < e para todo L € L. En particular £ C
N:(F.(L)). El tercer uniendo es un arco ordenado que empieza en G(z)(to)UY
y termina en X. Como todos sus elementos estan contenidos en Y, tenemos
que cada uno de ellos dista de X en menos que . Hemos obtenido, pues,
que cada elemento de F.(L) dista de uno de £ en menos de 2¢, es decir,
F.(L£) C Noo(L), y como L C N(F.(L)), concluimos que

HO(£7 Fe(‘c))

En el caso que z es un punto extremo de X, se tiene que F.(L) es un arco
ordenado con punto inicial R(zx), que es distinto de x.
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Veamos que F. es una funcién continua. Sea n > 0. Como G es una
funcién continua, existe §; > 0 tal que 0; < nysiz,y € X y d(x,y) < 01,
entonces Hy(G(x),G(y)) < n. Por el Teorema 2.15, existe do > 0 tal que
si LM € AOL(X) y Ho(L, M) < &, entonces H(L(t), M(t)) para todo

€ [0,1]. Ya que la funcién inducida C(R) : C(X) — C(Y) es continua,
existe d3 > 0 tal que d3 < 2 y si A, B € C(X) satisfacen que H(A, B) < 03,
entonces H(R(A), R(B)) < n.

Sean L, M € AOL(X) tales que Ho(L,M) < 03, y z,y € X los pun-
tos iniciales de £ y M, respectivamente. Como Hy(L, M) < J3, entonces
H({z},{y}) = H(L(0), M(0)) < 4. De manera que Ho(G(z),G(y)) <.

Veamos que F.(L) C N,(F.(M)). Tomemos A € F.(L). Tenemos tres
posibilidades:

(a) A€ G(z)y u(A) <ty Seat = u(A). Entonces A = G(x)(t). De modo

que H(A, G(y)(t)) = H(G(x)(t),G(y)(t)) < Ho(G(x),G(y)) < n. Como
t <to, G(y)(t) € F.(M). Asi que A € N,(F.(M)).

(b) A=G(z)(ty) UR(L) para algin L € L. Sea M € M tal que H(L, M) <
d3. entonces H(R(L), R(M)) < n. Ya vimos que H(G(x)(t9),G(y)(to)) <
1. De aqui que H(A, R(M) U G(y)(to)) = H(R(L) U G(z)(t), R(M) U
G(y)(ty)) < n. Como R(M) U G(y)(ty) € F.(M), concluimos que A €
N(Fe(M)).

(¢) A=G(z)(ty)UB paraalgiin B € Y. Ya vimos que H(G(z)(t), G(y)(to)) <
n. Esto implica que H (A, G(y)(to)UB) = H(G(x)(to)UB,G(y)(te)UB) <
n. Como G(y)(ty) U B € F.(M), tenemos que A € N, (F.(M)).

Hemos demostrado que F.(L) C N, (F:(M)). De manera similar se demuestra
que F.(M) C N,(F.(L)). Se sigue que Hy(F.(L), F.(M)) < n. Por tanto F.
es continua.

Ahora veamos que la imagen de F. es ajena de la imagen de f,,. Supon-
gamos que existe A €lm(F.)N Im(f,,). Entonces A = F.(Ly) = f.(L2), para
algunos Ly, Ly € AOL(X). Sea x € X el punto inicial de £;, entonces el
punto inicial de A es R(x). De manera que R(z) es el punto inicial de f,(£2)
y por tanto también es el punto inicial de £5. Con esto tenemos que el punto
inicial de A no es un punto extremo de X.

Fijemos un elemento Ay € Atal que Ay # {R(x)}, p(A4) < tpy didm(A4,) <
L. Entonces Ay no puede contener a D(R(x),+). Como Ay € F.(L,), tene-
mos que Ay es de la forma G({R(x)} x [0, s¢]), para algin sq € [0, 1], y como
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Ay € fulLs), Ao = D(R(x),r9), para algiin 7y € (0%). Dado r € [0,7], el
conjunto ¥ = D(R(z),r) es un elemento de A tal que £ C Ay. De manera
que E = G({R(x)} x [0,s]) para algin s € [0, so]. Por la conexidad de X,
podemos fijar un punto z € X tal que d(R(z),z) = ry. Como la métrica
d es convexa, existe una isometria v : [0,79] — X tal que v(0) = R(x) y
V(ro) = 2.

Aseguramos que Im(y) = Ay = D(R(z),r9). Como 7 es isometria, Im
v C Ap. Supongamos que Ag no estd contenido en Im . Entonces existe
y € D(R(x),ro)\Im ~. Sea r = d(R(z),y) € [0,70]. Como y ¢Im ~, 0 < r.
Tomemos E = D(R(z),r) y s € [0,50] tal que E = G({R(z)} x [0,s]) =
{G(R(z),u) : u € [0,5]}. Como d(R(+(0)), R(x)) = 0 y d(R(+(r0)), R(x)) =
d(z9, R(x)) = 19 > r, existe p €lm v tal que d(p, R(z)) = r. Sea uy =
min{u € [0, s] : d(G(R(z),u), R(z)) = r}. Notemos que ug estd bien definido
pues p € E = G{R(z)} x [0,s]). Como r > 0y G(R(x),0) = R(R(x)) =
R(x), tenemos que uy > 0. Por definicién de ug, d(G(R(z),u), R(z)) < r
para todo u € [0, ug). Por tanto G(R(x),up) es el inico punto en el conjunto
C = G({R(x)}x][0,up)) tal que su distancia a R(z) esigual ar. Ya que y ¢Im
v, y # p; y como d(y, R(x)) = d(p, R(x)) = r, concluimos que alguno de los
puntos y o p no pertenece a C'. Como C' = G({R(z)} x [0,u]) € G({R(x)} x
0,s]) = E = D(R(x),r) C D(R(x),19) = Ao, tenemos que C' C Ay. Por
la definicién de F.(L1), C es un elemento de A, asi que, por la definicién
de f.(Ly), C = D(R(x),v) para algin v € [0,7r9]. Ya que G(R(z),uy) € C
y d(G(R(x),up), R(x)) = r, tenemos que r < v. Por otra parte, como C' =
G{R(z)} x [0,u0)) € G{R(z)} x [0,s]) = E = D(R(x),r), concluimos que
v < r. De modo que v = r. Es decir, C' = E. Esto es absurdo pues y,p € E.
Con esta contradiccion hemos probado que Im v = A,.

Como Im v = Ay = D(R(z),79) y el unico punto de Im v que dista
r de R(x) es z, tenemos que B,(R(z)) = 7([0,7)). Por tanto B,(R(z)) es
un subconjunto abierto de X que es homeomorfo a [0,r). Esto muestra que
R(x) es un punto extremo, lo cual es absurdo pues R(x) € Y y Y no contiene
puntos extremos de X. Esto termina la prueba de que Im(F.)NIm(f,,) = 0

Hemos probado que Im(f,,) es un Z-conjunto de AOL(X). Por tanto la
identidad en AOL(X) es limite uniforme de las Z-funciones f,,. |

COROLARIO 5.9. Sea X un continuo que también es un retracto absoluto.
Entonces AOL(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert.
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Capitulo 6

AOL(X) cuando X es un grupo
topoloégico

Ahora que sabemos cémo es AOL(x, X)), investigaremos cémo es AOL(X).
Empezaremos con algunos casos sencillos. Primero veremos el caso en que X
es la circunferencia y , mas generalmente, cuando X es un grupo topoldgico.
Antes necesitaremos una construcciéon muy parecida al de la funcién induci-

da.

PROPOSICION 6.1. Sean X,Y continuos y f: X XY = Z una funcion
continua. Entonces la funcion C(f) : C(X) x Y — C(Z) definida por

C(N(Ay) = f(AxA{y})

esta bien definida y es una funcion continua.

Demostracion. Primero veamos que C esta bien definida. Dados A € C(X) y
y € Y, el conjunto A x {y} es un subcontinuo de X x Y. Por tanto f(Ax{y})
es un subcontinuo de X x Y.

Para ver la continuidad de C, tomemos ¢ > 0. Como f es continua,
también es uniformemente continua, asi que existe § > 0 tal que si dx (z,u) <
dy dy(y,v) < 4§, entonces dz(f(x,y), f(u,v)) < e. Tomemos A, B € C(X) y
y,v €Y tales que H(A,B) <dy dy(y,v) <9.

Dadoa € A, existe b € B tal que dx(a,b) < 0. Entonces dz(f(a,y), f(b,v)) <
4. De aqui que f(a,y) € N.(C(f)(B,v)). Por tanto C(f)(Axy) C N.(C(f)(B,v)).
De manera similar se demuestra que C(f)(B xv) C N.(C(f)(A,y)). Conclui-
mos que H(C(f)(A x y),C(f)(B x v)) < e. Esto completa la prueba de que
C(f) es continua. [
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DEFINICION 6.2. Un espacio topolégico X que tiene una operacién bi-
naria - : X x X — X se llama grupo topoldgico si la operacion hace a X un
grupo, la funcién - : X x X — X es continua, y la funcién (de X en X) que
a cada elemento de X le asigna su inverso, también es continua.

Sea X un grupo topoldgico. Observemos que la operacién division 9 :
X x X — X dada por 6(a,b) = a-b~! también es continua, pues es la
composicion de dos funciones continuas. También observemos que si x € X,
entonces la funcién traslaciéon -x : X — X definida por -z(y) = y - = es
una biyeccién continua, cuya funcién inversa es -x~!, y por tanto -z es un
homeomorfismo.

TEOREMA 6.3. Sea X un grupo topoldogico con multiplicacion -, y divi-
sion 6. Supongamos que existe p € X tal que AOL(p, X) no es degenerado.
Entonces AOL(X) es homeomorfo a X x Q, donde Q es el cubo de Hilbert.

Demostracién. Como AOL(p, X) no es degenerado, por el Teorema 4.15, es
homeomorfo al cubo de Hilbert (). Sea e el elemento neutro de X. Como
las traslaciones en X son homeomorfismos, la funcién h : C' — X dada por
h(z) =z -p~! es un homeomorfismo. Por la Proposicién 2.9, como h(p) = e,
tenemos que AOL(e, X') tampoco es degenerado.

Dados A€ C(X) y z € X, sea

A-z={a-x:a€ A}

Alx ={a/z :a € A}
Definimos M : C(X) x X — C(X) por

M(Azx)=A -z
yD:C(X)x X — C(X) por
D(A,z) = AJx.

Ya que M(A,x) = A-x = -(A, x), tenemos que M (A, x) es un subcontinuo
de X. Por tanto la funcién M esta bien definida. Por la Proposicién 6.1, la
funciéon M es continua. Similarmente, D estd bien definida y es continua.

Definimos F': AOL(e, X) x X — AOL(X) por
F(Lyx)={L-x:LeL}=M(Lx{z}).
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Sean £ € AOL(p,X) y v € X. Observemos que F(L,z) = M(L x {z})
es un subcontinuo de C'(X). Ademés, {e} -z ={e-z} = {2}y X -2 = X.Si
A C B, entonces A-x C B-x. Por tanto {L-x : L € L} es un arco ordenado
largo que inicia en {z}. De aqui que F' es una funcién bien definida.

La Proposicién 6.1 implica que la funcién C(M) : C(C(X)) x X —
C(C(X)) es continua. Notemos que para cada A € C(C(X)) y x € X,
CIM)(A,z) = {M(Az): Aec A} = {A-2: A e A}. De manera que
F = C(M)|a0L(e,x)xx- Por tanto F es continua.

Veamos que ' es inyectiva. Sean (Lq,x1), (L2, 22) € AOL(p, X) x X
distintos. Si 21 # x4, entonces F'(Lq,21) y (L2, x2) son arcos ordenados largos
que empiezan en puntos distintos (z; y x2), y por tanto son distintos.

Ahora supongamos que 1 = x5. Entonces £1 # L. Podemos suponer que
existe L € L1 — Ly. De manera que L -xy € F(Ly,x1). Si L- 21 € F(Ls, x3),
entonces L -1y = Ly - So = Ly - s1 para algun Ly € L5. Como -x1 : X X X es
un homeomorfismo, entonces L = L, lo cual es absurdo, pues L ¢ L,. Por
tanto F'(Lq,x1) # F(Ly,x2) y F es inyectiva.

Ahora veamos que F' es suprayectiva. Sean K € AOL(X), y =z € X el
punto inicial de K. El conjunto £ = {L/x : L € K} es un continuo, pues
es la imagen bajo D del continuo {(L,z) : L € K} = K x {z}. Si A C B,
entonces A/x C B/x, por tanto {L/z : L € K} es ordenado. Observemos que
{z}/x = {e} y X/x = X. Por tanto L es un arco ordenado largo que inicia en
e. Por tltimo, notemos que F(L,z) ={L-x: L€ L} ={(K/z) -z : K € K}.
Por tanto F' es suprayectiva.

Como F es una funcién biyectiva y continua entre continuos, es un ho-
meomorfismo. [

COROLARIO 6.4. El espacio de arcos ordenados de la circunferencia uni-
taria S; C R? es homeomorfo a S* x Q, donde Q es el cubo de Hilbert.

Un continuo bastante estudiado que también es un grupo topolégico es el
solenoide diadico, que se define como el conjunto

S ={(s1,82,...): paratodo n € N se tiene que s, € S' y s, = 52, },

donde S! es la circunferencia unitaria en el plano complejo C. Tal espacio
resulta ser un grupo topoldgico, con la operacién binaria - : S x S — S defi-
nida por -((s1, 82, ... ), (t1,t2,...)) = (s1t1, Sata, . .. ), donde la multiplicacién
de cada s; y t; es la multiplicaciéon compleja.
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COROLARIO 6.5. El espacio de arcos ordenados del solenoide diddico S
es homeomorfo a S x @), donde Q) es el cubo de Hilbert.

DEFINICION 6.6. Un continuo X se llama homogéneo si para cualquier
par de puntos z,y € X existe un homeomorfismo de X en si mismo, que
manda a z en y.

Si X es un grupo topoldgico, entonces es homogéneo. En este caso, el
hiperespacio AOL(X) es homeomorfo a X x AOL(p, X), donde p es cualquier
elemento de X. Eso también sucede en el caso que X es el seudoarco, por el
Corolario 4.8.

PREGUNTA 6.7. Sean X un continuo homogéneo y p € X. ;Sera cierto
que AOL(X) es homeomorfo a X x AOL(p, X)?. La respuesta a esta pre-
gunta es positiva en el caso que X es una circunferencia, el solenoide diadico,
y el seudoarco. No sabemos la respuesta a esta pregunta ni siquiera para las
variedades compactas, conexas y sin frontera. Observemos que por la Propo-
sicién 2.9, cuando X es homogéneo, se tiene que AOL(p, X') es homeomorfo
a AOL(q, X) para cualesquiera p,q € X.
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Capitulo 7

Relacion entre propiedades
topoldgicas de X y propiedades
topologicas de AOL(X)

En este capitulo responderemos preguntas de la forma siguiente. Sea T
una propiedad topolégica, ;sera cierto que si X tiene la propiedad 7', entonces
AOL(X) tiene la propiedad T, jsi AOL(X) tiene la propiedad T, entonces
X tiene la propiedad T'?

7.1. Conexidad por trayectorias

Para un continuo X, X siempre es imagen continua de AOL(X ), mediante
la funcién P : AOL(X) — X, que elige el punto base de un arco ordenado
largo (ver Lema 2.14). De ahi podemos obtener el siguiente teorema.

TEOREMA 7.1. Sea T una propiedad topoldgica que se preserva bajo las
funciones continuas y suprayectivas. Entonces X tiene la propiedad T siem-
pre que AOL(X) la tiene.

COROLARIO 7.2. Si AOL(X) es conexo por trayectorias, entonces X es
conexo por trayectorias.

COROLARIO 7.3. Si AOL(X) es localmente conexo, entonces X es local-

mente conexo.

Ahora veremos que los conversos de los dos corolarios anteriores se satis-
facen.
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TEOREMA 7.4. Sea X un continuo conexo por trayectorias. Entonces
AOL(X) es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean Ly, L1 € AOL(X), con puntos iniciales zg,z; € X,
respectivamente.

Si g = x1, entonces Ly, L1 € AOL(xy, X) C AOL(X). Por el Corolario
2.12, AOL(xg, X) es arco conexo. Entonces Ly y £ se pueden conectar por
una trayectoria en AOL(X).

Si xg # w1, sea a : [0,1] — X una trayectoria tal que a(0) = zg y
a(1) = 2. Definamos la funcién o : [0, 1] — AOL(X) por

o(t) ={a([s,t]) : s € [0,t]} U{a([0,t]))UL: L € Lo}

Entonces, para cada ¢t € [0,1], o(t) es un arco ordenado largo con punto
inicial a(t), que luego crece a a([0,t]) por los conjuntos de la forma a([s, t]),
después que llega a a([0,t]), y crece a X mediante la unién de elementos de
L. Notemos que 0(0) = {a(0)} U{a(0)UL: L e Ly} ={zo} U{{zo} UL:
L€ Ly} =Ly, y o(l) tiene punto inicial o(1) = z;.

Veamos que ¢ es una funcién continua. Sea ¢ > 0. Como a es continua, la
funcién inducida C(a) : C(0,1) — C(X) es continua. De manera que existe
d > 0 tal que si H([u,v], [w, z]) < 0, entonces H(a([u,v]),a([w, z])) < €. Sean
r,t € [0,1] tales que |r —t| < §. Para cada s € [0, ], existe s, € [0, 7] tal que
|s — s1] < d. Asi que H(a([s,t]),a([s1,7])) < €. Esto muestra que

{a([s,t]) : s € [0,t]} € N-({a([s1,7]) : s1 € [0,7]}).
Similarmente se prueba que

{a([s1,7]) : s1 € [0,7]} € N({a([s,t]) : s € [0,]}).
De modo que

Ho({a([s1,7]) : s1 € [0,7]},{a([s,t]) : s € [0,1]}) < e.
Como H (a([0,¢]),a(]0,7])) < e, paracada L € Ly, H(a([0,t])UL, a([0,r])U
L) < e. Asi que
Ho({a([0,t]))UL: L€ Lo}, {a([0,7])UL: L€} <e.

De aqui se sigue que Hy(o(t),o(r)) < . Por tanto o es continua.

Entonces o es una trayectoria que une a £y con un elemento en AOL(xq, X).
Como AOL(xy, X)) es conexo por trayectorias y £ € AOL(z1, X ), podemos
extender ¢ a una trayectoria que une Ly con L;. |
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7.2. Grupo fundamental

Como un continuo X es arco conexo si y sélo si AOL(X) es arco conexo,
tiene sentido preguntar la relacién entre sus grupos fundamentales.
Primero necesitamos una definicion.

DEFINICION 7.5. Un continuo X se llama contrdctil si la funcién iden-
tidad en X es homotodpica a una funcién constante.

Notemos que si tenemos un continuo contractil, entonces su grupo fun-
damental es trivial, es decir, sélo consiste del lazo trivial constante.

TEOREMA 7.6. Sea X es un continuo arco conexo. Entonces m (X) es
isomorfo a m (AOL(X)).

Demostracion. Sean £ € AOL(z, X) el punto que tomamos como base pa-
ra definir el grupo fundamental de AOL(X). Sea xy el punto inicial de L.
Tomamos a xy como base del grupo fundamental de X.

Sea P : AOL(X) — X la funcién que a cada arco ordenago largo le asocia
su punto inicial. Entonces P es una funcién continua (Lema 2.14).

Como se sabe, toda funcién continua entre dos espacios induce un ho-
momorfismo natural entre sus grupos fundamentales. Recordemos que es-
to se hace de la siguiente manera. Dado un lazo F : [0,1] — AOL(X),
basado en £ (F(0) = £ = F(1)). Se define el lazo, basado en zg, dado
por Po F : [0,1] — X. Se sabe que si dos lazos F y G son equivalen-
tes en AOL(X), entonces P o F y P oG son equivalentes en X, por lo
que se tiene una funcién entre los grupos fundamentales. Denotaremos por
P : m(AOL(X)) — m(X) a este homomorfismo. Para ver que P es un
isomorfismo, tenemos que ver que es una biyeccion.

a) La funcién P es inyectiva.

Sea F : [0,1] — AOL(X) tal que F(0) = F(1) = L y P(F) es equivalen-
te (homotopica) a la funcién constante xy. Entonces existe una funcién
continua G : [0,1] x [0,1] tal que G(¢,0) = P o F(t), G(t,1) = z( para
todo t € [0,1] y H(0,s) = H(1,s) = xo para todo s € [0, 1].

Sea G : [0,1] x [0,1] = AOL(X) definida por

G(s,t) = {G({sy x [t—rt]) s € [0, U{G({s} x [0,]) UL : L € F(s)}.
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Notemos que el primer uniendo en la definicién de G(s,t) es un arco
ordenado que une a {G(s,t)} con G({s} x|0,t]). Como G(s,0) = P(F(s)),
que es el punto inicial del arco ordenado largo F(t), y G(s,0) € G({s} x
[0,¢])N L, para todo L € F(s), tiene sentido unir a G({s} x[0,¢]) y L para
formar el segundo uniendo de la definicién de G(s,t). Este uniendo es un
arco ordenado que empieza en G({s} x [0,t]) y termina en X. Entonces
G(s,t) es un arco ordenado largo para todo (s,t) € [0,1] x [0, 1].

Para todo t € [0,1], G(0,t) = {G({0} x [t — r,t]) : r € [0,t]} U{G({0} x
0,¢))UL:Le F(0)} ={{xo}}U{{zo} UL : L e F(0)} = L. Similar-
mente, G(1,t) = L.

Para todo s € [0, 1], tenemos que G(s,0) = F(s) y G(s,1) empieza en
G(s,1) = zg. De manera que G(s,1) € AOL(xo, X).

Como AOL(xq, X) es un conjunto degenerado o un cubo de Hilbert (Teo-
rema 4.15), entonces AOL(xq, X) es contractil, por lo que su grupo fun-
damental es trivial. De manera que el lazo K : [0,1] - AOL(xy, X) C

AOL(X) definido por K(s) = G(s, 1) es homotépico a la funcién constante
L (en AOL(xy, X)). Con lo cual el lazo F es trivial (en AOL(X)).

Por tanto P es inyectiva.

La funcién P es suprayectiva.

Sea « : [0,1] — X un lazo basado en zy. Entonces «(0) = xy = «(1).
Necesitamos encontrar un lazo F; en AOL(X) basado en £ tal que P o
F1 = a. Notemos que « es homotépico al lazo 5 : [0, 1] — X definido por

Como a y 3 son representantes de la misma clase en el grupo fundamental
m(X), entonces es suficiente que encontremos un lazo F en AOL(X),
basado en L, tal que P o F = [3.

Definimos F : [0, 2] — AOL(X) por

Fit)y={rel0,2t]fu{: L e L}

El primer uniendo en la definicién de F(t) es un arco ordenado que une
a {a(2t)} con «([0,2t]), y el segundo uniendo es un arco ordenado que
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une a «([0, 2¢]) con X, entonces F(t) es un arco ordenado largo para todo
t € [0,3]. Notemos que, para cada t € [0,1], P(F(t)) = a(2t) = B(t).
También notemos que F(0) = L.

Sea M = .7-"(%) Observemos que el punto inicial de M es el punto 04(2%) =
B(3) = B(1) = . Como AOL(zo, X) es arco conexo (Corolario 2.12),

existe una trayectoria F : [1,1] = AOL(zo, X) tal que F(3) = M y

F(1) = L. Entonces F es un lazo en AOL(X) basado en £. Ademas,
P o F = (. Esto prueba que P es suprayectiva.

Con esto termina la prueba de que P es un isomorfismo de grupos. [

7.3. Contractibilidad

TEOREMA 7.7. Sea X un continuo contrdactil. Entonces AOL(X) es contrdctil.

Demostracion. Como X es contractil, exiten y € X y una funcién continua
R : X x[0,1] — X tales que, para todo x € X, se tiene R(z,0) = x y
R(z,1) = y. Sea P : AOL(X) — X la funcién que a cada arco ordenado
largo le asigna su punto inicial. Definimos R : AOL(X) x [0,1] — X por

R(L. 1) = {RUP(L)Y x [rd]) : 7 € [0,4]} ULR({P(L)} x [0,) UL : L € LY.

El primer uniendo de la definicién de R(L, t) es un arco ordenado que une
a{R(P(L),t)} con R(P(L)x[0,t]). Dado L € L, como P(L) = R(P(L),0) €
R({P(L)} x [0,t]) y P(L) € L, tiene sentido unir a R({P(L)} x [0,]) con
L, para obtener un elemento de C'(X).

El segundo uniendo de la definicién de R(L,t) es un arco ordenado que
une a R(P(L) x [0,t]) con X. De manera que {R(P(L),t)} es un arco orde-
nado largo para cada (£,t) € AOL(X) x [0, 1].

Dado £ € AOL(X), R(£,0) = {R({(P(£),0)})} U{R{(P(£),0)}) U
L: L e L} = L. Ademds, se tiene que R(L, 1) tiene como punto inicial
a R(P(L),1) = y. Asi que R(L,1) € AOL(y,X). Ya que AOL(y,X) es
degenerado u homeomorfo a un cubo de Hilbert (Teorema 4.15), tenemos
que AOL(y, X) es contractil. Entonces hay una homotopia en AOL(y, X)
que transforma la funcién R(-,1) en una constante. Entonces la identidad
de AOL(X) es homotépica a una funciéon constante. Por tanto, AOL(X) es
contractil. [
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7.4. Conexidad local

En esta seccion nos sera tutil saber que las bolas en la métrica Hy en un
espacio de la forma AOL(z, X') son arco conexas.

TEOREMA 7.8. Sean X un continuo, x € X. Entonces las bolas en
AOL(x, X)) son arco conexas.

Demostracion. Sean € > 0y L € AOL(x,X). Tomemos M € AOL(z, X)
tal que Ho(L, M) < e. Definimos la funcién f: M — AOL(X) por

FM)={ZeM:ZcM}U{MUL:LEeL}

El primer uniendo en la definicién de f(M) es el arco ordenado contenido
en M que une a {z} con M. El segundo uniendo es un arco ordenado que une
a M con X. De manera que f(M) es un arco ordenado largo en AOL(x, X)

Observemos que f({z}) =Ly f(X) =M.

Queremos probar que f(M) € B.(L) para todo M € M. Sean M € M
y B € f(M), revisamos dos casos:

a) Si B C M, entonces B € M. Asi que existe K € L tal que H(B, K) < ¢;

b) si B es de la forma M UL para algin L € L. Como M € M, existe P € L
tal que H(M, P) < ¢, por tanto, H(B,PUL)=H(MUL,PUL) < ¢.
Notemos que P U L € L. Hemos demostrado que f(M) C N.(L).

Ahora probaremos que £ C N.(f(M)). Dado L € L, existe R € M tal
que H(L,R) <e.Si R C M, entonces R € f(M), asi que L € N(f(M)). Si
M C R, entonces se cumple que M UL C RUL C N.(L)y L C N, (M U L),
por tanto H(L, M U L) < €. De manera que L € N.(f(M)). Hemos probado
que L C N.(f(M)). De manera que f(M) € B.(L£). Como M es un arco, f
es una trayectoria en AOL(z, X) que une a £ con M, dentro de B.(L). Esto
termina la prueba de que B.(L) es arco conexa. |

Antes de demostrar que ser localmente conexo se hereda de X a AOL(X),
recordaremos la definicon de conexidad en pequeno, la cual, como es usual,
nos facilitara el tratamiento de los continuos localmente conexos.

DEFINICION 7.9. Un continuo X se llama conezo en pequeno en r € X
(abreviado X es cik en x) si para todo € > 0 existe un subcontinuo A de X
de didmetro menor a ¢ tal que = es un elemento del interior de A en X. Si
X es cik en x para todo x € X, diremos que X es conexo en pequeno (cik).
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Claramente, todos los continuos localmente conexos, son conexos en pe-
queno. Es bien sabido que la implicacién contraria también es cierta (Teorema
3-11 de [9]).

TEOREMA 7.10. Sea X un continuo. Entonces X es cik si y solo si X es
localmente conexo.

Ahora veremos que si un continuo X es cik en x € X, entonces AOL(X)
es cik en todo punto de AOL(x, X).

TEOREMA 7.11. Sean X wun continuo cik en un punto x € X y L €
AOL(z,X). Entonces AOL(X) es cik en L.

Demostracion. Sea € > 0. Como X es cik en z, existe A € C(X) tal que
x € A C B:(x) y x pertenece al interior de A. Sea § > 0 tal que § < ¢y
Bs(x) C A. Tomemos K € AOL(X) tal que Hy(L, ) < §. Por el Lema 2.14,
el punto inicial y de K dista de x en menos que 9, asi que y € A. Por lo
tanto, todo elemento de IC intersecta a A.

Para cada M € AOL(A), notemos que MU{AUK : K € K} es un
arco ordenado largo, pues M es un arco ordenado que une a un sigular de
Acon A,y {AUK : K € K} es un arco ordenado que une a A con X.
Notemos que la funcién que asocia a cada M € AOL(A) el arco ordenado
MU{AUK : K € K} es continua.

Definimos

Uc={MU{AUK : K eK}: Me AOL(A)}.

Ya que AOL(A) es un continuo y Uy es una imagen continua de AOL(A),
tenemos que U es un continuo.

Sea M € AOL(A). Como A C Be(x), para cada M € M, M C Bz(z) C
Ba: (y). De manera que H(M,{y}) < %. Asf que M C Noe (). Ademas,
para cada K € K, AUK C N:({y} UK) = Ne(K). Esto implica que
AUK € N%s(IC) y K € N%({AUK : K € K}). Con esto hemos demostrado
que para todo M € AOL(A), MU{AUK : K € K} C N;;(K) y K C
N;;(MU{AUK : K € K}). Por tanto, Hy(K, MU{AUK : K € K}) < %.
Esto prueba que Uy C Bze k) C Bae (L).

Elegimos dos arcos ordenados M; y My que unan {z} con Ay {y} con
A, respectivamente. Sea Ny = MiU{AUK : K € K} y No = My U{AUK :
K € K}. Entonces N} € Ui N AOL(z, X) y Ny € U N AOL(y, X). Se sigue
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que Ho(N3, K) < £y Ho(Ny, L) < £. Por el Teorema 7.8, podemos elegir
dos arcos Sk y T en AOL(X) tales que Si une a K con Ny en AOL(k, X)N
Bee (K) y Tic une a L con N7 en AOL(z, X)N B%g(ﬁ). Definimos el continuo
Vic = U U Sc U T, que estd contenido en B%E (£). Ademss, L,K € V.

Como Bs(L) C Ugepyey Ve C Be(L), ¥y Ukep,(r) Vi €s un subcontinuo
de AOL(X), el teorema queda demostrado. [

Como corolario, tenemos el converso del Teorema 7.4.

COROLARIO 7.12. Sea X un continuo. Entonces AOL(X) es localmente
conexo si y solo st X es localmente conexo.

Sin embargo, que AOL(X) se localmente conexo en £, no significa que
X es cik en el punto base de L.

EJEMPLO 7.13. Existen un continuo X C R?, un punto z € X tal que X
no es cik en z y un elemento £ € AOL(z, X) tal que AOL(X) es localmente
conexo en L.

Para cada n € N, sean A, y B, los segmentos de recta del plano que
unen a los puntos (—1,0) con (0,4), y a (1,0) con (0, —=), respectivamente.
Tomemos A el segmento de recta que une a (—1,0) con (0,1), y = (0,0).
Entonces X = AUJ~ (A, U B,,) es un continuo que no es cik en .

Sean p = (—1,0), ¢ = (1,0), a = (—3,0) y b= (3,0).

Tomemos £ € AOL(x, X) el arco ordenado largo que inicia en z, luego
crece simétricamente hacia el arco pq, y luego llena a X, de cualquier manera
(entonces, los segmentos de recta que unen a (—s,0) con (s, 0) son elementos
de L, para cada s € [0, 1]). En particular, el segmento ab es un elemento de
L.

Sean £ < 1 y M € AOL(X) tales que Ho(L, M) < e. Entonces existe
M € M tal que H(M,ab) < € < 5. De manera que M C N, (ab). Como
p,q ¢ N:(ab), M estd contenido en una de las componentes de X\{p,q}.
Ademas M tiene un punto que dista de a en menos que € y tiene otros que
dista de B menos que . Todo esto implica que M C pq. Sea y el punto inicial
de M, entonces y € M C pq, y d(z,y) < & (ver Lema 2.14).

Sean « : [0,1] — X una funcién continua tal que a(0) =z y a(l) = y.
Para cada t € [0, 1], tomemos A(t) el arco ordenado que empieza en {«(t)};
contiene a los elementos de la forma a(]t, s]), para t < s < 1; y también
contiene a los elementos de la forma «a([t,1]) U N, donde N € M. De esta

manera, A(t) es un elemento de AOL(X) que dista a lo mas € de £, A(1) =
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My A(0) es un elemento de AOL(x, X). Por el Teorema 7.8, podemos unir
a A(0) con £ por un arco cuyos elementos no disten de £ mdas de €. Es
decir, cualquier elemento M que diste menos de £ de L, puede unirse a L
por un arco en AOL(X) cuyos elementos distan de £ menos de . Por tanto
AOL(X) es localmente conexo en L.

Por el ejemplo anterior, uno podria pensar que AOL(X) siempre es local-
mente conexo en alguno de sus elementos, este no es el caso, como veremos
a continuacion.

EJEMPLO 7.14. Sea S el solenoide diadico. Es bien sabido que S no es
localmente conexo en ninguno de sus elementos. Por el Corolario 6.5, el es-
pacio AOL(S) es homeomorfo a S x @), donde @ es el cubo de Hilbert. Con
lo cual AOL(S) no es localmente conexo en ninguno de sus puntos.

7.5. Aposindesis

DEFINICION 7.15. Un continuo X se llama aposindético si para cuales-
quiera p,q € X tales que p # ¢, existe un subcontinuo M de X tal que p es
un elemento del interior de M y q ¢ M.

Todo continuo localmente conexo es aposindético, pero existen continuos
aposindéticos que no son localmente conexos.

Sea X C RR? el continuo que es la unién de todos los segmentos de recta
que unen a (0,0) con (1, %), donde n € N, al cual se le anade el segmento
de recta que une (—1,0) con (1,0). Entonces X no es aposindético (esto se
puede ver con el par de puntos p = (1,0) y ¢ = (—1,0)). Conjeturamos que
AOL(X) es aposindético. Sin embargo, al momento no hemos podido escribir
todos los detalles para la prueba de esto.

No todo continuo de la forma AOL(X) es aposindético. Por ejemplo, si
X es hereditariamente indescomponible, entonces AOL(X) es homeomorfo
a X, por tanto no aposindético. Sin embargo, si X es aposindético, entonces
AOL(X) es aposindético. Para probar esto necesitamos el siguiente lema.

LEMA 7.16. Sean X un continuo y A un subcontinuo de C(X). Entonces
M={M e AOL(X) : ANM # 0} es un subcontinuo de AOL(X).

Demostracion. Para cada A € C(X), sean Ry = {L € AOL(X): A€ L}y
o AOL(A) x AO(A, X) — R,
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dada por p(M,N) = M UN. Claramente, ¢ estd bien definida y es supra-
vectiva. Es facil probar que Hy(Mi, M3) < ey Hy(N7,N2) < e implican que
Ho(M; UN;, M3 UN;) < e. De manera que ¢ es continua. Por los Teore-
mas 2.11 y 2.15, AOL(A) x AO(A, X) es un continuo. Por tanto R4 es un
continuo.

Notemos que M = [ J{R4: A € A}

Veamos que M es cerrado en AOL(X). Sea {L£,}5°, una sucesién de
elementos que converge a un elemento £ € AOL(X). Para cada n € N,
existe un elemento A,, € A tal que A, € £,,. Como A es compacto, podemos
suponer que lim A,, = A, para algin A € A. Por la Proposicion 1.4, A € L.
De manera que £ € 9. Esto prueba que 90 es compacto.

Supongamos ahora que 991 no es conexo. Entonces existen dos subconjun-
tos cerrados, ajenos y no vacios, & y T de AOL(X), tales que M =S UT.

Dado A € A, R, es un subconjunto conexo tal que Ry € & UT. De
manera que Ry C S o Ry C L. Sean

S={AcA:R,CB}yT={AcA: Ry C T}

Entonces A =S UT. Ya que & y T son ajenos y R4 es no vacio para cada
A € A, tenemos que S y T son ajenos.

Veamos que S es cerrado. Sea { A, }2° | una sucesién de elementos de S que
converge a un elemento A € C'(X). Para cada n € N, tenemos que R4, C S,
y elegimos un elemento £, € R,,. Entonces A,, € L£,. Como AOL(X) es
compacto, podemos suponer que lim £,, = £ para algin £ € AOL(X). Por la
Proposicién 1.4, A € L. De manera que £ € Ry. Como L4, € & para todo
n € Ny & es cerrado en AOL(X), £ € &. Esto muestra que Ry NS # ().
Por tanto R4y C 6y A € S. Hemos demostrado que S es cerrado. De manera
similar se prueba que 7 es cerrado.

Ahora veamos que S no es vacio. Como & no es vacio, podemos elegir
Le€6 Yaque & C M= J{Ra: Aec A}, existe a € A tal que L € Ry.
Entonces 84 NG # (). Por lo que Ry C &. Por tanto A € Sy S es no vacio.
Anélogamente se prueba que 7T es no vacio.

Hemos mostrado una separacién de A, que por hipétesis es conexo. Esto
es una contradiccién, y prueba que 99 es conexo y, por tanto, un subcontinuo

de AOL(X). u

TEOREMA 7.17. Sea X un continuo aposindético. Entonces AOL(X) es
aposindético.
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Demostracion. Sean x,y € X, L € AOL(z,X) y M € AOL(y, X) tales que
L # M. Si x # y, entonces existe un subcontinuo B de X tal que x es un
elemento del interior de By y ¢ B. Sean B = F(B) y

M= | J{K € AOL(X): AeK}.
AeB

Por el Lema 7.16, 2t es un subcontinuo de AOL(X). Por el Lema 2.14, la
funcién P : AOL(X) — Fi(X) que a cada £ € AOL(X) le asocia su punto
inicial es continua. Notemos que £ € P7'(B) = 9. Ademds, M es una
subcontinuo de AOL(X) tal que L esté en su interior y M ¢ 9.
Supongamos entonces que r = y. Tomamos una funcién de Whitney
p: C(X) —[0,1]. Sea Ly € L\M, y elegimos M € M tal que u(M) = u(Ly).
Si M = Ly, entonces Ly € M, lo cual es absurdo. Por tanto M € M\L.
Entonces Lo ¢ M y M ¢ Ly. Elegimos puntos p € Lo\M y q € M\ Ly.
Notemos que Ly # X y que los elementos de L, cercanos a Lg, no tienen
a ¢ y no pertenecen a M. De manera que podemos elegir L € L tal que
Ly C L, L& Myq¢ L. Yaque X es aposindético, existe subcontinuo K
de X tal que p es un elemento del interior de K y ¢ ¢ K. Sea € > 0 tal que
B.(p) C K. Tomemos 0 < ¢ tal que Bos(¢)NL =0y si H(J,L) < ¢, entonces
wu(J) > u(M). Dado J € Bs(L), existe € J tal que € Bs(p), de manera
que z € JN Bs(p) C JN K. Asi que JN K # () para cada J € Bs(L). Sea

Ko=KU( J{J:JeBs(L)})".

Definimos V = |J{AO(J, Ky) : J € B-(L)}.

Dado J € Bs(L), como K, es un continuo que contiene a J, existe un
arco ordenado J que une a J con K. Entonces J C V, J € V y existe un
conexo (J) dentro de V que conecta a J con K. Por tanto Bs(L) C V y V
es una vecindad conexa de L en C(X).

Dado A € V, existen J € B.(L) y un arco ordenado J que une J con K
tal que A € J. Entonces J C A C Ky, de manera que u(M) < pu(J) < u(A).
Esto muestra que V C p~'((u(M), 1]) N C(Kp). Entonces ningtin elemento
de V tiene a q (q ¢ Ko).

Sea A = (V)~. Entonces A es un subcontinuo de C'(X) que tiene a L en
su interior, A C p~*((u(M),1]) N C(Kjp) y ningtin elemento de A tienen a q.

Sea M = {N € AOL(X) : ANN # 0}. Por el Lema 7.16, M es un
subcontinuo de AOL(X). Notemos que £ € 9, pues L € ANL. Si N €
AOL(X) y Ho(L,N) < 0, entonces existe A € N tal que H(A, L) < §. De
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modo que A €V C A, asi pues N € M. Esto muestra que £ es un elemento
del interior de M en AOL(X).

Si ocurriera que M € 9, entonces existe A € AN M. Asi que pu(M) <
w(A), y como Ay M son comparables, tenemos que MNA # (). Pero sabemos
que A € A implica que ¢ ¢ Ay, por construccién, ¢ € M. Esta contradiccién
prueba que M ¢ 9t y completa la prueba de que AOL(X) es aposindético.

[ |

7.6. Suavidad por arcos

DEFINICION 7.18. Un continuo X es suave por arcos en un punto p € X
si existe una funcién continua o : X — C(X) tal que:

a) para todo x € X\{p}, a(z) es un arco en X que une a p con x;

b) a(p) = {p}iy
¢) siy € a(x) para algin x € X, entonces a(y) C a(z).

Se dice que la funcién « es una estructura de suavidad por arcos de X en p.
El continuo X es suave por arcos si X es suave por arcos en p para algun
p € X.

En el Lema 7.19 y el Teorema 7.20 nos vamos a permitir llamar arcos
también a los conjuntos singulares.

LEMA 7.19. Sean X un continuo, p € X, a una estructura de suavidad
por arcos en p, {qn}>2, una sucesion en X que converge a un punto q € X,
{Y,}o2 | una sucesion de arcos en X tal que Y, C a(qn) Y ¢n es un punto
extremo de Y, para todo n € N. Para cada n € N, sea r, el otro extremo
de Y, (en el caso que Y, es singular, r, = q,). Supongamos que {r,}°,
converge a un punto r € X. Entonces r € a(q), imY,, es el subarco de a(q)
que une r con q y si A, es el inico arco ordenado de {r,} a'Y,, entonces
sélo hay un arco ordenado A de {r} a'Y y ademds, {A,}2, converge a A.

Demostracién. Vamos a aplicar el Lema 1.1. Tomemos una subsucesién {Y;,, }7°,,
convergente a un elemento y € C'(X). Por el Lema 1.1, s6lo tenemos que pro-
bar que Y es el subarco de a(gq) que une a r con ¢, para obtener que {Y,,}>°,
converge a tal subarco.
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Por el Teorema 1.7, como ¢,,,m, € Y, para todo k& € N, entonces
q,7 € Y C a(g). De manera que Y es un arco que tiene a ¢ como uno de
sus puntos extremos. Sea 7y el otro punto extremo de Y. Por la Proposicion
1.4, existe una sucesion {a;}72, tal que a € Y, para todo k € Ny {ax}2,
converge a ro. Como «(ay) es un subarco de «(g,,) que une a p con ag y
ap € Y,,, tenemos que r,, € a(ax)NY,, para todo k € N. Ya que limr,, =r,
tenemos que r € lima(ay) = a(rg) vy o € Y C a(q). Hemos visto que
r € a(rg) y que r € Y, de modo que r = ry. Esto prueba que Y es un
subarco de a(q) que une a r con q.

Por tanto {Y;,}>°; converge al subarco de a(q) que une a r con q.

Sea A,, el tinico arco ordenado de {r,} a Y,,. Para ver {A4,}>, converge
al unico arco ordenado A que une a {r} con Y, nuevamente usaremos el
Lema 1.1. Sea {A,, }?, una subsucesién de {.A,}2°, que converge a un arco
ordenado B (ver Teorema 2.8). Probaremos que B es el unico arco ordenado
deraY. Por la continuidad de la funcién que asigna puntos iniciales, tenemos
que el punto inicial de B es r. Como Y,,, € A,, v limY,, =Y, tenemos que
Y € B. Dado un elemento B € B, por la Proposiciéon 1.4, existe una sucesién
{Bi}2, en C(X) tal que lim By, = By B, € A,, para cada k € N. De
manera que 7, € By C Y}, lo que implica que r € B C Y. Asi, B pertenece
al tnico arco ordenado que une a {r} con Y. Esto prueba que B C A. Ya
que B contienen a los extremos de A, obtenemos que B = A. El Lema 1.1
implica entonces que lim A, = A. [ |

TEOREMA 7.20. Sea X un continuo suave por arcos. Entonces AOL(X)
es un continuo Suave por arcos.

Demostracion. Seanp € X y a: X — C(X) una estructura de suavidad por
arcos de X en p.

Si S es un arco y a es un punto extremo de .S, denotaremos por £g, al
unico arco ordenado en C'(X) que une a {a} con S.

Definamos A : AOL(X) — C(AOL(X)) de la siguiente manera: Dado
M e AOL(q, X), sea

AM)={ErYIYU{Y UM : M e M}:rea(q)

y Y es el subarco de a(q) que une a r con ¢}.

Analicemos cémo son los elementos de A(M).
Si M € AOL(p, X), entonces ¢ = p, C(a(q)) = {{p}}, de manera que
AM) = Ep,{p}) U{{p} UM : M € M} = {M}. Entonces E(r,Y) es el
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tnico arco ordenado en C(X) que une a {r} con Y, el conjunto {Y U M :
M € My} es el arco ordenado que inicia en Y y termina en X, de manera
que E(r,Y)U{Y UM : M € M} es un arco ordenado largo con punto inicial
r. En el caso que tomamos r = ¢, Y = {q}, de modo que E(r,Y)U{Y UM :
MeM}={{qggu{{g} UM : M € M}} =M.

Por tanto A(M) es una familia de arcos ordenados largos parametrizada
por los puntos r € «a(q), y cuando r toma los valores extremos de a(q),
obtenemos, por una parte, un arco ordenado largo con punto inicial p, y por
la otra, obtenemos al mismo M.

Veamos que si p # ¢, entonces A(M) es un arco en AOL(X). Para esto,
tomemos la funcion ¢ : a(q) - AOL(X) dada por

o(r)=E(r,Y)U{YUM : M € M},

donde Y es el subarco de «(q) que une a r con g. Mostremos que la funcién
© es continua. Sea {r,}2%; una sucesién en «(q) que converge a un elemento
r € a(q). Para cadan € N, sea Y,, el subarco de a(q) que une r,, con ¢, y sea Y’
el subarco de a(q) que une a r con q. Podemos aplicar entonces el Lema 1.1 a
la sucesién constante {q}, y obtener que limY,, =Y y lim &E(r,, Y,,) = E(r,Y)
(en C'(C(X))). Notemos que limY,, =Y implica lim{Y,, UM : M € M} =
{YUM : M € M}. Por tanto limo(r,) = ¢(r). Esto muestra que ¢ es
una trayectoria en AOL(X). Dados 7,5 € a(q) con r # s, se tiene que
o(r) # @(s), pues el punto inicial de ¢(r) es r y el punto inicial de ¢(s) es
s. De manera que ¢ es inyectiva. Esto termina la prueba de que A(M) es un
arco en AOL(X).

Veamos que A es una funcién continua. Tomemos una sucesién {M,, }°2;
en AOL(X) que converge a un elemento M € AOL(X). Para cadan € N
sea @, es el punto inicial de M,, y sea ¢ el punto inicial de M. Por el Lema
2.14, lim ¢ = ¢q. De manera que lim a(q,) = a(q).

Recordemos que A(M,) = {ErRY)U{Y UM : M € M,} : r €
a(q) y Y es el subarco de a(g,) que une a r con ¢,}. Por el Lema 1.1, po-
demos suponer que lim A(M,,) = 9, para algin M € C(C(C(X))). Proba-
remos que M = A(M) ={ENY)U{YUM: : M eM}:rcalqyY esel
subarco de a(g) que une a r con g}.

Sea N un elemento de A(M), entonces N es de la forma

N=ErY)U{YUM: M e M},

donde r € a(q) y Y es el subarco de a(q) que une a r y ¢. Por la Proposicién
1.4, existe una sucesién {r,}>°, en X tal que r, € a(g,) para cadan € Ny
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limr, = r. Para cada n € N, sea Y,, el subarco de a(g,) que une a r,, con g,.
Por el Lema 7.19, lmY, =Y y lim &(r,,, Y,) = (1, Y).
Dado ¢ > 0, existe N € N tal que paratodon > N, Hy(E(r,, Yn), E(r,Y)) <
e, Hy(M,, M) < ey H(Y,,Y) < e.Sean > N.Dado un elemento M,, € M,,
existe M € M tal que H(M,,, M) < e. Esto implica que H(Y,,UM,,,YUM) <
e. Lo que muestra que {Y, UM,, : M,, € M,,} C N.{Y UM : M € M}).
Similarmente, {Y UM : M € M} C N.({Y,UM,, : M,, € M, }). De manera
que
Ho{YUM:Me M} {Y,UM,: M, e M,}) <e,

y como Hy(E(ry, Yn),E(r,Y)) < e, obtenemos que
Ho(E(r,Y)U{Y UM : M € M}, E(rp, Y,) U{Y, UM, : M, € M,}) <e.

Esto muestra que lim(&(r,,,Y,) U{Y, UM, : M, € M,}) = N. Asi que
hemos demostrado que A(M) C 9.

Ahora tomemos un elemento N° € 9. Por la Proposicién 1.4, existe una
sucesion {N,}22, en AOL(X) tal que limN,, = N y N, € A(M,,), para
cada n € N. Para cada n € N, N, es de la forma N,, = E(r,,, Y,,) U{Y, UM :
M e M,}, donde r,, € a(q,) y Y, es el subarco de a(g,) que une a r,, con g,.
Tomando una subsucesion de {N,,}°°; si fuera necesario, podemos suponer
que limr,, = r, para algin r € a(q). Sea Ng = E(r,Y)U{Y UM : M € M},
donde Y es el subarco de a(q) que une a r con ¢. Procediendo como en el
parrafo anterior, se concluye que lim A, = N. Por tanto N' = Ny € A(M).
Esto prueba que 9t C A(M). Esto termina la prueba que M = A(M). Por
tanto A es continua en M.

Sean M, N € AOL(X) tales que N € A(M), q es el punto inicial de M
v N # M. Probaremos que A(N) C A(M). Por definicién, N es de la forma

N=ErY)U{YUM: M e M},

donde r € a(q) y Y es el subarco de a(g) que une a r con ¢q. Sea P € A(N)
tal que P # N. Recordemos que r es el punto inicial de N
Tenemos que P es de la forma

P=E(s,Z)U{ZUL:LeN},

donde s € a(r) y Z es el subarco de «(r) que une a s con r. Tenemos que

probar que P € A(M). Sea
R=Es,W)YU{WUM: M e M},
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donde W es el subarco de a(q) que une a s con q. Por definicién, R € A(M).
De manera que solo tenemos que probar que P = R.

Como 7 € a(q), tenemos que a(r) C a(q). Asi que s € a(q) y Z es un
subarco de a(g) que tiene a s como uno de sus extremos. Si le damos un
orden natural al arco a(q), donde p < ¢, tenemos que p < s < r < ¢. Con
esta notaciéon, Z = [s,r] y W = [s, q]. De manera que W = ZUY.

Por definicién, los elementos de £(s, Z) son los intervalos de la forma [s, t],
donde s <t < r, los cuales son algunos elementos del tinico arco ordenado
de {s} a [s, ¢]. Entonces [s,t] € E(s, W) para todo t € [s,r]. Hemos mostrado
que E(s,2Z) C E(s,W).

Dado un elemento L € N, queremos probar que Z U L € R. Tenemos dos
posibilidades para L: L € £(r,Y) o L =Y U M para algin M € M.

Si L € E(r,Y), entonces L = [r,t] para algin t € [r,q]. De manera que
ZUL=]s,r|U[rt]=][st] € &(s[s,q]) =E(s, W) CR.

En el caso que L =Y UM para algin M e M, ZUL=ZUY UM =
[s,q] UM =WUM € R.

Esto termina la prueba de que P C R. Como ambos son elementos de
AOL(X), por la Proposicién 2.4, concluimos que P = R.

Con esto terminamos la prueba de que A(N) C A(M).

Recordemos que para todo M € AOL(q, X) tal que p # q, A(M) es
un arco tal que M es un extremo, y el otro extremo es un elemento £y de
AOL(p, X).

En el caso que AOL(p, X) es degenerado, todos los conjuntos Erq son
iguales a un &. De manera que A(M) es un arco que une a M con & v,
por lo que hemos probado hasta ahora, A es una estructura de suavidad por
arcos en el elemento &.

Supongamos entonces que AOL(p, X) no es degenerado. Por el Teorema
4.15, AOL(p, X) es un cubo de Hilbert, el cual de manera natural tiene una
estructura de suavidad por arcos. Entonces existe una estructura de suavidad
por arcos I' : AOL(p, X) — C(AOL(p, X)), donde denotamos por L al punto
de suavidad.

Definimos A : AOL(X) — C(AOL(X)) por A(M) = AM) UT(Eny).
Claramente A es continua. Para todo M € AOL(X), A(M) es la unién de
dos arcos que sélo comparten un punto extremo. Por tanto A(M) es un arco,
que tiene a M y £ como extremos.

Veamos que A es una estructura de suavidad por arcos de AOL(X) en L.
Dado M € AOL(X), si M # L, entonces A(M) es un arco que tiene como
extremos a M y L, ademés, A(L) = L. Sea N € AM). Si N € T'(En),
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entonces A(N) = {N}UT(N) C T'(Ey) C AM). Si N € A(M), entonces
En =Emy AN) C A(M). Por tanto A(N) C A(M). Por tanto A es una
estructura de suavidad por arcos en AOL(X). |

Consideremos el siguiente espacio X construido en el plano R?. Para cada
n € N, sea r, = (0, %) Si n es par sea A, el segmento de recta que une a
rn con (—1,0); y si n es impar, sea A, el segmento de recta que une r, con
(1,0). Definimos

X =([-1,1] x [~1,0]) U (D An) .

Veamos que X no es suave por arcos. Supongamos por el contrario, que
existe una estructura de suavidad por arcos o : X — C(X) en un punto
p € X. Notemos que si p ¢ A, entonces el arco que une a p con 7, contiene
a A,. De manera que existe N € N tal que «(r,) contiene a A,, para todo
n > N. La sucesién {Ay,}°°, converge al segmento de recta que une a
(—=1,0) con (0,0), llamemos L; a tal segmento. Ya que As, C a(ry,) para
todon > N, L; C lima(ry,) = «((0,0)). Ya que la sucesién {Ag,1}122,
converge al segmento de recta que une a (0,0) con (1,0), llamémosle Lo,
entonces Ly es un subconjunto de «((0,0)). De manera que L; U Ly es un
subconjunto de «((0,0)), pero «((0,0)) debe ser homeomorfo a un arco (tal
vez degenerado) tal que (0, 0) es uno de sus puntos extremos, claramente esto
es imposible. Por tanto X no es suave por arcos.

Creemos que AOL(X) es suave por arcos. Sin embargo, tampoco para
este ejemplo hemos podido escribir todos los detalles técnicos. Este ejemplo
fue usado en [8], donde se mostré que X admite una funcién de Whitney p tal
que todos los niveles de la forma p~1(¢), donde ¢t € (0, 1], son suaves por arcos,
pero X no es suave por arcos. Una variante de este ejemplo, un dendroide
Y en el que todos los niveles positivos de Whitney (para toda funcién de
Whitney) son suaves por arcos, y Y no es suave por arcos, apareci6 en [11].

7.7. La propiedad del punto fijo

DEFINICION 7.21. Un espacio topolégico X tiene la propiedad del punto
fijo (ppf) si para toda funcién continua f : X — X existe z € X tal que

x = f(z).
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La propiedad del punto fijo es una propiedad muy estudiada de los es-
pacios topoldgicos. El Teorema del Valor intermedio implica que el intervalo
unitario [0, 1] tiene la ppf.

Dado un continuo X, podemos obtener espacios definidos en base a X,
como por ejemplo C(X), o el Cono de X (Cono(X)), que es el espacio X x
[0, 1], donde X x {1} se identifica con un punto. La propiedad del punto fijo
no se hereda en estos tipos de construcciones, pues existen continuos X tales
que X tiene la ppf y C(X) no la tiene(ver [15]), y existen continuos X con
la ppf tales que Cono(X) no la tiene (ver [14]). De igual manera, existen
continuos X con la ppf tales que el producto X x [0, 1] no la tiene (ver [23]).
Basados en estas experiencias, seria de esperarse que exista un continuo X
con la ppf tal que AOL(X) no la tenga. Hasta el momento no hemos podido
encontrar un ejemplo asi. Por tanto, tenemos la siguiente pregunta.

PREGUNTA 7.22. ;Existe un continuo X con la ppf tal que AOL(X) no
la tiene?

Sin embargo, hemos encontrado algunos resultados parciales que mostra-
remos en esta seccion.

TEOREMA 7.23. Sea X un continuo tal que AOL(X) tiene la propiedad
del punto fijo. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean f : X — X una funcién continua, Y = f(X)y AOL(f) :
AOL(X) — C(C(Y)) la restriccion de la funcién inducida C(C(f)) al subes-
pacio AOL(X) de C(C(X)). Notemos que para cada £ € AOL(X), se tiene
que AOL(f)(L) es un arco ordenado en C'(X), y ademds une a un singu-
lar de X con Y, donde el singular es la imagen del punto inicial de £ bajo
C(C(f)). Por ser una restriccion de C'(C(f)), se tiene que AOL(f) es con-
tinua. Fijamos un arco ordenado A C C(X) que una a Y con X. Defini-
mos F' : AOL(X) — AOL(X) por F(L) = AOL(f)(£) U A. La funcién F
estd bien definida, pues AOL(f)(L) es un arco ordenado que une a un singu-
lar de X con Y, y A es un arco ordenado que une a Y con X. Por tanto F'(L)
es un arco ordenado en C'(X) que une a un singular de X con X, es decir, un
arco ordenado largo en C'(X). Ademds, la funcién F' es continua, pues sim-
plemente estamos uniendo una constante a AOL(f). Ya que AOL(X) tiene
la ppf, existe un elemento £ € AOL(X) tal que F(L) = L. Sea x el punto
inicial de £. Como F(L) = AOL(f)(£) U A, tenemos que C(f)({z}) es un
elemento singular de F'(£) = L. De manera que C(f)({z}) = {z}, es decir,
flz) == |
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TEOREMA 7.24 (Teorema 1.21 de [20]). Sea X un retracto de un espacio
Y que tiene la propiedad del punto fijo, entonces X tiene la propiedad del

punto fijo.

Como corolario del Teorema 5.1, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 7.25. Sea X wun retracto absoluto. Entonces X y AOL(X)
tienen la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por el Teorema 5.1, AOL(X) es un retracto absoluto. Como
los retractos absolutos son retractos del cubo de Hilbert, que a su vez tiene
la propiedad del punto fijo (Corolario 3.5.3 de [19]), obtenemos que X y
AOL(X) tienen la propiedad del punto fijo. [ |
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Capitulo 8

Funciones inducidas en AOL(X)

Para una funcién continua y suprayectiva entre continuos f : X — Y, po-
demos considerar la funcién AOL(f) : AOL(X) — AOL(Y'), donde AOL(f)
es la restriccién de C(C(f)) al subespacio AOL(X) de C(C(X)). Es decir,
para cada £ € AOL(X),

AOL(f)(L) ={C()(L): Le Ly ={f(L): L € L}.

Para un arco ordenado largo £ en C(X), claramente C(C(f))(L) es
un subcontinuo ordenado de C(Y'). Sea z el punto inicial de £, entonces
AOL(f)(L) contiene al singular f({z}) = {f(x)}, Como L contiene al ele-
mento X y f es suprayectiva, tenemos que Y = f(X) € AOL(f)(L). Esto
muestra que si £ es un elemento de AOL(X), entonces AOL(f)(L) es un
elemento de AOL(Y'). Por tanto AOL(f) esté bien definida y, por supuesto,
también es continua. En este capitulo estudiamos algunas relaciones entre f

y AOL(f).

8.1. Suprayectividad de AOL(f).

DEFINICION 8.1. Una funcién continua f: X — Y sellama débilmente
confluente si la funcién inducida C(f) : C(X) — C(Y') es suprayectiva.

Ser débilmente confluente quiere decir que para todo subcontinuo B de
C(Y) existe un subcontinuo A de X tal que f(A) = B.

DEFINICION 8.2. Una funcién continua y suprayectiva entre continuo
f X — Y se llama confluente si para todo subcontinuo B de Y y toda
componente A de f~1(Z), se satisface que f(A) = Z.
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Es claro que las funciones confluentes son también débilmente confluentes.

EJEMPLO 8.3. No todas las funciones continuas y suprayectivas son débil-
mente confluentes.

Para mostrar esto, sea X la circunferencia unitaria en R? y f : [0, 27] — X
la funcién exponencial, dada por f(t) = €. sea B el arco en X que tiene
como extremos a (0,1) y (0,—1) y contiene a (1,0). Entonces no existe un
subcontinuo A de [0, 27] tal que C(f)(A) = B, pues la imagen inversa de
B bajo f es la unién de los intervalos [0,2] y [2,27], y ninguno de esos
intervalos cubre a B bajo f.

El siguiente teorema muestra una relacion entre una funcién débilmente
confluente f y la suprayectividad de su funcién inducida AOL(f).

TEOREMA 8.4. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva tal
que AOL(f) es suprayectiva. Entonces f es débilmente confluente

Demostracion. Sean B € C(Y) y L € AOL(Y) tal que B € L. Como
AOL(f) es suprayectiva, existe M € AOL(X) tal que AOL(f)(M) = L. Es
decir, {f(M) : M € M} = L. Por tanto existe M € M tal que f(M) = B.
Esto muestra que f es débilmente confluente. [ ]

Para el converso del teorema anterior, no lo hemos podido hacer si f sélo
es débilmente confluente, pero si cuando f es confluente.

TEOREMA 8.5. Sea f : X — Y wuna funcion confluente. Entonces la
funcion inducida AOL(f) : AOL(X) — AOL(Y') es suprayectiva.

Demostracion. Sea f: X — Y confluente.
Primero veremos, por induccién, que para cualquier cadena finita de

subcontinuos M; C My C --- C M, de Y, existe una cadena finita de
subcontinuos Ly C Ly C -+ C L, de X tal que f(L;) = M; para cada
i€ {l,...,n}. Sin =1, la definicién de confluencia nos garantiza la exis-

tencia de un subcontinuo L; de X tal que f(L;) = M;. Supongamos que
la afirmacion es cierta para un n € N y tomemos una cadena finita de sub-
continuos M; C --- C M,1 de Y. Por hipétesis de induccién, existe una
cadena finita de subcontinuos L; C --- C L, de X tal que f(L;) = M;
para cada i € {1,...,n}. Ya que f(L,) = M, C M1, L, C Y M,1).
Sea L, la componente de f~(M,1) que contiene a L,. Como f es con-
fluente, f(L,4+1) = M,41. Esto termina el paso inductivo y la prueba de la
demostracion.
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Sean M € AOL(Y) y € > 0. Veremos que existe £ € AOL(X) tal que
Ho(AOL(f)(L), M) < e. Como la imagen de AOL(f) es un subconjunto
cerrado de AOL(Y'), esto es suficiente para probar la suprayectividad de
AOL(f).

Sea p : C(Y) — [0,1] una funcién de Whitney. Por el Teorema 1.11,
existe > 0 tal que si A,B € C(X), A C By u(B) — u(A) < 4, entonces
H(A,B) <e.

Sea n € N tal que = < §. Dado ¢ € {1,...,n}, definimos M; = M(%), el
unico elemento de M de medida % Como M es un arco ordenado, tenemos
que M, C --- C M,. Por la afirmacion probada antes, existe una cadena
finita de subcontinuos de X, L; C --- C L, tal que f(L;) = M, para cada
i € {1,...,n}. Construyendo arcos ordenados entre los conjuntos L; y L;;1,
es posible conseguir un arco ordenado largo £ en C'(X) que contiene a todos
los conjuntos Ly, ..., L,. Entonces AOL(f)(L) = {f(L): L € L} es un arco
ordenado largo en C(Y) que contiene alos conjuntos My, ..., M, =Y.

Tomemos un elemento B € AOL(f)(L). Entonces existe j € {1,...,n}
tal que J%l < u(B) < % Asi que |pu(B) — %| < L < 4. Como pu(M;) = %,
tenemos que pu(M;) — u(B) < d. Ya que M; y B son comparables (son
elementos de AOL(f)(L)), tenemos que H (B, M;) < . De modo que B €
N.(M). Hemos probado que AOL(f)(L) C N.(M).

De manera similar, tomemos un elemento B € M. Entonces existe j €
{1,...,n} tal que &1 < p(B) < L. Asf que [u(B) — L] < 1 < 6. Co-
mo pu(M;) = %, tenemos que p(M;) — u(B) < 0. Ya que M; y B son
comparables (son elementos de M), tenemos que H(M;, B) < e. Como
M; € AOL(f)(L), concluimos que B € N (AOL(f)(L)). Esto prueba que
M C N.(AOL(f)(L)). Junto con lo que probamos en el parrafo anterior,
obtenemos que Ho(M, AOL(f)(M)) < e.

Hemos mostrado que M pertecene a la cerradura de AOL(f)(AOL(X)).
Este conjunto es compacto, al ser imagen continua de un compacto. Por tanto
M e AOL(f)(AOL(X)).

Por tanto AOL(Y') = AOL(f)(AOL(X)). |

PREGUNTA 8.6. ;Basta que una funcion entre continuos f : X — Y sea
débilmente confluente para que AOL(f) sea suprayectiva?
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8.2. Retracciones

SiY es un subcontinuo de X y f : X — Y es una retraccién, seria natural
que AOL(f) se comportara como una retracciéon. Para que esto ocurra, pri-
mero necesitamos ver a AOL(Y') como subespacio de AOL(X). El siguiente
teorema contempla esta situacion.

TEOREMA 8.7. Sean X un continuo, Y un subcontinuode X y f : X =Y
una retraccion. Entonces existe un encaje h : AOL(Y) — AOL(X) tal que
ho AOL(f) es una retraccion de AOL(X) en h(AOL(X)).

Demostracion. Fijemos un arco ordenado A en C(X) que una a Y con X.
Para cada £ in AOL(Y'), definimos h(L) = £ U A. La funcién h esta bien
definida, pues si £ es un arco ordenado en C(Y') (y por tanto en C (X)), que
une a un singular de Y (que también un singular de X) con Y y A es un
arco ordenado que une a Y con X, entonces £ U A es un arco ordenado en
C'(X) que une a un singular de X con X. Es decir, £ U A es un elemento
de AOL(X). La funcién h es continua, pues es la composicién del encaje
identidad de AOL(Y) en C(C(Y)), compuesto con la funcién que a cada
elemento de C'(C(X)) le asigna su unién con \A.

Sea M € h(AOL(X)). Entonces existe £ € AOL(Y") tal que M = LU A.
Queremos probar que h o AOL(f)(M) = M. Por definicién se tiene que

hMAOL(f)(M)) = h({f(M) : M € M}) = {f(M): M € M}UA
={f(M):MeL}U{f(M):Mec A}UA
={M:MecL}U{YJUA=LUA
= M.
Por tanto h o AOL(f) : AOL(X) — h(AOL(Y)) es una retraccion. W

La siguiente Proposicién nos serd 1til en repetidas ocasiones.

PROPOSICION 8.8. Sean X un continuo y O un subconjunto ordenado de
C(X) (es decir, cualquier par de elementos de O son comparables). Entonces
el conjunto O = {L € AOL(X) : O C L} es un subcontinuo de AOL(X).

Demostracion. Sea {A,, : n € N} un subconjunto denso de O. Para cada n,
definimos O,, = {£ € AOL(X) : {A4,...,A,} C L}. Notemos que Oy D
0O, O .... Demostraremos dos afirmaciones
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(a) Para todo n € N, ©, es un subcontinuo de AOL(X).

Renumerando y eliminando duplicados si es necesario, podemos suponer
que Ay € Ay € --- C A, € X. Paracadan € {1,...,n — 1}, sea
AO(A;, Aiv1) el continuo que consiste de todos los arcos ordenados que
unen a A; con A;1 (ver Definicién 2.6). Definimos la funcién unién

U: AOL(AI) X AO(Al,AQ) X e X AO(An,X) — @n

Es decir, U(Ly, ..., Lp11) = L1U- - UL, 4. Claramente £1U-- UL, 44 €
AOL(X) y U es una funcién continua.

Veamos que U es inyectiva. Sean (Ly,...,L,) y (My,..., M,) elementos
diferentes de AOL(A;) x AO(Ay, Ag) X -+ x AO(Ap—1, An) X AO(A,, X).
Entonces existe i € {1,...,n + 1} tal que £; # M;. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que existe A € L£;\M;. Entonces A €
ULy, ..., Loy \UMy, ..., M, 1). Es decir, U es inyectiva.

Ahora veamos que U es suprayectiva. Sea £ € Q,,. Entonces {A; ..., A,} C
L. Para cada i € {2,...,n}, sea L; el subarco de £ que une a A; ; con
A;. Tomemos L; el subarco de £ que une a su tunico elemento en F;(X)
con A; y sea L, el subarco de £ que une a A, con X. Claramen-
te (L1,...,Lp11) € AOL(A;) x AO(A;, Ag) X -+ x AO(A,_1, An) X
AO(A,, X) y U(Ly,...,Lyy1) = L. Por tanto U es suprayectiva, y en-
tonces U es un homeomorfismo.

Por los Teoremas 2.11 y 2.15, cada conjunto AOL(A;), AO(A;1, As), ...,
AO(A,_1,A,),AO(A,,, X) es un continuo. Por tanto Oy es un continuo.
(b) O =N{0, : n € N}.

Notemos que O C O,, para todo n € N. Entonces O C (({O,, : n € N}.
Dado £ € ({0, : n € N}, tenemos que {41, A,...} C L. Como L es
compacto, entonces O C L. Asi que £ € Q. Por tanto O = ({O,, : n €
N}.

De a) y b), O es una interseccién anidada de continuos. Por tanto, O es un
continuo. [}

8.3. Monotonia

DEFINICION 8.9. Una funcién continua entre continuos f:X =Y se
llama mondtona si f~'(y) es conexo para cada y € Y.
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Equivalentemente, una funcién continua f : X — Y es mondtona si
f7Y(B) es un continuo para cada subcontinuo B de Y (ver Teorema 2.2 del
Capitulo VIII de [25]). Notemos que las funciones monétonas son confluentes.
Entonces, para una funcién monétona f, AOL(f) es suprayectiva (Teorema
8.5)

TEOREMA 8.10. Sea f : X — Y wuna funcion suprayectiva y mondtona
entre continuos. Entonces AOL(f) es mondtona.

Demostracion. Sean M € AOL(Y) y {M,, : n € N} un subconjunto denso de
M, donde todos los conjuntos M,, son diferentes entre si. Para cada n € N,
definimos A,, = {£ € AOL(X) : {My,...,M,} € AOL(f)(L)}. Notemos

que A; D Ay D .... Probaremos dos afirmaciones

(a) Para cada n € N, A, es un continuo.

Tomemos n € N. Definimos el conjunto

B, ={(L£,Li,...,L,) € AOL(X) x (C(X))" : {Ly,....,.L,} C Ly
f(L;) = M; para todo 7 € {1,...,n}}.

Primero veamos que B,, es un conjunto cerrado en AOL(X) x (C(X))".
Tomemos una sucesion {L,,, Lgm), c L,({n)}fnoz1 de elementos de B,, que
converga a un elemento (£, Lq,...,L,) € AOL(X) x (C(X))". Dado
i€ {l,...,n}, como Lgm) € L; para todo m € N, tenemos que L; € L
(por el Teorema 1.7 aplicado a {L™} y {Lw.}). Ya que Im L™ = L,
y f(LY™) = M; por la continuidad de C(f), obtenemos que f(L;) =
C(f)(L;) = M;. Con esto tenemos que (L, Ly,...,L,) € B,. Por tanto
B,, es cerrado en AOL(X) x (C(X))".

Ahora veamos que B,, es conexo. Sea ¢ : B, — (C(X))" la funcién dada
por ¢(L,Ly,...,L,) = (Lq,...,L,). Claramente la funcién ¢ es conti-
nua. Dado (£, Ly, ..., L,) € B,, tenemos que {L1,...,L,} C L. Enton-
ces {Li,...,L,} es un conjunto linealmente ordenado por la inclusién.
Dado (K, K1y,...,K,) € ¢"'(Ly,...,L,), tenemos que K; = L; para to-
doie{l,....,n}y{Ki,...,K,} C K. De manera que {Ly,...,L,} C
K. Ahora tomemos K € AOL(X) tal que {L;,...,L,} C K. Como
(L,Ly,...,L,) € B,, f(L;) = M, para todo ¢ € {1,...,n}. De mane-
ra que (KC,Ly,...,L,) € B,y ¢(K,Lq,...,L,) = (L1,...,L,). Hemos
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demostrado que

¢ NLi,...,L,) ={K € AOL(X) : {Ly,..., L.} C K}x{Li}x---x{L,}.

Por la Proposicién 8.8, el conjunto {K € AOL(X) : {L4,...,L,} C K}

es un continuo, por lo que ¢~!(Ly, ..., L,) es un continuo.

Sea G =Im ¢. Notemos que

G={(L,...,L,) € (C(X)": f(L;) = M; para todo i € {1,...,n}

vy {L1,...,L,} es linealmente ordenado por la inclusién}.

Como f es monétona, para todo i € {1,...,n}, f~*(M;) es un continuo,
y como {Mj,..., M,} C M, tenemos que los conjuntos {My,..., M}y
{f~(My),..., f71(M,)} son linealmente ordenados por la inclusién. Por
tanto, (f~*(My),..., f1(M,)) € G.

Veamos que G es arco conexo. Sea (Lq, ..., L,) € G. Renumerando coor-
denadas si es necesario, podemos suponer que M; C My C -+ C M,.
Entonces Ly C Ly € --- € L,. Dado i € {1,...,n}, notemos que
L; C f~1(M;). Sea A; un arco ordenado que une a L; con f~1(M;).

Entonces el conjunto {(Li,...,L,—1,A) : A€ A,} es un arco en G que
une a

(Li,...,Ly) con (Ly,...,Ly_1, fH(M,));

el conjunto {(Ly,..., Ly, A, f7YM,)) : A € A, 1} es un arco en G
que une a

(Li,..., Loy, f7H(M,)) con (L, ..., Ly_o, fH(Mu_1), fH(M,)).

Si seguimos con estre proceso, obtenemos que el conjunto

{(A, M), ..., fH (M) : A€ A}

es un arco en G que une a
(Lo, fH(Mz), ..., f7H(Mn)) con (f7H(M), ..., f~H(My)).

De manera que el elemento (Ly,. .., L,) se puede unir en G al elemento
(f~Y(My),..., f~1(M,)) por una trayectoria. Como (L1, ..., L,) fue un
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elemento cualquiera, concluimos que G es un continuo. Por tanto ¢ es
una funcién continua cuyo dominio es el espacio compacto B,,, tiene fibras
conexas y su imagen (G) es un continuo. Si B, no es conexo, entonces
se puede escribir como B, = E,, UD,,, donde E, y I, son compactos,
ajenos y no vacios. Se puede ver que ¢(E,) vy ¢(ID,,) separan a G. Esto
es una contradiccion, y muestra que B,, es un continuo.

Sea ¢ : B, — A, dada por ¢(L,Ls,...,L,) = L. Entonces ¢ es una
funcién continua. Veamos que ¢ es suprayectiva. Tomemos £ € A,,. En-
tonces { My, ..., M,} C AOL(f)(L). Esto quiere decir que para cada i €
{1,...,n}, existe L; € L tal que f(L;) = M;. Entonces (L, Ly,...,L,) €
B,y (L, Ly,...,L,) = L. Por tanto ¢ es suprayectiva. Como ya sabe-
mos que B, es un continuo, concluimos que A,, es un continuo. Con esto
terminamos la prueba de (a).

(b) AOL(f)"Y(M) = N{A, : n € N}.

Notemos que AOL(f)"}(M) C A, para todo n € N. Entonces se tiene
que AOL(f)"*(M) € N{A, : n € N}. Dado £ € N{A, : n € N},
{My,Ms,...} C AOL(f)(L). Como AOL(f)(L) es compacto, M C
AOL(f)(L). Ya que ambos son arcos ordenados largos, concluimos que

M = AOL(f)(L).

De (a) y (b), tenemos que AOL(f)~'(M) es un continuo, por ser interseccién
anidada de continuos. Por tanto, AOL(f) es monétona. [

8.4. Apertura

Una propiedad muy estudiada de funciones es la apertura de funciones.

DEFINICION 8.11. Una funcién f X — Y sellama abierta si para todo
conjunto abierto en X, su imagen bajo f es un conjunto abierto de Y.

Un resultado conocido (ver [2]) dice que si f es una funcién abierta entre
continuos, entonces f es confluente. Dada una funcién f continua y abierta
entre continuos, tenemos que su imagen es abierta y cerrada, por lo que
f tiene que ser suprayectiva. De acuerdo con el Teorema 8.5, tenemos que
AOL(f) es suprayectiva.

Cuando se tiene una funcién continua y abierta entre continuos, f : X —
Y, en general, es dificil que C(f) : C(X) — C(Y) resulte abierta. Como
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muestra de esto, recordemos el resultado de [12], que dice que si C(C(f)) es
abierta, entonces f es un homeomorfismo. En los articulos [1] y [10] puede
encontrarse mas informacién concerniente a la apertura de las funciones in-
ducidas. La primera funcién abierta que se descubrié que tiene la propiedad
de que C(f) no es abierta es la del siguiente ejemplo (Ejemplo 3.2 de [10]).
Para esta funcion, veremos que AOL(f) tampoco es abierta.

EJEMPLO 8.12. Existe una funcion abierta f, entre continuos, tal que
AOL(f) no es abierta.

Sean Y =[0,1] x [0,1] CR?*, X =Y U ([-1,0] x [-1,0)) y f: X = Y
la funcién dada por f(z,y) = (|z|, |y|). Claramente f es una funcién abierta.
Veremos que AOL(f) no es una funcién abierta. Para cada t € [—1, 1], sean

Ay ={(z,z):z e [-1Lt]}y B.= ([t,1] x [t,1]) N X.

Es decir, A; es el segmento de recta que une a (—1,1) con (t,t), y By es el
cuadrado ([t, 1] x [t,1]) intersectado con X. Notemos que B; es conexo. Sea

L=1{A :te[-11}U{A UB, te[-1,1]}.

Notemos que £ es un arco ordenado largo en C'(X) con punto inicial
(—1,-1).

Sea M € AOL(X) tal que H(L, M) < . Entonces existe M € M tal
que H(Ay, M) < %. Notemos que hay un punto x € M que dista menos de
=+ de (1,1) y hay un punto y € M que dista menos de 7 de (—1,—1), con
lo cual z € [5,1] x [5,1] y y € [-1,—3] x [-1,—3]. Entonces (0,0) € M,
pues (0,0) separa a [3,1] x [1,1] de [-1,—3] x [-1,—3%] en X. Es decir,
M\{(0,0)} consta de dos conjuntos separados, uno contiene a [5,1] x [1,1]
y el otro a [—1,—3] x [~1,—3]. Adem&s notemos que (—1,0),(1,0) ¢ M.
Asi pues, AOL(f)(M) contiene a C(f)(M), que es un subcontinuo propio
de Y que contiene a (0,0). Sea N = AOL(f)(L) ={f(L): L € L}.

Para cada t € [0,1], definimos D; = {(x,z) : = € [t,1]}. Notemos que
N ={D;:t€[0,1]} U{DyU B, : t € [0,1]}. Dado £ > 0 tal que € < 1, sea
Pe=A{D;:t €[5, 1]}U{D:UB, : t € [0,1]}. Observemos que H(Ds, Do) < e.
Entonces H(Ds U By, Dy U B;) < ¢ para todo t € [0,1]. Como para todo
t € [0,1] existe s € [5,1] tal que H(D;, D,) < ¢, podemos concluir que
H(N,P.) < e. Como (0,0) ¢ D, para ningin ¢ € [5,1] y el tnico ¢ € [0, 1]
tal que (0,0) € D:UB; est = 0, obtenemos que el unico elemento de P. que
tiene a (0,0) es Y.
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Si AOL(f) es abierta, AOL(f)(B%(E)) es abierto. En particular, es una
vecindad de N = AOL(f)(£). De manera que existe ¢ > 0 tal que e < 1y
B.(N) C AOL(f)(BL(L)). Como P. € B.(N), existe M € B (L) tal que
AOL(f)(M) = P.. Ya vimos que para M existe M € M tal que (0,0) € M y
(—1,0),(1,0) ¢ M. Entonces (0,0) € f(M) € AOL(f)(M) = P.. Pero como
el dnico elemento de P. que tiene a (0,0) es Y, tenemos que f(M) =Y.
Entonces (1,0) € f(M). Como f~(1,0) = {(1,0),(—1,0)}, concluimos que
M n {(-1,0),(1,0)} # 0, lo cual es una contradiccién. Esto prueba que
AOL(f) no es abierta.

Una familia natural de funciones abiertas son las proyecciones de los pro-
ductos. En lo que sigue analizaremos qué pasa con la apertura de las funciones
inducidad de las proyecciones.

EJEMPLO 8.13. Existe un continuo X tal que AOL(f) no es una fun-
cién abierta, donde f : X x [0,1] — X es la proyeccién sobre la primera
coordenada.

En R?, para cada n € N, consideremos lo puntos a, = (1 + 1,0), b,
(2,8, ¢, =(0,142),d, = (=1, 1), e, = (-1-1,0), f,, = (0, ——) Tamblen
consideremos los segmentos de recta: A,,, que une a a,, con b,; B,, que une a b,
con ¢,; C, que une a ¢, con d,; D, que une a d,, con e,; F, que une a e, con
fn v F, que une a f,, con a,1. Sean 1" el triodo simple formado por la uniéon
de [-1,1] x {0} con {0} x [0,1], R = J{A,UB,UC,,UD,UE,UF, :n € N}
y

X=TUR.

Entonces X es una compactacién del rayo [0,00) que tiene como residuo

Sea a : [0, 2] — X X [0, 1] definida por las siguientes condiciones a(O) =
1

a(2) = (1,0, %) y a es una funcién lineal en los intervalos [0, }1] [4, 5] [2, 4]
2,1] y [1,2]. Sea M = {a([0,1]) : ¢ € [0, 2]}, entonces M es un arco ordenado

en C(X x [0,1]), que une a {a(0)} con a([0,2]). Sean N un arco ordenado
cualquiera en C(X x [0, 1]) que une a a([0,2]) con X x [0,1] y L= MUN.
Entonces £ es un arco ordenado largo en C'(X x [0, 1]).
Sea f: X x [0,1] = X la proyeccién a la primera coordenada. Notemos
que AOL(f)(L) contiene a los conjuntos de la forma f(a([0,¢])) para todo
€ [0,2]. También contiene al arco ordenado A = C(C(f))(N) que une a
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f(a([0,2])) con X. Notemos que f(a([0,2])) es el trido simple Ty = ([—3, 1] X
{0}) U ({0} x [0,1]). Como Ty C Ty T es un subcontinuo terminal de X,
entonces T° € A. Notemos que sélo existe un arco ordenado en C(X) que
une a 7" con X y sélo existe un arco ordenado en C'(X) que une a Tj con 7.
Entonces A es precisamente la unién de los dos arcos ordenados mencionados
y el arco {f(a([0,t]) : t € [0,2]}.

Dado K € AOL(X x [0, 1]) tal que H(L,K) < 15, tenemos que existe K €
K tal que H(K,a([0,1])) < 15, con lo cual K C N (a([0,1])). Notemos que
N (a([0,1])) tiene cuatro tipos de componentes: una componente contenida
en T x [0,1]; las componentes contenidas en [—2,2] x [—1,0] x [0, 1]; las
componentes contenidas en [—2,2] x [0, ] x [0, 1], y componentes contenidas
en [—1,1] x[0,2] x [0, 1]. Las componentes del segundo y tercer tipo se alejan
més de 1—10 de a(0), y las componentes del cuarto tipo de alejan mas de % de
a(1) € a([0,1]). Como K es conexo, K es un subconjunto de una componente
del primer tipo. Asi pues, f(K) C T. Como T es terminal y AOL(f)(K) es un
arco ordenado largo en X que tiene a f(K), concluimos que T' € AOL(f)(K).

Dado ¢ > 0, tomamos n € N tal que % < e. Definamos b : [0,00) — X
determinada por las siguientes condiciones: b(0) = b(1) = ¢,; b(3) = b(3) =
dp; D(5) = ©Fe; b(3) = bn; D(2) = an; b(3) = bn; b(4) = cu; b(5) = dy;
b(6) = €,; b(7) = fr; b(8) = apnt1; b(9) = bpy1; ete. Ademds b es lineal en cada
uno de los intervalos [0, 1], [1, 3], [3, 2], [3, 1], [1, 2], [2,2], [m, m~+1] para todo
nimero natural m > 2. Notemos que b([2, 00)) = (J{A;UB;UC;UD,;UE;UF; :
i >n}y que b([0,6]) es el subarco de R que une a a, con e,. De manera que
H(b([0,6]),T) < 3. De aqui que, para todo t > 6, H(b([0,t]),T) < 5 <.

Sean B = T U([0,00)) vy B = {b([0,%]) : t € [0,00)} U {B}. Entonces
B es un arco ordenado en C'(X) que une a {b(0)} con B. Como B es un
subcontinuo de X que contiene al triodo T y a una cola del rayo del que
X es compactacion, existe un tnico arco ordenado largo S. en C(X) que
contienen a B. Ya que S, empieza en {b(0)}, tenemos que ningin elemento
de 8. esta contenido en 7. En particular, T' ¢ S..

Definimos g : [0,6] — T la funcién determinada por las siguientes con-

g9(4) = (0,1); 9(3) = 9(3) = 9(3) = 9(3) = 9(5) =

diciones: g( ) =g(1) =

(0,0); g(3) = (—3,0); 9(2) = (1,0); g(6) = (—1,0); y lineal en cada uno de
los 1ntervalos 0,1], 3.3, [3.2], 3,1], [1, 5], [2,2}, 12,3], [3,4], [4,5], [5,6].
Notemos que [[b(0) — g(0)|| = [len — (0, DI = 7 < =y |Ib(3) — 9(3)I| =
|d,, — (0,0)]] < 2 , como las funciones f y ¢ son lineales en el intervalo
[0, 1], tenemos que H t) — g(t)|| < e para cada ¢ € [0, 1]. Procediendo simi-
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larmente, se obtiene que ||b(t) — g(t)|| < € para cada t € [0,6]. De manera
que para todo t € [0,6], H(b(0,t),9([0,t])) <e

Notemos que el orden en el que g recorre sus nodos, cuanto ¢ varia en el
intervalo [0, 53] es: (0,1),(0,0), (—3,0),(0,0),(0,1),(0,0),(1,0),(0,0), (0, 1),
(0,0) y (—=3,0). De manera que el arco ordenado {g([0,¢]) : t € [0,53]}
empieza en el conjunto singular {(0,1)}; llena el segmento (0,1)(0,0); con-
tinda llenando el segmento (0,0)(—1,0); para terminar llenando el segmento
(0,0)(1,0); con el resto de los movimientos ya no llena nada nuevo, asi que es-
te arco ordenado termina en el triodo Tj. Cuando al arco ordenado {g([0,]) :
t € [0,53]} lo continuamos con el arco ordenado {g([0,]) : t € [0, 6]}, se llena
el resto de T en el tinico modo en que se puede completar (llenando el segmen-
0 (—3,0)(0,0)). Por lo que {g([0,¢]) : t € [53,6]} es el subarco de A que va
de Ty aT. Por otra parte, el orden en que la funcién a recorre sus nodos, cuan-
do t varfa en el intervalo [0, 2] es:(0,1,0), (0,0, 0), (%, 0,0), (—%, 0, %), (%, 0, %)
y (1,0, %) Por lo que el orden en que la funcién f o a recorre sus nodos,
cuando ¢ varfa en el intervalo [0,2] es: (0,1),(0,0),(3,0),(—3,0),(3,0) y
(1,0). Entonces el arco ordenado AOL(f)(M) = {f(a([0,2])) : s € [0,2]}
empieza en el conjunto singular (0,1); llena el segmento (0,1)(0,0); con-
tinda llenando el segmento (0,0)(—3,0); para terminar llenando el segmento
(0,0)(1,0), asi que este arco ordenado termina en el triodo Tp. Por tan-
to el arco ordenado {g([0,]) : ¢ € [0,53]} coincide con el arco ordenado
AOL(f)(M) y el arco ordenado {g([0,t]) : ¢t € [0,6]} estd contenido en
AOL(f)(M)U A C AOL(f)(L).

Veamos que Hy(S:, AOL(f)(L)) < e. Dado S € S., tenemos dos posibili-
dades para S:

(a) Si B C S, como T C B, tenemos que S pertenece al tinico arco ordenado
que une a T con X. Asi que S € A C AOL(f)(L).

(b) Si B ¢ S, entonces S es de la forma b([0,t]) para algin ¢ € [0,00). En el
caso que t > 6, tenemos que H(b([0,t]),T) < e. Como T' € AOL(f)(L),
S € N(AOL(f)(L)). En el caso que t <6, S =b([0,t]) C B:(g([0,t])) C
N:(AOL(f)(£)).

En cualquier caso S € N.(AOL(f)(L)). Por tanto S. C N.(AOL(f)(L)).
Dado A € AOL(f)(L), tenemos tres posibilidades para A:

(a) Si A € AOL(f)(M), entonces A es de la forma ¢([0,¢]) para algin t €
0,53]. Asf que A = g([0,£)) C N.(b((0, 1)) C N.(S.).
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(b) Si A¢ AOL(f)(T), pero A C T, tenemos que A pertenece al subarco de
A que une a Ty con T'. Por tanto existe ¢ € [53, 6] tal que A = ¢([0,t]) C
Ne(b([0,1])) € Ne(Se).

(c) Si A¢ AOL(f)(M) y A ¢ T, entonces A estd en el subarco de A que
une a 1" con X. En el caso que A C B, tenemos que T' C A C B, asi que
H(A,B) < H(T,B) < e. De modo que A € N.(B) C N.(S.). En el caso
que B C A, tenemos que A € S..

En cualquier caso, A € N.(S.). Por tanto AOL(f)(L) C N.(S:). Esto termi-
na la prueba de que Hy(S., AOL(f)(L)) < e.

Sea Q@ = AOL(f)(L). Si AOL(f) es abierta, AOL(f)(B1 (L)) es abierto.
En particular, es una vecindad de Q. De manera que existe £ > 0 tal que
e<1lyB.(Q) C AOL(f)(B%O(E)). Como S. € B.(Q), existe K € B%(ﬁ)
tal que AOL(f)(K) = S.. Ya vimos que T tiene que estar en AOL(f)(K).
De manera que 7' € S.. Como esto no ocurre, concluimos que AOL(f) no es
abierta.

En algunos casos hay algunas proyecciones f, de productos, para las cuales
AOL(f) resulta abierta.

TEOREMA 8.14. Sean X un continuo y f : X x[0,1] — [0, 1] la proyeccion
a la seqgunda coordenada. Entonces la funcion AOL(f) es abierta.

Demostracion. Sea d la métrica de X. Consideramos a [0, 1] con la métri-
ca usual y tomamos p : C([0,1]) — [0,1] la funcién de Whitney tal que
para cada subintervalo A de [0, 1], u(A) = longitud de A. En AOL(][0,1])
consideramos la métrica

D(L, M) =méx{H(L;), M, : t €[0,1]}

En el Teorema 2.16 vimos que D genera en AOL([0, 1]) la misma topologia
generada por la métrica Hy.

Notemos que si A, B € C([0,1]) satisfacen que min A = min B y u(A) =
w(B), entonces se tiene que A = B. Por otra parte, si H(A, B) < ¢, entonces
d(min A, min B) < e.

Sean ¢ > 0, £L € AOL(X x [0,1]) y M € AOL([0,1]) tales que € <
1y D(AOL(f)(L), M) < e. Construiremos un arco ordenado largo B en
C(X x [0,1]) tal que Ho(L,B) < ey AOL(f)(B) = M.
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Primero construiremos una trayectoria « : [0,1] — C(X x [0,1]). Para
construir ¢, tomemos una funcién de Whitney n : C(X x [0, 1]) — [0, 1]. Sea
N = AOL(f)(E) € AOL([0,1]). Para cada t € [0, 1], sea c(t) = min M(t) —
min N (¢). Como D(M,N) < ¢, tenemos que H(M(t),N(t)) < &, de manera
que |c¢(t)] < e. Notemos que la funcién ¢ : [0,1] — [0, 1] es continua, pues M
y N son fijos.

Para cada s € [0, 1], sea

a(s) = {(p,a+ c(u(f(£(s))))) : (p,a) € L(s)} € X x [1,2].

Notemos que el nimero ¢(u(f(L£(s)))) depende continuamente de la va-
riable s. Dado s € [0, 1] fijo, la funcién de X x [0,1] en X x [—1,2] que al
punto (p, a) le asocia la pareja (p, a4 c(u(f(L(s))))) es continua. De manera
que a(s) es la imagen de L(s) bajo esa funcién y, por tanto, a(s) es un sub-
continuo de X x [—1,2]. Mds adelante veremos que a(s) es un subcontinuo
de X x [0,1].

Dado s € [0,1], L(s) € L, f(L(s)) € Ny u(f(L(s))) = longitud
(f(L(s)))=max(f(L(s))) — min(f(L(s))). De acuerdo con la definicién

c(p(f(£(s)))) = min M(u(f(£(s5)))) — min N (u(f(£(s)))).

Yaque f(L(s)) € N, N(u(f(L(s)))) = f(L(s)). De manera que c(u(f(L(s)))) =
min M(u(f(£(s)))) — min f(L(s)).

Consideramos la funcién proyeccién de X x [—1, 2] sobre su segunda coor-
denada. Como esta es una funcién que extiende a f, la seguimos llamando
f.

Para cada s € [0,1], f(a(s)) = {a + c(u(f(L(s)))) : (p,a) € L(s)}.

Entonces

min f(a(s)) = min{a + c(u(f(£L(s)))) :
=min{a: (p,a) € L(s)}
= min{f(p,
= min f(L(s)) + c(u(f(L(s)))
=min f(L(s)) + min M (u(f(
= min M(u(f(£(s))))-

(p,a) € L(s)}
L(s)} + c(n(f(£(s))))

a): (p,a) € L(s)} + c(u(f(L(s))))

) + c(u(f(£(s))))

) L(s)))) — min f(L(s))
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Como

longitud f(a(s)) = longitud {a + c(u(f(L(s)))) : (p,a) € L(s)}
= longitud {a : (p,a) € L(s)}
= longitud f(L(s)) = u(f(L(s)))
= longitud M(u(f(L(s)))),

tenemos que f(a(s)) y M(u(f(L(s)))) son subintervalos de [—1, 2] que tienen
la misma longitud y el mismo elemento minimo. Por tanto

M(u(f(£(s)))) = flals)).

Como {a + c(u(f(L(s)))) : (p,a) € L(s)} = flals)) = M(u(f(L(s)))),
tenemos que {a + c(u(f(L(s)))) : (p,a) € L(s)} C [([) Esto muestra que

} 1.
a+ c(u(f(L(s)))) € [0,1] y entonces a(s) C X x [0,1]. En particular, «
estd definida como una funcién de [0, 1] en C(X x [0, 1]).

Dado s € [0,1], |e(u(f(L(s))))| < e. De manera que

o — (a+c(u(f(£(s)] <e.

Esto implica que H(a(s), L(s)) < €. Por tanto Hy(Im o, £) < e.
Veamos que « es continua. Sea A > 0. Entonces existe 6 > 0 tal que si
|s—t| < 9, entonces |c(u(f(L(s)))) —c(u(f(L(1))))] < 5y H(L(s), L(t)) < 5
Sean s,t € [0, 1] tales que |s — t| < J. Dado (p,a) € L(s), existe (¢g,b) €
L(t) tal que d(p,q) < 3y |a—0b| < 3. Asi que

la+ c(u(F(L(s)))) = (b + clu(FLD))] < A

De manera que la distancia entre (p, a+c(u(f(£(s))))) y (g, b+c(u(f(L(1)))))
es menor que A. Esto muestra que a(s) C Ny(a(t)). De manera similar
a(t) C Nx(a(s)). Por tanto « es continua.

Como £(0) es un conjunto singular, f(£(0)) también lo es, u(f(L£(0)))
0y M(u(f(£(0)))) es un conjunto singular. Por otra parte, f(«(1))
M(u(f(X % [0,1]))) = M(u(X)) = M(1) = [0,1]. Por tanto C(f)(Im a)
es un subcontinuo de M que tiene a los extremos de M. Esto muestra que
C(f)(Im a) = M.

Para cada ¢t € [0,1], sea 8(t) = J{a(s) : s € [0,t]}. Por el Ejercicio
11.5 de [16], B(t) € C(X x [0,1]) y la funcién S es continua. Notemos que
si 7 < t, entonces 5(r) C [(t). De manera que Im /5 es un arco ordenado
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en C(X x [0,1]). Notemos que (0) = {a(0)} € Fi(X x [0,1]). Podemos
extender el arco ordenado Im /8 a un arco ordenado largo P en C'(X x [0, 1])
simplemente tomando un arco ordenado que une a (1) con X x [0,1] y
uniéndoselo a Im f.

De manera que el conjutno B = {f(5(t)) :

(1) :te
en C([0, 1)). Como C(£)(3(0)) = C(f)({a(0)})
to singular y C()(B)(1) > C(f)(a(l)) = f(all)
ordenado largo en C(]0, 1]).

Dado ¢ € [0, 1], C(f)(8(1)) = f(U{a(s) : s € [0,4]}) = U{f(a(s)) - s €
[0,¢]}. Sea C = {f(«a(s)) : s € [0,t]}, entonces C es un subcontinuo del arco
ordenado M, asi que C es un subarco de M. Sea M = méaxC (en el orden
de la contencién de M). Entonces M = [J{C : C € C} = C(f)(B(t)). De
manera que B es un arco ordenado largo contenido en M. Por tanto B = M.
Dado P € P\Im 3, (1) C P. De manera que [0,1] = f(5(1)) C f(P).
Asi que C(f)(P) = [0,1] € M. Esto prueba que C(f)(P) =B = M.

Dado s € [0,1], ya vimos que H(a(s),L(s)) < €. Esto implica que, para
todo t € [0,1], H(U{a(s) : S € [0,¢]},U{L(s) : s € [0,%]}) < e. Es decir,
H(B(t),L(t)) < e. En particular, H(5(1),X x [0, 1]) H(B(),L(1)) < e
Dado P € P\Im 3, (1) C P C X x [0,1] = L£(1). Asi que H(P,L(1)) < ¢
De aqui se sigue que Ho(P, L) < e.

Ya podemos completar el argumento de que AOL(f) es abierta. Sean &l
un subconjunto abierto de AOL(X x [0,1]), L € Ly € > 0 tal que B.(L) C
. Dado M € B.(AOL(f)(L)), ya vimos que existe P € B.(L) tal que
AOL(f)(P) = M. De manera que B.(AOL(f)(L)) € AOL(f)(B:(L£)) C
AOL(f)(h). Entonces AOL(f)(L) es un punto interior de AOL(f)(4l). De
manera que AOL(f)(Ll) es abierto en AOL([0,1]). Por tanto AOL(f) es
abierta. |

[0,1]} es un arco ordenado

{ (a(0))} es un conjun-
) = [0,1], B es un arco

Usando una demostracion parecida a la del teorema anterior, probaremos
el siguiente teorema.

TEOREMA 8.15. Sean X un continuo, S la circunferencia unitaria en el
plano y f: X x S — S la proyeccion a la sequnda coordenada. Entonces la

funcion AOL(f) es abierta.

Demostracién. Consideramos S! como la circunferencia en el plano complejo
C, de radio 1 y centrada en el origen. Dotamos a S! con la métrica d(z,y) =
1 (longitud del menor arco que une a z con y). Sea p : C(S*) — [0,1] la
funcién longitud de arco dividida por 2.
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En AOL(S') consideramos la métrica
D(L, M) = max{H (L, M) : t € [0, 27]}.

Por el Teorema 2.16, la métrica D es equivalente a la métrica Hy en AOL(S").

Dado A € C(S")\{S'}, sea j(A) el extremo izquierdo de A, es decir, j(A)
es el punto de A tal que para cualquier otro punto b € A, el recorrido de j(A)
a b en el sentido de las manecillas del reloj esta contenido en A.

Notemos que si A, B € C(S")\{S'} cumplen que j(A) = j(B) y u(A) =
u(B), entonces A = B. Ademas, j : C(S)\{S'} — S! es una funcién
continua, y si H(A, B)e y N.(A) # S, entonces d(j(A),j(B)) < e.

Afirmamos que si £ € AOL(S'), entonces existe lim;_,;- j(£(t)). Para
probar esta afirmacién, notemos que si t < 1, entonces £; es un subcontinuo
propio de S', por tanto j(L;) estd bien definida. Sea {t,}>2; una sucesién
estrictamente creciente de numeros en [0,1) tal que lim¢,, = 1. Para cada
n € N, sea A, la cerradura de S™\L(t,). Notemos que A, es un subcontinuo
de S''y, como L(t;) C L(t,) C ..., obtenemos que A; D Ay D ... ¥y
w(A,) = 1 —t, para cada n € N. Por lo que limu(A,) = 0. Entonces
existe z € S! tal que {z} = lim A4,,. Como j(L(t,)) € A, para cada n € N,
entonces lim j(L£(t,)) = z. Dada una sucesién {s,}>°, cualquiera en [0, 1)
tal que lims, = 1, aseguramos que lim L(s,,) = {z}. Sea ¢ > 0. Entonces
existe Ny € N tal que u(Ap,) < €. Como lims,, = 1, existe N; € N tal que
tn, < S paratodon > Ny. Dadon > Ny, L(tn,) C L(s,), asi que j(L(s,)) €
(ST\L(s,))” C An,. De manera que d(j(L(s,)),z) < u(Ay,) < e. Como esto
ocurre para cada n > Nj, obtenemos que lim j(£(s,)) = 2. Ya que la sucesién
{s,}52, es una sucesién cualquiera, concluimos que lim; ;- j(L£(t)) existe y
es igual a z.

Ahora mostraremos que para cualesquiera ¢ < 1—10, L, M € AOL(SY)
tales que D(L, M) < e,y t € [0,1), existe ¢(t) € C tal que d(c(t),1) < bey
L;-c(t) =M, donde L; - c(t) ={a-c(t) : a € L4}

Para cada t € [0,1), definimos c(t) = 7;((/\4&’5)). Entonces L; - ¢(t) es un
subcontinuo propio de S! tal que j(L; - c(t)) = j(My) y u(Ly - c(t)) =
(M) =t = p(M(t)). Por tanto L; - c(t) = M;. Sit < 1 — 2, como
u(M(t)) = t, tenemos que la longitud del subconjunto conexo (abierto)
N.(L(t)) es igual a t + 2. Asi que N.(L(t)) # S, con lo cual d(c(t),1) =
AL 1) = d(j(M(1),§(L(t) < e < 3e. Si1—2¢ <t < 1, enton-
ces L(1 —2¢) C L(t). De manera que S'\L(t) € SN\L(1 — 2¢). Asl que
J(L(1 —2¢)) v j(L(t)) pertecenen a la cerradura de S'\L(1 — 2¢). Como
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la longitud de esta cerradura es 2¢, tenemos que d(j(L(1 — 2¢)),j(L(t))) <
2e. Similarmente, d(j(M(t)),j(M(1 — 2¢))) < 2e, y, por el primer caso,
d(7(L(1—2¢)),7(M(1—=2¢))) < 3e. Por tanto d(j(L(t)),j(M(t))) < 5e. Por
lo que probamos en el parrafo anterior, lim;_,1- j(£(¢)) y lm;_,1- j(M(t))

existen. De manera que lim,_,;- jj((/\ﬁ/l(sf)))) existe, y por tanto lim, ,;- ¢(t) exis-

te. Ademds, como la divisién compleja en S x St es continua, tenemos que
cuando £ y M son fijos, ¢ es una funciéon continua de ¢, ain para el valor
t=1.

Sean 0 < € < ==, L € AOL(X x S') y M € AOL(S?) tales que
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D(AOL(f)(L), M) < e.

Construiremos un arco ordenado largo B en C(X x S1) tal que Hy(L, B) <
ey AOL(f)(B) = M.

Primero construiremos una trayectoria « : [0,1] — C(X x [0,1]). Tome-
mos una funcién de Whitney  : C(X x[0,1]) — [0, 1]. Sea N = AOL(f)(L) €
AOL(S'). Por lo que probamos antes, para cada t € [0,1), existe ¢(t) € C
tal que NV (t) - c(t) = M(¢) y d(c(t), 1) < 5e. Ademds, lim,_,;- ¢(t) existe.

Para cada s € [0, 1], sea

a(s) = {(p,a- c(u(f(£(s)))) : (p,a) € L(s)}-

Notemos que el niumero c¢(u(f(L(s)))) depende continuamente de la va-
riable s. Dado s € [0,1], la funcién de X x S' en X x S' que al punto (p,a)
le asocia el punto (p,a + c(u(f(L(s))))) es continua. De manera que «(s) es
un subcontinuo de X x [0, 1].

Para ver que « es continua, sea A > 0. Entonces existe § > 0 tal que si
|s—t| < 4, entonces d(c(u(f(L(s)))), c(u(f(L(s)))) < 5y H(L(s), L(t)) < 5.
Sean s,t € [0,1] tales que |s —t| < 0. Dado (p,a) € L(s), existe (¢,b) €
L(t) tal que d(p,q) < 3 vy d(a,b) < X2. Entonces d(a - c(u(f(L(s)))),b -
c(u(f(L(t)))) < A. De manera que la distancia entre (p,a - c(u(f(L£(s))))) y
(q,b-c(u(f(L(t))))) es menor que A. Esto muestra que «a(s) C Ny(a(t)). De
manera similar, a(t) C Ny(a(s)). Con lo cual H(a(s),a(t)) < A. Por tanto
o es continua.

Dados s € [0,1] y (p,a) € L(s), la distancia entre (p,a - c(u(f(L(s)))))
(p,q) esigual a d(c(u(f(L(s)))),1) < be. De manera que H(a(s), L(s)) < be.

Para cada s € [0,1] se tiene que f(L(s)) € N, asl que f(L(s)) =

<
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N(u(f(L(s)))). Entonces

fla(s)) = {a-c(u(f(L(s)))) - (p,a) € L(5)}
= J(L(s)) - c(pu(f(L(9))))
= N(u(f(£(5)))) - e(u(f(£(5))))
= M(u(f(£(s))))-

Como £(0) es un conjunto singular, f(£(0)) también lo es. Asi que u(f(L£(0)))
0y M(u(f(£(0)))) es el conjunto singular donde inicia M. De manera que
F(a(0) = M(u(f(£(0))))) es el conjunto singular contenido en M. Por otra
parte, f(a(1)) = M(u(F(L(1) = Mu(F(X x ) = M(u(s") =
M(1) = St Asf que f(a(1)) es el otro extremo de M. De manera que
C(f)(Im «) es un subcontinuo de M que contiene a los extremos de M. Por
tanto C'(f)(Im a) = M.

Para cada t € [0,1], sea f(t) = J{a(s) : s € [0,t]}. Por el Ejercicio
11.5 de [16], B(t) € C(X x S') y la funcién 3 es continua. Notemos que si
r < t, entonces B(r) C B(t). De manera que Im § es un arco ordenado en
C(X x Sh). Notemos que 3(0) = {«(0)} € Fi(X x S'). Podemos extender
el arco ordenado Im 3 a un arco ordenado P, simplemente tomando un arco
ordenado que una a (1) con X x S y uniéndoselo a Im f3.

De manera que el conjunto B = {f(3(t)) : t € [0,1]} es un arco ordenado
en C(S"). Ya que C(f)(5(0)) = C(f)({(0)}) = {f(c(0))} es un conjunto
singular y C(f)(8(1)) 2 C(f)(a(1)) = f(a(1)) = S, B es un arco ordenado
largo en C(S').

Dado ¢ € [0, 1], C(f)(B(1) = f(U{a(s) : s € [0,1]}) = U{f(als)) = s
[0,¢]}. Sea C = {f(a(s)) : s € [0,t]}. Entonces C es un subcontinuo del arco
ordenado M, asi que C es un subarco de M. Sea M = méxC (en el orden
de la contencién de M). Entonces M = [J{C : C € C} = C(f)(B(t)). De
manera que B es un arco ordenado largo contenido en M. Por tanto B = M.
Dado N € P\Im 3, 3(1) C N. De manera que S' = f(3(1)) C f(N). Asf que
C(f)(N) = S' € M = B. Esto prueba que C(f)(P) = B.

Dado s € [0,1], ya vimos que H(«(s), L(s)) < 5e. Esto implica que, para
todo t € [0,1], H(U{a(s) : s € [0,t]},U{L(s) : s € [0,t]}) < Be. Es decir,
H(B(t),L(t)) < 5e. En particular, H(8(1), X x S') = H(B(1),L(1)) < 5e.
Dado N € P\Im 3, B(1) C N C X x St € L. Asf que H(N, X x S') < 5e.
De aqui se sigue que Hy(P, L) < be.

Ya podemos completar el argumento de que AOL(f) es abierta. Sean Ll
un subconjunto abierto de AOL(X x S'), L € 4y e > 0 tal que B.(L) C
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. Dado M € B.(AOL(f)(£)), ya vimos que existe P € B.(L) tal que
AOL(f)(P) = M. De manera que B.(AOL(f)(L)) C AOL(f)(B:(L£)) C
AOL(f)(Ll). Entonces AOL(f)(L) es un punto interior de AOL(f)(Ll). D
manera que AOL(f)(84) es abierto en AOL(S"). Por tanto AOL(f) es ablerta
|

En los articulos [3], [4] y [5] se estudia la apertura de la funcién inducida
C(f) de la funcién proyeccién f: X x Y — X. En particular, se prueba que
para una f de éstas y cuando X = S', entonces C(f) no es abierta (Teorema
2 de [3]). Si comparamos este hecho con el Teorema 8.15, notamos que el
comportamiento de la apertura de C'(f) y la de AOL(f) es diferente. En esta
direccion la pregunta siguiente es interesante.

PREGUNTA 8.16. ;Cuales otros continuos Y, ademés de [0, 1] y S* tienen
la propiedad de que si f : X XY — Y es la proyeccién sobre la segunda
coordenada, entonces la funcién AOL(f) es abierta?

8.5. Ligereza

DEFINICION 8.17. Una funcién continua entre compactos f: X =Y
se llama ligera si f(A) es un continuo no degenerado siempre que A es no
degenerado.

TEOREMA 8.18. Sean X,Y continuosy f : X — Y una funcion continua
y suprayectiva. Entonces la funcion AOL(f) es ligera si y solo si f es ligera
y AOL(f)|aoL(z,x) es ligera para todo x € X

Demostracion. =). Si f no es ligera, entonces existen subcontinuo no degene-
rado Ade X yy € Y tal que f(A) = {y}. Sea M un arco ordenado en C'(X)
que une a A con X. El conjunto £ = {f(M) : M € M} es un arco ordenado
largo en Y. Notemos que AOL(A) es un continuo no trivial, y para cada ele-
mento N € AOL(A) se tiene que N'UM es un arco ordenado largo en C(X),
va que la funcién ¢ : AOL(A) — AOL(X) definida por ¢(N) = N UM es
continua e inyectiva, tenemos que {N UM : N € AOL(A)} es un subconti-
nuo no degenerado de AOL(X). Ademéds AOL(f)(N UM) ={f(N): N €
NYU{f(M): M e M} = {{y}} UL = L. Asi, AOL(f)"* (L) contiene al
conjunto no degenerado {N UM : N € AOL(A)}. Por tanto AOL(f) no
es ligera. Si AOL(f) es ligera, entonces también lo es AOL(f)|aoL(z,x) Para
todo z € X.
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<). Supongamos que [ es ligera y que AOL(f)|aor,x) es ligera para
todo x € X. Sean Px : AOL(X) — X la funcién que a cada elemento de
AOL(X) le asocia su punto inicial, y Py : AOL(Y) — Y la funcién corres-
pondiente para Y. Por el Lema 2.14, Px y Py son funciones continuas. Sean B
un subcontinuo no trivial de AOL(X), C' = Px(B) y D = Py (AOL(f)(B)).
Dado £ € B, sea p = Px(L). Entonces {p} € Ly {f(p)} = f({p}) €
AOL(f)(£). De manera que Py(AOL(f)(L)) = {f(n)} = F(LPx(L)}). Es
to prueba que Py (AOL(f)(B)) = f(Px(B)). Es decir, D = f(C). Si C es
no degenerado, como f es ligera, entonces D es no degenerado. Con lo cual
AOL(f)(B) es no degenerado. Si C' es degenerado, sea z € X tal que C' = {z},
entonces B C AOL(x, X), con lo cual AOL(f)(B) = AOL(f)|aoL(z,x)(B),
que es no degenerado, pues = AOL(f)|a0L(,x) €s una funcién ligera. Por
tanto, AOL(f) es una funcién ligera. |

EJEMPLO 8.19. En la suficiencia del Teorema 8.18, es necesario pedir la
condicion de que AOL(f)|aoL,x) es ligera para todo z € X.

Consideremos S* como la circunferencia unitaria en C. Sea ¢ : S* — S la
funcién elevar al cuadrado. Entonces ¢ es una funcién ligera, pues ¢7!(z2) es
un conjunto de dos puntos, para cualquier z € S'. Veamos que AOL(f) no es
una funcion ligera. Sean A la semicircunferencia que consiste de los niimeros
en S' con parte imaginaria no negativay A = {£ € AOL(S') : {1}, A € L}.
Notemos que A no es degenerado, pues hay muchas maneras de crecer desde
A hasta S, por arcos ordenado. Sea A; el tinico arco ordenado en C(S%)
que une a {1} con A. Notemos que AO(A,S') es homeomorfo a A, bajo el
homeomorfismo que a N le asocia A; UN. Sea A_; el tnico arco ordenado
que une a {—1} con —A. Definimos £ = A, U{AUL: L € A_;}. Entonces
L es el arco ordenado largo en C(S') que une a {1} con S' y que rellena
siguiendo la direccién contraria de las manecillas del reloj. Para cada M € A,
se tiene que AOL(f)(M) = L. Entonces AOL(f) no es ligera, y tampoco es
ligera la funcién AOL(f)|aor(1,s1)-

TEOREMA 8.20. Sean X,Y continuos, con X hereditariamente indescom-
ponible. Entonces una funcion continua y suprayectiva f : X — Y es ligera
si y solo si AOL(f) es ligera.

Demostracion. =). Ya que X es hereditariamente indescomponible, enton-
ces AOL(z,X) es un continuo degenerado para todo = € X. Con lo cual

AOL(f)|aoL@,x) es una funcién ligera para todo z € X. Por el Teorema
8.18, AOL(f) es ligera.
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<). Esta implicacion es inmediata del Teorema 8.18. |

Si tenemos una funcién f : [0,1] — [0, 1] continua y suprayectiva tal que
AOL(f) es ligera, entonces f tiene que ser un homeomorfismo, como veremos
a continuacion.

TEOREMA 8.21. Sea f : X — Y continua y suprayectiva tal que AOL(f)
es ligera. Supongamos que A, B € C(X) satisfacen que f(A) = f(B) y AN
B # (), entonces todo arco ordenado largo en C(X) que contiene a A, contiene
también a AU B.

Demostracion. Supongamos que existe £ € AOL(X) tal que A € Ly AU
B ¢ L. Sea « : [0,1] — C(X) una funcién continua tal que a(0) = A,
a(l)y=AUB,ysis <t afs) C at).

Paracadat € [0,1],sea 8(t) ={L: L e Ly L C A}Ua([0,t])U{a(t)UL :
LelLyAcCL}.

Veamos que para cada t € [0,1], 5(t) € AOL(X). Esto se debe a que
{L:LeLyL C A} esun arco ordenado que une a un conjunto singular
con A; ([0, t]) es un arco ordenado que une a A con a(t) y {a(t)UL: L € L
y A C L} es un arco ordenado que une a «(t) con X.

Aseguramos que ( no es constante. Observemos que 3(0) = L, y como
AU B € (1), tenemos que £(0) # B(1). Por tanto 5 no es constante.

Aseguramos que, para todo t € [0,1], AOL(f)(B(t)) = AOL(f)(L). Por
definicion AOL(f)(5(t)) = {f(L): L e Ly L C A} U{f(a(s)) : 0 <s <
tyU{f(a(t)UL): L € Ly A C L}. Para cualquier s € [0, 1], se tiene que
f(A) C fla(s)) C f(AUB) = f(A), de modo que f(a(s)) = f(A);si L e L
y A C L, entonces f(a(t)UL) = f(a(t))U f(L) = f(A)U f(L) = f(L). Por
tanto AOL(f)(B(t)) ={f(L): L € L} = AOL(f)(L).

Hemos probado que Im /3 es un subcontinuo no degenerado de AOL(X)
tal que AOL(f)(Im ) es un conjunto con sélo un elemento. Por tanto

AOL(f) no es ligera. |

EJEMPLO 8.22. En el Teorema 8.21, la existencia de dos subcontinuos A
y B con las condiciones mencionadas no es suficiente para que AOL(f) sea
ligera.

Sean X un continuo hereditariamente indescomponible, Z un subconti-
nuo no trivial de X, Y = X/Z (el continuo que se obtiene de X cuando todo
Z se identifica en un punto) y f: X — Y la funcién cociente. Claramente f
no es ligera, y por el Teorema 8.18, AOL(f) tampoco es ligera. Elegimos dos
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subcontinuos A y B de Z tales que A C B. Como Y es hereditariamente in-
descomponible, todo arco ordenado largo que contiene a A, contiene también
aAUB=B.

TEOREMA 8.23. Sea f : X — Y continua, suprayectiva, ligera. Si se
satisface que para cualesquiera A, B € C(X) tales que f(A) = f(B) y ANB #
(0, todo arco ordenado largo que contiene a A contiene a AU B, entonces
AOL(f) es una funcion ligera, y para todo x € X, AOL(f)|aoL@,x) €5 una
funcion inyectiva.

Demostracion. Supongamos que el teorema no es cierto. Analicemos las dos
posibilidades.

(A) AOL(f) no es una funcién ligera. En este caso, existe un subcontinuo
no degenerado B de AOL(X) tal que AOL(f)(B) es un conjunto de un
solo elemento. Sea KK € AOL(Y) tal que {K} = AOL(f)(B). Tomemos
y € Y el punto inicial de . Para £ € B y x € X el punto inicial de
L, tenemos que K = {f(L) : L € L} y f(x) = y. De manera que B C
U{AOL(z,X) : x € f~'(y)}. Sea P : B — X dada por P(£) =punto
inicial de £. Como P es continua, tenemos que P(B) es un subcontinuo
de X tal que, para todo x € P(B), f(x) = y. Asi que f(P(B)) = {y}.
Como f es ligera, tenemos que P(B) es un conjunto singular. De manera
que existe x € X tal que P(B) = {z}. Asi pues, P(B) = {z}.

Elegimos £, M € B distintos.

(B) Existe x € X tal que AOL(z, X)|AOL(x, X ) no es una funcién inyectiva.
Entonces existen £, M € AOL(x, X) diferentes tales que AOL(f)(L) =
AOL(f)(M). Sea K = AOL(f)(L).

A partir de este momento, no distinguiremos si estamos suponiendo (A) o
(B), s6lo usaremos las propiedades de £, M y K.

Sea N C M\L un subcontinuo no degenerado. Entonces N es un arco
ordenado.

Mostraremos que C(f) es constante en N'. Supongamos, por el contrario,
que existen Ny, My € N tales que f(Ny) # f(INa). Podemos suponer que
N1 € M. Entonces f(Ny) € f(M;). Sea N el méximo elemento de N N
(C(f)"*(f(N1))) (con el orden dado por la inclusién, tal maximo existe, pues
el conjunto referido es cerrado y no vacio). No puede ocurrir que M; C N,

pues en este caso, f(Ny) C f(My) C f(N) = f(IN1), lo cual es absurdo. De
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manera que N C M. Entonces para cada M € < tal que N C M, tenemos
que:

(a) Si M C N, por la maximalidad de N, M no puede estar en N N

(C(f)7H(f(N1))), asf que f(N) # f(M), y como f(N) C f(M), con-
cluimos que f(N) C f(M).

(b) Si M ¢ N, como N es un subarco de M y M ¢ N, no puede ocurrir
que N C M C M,. Asi que M, C M. Esto implica que f(N) = f(Ny) C
f(My) € f(M). De modo que f(N) € f(M). Hemos mostrado que
f(N) C f(M) para todo M € M tal que N C M.

Recordemos que C(f)(L) = K = C(f)(M). De manera que existe L € L
tal que f(L) = f(IN). Como = € N N L, podemos aplicar la hipétesis a
N,KyL,asi LUN € L. Por tanto N # LUN (pues N € M\L). Como
f(LUN) = f(N)U f(L) = f(N) y NN (N UL) # ), podemos aplicar la
hipétesis ahora a N, LU N y M para concluir que L U N € M. Por lo que
probamos en el parrafo anterior, f(N) C f(NUL) = f(N), lo cual es una
contradiccién. Por tanto C(f) es constante en N.

Sea M € M\L. Como {z} € M N L es un subconjunto cerrado del arco
M, podemos tomar el maximo (con la contencién) elemento A del conjunto
MNL que esté contenido en M. También podemos tomar el minimo elemento
B de M N L que contiene a M. Entonces A C M C B. Como A,B€ Ly
M ¢ L, obtenemos que A C B. Sean A el subarco (ordenado) de £ que une a
A con By B el subarco ordenado de M que une a A con B. Por la definicién
de Ay B, se tiene que AN B = {A, B}. Si N es un subarco de B que no
tiene a sus extremos, tenemos que N' C M\ L. Por lo que probamos antes,
C(f) es constante en /. Como B se puede aproximar por los arcos N, por la
continuidad de C(f), tenemos que C(f) es constante en B. Como los papeles
de Ay B son simétricos, C'(f) también es constante en A. Sea C' € B tal que
A C C C B. Entonces C' ¢ L, pero f(A) = f(C)= f(B), CUA=CyL
es un arco ordenado que contiene a A pero no contiene a C' = C U A, lo que
contradice la hipdtesis.

Esto prueba que, o bien AOL(f) es ligera, o que para todo z € X,
AOL(f)|aoL(z,x) €s una funcién inyectiva. [ |

TEOREMA 8.24. Sean X,Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua
y suprayectiva. Entonces la funcion AOL(f) es ligera si y solo si f es ligera
y AOL(f)|aoL(z,x) €s inyectiva para todo x € X
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Demostracion. <). Es consecuencia del Teorema 8.18, pues si AOL(f)| a0L(z,x)
es inyectiva, también es ligera.

=). Supongamos que AOL(f) es ligera. Por los teoremas 8.18 y 8.21,
f es ligera y para todo A, B € C(X) tal que AN B # 0, si L € AOL(X)
contiene a A, contiene también a B. Por el Teorema 8.23, AOL(f)|a0L(z,x)
es inyectiva para todo x € X. [

LEMA 8.25. Sea f : [a,b] — [0, 1] una funcion continua y no constante tal
que f(a) = f(b). Entonces existen r,s,t € [a,b] tales que a <1 < s <t <b

) f([?“, S]) = f([S,t]).

Demostracion. Sean s € [a,b] un punto donde f alcanza su minimo y w €
[a,b] donde f alcanza su méximo. Como f no es constante, se tiene que

fla) # f(s) o f(b) # f(w).

Si f(a) # f(s), entonces f(s) < f(a). Sean r el maximo elemento de [a, s]
tal que f(r) = M y t el minimo elemento de [s, b] tal que f(t) = M
Entonces a <7 < s <t <by f([r,s]) = [f(r), L) = #([s,1).

Si f(a) # f(w), entonces f(w) < f(a). Sean r el méximo elemento de
la, w] tal que f(r) = M
M. Entonces a < r < w <t < by f(r,w) = [f(r),w] =
f(lw, 1)) n

TEOREMA 8.26. Sea f : [0,1] — [0, 1] continua y suprayectiva. St AOL(f)
es ligera, entonces f es un homeomorfismo.

y t el minimo elemento de [w, b] tal que f(t) =

Demostracion. Por el Teorema 8.24, f es una funcion ligera. Supongamos que
f no es un homeomorfismo. Entonces f no es inyectiva, por tanto existen
elementos distinto a,b € [0, 1] tales que f(a) = f(b). Como f es ligera,
f([a,b]) no es constante. Por el Lema 8.25, existen r, s,t € [a, b] tales que 0 <
a<r<s<t<b<ly f([r,s]) = f([s,t]). Esto nos da una contradicicén,
pues los subcontinuos [p, m] y [m, ¢] no satisfacen la conclusién del Teorema
8.21, ya que hay un arco ordenado largo £ que contiene a [r,s] y a [0,s], y
entonces [r,t] no es un elemento de £. Esta contradiccién prueba que f es
inyectiva, y como es suprayectiva, entonces es un homeomorfismo. |

TEOREMA 8.27. Sean X un continuo arco conexo y f : X — [0,1] una
funcion continua y suprayectiva. Si AOL(f) es ligera, entonces f es un ho-
meomorfismo.
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Demostracion. Supongamos que f no es un homeomorfismo. Entonces f no
es inyectiva. Asi que existen dos puntos distintos p,q € X tales que f(p) =
f(q). Sea a : [0,1] — X una funcién continua e inyectiva tal que a(0) = p,
a(l) = q. Por el Teorema 8.18, f es ligera, de manera que f(«([0,1])) es
no degenerado y entonces f o a no es constante. Por el Lema 8.25, existen
r,s,t € [0,1] tales que 0 < r < s <t <1y fla(lr,s]) = fla(]s,t])). Sea
L € AOL(X) tal que a([r, s]) € Ly a([0,s]) € L. Entonces a(]r,t]) ¢ L. Esto
es una contradiccion pues los subcontinuos a([r, s]) y «([s, t]) no satisfacen
la conclusién del Teorema 8.23. Por tanto f es un homeomorfismo. [ ]

EJEMPLO 8.28. En el Teorema 8.27, no es posible cambiar [0, 1] por la
circunferencia S*.

Sean S! la circunferencia unitaria en C y f : [0,1] — S! la funcién expo-
nencial, es decir, f(t) = e*™. Notemos que, para a,b € [0, 1] las condiciones
a#by f(a) = f(b) sélo son posibles a =0y b=1,0a=1yb=0.
Veamos que AOL(f) es inyectiva, y por tanto ligera. Sean A, B elementos
no degenerados de C(X) tales que f(A) = f(B) y A # B. Entonces existe
a € A\B o b € B\A. Sin pérdida de generalidad, intercambiando A y B
si es necesario, podemos suponer que existe a € A\B. Como B es cerrado,
existe una vecindad U de a en A tal que U estéd contenida en A\B. Como U
tiene mas de tres puntos, existe z € U tal que = # 0, 1. Como f(A) = f(B),
existe y € B tal que f(z) = f(y), y como f~!(f(z)) = {x}, concluimos que
r =1y € B, lo cual es absurdo. Hemos probado que no existen dos elemen-
tos distintos y no degenerados A, B € C(X) tales que f(A) = f(B). Sean
LM e AOL(X) tales que AOL(f)(L) = AOL(f)(M). Entonces para cada
elemento no degenerado L € L, existe M € M tal que f(L) = f(M), No-
temos que M no puede ser degenerado, pues f(L) no es degenerado. Por lo
que vimos antes, L = M. Esto prueba que {L : L € L y L no es degenerado
} € M. Como M es compacto, L C M. Por la Proposicién 2.4, L = M.
Por tanto AOL(f) es ligera.

EJEMPLO 8.29. En el Teorema 8.27, no es posible cambiar X por un
continuo encadenable.

Sea P el seudoarco. El cual se caracteriza por ser el tinico continuo he-
reditariamente indescomponible y encadenable (ver [18]). En particular, P
no contiene arcos. Como P es un continuo plano, lo podemos considerar en-
cajado en [0,1] x [0,1] C R% Sea f : P — [0,1] la proyeccién a la primera
coordenada. También podemos suponer que f es suprayectiva. Para cada
t € 0,1], f7'(t) es un subconjunto de P contenido en {t} x R, y como P
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no contiene arcos, entonces f~(¢) no contiene ningtin subcontinuo propio no
degenerado. Entonces f es ligera, y como P es hereditariamente indescom-
ponible, por el Teorema 8.20, AOL(f) también es ligera, pero f no es un
homeomorfismo.
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