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Introduccion

En este trabajo describiremos algunas propiedades de la familia de curvas y42 —y = ¥ sobre
q’ﬂ
q+1
familia de curvas se puede encontrar en [1] donde se demuestra quee ésta es maximas. El interés
de estudiar curvas con esta propiedad viene de la teoria de codigos correctores de errores. Esto
se debe a que con éstas curvas se pueden construir cédigos de gran longitud, respecto al tamano
del alfabeto. Estos c6digos asociados a las curvas maximas, tendran buenos pardmetros, como una
distancia minima grande. Una distancia minima grande permite corregir una mayor cantidad de
errores.

Tomamos esta curva, ya que se ve en [1], que esta es mdxima. Esta propiedad es importante,
ya que una curva maxima alcanza la cota de Hasse-Weil. Eso quiere decir que la curva va a tener
el mayor ntimero de puntos posible sobre un campo finito.

En este trabajo definiremos una forma de construir disenos partiendo de una curva dada.
Aplicar este método en la curva y la vamos a comparar con otros dos disenios que corresponden a
la curva hermitiana y la curva de Fermat.

En el capitulo 1 enunciaremos los teoremas que usaremos en este trabajo. Antes de eso daremos
las definiciones, teoremas y proposiciones para poder entender la herramienta que nos serd util.
Los resultado aqui vistos, se pueden consultar principalmente en [4]. El teorema 1.62 se podra
consultar en cualquier libro de teoria de niimeros.

En el capitulo 2 calcularemos el género de la curva con la ayuda de los divisores principales
de z y y. Estos también los encontraremos en ese capitulo. En [1] el género se calcula usando
extensiones de Kummer, a diferencia de como lo calcularemos nosotros.

En el capitulo 3 daremos una forma de construir un disenio a partir de una curva. De esta forma
construiremos el disenio correspondiente a la curva mencionada. También construiremos los disenos
correspondientes a la curva hermitiana, que se menciaona el la introduccién de [1] y a una curva
de tipo Fermat, que se puede encontrar en [5]. Estas dos curvas las definiremos en el momento
que las necesitemos. Estas curvas también se pueden consultar en [1]. Los disefios combinatorios
también sirven para poder construir codigos correctores de errores, usando la matriz de incidencia
del diseno como matriz generadora o matriz de verificacion del cédigo.

En el capitulo 4 compararemos los tres disenos construidos en el capitulo anterior.

En el capitulo 5 buscaremos los automorfismos sobre esta curva. Los automorfismos de una
curva también son interesantes en la teoria de cddigos correctores de errores, ya que éstos se pueden
traducir a los automorfismos del cédigo asociado a la curva.

el campo finito Fg2n con N := , ¢ una potencia de un primo y n > 3 impar. Esta es una



Capitulo 1

Generalidades de campos de
funciones

En este capitulo enunciaremos los resultados que vamos a necesitar en este trabajo. Sélo de-
mostraremos los resultados que usaremos y consideramos importantes para este trabajo. Las de-
mostraciones de los resultados que no demostramos aqui, se pueden consultar principalmente en
las secciones 1 a 7 del primer capitulo y la seccién 1 del tercer capitulo de [4]. El teorema 1.62 se
puede encontrar en varios cualquier libro de teoria de nimeros y a demostracién del teorema 1.63
se puede encontrar en la segunda seccién del quinto capitulo. El lema 1.64, se puede encontrar en
el apéndice A de [4] y el teorema de Kummer que aqui usamos, es el corolario I11.3.8. del mismo
libro.

Suponemos que el lector tiene un conocimiento de la teoria de campos. A lo largo de este
capitulo, K serd un campo arbitrario y A* denotara en grupo de unidades del anillo A.

Definicién 1.1. Un campo de funciones algebraicas F/K en una variable es una extension F del
campo K tal que F es una extension finita de K(x) para algin x € F trascendente sobre K.

Si F' es una extension de K, entonces K := {z € F|x es algebraico en K} se llama el campo
de constantes de F'/K. El campo K sera algebraicamente cerrado en F' si K = K.

Definicién 1.2. Un anillo de valuacion del campo de funciones F/K es un anillo O que cumple:
1. KCOCF.
2. Para todox € F, x € O o bienz~1 € O.

Proposicién 1.3. Sea O un anillo de valuacion del campo de funciones F/K. Entonces se tiene
que:

1. O tiene un dnico ideal mdzimo P = O\ O*.
2. Parax € F yx #0 se cumple quex € P < 271 ¢ O.
3. Para K de F/K se tiene que K € O y K NP ={0}.

Teorema 1.4. Sea O un anillo de valuacion del campo de funciones F/K y sea P su ideal mdximo.
Entonces se tiene que:

1. P es un ideal principal.

2. Si P =1tO entonces cualquier x € F\{0} tiene una representacion dnica de la forma x = t"u
para alginn € Z, u € O*.

3. O es un dominio de ideales principales. En particular, si P =tO y {0} #1 C O es un ideal,
entonces I = t"O para algin n € N.



Definicién 1.5. Se tienen las siguientes definiciones:

1. Un lugar P del campo de funciones F/K es el ideal mdzimo de algin anillo de valuacion O
de F/K. Cualquier elemento t € P tal que P = tO se llama elemento primo o pardmetro
uniformizador de P.

2. Pr es el conjunto de todos los lugares de F/K.

Si O es un anillo de valuacién con ideal maximo P, entonces O estd determinado Unicamente
por P, de la forma O = {x € F|lz—! ¢ P}. Entonces llamamos a Op := O el anillo de valuacién
de P.

Definicién 1.6. Una valuacion discreta de F/K es una funcion v : F — ZU{oco} que cumple las
stguientes propiedades:

1. v(z) =c0o <z =0.

v(zy) =v(x) +v(y) para todo x,y € F.

v(z +y) > min{v(x),v(y)} para todo x,y € F.
Jz € F tal que v(z) = 1.

v(k)=0 ke K\ {o}.

Guo o e

A la propiedad 3 de esta definicion se le llama “desigualdad ultramétrica”.

Lema 1.7. Sea v una valuacion discreta de F/K y x,y € F tales que v(xz) # v(y). Entonces
v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

Definicién 1.8. Se le asocia a todo lugar P € Pr una funcién vp : F — ZU{oo}, de la siguiente
forma:

Sea t un elemento primo de P, entonces todo x € F \ {0} tiene una representacion inica
x =t"u conu € Op yn € Z. Se define vp(z) := n y vp(0) := co. Es ficil de ver que esta
definicion solo depende de la eleccion de P y no de t.

Lema 1.9. La funcidn de la definicidn anterior es una valuacion de F/K.
Teorema 1.10. Sea F/K un campo de funciones.
1. Para todo lugar P € Pp se tiene:
» Op={zr € Flup(x
» Op ={z € Flup(z

) =0}
=0
= P={z € Flup(z) > 0}.

1.

2. Un elemento x € F es un elemento primo de P si y sdlo sivp(x) = 1.

3. Siv es una valuacion de F/K, entonces el conjunto P := {x € Flv(xz) > 0} es un lugar en
F/K y Op ={x € Flop(x) > 0} es su anillo de valuacion correspondiente.

4. Un anillo de valuacion O de F/K es un subanillo mdzimo de F.
Definicién 1.11. Sea P € Pp.

1. Fp:=Op/P es el campo residual de P. La funcion F — FpU{oo} con x — x(P), se llama
el morfismo residual respecto a P. También se usa la notacion x + P := x(P), para x € Op.

2. degP := [Fp : K] se llama grado de P.

Como K C K C Op, esta tltima definicién tiene sentido va que Fp es extension de K.



Proposicién 1.12. Si P es un lugar de F/K y 0 # x € P, entonces se tiene que

degP < [F: K(x)] < o0

Corolario 1.13. El campo de constantes de F/K es una extensidn finita de K.
Definicién 1.14. Sean z € F y P € Pg. Se dice que P:

1. es un cero de orden m de x sivp(z) =m >0,

2. es un polo de orden m de x sivp(x) = —m > 0.

Teorema 1.15. Sean F/K un campo de funciones y A un subanillo de F tal que K CACF. Si
{0} #1 C A es un ideal propio de A, entonces existe un lugar P € Pp tal que I C P y A C Op.

Corolario 1.16. Sean F/K un campo de funciones, x € F trascendente sobre K, entonces x
tiene al menos un cero y un polo. En particular Pr # ().

Teorema 1.17. (Aproximacion débil) Sean F/K un campo de funciones, Py,...,P, € Pp
lugares distintos de F/K, x1,...,x, € F yr1,...,r, € Z. Entonces existe v € F tal que

vp,(x —x;))=mr; parai=1,...n

Demostracion. Sea v; := vp,. Para demostrar este teorema es necesario demostrar 3 afirmaciones.

AFIRMACION 1 Existe u € F con vy(u) >0y v;(u) <0 parai=2,...,n.

La demostracion de esta afirmacién es por induccién sobre n. Para n = 2 se puede observar
que Op, € Op, y viceversa ya que los anillos de valuacién son subanillos méximos propios de F.
Por lo tanto se pueden encontrar y; € Op, \Op, v y2 € Op,\Op,. Entonces v1(y1) > 0, va(y1) < 0,
v1(y2) < 0y va(y2) > 0. La funcién u := y1 /y2 es tal que v1(u) > 0y va(u) < 0 como se queria.

Para n > 2 se tiene, por hipétesis de induccién, un elemento y € F con v1(y) > 0, va(y) <
0,...,0,-1(y) < 0. Si sucede que v,(y) > 0 se escoge z con v1(z) > 0y v,(z) > 0y se hace
u:=1y+ 2z". Aqui r > 1 se escoge de tal manera que rv;(z) # v;(y) parai=1,...,n — 1. Se sigue
que v (u) > min{vi(y),r - vi(z)} > 0y v;(u) > min{v;(y),r - v;(z)} < 0 para i =2,...,n. Esto
demuestra la primera afirmacién.

AFIRMACION 2 Existe una funcién w € F tal que v1(w—1) > ry y vi(w) > r; parai =2,..., n.

Para demostrar esta afirmacién, se escoge u € F' como en la primera afirmacién y se hace
w:= (14 u*)~t. Se tiene que, para una s € N suficientemente grande,

vi(w—1) = v (—u*(1 4+ u®) ") = sv(u) >

y
vi(w) = —v;(14+u°) = —s-v;(u) >r; parai =2,...,n

AFIRMACION 3 Dadas ¥1,...,yn € F existe un elemento z € F tal que v;(z — y;) > r; para
i=1,...,n. Escogiendo s € Z tal que v;(y;) > s para todas i,j € {1,...,n}. Por la afirmacién 2
(aplicada n veces) existen wy, ..., w, € F con

vi(w; — 1)) > r; — sy vi(w;) >r; — s para j # i.

Entonces la funcién z := Z;'L=1 y;w; es la buscada.

Con la tercera afirmacién demostrada, se puede demostrar el teorema: Por la tercera afirmacién
se puede encontrar z € F con v;(z —x;) > r;, i = 1,...,n. Se escogen funciones z; con v;(z;) = ;.
De nuevo por la afirmacién 3 existe 2’ € F con v; (2 — z;) > r; parai = 1,...,n. Se sigue que



v;(2") = v (2" = 2) + 21) = min{v; (2" — 2;),vi(2:)} = ;.
Sea z := z + 2’. Entonces
vi(z — ;) = vi((z — z;) + 2') = min{v;(z — z;),vi(Z)} = ;.
q.e.d
Corolario 1.18. Todo campo de funciones tiene un nimero infinito de lugares.

Proposicién 1.19. Sea F/K un campo de funciones y Py,..., P, € Pr ceros de un elemento
z € F, entonces

> wp, -deg P < [F: K()].
i=1

Corolario 1.20. Cualquier elemento distinto de cero del campo de funciones F/K, tiene un
numero finito de ceros y polos.

A partir de ahora F//K denotard a un campo de funciones algebraicas en una variable tal que
K es el campo de constantes de F//K; i.e. K serd algebraicamente cerrado en F'.

Definicién 1.21. Se define Dp como el grupo libre abeliano generado por los lugares de F/K y
se le llama grupo de divisores de F/K. Los elementos de Dp se llaman divisores de F/K.

Usaermos la siguiente notacién para los elementos de Dp:

D= Z npP con np € Z y casi todos los np = 0.
PePr

Definicién 1.22. Dos divisores de suman coeficiente a coeficiente, i.e. si D = ZPGPF npP y
’ ’
D =3} pep, npP, entonces

D+D'= > (np+np)P.
PePr

Los divisores cumplen lo siguiente:
1. Elinverso de D = ) pcp, npP se denota —D y es de la forma —D =3 pp —npP.
2. El elemento cero es el divisor 0 := ZPGPF rpP con rp = 0.

3. Se extiende la definicién de valoracién a Dp de la siguiente manera: vg(D) := ng con
Q@ € Pg. Se puede escribir cualquier divisor de la siguiente forma:

D= Y wp(D)-P
PesuppD

donde suppD := {P € Pp|np # 0} es el soporte del divisor.

4. Se define un orden parcial en el grupo Dp de la siguiente forma:

Dy < Dy & vp(Dy) <wp(Ds) para todo P € Pp.

5. Un divisor que cumpla D > 0 se llama divisor efectivo (o positivo).



6. El grado de un divisor se define de la siguiente manera:
deg D := Z vp(D) - deg P.
PePr
7. Al divisior D = P con P € Pg se le llama divisor primo.

Definicién 1.23. Sea x € F' distinto de cero. Se denota al conjunto de ceros de x por Z y al
conjunto de polos de x por N. Entonces se define:

2 ()0 := > peyvp(x)P el divisor de ceros de x.
* ()0 := Y pen(—vp(x))P el divisor de polos de x.
v (2):=(2)o — (2)eo €l divisor principal de x.
Estas tres definiciones tienen sentido, por el corolario 1.20.
Definicién 1.24. Pp := {(x)|0 # = € F'} se llama el grupo de divisores principales de F/K.

Se tiene lo siguiente:

= Se sigue que Pr es subgrupo normal de D, ya que D es abeliano. Con esto definimos

Cr :=Dr/Pr
y se llamara el grupo de clases de divisores.
» Si [D] € Cr ([D] es la clase del divisior D), entonces dos divisores D, D’ € Dy son equi-
valentes (D ~ D') si y s6lo si [D] = [D], i.e. D = D’ + (x) para algin x € F distinto de

cero.

La relaciéon dada en el punto anterior es una relaciéon de equivalencia y motiva la siguiente
definicion:

Definicién 1.25. Para un divisor D de F' se define el conjunto:
L(D) :={x € F|(z) > —D}uU{0}.
Comentarios:

= Si el divisor D tiene la forma:
D=) niPi=) mQ;
i=1 j=1

con n; >0y mj; > 0, entonces L£(D) consiste de los elementos = € F tales que:

1. x tiene ceros de orden mayor o igual a m; en Q; para j =1,...s.

2. x solo puede tener polos en los lugares P, ..., P, con orden no mayor a n; en P;.

= Si D € Dy, entonces:

1. z € L(D) & vp(z) > —vp(D) para todo P € Pp.
2. L(D) # {0} & existe un divisor D" ~ D, con D’ > 0.

Lema 1.26. Sea D € Dp, entonces se tiene que:

1. L(D) es un espacio vectorial sobre K.
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2. Si D' es un divisor equivalente a D, entonces L(D) y L(D') son isomorfos como espacios
vectoriales sobre K.

3. L£(0) =K.
4. Si D <0, entonces L(D) = {0}.

Lema 1.27. Sean D y D’ divisores de F/K con D < D'. Entonces se tiene que L(D) C L(D') y
dim(£(D")/L(D)) < deg D' — deg D.

Proposicién 1.28. Para cualquier divisor D € Dg, el espacio L(D) es un espacio vectorial sobre
K de dimension finita. Mds aun si D = Dy — Do, con Dy y Dy divisores positivos, entonces

dimL(D) < degD; + 1.
Definicién 1.29. Para D € Dp, dimD := dimL(D) se llama la dimension del divisor D.
Con esta definicién se puede hablar de la dimensién de la clase de D.

Teorema 1.30. Sea x € F pero x ¢ K. Sean (x)o y (2)so €l divisor de ceros de x y el divisor de
polos de x respectivamente. Entonces:

deg(x)g = deg(x)oo = [F : K()].

Corolario 1.31. 1. Sean D y D’ con D ~ D’. Entonces se tiene dimD = dimD’ y degD =
degD’.

2. SidegD < 0, entonces dimD = 0.
3. Para un divisor D de grado cero las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) D es principal.

b) dimD > 1.
¢) dimD = 1.

Proposicién 1.32. Ezxiste una constante v € Z tal que para todo divisor D € Dp se tiene que

degD — dimD < ~.

Es necesario mencionar en este punto que la constante v, mencionada en la propocision anterior,
no depende del divisor que se tome. Depende tnicamente del campo de funciones. Con ayuda de
esta constante, la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién 1.33. El género g de F/K se define de la siguiente forma:
g := max{degD — dimD + 1|D € Dp}.
El género es un nimero entero no negativo.

Teorema 1.34. (Riemann)
Sea F/K un campo de funciones con género g.

1. Para todo divisor D € Dg
dimD >degD+1—g

2. Eziste un entero c tal que

dimD = degD + 1 — g para todo divisor D que cumple degD > ¢

11



Demostracion. 1. Esto sigue de la definiciéon de género.

2. Sea Dy un divisor tal que g = degDy — dimDgy + 1 y sea ¢ := degDg + g. Si degD > ¢, se
tiene que
dim(D — Dg) > deg(D — Do) +1—g>c—degDy+1—g>1

Por lo tanto existe un elemento x € L(D — Dy), distinto de cero. Se considera ahora el divisor
D’ := D + (z), que es > Dy. Ahora se tiene:

degD — dimD = degD’ — dimD’
> degDg — dimDy
- g-L (1.1)

Definicién 1.35. Se tienen las siguientes definiciones:

1. Para D € Dp, el indice de especialidad se define como:

i(D) = dimD — degD + g — 1.

2. Un adele de F/K es una funcidn o : Pp — F con P — ap tal que ap € Op para casi todo
P € Pr. Un adele se puede ver como un elemento del producto directo HPGPF F.

3. Ap = {a]a es un adele de F/K} que serd un K-espacio vectorial.

4. Sea x € F. El adele « tal que ap = x para todo P € Pp, se llama adele principal de x.

Esta tltima definiciéon tiene sentido, ya que sabemos que por el corolario 1.20 sélo hay un
nimero finito de lugares P que cumplen que vp(z) < 0. Esto implica, por el teorema 1.10, que
s6lo hay un ndmero finito de entradas del adele que cumplen que z ¢ Op. Esto nos da una inclusién
de F en Ap. Las valuaciones en F se pueden extender a Ap definiendo vp(«) := vp(ap)

Definicién 1.36. Sea D € Dp. Se define
Ap (D) :={a € Aplvp(a)) > —vp(D) para todo P € Pp}.
Lema 1.37. Sean D1,Dy € Dp con D1 < Dy. Entonces Ap(D1) C Ap(D2) y
dim(Ar(D2)/Ar(D1)) = grado(D2) — grado(Dy).

Los siguiente, nos ayudara a demostrar el siguiente teorema.
Vemos que la sucesion

0— L(D2)/L(D1) — Ar(D3)/Ar(Dy)
= (Arp(D2)+ F)/(Ar(D1)+ F) =0

es exacta para cualquier par de divisores, por lo que

dim((Ap(D2)+ F) | (Ar(D1)+F))
= dim(Ap(D2)/Ap(D1)) — dim(L(D2)/L(D1))
= (grado(Ds) — grado(D1)) — (dim(Ds) — dim(Dy)).

Supongamos ahora que D € D es tal que dim(D) = grado(D) + 1 — g. Si D1 > D entonces

dim(D) < grado(Dy) + dim(D) — grado(D) = grado(D1) +1 — g.

12



El teorema de Riemann (Teoremos 1.34) dice que

dim(D;) > grado(D1) +1—g
por lo que

dim(D;) = grado(D1) + 1 — g para todo Dy > D.

Dado a € Af se puede encontrar Dy > D tal que o € Ap(Dy).
Se tiene que

dim((Ap(D1)+F) |/ ((Ar(D)+F)
(grado(D1) — dim(D1)) — (grado(D) — dim(D))
= -H--1=0

Es decir, Ap(D1) + F = Ap(D)+ F. Como o € Ap(D1) se tiene que:

Ap = Ap(D) + F.
Ahora tenemos el siguiente teorema.
Teorema 1.38. Para un divisor D, el indice de especialidad es:
i(D) = dim(Ar/(Ap(D) + F)).

Demostracion. Sea D € Dp. Por el teorema de Riemann existe un divisor Dy > D tal que
dim(D) = grado(D1) + 1 — g. Se tiene que Ap = Ap(D;) + F y implica que:

dim(Ap/(Ap(D)+ F)) = dim((Ap(Dy)+ F)/(Ap(D) + F))
= (grado(D;1) — dim(Dy)) — (grado(D) — dim(D))
= g—1+dim(D) — grado(D) = i(D).

q.ed
Corolario 1.39.
g = d’tm(.AF/(.AF(O) + F))
Demostracion. Por definicién:
i(0) = dim(0) — grado(0) +g—1=1—-0+g—1=g.
q.e.d

Definicién 1.40. Se tienen las siguientes definiciones:

1. Una diferencial de Weil de F/K es una funcién K-lineal w : Ap — K tal que se anula en
Apr(D) + F para algin divisor D € Dp.

2. Qp = {w|w es una diferencial de Weil de F/K} se llama el mddulo de las diferenciales de
Weil.

3. Para D € Dp, sea Qp(D) :={w € Qp|w se anula en Ap(D) + F}.

Se puede ver que Qp es un K-espacio vectorial y que Qz (D) es un subespacio de Q. También
se puede ver que es claro que Qr = Jpcp, Qr(D).

Corolario 1.41. Para D € Dp, se tiene que dim§Qp(D) = i(D).
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Demostracidon. El espacio Qp (D) es el espacio de formas lineales en Ap /(Apr(D)+ F). El corolario
se sigue pues la dimensién de Ap/(Ap(D) + F) es finita e igual a i(D) por el teorema 1.38.
q.e.d

Definicién 1.42. Para x € F yw € Qp se define xw : Ap — K mediante:

(zw)(a) = w(za).

Se puede ver que si w se anula en Ap(D) + F entonces zw se anula en Ap(D + (z)) + F. Esto
queire decir que zw es una diferencial de Weil y esta definicién inspira lo siguiente:

Proposiciéon 1.43. Qg es un espacio vectorial de dimension uno sobre F.

A cada diferencial de Weil w se le puede asociar un divisor de la siguiente manera:
Se considera el conjunto

M(w) :={D € Dp|w se anula en Ap(D) + F}.

Lema 1.44. Sea 0 # w € Qp. Entonces existe un inico divisor, W € M(w) tal que D < W para
todo divisor D € M (w).

Un divisor W de una diferencial de Weil w también se denota por (w).
El lema anterior motiva lo siguiente:

Definicién 1.45. Tenemos las siguientes definiciones:

1. El divisor (w) de una diferencial de Weil w # 0 se define como el inico divisor de F/K que
cumple las siguientes dos propiedades:

a) w se anula en Ap((w)) + F.
b) Siw se anula en Ap(D) + F entonces D < (w).

2. Dado 0 #w € Qp y P € Py se define vp(w) := v,((w)).

3. Se dice que un lugar P es un cero (resp. polo) de w si vp((w)) > 0 (resp. vp((w)) < 0). La
diferencial w se dice que es regular en P si vp((w)) > 0. La diferencial w se llama regular si
es reqular en todo P € Pp.

4. Un divisor W se llama divisor candnico de F/K si W = (w) para algin w € Q.

Lema 1.46. Para un capo de funciones F/K se tiene que:

dimQp(0) = g.
Proposicién 1.47. Se tiene que:
1. Para0 £z € F y0# w € Qp, se tiene que (zw) = (z) + (w).
2. Cualquiera dos divisores candnicos de F/K son equivalentes.

Demostracion. Si w se anula en Ap(D) + F, entonces zw se anula en Ap(D + (z)) + F, por lo
tanto (w) + (x) < (zw). Tambien se tiene que (zw) + (z71) < (z7'aw) = (w). Combinando esta
desigualdad con la anterior, se obtiene que (w) + (7) < (2w) < —(271) + (W) = (W) + ().
Una parte de segunda parte de la proposicion se obtiene automaticamente de la primera parte
y del hecho que Qf es espacio vectorial de dimensién uno sobre F. Si ahora se tiene que D ~ (w)
para D € Dp y w es una diferencial de Weil, entonces D = (w) + (z). Por la proposicién 1.47,
se tiene que D = (wzx) y sabemos que wz es una diferencial de Weil, lo que implica que D es
un divisor candénico. Con esto podemos concluir que los divisores canénicos forman una clase de
equivalencia de Cr. A esta clase de equivalencia se le llama clase canénica de F/K.
q.e.d

14



Teorema 1.48. Sean A un divisor cualquiera y W = (w) un divisor candnico de F/K . La funcion
w: LW — D) — Qp(D) ; x+— zw es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. En particular,

i(D) = dim(W — D).

Demostracion. Dada x € L(W — D) se tiene que

(zw)=(z)+ (w) > —-(W -D)+ W =D,

por lo que zw € Qp(D). Entonces u es una funcién de L(W — D) a Qp (D). La funcién p es lineal.
También es inyectiva, ya que si x € Ker(u), tenemos que xw = 0, lo que implica que z = 0. Falta
demostrar que p es sobre. Para demostrar esto, sea wy € Qp (D) una diferencial de Weil. Entonces
wy = 2w para z € F. Ya que (z) + W = (z) + (w) = (2w) = (w1) > D se obtiene que

(.’17) ZD—W:_(W_D>7
entonces x € LW — D) y wy = u(x). Por lo tanto i(D) = dim(Qr (D)) = dim(W — D).

q.e.d
Teorema 1.49. (Riemann-Roch)
Sea W un divisor candnico de F/K. Entonces para todo D € D,
dimD = degD + 1 — g+ dim(W — D)
Demostracion. Esto se sigue directamente de la definicién de i(D) y del teorema anterior.
q.e.d

Corolario 1.50. Para un divisor candnico W, se tiene

degW =2g — 2 y dimW = g.

Demostracion. Para 0 = D € D se tiene, por el teorema de Riemann-Roch (teorema 1.49) que

1 = dim(0) = deg(0) + 1 — g + dim(W — 0).
Entonces dim(W) = g. Para D = W tenemos que

g=dim(W)=degW)+1—g+dim(W —-W)=deg(W)+2—g.

Por lo tanto deg(W) = 2g — 2.
q.e.d

Teorema 1.51. Si D es un divisor de F/K de grado mayor o igual a 2g — 1, entonces dimD =
degD +1—g.

Definicién 1.52. Se tienen las siguientes definiciones:

1. Un campo de funciones F'/K' se llama extension algebraica de F/K si F' O F es una
extension de campos de funciones y K' O K. Note que una extensién alegbraica satisface
que F'/F es algebraica, finitamente generada y por lo tanto finita.

2. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Un lugar P' € Pp/ estd arriba de P € Pp si
P C P'. También se dice que P’ es una extension de P o bien que P estd debajo de P'. Se
escribe P'|P.

Teorema 1.53. Sea F'/K’' una extensidn algebraica de F/K. Sea ahora P un lugar de F/K y P’
un lugar de F'/K'. Sean Op y Op: los anillos de valuacidn y vp y vp: las valuaciones discretas
correspondientes. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P'|P.
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2. Op C Opr.
3. Eziste un entero e > 1 tal que vp/(z) = e-vp(z) para todo x € F.

Mds si P'|P, entonces

P=PnNF y Op=0p NF.

Definicién 1.54. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K y sea P’ € Pp un lugar de F' /K’
arriba de P € Pp. Entonces:

1. El entero e(P'|P) := e tal que vp(xz) = e - vp(x) para todo x € F, se llama indice de
ramificacion de P’ sobre P.

2. f(P'|P) = [Fp. : Fp] se llama el grado relativo (o grado residual) de P’ sobre P.

Teorema 1.55. Sea F'/K’' una extension finita de F/K, P un lugar de F/K y Py,..., P,
todos los lugares de F'/K' que estdn arriba de P. Sea e; := e(P;|P) el indice de ramificacion y
fi := f(Pi|P) el grado relativo de P;|P. Entonces

m
Zeifi = [F/ . F]
i=1
Para finalizar este capitulo enunciaremos los teoremas, que son importantes para este trabajo.

Los que consideramos mas importantes, serdn los que demostraremos.

Proposiciéon 1.56. Sea P € Pp. Para cualquier n > 2g, existe un elemento x € F' con divisor de
polos () = nP.

Por el teorema 1.51 se puede notar que el entero ¢ que existe por el teorema 1.34 es igual a
2g — 1. Entonces la n de la proposicién anterior cumple n > c.

Definicién 1.57. Sea P € Pr. Un entero n > 0 se llama orden de polo de P si y solo si existe
un elemento x € F con (z)s = nP. En otro caso se llama laguna de P.

Teorema 1.58. (de las lagunas de Weierstrass) Sea F/K con género g >0 y P un lugar de
grado uno. Entonces hay exactamente g lagunas i1 < ... <1, de P. Ademds se tiene que

=1 e i, <29—1.

Demostracion. Cualquier laguna de P es menor a 2g — 1, por la proposicién anterior. Es claro que
0 es un orden de polo. Se tiene esta caracterizacion de las lagunas:

i es laguna de P < L((i —1)P) = L(iP).
Ahora se considera la siguiente cadena:
K = £(0) C L(P) C L(2P) C --- C L((2g — 1)P),
con dimL(0) =1y dimL((2g — 1)P) = g. Se ve que
dimL(iP) < dimL((i —1)P) + 1

para cualquier 4. Asf se tienen exactamente g — 1 nimeros con 1 <4 < 2g—1con L((i—1)P) &
L(iP). Los g nimeros que sobran son lagunas de P.
q.e.d

Teorema 1.59. (Clifford) Para cualquier divisor D con 0 < degD < 2g — 2 se tiene que

1
dimD <1+ gdegD.
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Para demostrar el teorema de Clifford se necesita el siguiente lema y el teorema de Riemann.

Lema 1.60. Si A y B son dos divisores tales que dimA > 0 y dimB > 0, entonces

dimA + dimB < 1+ dim(A + B).

Demostracion. (del teorema de Clifford)
El caso dimD = 0 es trivial. Si dim(W — D) = 0 con W candnico, entonces

1 1 1
dimD =degD +1—g=1+ idegD + §(degD —2g9) <1+ idegD

ya que degD < 2g — 2. Falta ver el caso en el que dimD > 0y dim(W — D) > 0. Se tiene, por el
lema anterior, que

dimD + dim(W — D) <1+dimW =1+4g¢g
Por otro lado, segun el teorema de Riemann-Roch (teorema 1.49) se tiene que
dimD — dim(W — D) =degD+1—g

Si se suman estas dos ecuaciones se obtiene lo que se queria demostrar.

Proposicién 1.61. (Criterio de Eisenstein) Sea F/K un campo de funciones y

o(T) = anT" +--- + a1 T + ag
un polinomio con a; € F. Sea P € Pr un lugar que cumpla una de las dos siguientes condiciones:
1. vp(an) =0, vp(a;) > vp(ag) >0 parai=1,...,n—1 y med(n,vp(ag)) = 1.
0, vp(a;) >0 parai=1,...,n—1, vp(ag) <0 y med(n,vp(ap)) = 1.

Entonces o(T) es irreducible en F[T]. Si F' = F(y) con y una raiz del polinomio, entonces P
tiene una extension unica P’ € Pp: y se tiene que e(P'|P) =n y f(P'|P) = 1.

Demostracion. Sea F' = F(y) una extensién de campo con ¢(y) = 0. El grado de F'/F es
[F': F] < dego(T) = n, donde se cumple la igualdad si y solo si ¢(T) es irreducible en F[T]. Se
toma una extensién P’ € Pr de P. Como ¢(y) = 0 se tiene que

—any" =agt+tay+---+ anflynfl. (12)

Primero se asume que la condicién 1 se cumpla. Como vp:(a,) = 0y vp/(a;) > 0 para i =
1,...,n — 1, se tiene que vp/(y) > 0. Poniendo e := e(P'|P) se tiene que vps(ag) = e - vp(ao) ¥
vpr(ayt) = e-vp(a;)+i-vp (y) > e-vp(ag) parai =1,...,n— 1. Por la desigualdad del triangulo

estricta, la ecuacién 1.2 implica

n-vp(y) =e-vp(ag).
Como med(n,vp(ag)) = 1, se tiene que nle y por lo tanto n < e. Por otro ladon > [F' : F| > e.
Asi se obtiene que
n=e=[F:F]

Con lo que se cumple todo lo que se queria demostrar. Para la condicién 2 la demostracion es
similar.
q.e.d

El teorema aqui demostrado es un resultado que vamos a necesitar solamente una vez, pero
que aun asi es importante.
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Teorema 1.62. Sia,b €N, a,b# 1 ymed(a,b) =1, entonces todo natural mayor que ab—a —b
se puede escribir como combinacion lineal positiva de a y b.

Demostracion. Esto serd demostrado por induccién. Primero se demostrard que ax + by = ab —
a — b+ 1 tiene soluciones nonegativas.

Como med(a,b) = 1 se tiene que azg + byy = 1 para algunos enteron xg y yo con 0 < zo < b ya
que b # 1. Entonces se ve que ab—a—b+1=ab—a—b+axg+byo =al(zo—1)+ (yo+a—1). Se
ve con esto que lo que se tiene que demostrar es que zg—1 > 0y que yg+a—1 > 0. Como zy > 0
se tiene que g — 1 > 0. Sea ahora yg + a — 1 < 0, entonces yg +a < 0 = yg < —a = byy < —ab.
Sustituyendo esto se tiene que azg + byo < axg — ab = a(xg — b) < 0. Con esto se obtiene una
contradiccién (1 < 0). Por lo tanto se debe cumplir que yg +a — 1 > 0.

Para el paso de induccién, sea ax +by =n conn > ab—a—b+1y x,y > 0. Como med(a,b) =1
se tiene como en el caso base que axg + byg = 1 para algunos enteron xy y yo con 0 < zy < b. Con
eso tenemos que n + 1 = ax + by + axg + byo = a(x + x¢) + b(y + yo). Se tiene que x + z¢ > 0.
Siy+yo > 0, la demostracién ha terminado. Sea ahora y + yg < 0. Como ab—a —b+1 < n, se
tiene que:

ab—a—b+1 < n—+1
ab—a—b+1—-by+y) < n+1—>bly+uy)
ab—a—b+1-bly+y) < a(z+x0)
b 1 b
b—l——+—-—-(y+y) < w+zo(yaquea>1)

A\

1 b
b—1l+———(y+y+1) z + 2o

Por suposicién se tiene que y + yo < 0, por lo tanto y + yg + 1 < 0 y por eso se tiene que
g(y +yo+ 1) < 0. Con eso se obtiene que b — 1 + % < x4+ xg y por lo tanto b < x + z¢. Ahora
como 0 < a+yg— 1, setiene que y+1 < a+yo+y. Comoy > 0 se tiene que a + yg +y > 0.
Con eso se obtiene la combinacién lineal no negativa que se estaba buscando. Esta es a(x + xg —
b)+bla+yo+y) =n+1.

q.e.d

Por ultimo quisieramos enunciar la cota de Hasse-Weil, ya que la curva en este trabajo alcanza
la cota.

Teorema 1.63. (Cota de Hasse- Weil)
El ndmero de lugares de grado uno de F/F, , que denotaremos por M, cumple:

(M = (q+ 1] <294

donde g es el género de la extension.

Lema 1.64. Sea F un campo de caracteristica p primo, entonces o(x) = z9, donde q es una
potencia de p, es un automorfismo de Fgn en Fgn que cumple que

zo € Fy < o(x0) = xo.

Observaciéon: Hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto de campos de funciones de
grado de trascendencia uno y el conjunto de las curvas algebraicas sobre un campo dado.

Para ver esto supondremos que la extension F/K(x) es finita y que K(x)/K es de grado de
trascendencia uno, porque ese es el caso que nos interesa.

Si tenemos que F'/K (x) es separable, podemos ver que por el teorema del elemento primitivo la
extension es simple. Por lo tanto hay un elemento y € F tal que F = K(z)(y). Como el grado de la
extension es finita, hay un polinomio con coeficientes en K (x) tal que y es raiz de dicho polinomio.
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Eso nos da una curva de la forma F'(x,y) = 0. Si ahora tomamos una curva C en K podemos ver
que el campo de funciones racionales en C es K(C). Este campo es un édlgebra de tipo finito. Esto
quiere decir que todo elemento k de K(C) se puede escribir de la forma k = f(t1,...,t,), donde
f(t1,...,tn) es un polinomio en n variables. Es claro que K C K(C). Como C es una curva, es
de dimensién uno. Esto nos dice que el grado de trascendencia de K(C)/K es uno. Esto quiere
decir que existe ¢ € {1,...,n} tal que K(t;)/K tiene grado de trascendencia uno. Por lo tanto la
extension ascociada a la curva seria K(C)/K(t;).

Para el caso de caracteristica cero se puede ver esto en [6].

El caso de que la extensién F/K(z) sea inseparable, encontrar esta correspondencia es més
complicado. Aqui es necesario mencionar que se deben excluir del lenguaje geométrico las exten-
siones inseparables en las que género decrece bajo extensiones del campo base. Este caso se puede
ver en [3].

Este ultimo teorema, da una relacién entre los lugares de grado uno de una extension de campos
y los puntos que cumplen la ecuaciéon que se obtiene en la extensién.

Teorema 1.65. (Kummer)

Sea o(T) =T" + frn_1(2)T" 1 + - + fo(x) € K(x)[T] un polinomio irreducible sobre un campo
de funciones racionales K(x). Se considera el campo de funciones K(x,y)/K donde y satisface
la ecuacion p(y) = 0. También se considera un elemento oo € K tal que fj(c) # oo para toda j,
0 <j <n—1. Sedenota por Py € Pg(y) el cero de v — a en K(x). Si

pa(T) = T" + fu-1()T" " + - + fo(a) € K[T)]

tiene la siguiente descomposicion en K|[T):

pu(T) = [ 64(T),
i=1
con ;(T) € K[T] irreducibles, mdnicos y distintos por pares, entonces se tiene:

1. Para todai =1,...,r, existe un lugar dnico P; € Pg(y ), tal quez—a € P y ¥;(y) € P;. El
elemento © — « es elemento primo de P; (i.e. e(P;|P,) =1) y el campo de clases residuales
de P; es isomorfo a K[T|/ < ;(T) >. Por lo tanto f(P;|Py) = deg(v;(T)).

2. Sideg(;(T)) =1 para al menos una i € {1,...,r}, entonces K es campo de constantes del
campo K(z,y).

3. Sipo(T) tiene n = degp(T') raices distintas en K, entonces eziste, para toda B con pq(B) =
0, un lugar tnico Py p € P (s, tal que

r—a€P,gyy—B€Pop
P, s es un lugar de K(x,y) de grado uno.

En este teorema se puede ver que que hay una relacién entre los lugares P, g de grado uno de
K(z,y) y los puntos («, 8) que cumplen con la ecuacién que da la extension.

Teniendo la relacién entre curavs y extensiones de campos, que mencionamos arriba y el teo-
rema 1.65, usaremos ambas notaciones indistintamente.

Con ésto tenemos la herramienta necesaria para poder trabajar con la extensién y obtener las
propiedades necesarias para poder definir el disefio correspondiente, que compararemos con otros
disenos construidos de la misma forma.
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Capitulo 2

La familia de extensiones

En este capitulo vamos a calcular el género de los integrantes de la familia de extensiones. En
el articulo donde encontramos esta curva, se calcula usando extensiénes de Kummer. Nosotros
vamos a calcularlo de una forma distinta. Primero buscaremos los divisores principales de = y
y. Después con ayuda del teorema de las lagunas de Weierstrass (teorema 1.58), el teorema de
Clifford (teorema 1.59) y el teorema de Riemann (teorema 1.34) acotaremos al género por arriba
y por abajo y obtendremos el mismo resultado que en el articulo [1]. El género nos servird para
poder calcular el nimero de lugares de grado uno de ésta familia. Como la familia de extensiones
es maxima, alcanza la cota de Hasse-Weil. Eso quiere decir que si M es el niimero de lugares de
grado uno de la extensién, M = ¢®" + 2¢gq™ + 1, donde g es el género. Esto nos ayudara a poder
definir el diseno en el préximo capitulo.

Consideremos el polinomio:

o(T) =TV —y? 4y € Fyon (y)[T]

donde N := %, n > 3 impar y ¢ una potencia de un primo. Este polinomio ¢ es irreducible

sobre [F2n (y). Para ver eso usaremos el criterio de Eisenstein (Proposicién 1.61):
Sean y un elemento primo y @ un polo simple de y en Fg2n (y). Vemos que:

[ ] aN = ]_,

ma;=0vVie{l,..,N -1},

wag=-y" +y.

Entonces tenemos que:

" UQ (aN) = Oa

» vg(a;) =0 Vie{l,..,N—1},

2 . 2
= vg(ao) = vo(—y* +y) = minfug(—y?),ve(y)}

Vemos que vg(y) = —1 por como escogimos a @), lo que nos da que UQ(—yqz) = UQ(yq2) =
*vg(y) = —¢* ya que ¢ > 2. Ahora como vQ(—yQQ) # vg(y) tenemos que se cumple la igualdad
en la desigualdad ultramétrica. Por lo que tenemos que

2 3 2 .
v(—y* +y) = min{vg(—y" ), ve(y)} = min{—¢* —1} = —¢°.
También vemos, con la ayuda del algoritmo de Euclides, que mcd(N, —¢?) = 1. Tenemos que:

"+1 _ _
N:qq+1 :qn 1_qn 2+_q+1
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Por el algoritmo de Euclides, obtenemos las siguientes igualdades:

" gt 1= (" T g )+ (g 1)
¢* = (—q+1)(-q) +4q
—q+1=-1(q)+1

q=q(1)+0

Con esto vemos que m.c.d.(N,—q?) = m.c.d.(N,q¢?) =1
Si ahora x es raiz de ¢(T'), podemos concluir, por el criterio de Eisenstein (proposicién 1.61),
que:

» p(T) es irreducible sobre Fg2n (y)[T7],

» () tiene una extensién tnica Qs sobre Fgen (z,7),

- Se tiene que e(Qu|@) = N y £(QulQ) = L.

Como tenemos que f(Qoo|@) = 1, tenemos por definicién que [Fp, : Fp] = 1. Ahora como
Foon(y) = I@‘qan (y) € Fgen(y)(x), tenemos que degP = [Fp : K] = 1 para todo P € Pp. Eso implica
que [Fp, : K] = [Fp, : Fp][Fp : K] = 1. Con esto podemos concluir que Fp, = K y por lo tanto
Fg2n es el campo de constantes.

Ahora falta calcular el género de la extensién. Para esto necesitamos los divisores principales
de x y de y. Primero buscaremos al divisor principal (y). Para esto tenemos que encontrar (¥)so
vy (¥)o. Como Q es la tnica extensién de @ y es de grado N tenemos que por 1.54

V.. (¥) = e(Q|Q)vq(y) = Nvg(y) = —N.

La ultima igualdad se debe a que vg(y) = —1, ya que @ es un polo simple de y. Con esto
podemos concluir que (¥)oo = NQoo-

Ahora nos fijamos en los lugares de grado uno que son ceros de y y vemos qué mas tiene que
cumplir uno de estos lugares de grado uno Py. Queremos ver cuando Py es cero de zV — yq2 +y:

@~y +y)(P) = @)B) — ) (Po) +y(Py)
= 2(P)N —y(P)" +y(Py).

Ahora como P, es cero de y, también tiene que ser cero de z. Ahora por 1.30 tenemos que
N =deg(y)s = deg(y)o y por lo tanto

(y) =NPy — NQwo.

Ahora falta encontrar (z). Para ésto vemos que lugares son ceros de z. Aqui usaremos la
relacién que hay entre los lugares de grado uno de Fg2n(x,y) y los puntos con coordenadas en
Fg2n, que cumplen la ecuacién A yqz +y=0.

Esto quiere decir que basta ver los valores que toma y si x = 0. i.e.

N — yq2 +y=0.

Vemos que esto se puede expresar de la siguiente forma:

2
¥yt =y.

Vemos ahora el automorfismo de Frobenius (Lema 1.64)
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o F(q2)n — ]F(qQ)n

definido por o(a) = a?. Lo que dice que si queremos encontrar los valores que cumplen la ecuacién
de arriba, tenemos que ver qué elementos de F(42)» quedan fijos por el automorfismo . Como o
es automorfismo de Frobenius, este fija los elementos del campo base. En este caso el campo base
es [Fp2. Con esto concluimos que:

(x)(): Z PO,z~

z€F 2
Por tltimo falta ver a (2). Para eso calculamos la valuacién de 2%V en Q..:

N

v (@N) = vo. (v —y) > minfvo.. (yT),vo (—y)}-

Ahora vemos que vg (yq2) =q*vg.. (y) = —Ng® y vo. (—y) = vo. (y) = —N. Como éstas dos
valuaciones son distintas, tenemos que se cumple la igualdad en la desigualdad de arriba. Como
—Ng? < —N obtenemos que

Nug, () = v (z") = =N¢*.

Resolviendo la ecuacién llegamos a que vg__ (r) = —¢? y por lo tanto (z)s = ¢*Qeo. Con esto
concluimos que:

()= > Po:—¢*Qu

z€F 2

(y) = NPy — NQw.

Teniendo esto, podemos calcular ahora el género de la curva. Si observamos los divisores de
polos de x y y, vemos que N y ¢? son érdenes de polos en Q... Como el conjunto de ordenes de
polos es un subsemigrupo de N, entonces cualquier combinacién lineal positiva de N y ¢ también
es orden de polo. Ahora, consideramos la cadena:

Por el teorema de las lagunas de Weierstrass (teorema 1.58) existen g valores de ¢, para los cuales
se tiene la igualdad. Por el teorema 1.62 todo ntimero mayor a Nq? — N —q? se puede escribir como
combinacion lineal positiva de N y ¢%. Por eso definimos 7 := N¢> = N —¢®> +1 = (¢ — 1)(¢" — q).
Ahora como r = deg(rQ@) y por los teoremas de Clifford y de Riemann-Roch (teoremas 1.59 y
1.49, respectivamente), obtenemos la desigualdad

1+gzdim(rQ)2r+1—g.
Resolviendo esta desigualdad obtenemos que

r_(¢"—q)(g-1)
2 2 '

Por otro lado el teorema de Weierstrass (teoremos 1.58) afirma que la ultima laguna cumple
que iy < 2g—1, pero como a partir de N ¢®> — N —¢?>+1 ya no hay lagunas, necesariamente tenemos
que iy <2g—1< Ng®>— N —¢?. Con eso obtenemos que 29 < N¢> — N —¢*+1 = (¢" — q)(¢ — 1)
y por lo tanto

9=

(" =qg—-1)

< -
9= 2

N3
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Asi llegamos a la conclusion de que el género de la curva es

o ("=qg—-1)
I=9 =9

lo que coincide con el resultado de [1].
Con lo visto en este capitulo tenemos lo necesario para trabajar en los siguientes capitulos.
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Capitulo 3
Diseno

n
q" +1
N con N =
qg+1
impar y g una potencia de primos. El interés en esta curva viene del hecho de que la curva es
maxima. FEso quiere decir que esta va a alcanzar la cota de Hasse-Weil, i.e. tiene el mayor nimero
de puntos posible. En el caso de esta curva, éste sera:

A lo largo de este capitulo denotaremos por X a la curva yq2 —y==x

,m>3

X = ¢"+29¢" +1
""" —q)(g-1)+ 1.

En esta seccién vamos a construir un disefio con ayuda de esta curva. Graficando f(q) = ¢* y

_q"
9(q) = |

9(q) para ¢ > 2. Es claro que f(q) y g(g) son crecientes si ¢ > 2. Si ahora tomamos n > 5, veo
que obtenemos que f(q) < g(q) para n > 2. Estas dos afirmaciones se pueden ver facilmente si se
observan las graficas de f y g, que se veran en figura 3.1 y figura 3.2.

En estas figuras de pueden comparar las funciones f y g dependiendo del valor de n. Para
valores de n mayores a 5 las dos funciones ya no se pueden comparar bien en la grafica, ya que la
funcién g crece rapidamente comparada con la funcién f. La gréfica de f ya no se puede distinguir
del eje x.

Eso quiere decir que tendremos que fijarnos en dos casos:

en la misma grafica (para distintos valores de n) observamos que sin =3 = f(q) >

» Caso 1: n =3

= Caso 2: n > 5, n impar

3.1. Caso 1 (n=3)

Con ayuda de un prigrama en GAP, buscamos los puntos en la curva, para ¢ pequena. El
programa usado se puede ver en el apéndice A. Notamos que los puntos se pueden juntar en
bloques de tamafio ¢2, donde los puntos de un bloque tienen las primeras coordenadas iguales.

También se pueden juntar en bloques de tamano N, donde las segundas coordenadas de los
puntos son iguales y distintos de los elementos de [F». Para cada elemento ¢ € Fy2, se puede ver
que la clase de equivalencia de los puntos con segunda coordenada c es de tamafio 1.

Antes de construir el diseno, demostraremos los siguientes dos lemas, que resumen las obser-
vaciones anteriores. Estos dos lerglas 1los podemos construir intentando generalizar para cualquier
q" +
qg+1

N

potencia de primos ¢ con N = yn=3.

Definicién 3.1. Sea F(x,y) =z — y?" +y. Se define:
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5

20+

Figura 3.1: Aqui se esta tomando el valor n = 3. La grafica azul es g y la roja es f

500+

400 —

300 +

200 —

100

Figura 3.2: En esta figura se esta tomando el valor n = 5. La grafica azul es g y la roja es f
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1. La relacion X tal que aXb < F(a,c) = F(b,c) =0 para alguna c € F2n.
2. La relacion Y tal que ¢Yd < F(a,c) = F(a,d) =0 para alguna a € F2n.

Lema 3.2. La relacion X es de equivalencia y sus clases de equivalencia son de tamano
¢+l

P con excepcion de ¢° clases de equivalencia que son de tamario 1.
q

Demostracion. Es claro que es reflexiva, ya que F(a,c) = F(a,c) = 0 para algunos a,c € Fgon,
por lo que aXa.

La simetria también es clara, ya que si F(a,c) = F(b,c) = 0 con a,b,c € Fgn, entonces se
tiene que F'(b,c) = F(a,c¢) = 0, por lo que si aXb, se tiene que bXa.

Se tiene también la transitividad por la siguiente cadena de igualdades:
F(ag,c) = F(a1,c) = F(az,c) = 0 con ag, a1, az, ¢ € Fen, por lo que se tiene que agXasz si apXay
v a1 Xas.

Ahora falta ver que las clases de equivalencia son de tamafio N. Para esto vemos que si fijamos
un elemento b € F2n tal que F'(a,b) = 0 para alguna a € F,2n, se tiene que

F(a):aN—bq2+b:0.

Si tenemos que b € IF 2, entonces obtenemos que a = b —b = 0. Pero esto implica que a = 0,
por el automorfismo de Frobenius. Por lo tanto obtenemos ¢ clases de equivalencia de tamaifio 1.

Si ahora b ¢ F,2, entonces obtenemos un polinomio de grado N. Para ver el nimero de
soluciones de este polinomio podemos ver su derivada y ver cual es el méximo comun divisor de
ellos. La derivada de F'(a) = a’¥ — b 4+ b, es F'(a) = Na™¥~!. Podemos reescribir al polinomio F
de la siguiente forma:

a¥ — b 4 b= NaV"Yg+1)a+ (—bq2 +b).

Ahora por el algoritmmo de euclides se puede ver que

m.c.d.(a® — b7+ b, Na™¥~1) = b7 4 b £0

lo que nos dice que el polinomio F y su derivada son primos relativos. Con esto podemos concluir
que F' tiene N raices distintas.
Por lo que por cada b € F2n /F 2 existen N elementos a € Fgen tal que F(a,b) = 0.
q.e.d

Lema 3.3. La relacion Y es de equivalencia y sus clases de equivalencia son de tamano ¢>.

Demostracion. La demostracién de que la relacion Y es de equivalencia es andloga a la de-
mostracién de que la relacién X es de equivalencia. Lo que quiere decir que basta ver que las
clases de equivalencia sean de tamaiio ¢°.

Para ver esto fijamos un elemento a € Fg2n tal que F(a,b) = 0 para alguna b € F,2». Con esto
obtenemos un polinomio en b de grado ¢2, que se ve de la siguiente forma:

F(b)=—-b" +b+a¥ =0.
Este polinomio tiene ¢2 raices, ya que F'(b) = —¢?b% ~1 + 1 =1y por lo tanto

m.c.d.(F(b), F'(b)) = 1.

Con esto tenemos que por cada a € Fg2n existen ¢® elementos b € Fqon tal que F(a,b) = 0.
q.e.d

Con estas dos demostraciones, obtenemos entonces dos relaciones de equivalencia que nos seran
utiles en el momento de construir los disenos.
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3.2. Caso 2 (n>5)

Para este caso también buscamos los puntos de casos pequerios con ayuda de GAP (A). Estos
casos fueron:

1. n=95;9q=2,
2. n=>5;q=3,
3. n="Tq=2.

Aqui podemos ver que también se pueden definir relaciones de equivalencia iguales a las del
caso n = 3. También aqui se cumplen los lemas 3.2 y 3.3. N6tese que ninguna de las demostraciones
necesitaron la distinciéon de los valores de n.

Esto quiere decir que a pesar de la diferencia en la relacion entre las funciones f y g segin el
valor n, dicho valor n no influye en nada més a la curva.

3.3. Construccion del diseno

Primero daremos unas definiciones que nos ayudaran en la construccién de los disenos.

Definicién 3.4. Una estructura de incidencia es una tripleta D = (V, B, I), con V y B conjuntos
y una relacion I en V- x B. AV se le llama el conjunto de vértices y a B se le llama el conjunto
de bloques.

Sip eV yb € B estan relacionados se escribe pIb. Si ese es el caso, se dird una de estas
ETPTresiones:

= El vértice p estd en el blogue b,
= b pasa por p,
= p y b son incidentes.

Definicién 3.5. Sea D = (V, B, I) una estructura de incidencia. Se etiquetan los vértices py, . .., pjy|
y los bloques by, ...,bg|. Tomamos la matriz M = (my;) coni=1,...,[V]yj=1,...,|B|,

1 sipdb;
mij =
0 en otros casos
y se le llama matriz de incidencia para la estructura de incidencia D.

Definicién 3.6. Una estructura de incidencia D = (V, B, I) se llama disenio con pardmetros v,
K, \, t €N, si cumple con las siguientes condiciones:

1. |V] =w,
2. X={A1,...,\;} es un subconjunto finito de N,
3. cada t vértices distintos estdn en exactamente \; bloques para i € {1,...,j},
4. K ={ki,....k;} es un subconjunto finito de N,
5. |b] = k; para cualquier blogue b en B y alguna i € {1,...,5}.
Un diseno se denotard t — (v, K, \).

Definicién 3.7. Sea D = (V, B, I) un diseno. El diserio dual de D estd definido por la estructura
de incidencia D' = (B,V,I*) donde bI*p si y sdlo si pIb con p € V y b € B. Esta estructura de
incidencia tiene al conjunto de vértices de D como su conjunto de bloques y el conjunto de bloques
de D como su conjunto de vértices.
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Sea ahora
F(z,y) =2V —y7 +y.
Tomamos
V=B="Fgn
y definimos que

pIB, < F(p,a) =0

como la relacion de la estructura de incidencia. Teniendo esto, se tienen que encontrar los para-
metros del disefio. Esté claro que el diseno tiene ¢?” vértices. Para encontrar el tamaiio de los
bloques, fijamos a a € Fg2n. Entonces

|Ba| = [{peVIF(p,a)=0}
= \{p€V|prozq2+oz:O}|.
Por el lema 3.2, se ve que si a € Fg2, entonces |B,| = 1. Si ahora o € Fgan \ Fy2, entonces

|Bo| = N. Para cualquier punto del disefio, se puede ver por el lema 3.3 que van a pasar ¢2 bloques.
Con esta informacion puedo ver que el diseno correspondiente a la curva tiene los parametros
siguientes:

1—- (q2n7 {17 N}a q2)

con un disefio dual

1- (q2n7q2’ {17N})

En el apéndice A se podra ver un programa en GAP, con el que se pueden encontrar los bloques
de un diseno dado.
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Capitulo 4

Comparacion con otros dos
disenos

En esta seccién vamos a comparar el disefio que acabamos de construir con los disenos que se
pueden construir con la curva hermitiana y la curva de tipo Fermat, usando la misma idea con
la relacién de incidencia, como en el capitulo anterior. La curva hermitiana y la curva de tipo
Fermat, se pueden encontrar en [4].

4.1. El diseno de la curva hermitiana

Aqui daremos a conocer la curva hermitiana y construiremos su disefio correspondiente.
La curva hermitiana es la siguiente:

y?+y =t

en F 2. Usando otra vez GAP, obtenemos que si los puntos se juntan segiin la coordenada z, se
hacen grupos de ¢ puntos. Si se juntan segtin la coordenada y se hacen grupos de g + 1 puntos,
excepto un grupo que es de g puntos, que es cuando y € F,. Esto es parecido a lo que pasa con la
curva F(z,y), lo que se vio en los lemas 3.2 y 3.3.

4.1.1. El diseno

Teniendo esta informacién, se puede encontrar un disefio con esta curva.
Sea,

G(z,y) = 2%t —y? —y,

entonces definimos a

V=B=Fp;

pIB, < G(p,a) = 0.

Usando la misma argumentacion que con la otra curva, obtenemos el diseno

1- (q27 {1,(] + 1}7q)

con su dual
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1- (qzaqv {17q+ 1})

Si ahora tomamos al campo Fgny2 = Fg2n, obtenemos el disefio

1- (q2na {1a qn + 1}7 qn)'

con su dual

1— (¢ ¢" . {1,¢" +1}).

4.2. El diseno de la curva de tipo Fermat

Aqui definiremos la curva tipo Fermat y construiremos su diseno correspondiente que com-

pararemos con el disefio construido en el capitulo 3. Sea q = p*.

Definicién 4.1. A una curva de la forma x™ +y™ =1 en un campo K y tal que la caracteristica
de K no divide a m, se le dice de tipo Fermat.

q"+1
q+17

Si ahora tomamos K = Fg2», vemos que nos conviene tomar m = N := yva que la
caracteristica de Fgen divide a ¢%, perono a N.
En [5] se puede ver que si m.c.d(p,m) = 1. Se tiene que la curva 2 + y™ = 1 sobre F2n es
maxima si y sélo si m divide a ¢" + 1.
¢" +1
Ya que N =
qg+1

Con esto podemos tomar a la curva de tipo Fermat:

, es claro que m.c.d(p, N) =1 y que N es un divisor de ¢" + 1.

Ny =1

sobre F2n. Y también esta curva serd maximal, por lo visto arriba.

Usando un programa para GAP, como los que estian en el apéndice A, pero usando la curva
tipo Fermat, obtenemos otra vez listas de puntos para distintos valores de ¢ y n. En ellas podemos
observar que las relaciones X y Y tambien son de equivalencia y las clases de equivalencia son de
tamano NN, con excepcion de N clases de equivalencia que son de tamano 1.

Eso lo vemos tomando la relacién de equivalencia X (La relacién de equivalencia Y es igual,
por la forma de la funcién tipo Fermat). Si fijamos un elemento o € [Fg2n, entonces el polinomio
yN +aN —1 =0 es de grado N. En este polinomio hay por cada a, N raices. Esto es porque p no
divide a N y por lo tanto el polinomio es separable. Pero también hay IV elementos 3 € Fy2n que
cumplen que B = 1, por lo que hay N valores que puede tomar z que van a forzar y = 0.

Teniendo esto se ve que los tamanos de las clases de equivalencia que mencionamos mas arriba
son los correctos.

4.2.1. El diseno

Ahora podremos definir el disefio que corresponde a la curva tipo Fermat.
Sea

H(z,y) =2V +yV - 1.
Entonces, como lo hicimos en la seccién pasada, definimos a
V=B="Fgn

pIB, < H(p,a) =0.
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Con esto obtenemos un disenio de la forma

1_(q2na{1aN}aN)

con su dual

1—(¢*",N,{1,N}).

4.3. Comparaciones

Tenemos tres disenos con los pardmetros siguientes:

1*(q2n,{1,N},q2), (41)
1- (q2n’{1’qn+1}’qn), (4'2)
1—(¢*,{1,N},N). (4.3)

Donde el primer diseno se obtiene de la curva

y? —y=a",

el segundo diseno se obtiene de la curva hermitiana
n nq
y' ty=a? ",

y el tercer disenio se obtiene de la curva tipo Fermat

oV 4N =1.

n

q
qg+1

En los tres casos tenemos que n > 3 impar, ¢ potencia de un primo y N = . Las tres

curvas estan definidas sobre el campo Fzn.

Viendo estos tres disenos se puede ver que, por definicién, tienen la misma cantidad de vértices
y bloques. También se puede observar que los tres disenios tienen al menos un bloque incidente en un
sélo vértice. Con mayor cuidado se puede ver que los bloques de tamafio uno, son asi porque ya sea
z =0 o0 y = 0. Esto tltimo lo pudimos observar cuando construimos los disefios correspondientes
a las tres curvas.

Los bloques del disenio 4.2 van a ser més grandes que los bloques de los otros dos disenos, ya
que Nl|g¢™ 4 1, por como estd definido N. Pero se puede notar que, por como fueron construidos,
el diseno 4.3 va a tener una cantidad mayor de bloques de tamano 1 que el disefio 4.1. De hecho
4.3 tiene N bloques de tamafo 1 y 4.1 solo tiene ¢2.

Por como esta definida la matriz de incidencia de un disefio, las entradas van a ser s6lo unos
y ceros. Podemos observar que entre més grande k; con i € {1,...,n} més entradas iguales a uno
va a tener la matriz de incidencia. Mas atin podemos observar que entre mas grande sea Z:’Zl ki,
mas entradas iguales a uno va a tener la matriz de incidencia.

Viendo las matrices de incidencia de los tres disenos se puede ver que el diseno 4.2 tendrad més
unos que las matrices de los otros dos disenos. Viendo las matrices de incidencia de los otros dos
disenos, se puede ver que la matriz de incidencia del diseno 4.1 va a tener méas unos que la del
diseno 4.3, porque 4.3 tiene méas bloques de tamano uno que 4.1.

Esto ultimo de las matrices de incidencia es importante, porque el rango de la matriz de
incidencia nos va a decir cual es la dimensién de un cédigo. Si la matriz de incidencia tiene muy
pocas entradas iguales a uno, puede que la dimensién se reduzca.
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Capitulo 5

Algunos automorfismos

Un automorfismo de una curva es una funcién biregular con dominio y codominio a la curva.
En este capitulo buscaremos los automorfismos de la curva F. Nos quedaremos con la forma de
ver a la curva dada por el polinomio F(z,y) = zV — yq2 4+ y que hemos usado. Aqui también
" +1

+1
automorfismos, pero no sabemos si son todos o si existen més automorfismos.

Para eso definiremos el siguiente conjunto:

,m > 3 impar y ¢ una potencia de un primo. Aqui encontramos algunos

tenemos que N :=

Definicién 5.1. C,, := {B|F(«, 8) = 0}.

Se puede notar que Cp = F.
Sea ahora b € C, y c € Cy. Se tiene que b+ c € C, ya que:

aN—(b+c)q2—|—(b+c) = aN—bqZ—cqz—&—(b—i—c)

A T iy
N — b7 erJr(fcq2 +c)
oV b b4 0=0.

Aqui usamos el hecho de que ¢ es potencia de un primo, que es la caracteristica del campo

Fon

Con eso encontramos ¢ automorfismos. Estos son:

Oc Fan — qun
b—b+c

Sea ahora ¢ € Cy y b € C,. Ahora veremos las condiciones que se tienen que cumplir para que
cb € C,. Sea ahora:

oV — (cb)q2 teb = o = b+ b — b
= oV 457 (=T +¢) + (=T +b)
= o +ca
= oNc+1)=0.

Con esto se ve que las condiciones para que cb € C,, ¢+ 1 tiene que ser cero.
Esto me da por cada 0. dos automorfismos, para un total de 2¢? automorfismos.
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Apéndice A

Programas de GAP

En este apéndice estan los programas de GAP que fueron hechos para este trabajo y que
utilizamos para apoyarnos a hacer este trabajo. Con ellos encontremos las listas de puntos que me
ayudaron a deducir los automorfismos y otras cosas.

Modificando la definiciéon de F' y cambiando la ecuacion después del “if” en los primeros dos
programas, estos se pueden usar para encontrar los puntos que cumplen cualquier curva definida
sobre algtin campo finito.

Con las mismas modificaciones, el tercer programa se podria usar para encontrar los bloques
del diseno correspondiente a la curva deseada.

El primer programa fue para encontrar los puntos de las curvas con distintos valores de n y q.
Los puntos aqui salen juntos segtn la coordenada x.

puntosx:=function(q,n)

local F, x, y, N;

F:=GF(q~(2*n));

N:=((q"n)+1)/(g+1);

for x in F do

for y in F do

if y~(q~2)-y=x"N then AppendTo("puntosx.dat", "(",x,",",y,")\n"); fi;
od;

od;

end;

El siguiente programa es el mismo de arriba, pero se le hicieron dos pequenos cambios, que
estdn marcados con (*). Aqui los puntos estan juntos segin la coordenada y.

puntosy:=function(q,n)

local F, x, y, N;

F:=GF(q~(2*n));

N:=((q"n)+1)/(q+1);

for y in F do (%)

for x in F do (%)

if y~(q~2)-y=x"N then AppendTo("puntosy.dat", "(",x,",",y,")\n"); fi;
od;

od;

end;

En el siguiente programa se encuentran los bloques de un diseno usando la curva F'(x,y).

bloques:=function(q,n)
local N, F,x,y,B;
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F:=GF(q~ (2*n)) ;

N:=((q"n)+1)/(g+1);

for x in F do

B:=[];

for y in F do

if y~(q~2)-y=x"N then Append(B, [yl); fi;
od;
AppendTo("bloques.dat","B_",x,"=",B,"\n");
od;

end;
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