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un gradiente de temperatura

Tesis Doctoral

Doctorado en Ciencia e Ingenierı́a de Materiales

Ildebrando ṔerezReyes
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droyd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Importancia de las propiedades de las paredes . . . . . . . 17

1 Marco teórico 18
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3.2 Formulacíon del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2.1 Las ecuaciones perturbadas no lineales . . . . . . . . . . 47
3.2.2 Adimensionalización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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3.3.2 Teoŕıa d́ebilmente no lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Resumen

En la presente tesis doctoral se estudia la estabilidad hidrodinámica de una capa
horizontal infinita de fluido. De esta manera se obtiene un problema de valor propio
para el ńumero de Rayleigh que se resuelve usando el método de Galerkin y un
ańalisis nuḿerico mediante el ḿetodo de disparo. Aquı́ se investigan las siguientes
dos situaciones ligadas a la naturaleza de la estabilidad hidrodinámica de la capa
de fluido:

• Efecto de las propiedades térmicas y geoḿetricas de las paredes en la esta-
bilidad hidrodińamica lineal de una capa de fluido viscoelástico de Maxwell
en un gradiente de temperatura,

• Estabilidad hidrodińamica no lineal de una capa de fluido viscoelástico de
Oldroyd a ńumero de onda paqueño

Respecto al problema señalado en el primer punto, que se refiere al análisis de
estabilidad lineal, se toman en cuenta el espesor y la conductividad térmica de las
paredes. De esta manera es posible investigar el inicio de la inestabilidad en la capa
de fluido en condiciones intermedias a las dos situaciones extremas ampliamente
estudiadas: paredes conductoras; la cual corresponde a la condición de frontera
térmica de temperatura fija, y paredes aislantes, la cual corresponde a la condición
de frontera t́ermica de flujo de calor constante. En este trabajo se calcularon curvas
de criticalidad, del ńumero de Rayleigh contra el número de onda, para el inicio
de la conveccíon estacionaria y oscilatoria, las cuales muestran el papel que tienen
las propiedades de las paredes en los valores que se encuentran entre los dos casos
extremos arriba mencionados. Por otro lado, se calculan expresiones analı́ticas
para determinados casos lı́mite que se presentan en el apéndice.

Tambíen se investiga el problema de estabilidad hidrodinámica no lineal de una
capa de fluido viscoelástico de Oldroyd y se determinan las condiciones para la for-
macíon de los siguientes patrones convectivos: rollos, cuadrados y hexágonos. En
esta parte del trabajo, se consideran los fluidos viscoelásticos convectivo superior,
convectivo inferior y corrotacional del modelo de Oldroyd (y Maxwell, como caso
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particular). Un aspecto importante de este problema es que se considera el efecto
dela vorticidad en la aproximación a ńumero de onda pequeño para la convección
natural en una capa de fluido viscoelástico entre paredes pobremente conductoras.
Se obtienen las ecuaciones de evolución para longitud de onda larga que determi-
nan la selección de patrones. Adeḿas, se obtienen las correspondientes ecuaciones
de Ginzburg-Landau de cada modelo.

Los resultados del análisis de estabilidad lineal incluyen las curvas de criticali-
dad del ńumero de Rayileigh, del ńumero de onda y de la frecuencia de oscilación
contra el cociente de conductividades térmicas fluido/pared en las cuales se muestra
el efecto del espesor de las paredes. Estas curvas de criticalidad muestran las condi-
ciones en que se presenta el fenómeno de termoconvección para una gran variedad
de circunstancias con materiales, trátese de las paredes o del fluido, de diferentes
conductividades térmicas y espesores. Respecto a los resultados del análisis de es-
tabilidad no lineal, adeḿas de lo mencionado anteriormente, se determinó que los
rollos son el patŕon más estable para una capa de fluido viscoelástico de acuerdo
con la aproximacíon empleada.
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en fluidos viscoeĺasticos. A continuación est́an listadas las contribuciones origi-
nales realizadas en el proyecto de investigación doctoral Convección en fluidos
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de Maxwell.

8



Introducci ón

La estabilidadhidrodinámicaes unárea de estudio en la mecánica de fluidos con
más de siglo y medio de antigüedad. La estabilidad hidrodinámica est́a presente en
gran cantidad de fenómenos naturales y en diversas aplicaciones cientı́ficas y tec-
nológicas. Muchas técnicas analı́ticas y nuḿericas son empleadas en los cálculos
de problemas de estabilidad [1] y aunque algunas de ellas, como las analı́ticas, con-
sisten en aproximaciones para valores de un parámetro pequẽno, han demostrado
ser herramientas de gran utilidad que pueden complementarse con otro tipo de
aproximaciones.

En esta tesis doctoral se presenta la investigación de dos problemas de esta-
bilidad hidrodińamica con aplicaciones y relevancia tecnológica. El primero trata
sobre el estudio del efecto de las propiedades térmicas y geoḿetricas de las paredes
en la conveccíon natural en una capa de fluido viscoelástico de Maxwell. Estas pro-
piedades aparecen en las soluciones de las ecuaciones diferenciales a través de las
condiciones de frontera. Cabe mencionar que en la solución del problema de valor
propio para el ńumero de Rayleigh se consideró que los ńumeros de onda de las
perturbaciones eran finitos. El problema de valor propio fue resuelto por medio de
tres t́ecnicas: un ḿetodo analı́tico y dos ḿetodos nuḿericos. El ḿetodo analı́tico
empleado fue el de Galerkin [2,3] con una aproximación de segundo orden con el
que fue posible obtener expresiones analı́ticas para determinados casos lı́mite que
pueden ser consultados en el apéndice. El ańalisis nuḿerico fue realizado con el
método de disparo y los resultados fueron comprobados con un segundo método
que expuesto en el libro de Chandrasekhar [1]. De esta manera, se calcularon las
curvas de criticalidad del presente problema de estabilidad hidrodinámica lineal
para valores del ńumero de PrandtlPr = 1 y 10 y del paŕametro adimensional de
tiempo de relajación F = 0.1,100. El papel que juegan los espesores de las pare-
des se muestran en las curvas de criticalidad como paredes de pequeño espesor y
gran espesor en relación con el espesor de la capa de fluido viscoelástico. Las pro-
piedades conductoras de las paredes en relación con la del fluido fueron variadas
desde valores muy pequeños (que corresponden a situaciones de muy buena con-
ductividad t́ermica) hasta valores muy grandes (que corresponden a situaciones de
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muy mala conductividad térmica)de tal manera que fue posible calcular los valores
cŕıticos del ńumero de Rayleigh y del número de onda para condiciones interme-
dias entre las situaciones ideales de paredes conductoras y paredes aislantes.

El segundo problema abordado en este trabajo es el de la estabilidad hidrodi-
námica no lineal de una capa de fluido viscoelástico de Oldroyd confinada entre
dos paredes de conductividad térmica pobre. En este problema se investigan una
serie de modelos viscoelásticos de Oldroyd. La finalidad del análisis no lineal pro-
puesto es determinar las condiciones bajo las cuales aparecerı́an en la convección
celdas en la forma de algunos patrones geométricos tales como: rollos, cuadrados
y hex́agonos. Todo esto en la aproximación de longitud de onda larga o bien, de
número de onda pequeño. Otro aspecto que se debe resaltar de este estudio es que
se considera el efecto de la vorticidad en la convección, lo cual no ha sido repor-
tado hasta el momento en la literatura para el caso de convección en un fluido vis-
coeĺastico. Se calculan las ecuaciones de evolución de onda larga y posteriormente
sus correspondientes ecuaciones de Ginzburg-Landau para los diferentes fluidos
de Oldroyd considerados: fluido convectivo superior, fluido convectivo inferior y
fluido corrotacional. Cabe mencionar que la caracterı́stica de baja conductividad
térmica de las paredes se incluyó en las condiciones de frontera térmicas a trav́es
del ńumero de Biot.

La organizacíon de la tesis es como sigue. En la Justificación se encuentra
una revisíon de las aplicaciones cientı́ficas y tecnoĺogicas que motivaron la reali-
zacíon del presente proyecto de investigación sobre los problemas de estabilidad
hidrodińamica arriba mencionados. En el apartado de Objetivos se establecen los
fines a que se dirige este trabajo y su alcance. El capı́tulo primero corresponde
al Marco Téorico donde se exponen, primero, las ecuaciones y conceptos de la
hidrodińamica; segundo, la teorı́a b́asica de la convección natural de fluidos vis-
coeĺasticos y las ideas acerca de la formación de patrones en convección; y tercero,
la teoŕıa y conceptos de la estabilidad hidrodinámica no lineal y su relación con la
seleccíon de patrones celulares. En el capı́tulo segundo se muestra la formulación
del problema y el ańalisis de estabilidad lineal de una capa de fluido viscoelástico
de Maxwell en el que se incluyen las propiedades térmicas y geoḿetricas de las
paredes. En el capı́tulo tercero, utilizando las ecuaciones no lineales del problema,
se estudia la selección de patrones de las celdas en la convección natural en una
capa de fluido viscoelástico, confinada entre dos paredes horizontales infinitas po-
bremente conductoras. Posteriormente, se dan las conclusiones pertinentes a cada
una de las situaciones de estabilidad hidrodinámica planteadas y estudiadas. Al
final, se encuentran los apéndices y la bibliografı́a citada a lo largo del texto.
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Justificación

La investigacíon realizada fue motivada en primer lugar por las aplicaciones tec-
nológicas y fundamentales que existen cuando un lı́quido viscoeĺastico est́a some-
tido a gradientes de temperatura en un campo gravitacional. En segundo lugar, los
resultados obtenidos cubren aspectos de los problemas planteados que no habı́an
sido explorados antes y que permiten una mejor comprensión f́ısica del feńomeno.

Respecto al primer problema abordado en este trabajo, la motivación acad́emica
del estudio de la convección natural en una capa de fluido viscoelástico de Maxwell
fue la de comprender el fenómeno y las t́ecnicas analı́ticas y nuḿericas de estu-
dio convenientes para poder hacer una contribución en el campo de la estabilidad
hidrodińamica que fuera relevante en alguna aplicación. Desde el punto de vista
de los modelos actuales para estos sistemas fı́sicos, se vío la necesidad de incluir
condiciones ḿas realistas al modelo. De esta manera, se propuso tomar en cuenta
los efectos de las propiedades térmicas y geoḿetricas de las paredes que confi-
nan a la capa de fluido viscoelástico de Maxwell. Estos efectos se reflejan en
las condiciones de frontera térmicas a trav́es de la relación entre las conductivi-
dades t́ermicas y los espesores de las paredes y aquellas de la capa de fluido. Una
consecuencia directa de este análisis téorico es un mejor acercamiento a las condi-
ciones f́ısicas reales del fenómeno tanto en experimentos como en sus posibles
aplicaciones. Los usos posibles de los resultados de esta investigación en diversas
aplicaciones han motivado también este trabajo doctoral y entre ellos se pueden
contar

• Aplicaciones en dispositivos donde la convección natural es usada para lle-
var a cabo reacciones térmicamente activadas tales como la reacción de la
polimerasa (RCP) [4–9]. En este tipo de reacciones se involucran suspen-
siones que se comportan como fluidos viscoelásticos y la enzima polimerasa,
la cual lleva a cabo una reacción en la que se hacen copias de otras moléculas.

• Aplicaciones en el desarrollo de un mecanismo para atrapar moléculas de
ADN en soluciones que se comportan como fluidos viscoelásticos, a trav́es
de la interaccíon de la termoforesis y la termoconvección [10, 11]. En estas
aplicaciones se encuentra que en ciertas condiciones las moléculas de ADN
pueden ser concentradas en un punto de menor temperatura.

• Aplicaciones en el estudio de los efectos de la termoconvección en la repli-
cacíon de ADN, donde también se considera la termoforesis [12, 13]. Aquı́,
las suspensiones de ADN que se comportan como fluidos viscoelásticos se
someten a gradientes de temperatura que al alcanzar un cierto valor con-
tribuyen a las reaciones de replicación de ADN.
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Respecto al ańalisis débilmente no lineal de estabilidad hidrodinámica, cabe
mencionar que fue motivado por el hecho de que los efectos no lineales están pre-
sentes en muchos fenómenos f́ısicos tanto en experimentos de laboratorio como
en las aplicaciones donde aparece la convección natural. El ańalisis d́ebilmente
no lineal se realiza como la aproximación anaĺıtica a un orden mayor, respecto a
la teoŕıa lineal, de la solución de las ecuaciones del problema en términos de un
paŕametro pequẽno. A trav́es del problema no lineal se busca determinar las condi-
ciones de estabilidad bajo las cuales pueden surgir como predominantes determi-
nados patrones de celdas convectivas tales como rollos, cuadrados o hexágonos.
De esta manera, los resultados lineales y no lineales, que serán presentados aquı́,
contribuiŕan a la teoŕıa de la hidrodińamica [14–16] presente en diversas aplica-
ciones.

Objetivos

Objetivo general

El objetivo general es comprender el efecto que tienen las propiedades térmicas y
geoḿetricas de las paredes en la estabilidad hidrodinámica, lineal y no lineal, de
una capa de fluido viscoelástico en un gradiente de temperatura. Nótese que la
conveccíon en una capa de fluido se ve influida por diversos factores que pueden
contribuir a estabilizar o desestabilizar el sistema a través de pequẽnas perturba-
ciones. De alĺı la importancia de esta investigación.

Los objetivos especı́ficos para el problema de estabilidad hidrodinámica lineal
de una capa de fluido viscoelástico son:

• obtener las ecuaciones modelo de este problema incluyendo los cocientes de
la conductividad t́ermica del fluido con respecto a las conductividades de las
paredes y los cocientes de los espesores de las paredes con respecto al de la
capa de fluido,

• estudiar la inestabilidad del sistema usando el método de Galerkin [1] para
valores finitos del ńumero de onda,

• realizar un ańalisis nuḿerico de la inestabilidad del sistema usando el método
de disparo [17] y comparar los resultados con los obtenidos por el método
de Galerkin.

Los objetivos especı́ficos para el problema de estabilidad hidrodinámica no
lineal de una capa de fluido viscoelástico son:
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• obtener la ecuación de evolucíon, en la aproximación para longitud de onda
larga, de la convección natural en una capa de fluido viscoelástico de Ol-
droyd usando la derivada convectiva superior,

• obtener la ecuación de evolucíon, en la aproximación para longitud de onda
larga, de la convección natural en una capa de fluido viscoelástico de Ol-
droyd usando la derivada convectiva inferior,

• obtener la ecuación de evolucíon, en la aproximación para longitud de onda
larga, de la convección natural en una capa de fluido viscoelástico de Ol-
droyd usando la derivada convectiva corrotacional,

• determinar, respecto a los parámetros del problema, la estabilidad de los
tipos de patrones de celdas convectivas: rollos, cuadrados y hexágonos.
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Antecedentes

Conveccíon natural

La conveccíon es un mecanismo especial de transferencia de calor en el cual las ca-
racteŕısticas del flujo (distribución de velocidad, gradiente de presión, etc.) afectan
la rapidez de transferencia de calor entre una pared y una corriente de fluido adya-
cente. El modo convectivo de transferencia de calor está dividido en dos procesos
básicos.

Si el movimiento del fluido en contacto con una superficie caliente se origi-
na debido a un agente externo, tal como un gradiente de presión, el proceso se
llama conveccíon forzada. Si el flujo surge naturalmente debido al efecto de una
diferencia de densidades resultante de una diferencia de temperaturas en un campo
gravitacional, el proceso se denomina convección natural, que es el fenómeno es-
tudiado en este trabajo.

Con el objeto de hacer ḿas claro el concepto de convección natural, con-
sidérese un pequeño elemento de fluido que se mueve en el sentido de las ma-
necillas del reloj a lo largo de un circuito mientras se encuentra en la vecindad de
una pared vertical calentada uniformemente y que posee una temperatura mayor a
la del elemento de fluido. Entonces este elemento se calienta por difusión t́ermica
desde la pared. Al mismo tiempo, el elemento de fluido se expande y se eleva a
altitudes donde la presión hidrost́atica impuesta es cada vez menor.

La conservacíon de la masa requiere que el flujo hacia arriba del elemento de
fluido sea compensado por un flujo hacia abajo. Por esta razón, el fluido ejecuta un
ciclo que consta de una secuencia de calentamiento-enfriamiento que hace posible
el funcionamiento b́asico de la convección natural.

En el estudio de la estabilidad hidrodinámica de una capa de fluido calen-
tada por abajo, se destacan los movimientos convectivos que surgen debido a una
pequẽna perturbacíon en la temperatura generándose las celdas de convección. En
la conveccíon natural en una capa de fluido newtoniano, dos casos son muy conoci-
dos: el de paredes conductoras, que corresponde a la condición de frontera t́ermica
de temperatura constante, y el de paredes aislantes, que corresponde a la condición
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de frontera t́ermicade flujo de calor constante. El caso de convección en una capa
de fluido confinada entre dos paredes conductoras se expone, por ejemplo, en la
monograf́ıa de Chandrasekhar [1] y en al artı́culo de Pellew y Southwell [18]. El
caso de convección en una capa de fluido confinada entre dos paredes aislantes
tambíen ha sido ampliamente estudiado por diversos autores [19–23] desde hace
varios ãnos.

Conveccíon natural en fluidos viscoeĺasticos de Maxwell y
de Oldroyd

El fenómeno de convección en fluidos viscoelásticos ha sido estudiado desde hace
varias d́ecadas. Esta sección est́a dedicadáunicamente a la convección natural
de fluidos viscoeĺasticos de Maxwell y de Oldroyd, lineales y no lineales. Se ha
demostrado que la convección en fluidos viscoelásticos se debe a movimientos
oscilatorios. Por otro lado, la convección en fluidos viscoelásticos tambíen puede
ser estacionaria en circunstancias particulares. Desde el punto de vista de la teorı́a
lineal, en la convección estacionaria el fluido viscoelástico se comporta como el
newtoniano.

La conveccíon natural en fluidos viscoelásticos de Maxwell fue primero inves-
tigada por Vest y Arpaci [24], donde consideraron el caso de fronteras sólidas y
libres pero con condiciones de frontera térmicas de temperatura fija. Después,
Takashima [25] investiǵo la estabilidad lineal termoconvectiva en una capa de
fluido de Oldroyd donde también consideŕo paredes śolidas y libres con condi-
ciones de temperatura fija en las paredes. Sokolov y Tanner [26] reportaron mejo-
ras en el ańalisis nuḿerico de la estabilidad lineal termo-convectiva de una capa de
fluido viscoeĺastico de Maxwell con respecto a los resultados de Vest y Arpaci [24].

Por otro lado, la condición de frontera de flujo de calor constante en las paredes
fue investigada, después por Kolkka y Ierley [27] para la convección natural en
una capa de fluido viscoelástico tanto de Maxwell como de Oldroyd, con fronteras
sólidas o libres. El trabajo de Kolkka y Ierley [27] es extenso ya que trata también el
caso de condiciones de frontera a temperatura fija y muestra expresiones analı́ticas
de determinadas situaciones.

Más recientemente, en 1990, Martı́nez-Mardones y Ṕerez- Garćıa [28] repor-
taron resultados sobre la convección estacionaria, oscilatoria y un punto de codi-
mensíon dos para el caso de temperatura fija en las paredes. El artı́culo de Mart́ınez-
Mardones y Ṕerez- Garćıa [28] est́a dedicado al problema de estabilidad lineal y
emplea fluidos viscoelásticos de Oldroyd. Diversos avances en el estudio de la con-
veccíon en fluidos viscoelásticos han sido hechos por muchos investigadores com-
binando condiciones y situaciones. Algunos de estos avances se deben a Rosenblat
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[29] quien investiǵo laconveccíon en una capa de fluido viscoelástico de Maxwell
en condiciones de microgravedad. Park y Lee [30, 31] realizaron un análisis no
lineal de una capa de fluido vicoelástico de Maxwell y de una capa de fluido vis-
coeĺastico de Oldroyd calentadas por abajo en donde emplearon la condición de
temperatura fija en las fronteras. Martı́nez-Mardones et al. [32] investigaron la
seleccíon de patrones en una capa de fluido viscoelástico de Oldroyd calentada
por abajo con la condición de temperatura fija en las fronteras. Dávalos–Orozco y
Vázquez Luis [33] reportaron la influencia de una superficie libre deformable en la
conveccíon oscilatoria lineal de una capa de fluido viscoelástico de Maxwell con-
finada entre una pared (inferior) a temperatura fija y una pared (superior) a flujo
de calor constante. Martı́nez-Mardones et al. [34–37] reportaron resultados sobre
la estabilidad hidrodińamica lineal y no lineal de fluidos binarios con propiedades
viscoeĺasticas. Li y Khayat [38, 39] extendieron el análisis no lineal de la de con-
veccíon natural en fluidos viscoelásticos. El caso de convección termocapilar de un
fluido viscoeĺastico fue investigado por Getachew y Rosenblat [40]. Otros avances
en el problema acoplado de termoconvección por flotacíon y conveccíon termo-
capilar en fluidos viscoelásticos fueron realizados por Dauby et al. [41], Lebon et
al. [42] y Parmentier et al. [43]. Sajid et al. [44] investigaron los efectos de paredes
verticales en la convección forzada en un fluido viscoelástico, mientras que Zhang
et al. [45] presentan resultados lineales y no lineales de convección natural en una
capa de fluido de Oldroyd calentada por abajo en un medio poroso.

La conveccíon natural en fluidos viscoelásticos puede ocurrir en diversos ex-
perimentos y aplicaciones tecnológicas tales como el procesamiento de materiales,
alimentos y en la industria quı́mica. Unárea particular de creciente interés involu-
crada con la hidrodińamica de fluidos viscoelásticos es la de las propiedades del
flujo de biomoĺeculas. En la manipulación de biomoĺeculas como el ADN, para el
ańalisis geńomico y otras aplicaciones, pueden surgir problemas relacionados con
la hidrodińamica y puede usarse la teorı́a de los fluidos viscoelásticos. Algunos es-
fuerzos hechos al respecto desde hace algunos años son los de Bowen y Zimm [46]
quienes determinaron algunas propiedades viscoelásticas del ADN.

La conveccíon natural puede aparecer en suspensiones acuosas de ADN que
se comportan como fluidos viscoelásticos, como fue reportado por Kolodner [47]
por ejemplo. La convección natural en tales fluidos viscoelásticos tiene cierta
complejidad debido al ńumero de mecanismos fı́sicos que contribuyen o com-
piten para dar inicio a la formación de celdas convectivas en la suspensión. Al-
gunas aportaciones a las aplicaciones tecnológicas donde surge la convección han
sido realizadas por Krishnan et al. [4] quien desarrolló un dispositivo en el cual
la conveccíon de Rayleigh es importante para llevar acabo reacciones quı́micas
térmicamente activadas tales como la reacción en cadena de la polimerasa cono-
cida como PCR por sus siglas en inglés (polymerase chain reaction). En este caso
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Krishnan et al. [4] propusieron reemplazar las equipos de reciclaje térmicocon-
vencionales por celdas de convección de Rayleigh que convierten al dispositivo en
uno muy simple y de f́acil ensamblaje en cualquier laboratorio. Braun y Libch-
aber [10] propusieron un mecanismo eficiente para atrapar ADN en una solución
atrav́es de la interacción de termoforesis y termo-convección. Braun et al. [12]
y Braun [48] condujeron un estudio de la reacción en cadena de la polimerasa
en la conveccíon de Rayleigh para la replicación de ADN. En un artı́culo más
reciente Mast y Braun [13] estudiaron la interacción de la termo-foŕesis y la ter-
moconveccíon junto con la reacción en cadena de la polimerasa en la replicación
de ADN. Avances en la teorı́a hidrodińamica de estas suspensiones, que exhiben
comportamiento viscoelástico, han sido realizados por Sri Krishna [14], Laroze et
al. [15] y Laroze et al. [16].

Importancia de las propiedades de las paredes

En los trabajos antes mencionados las condiciones de frontera térmica est́an restrin-
gidas a que las paredes sean muy buenas conductoras o aislantes ideales. Estos son
casos extremos que representan pobremente en su totalidad la naturaleza térmica
de las paredes.

La importancia de las caracterı́sticas t́ermicas y geoḿetricas de las paredes se
consideŕo primero en la convección natural de una capa de fluido newtoniano por
Metcalfe y Behringer [49], Cerisier et al [50] y Howle [51] quienes incluyeron los
espesores y las conductividades de las paredes limitantes en el análisis de estabi-
lidad lineal. Esta nueva aproximación al problema de la convección natural en un
fluido newtoniano permitió realizar mejores comparaciones con el experimento.
Aśı, resulta comprensible que las caracterı́sticas de las paredes tengan un papel
importante en los valores crı́ticos del ńumero Rayleigh y del ńumero de onda de la
estabilidad del sistema.

Las propiedades térmicas y geoḿetricas de las paredes son importantes de-
bido a que en todas las condiciones de laboratorio y aplicaciones tecnológicas, el
material de las paredes tiene conductividades térmicas o espesores tales que no
corresponden a las condiciones de temperatura fija o de flujo de calor constante.
Aqúı se hace notar que el sistema de ecuaciones en combinación con las condi-
ciones de frontera que se presentarán ḿas adelante, darán resultados ḿas apegados
a la realidad.
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Caṕıtulo 1

Mar co téorico

Este caṕıtulo est́a dedicado a presentar los conceptos e ideas principales de los
problemas sobre convección natural en una capa de fluido viscoelástico de Maxwell
que se consideraron en la investigación doctoral. Aqúı se presenta también un re-
sumen de las contribuciones realizadas por otros investigadores tanto teóricos como
experimentales al estudio de las situaciones abordadas. Porúltimo, se plantean las
ecuaciones de la hidrodinámica de las que se hacen los análisis posteriores.

1.1 Las ecuaciones b́asicas de la hidrodińamica

El estudio de los problemas de inestabilidad térmica atacados en el presente trabajo
requiere de las ecuaciones de la hidrodinámica para el sistema fı́sico en cuestión.
En esta sección se presentan las ecuaciones donde las variables en su forma dimen-
sional estaŕan indicadas con un asterisco. Estas son:

1.1.1 La ecuacíon de conservacíon de masa

A lo largo de todo este trabajo se considera que los fluidos viscoelásticos son in-
compresibles. De esta manera, usaremos la ecuación de continuidad

∇∗ · u∗ = 0, (1.1)

la cual est́a en forma dimensional. Esta ecuación garantiza la conservación de la
masa del fluido.

1.1.2 La ecuacíon de conservacíon de momento

Esta es, en forma dimensional, para un fluido incompresible,
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ρ∗
[

∂u∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

u∗
]

= −∇∗p∗ + ∇∗ · τττ∗ + ρ∗f ∗, (1.2)

endondep∗ es la presíon,τττ∗ es el tensor de esfuerzos de corte yf ∗ representa una
fuerza externa que actúa sobre el fluido. El tensor de esfuerzosτττ∗ depende del
movimiento del fluido y está dado por una ecuación constitutiva que lo relaciona
con el tensor de rapidez de deformación representado pore∗. El lado izquierdo de la
Ec. (1.2) expresa el cambio total de momento por unidad de volumen de fluido. El
primer t́ermino del lado izquierdo, se conoce como aceleración temporal; mientras
que el segundo representa la aceleración convectiva no lineal. En el lado derecho
se encuentran las fuerzas causantes de la aceleración. La primera déestas se debe
a gradientes de esfuerzos representados por los primeros dos términos; mientras
que la segunda es una fuerza externa. Las ecuación de balance de momento que
corresponde a nuestro problema se obtiene precisamente de la Ec. (1.2) junto con
una relacíon constitutiva para el fluido no newtoniano. Esto se hace mas adelante.

1.1.3 La ecuacíon de conduccíon de calor

Esta se puede obtener directamente de la ecuación de balance de energı́a (ver la
monograf́ıa de Chandrasekhar [1]). Para el caso de un fluido incompresible y en
forma dimensional, la ecuación de conducción de calor es,

ρ∗C∗V

[

∂T∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇
)

T∗
]

= XF∇2T∗, (1.3)

endonde se ha considerado que no hay disipación viscosa de calor. En la Ec. (1.3)
C∗V es el calor especı́fico a volumen constante,T∗ es la temperatura del fluido yXF

es su conductividad térmica.

1.1.4 La ecuacíon constitutiva del fluido viscoeĺastico

Como ya se mencionó anteriormente, la ecuación constitutiva del fluido viscoelás-
tico permite relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de rapidez de defor-
macíon. Las caracterı́sticas de los problemas estudiados en este trabajo, lineal y no
lineal, se ven reflejadas en la complejidad de las ecuaciones constitutivas. A conti-
nuacíon se presenta la ecuación constitutiva para el fluido viscoelástico de Maxwell
que se emplea en el problema de estabilidad hidrodinámica lineal. Adeḿas, se pre-
senta la del fluido de Oldroyd con tres distintas derivadas, para el problema de
estabilidad hidrodińamica no lineal.
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Ecuación constitutiva del fluido viscoeĺasticode Maxwell

Esta ecuación consitutiva combina las ideas de viscosidad y elasticidad para ex-
presar una ecuación simple de un fluido viscoelastico. El modelo viscoelástico de
Maxwell [52] aunque es simple y fue propuesto de manera empı́rica constituye
una buena primera aproximación a la descripción mateḿatica de algunos materia-
les con propiedades viscoelásticas. El modelo de Maxwell puede ser expresado en
forma tensorial como,

(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

τττ∗ = 2η0e∗, (1.4)

dondeλ1 esuna constante denominada tiempo de relajación,η0 es el coeficiente de
viscosidad dińamica ye∗ es el tensor rapidez de deformación,

e∗ =
1
2

[

∇uuu∗ +
(

∇uuu∗
)T

]

, (1.5)

Ecuación constitutiva del fluido viscoeĺastico de Oldroyd

Debido a las limitaciones de modelos viscoelásticos lineales como el de Maxwell y
a que muchos materiales requieren de descripciones matemáticas ḿas complicadas,
se propusieron ecuaciones constitutivas no lineales. Estas ecuaciones constitutivas
no lineales han mostrado ser bastanteútiles en la dińamica de fluidos poliḿericos
y son generalizaciones de las ecuaciones constitutivas lineales en las que aparecen
derivadas ḿas complejas que la de Lagrange pero con la propiedad de que también
son invariantes ante rotaciones del sistema de coordenadas. De esta manera, se
parte del modelo lineal de Jeffreys [53],

(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

τττ∗ = 2η0

(

1+ λ2
∂

∂t∗

)

e∗, (1.6)

dondeλ2 esel tiempo de retardo. Al intercambiar en la Ec. (1.6) las derivadas
temporales por derivadas convectivas obtenemos el modelo convectivo de Jeffreys
[53]. En este sentido la ecuación constitutiva está basada en la idea de un sistema
coordenado convectivo el cual es un sistema coordenado que está embebido en un
fluido en movimiento y que se deforma conéste (ver el libro de Bird et al [53] y
el art́ıculo de Oldroyd [54] para ḿas detalles). Estas derivadas convectivas en el
tiempo pueden ser de tres tipos:

• Derivada convectiva inferior. La derivada convectiva inferior de un tensor de
segundo ordenB∗ puede expresarse como
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(

D
Dt∗

)

I
B∗ =

(

∂

∂t∗
+ u∗ · ∇

)

B∗ +ωωω∗ · B∗ + B∗ ·ωωω∗ − B∗ · e∗ − e∗ · B∗, (1.7)

endonde el sub́ındiceI es la inicial de inferior yωωω∗ es la forma dimensional
del tensor de rapidez de rotación definido como

ωωω∗ =
1
2

[

∇uuu∗ −
(

∇uuu∗
)T

]

. (1.8)

• Derivada convectiva superior. La derivada convectiva superior de un tensor
de segundo ordenB∗ puede expresarse como

(

D
Dt∗

)

S
B∗ =

(

∂

∂t∗
+ u∗ · ∇

)

B∗ +ωωω∗ · B∗ + B∗ ·ωωω∗ + B∗ · e∗ + e∗ · B∗, (1.9)

endonde el sub́ındiceS es la inicial de superior. En ambas derivadas convec-
tivas los sistemas coordenados se deforman y rotan con el material cuando
éste fluye.

• Derivada convectiva corrotacional o de Jaumann. Puede verse que es una
combinacíon lineal de las dos derivadas convectivas anteriores. De esto re-
sulta que el sistema puede rotar pero no deformarse con el material cuando
éste fluye. La derivada convectiva corrotacional de un tensor de segundo
ordenB∗ puede expresarse como

(

D
Dt∗

)

C
B∗ =

(

∂

∂t∗
+ u∗ · ∇

)

B∗ +ωωω∗ · B∗ + B∗ ·ωωω∗, (1.10)

endonde el sub́ındiceC es la inicial de corrotacional.

Los operadores mencionados anteriormente pueden condensarse en una sola
expresíon general,

�

�t∗
B∗ =

(

∂

∂t∗
+ u∗ · ∇

)

B∗ +ωωω∗ · B∗ + B∗ ·ωωω∗ + a
(

B∗ · e∗ + e∗ · B∗
)

, (1.11)

endonde la derivada convectiva inferior se recupera cona = −1, la derivada con-
vectiva superior se recupera cona = 1 y la derivada corrotacional se recupera
con a = 0. Entonces, usando los operadores dados en las Ecs. (1.7,1.9, 1.10) se
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obtienen las ecuaciones constitutivas no lineales para tres diferentes fluidosvis-
coeĺasticos que pueden comparase con soluciones poliméricas. Es necesario men-
cionar, que en la práctica, el uso o elección de cualquiera de los fluidos que se
consideran aquı́ est́a determinado por la similitud de los resultados teóricos, que
proporcione alguno de los modelos, con los datos experimentales. El modelo del
fluido de Oldroyd-B de el ḿas empleado debido a la concordancia entre teorı́a y
experimento. Aśı, con la Ec. (1.11) obtenemos el siguiente modelo de un fluido
viscoeĺastico

(

1+ λ1
�

�t∗

)

τττ∗ = 2η0

(

1+ λ2
�

�t∗

)

e∗, (1.12)

queparaa = −1 se reduce al de un fluido de Oldroyd-A, paraa = 1 se reduce
al de un fluido de Oldroyd-B y paraa = 0 se reduce al fluido corrotacional de
Oldroyd. Es de hacer notar, que cuandoλ2 = 0 los modelos anteriores se re-
ducen al modelo convectivo inferior de Maxwell, al modelo convectivo superior
de Maxwell y al modelo convectivo corrotacional de Maxwell, respectivamente.
Otra observación importante es que al linealizar las ecuaciones constitutivas no
lineales (Ecs. (1.12)) se obtiene el modelo viscoelástico lineal de Jeffreys dado por
la Ec. (1.6). Las ecuaciones descritas para los modelos viscoelásticos menciona-
dos estaŕan acopladas con las ecuaciones de conservación de masa, momento y de
conduccíon de calor del problema.

1.1.5 Las ecuaciones de balance de momento para un fluido no new-
toniano

Las ecuaciones de balance de momento Ec (1.2) en combinación con la ecuación
constitutiva correspondiente del fluido, producen las ecuaciones de balance de mo-
mento correspondientes que describen el flujo del fluido. En este apartado se ob-
tienen las ecuaciones de balance de momento acopladas con las ecuaciones cons-
titutivas no lineales, Ecs.(1.12), ya que para el caso del problema de estabilidad
hidrodińamica lineal basta con linealizar las ecuaciones para obtener el modelo co-
rrespondiente del sistema. Tomando en cuenta que el fluido considerado en todas
las situaciones estudiadas aquı́ es incompresible y que la fuerza externa presente es
la de gravedad, se obtiene de la Ec. (1.2),

ρ∗
[

∂u∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

u∗
]

= −∇∗p∗ + ∇∗ · τττ∗ − ρ∗gk. (1.13)

En el caso no lineal las Ecs. (1.13) están acopladas analı́ticamente con la Ec.
(1.12) paraτττ∗ que a su vez está relacionada con los gradientes de velocidad. En el
caso lineal en que la Ec. (1.12) se reduce a la Ec. (1.6),ésta y la forma linealizada
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de la ecuacíon Ec. (1.13), pueden combinarse simplificando el tratamiento del
problema como se demostrará más adelante.

1.1.6 La aproximacíon de Boussinesq

La aproximacíon de Boussinesq es ampliamente usada en la simplificación de las
ecuaciones de movimiento en problemas de estabilidad térmica en hidrodińamica.
Esta fue introducida primero por Oberbeck (1879) y después por Boussinesq (1903),
y por ello en ocasiones se le llama aproximación de Oberbeck- Boussinesq.

La aproximacíon supone que la temperatura en el flujo varı́a muy poco y como
consecuencia también la densidad. Entonces desprecia las variaciones de la densi-
dad en los t́erminos inerciales de la ecuación de balance de momento. Sin embargo,
considera importantes las variaciones de la densidad en el tercer término del lado
derecho de la Ec. (1.13), denominado término de flotacíon. Esto debido a que la
aceleracíon resultante del campo de fuerza externa en la ecuación puede ser muy
grande e incluso ḿas grande que la aceleración debida al t́ermino inercial no lineal.

1.1.7 Las condiciones de frontera

En este apartado se expone un punto que define de manera importante el resul-
tado de cualquier problema de valor propio. En el presente caso, las ecuaciones
de continuidad, de conducción de calor y de balance de momento constituyen un
sistema de ecuaciones acoplado sujeto a condiciones de frontera impuestas por el
problema mismo. Las condiciones de frontera de los problemas abordados en este
trabajo est́an dadas de acuerdo con la naturaleza de las fronteras mismas que confi-
nan al fluido, las paredes inferior y superior. Ası́, se tiene dos tipos de condiciones
de frontera: mećanicas y t́ermicas.

Las paredes que confinan al fluido viscoelástico son perpendiculares az (ver
Fig. (2.1)) e infinitas y desde el punto de vista mecánico pueden ser sólidas
(rı́gidas) o libres (sin deformación superficial y sin friccíon). Aqúı se considera
que las paredes inferior y superior son sólidas, como se muestra en la Fig. (2.1).
Esto implica impenetrabilidad del fluido a través de las paredes, lo que significa
que la componente normal de la velocidadu∗ = (u∗, v∗,w∗) en las paredes es cero.
Además, se tiene la condición de adherencia del fluido a las paredes, por lo que las
componentes tangentes (horizontales) a las paredes(u∗, v∗) son cero. Aśı,

u∗ = 0 en z∗ = 0,d,

v∗ = 0 en z∗ = 0,d,

w∗ = 0 en z∗ = 0,d. (1.14)
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Debe tomarse en cuenta que las condiciones en las Ecs. (1.14) son válidaspara
cualquierx∗ y y∗, es decir que las velocidades (u∗, v∗,w∗) pueden escribirse como
el producto de una función dez∗ por el de otra funcíon que depende de (x∗, y∗).
Aśı, se puede determinar a partir de la ecuación de continuidad dada en la Ec. (1.1)
que,

∂w∗

∂z∗
= 0 en z∗ = 0,d, (1.15)

para paredes sólidas. Las condiciones de frontera para la normal de la vorticidad
a las paredes, (∇ ×u∗) · k, se deducen también con ayuda de las Ecs. (1.14) para
obtener

∂v∗

∂x∗
− ∂u∗

∂y∗
= 0 en z∗ = 0,d. (1.16)

Respecto a las condiciones de frontera para la temperatura el proceso de de-
duccíon es ḿas elaborado ya que incluyen el espesor y la conductividad térmica de
cada una de las paredes, como se expone mas adelante en el capı́tulo 2.
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Caṕıtulo 2

Influencia de las conductividades
y espesores de las paredes en la
conveccíon natural en una capa
de fluido viscoeĺastico de Maxwell

En este caṕıtulo se presenta el estudio de la estabilidad lineal de una capa de
fluido viscoeĺastico de Maxwell. Este capı́tulo est́a organizado como sigue: en
la primera sección se da el planteamiento del problema, en la segunda sección se
da la formulacíon mateḿatica incluyendo las ecuaciones de la hidrodinámica para
el problema, el estado básico del sistema y las condiciones de frontera térmicas
incluyendo las conductividades y los espesores de las paredes. Además, se presen-
tan los paŕametros adimensionales que aparecen en las ecuaciones. En la tercera
seccíon se da la solución del problema de valor propio usando técnicas analı́ticas.
En la cuarta sección se presentan el análisis nuḿerico y una discusión de los resul-
tados.

2.1 Planteamiento del problema

Aqúı se investiga la estabilidad lineal termo-convectiva de una capa de fluido vis-
coeĺastico de Maxwell calentada por abajo. se usará la ecuacíon constitutiva del
fluido de Maxwell.Ésta tiene un tiempo de relajación que, cuando es grande, per-
mite mostrar importantes propiedades elásticas. El sistema consiste en una capa
de fluido viscoeĺastico de Maxwell que es infinita en las direcciones horizontales
y est́a confinada entre dos paredes paralelas perpendiculares a la dirección de la
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Fluido de Maxwell

T∗U , KU

T∗L, KL

T∗F , KF
x

z
y

g

z= d + dU

z= d

z= 0

z= −dL

TAU

TBL

Figura 2.1: Esquema del problema de convección natural en una capa de fluido
viscoeĺastico de Maxwell

aceleracíon de la gravedad. El esquema de sistema en cuestión se muestra en la
Fig. (2.1).

Nótese que en la Fig. (2.1) se especifican los espesores de las paredes inferior
dL y superiordU , aśı como sus conductividades térmicasKL y KU , respectivamente.
El espesor y la conductividad térmica del fluido viscoelástico de Maxwell están
representados pord y KF . Como ya se mencionó, la pared inferior está calentada
por abajo a una temperatura constanteTBL. La temperatura constante arriba de la
pared superior, que es menor queTBL, se representa porTAU.

2.2 Formulación del problema

Basados en el planteamiento del problema, las ecuaciones básicas que describen el
fenómeno termo-convectivo son la ecuación de continuidad Ec. (1.1), la ecuación
de conduccíon de calor Ec. (1.3) y la ecuación de balance de momento Ecs. (1.13)
acopladas con la ecuación constitutiva del fluido de Maxwell, Ec. (1.4), esto es,

∇∗ · u∗ = 0, (2.1)

ρ∗C∗V

[

∂T∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

T∗
]

= XF∇2T∗, (2.2)

ρ∗
[

∂u∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

u∗
]

= −∇∗p∗ + ∇∗ · τττ∗ − ρ∗gk, (2.3)
(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

τττ∗ = 2η0e∗, (2.4)
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donde el sistema de Ecs. (2.1-2.4) está sujetoa la condicíon mećanica de adheren-
cia para la velocidad del fluido y a condiciones de frontera térmicas especificadas
más adelante en este capı́tulo.

2.2.1 Estado inicial

Antes de ser perturbado, el estado inicial del sistema es hidrostático y el transporte
de calor es śolo por conduccíon y śolo depende de la componente vertical. Además,
el sistema es independiente del tiempo. En el estado inicial la velocidad del fluido
es u∗ = 0. Los perfiles de temperatura para las paredes y el fluido deben ser
calculados apartir de la Ec. (2.2), que se simplifica como

d2T∗i
dz∗2

= 0, T∗i = a∗i z
∗ + b∗i , (2.5)

dondeel sub́ındice i indica (F, L,U). Las solucionesT∗i en la Ec. (2.5) deben
satisfacer las siguentes condiciones,

T∗L = TBL en z∗ = −dL,

T∗U = TAU en z∗ = d + dL,

T∗L = T∗F , XL
dT∗F
dz∗
=

dT∗L
dz∗

en z∗ = 0,

T∗U = T∗F , XU
dT∗F
dz∗
=

dT∗U
dz∗

en z∗ = d, (2.6)

dondeXL y XU est́andefinidos en la Ec. (2.24). Entonces, lasT∗i que satisfacen las
condiciones Ec. (2.6) son,

T∗F = −
(TBL − TAU) z∗

d (1+ DUXU + DLXL)
+ TBL −

(TBL − TAU) DLXL

(1+ DUXU + DLXL)
, (2.7)

T∗L = −
(TBL − TAU) XLz∗

d (1+ DUXU + DLXL)
+ TBL −

(TBL − TAU) DLXL

(1+ DUXU + DLXL)
, (2.8)

T∗U = −
(TBL − TAU) XUz∗

d (1+ DUXU + DLXL)
+ TBL −

(TBL − TAU) (1+ DLXL − XU)
(1+ DUXU + DLXL)

, (2.9)

dondeDL y DU est́andefinidos en la Ec. (2.24). Las Ecs. (2.7-2.9) representan los
perfiles en el estado inicial de las temperaturas en el fluido y las paredes inferior y
superior, respectivamente.
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2.2.2 Las ecuaciones perturbadas

El siguiente paso es perturbar el sistema de ecuaciones del problema. Antes de
ello, se simplifica un poco el sistema de Ecs (2.1-2.4) al operar con (1+λ1∂/∂t∗) la
Ec. (2.3). Usando la ecuación de continuidad Ec. (2.1) para simplificar se obtiene,

∇∗ · u∗ = 0, (2.10)

ρ∗C∗V

[

∂T∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

T∗
]

= XF∇∗2T∗, (2.11)

ρ∗
(

1+ λ1
∂

∂t∗

) [

∂u∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

u∗
]

= −
(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

∇∗p∗ + η0∇∗2u∗,

−
(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

ρ∗0
[

1− α(T∗ − TBL)
]

gk,

(2.12)

en donde se usa también la siguiente ecuación de estado para la densidad del fluido

ρ∗ = ρ∗0
[

1− α(T∗ − TBL)
]

, (2.13)

siendoρ∗0 una densidad de referencia, tal como la densidad del fluido en la pared
inferior. Al intercambiarT∗ en la Ec. (2.13) porT∗F en la Ec. (2.7) se obtiene la
distribucíon de temperaturas en el fluido en el estado inicial. Ahora, se introducen
pequẽnas perturbaciones en el sistema en el estado inicial y después se estudia la
estabilidad del sistema ante tales perturbaciones. Entonces, el sistema se perturba
como sigue,

u∗ = u1
∗ (x∗, y∗, z∗, t∗

)

,

T∗ = T∗F + T∗1
(

x∗, y∗, z∗, t∗
)

,

p∗ = p∗H + p∗1
(

x∗, y∗, z∗, t∗
)

, (2.14)

en donde el subı́ndice 1 indica la perturbación de la variable y el subı́ndiceH en
la presíon indica que se trata de la presión hidrost́atica. Se sustituyen las perturba-
ciones, Ecs. (2.14), en el sistema de Ecs. (2.10-2.12) y se obtiene un sistema de
ecuaciones lineales perturbado al despreciar términos que contengan productos de
las perturbaciones. Ahora, se introduce otra simplificación en el problema al sepa-
rar el campo de presiones del de la velocidad al operar dos veces con el rotacional
la ecuacíon perturbada de balance de momento. Del resultado de esta operación
se obtiene que la componente vertical de la ecuación es independiente de las otras
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dos ecuaciones para las componentes horizontales. De esta manera el sistemade
ecuaciones para el problema se reduce a,

∂T∗1
∂t∗
− w∗1

dT∗F
dz∗
= κ∇2T∗1, (2.15)

ρ

(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

∂

∂t∗
∇2w∗1 = µ∇

4w∗1 + ρ0αg

(

1+ λ1
∂

∂t∗

)

∇2T∗1. (2.16)

2.2.3 Adimensionalizacíon

La adimensionalización de las Ecs. (2.15-2.16) se realizará usando los siguientes
escalamientos:d para la longitud,(TBL − TAU) / (1+ DUXU + DLXL) para la tem-
peratura,d2/κ para el tiempo yκ/d para la velocidad. Aqúı κ es la difusividad
térmica del fluido. Aśı, las ecuaciones del problema perturbadas y adimensionali-
zadas son,

(

1+ F
∂

∂t

) (

1
Pr

∂

∂t
∇2w1 − R∇2

⊥T1

)

= ∇4w, (2.17)
(

∂

∂t
− ∇2

)

T1 = w1, (2.18)

en dondew1 y T1 son la velocidad y la temperatura del fluido adimensionaliza-
das. Los paŕametros adimensionales que aparecen en las Ecs. (2.17-2.18) son el
paŕametro de relajación F, el número de PrandtlPr y el número de RayleighR,
definidos en las Ecs. (2.23-2.26). Las Ecs. (2.17-2.18) están sujetas a las siguien-
tes condiciones de frontera para la velocidad,

w1 =
dw1

dz
= 0 en z= 0,1. (2.19)

Las condiciones de frontera para la perturbación de la temperaturaT1 se ob-
tienen en la siguiente sección. Los perfiles de temperatura, para el fluido y las
paredes, en forma adimensional son,

TF = −z+ 1+ XUDU , (2.20)

TL = −XLz+ 1+ XUDU , (2.21)

TU = XU (−z+ 1+ DU) . (2.22)
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2.2.4 Los paŕametros adimensionales

Debido al proceso de adimensionalización de las ecuaciones, surgen parámetros
adimensionales. En este apartado se abordará su significado fı́sico y su importancia
para el entendimiento del fenómeno termoconvectivo. Los números adimensiona-
les que surgen de forma natural en el problema son el número de RayleighR, el
número de PrandtlPr y el paŕametro de relajación F.

El número de Rayleigh,Rase define como

R=
αgd3 (TBL − TAU)

νκ (1+ DUXU + DLXL)
, (2.23)

endondeα es el coeficiente de expansión voluḿetrica,d es el espesor de la capa
de fluido. Como puede verse en el esquema de la Fig. (2.1),TBL es la temperatura
abajo de la pared inferior,TAU es la temperatura arriba de la pared superior,ν es
la viscosidad cineḿatica del fluido,κ es la difusividad t́ermica del fluido.DU , DL,
XU y XL se definen como,

DL =
dL

d
, DU =

dU

d
,

XL =
KF

KL
, XU =

KF

KU
. (2.24)

KF esla conductividad t́ermica del fluido yKL y KU son las conductividades
de las paredes inferior y superior, respectivamente.dL y dU son los espesores de
las paredes inferior y superior, como se muestra en la Fig. (2.1). Los cocientes
de espesores y conductividades definidos en las Ecs. (2.24) son de gran interés y
utilidad en el presente trabajo, ya que permiten entender mejor la fı́sica del pro-
blema. La determinación del ńumero de Rayleigh crı́tico Rc ayuda a comprender
que tan estable es el sistema para unR dado. CuandoR alcanza su valor crı́tico
Rc se dice que el sistema tiene estabilidad marginal, y siéste es menor o mayor
a Rc se dice que el sistema es estable o inestable. Esto se debe a los efectos de-
sestabilizadores de la flotación y a los efectos estabilizadores de la difusividad y
la viscosidad. La flotación surge debido a que hay un arreglo de fluido con mayor
densidad cerca de la región fŕıa que intenta bajar por el efecto de la gravedad so-
bre fluido con menor densidad cerca de la región caliente. A su vez la difusividad
térmica estabiliza al hacer que el fluido de la parte inferior se enfrı́e antes de llegar
a la parte superior de la capa de fluido. Cabe mencionar que cuando se alcanzaRc

las fuerzas desestabilizadoras y las estabilizadoras se hallan en equilibrio, es decir,
que el sistema se halla en un estado de estabilidad marginal o neutral. Cuando se
rebasaRc las fuerzas desestabilizadoras son mayores a las fuerzas estabilizadoras,
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dando origen a la inestabilidad. En caso contrario hay estabilidad. Los cocientes
deespesoresDL y DU representan las propiedades geométricas de las paredes en
el presente problema y su importancia puede notarse a valores finitos de las con-
ductividades t́ermicas de las paredes; pero no influyen en la estabilidad del sistema
cuando las paredes son idealmente muy malas o muy buenas conductoras térmicas.
Las situaciones ded > dL,dU y d < dL,dU dan lugar a dos valores distintos deRc

cuando las paredes tienen conductividades térmicas finitas. Los cocientesXL y XU

representan las propiedades térmicas de las paredes dadas por sus conductividades
térmicas. Con estos cocientes es posible calcular la estabilidad hidrodinámica del
sistema desde la situación ideal de convección en una capa de fluido entre paredes
perfectamente conductoras (XL,XU → 0) hasta la situación ideal de convección en
una capa de fluido entre paredes aislantes (XL,XU → ∞) (ver Fig. (2.4-2.5)). Los
valores entre los dos lı́mites mencionados corresponden a situaciones en las cuales
las paredes están formadas de materiales con conductividades térmicas finitas y
reales como el safiro (30.3 W/mK a 24.85◦C), por ejemplo.

Otro paŕametro adimensional es el número de Prandtl, definido como el co-
ciente de la viscosidad cinemática entre difusividad térmica del fluido,

Pr =
ν

κ
. (2.25)

Estepaŕametro se puede interpretar fı́sicamente. Caracteriza las propiedades de
transporte de momento (a través de la viscosidad cinemática) y de calor (a trav́es de
la difusividad t́ermica). En el presente problema, si elPr es muy grande la viscosi-
dad del fluido seŕa muy importante y se podrán despreciar los términos inerciales
de las ecuaciones de balance de momento pero la difusión de calor será lenta. Un
aspecto importante del número de Prandtl en nuestro problema de convección es
que aparece cuando la convección depende del tiempo, en particular cuando el flujo
es oscilatorio. No tiene influencia en convección estacionaria ya que solo aparece
multiplicando a la derivada temporal de la Ec. (2.17).

El paŕametro de relajación F es de especial interés ya que se introduce en el
problema a trav́es de la ecuación constitutiva del fluido viscoelástico. Se define
como sigue,

F =
λ1κ

d2
. (2.26)

Es de notar que cuandoF = 0 la ecuacíon constitutiva se reduce a la de un
fluido newtoniano. El parámetroF puede interpretarse en términos de los compo-
nentes, solvente y soluto, de una solución polimérica viscoeĺastica, tal como las
suspensiones de ADN. En términos del modelo viscoelástico de Maxwell en las
soluciones poliḿericas el solvente aporta los efectos viscosos y el polı́mero los
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efectos eĺasticos. Aśı, F esel cociente del tiempo de relajación λ con respecto a
la escala de tiempo de difusión t́ermica a trav́es de la capa de fluido. CuandoF es
pequẽno la difusíon t́ermica mantiene a las moléculas de polı́mero en una configu-
ración de equilibrio, de tal manera que el fluido polimérico muestra muy pequeñas
diferencias cuantitativas de un fluido newtoniano. Es decir que el fluido polimérico
se comporta como un fluido newtoniano. CuandoF es grande las moléculas de
poĺımero deformadas por el flujo no tienen tiempo de relajarse y cambiar su con-
figuracíon, dando lugar a un comportamiento elástico.

2.3 Conceptos b́asicos de la estabilidad lineal

En esta sección se presenta la teorı́a b́asica del ańalisis de estabilidad lineal nece-
saria para entender los resultados de este trabajo. El cuestionamiento acerca de
la estabilidad de un sistema fı́sico puede plantearse como sigue: dado un estado
inicial de equilibrio del sistema fı́sico en cuestión, se considera otro estado cerca
del estado inicial y se investiga si con el paso del tiempo el sistema tiende o no
al estado inicial de equilibrio. A la separación del estado inicial se le denomina
perturbacíon. Si con el paso del tiempo, la perturbación tiende a cero el sistema
seŕa estable e inestable en caso contrario. Por otro lado, entre las situaciones de
estabilidad e inestabilidad existe un caso lı́mite denominado estabilidad neutral o
estabilidad marginal que separa los estados iniciales estables de los inestables. La
determinacíon de la estabilidad marginal es el objetivo principal de los problemas
de estabilidad hidrodińamica.

El procedimiento a seguir para determinar la estabilidad marginal de un sis-
tema consiste en suponer que todos los parámetros adimensionales que definen al
sistema, excepto uno, son constantes mientras que el parámetro escogido se varı́a.
Al variar tal paŕametro es posible pasar del estado estable al inestable justamente
cuandoése paŕametro tome un valor llamado marginal. Los estados de estabilidad
marginal pueden ser de dos tipos que corresponden a las dos maneras en que las
perturbaciones pueden crecer o decrecer. Las estabilidades marginales pueden ser
estacionarias u oscilatorias. En convección natural el paŕametro adimensional que
representa la estabilidad del sistema es el número de Rayleigh. Es necesario men-
cionar que en un medio viscoso con cierta conductividad térmica los movimientos
convectivos en el fluido no se iniciarán a menos que se exceda una cierta diferencia
de temperatura vertical que permita superar las fuerzas estabilizadoras viscosas y
de disipacíon t́ermica. Las pequẽnas perturbaciones al sistema, en forma de ondas,
tienen una raźon de crecimiento en el tiempo representada porσR que depende en
general, en convección natural, del ńumero de Rayleigh, del número de Prandtl y

del ńumero de onda, entre otros. El número de ondak =
√

k2
x + k2

y est́a asociado
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Figura 2.2: Esquema de un conjunto de rollos convectivos.d esla profundidad de
la capa de fluido yλ la longitud de onda de la perturbación.

con las perturbaciones y los patrones convectivos en el fluido. La dimensión ho-
rizontal de una celda convectiva está dada por la longitud de ondaλ = 2π/k. La
Fig. (2.2) muestra el v́ınculo entre la longitud de onda y las celdas convectivas
formadas en una capa de fluido de profundidadd.

La raźon de crecimiento puede calcularse siguiendo alguno de los métodos que
se muestran ḿas adelante. Cuando la razón de crecimiento es cero (σR = 0) el
sistema está en un estado de estabilidad marginal y el número de RayleighRse de-
termina analı́tica o nuḿericamente de la expresión resultante que dependerá dePr
y k, entre otros parámetros. Una curva representativa de estabilidad marginal,Rvs
k se muestra en la Fig. (2.3) en donde el mı́nimo de la curva marginal determina el
número de Rayleigh crı́tico Rc y el número de onda crı́tico kc. Entonces, al consi-
derar un sistema como el que se presenta en la Fig. (2.1), por ejemplo, en un estado
inicial en el que el fluido está en reposo y la distribución de la temperatura es una
función lineal de la coordenada verticalz, cuando se tieneR < Rc el estado inicial
con la capa de fluido en reposo es estable con respecto a perturbaciones infinitesi-
males.R= Rc corresponde a movimientos convectivos de estado estacionario muy
lentos con ńumero de ondakc. Si R> Rc la capa de fluido es completamente ines-
table y las perturbaciones pueden crecer con dos posibles números de onda como
se puede notar en la Fig. (2.3). En los problemas de estabilidad hidrodinámica
los valoresRc y kc son datos muy importantes ya que marcan el punto de inicio
del feńomeno de convección y por ello es usual encontrar en la literatura cientı́fica
solamente curvas de criticalidad deRc vskc; mientras que las curvas marginales se
omiten porque lo ḿas importante en ellas son los mı́nimos déestas.

Se debe notar que en muchos problemas de termoconvección tanto los mo-
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Figura 2.3: Esquema de un curva de estabilidad marginal. Cuando la razón de
crecimiento es mayor que cero el sistema es inestable y cuandoésta es menor que
cero el sistema es estable. Cuando la razón de crecimiento es cero el sistema tiene
estabilidad marginal.

vimientos convectivos estacionarios como los oscilatorios pueden presentarse y
competir entre śı para desestabilizar al sistema. Ya queσ = σR + iω (ver la Ec.
(2.27)) en dondeω es la frecuencia de oscilación, resulta que de la parte real de
σ se obtiene la estabilidad marginal estacionaria y de la parte imaginaria deσ

se obtiene la estabilidad marginal oscilatoria. Tómese en cuenta que losRc y kc

correspondientes a la convección oscilatoria permiten calcular de forma directa la
frecuencia de oscilación cŕıtica ωc. La frecuencia de oscilación est́a asociada a
ondas gravitacionales internas en la capa de fluido.

2.4 Análisis de estabilidad lineal

En esta sección se analiza la estabilidad del estado inicial del sistema ante pequeñas
perturbaciones. Para ello, se considerará una separación en modos normales para
las Ecs. (2.17-2.18) del problema de la forma,

[w1,T1] = [W (z) ,Θ (z)] exp
[

i
(

kxx+ kyy
)

+ σt
]

, (2.27)

en dondekx y ky son las componentesxy ydel vector ńumero de onda con magnitud

k =
√

k2
x + k2

y. σ esun paŕametro complejo cuya parte realσR y parte imaginaria
ω son la raźon de crecimiento y la frecuencia de oscilación, respectivamente. De
esta manera, después de hacer la sustitución en las Ecs. (2.17-2.18) obtenemos
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(1+ Fσ)

[

σ

Pr

(

d2

dz2
− k2

)

W− Rk2Θ

]

=

(

d2

dz2
− k2

)2

W, (2.28)

[

σ −
(

d2

dz2
− k2

)]

Θ =W, (2.29)

conlas siguientes condiciones de frontera para la velocidad,

W =
dW
dz
= 0 en z= 0,1. (2.30)

Las condiciones de frontera paraΘ se calculan a continuación.

2.4.1 Las condiciones de frontera t́ermicas

En este apartado se calculan las condiciones de frontera térmicas del problema en
cuestíon para la perturbación de la temperaturaΘ, que debeŕan incluir los efectos
de los espesores de las paredes y sus conductividades. Ambos efectos se traducirán
en grupos adimensionales llamados números de Biot.

Consid́erese entonces que la superficies exteriores de las paredes inferior y
superior se encuentran a temperatura constante. Entonces, la perturbación de las
temperaturas dentro de las paredes inferiorΘL y superiorΘU debe ser cero en ese
las mismas,

ΘL = 0 en z= −DL,

ΘU = 0 en z= 1+ DU . (2.31)

Además, debido a la continuidad de la temperatura y el flujo de calor en los
puntos donde el fluido y cada una de las paredes están en contacto, también ten-
emos las siguientes condiciones a satisfacer,

Θ = ΘL, XL
dΘ1

dz
=

dΘL

dz
en z= 0,

Θ = ΘU , XU
dΘ1

dz
=

dΘU

dz
en z= 1. (2.32)

Consid́erese ahora, las siguientes ecuaciones para las temperaturas en las pare-
des,
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(

d2

dz2
− k2 − σ

)

ΘL = 0, (2.33)

(

d2

dz2
− k2 − σ

)

ΘU = 0, (2.34)

cuyassoluciones están dadas en términos de senos y cosenos hiperbólicos como
sigue,

ΘL = a1 coshqz+ b1 sinhqz, (2.35)

ΘU = a2 coshqz+ b2 sinhqz, (2.36)

dondeq =
√

k2 + σ. Las constantes de integración de la solucíon de la Ec. (2.35)
para la pared inferior se calculan con la condición de temperatura constante, dada
en la Ec. (2.31) paraz= −DL y con la condicíon de continuidad de la temperatura
dada en la Ec. (2.32) paraz = 0. Luego, usando la condición de continuidad de
flujo de calor enz= 0 dada en la Ec. (2.32) se obtiene la condición de frontera para
Θ enz= 0. Siguiendo el mismo procedimiento con la Ec. (2.36) y las condiciones
correspondientes, se obtiene la condición de frontera paraΘ enz= 1.

Finalmente, las condiciones de frontera adimensionales paraΘ incluyendo las
propiedades de las paredes son

(

d
dz
−

q
XL tanh DL

)

Θ = 0 enz= 0,
(

d
dz
+

q
XU tanh DU

)

Θ = 0 enz= 1. (2.37)

2.4.2 Ćalculos anaĺıticos usando el ḿetodo de Galerkin

En esta sección se determinan analı́ticamente las condiciones para el inicio de la
conveccíon por medio del ḿetodo de Galerkin. Se usará este ḿetodo para resolver
el problema de valor propio dado en el sistema de Ecs. (2.28-2.29) sujeto a las
condiciones de frontera dado por las Ec. (2.30) y Ec. (2.37). Aunque es un método
aproximado, tiene una gran precisión. Adeḿas,éste da la posibilidad de obtener
una expresíon anaĺıtica del ńumero de RayleighR.

Consid́erese entonces, el siguiente desarrollo deW que satisface las condi-
ciones de frontera
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W =
∞
∑

n=0

An [z(z− 1)]2+n . (2.38)

Ahora,si el desarrollo propuesto paraΘ es

Θ =

∞
∑

n=0

AnΘn, (2.39)

entonces, después de sustituirW dada en la Ec. (2.38) yΘ dada en la Ec. (2.39) en
la Ec. (2.29), obtenemosΘn como solucíon de la siguiente ecuación diferencial

[

σ −
(

d2

dz2
− k2

)]

Θn = [z(z− 1)]2+n , (2.40)

sujeta a las condiciones de frontera apropiadas dadas en Ecs. (2.37). De esta mane-
ra al resolver la ecuación Eq. (2.40) se puede calcularΘn fácilmente. No se muestra
la expresíon paraΘn por ser muy grande y compleja. Después, multiplicamos la
ecuacíon Ec. (2.28) porW e integramos en el rango dez= 0 az= 1, para obtener

0 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
Wm

(

d2

dz2
− k2

) [

σ

Pr
(1+ Fσ) −

(

d2

dz2
− k2

)]

Wn dz (2.41)

− (1+ Fσ) Rk2
∫ 1

0
WmΘn dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

para obtener esta expresión se usaron las Ecs. (2.38-2.39) y se realizaron algunas
simplificaciones. El determinante expresado en la Ec. (2.41), el cual fue calcu-
lado con la ayuda del software Maple, representa la condición de solubilidad de la
cual se calcula el valor propioR. Cabe mencionar que a través de la condición de
solubilidad se calcula el parámetro que determina la estabilidad del sistema, mien-
tras que desde el punto de vista matemático ésta condicíon permite continuar con
la aproximacíon aórdenes mayores. Sin la condición de solubilidad no es posi-
ble calcularR para estudiar la estabilidad hidrodinámica del sistema. La primera
aproximacíon deR, que corresponde al elemento (0,0) de la matriz en el deter-
minante de la Ec. (2.41), puede ser fácilmente calculado. De aquı́ en adelante se
supondŕa que las paredes tienen las mismas propiedades térmicas y geometrı́a, esto
es XL = XU = X y DL = DU = D. Entonces, el resultado es:

R=
q11 cothq

[(

q2 + B2
)

tanhq+ 2qB
] [

C1 + (1+ Fσ)
(

k2 + 12
)

σPr−1
]

k2 (1+ Fσ)
(

C2B2 +C3B+C4
) , (2.42)
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en donde

B =
q

X tanhqD
,

C1 = k4 + 24k2 + 504,

C2 = q
(

q8 − 12q6 + 504q4 + 30240q2 + 362880
)

− 5040 tanh
q
2

(

q2 + 12
)2
,

C3 = 2q6
(

q4 − 12q2 + 504
)

cothq+ 60480q2
(

q2 + 12
)

cschq

− 5040q
(

q2 − 6q+ 12
) (

q2 + 6q+ 12
)

,

C4 = q3
(

q8 − 12q6 + 504q4 − 30240q2 − 362880
)

+ 181440q4 coth
q
2
.

El número de Rayleigh dado en la Ec. (2.42) es un resultado que no ha sido
reportado antes ýeste incluyek, X and D, sin ninguna restricción en sus magni-
tudes. Una tercera estimación deR a partir de la Ec. (2.41) fue también realizada
numéricamente. Es posible obtener una expresión paraR a partir de la Ec. (2.42)
en el ĺımite deX → 0, la cual corresponde a la condición de frontera de tempera-
tura fija. En este lı́mite, solamente, el término correspondiente aB2 sobrevive. Por
lo tanto, la ecuación se reduce a,

R=
q11

[

C1 + (1+ Fσ)σ
(

k2 + 12
)

σPr−1
]

k2 (1+ Fσ) C2
. (2.43)

CuandoF = 0 se recupera el caso newtoniano y la frecuencia de oscilación es
cero. El ĺımite dePr → 0 no puede calcularse porque lleva a una singularidad, de
viscosidad cero, correspondiente al caso inviscido. De cualquier manera, el lı́mite
Pr → ∞ da otra expresión para el ńumero de RayleighR. Ésta es,

R=
q11 cothq

[(

q2 + B2
)

tanhq+ 2qB
]

C1

k2 (1+ Fσ)
(

C2B2 +C3B+C4
) . (2.44)

2.5 Cálculos usando el ḿetodo de disparo

Los resultados obtenidos con el método de Galerkin fueron verificados con el
método de disparo [17] y hubo buena concordancia entre ambos métodos. El
ańalisis nuḿerico fue realizado usando doble precisión. El problema de valores a la
frontera dado en las Ecs. (2.28-2.29) sujeto a las condiciones dadas por Ec. (2.30)
y Ec. (2.37) fue resuelto aquı́ con el ḿetodo de disparo que consiste en, primero,
integrar el sistema de ecuaciones diferenciales Ecs. (2.28-2.29) con el método de
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Runge-Kutta de cuarto orden [17] entrez = 0 y z = 1. Mientras que el problema
de valor propio para el ńumero de RayleighR se resuelve mediante el disparo de
varios intentos para satisfacer las condiciones de frontera enz = 1. Tambíen se
uśo un ḿetodo de Newton global [17] para encontrar el valor deRque hace cero el
determinante formado por los disparos a las condiciones de frontera enz = 1 (ver
el libro de Press et al [17] para más detalles). Para valores fijos deD, X, Pr, F y k,
los valores deRy ω que hacen cero las partes real e imaginaria de un determinante
complejo, que resulta de los disparos, son los eigenvalores marginales.

Considerando la condición de frontera de temperatura fija en las paredes, en
el lı́mite de X pequẽna, fue posible comparar los valores crı́ticos Rc, kc y ωc

para valores fijos deF con los reportados por Vest y Arpaci [24] en su Tabla I,
Takashima [25] en su Tabla I, Sokolov y Tanner [26] en su Tabla I y Martı́nez-
Mardones y Ṕerez-Garćıa [28] en su Fig. 5. La concordancia fue muy buena. Por
otro lado, al suponer la condición de frontera de flujo de calor constante en las
paredes, en el lı́mite de X grande, los valores crı́ticosRc, kc y ωc para valores fijos
deF fueron comparados con los reportados por Kolkka y Ierley [27] en sus Tablas
I y II. En este caso también la concordancia fue excelente.

2.6 Resultados

ParaPr = 1 las curvas deRc, kc y ωc contra X en los dos casos lı́mite de D=0.1,
pequẽna, y D=100, grande, son mostrados en las Figs. 2.4(a-c) paraF = 0.1 y en
las Figs. 2.4(d-f) paraF = 100, respectivamente. Nótese que las curvas correspon-
dientes a D< 0.1 est́an muy cerca de las de D= 0.1. Lo mismo puede decirse de
de las curvas correspodientes a D> 100 respecto a las de D= 100. Puede obser-
varse en la Fig. 2.4(a) que paraPr = 1 y F = 0.1 existe una competencia entre
la conveccíon oscilatoria y la estacionaria por desestabilizar el sistema. El cambio
de conveccíon oscilatoria a convección estacionaria, en el punto de codimensión
dos como fue planteado por Martı́nez-Mardones y Ṕerez-Garćıa [28], aparece a
valores intermedios de X. Este es un resultado muy interesante ya que muestra
que paraPr = 1 la conveccíon puede ser estacionaria y que el fluido de Maxwell
se comporta como Newtoniano. La competencia entre los dos modos termina a
aproximadamentePr = 1.4 cuando los movimientos convectivos se inician sola-
mente como oscilatorios, como se muestra en la Fig. 2.6.

Despúes del punto de codimensión dos la convección estacionaria desestabiliza
al sistema y los resultados concuerdan con los reportados por Cerisier et al. [50].
En el ĺımite de la condicíon de frontera de temperatura fija (X<< 1) en las paredes
se encontraron los siguientes valores crı́ticos de los paŕametros:Rc = 870.5590,
kc = 4.92 yωc = 15.09 [24–26]; mientras que en el lı́mite de la condicíon de fron-
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Figura 2.4: Curvas paraF = 0.1: a) Rc, b) kc y c) ωc contra X, y curvas para
F = 100: d)Rc, e) kc y f) ωc contra X. Aqúı, Pr = 1, D = 0.1 son indicados por
lineas cortadas y D= 100 por lineas continuas
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lineas cortadas y D= 100 por lineas continuas

41



tera de flujo de calor constante (X>> 1) en las paredes se encontró: Rc = 720.0183,
kc = 0.02 y frecuencia ceroωc [50]. Los puntos de codimensión dos para D=0.1 y
D=100 est́an localizados aproximadamente en X=50 y X=8, respectivamente. Se
encontŕo un comportamiento inesperado en las curvas deωc contra X paraF = 0.1
y F = 100 mostradas en las Figs. 2.4(c) y 2.4(f). Esto es, además del valor
mı́nimo relativo queωc toma en el ĺımite de la condicíon de frontera de flujo de
calor constante, hay un mı́nimo absoluto a valores intermedios de X. Las curvas
para diferentes valores dePr fueron confirmadas por los dos métodos antes men-
cionados, y se encontró que este ḿınimo absoluto desaparece solamente cuando
Pr alcanzaPr = 10. ParaPr = 1 y F = 100 en el ĺımite de la condicíon de
frontera de temperatura fija en las paredes se encontraron los siguientes valores
cŕıticos: Rc = 0.4589,kc = 3.41 yωc = 0.6198 [24–26]; mientras que en el lı́mite
de la condicíon de frontera de flujo de calor constante en las paredes se encontró:
Rc = 0.2372,kc = 1.57 yωc = 0.6132 [27]. Las curvas en la Fig. 2.4(d) para
F = 100 muestran que el sistema se vuelve mas inestable cuando se incrementa X
y que en este caso los movimientos convectivos son solamente oscilatorios.

ParaPr = 10 las curvas deRc, kc y ωc contra X en los dos casos lı́mite de
D=0.1, pequẽna, y D=100, grande, son mostrados en las Figs. 2.5(a-c) correspon-
dientes aF = 0.1 y en las Figs. 2.5(d-f) paraF = 100 respectivamente. Para
el caso dePr = 10 y F = 0.1 los valores de (Rc, kc, ωc) se incrementan con X.
Aqúı, X tiene un efecto estabilizador. Nótese que este comportamiento contrasta
con los de las curvas en las figuras previas. En la Fig. 2.4(a) el efecto estabilizador
es incipiente antes de que el punto de codimensión dos aparezca. En el lı́mite de
la condicíon de frontera de temperatura fija en ambas paredes se encontraron los
siguientes valores crı́ticos: Rc = 226.7151,kc = 7.26 yωc = 76.2593 [24–26];
mientras que en el lı́mite de la condicíon de frontera de flujo de calor constante en
ambas paredes se encontró: Rc = 233.7246,kc = 7.61 yωc = 79.1547 [27]. Para
el caso dePr = 10 y F = 100 el valor de (Rc, kc, ωc) decrece con X. En el lı́mite
de la condicíon de frontera de temperatura fija en las paredes se encontraron los
siguientes valores crı́ticos: Rc = 4.6230× 10−2, kc = 3.44 yωc = 1.9625 [24–26];
mientras que en el lı́mite de la condicíon de frontera de flujo de calor constante en
las paredes se encontró: Rc = 2.8520× 10−2, kc = 2.31 yωc = 1.9243 [27].

La Fig. 2.6 da una presentación más explicita y clara de la competencia entre
conveccíon estacionaria y oscilatoria mostrada en la Fig. 2.4(a). En las curvas
correspondientes a la convección oscilatoria presentada en la Fig. 2.6 el valor del
paŕametro eĺastico esF = 0.1. Allı́, los dos pares de curvas de criticalidad para
Pr = 1 y Pr = 1.4 corresponden a la convección oscilatoria mientras que las
otras dos curvas corresponden a convección estacionaria. Ńotese que los puntos de
codimensíon dos que surgen paraPr = 1 y diferentes D, desparecen al incrementar
Pr dePr = 1 hasta aproximadamentePr = 1.4.
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De las Figs. 2.4-2.5 se debe notar que en los casos lı́mite deX pequẽna y
grande ambas curvas para D=0.1 y D= 100 deRc, kc y ωc colapsan en una sola,
como era de esperarse. Esto quiere decir que, también para el fluido viscoelástico
(ver [50]) el espesor de las paredes no tiene influencia en el inicio de la convección
en estas regiones de X [24–28]. Nótese que no siempreRc se aproxima al valor
720 cuando X→ ∞(ver Hurle et al. [55], D́avalos-Orozco [22] y D́avalos-Orozco
y Manero [23]). Esto quiere decir que incluso con la condición de frontera de flujo
de calor constante en las paredes, la convección estacionaria no siempre puede
ocurrir en un fluido viscoelástico de Maxwell [27], y bajo ciertas condiciones,
los movimientos convectivos pueden iniciarse como convección oscilatoria. En
la separacíon entre cada par de curvas a valores moderados de X en las Figs. 2.4-
2.5 es claro el efecto de la diferencia entre D=0.1 y D= 100. En esas regiones
el espesor de las paredes tiene una influencia importante en la inestabilidad de la
capa de fluido.

Las curvas presentadas en las Figs. 2.4-2.5 muestran el rol que juega X.Éstas
nuestran ćomo X liga los dos casos lı́mite ya estudiados desde hace varios anõs:
paredes conductoras y paredes aislantes. Hemos encontrado en este estudio que
paraPr fijo y X creciente, las celdas de convección aparecen ḿas ŕapido en la capa
de fluido cuandoF = 0.1 que cuandoF = 100. La influencia de la naturaleza
geoḿetrica de las paredes es notable a través de todas las curvas mostradas en
las Figs. 2.4-2.5 aunque este efecto se magnifica en las curvas correspondientes a
(Pr = 1,F = 0.1) y (Pr = 10,F = 0.1).

Es de inteŕes dar soluciones asintóticas deR y ω del problema de convección
para comparar con los resultados numéricos arriba descritos. Estas aproximacio-
nes fueron calculadas con un método de Galerkin diferente al de Chandrasekhar.
El procedimiento se explica en el Apéndice A. Los Aṕendices B y C muestran
los resultados de los cálculos asint́oticos basados en los resultados del método de
Galerkin presentado en el Apéndice A. En los aṕendices se muestran las aproxima-
ciones asint́oticas:Pr → ∞, F → 0 y F → ∞; para dos ĺımites diferentes:D→ 0
y D→ ∞.
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Caṕıtulo 3

Inestabilidad no lineal de una
capa de fluido viscoeĺastico.
Aproximaci ón a número de Biot y
número de onda pequẽnos

En este caṕıtulo se desarrolla el problema de estabilidad hidrodinámica no lineal
en la conveccíon natural en una capa de fluido viscoelástico. El trabajo de inves-
tigación aqúı presentado es de esta manera una extensión al ańalisis de estabilidad
lineal expuesto anteriormente, pero para el caso particular en que la conductividad
de la pared es pequeña. El objetivo de esta parte del trabajo de investigación es
encontrar la selección de patrones convectivos que pueden darse en la convección
de la capa de fluido. Esto permitirá conocer cuales son las condiciones bajo las
que un determinado patrón celular predomina o se desestabiliza y evoluciona hacia
otro más estable.

3.1 Planteamiento del problema

El planteamiento es similar, en algunos aspectos, al propuesto en el capı́tulo an-
terior. Aqúı, se considerará una capa de fluido viscoelástico confinada entre dos
paredes horizontales infinitas y que es calentada por abajo. El fluido viscoelástico
de Oldroyd en cuestión puede ser uno de los tres siguientes de acuerdo a la derivada
convectiva seleccionada: fluido viscoelástico de Oldroyd-A, fluido viscoelástico de
Oldroyd-B o fluido viscoeĺastico de Oldroyd corrotacional. Las derivadas convec-
tivas dan una gran complejidad a las ecuaciones constitutivas. Las ecuaciones de
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x

z
y

g

z= d

z= 0

TAU

TBL

Figura 3.1: Esquema del problema de convección natural en una capa de fluido
viscoeĺastico entre dos paredes pobremente conductoras

estos tres fluidos ya se mostraron de forma general en la Ec. (1.12).
En relacíon a las condiciones fı́sicas del problema,́estas se esquematizan en

la Fig. (3.1). Ńotese que aquı́ no es de inteŕes tener en forma explicita el efecto
de los espesores y las conductividades térmicas de las paredes y es por ello que
no se especifican en la Fig. (3.1). La razón es que se ha hecho el supuesto más
simple de que las paredes son pobremente conductoras. Desde el punto de vista
del cociente de conductividadesX definido en Ec. (2.24), esto significa queX es
muy grande pero sin llegar a una situación extrema de tener la condición de flujo
de calor constante. Esta magnitud llevará a tener un ńumero de Biot muy pequeño
pero finito, que se reflejará en las condiciones de frontera térmicas.

3.2 Formulación del problema

Las ecuaciones no lineales generales del problema son las mismas que antes, esto
es, la ecuación de continuidad, la ecuación de difusíon del calor y la ecuación de
balance de momento acopladas con las ecuaciones constitutivas de los fluidos vis-
coeĺasticos. A diferencia del problema lineal, las ecuación de balance de momento
y las ecuaciones constitutivas no se pueden combinar en forma sencilla en el pro-
blema no lineal, lo que complica el tratamiento matemático. Estas ecuaciones, sin
perturbar, son las siguientes,
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∇∗ · u∗ = 0, (3.1)

∂T∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

T∗ = κ∇∗2T∗, (3.2)

ρ0

[

∂u∗

∂t∗
+

(

u∗ · ∇∗
)

u∗
]

= −∇∗p∗ + ∇∗ · τττ∗ − ρ0
[

1− α(T∗ − TBL)
]

gk, (3.3)
(

1+ λ1
�

�t∗

)

τττ∗ = 2µ

(

1+ λ2
�

�t∗

)

e∗. (3.4)

Sedebe notar que la Ec. (3.4) es la ecuación constitutiva para los tres fluidos
viscoeĺasticos arriba mencionados y�/�t∗ es un operador no lineal definido en la
Ec. (1.11).

3.2.1 Las ecuaciones perturbadas no lineales

A continuacíon son introducidas pequeñas perturbaciones en el sistema, tal como
se hizo en el problema de estabilidad lineal. Las perturbaciones son,

u∗ = u1
∗ (x∗, y∗, z∗, t∗

)

,

T∗ = T∗F + T∗1
(

x∗, y∗, z∗, t∗
)

,

p∗ = p∗H + p∗1
(

x∗, y∗, z∗, t∗
)

,

τττ∗ = τ1τ1τ1
∗ (x∗, y∗, z∗, t∗

)

. (3.5)

Entonces, son sustituı́das las perturbaciones Ecs. (3.5) en Ecs. (3.4) para
obtener las ecuaciones perturbadas que incluyen términos lineales y de segundo
orden en la perturbación. Los t́erminos lineales de las perturbaciones correspon-
den a los que componen las ecuaciones perturbadas en el análisis de estabili-
dad lineal; mientras que los términos de segundo orden de la perturbación, que
aunque pequẽnos, son las contribuciones no lineales de los términos advectivos de
la ecuacíon de difusíon de calor Ec. (3.2), de las ecuaciones de balance de mo-
mento Ecs. (3.3) y del operador�/�t∗ en las ecuaciones constitutivas Ecs. (3.4).
Las ecuaciones resultantes son,
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∇∗ · u1
∗ = 0, (3.6)

∂T∗1
∂t∗
+

(

u1
∗ · ∇∗

)

T∗1 + w∗1
dT∗F
dz∗
= κ∇∗2T∗1, (3.7)

ρ0

[

∂u1
∗

∂t∗
+

(

u1
∗ · ∇∗

)

u1
∗
]

= −∇∗p∗1 + ∇
∗ · τ1τ1τ1

∗ + ρ0αgT∗1k, (3.8)
(

1+ λ1
�

�t∗

)

τ1τ1τ1
∗ = 2µ

(

1+ λ2
�

�t∗

)

e1
∗. (3.9)

3.2.2 Adimensionalizacíon

Ahora, se haŕa adimensional el sistema de Ecs. (3.6-3.9). Se usarán los siguientes
escalamientos:d para la longitud,(TBL − TAU) para la temperatura,d2/κ para el
tiempo, κ/d para la velocidad yµκ/d2 para los esfuerzos. Ası́, las ecuaciones
perturbadas del sistema toman la siguiente forma adimensional.

∇ · u1 = 0, (3.10)

∂T1

∂t
+ (u1 · ∇) T1 + w1 = κ∇2T1, (3.11)

Pr−1
[

∂u1

∂t
+ (u1 · ∇) u1

]

= −∇p1 + ∇ · τ1τ1τ1 + RT1k, (3.12)
(

1+ λ1
�

�t

)

τ1τ1τ1 = 2µ

(

1+ λ2
�

�t

)

e1, (3.13)

endonde las variables adimensionales ya no presentan el asterisco∗.

3.3 Análisis no lineal

En esta sección se estudiarán las ecuaciones no lineales del problema termoconvec-
tivo de una capa de fluido viscoelástico Ecs. (3.10-3.13). Como ya se mencionó al
inicio del caṕıtulo, consideraremos una situación en la que las paredes que confinan
al fluido son malas conductoras. Lo anterior posibilita un tratamiento analı́tico del
problema mediante una aproximación a ńumeros de onda y Biot pequeños. El
sistema de Ecs. (3.10-3.13) se puede simplificar eliminando la presión al operar
dos veces con el rotacional las Ecs. (3.12). Además, utilizaremos los potenciales
ψ y χ para expresar la velocidadu1,
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u1 = ∇ × (ψk) + ∇ × ∇ × (χk)

=

(

∂ψ

∂y
+
∂χ′

∂x
,−
∂ψ

∂x
+
∂χ′

∂y
,−∇2

⊥χ

)

, (3.14)

endonde el śımbolo ′ indica derivada con respecto az y el sub́ındice⊥ indica el
laplaciano en las dos dimensiones horizontales, (x, y). Debido a la no linealidad
de las ecuaciones de balance de momento, la componente vertical de la ecuación
que resulta de operar con el doble rotacional, queda acoplada con las otras dos
componentes a través del t́ermino advectivo. Por lo tanto, se tienen dos ecuaciones
para los potenciales, una paraψ y otra paraχ. Entonces, usando la Ec. (3.14) se
tiene

∂T1

∂t
+

[(

∂ψ

∂y
+
∂χ′

∂x
,−∂ψ
∂x
+
∂χ′

∂y
,−∇2

⊥χ

)

· ∇
]

T1 − ∇2
⊥χ = ∇2T1,

(3.15)

Pr−1
[

− ∂
∂t
∇2
⊥ψ + T1

NL

]

=

(

∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)

τxy−
∂2

∂x∂y

(

τxx− τyy

)

+
∂τ′yz

∂x
−
∂τ′xz

∂y
,

(3.16)

Pr−1
[

∂

∂t

(

∇4
⊥χ + ∇2

⊥χ
′′
)

+ T2
NL

]

=
∂2

∂x2

(

τ′xx− τ′zz
)

+
∂2

∂y2

(

τ′yy− τ′zz
)

+ 2
∂2τ′xy

∂x∂y

−
∂

∂x
∇2
⊥τxz−

∂

∂y
∇2
⊥τyz+

∂τ′′xz

∂x
+
∂τ′′yz

∂y
− R∇2

⊥T1, (3.17)
(

1+ λ1
�

�t

)

τ1τ1τ1 = 2µ

(

1+ λ2
�

�t

)

e1, (3.18)

endondeT1
NL y T2

NL son t́erminos no lineales que provienen del término advectivo
de las ecuaciones de balance de momento.T1

NL y T2
NL son expresiones grandes

que se dan en el Apéndice D. La Ec. (3.16) paraψ (ecuacíon de la vorticidad), se
obtuvo al aplicar una vez el operador rotacional a las Ecs. (3.12). La Ec. (3.17) para
χ, se obtuvo al aplicar dos veces el operador rotacional a las mismas ecuaciones.
El sistema de Ecs. (3.15-3.18) está sujeto a las siguientes condiciones de frontera
paraψ, χ y T1,

χ = χ′ = ψ = 0 en z= 0,1,

T′1 − BLT1 = 0 en z= 0,

T′1 + BUT1 = 0 en z= 1, (3.19)
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en dondeBL,U representalos ńumeros de Biot de las paredes inferior (L) y superior
(U), respectivamente.

3.3.1 Aproximación a número de onda pequẽno

Ahora, supondremos que la capa de fluido es somera en el sentido de que la es-
cala de longitud de la profundidad es mucho más pequẽna que la de las perturba-
ciones en las direcciones horizontales. En otras palabras, se supone que la longitud
de onda de la perturbación es muy larga, o bien que el número de onda es muy
pequẽno. El caso no lineal de un fluido newtoniano ha sido estudiado por varios
autores como son Chapman y Proctor [19–21]. Sin embargo aquı́ es de inteŕes el
trabajo de Pismen [56] puesél incluye los efectos de la vorticidad en la convección
no lineal. Para que los efectos de la ecuación de la vorticidad aparezcan, es nece-
sario introducir las escalas como sigue. Las escalas de longitud cerca del inicio de
la conveccíon son: ¯x = ǫ1/2x y ȳ = ǫ1/2y, dondeǫ << 1. Por otro lado, debido
a que las paredes son malas conductoras, los números de Biot se reescalan como
BL,U = ǫ

2B̄L,U , es decir queǫ es del orden deB1/2
L,U . De esta manera,

∂

∂x
= ǫ1/2 ∂

∂x̄
,

∂

∂y
= ǫ1/2 ∂

∂ȳ
. (3.20)

Además,se introducen las siguientes escalas de tiempo.

∂

∂t
= ǫ2 ∂

∂t0
+ . . . . (3.21)

Por otro lado, se considera el siguiente esquema de desarrollo para las variables
del problema,

χ = χ0 + ǫχ1 + ǫ
2ψ2 + . . . , (3.22)

ψ = ψ0 + ǫψ1 + ǫ
2ψ2 + . . . , (3.23)

T1 = θ0 + ǫθ1 + ǫ
2θ2 + . . . , (3.24)

R= R0 + ǫR1 + ǫ
2R2, (3.25)

50



τxx = ǫ
(

τ
(0)
xx + ǫτ

(1)
xx + ǫ

2τ
(2)
xx + . . .

)

, (3.26)

τyy = ǫ
(

τ
(0)
yy + ǫτ

(1)
yy + ǫ

2τ
(2)
yy + . . .

)

, (3.27)

τzz= ǫ
(

τ
(0)
zz + ǫτ

(1)
zz + ǫ

2τ
(2)
zz + . . .

)

, (3.28)

τxy = ǫ
(

τ
(0)
xy + ǫτ

(1)
xy + ǫ

2τ
(2)
xy + . . .

)

, (3.29)

τxz = ǫ
1/2

(

τ
(0)
xz + ǫτ

(1)
xz + ǫ

2τ
(2)
xz + . . .

)

, (3.30)

τyz = ǫ
1/2

(

τ
(0)
yz + ǫτ

(1)
yz + ǫ

2τ
(2)
yz + . . .

)

, (3.31)

en donde los desarrollos dados por las Ecs. (3.26-3.31), corresponden a las com-
ponentes deτ1τ1τ1. Los desarrollos para las componentes dee1 se han omitido debido
a queéstas se dan en términos de los potencialesψ y χ. Entonces, al sustituir los
escalamientos para (x, y) (Ecs. (3.20)), para el tiempo (Ec. (3.21)) y los desarrollos
de las variables del problema (Ecs. (3.22-3.31)), en el sistema de Ecs. (3.15-3.18)
se obtienen, a diferentesórdenes deǫ, sistemas de ecuaciones diferenciales sujetas
a las condiciones de frontera correspondientes, que pueden resolverse de manera
anaĺıtica. De esta manera obtenemos,

A ordenO(1)

θ′′0 = 0, (3.32)

∂τ
(0)′
yz

∂x̄
−
∂τ

(0)′
xz

∂ȳ
= 0, (3.33)

∂τ
(0)′′
xz

∂x̄
+
∂τ

(0)′′
yz

∂ȳ
− R0∇2

⊥θ0 = 0, (3.34)

τ
(0)
xx − 2

∂2ψ0

∂x̄∂ȳ
− 2

∂2χ′0
∂x̄2

= Fτ(0)
xz (a+ 1)

(

∂ψ′0
∂ȳ
+
∂χ′′

∂x̄

)

, (3.35)

τ
(0)
xy −

∂2ψ0

∂ȳ2
+
∂2ψ0

∂x̄2
− 2

∂2χ′0
∂x̄∂ȳ

= −
F
2

(a+ 1)

[

τ
(0)
xz

(

∂ψ′0
∂x̄
−
∂χ′′

∂ȳ

)

− τ(0)
yz

(

∂ψ′0
∂ȳ
+
∂χ′′

∂x̄

)]

, (3.36)

τ
(0)
xz −

∂ψ′0
∂ȳ
−
∂χ′′0
∂x̄
= 0, (3.37)

τ
(0)
yy + 2

∂ψ0

∂x̄∂ȳ
− 2

∂χ′0
∂ȳ2
= −Fτ(0)

yz (a+ 1)

(

∂ψ′0
∂x̄
−
∂χ′′0
∂ȳ

)

, (3.38)

τ
(0)
yz +

∂ψ′0
∂x̄
−
∂χ′′0
∂ȳ
= 0, (3.39)
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τ
(0)
zz + 2∇2

⊥χ
′
0 = −F (a+ 1)

[

τ
(0)
xz

(

∂ψ′0
∂ȳ
+
∂χ′′0
∂x̄

)

−τ(0)
yz

(

∂ψ′0
∂x̄
−
∂χ′′0
∂ȳ

)]

, (3.40)

sujetasa las condiciones,

χ0 = χ
′
0 = ψ0 = 0 en z= 0,1,

θ′0 = 0 en z= 0,1. (3.41)

Las Ec. (3.32) corresponde a la temperatura, la Ec. (3.33) proviene del primer
rotacional de las ecuaciones de balance de momento, la Ec. (3.34) proviene del
segundo rotacional de las ecuaciones de balance de momento y las Ecs. (3.35-
3.40) corresponden a las componentes del tensor de esfuerzos.

A ordenO(ǫ)

∂χ′0
∂ȳ

∂θ0

∂ȳ
+
∂χ′0
∂x̄

∂θ0

∂x̄
− ∇2

⊥χ0
∂θ0

∂z
+ ∇2

⊥χ0 = ∇2
⊥θ0 +

∂2θ1

∂z2
, (3.42)

Pr−1
[

∂χ′′0
∂ȳ

∂

∂x̄
∇2
⊥χ0 −

∂χ′′0
∂x̄

∂

∂ȳ
∇2
⊥χ0

]

= −∂
2τ

(0)
xx

∂x̄∂ȳ
+
∂τ

(1)′
yz

∂x̄
+
∂2τ

(0)
yy

∂x̄∂ȳ
(

∂2

∂x̄2
− ∂2

∂ȳ2

)

τ
(0)
xy −

∂τ
(1)′
xz

∂ȳ
, (3.43)

Pr−1















4
∂2χ′0
∂x̄∂ȳ

∂2χ′′0
∂x̄∂ȳ

− ∇2
⊥χ0∇2

⊥χ
′′′
0 +















∂2χ′′0
∂x̄2

−
∂2χ′′0
∂ȳ2





























∂2χ′0
∂x̄2
−
∂2χ′0
∂ȳ2















−
(

∂∇2
⊥χ0

∂ȳ

) (

∂χ′′′0

∂ȳ

)

−
(

∂∇2
⊥χ0

∂x̄

) (

∂χ′′′0

∂x̄

)

+















∂∇2
⊥χ
′′
0

∂ȳ















(

∂χ′0
∂ȳ

)

+















∂∇2
⊥χ
′′
0

∂x̄















(

∂χ′0
∂x̄

)















=
∂2τ

(0)′
xx

∂x̄2
+
∂τ

(1)′′
yz

∂ȳ
−
∂3τ

(0)
yz

∂x̄2∂ȳ
+
∂τ

(1)′′
xz

∂x̄

−
∂2τ

(0)′
zz

∂ȳ2
−
∂2τ

(0)′
zz

∂x̄2
+
∂2τ

(0)′
yy

∂ȳ2
−
∂3τ

(0)
xz

∂x̄∂ȳ2
−
∂3τ

(0)
xz

∂x̄3
−
∂3τ

(0)
yz

∂ȳ3
+ 2

∂2τ
(0)′
xy

∂x̄∂ȳ

−R0∇2
⊥θ1 − R1∇2

⊥θ0, (3.44)

sujetasa las condiciones,
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χ1 = χ
′
1 = ψ1 = 0 en z= 0,1,

θ′1 = 0 en z= 0,1. (3.45)

En el sistema Ecs(3.42-3.44) se ha omitidoψ0 para simplificar un poco las
ecuaciones y porque, como se demostrará más adelante,́esta es cero. Las ecua-
ciones correspondientes a las componentes del tensor de esfuerzos aO(ǫ) se han
omitido tambíen debido a que son expresiones muy grandes y complicadas que
en vez de ayudar al lector, entorpecen el desarrollo y seguimiento de la solución
al problema. AO(ǫ2) tambíen se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales a
resolver; pero de acuerdo con el proceso de solución śolo la ecuacíon que corres-
ponde a la temperatura es necesaria. Entonces,

A ordenO(ǫ2),

∂θ0

∂t0
+

(

∂ψ1

∂ȳ
+
∂χ′1
∂x̄

)

∂θ0

∂x̄
+

(

∂ψ1

∂x̄
+
∂χ′1
∂ȳ

)

∂θ0

∂ȳ
− ∇2

⊥χ1
∂θ0

∂z

+
∂χ′0
∂x̄

∂θ1

∂x̄
+
∂χ′0
∂ȳ

∂θ1

∂ȳ
− ∇2

⊥χ0
∂θ1

∂z
+ ∇2

⊥χ1 = ∇2
⊥θ1 +

∂2θ2

∂z2
, (3.46)

sujetasa las condiciones,

θ′2 − B̄Lθ0 = 0 en z= 0,

θ′2 + B̄Uθ0 = 0 en z= 1. (3.47)

Condiciones de solubilidad para cada orden de aproximación

En este apartado se da solución a las ecuaciones en cada orden de aproximación.
Como puede observarse, los sistemas de ecuaciones aO(ǫ) y superiores son inho-
moǵeneos desde el punto de vista de su aproximación, por lo que deben satisfacer
condiciones de solubilidad con el fin de que no se manifieste la no uniformidad
en la expansión. Esto a su vez permite obtener los valores propios del número de
Rayleigh en funcíon de los otros parámetros del problema.

El procedimiento a seguir para calcular las condiciones de solubilidad, en ge-
neral, es el siguiente (ver el libro de Nayfeh [57] para más detalles): a la ecuación
inhomoǵenea se le multiplica la solución de la ecuación adjunta homǵenea y se
integra en el rango de la variable independiente. Enseguida, se integra por partes
un ńumero de veces igual al orden de la ecuación original hasta que aparezca fac-
torizado el operador adjunto aplicado a la solución adjunta, lo cual deberá ser cero.

53



Por lo tanto, la integral del lado derecho conteniendo el término inhomoǵeneo
debeŕa ser cero también. Esa es la condición de solubilidad. Esto se puede des-
cribir mateḿaticamente como sigue. SeaL un operador diferencial ordinario con
derivadas eny y ξ la solucíon deLξ = h(y) y seaξ̄ la solucíon de la ecuación
adjuntaL̄ξ̄ = 0. En generalL , L̄. Entonces,

∫

ξ̄Lξdy =
∫

ξ̄h(y)dy se trans-
forma a trav́es de integración por partes y con las condiciones de frontera en
∫

ξL̄ξ̄dy =
∫

ξ̄h(y)dy = 0, siendo estáultima la condicíon de solubilidad. En
el presente problema, se utilizan dos condiciones de solubilidad, a saber, una a or-
denO(ǫ) y otra a ordenO(ǫ2). Entonces, siguiendo el procedimiento anterior, de
las Ecs. (3.42) y (3.46) obtenemos,

0 =
∫ 1

0
θ0
∂χ′0
∂ȳ

∂θ0

∂ȳ
dz+

∫ 1

0
θ0
∂χ′0
∂x̄

∂θ0

∂x̄
dz−

∫ 1

0
θ0∇2

⊥χ0
∂θ0

∂z
dz+

∫ 1

0
θ0∇2

⊥χ0dz

−
∫ 1

0
θ0∇2

⊥θ0dz, (3.48)

0 =
∫ 1

0
θ0
∂θ0

∂t0
+

∫ 1

0
θ0

(

∂ψ1

∂ȳ
+
∂χ′1
∂x̄

)

∂θ0

∂x̄
dz+

∫ 1

0
θ0

(

∂ψ1

∂x̄
+
∂χ′1
∂ȳ

)

∂θ0

∂ȳ
dz

−
∫ 1

0
θ0∇2

⊥χ1
∂θ0

∂z
dz+

∫ 1

0
θ0
∂χ′0
∂x̄

∂θ1

∂x̄
dz+

∫ 1

0
θ0
∂χ′0
∂ȳ

∂θ1

∂ȳ
dz

−
∫ 1

0
θ0∇2

⊥χ0
∂θ1

∂z
dz+

∫ 1

0
θ0∇2

⊥χ1dz−
∫ 1

0
θ0∇2

⊥θ1dz+
(

B̄L + B̄U

)

θ2
0. (3.49)

En la condicíon Ec. (3.49) se emplearon las condiciones de frontera Ecs. (3.47).

Solución para cada orden de aproximacíon

El primer sistema de ecuaciones diferenciales a tratar es el de ordenO(1), Ecs.
(3.32-3.40), sujetas a las condiciones de frontera Ecs. (3.41).Éste es el sistema
de ecuaciones ḿas sencillo y permite dejar en claro el proceso de solución que se
sigue aórdenes superiores. Primero se calculaθ0(x̄, ȳ,z,t0) de la Ec. (3.32) junto
con sus condiciones de frontera. Como es independiente de las otras variables, se
obtiene,

θ0(x̄, ȳ,z,t0) = Φ(x̄, ȳ, t0). (3.50)

El cálculo de las siguientes soluciones es más elaborado debido al acoplamiento,
entre lasψ’s, χ’s y las componentes del tensor de esfuerzos en las Ecs. (3.33-3.40).
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Consid́erese las ecuaciones paraτ(0)
xz y τ(0)

yz dadas en las Ec. (3.37) y Ec. (3.39),
respectivamente,

τ
(0)
xz =

∂ψ′0
∂ȳ
+
∂χ′′0
∂x̄
= 0, (3.51)

τ
(0)
yz = −

∂ψ′0
∂x̄
+
∂χ′′0
∂ȳ
= 0. (3.52)

Aśı, al sustituir las Ecs. (3.51-3.52) en la Ec. (3.33) obtenemos la ecuación
paraψ0,

∇2
⊥ψ
′′
0 = 0, (3.53)

sujeta a las condiciones adecuadas Ecs. (3.41). La solución a la Ec. (3.53) es
ψ0 = 0 debido a que su ecuación es homoǵenea. Este resultado simplifica en gran
medida el sistema de ecuaciones a ordenO(ǫ), como fue planteado anteriormente.
Además, al sustituir las Ecs. (3.51-3.52) en la Ec. (3.34) obtenemos la ecuación
paraχ0,

∇2
⊥χ
′′′′
0 = R0∇2

⊥Φ, (3.54)

sujeta a las condiciones correspondientes Ecs. (3.41). La solución de la Ec. (3.53)
es,

χ0 =

(

z4

24
− z3

12
+

z2

24

)

R0Φ. (3.55)

Con las solucionesψ0 = 0 y χ0, dada en Ec. (3.55), podemos ahora calcular
las componentes del tensor de esfuerzos. Las soluciones deτ

(0)
xz y τ(0)

yz se obtienen
directamente de las Ecs. (3.51-3.52).Éstas y las deḿas componentes del tensor
de esfuerzos, previamente calculadas, se muestran en el Apéndice D. Ahora, se
evaĺua la primera condición de solubilidad Ec. (3.48) para obtener,

0 =
( R0

720
− 1

)

∇2
⊥Φ,

por lo que se concluye que

R0 = 720. (3.56)
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Consid́erese ahora el sistema de ecuaciones aO(ǫ). De la Ec. (3.42) con las
condiciones de frontera correspondientes Ecs. (3.45), calculamosθ1 y obtenemos,

θ1 =

[

720

(

z6

720
−

z5

240
+

z4

288
−

z
720
+

1
2016

)

−
(

z2

2
− z+

1
3

)]

∇2
⊥Φ

+ 720

(

z5

120
− z4

48
+

z3

72
− 1

1440

)















(

∂Φ

∂x̄

)2

+

(

∂Φ

∂ȳ

)2












. (3.57)

Siguiendoun proceso similar al empleado aO(1) se calculanψ1 de la Ec. (3.43)
sujeta a las condiciones de frontera adecuadas Ecs. (3.45). De la Ec. (3.43) sólo es
posible calcular∇2

⊥ψ1 en funcíon de t́erminos no lineales que imposibilitan obtener
ψ1 expĺıcitamente para después sustituirla en la segunda condición de solubilidad
Ec. (3.49). Cabe mencionar que laúnica manera de obtenerψ1 anaĺıticamente
de forma expĺıcita es ãnadiendo otra ecuación. Debido a la complejidad de la ex-
presíon, no se presentaψ1 expĺıcitamente. Sin embargo, sı́ se puede dar su integral
con respecto az definida entre 0 y 1, que es lo que en realidad usaremos más ade-
lante en la segunda condición de solubilidad Ec. (3.49). De esta manera,

∫ 1

0
ψ1dz=

[(

60a+
540
7

)

(E − 1) F +
15
7Pr

]

Ψ(x̄, ȳ, t0), (3.58)

∇2
⊥Ψ =

∂Φ

∂ȳ
∂

∂x̄
∇2
⊥Φ −

∂Φ

∂x̄
∂

∂ȳ
∇2
⊥Φ, (3.59)

o bien, en forma vectorial

∇2
⊥Ψ = ∇⊥Φ ∧ ∇⊥

(

∇2
⊥Φ

)

. (3.60)

Aqúı, ∧ indica producto vectorial. La siguiente ecuación a considerar es la que
corresponde aχ1, Ec. (3.44). Al igual que paraψ1, su expresíon es grande y
complicada, y no puede obtenerse de forma explı́cita. Sin embargo, para evaluar

la segunda condición de solubilidad Ec. (3.49) sólo es necesario
∫ 1
0
∇2
⊥χ1dz. La

solucíon, ∇2
⊥χ1, a la Ec. (3.44) sujeta a sus condiciones correspondientes Ecs.

(3.45) puede calcularse fácilmente. No se presenta debido a que ocupa mucho es-
pacio y no es necesaria para comprender el procedimiento que se sigue. Entonces,

∫ 1

0
∇2
⊥χ1dz=

R1

720
∇2
⊥Φ +

17
462
∇4
⊥Φ

+
10800

7

(

a2 − 1
)

(E − 1) F2∇⊥ [(∇⊥Φ) (∇⊥Φ · ∇⊥Φ)] . (3.61)
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Es necesario mencionar que las componentes del tensor de esfuerzos fueron
calculadascon ayuda del software MAPLE. Se encontró que sus expresiones son
muy grandes, con muchos términos no lineales por lo que no se presentan en este
trabajo. El siguiente paso consiste en evaluar la segunda condición de solubilidad
Ec. (3.49) con ayuda de los resultados mostrados en las Ecs. (3.50-3.61). Esta
condicíon de solubilidad da lugar a una ecuación no lineal denominada ecuación
de evolucíon o ecuacíon de longitud de onda larga ya que describe variaciones
laterales en un sistema donde la escala de longitud vertical es menor con respecto
a las horizontales. Dicha ecuación se expone en el siguiente apartado.

Las ecuaciones de evolución

Con las soluciones calculadas, la evaluación de la segunda condición de solubilidad
Ec. (3.49) y la escala de tiempo propuesta Ec. (3.21) se obtiene la ecuación de
evolucíon. El procedimiento consiste en sustituir∂Φ/∂t0 en,

∂Φ

∂t
= ǫ2∂Φ

∂t0
, (3.62)

e inmediatamente se eliminan losǫ para regresar a las variables originales sin es-
calar. El resultado es,

∂Φ

∂t
= − (BU + BL)Φ +

(

1−
R

720

)

∇2
⊥Φ −

17
462
∇4
⊥Φ

+
10
7

[

1− 1080F2 (1− E)
(

1− a2
)]

∇⊥ [(∇⊥Φ) (∇⊥Φ · ∇⊥Φ)]

+

[

15
7

Pr−1 − F (1− E)

(

540
7
+ 60a

)]

∇⊥Φ ∧ ∇⊥Ψ, (3.63)

∇2
⊥Ψ = ∇⊥Φ ∧ ∇⊥

(

∇2
⊥Φ

)

. (3.64)

Las Ecs. (3.63-3.64) son las ecuaciones de evolución para convección natural
en una capa de fluido viscoelástico de Oldroyd confinada entre dos paredes hori-
zontales de mala conductividad térmica que incluyen los efectos de la vorticidad.
En Ec. (3.63) aparece subrayado el primer término no lineal que incluye efectos
viscoeĺasticos y que será discutido ḿas adelante. Ńotese que las ecuaciones fueron
calculadas incluyendo cualquiera de los tres tipos de fluidos viscoelásticos de Ol-
droyd considerados: el fluido de Oldroyd-A cona = −1, el fluido de Oldroyd-B
con a = 1 y el fluido corrotacional de Oldroyd cona = 0. La Ec. (3.63) puede
reducirse, al eliminar los efectos viscoelásticos, a la ecuación de evolucíon en el
caso newtoniano calculada por Pismen [58]. Un aspecto importante a tomar en
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cuenta de la Ec. (3.63) es que cualquier influencia viscoelástica,ya sea de retardo
o relajacíon, provienéunicamente de efectos no lineales. Esto quiere decir que el
número de Rayleigh crı́tico, que se obtiene de la teorı́a lineal, no depende ni deF
ni deE. Nótese tambíen que cuandoa = −1 o 1 los efectos viscoelásticos se intro-
ducenúnicamente atrav́es delúltimo término no-lineal proveniente de la ecuación
de la vorticidad.

De acuerdo con la aproximación realizada aquı́, encontramos algunas limita-
ciones en las ecuaciones de evolución Ecs. (3.63-3.64). Para el fluido corrotacional
de Oldroyd (a= 0), elúnico caso en que el término subrayado en Ec. (3.63) sobre-
vive, obtenemos

1− 1080F2 (1− E) > 0,

y ya queE no es mayor que 0.1 [53], hallamos que el parámetroF debe ser siem-
pre menor que 0.032. Por otro lado, con el siguiente término viscoeĺastico y con-
siderando, por ejemplo,Pr = 10, obtenemos que sólo los fluidos de Oldroyd-B
y corrotacional de Oldroyd satisfacen la desigualdad anterior. Es de hacer notar
que el rango de valores paraF no es muy grande y limita el comportamiento vis-
coeĺastico de los fluidos estudiados a uno similar al del fluido newtoniano.

El número de Rayleigh cŕıtico

Como ya se mencionó, en el ańalisis de estabilidad hidrodinámica no lineal consid-
eraremos la estabilidad del sistema un poco fuera de la criticalidad.Ésta se deter-
mina a partir de la teorı́a lineal. Para ello, es necesario calcular los valores crı́ticos
del ńumero de Rayleigh y del número de onda,Rc y kc respectivamente. Entonces,
debemos linealizar la Ec. (3.63) y emplear los siguientes modos normales,

Φ(x, y, t) = exp
[

i
(

kxx+ kyy
)

+ σt
]

, (3.65)

en dondekx y ky son las componentesxy ydel vector ńumero de onda con magnitud

k =
√

k2
x + k2

y. σ es un paŕametrocomplejo cuya parte realσR y parte imaginaria
ω son la raźon de crecimiento y la frecuencia de oscilación, respectivamente. Se ha
demostrado que no hay frecuencia de oscilación, o sea,σ es real. Para convección
estacionaria,σR = 0 y el resultado es el siguiente,

0 = (BU + BL) −
(

1− R
720

)

k2 − 17
462

k4, (3.66)

R= 720

(

BU + BL

k2
+

17
462

k2 + 1

)

. (3.67)
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El número de Rayleigh crı́tico Rc seobtiene como sigue: se toma la derivada de la
Ec. (3.67) con respecto ak y se iguala a cero para despejark que en realidad es el
número de onda crı́tico kc que determinaRc. De esta manera,

Rc = 720















2

(

17(BU + BL)
462

)1/2

+ 1















, (3.68)

kc =

(

462(BU + BL)
17

)1/4

. (3.69)

3.3.2 Teorı́a débilmente no lineal

Aqúı, se investiga el comportamiento no lineal débil de la solucíon a las ecuaciones
de evolucíon Ecs. (3.63-3.64) para los tres fluidos arriba mencionados. Como se
coment́o, se supone que el número de RayleighR del sistema está cerca o un poco
separado de su valor crı́tico Rc. Tambíen, se introducen las siguientes modifica-
ciones en las escalas (x, y, t), de tal forma que,

∂

∂x
→

∂

∂x
+ δ

∂

∂�
,

∂

∂y
→

∂

∂y
+ δ

∂

∂�
,

∂

∂t
→ δ2 ∂

∂t̄
, (3.70)

mientrasque paraΦ(x, y, t),Ψ(x, y, t) y R, tenemos,

Φ(x, y, t) = δΦ1 + δ
2Φ2 + δ

3Φ3 + . . . ,

Ψ(x, y, t) = δΨ1 + δ
2Ψ2 + δ

3Ψ3 + . . . ,

R= Rc + δ
2R̄, (3.71)

en dondeδ es un paŕametro pequẽno que est́a relacionado con la separación de
la criticalidadδ = (R− Rc) /R̄. Despúes de sustituir Ecs. (3.70-3.71) en las ecua-
ciones de longitud de onda larga Ec. (3.63-3.64) se obtienen los siguientes sistemas
de ecuaciones a diferentesórdenes deδ,

Para ordenO(δ),

0 =
(

1− Rc

720

)

∇2
⊥Φ1 −

17
462
∇2
⊥Φ1 − (BU + BL)Φ1,

∇2
⊥Ψ1 = 0. (3.72)

Para ordenO(δ2),
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0 =
(

1−
Rc

720

)

∇2
⊥Φ2 + 2

(

∂2

∂x∂�
+

∂2

∂y∂�

)

Φ1 −
17
462
∇2
⊥Φ2

−
68
462

(

∂4

∂y3∂�
+

∂4

∂x3∂�
+

∂4

∂y2∂x∂�
+

∂4

∂y∂x2∂�

)

Φ1

− (BU + BL)Φ2 +

[

15
7

Pr−1 + F (E − 1)

(

540
7
+ 60a

)]

∇⊥Φ1 ∧ ∇⊥Ψ1,

∇2
⊥Ψ2 =

∂Φ1

∂y
∂

∂x
∇2
⊥Φ1 −

∂Φ1

∂x
∂

∂y
∇2
⊥Φ1. (3.73)

Para ordenO(δ3),

∂Φ1

∂t̄
=

(

1− Rc

720

)

∇2
⊥Φ3 −

R̄
720
∇2
⊥Φ1 + 2

(

1− Rc

720

)

(

∂2

∂x∂�

+
∂2

∂y∂�

)

Φ2 +

(

1− Rc

720

)

∇̄2
⊥Φ1 −

17
462
∇2
⊥Φ3 −

17
462

(

4
∂4

∂y3∂�

+4
∂4

∂x3∂�
+ 2

∂4

∂y2∂x∂�
+ 2

∂4

∂y∂x2∂�

)

Φ2 −
17
462

(

6
∂4

∂x2∂�2

+6
∂4

∂y2∂�2
+ 2

∂4

∂y2∂�2
+ 2

∂4

∂x2∂�2
+ 8

∂4

∂y∂x∂�∂�

)

Φ1

+
10
7

[

1+ 1080F2 (E − 1)
(

1− a2
)]

∇⊥ [(∇⊥Φ1) (∇⊥Φ1 · ∇⊥Φ1)]

− (BU + BL)Φ3 +

[

15
7

Pr−1 + F (E − 1)

(

540
7
+ 60a

)]

[

(∇⊥Φ1 ∧ ∇⊥Ψ2) + (∇⊥Φ2 ∧ ∇⊥Ψ1) +
∂Φ1

∂y
∂Ψ1

∂�
− ∂Φ1

∂x
∂Ψ1

∂�

+
∂Φ1

∂�

∂Ψ1

∂x
−
∂Φ1

∂�

∂Ψ1

∂y

]

. (3.74)

A partir de las Ecs. (3.72-3.74) se obtienen las ecuaciones para las amplitudes
de las celdas convectivas de Ginzburg-Landau, a veces llamadas ecuaciones de
Newell-Whitehead-Segel [59, 60] correspondientes a nuestro problema. De esta
manera se podrá determinar la estabilidad de los patrones convectivos, a saber:
rollos, cuadrados y hexágonos.Ésto se hace en la siguiente sección.

3.3.3 Seleccíon de patrones

Esta seccíon est́a dedicada al estudio de la estabilidad de tres diferentes configu-
raciones de patrones. Los patrones convectivos (rollos, cuadrados, hexágonos, etc.)
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emergen a partir del estado básicoexistente en la capa de fluido viscoelástico ca-
lentada por abajo (ver 2.2.1) que al exponerse a alguna fuerza o efecto externo
(ver 2.2.2 y 3.2.1) alcanza un valor crı́tico. Estas condiciones crı́ticas est́an repre-
sentadas por el número cŕıtico de RayleighRc y del ńumero de onda crı́tico kc,
previamente determinados en las Ecs.(3.68-3.69). Entonces, cuando esas fuerzas o
efectos externos, que matemáticamente están representadas por las pequeñas per-
turbaciones, alcanzan una magnitud ligeramente arriba de las condiciones crı́ticas
aparece un pequeño rango de ńumeros de onda alrededor de los valoreskc. Dicho
de otro modo, el patrón de celdas formado al inicio de la convección t́ermica puede
evolucionar hacia otro completamente diferente al sobre pasar ligeramente los va-
lores cŕıticosRc y kc. Cuando esto sucede, se dice que el patrón celular es inestable
y se transforma en otro ḿas favorable en el cual se estabiliza. A lo anterior se
le conoce como saturación del patŕon convectivo y se debe a las interacciones no
lineales.

Los patrones formados por celdas convectivas más simples son los rollos con-
vectivos. Sus inestabilidades han sido ampliamente estudiadas tanto en forma
teórica como en forma experimental en las décadas pasadas por muchos investi-
gadores, tales como Schlüter et al. [61], Busse [62–64], Newell y Whitehead [59],
Segel [60], Clever y Busse [65] y Albaalbaki y Khayat [66] entre otros. Por
otro lado, patrones ḿas complejos tales como cuadrados y hexágonos han sido
investigados ḿas recientemente teórica y experimentalmente. Una revisión y com-
paracíon de la estabilidad de rollos, cuadrados y hexágonos muy completa ha sido
presentada por Hoyle [67, 68]. A continuación, en el ańalisis de estabilidad de los
patrones, seguiremos el procedimiento generalizado presentado por Hoyle [67,68].
El procedimiento de Hoyle resulta muy práctico y conveniente ya que, como se
veŕa más adelante se ha demostrado que las ecuaciones para las amplitudes pueden
reescribirse a una forma canónica a trav́es de un reescalamiento adecuado lo cual
facilita el presente ańalisis.

Inestabilidad de los rollos

Consid́erese ahora el problema de la selección de patrones a través de las interac-
ciones no lineales. Si se usanRc y kc dados en las Ecs. (3.68-3.69), la Ec. (3.72)
deΦ1 a ordenO(δ) se puede reescribir como,

∇4
⊥Φ1 + 2k2

c∇2
⊥Φ1 + k4

cΦ1 = 0. (3.75)

La solucíon que la satisface es de la forma

Φ1 = A (�,�, t̄) exp(ikcx) + A∗ (�,�, t̄) exp(−ikcx) , (3.76)
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que corresponde a rollos convectivos con ejes perpendiculares al ejex. Aqúı, el
śımbolo∗ indica el complejo conjugado. Determinaremos cómo la amplitud| A |
satura un poco arriba de la criticalidad debido a las interacciones no lineales. Se
puede interpretar aA (�,�, t̄) como la envolvente de los rollos que variando lenta-
mente. Con ayuda de las Ecs. (3.68-3.69) yΦ1 dada en Ec. (3.76), se simplifica
la Ec. (3.73) deΦ2. El resultado de la simplificación es una ecuación paraΦ2

idéntica a la Ec. (3.75), lo cual indica queΦ2 no introduce información nueva al
problema, y por lo tanto se desecha. Por otro lado, se obtuvo queΨ1 = Ψ2 = 0.

Para las ecuaciones a ordenO(δ3) seguimos el mismo procedimiento de sim-
plificación. Despúes de sustituirΦ1 dada en la Ec. (3.76) en la Ec. (3.74) paraΦ3,
obtenemos la siguiente ecuación para la amplitudA,

∂A
∂t̄
=

R̄
720

k2
cA+ 4

17
462

k2
c
∂2A

∂�2
−

30
7

[

1− 1080F2 (1− E)
(

1− a2
)]

k4
cA|A|2. (3.77)

Tambíen se obtiene una ecuación paraA∗ idéntica áesta, pero se omite pues aporta
la misma informacíon queA. La Ec. (3.77) se obtuvo a partir de una condición
de solubilidad que establece que los términos seculares debe ser cero. Cabe men-
cionar que desde el momento en que se propuso la solución Ec. (3.76) se supuso
que los rollos convectivos estaban orientados en la dirección y, perpendiculares
al eje x. Sin embargo, en el presente problema de convección queda claro que
no hay ninguna dirección preferencial para la orientación de los rollos y que las
direcciones de los ejesx y y en la Fig. (3.1) es puramente esquemática, ya que
experimentalmente las direcciones de tales ejes estarı́an determinadas por la orien-
tación de los rollos convectivos que emerjan. Una situación en la cual existiera una
direccíon preferencial para la orientación de los rollos podrı́a darse en convección
natural en presencia de un flujo de corte, por ejemplo (ver para el caso newtoniano
Cox [69,70]). Debido a que el número de onda está dirigido a lo largo del ejex y a
que las modulaciones sobre el ejey son lentas pero ḿas ŕapidas que a lo largo del
ejex, se haŕa el cambio,

∂

∂�
→ ∂

∂�
− i

2kc

∂2

∂�2
, (3.78)

quees equivalente a tomar los escalamientos,

x̄ =
√
ǫx, ȳ = 4√

ǫy, (3.79)

al inicio del ćalculo para obtener las Ec. (3.63-3.64) de evolución. De esta manera
la Ec. (3.77) queda como,
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∂A
∂t̄
=

R̄
720

k2
cA+ 4

17
462

k2
c

(

∂

∂�
−

i
2kc

∂2

∂�2

)2

A

− 30
7

[

1− 1080F2 (1− E)
(

1− a2
)]

k4
cA|A|2. (3.80)

Por otro lado, es posible escribir la Ec. (3.80) en forma canónica [71, 72]
usando los siguientes escalamientos,

Ā =

√

30
7

[

1− 1080F2 (1− E)
(

1− a2)]k2
cA,

�̄ =















2kc

√

17
462















−1

�,

�̄ =















4

√

17
462















−1

�. (3.81)

Aśı, la Ec. (3.80) se reescribe en forma más simple como,

∂Ā
∂t̄
= r Ā+

(

∂

∂�
− i

∂2

∂�2

)2

Ā− Ā|Ā|2, (3.82)

en donder = R̄k2
c/720. La Ec. (3.82) describe los cambios que tienen los ro-

llos bajo la influencia de la perturbación r. Aśı, en esta aproximación, v́alida
únicamente para número de onda pequeño, cercana a la criticalidad la ecuación
para la amplitud de rollos convectivos posee la misma estructura que las que sur-
gen en otros problemas de estabilidad hidrodinámica. En particular, tiene la misma
forma que la del fluido newtoniano. Laúnica diferencia se encuentra en la magni-
tud de la amplitud, que depende de los parámetros viscoelasticos (ver Ec. (3.81)).
La informacíon sobre la inestabilidad de estos patrones, obtenida de la Ec. (3.82),
ha sido ampliamente estudiada y puede hallarse en Maneville y Godréche [71],
Manneville [72] y ḿas recientemente, en la revisión de Hoyle [67]. De acuerdo con
Ec. (3.82), los rollos convectivos pueden tener inestabilidades de Eckhaus [59,73]
en las cuales los patrones pueden comprimirse o expandirse. Esta inestabilidad
puede darse en situaciones donde la longitud de onda es muy larga, que corres-
ponde a este caso, y eventualmente puede llevar a la creación o elminacíon de
rollos mientras el sistema trata de ajustarse a una longitud de onda más favorable.
Otro tipo de inestabilidad en rollos es la de zigzag [59, 61] la cual sucede cuando
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se desprecian las perturbaciones que varı́an en� y se crean ondulaciones en los
rollos a lo largo de su eje. Esta inestabilidad también aparece cuando la longitud de
onda es muy larga, y el sistema trata de reducirla debido a que es difı́cil mantener
una celda convectiva grande.

Siguiendo los pasos de Hoyle [67,68], hasta el momento se tiene un patrón de
rollos perfecto con ńumero de onda� un poco separado de su valor crı́tico definido
por,

Ā = Ā0ei�� , (3.83)

en dondeĀ0 y � est́an relacionados por,

Ā2
0 = r −�2. (3.84)

Entonces, se investiga la inestabilidad de los rollos representados por la Ec.
(3.83) aplicando pequeñas perturbaciones a su amplitud y fase. Esto se expresa
como Ā = Ā0

(

1+ Ā1

)

exp
[

i�� + φ
]

, donde ambas̄A1, φ << 1. Al sustituir esta
última expresíon paraĀ en Ec. (3.80) se obtienen las siguientes ecuaciones,

∂Ā1

∂t̄
= −2Ā2

0Ā1 − 2�
∂φ

∂�
+
∂2Ā1

∂�2
+

∂3φ

∂�∂�2
+�

∂2Ā1

∂�2
−

1
4
∂4Ā1

∂�4
, (3.85)

∂φ

∂t̄
= 2�

∂Ā1

∂�
+
∂2φ

∂�2
−

∂3Ā1

∂�∂�2
+�

∂2φ

∂�2
−

1
4
∂4φ

∂�4
, (3.86)

quedescriben la evolución de las perturbaciones a la amplitud y fase de los ro-
llos. Se consideran ahora, las siguientes representaciones para las perturbaciones
Ā1 = Ã1 exp

[

Σt̄ + ik̃X� + ik̃Y�
]

, y φ = φ̃ exp
[

Σt̄ + ik̃X� + ik̃Y�
]

, dondek̃X y k̃Y

son las componentes de la perturbación al ńumero de onda crı́tico. Al sustituir lo
anterior en Ecs. (3.85-3.86) se obtiene un problema de valor propio para la razón
de crecimientoΣ. El resultado es,

Σ1 = −2Ā2
0 +O

(

k̃X
2)
, (3.87)

Σ2 = −k̃X
2





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4

Ā6
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+
2�k̃X

2
k̃Y

2

Ā2
0

−
k̃Y

4

4
+O

(

k̃X
6
)

. (3.88)

La Ec. (3.87) corresponde ãA1 y Ec. (3.88) aφ̃. Debe notarse que en la Ec.
(3.87) queΣ1 < 0 y por lo tanto los rollos son estables a perturbaciones en su
amplitud. Losk̃X y k̃Y en la Ec. (3.88) dan lugar a dos diferentes inestabilidades
de fase. CuandõkY = 0 y usando la Ec. (3.84), la Ec. (3.88) se simplifica a
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Σ2 = −k̃X
2 (

r − 3�2
)

/
(

r −�2
)

. Σ2 espositiva parar < 3�2. Entonces, dadas las
condiciones anteriores surge la inestabilidad de Eckhaus, descrita arriba. Por otro
lado, cuandok̃X = 0, laΣ2 tambíen es positiva pero para� < 0 y k̃Y

2
< −4�, lo

cual da origen a las inestabilidades de zigzag descritas anteriormente.

Inestabilidad de patrones cuadrados

Los patrones cuadrados son comunes en las celdas de convección natural. Éstos
han sido reportados en un fluido newtoniano confinado entre dos paredes pobre-
mente conductoras por Busse y Riahi [74], Proctor [21], Riahi [75], Le Gal y Cro-
quette [76]. Tambíen en la convección forzada de un fluido newtoniano confinado
entre dos paredes pobremente conductoras por Cox [69, 70], y en el fenómeno de
conveccíon con doble difusíon por Knobloch y Proctor [77], entre otros.

Antes de continuar, se da una explicación de la naturaleza de los patrones cua-
drados. Los patrones cuadrados consisten de dos conjuntos de rollos superpuestos
con sus ejes eńangulo recto entre si. El mecanismo fı́sico a trav́es del cual se
forman los cuadrados ha sido ya reportado experimentalmente por diversos inves-
tigadores [76] desde hace varios años. Al inicio de la convección natural, el patŕon
que surge es un conjunto de rollos axisimétricos que se desestabilizan a causa del
forzamiento que lleva al sistema un poco lejos de la criticalidad y que se empiezan
a ondular para depués convertirse en el arreglo de cuadrados. Nuevamente, se hace
la suposicíon de que la Ec. (3.75) satisface la siguiente solución,

Φ1 = A (�,�, t̄) exp(ikcx) + A∗ (�,�, t̄) exp(−ikcx)

+ B (�,�, t̄) exp(ikcy) + B∗ (�,�, t̄) exp(−ikcy) . (3.89)

No confundir la amplitudB (�,�, t̄) con el ńumero de Biot usado en el capı́tulo
anteriorB. Siguiendo el mismo procedimiento que en la sección anterior, se ob-
tienen las ecuaciones de Ginzburg-Landau para las amplitudes de los dos conjuntos
de rollos,

∂Ā
∂t̄
= r Ā+

∂2Ā

∂�2
− Ā

(

|Ā|2 +
2
3
|B̄|2

)

, (3.90)

∂B̄
∂t̄
= r B̄+

∂2B̄

∂�2
− B̄

(

|B̄|2 +
2
3
|Ā|2

)

, (3.91)

lascuales tambíen han sido escaladas de manera conveniente usando las Ecs. (3.81).
Con un ańalisis similar al realizado en el apartado anterior siguiendo el procedi-
miento de Hoyle [67, 68], se determinó que, para el presente problema, los cua-
drados son patrones estables a perturbaciones en su amplitud y además, el sistema
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tiene preferencia a su configuración con respecto a los rollos cuandor > 0. Por
otro lado, la estructura de los términos cruzados en las Ecs. (3.90-3.91), indica que
los cuadrados pueden tener inestabilidad rectangular, es decir, que pueden compri-
mirse en una dirección y dilatarse en la otra dando origen a rectángulos. También
se determińo que la inestabilidad de cuadrados, en la que el patrón se comprime o
se dilata en la misma proporción en ambas direcciones, no es posible en este caso
(ver la revisíon de Hoyle [67] para ḿas detalles).

Inestabilidad de patrones hexagonales

Los patrones hexagonales son comunes en la naturaleza. Pueden aparecer en condi-
ciones de convección en fluidos con viscosidad que depende de la temperatura
como lo reportaron Palm [78], Busse [63], White [79]. En convección forzada
como lo report́o Cox [69, 70]. En convección termocapilar como lo reportaron
Golovin et al. [80], Shtilman y Sivashinsky [81], entre otros.

Un patŕon de celdas hexagonales en realidad está formado por un conjunto de
tres rollos que se encuentran a unángulo de 120◦ entre si. La forma que tiene la
solucíon en este caso y que satisface Ec. (3.75) es,

Φ1 = A (�,�, t̄) exp(ikcx) + A∗ (�,�, t̄) exp(−ikcx)

+ B (�,�, t̄) exp

[

ikc

2

(

−x+
√

3y
)

]

+ B∗ (�,�, t̄) exp

[

−
ikc

2

(

−x+
√

3y
)

]

+C (�,�, t̄) exp

[

− ikc

2

(

x+
√

3y
)

]

+C∗ (�,�, t̄) exp

[

ikc

2

(

x+
√

3y
)

]

. (3.92)

El proceso que se sigue para obtener las ecuaciones de Ginzburg-Landau co-
rrespondientes es el mismo que en las secciones anteriores. Nótese, que todos los
rollos poseen el mismo número de onda crı́tico. El conjunto de ecuaciones que se
obtiene, se reescribe usando los escalamientos dados en Ecs. (3.81),

∂Ā
∂t̄
= r Ā+

∂2Ā

∂�2
− Ā

(

|Ā|2 + |B̄|2 + |C̄|2
)

, (3.93)

∂B̄
∂t̄
= r B̄+

(

∂2

∂�2
+ 3

∂2

∂�2

)

B̄− B̄
(

|Ā|2 + |B̄|2 + |C̄|2
)

, (3.94)

∂C̄
∂t̄
= rC̄ +

(

∂2

∂�2
+ 3

∂2

∂�2

)

C̄ − C̄
(

|Ā|2 + |B̄|2 + |C̄|2
)

. (3.95)

Las Ecs. (3.93-3.95) representan la evolución de los patrones hexagonales y
a la vez expresan de manera general los dos casos anteriores: rollos y cuadra-
dos. Es decir, que los patrones hexagonales pueden ser inestables a cuadrados y
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rollos. Los hex́agonospueden transformarse en cuadrados o rectángulos si dos
de las amplitudes, en las Ecs. (3.93-3.95), son iguales. Los hexágonos también
pueden transformarse en rollos cuando dos de las amplitudes son cero en las Ecs.
(3.93-3.95).

Consid́erese un patrón hexagonal conformado por tres conjuntos de rollos con
números de onda que están ligeramente separados dekc y definidos como,

Ā = Ā0ei�� , B̄ = Ā0e
i�
2

(

−�+
√

3�
)

, C̄ = Ā0e−
i�
2

(

�+
√

3�
)

, (3.96)

endonde las constantes̄A0 y � est́an relacionados como sigue,

Ā2
0 =

r −�2

3
. (3.97)

A continuacíon, se muestra en la Fig. (3.2) un diagrama de bifurcación para
los patrones hexagonales. Este diagrama se construyó a partir de las Ecs. (3.84)
y (3.97). Las diferentes curvas señalan la estabilidad de los rollos y hexágonos,
donde la ĺınea śolida indica una situación estable y la lı́nea cortada indica una
situacíon inestable. El modo mixto representado por la lı́nea horizontal correspon-
de al caso en el que ambos, rollos y hexágonos, interactúan y compiten para ser
el patŕon dominante. Es de hacer notar que inicialmente, al separarnos un poco de
la criticalidad, los hex́agonos son estables hasta el punto que su curva corta la co-
rrespondiente al modo mixto. Nótese la regíon donde compiten rollos y hexágonos
por dominar, sẽnalada por los dos puntos de cruce de la lı́nea horizontal cortada
de modo mixto en la que ambos patrones son estables. Sin embargo, después de
que la ĺınea para modo mixto y la correspondiente a hexágonos se intersectanéstos
últimos patrones convectivos son inestables y sólo los rollos son estables. Para
construir el diagrama en la Fig. (3.2) se consideró un valor der = 0.1.

3.4 Resultados

Uno de los resultados ḿas importantes del análisis no lineal de la estabilidad del
presente sistema fı́sico, fue el de incluir efectos inerciales a través del t́ermino no
lineal acoplado con una ecuación extra de evolución de longitud de onda larga, las
Ecs. (3.63-3.64), para los tres fluidos viscoelásticos considerados en la aproxima-
ción a ńumero de onda pequeño. Esta ecuación es novedosa ya que añade efectos
importantes en la inestabilidad de los patrones convectivos. Las Ecs. (3.63-3.64)
pueden reducirse a las reportadas anteriormente por Pismen [56] al eliminar los
efectos viscoelásticos. Adeḿas, se determińo que las ecuaciones de evolución Ecs.
(3.63-3.64) śolo permiten pequẽnos efectos viscoelásticos conF y E no mayores a
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcación de los patrones hexagonales. La lı́nea śolida
corresponde a una condición estable y la lı́nea cortada corresponde a una condición
inestable.

0.032 y 0.1, respectivamente. Por otro lado, se encuentra al investigar la estabilidad
de los patrones convectivos que debido al orden de aproximación a ńumero de onda
pequẽno considerado la ecuación no lineal extra que se da en la Ec. (3.64) inespe-
radamente no proporciona una contribución al problema, implicando que el fluido
viscoeĺastico se comporta de manera similar al newtoniano. Es probable que con un
orden de aproximación mayor las contribuciones de los efectos viscoelásticos en la
Ec. (3.64) modifiquen no solo el tamaño de los patrones, sino también su compor-
tamiento. Por ello, las ecuaciones de Ginzburg-Landau obtenidas, que describen
el comportamiento de las amplitudes de las celdas convectivas, no incluyen los
efectos de la vorticidad arriba mencionados. Por otro lado, con un reescalamiento
adecuado fue posible expresar la ecuación para la amplitud de forma canónica la
cual es similar a la que se encuentra en el caso newtoniano. Es decir, que los efec-
tos viscoeĺasticos no influiŕan en la selección de patrones; pero si influirán en el
tamãno de los mismos.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

4.1 Conveccíon natural en una capa de fluido viscoeĺastico
de Maxwell

Se encontraron resultados muy interesantes cuando se tomaron en cuenta los efec-
tos de las conductividades térmicas y espesores de las paredes en la convección
lineal de una capa de fluido viscoelástico de Maxwell. El caso considerado aquı́
es el de un sistema que tiene paredes con igual conductividad térmica y espesor.
Los ńumeros de Prandtl considerados fueronPr = 1,10 y los tiempos de relajación
representativos,F = 0.1,100.

En el caso dePr = 1, se mostŕo que, en las situaciones deF = 0.1 y F = 100,
valores grandes del cociente de conductividades térmicasX desestabiliza al sis-
tema. Ńotese que el efecto de los espesores de las paredes es más importante aquı́
cuandoF = 0.1 que cuandoF = 100. Una situacíon muy interesante ocurre para
F = 0.1 debido a la competencia entre la convección estacionaria y la convección
oscilatoria. Estáultima e interesante situación puede observarse en la Fig. 2.4(c)
en las curvas deωc vs. X cuandoωc cae a cero y X crece. En la Fig. 2.6 donde
se muestra que los movimientos oscilatorios dominan la inestabilidad del sistema
cuandoPr crece hasta aproximadamentePr = 1.4. En los puntos de codimensión
dos, correspondientes a diferentes valores de D, la convección se convierte en esta-
cionaria. Esto se muestra en las curvas de la Fig. 2.4(a) paraRc vs. X como una
cáıda śubita del ńumero de Rayleigh crı́tico. Un comportamiento similar puede
observarse en las curvas parakc vs. X de la Fig. 2.4(b).

CuandoPr = 10 y F = 0.1 el efecto relativo del espesor de la pared se reduce
considerablemente. CuandoF = 100 las magnitudes de los valores crı́ticos son
tan pequẽnos que es difı́cil notar un efecto importante del espesor de las paredes.
Se encontŕo que, dependiendo del valor del tiempo de relajación F, el cociente de
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conductividades X juega un rol diferente. CuandoF es pequẽna X estabiliza y
cuandoF es grande X desestabiliza. Estos resultados contrastan con los de con-
veccíon estacionaria en un fluido Newtoniano [49, 50] donde el sistema se vuelve
mas inestable cuando el valor de X crece.

La interpretacíon f́ısica de lo expuesto es complicada debido al efecto combi-
nado de los parámetros involucrados. Primero se aborda solo el efecto de X y D
cuandoF es grande. Del cociente X, que permite considerar desde paredes con
muy buena conductividad térmica hasta paredes aislantes, por ejemplo puede de-
cirse que para X pequeña el fluido tiene una conductividad térmica proporcional
originando la estabilización del sistema como se muestra en las Figs. 2.4(a)-2.4(f)
y Figs. 2.5(a)-2.5(f). Es decir que hay un decremento en la temperatura a través
de la capa de fluido y no de las paredes. Una situación inversa se da cuando X es
grande. El cociente D es importante para valores intermedios de X y puede ser in-
terpretado en términos del tiempo de difusión t́ermico vertical (espesor/difusividad
térmica) en la pared. Por ejemplo, si se considera una D grande para la pared in-
ferior tambíen se tiene un incremento del tiempo de difusión t́ermico a trav́es de
un mayor espesor de la pared o de la disminución de su difusividad térmica impli-
cando que el tiempo que toma al flujo de calor alcanzar la capa de fluido es mayor
y por lo tanto el sistema es más estable. Una situación inversa se observa cuando
D es pequẽna. Por otro lado, el efecto de la viscoelasticidad también se aprecia
en las magnitudes deRc, kc y ωc ya que indistintamente del valor dePr el sistema
siempre es ḿas inestable cuandoF es grande. CuandoF es pequẽna, las curvas
de criticalidad que se muestran en las Figs. 2.4(a)-2.4(c) y Figs. 2.5(a)-2.5(c) pre-
sentan un comportamiento opuesto al que se encuentra conF grande y se atribuye
únicamente aF. La interpretacíon deéstos resultados es todavı́a más complicado
ya que involucra convección estacionaria compitiendo con la convección oscilato-
ria por desestabilizar el sistema. Tal interpretación debe darse en términos de un
tiempo de difusíon t́ermico vertical de la capa de fluido considerando también a X
y D.

4.2 Seleccíon de patrones convectivos

Se hicieron avances importantes en la estabilidad hidrodinámica no lineal de una
capa de fluido viscoelástico de Oldroyd confinada entre dos paredes sólidas de
conductividad pobre usando la aproximación de ńumero de onda pequeño. Por
un lado, se tomaron en cuenta las contribuciones de los efectos no lineales de la
vorticidad a trav́es de un t́ermino que debe ser evaluado con una ecuación extra,
la Ec. (3.64). Por otro lado, se analizó la inestabilidad de rollos, cuadrados y
hex́agonos en la capa de fluido viscoelástico. En la aproximación a ńumero de onda
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pequẽno considerada no hubo contribuciónde la vorticidad debido a la simetrı́a en
las derivadas de la Ec. (3.64). También se halĺo que las ecuaciones de evolución
permitenúnicamente pequeños efectos viscoelásticos limitando las posibilidades
del ańalisis de estabilidad, esto esF no puede ser mayor que 0.032. Fı́sicamente,
se puede decir que cerca del inicio de la convección los efectos de la vorticidad
son pequẽnos, y no afectan los patrones convectivos. Se requiere hacer un análisis
numérico completo del sistema de dos ecuaciones con un número de Rayleigh
más lejos de la criticalidad para determinar la importancia de la contribución de la
vorticidad en la convección natural de los tres fluidos viscoelásticos investigados.

Las inestabilidades de los rollos, cuadrados y hexágonos se estudiaron por
medio de sus ecuaciones de Ginzburg-Landau. Se determinaron las condiciones
bajo las cuales se dan cada uno de ellos cuando el sistema está un poco lejos de
la criticalidad. Aunque, al inicio de la convección los patrones formados son pu-
ramente rollos, el sistema puede buscar una mejor configuración a trav́es de los
cuadrados y hex́agonos. Sin embargo, como se muestra en Fig. (3.2) el patrón
de hex́agonos también puede desestabilizarse. Además, se determińo que debido
a que las ecuaciones de Ginzburg-Landau halladas pueden ser reescritas en forma
cańonica (ver Hoyle [67, 68]), los efectos viscoelásticos no influyen en la forma
que adquieren los patrones convectivos dominantes, influyendoúnicamente en el
tamãno de los mismos. Debido a la no linealidad tanto de las ecuaciones consti-
tutivas de los fluidos viscoelásticos considerados como de la ecuación de balance
de momento los resultados encontrados son totalmente inesperados; pero cabe la
posibilidad de que el empleo de un método ḿas general para atacar el problema no
lineal śı incluya los efectos que la presente aproximación no pudo.

4.3 Investigacíon en el futuro

En la ĺınea de investigación que se siguió en el presente proyecto hay todavı́a
muchas cosas por hacer. Algunos problemas inmediatos a considerar son el de
la estabilidad lineal de una capa de fluido viscoelástico de Oldroyd calentada por
abajo incluyendo las propiedades térmicas y geoḿetricas de las paredes, donde será
de inteŕes hacer comparaciones con los resultados aquı́ expuestos y ya publicados.
Otra posibilidad, es la de incluir los efectos de las paredes laterales con o sin ca-
lentamiento, lo cual es de interés en muchas aplicaciones donde los movimientos
convectivos están presentes. Una cuestión importante es la de ampliar en el futuro
el caŕacter de la investigación alárea experimental con el objetivo de complementar
y enriquecer los trabajos que se lleven a cabo.
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Apéndice A

Otra aproximación del problema
lineal con el método de Galerkin

Aqúı se expone otra aproximación que es la deĺetodo de Galerkin [2]. Con este
método se pueden obtener expresiones asintóticas ḿas simples y manejables para
el presente problema de valor propio. Debido a que las magnitudes resultantes de
(R, ω,k,Pr) (ver Fig. 2.4-2.5), no fue posible obtener expresiones asintóticas de
R y ω de la f́ormula dada en Ec. (2.42). Además, la presencia deq =

√
k2 + σ

enel argumento de varias funciones hiperbólicas hace dif́ıcil obtener expresiones
asint́oticas.

De esta manera, el proceso para resolver el problema de valor propio dado
por el sistema de (2.28-2.29) sujeto a las condiciones de frontera Ec. (2.30) y Ec.
(2.37) consiste en considerar las siguientes funciones de prueba paraW y ω, las
cuales satisfacen las condiciones de frontera Ec. (2.30) y Ec. (2.37),

W =
∞
∑

n=0

En [z(z− 1)]2+n , (A.1)

Θ = G0

(

1+ Bz− Bz2
)

+

∞
∑

n=1

Gnzn+1
(

z− n+ 2+ B
n+ 1+ B

)

. (A.2)

Despúesde sustituir lasW y Θ dadas en las Ec. (A.1) y Ec. (A.2) en el sistema
de Ecs. (2.28-2.29) se forma un residuo que se hace ortogonal a las funciones de
prueba correspondientes,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1
0

WmL1Wn dz − (1+ Fσ) Rk2
∫ 1
0

WmΘn dz
∫ 1
0
ΘmWn dz −

∫ 1
0
ΘmL2Θn dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (A.3)
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endonde los operadoresL1 y L2 est́andefinidos como,

L1 =
σ

Pr
(1+ Fσ)

(

d2

dz2
− k2

)

−
(

d2

dz2
− k2

)2

,

L2 = σ −
(

d2

dz2
− k2

)

.

El determinante Ec. (A.3) es una condición de solubilidad de la cual podemos
calcularR. Las primera y segunda aproximación deRpueden ser f́acilmente calcu-
ladas del determinante Ec. (A.3). Estas expresiones analı́ticas deRno se presentan
por ser complejas. En las siguientes secciones estas aproximaciones se usan para
dar las expresiones asintóticas deR y ω.
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Apéndice B

Expresiones asint́oticas del
problema lineal para Pr → ∞

En esta sección se presentan expresiones asintóticas deR y ω calculadas para el
caso dePr → ∞. Se tomaron algunas ideas del trabajo de Kolkka y Ierley [27]
que fueron usadas para los desarrollos deR y ω. Nótese que las fórmulas son
grandes y complicadas debido a queéstas incluyen el cociente de las conductivi-
dades t́ermicas, el cual no habı́a sido presentado hasta ahora en el problema vis-
coeĺastico.

Como se menciońo arriba, se realizaron otras dos aproximaciones para los co-
cientes de espesores. Esto afecta la función hiperb́olica que aparece en el número
de Biot. De esta manera, cuando tenemosD → 0 el ńumero de Biot se aproxima
por B = (XD)−1 y cuando tenemosD→ ∞ éste esB = qX−1, respectivamente.

Usando la aproximación de primer orden del ḿetodo de Galerkin Ec. (A.3)
algunas expresiones deR y ω fueron calculadas.

B.1 Caso dePr → ∞, F → 0 y D→ 0

Aqúı se uśo el siguiente esquema de desarrollos

ω2 = ω2
0Pr

3
2 + ω2

1Pr + ω2
2Pr

1
2 +O (1) ,

k = k0Pr
1
4 +O

(

Pr−
3
4

)

,

y lasexpresiones resultantes son
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R= C5

[

C6

F2
+

1

Fk2
0

√
Pr

[

C6Fk4
0 + 14+ 320XD+ 2940X2D2 + 12600X3D3

+ 21600X4D4
]

+
1

Fk4
0Pr

[ (

22+ 400XD+ 2820X2D2 + 9000X3D3

+10800X4D4
)

Fk4
0 +C6k4

0 + 364+ 7440XD+ 62640X2D2

+ 259200X3D3 + 453600X4D4
]

+O

(

1

Pr
3
2

)

,

ω2 =
1

1+ 30X2D2 + 10XD

[

C6
k2

0Pr
3
2

F
+ (12F − 1) C6

Pr

F2
+

[

360C6F

− 2
(

1+ 40XD+ 540X2D2 + 2700X3D3 + 5400X4D4
) ]

√
Pr

F2k2
0

−
[

C6

(

k4
0 + 4320F

)

+ 340+ 6480XD+ 50400X2D2 + 194400X3D3

+ 324000X4D4
] 1

k4
0F2
+O

(

1
√

Pr

)

.

B.2 Caso dePr → ∞, F → 0 y D→ ∞

Aqúı, el esquema de desarrollos fue modificado para incluir el efecto del cociente
de conductividadesX como sigue,

ω2 = ω2
0Pr + ω2

1Pr
1
2 + ω2

2 +O
(

Pr−
1
2

)

,

k = k0 +O
(

Pr−1
)

,

y las expresiones resultantes son
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R=
1498

675k20F
3
2

√

k4
0 + 24k2

0 + 504
√

12+ k2
0

√
Pr

+
2996X

√
2
(

k6
0 + 36k4

0 + 792k2
0 + 6048

)

2025k20
(

k4
0 + 24k2

0 + 504
)

3
4
(

12+ k2
0

)
1
4 F

5
4 Pr

3
4 (1+ X)

+O

(

1
Pr

)

,

ω2 =

(

k4
0 + 24k2

0 + 504
)

Pr
(

12+ k2
0

)

F
−

√

√

√

√

(

k4
0 + 24k2

0 + 504
)

(

12+ k2
0

)

F3

√
Pr +O (1) ,

endonde los coeficientesC5 y C6 dependen de los parámetros (X,D), y que est́an
definidos como sigue,

C5 =
28

3(3+ 14XD)2
(

1+ 30X2D2 + 10XD
) ,

C6 = 1+ 20XD+ 160X2D2 + 600X3D3 + 900X4D4.

B.3 Caso dePr → ∞, F → ∞ y D→ 0

Este caso fue calculado independientemente con la aproximación de segundo or-
den del ḿetodo de Galerkin Ec. (A.3). Es necesario mencionar que la primera
aproximacíon no es buena en este lı́mite. Para los casos de D→0 y D→ ∞ fue
considerado primero un desarrollo de dos términos con respecto aPr → ∞ y de-
spúes se usaron los siguientes desarrollos paraF → ∞,

ω2 = ω2
0F−1 + ω2

1F−2 +O
(

F−3
)

,

k = k0 +O
(

F−1
)

.

De esta manera, para D→0 se tiene,
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R= C7

[ (

X2D2 +
XD
3
+

1
30

)

(

5k8
0 + 1056k6

0 + 104544k40 + 2471040k20

+40772160)

[

(

3k4
0 + 520k20 + 40040

)

X2D2

15
+

(

31k4
0 + 5772k20 + 463320

)

XD

405

19k4
0

2430
+

598k2
0

405
+

16588
135

]

+
1
Pr

[

k2
0

15

(

15k10
0 + 5484k80 + 949520k60

+86898240k40 + 4063625280k20 + 38869459200
)

X4D4 +















58k12
0

81
+

36608k10
0

135

+
241608k8

0

5
+

22600864k6
0

5
+ 218366720k4

0 + 2528477952k20 + 5182594560















X3D3 +















k12
0

5
+

157118k12
0

2025
+

1909504k8
0

135
+

12151568k6
0

9
+

1008587008k4
0

15

+ 905645312k2
0 + 3109556736

)

X2D2 +















94k12
0

3645
+

61864k10
0

6075
+

1276984k8
0

675

+
41371616k6

0

225
+

141050624k4
0

15
+

425641216k2
0

3
+ 617723392















XD

+

(

k2
0 + 10

)

72900

(

95k10
0 + 36942k80 + 6774768k60 + 637034112k40

+30440494656k20 + 295761248640
)

]

+O

(

1
Pr2

) ]

,

ω2 =
(

5k8
0 + 1056k60 + 104544k40 + 2471040k20 + 40772160

)

[

486
(

X2D2

+
31XD

81
+

19
486

)

k4
0 + 84240

(

X2D2 +
37XD

90
+

23
540

)

k2
0 + 6486480

(

X2D2 +
3XD

7
+

29
630

) ]

[ (

2430k10
0 + 888408k80 + 153822240k60

+14077514880k40 + 658307295360k20 + 6296852390400
)

X2D2

+
(

930k10
0 + 357948k80 + 64370592k60 + 5983870464k40 + 283040334720k20

+2728636035840) XD + 95k10+ 36942k8 + 6774768k6

+ 637034112k4 + 30440494656k2 + 295761248640
]−1

Pr +O
(

Pr2
)

.
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B.4 Caso dePr → ∞, F → ∞ y D→ ∞

Aqúı, las expresiones para D→ ∞son,

R= C8

[

(

5k8
0 + 1056k60 + 104544k40 + 2471040k20 + 40772160

)

[

(

14580k40 + 2527200k20 + 194594400
)

k0X4 +
(

10080k60 + 1797660k40

+141523200k20 + 194594400
)

X3 +
(

2832k60 + 519660k40 + 41614560k20

+64864800) k0X2 +
(

374k60 + 70248k40 + 5728320k20 + 4942080
)

k2
0X

+
(

19k4
0 + 3588k20 + 298584

)

k5
0

]

+
(

30k0X + 60X+ 10k0 + 10k2
0X

+k3
0

)

[

(

2430k10
0 + 888408k80 + 153822240k60 + 14077514880k40

+658307295360k20 + 6296852390400
)

X2 +
(

930k10
0 + 357948k80

+64370592k60 + 5983870464k40 + 283040334720k20 + 2728636035840
)

k0X +
(

95k10
0 + 36942k80 + 6774768k60 + 637034112k40 + 30440494656k20

+295761248640) k2
0

] 1
Pr
+O

(

1
Pr2

) ]

,

ω2 =
(

5k8
0 + 1056k60 + 104544k40 + 2471040k20 + 40772160

)

[

19k6
0

+ 186k50X +
(

3588+ 486X2
)

k4
0 + 34632Xk30 +

(

298584+ 84240X2
)

k2
0

+ 2779920Xk0 + 6486480X2
][

95k12
0 + 930k11

0 X +
(

2430X2 + 36942
)

k10
0 + 357948k90X +

(

888408X2 + 6774768
)

k8
0 + 64370592k70X

+
(

153822240X2 + 637034112
)

k6
0 + 5983870464k50X +

(

14077514880X2

+30440494656) k4
0 + 283040334720k30X +

(

658307295360X2

+295761248640) k2
0 + 2728636035840Xk0 + 6296852390400X2

]−1
Pr

+O
(

Pr2
)

,

en dondeC7 y C8 son coeficientes grandes que dependen de los parámetros(F, k0,X,D),
y que se definen como sigue,
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C7 =
350

297k20F

[ (

X2D2 +
31XD

81
+

19
486

)

k4
0 +

(

520X2D2

30
+

1924XD
27

+
598
81

)

k2
0 +

40040X2D2

3
+ 5720XD+

16588
27

]−2

,

C8 =
7

433026k30F

[















k4
0 +

520k2
0

3
+

40040
3















X2 +
31
81















k4
0 +

5772k2
0

31

+
463320

31

)

k0X +
19
486















k4
0 +

3588k2
0

19
+

298584
19















]−2
.
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Apéndice C

Expresiones asint́oticas del
problema lineal para F → ∞

En este ĺımite, fue necesaria la segunda aproximación del ḿetodo de Galerkin Ec.
(A.3). Nótese que las aproximaciones asintóticas presentadas en este apéndice son
válidas para cualquier número de PrandtlPr. Para ambos casos, D→0 y D→ ∞,
se uśo el siguiente esquema de desarrollos paraF → ∞,

ω2 = ω2
0F−1 + ω2

1F−2 +O
(

F−3
)

,

k = k0 +O
(

F−1
)

.

C.1 Caso de D→0

Las expresiones para cualquier número de Prandtl son
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R= C10

[

C9

[















+
254k12

0

10989
+

41264k10
0

4995
+

1666568k8
0

1665

+
4735312

111
k6

0 +
9710272

37
k4

0 −
286256256

37
k2

0 −
5568076800

37

)

X2D2















347k12
0

32967
+

58952k10
0

14985
+

2536972k8
0

4995
+

42840944k6
0

1665
+

222100736k4
0

555

+
38310272k2

0

37
−

1540501248
37















XD +
659k12

0

593406
+

19324k10
0

44955

+
863234k8

0

14985
+

5256808k6
0

1665
+

35244352k4
0

555
+

260438464k2
0

555

−
89707904

37

]

+















k08 +
13456k6

0

37
+

1400784k4
0

37
+

25534080k2
0

37

+
144555840

37

)

[















k8
0 +

1056k6
0

5
+

235268k4
0

15

+ 471328k02 + 7673952
)

X2D2 +















31k8
0

81
+

10912k6
0

135
+

254276k4
0

45

+
2432144k2

0

15
+ 2914912















XD +
19k8

0

486
+

3344k6
0

405
+

74602k4
0

135

+
129272k2

0

9
+

1397968
5

]] 1
F
+O

(

1
F2

)

,

ω2 =

(

5k6
0 + 792k4

0 + 52272k20 + 617760− 6C9

)

Pr
(

5k4
0 + 528k2

0 + 5148
)

F
+O

(

1
F2

)

.

C.2 Caso de D→ ∞

Aqúı, para cualquier ńumero de Prandtl, la solución es
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R= C11

[

C9

[















254k12
0

10989
+

41264k10
0

4995
+

1666568k8
0

1665
+

4735312k6
0

111
+

9710272k4
0

37

−
286256256k2

0

37
− 5568076800

37















X2 +















347k13
0

32967
+

58952k11
0

14985
+

2536972k9
0

4995

+
42840944k7

0

1665
+

222100736k5
0

555
+

38310272
37

k3
0 −

1540501248k0

37















X

+
659k14

0

593406
+

19324
44955

k12
0 +

863234k10
0

14985
+

5256808k8
0

1665
+

35244352k6
0

555

+
260438464k4

0

555
−

89707904k2
0

37

]

+















k8
0 +

13456k6
0

37
+

1400784k4
0

37

+
25534080k2

0

37
+

144555840
37















[(

k8
0 +

1056k6
0

5
+

235268k4
0

15
+ 471328k2

0

+ 7673952
)

X2 +

(31k9
0

81
+

10912k7
0

135
+

254276k5
0

45
+

2432144k3
0

15

+ 2914912k0

)

X +
19k10

0

486
+

3344k8
0

405
+

74602k6
0

135
+

129272k4
0

9

+
1397968k2

0

5

]] 1
F
+O

(

1
F2

)

,

ω2 =

(

5k6
0 + 792k4

0 + 52272k20 + 617760− 6C9

)

Pr
(

5k4
0 + 528k2

0 + 5148
)

F
+O

(

1
F2

)

,

endondeC9, C10 y C11 son coeficientes que dependen de los parametros(Pr, k0,X,D),
y son definidos como,

C9 =

√

1221k80 + 444048k60 + 46225872k4
0 + 842624640k20 + 4770342720,
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C10 = 3398598000

[

(

X2D2 + XD
3 +

1
30

)

k2
0 + 2XD + 1

3

] (

k4
0 +

528k2
0

5 + 5148
5

)

k2
0Pr

(

5k6
0 + 792k40 + 52272k20 + 617760− 6C9

)

[

(

13716X2D2 + 6246XD+ 659
)

k6
0 +

(

3441636X2D2 + 1617660XD

+178530) k4
0 + 486

(

C9 +
1395680

3

)

X2D2k2
0 + (186C9 + 104339664)

XDk2
0 + (19C9 + 11768328) k2

0 + 42120(C9 + 29172) X2D2

+ (17316C9 + 602316000) XD + 71474832+ 1794C9

]−2
,

C11 = 3398598000

[

k3
0

30 +
k2

0X
3 +

(

1
3 + X2

)

k0 + 2X
]

(

k4
0 +

528
5 k2

0 +
5148

5

)

k0Pr
(

5k6
0 + 792k40 + 52272k20 + 617760− 6C9

)

[

(

13716k60 + 3441636k40 + (226100160+ 486C9) k2
0 + 1228724640

+42120C9) X2 +
(

6246k70 + 1617660k50 + (186C9 + 104339664) k3
0

+ (602316000+ 17316C9) k0) X + 659k80 + 178530k60 + (11768328

+19C9) k4
0 + (71474832+ 1794C9) k2

0

]−2
.
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Apéndice D

Expresiones analı́ticas del
problema no lineal

En este aṕendice se presentan algunas expresiones analı́ticas del desarrollo del
ańalisis no lineal de la estabilidad hidrodinámica de una capa de fluido viscoelástico.
Se ha usado la siguiente notación,

∇⊥ f (x, y)∧ ∇⊥g(x, y) =
∂ f
∂y

∂g
∂x
−
∂ f
∂x

∂g
∂y
, (D.1)

T1
NL = −∇⊥

(

∇2
⊥χ

)

∧ ∇⊥χ′′ + ∇⊥
(

∇2
⊥χ

)

· (∇⊥ψ) − ∇⊥
(

∇2
⊥χ

)

·
(

∇⊥χ′
)

+ ∇⊥ψ ∧ ∇⊥
(

∇2
⊥χ

)

+
(

∇2
⊥ψ
′
) (

∇2
⊥χ

)

−
(

∇2
⊥ψ

) (

∇2
⊥χ
′
)

, (D.2)

T2
NL =

(

∂2χ′′

∂x2
−
∂2χ′′

∂y2
+
∂4χ

∂x4
−
∂4χ

∂y4
+ 2

∂2ψ′

∂x∂y

) (

∂2χ′

∂x2
−
∂2χ′

∂y2
+ 2

∂2ψ

∂x∂y

)

+
(

∇4
⊥χ
′ + ∇2

⊥χ
′′
)

∇2
⊥χ − ∇⊥

(

∇2
⊥ψ − ψ′′

)

∧ ∇⊥
(

∇2
⊥χ

)

+ ∇⊥
(

∇4
⊥χ + ∇2

⊥χ
′′
)

∧ ∇⊥ψ − 2
∂2

∂x∂y
∇2
⊥χ

(

∂2ψ

∂x2
−
∂2ψ

∂y2

)

− 2

(

∂2ψ′

∂y2

∂2ψ

∂x2

+
∂2ψ′

∂x2

∂2ψ

∂y2

)

+ 2

(

2
∂2

∂x∂y
∇2
⊥χ +

∂2ψ′

∂y2
−
∂2ψ′

∂x2

)
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Lascomponentes del tensor de esfuerzosτ1τ1τ1 calculadas con la aproximación a
número de onda pequeño se dan a continuación. A O(1) éstas son,
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Apéndice E

Art ı́culo publicado

A continuacíon se muestra el artı́culo publicado [82] con resultados del análisis de
estabilidad lineal de una capa de fluido viscoelástico en un gradiente de tempera-
tura.
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a b s t r a c t

Results for the linear thermoconvective stability of a layer of viscoelastic Maxwell fluid are presented. The
stability problem is characterized by taking into account the lower and upper wall thermal conductivities
as well as their thicknesses. This allows more realistic theoretical boundary conditions. A system consist-
ing of a horizontal infinite Maxwell fluid layer confined between two parallel walls perpendicular to grav-
ity is considered. The critical Rayleigh number Rc, the frequency of oscillation xc and the wavenumber kc

were determined for fixed values of the relaxation time constant F and the Prandtl number Pr. The results
are given for a range of wall thermal conductivities and thicknesses. Analytical and numerical solutions
were calculated. Some unexpected results were found in comparison to those of the Newtonian fluid
where the criticality curves become more unstable when the conductivities of the walls change from very
good conductors to very bad conductors.

� 2011 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Thermal convection of viscoelastic fluids may occur in many
experimental set-ups and technological applications such as mate-
rial processing, food and chemical industries. A particular area of
research of growing interest where hydrodynamics of viscoelastic
fluids is involved is that of the flow properties of biomolecules.
In manipulation of biomolecules like DNA, for genome analysis
and other applications, problems related to hydrodynamics arise
and the theory of viscoelastic fluids can be used. Some efforts on
this matter have been done since many years ago such as that of
Bowen and Zimm [1] who determine some viscoelastic properties
of DNA.

Thermal convection appearing in aqueous suspensions of DNA
which behave as viscoelastic fluids (see [2] for example) is a very
complex subject. This is due to a number of physical mechanisms
that contribute or compete to set in convective cells in the suspen-
sion. Krishnan et al. [3] developed a device where Rayleigh convec-
tion is relevant to perform thermally activated chemical reactions
such as polymerase chain reaction (PCR). In this case Krishnan et al.
[3] proposed to replace the conventional thermocyclers by
Rayleigh convection cells that make the device very simple and
of easily assembly in any laboratory. Braun and Libchaber [4]

proposed an efficient mechanism for trapping DNA in solution
through the interaction of thermophoresis and thermoconvection.
A study of the PCR in thermal convection for replication of DNA
was conducted by Braun et al. [5] and by Braun [6]. In a more re-
cent paper the interaction of thermophoresis and thermoconvec-
tion have been studied along with PCR for replication of DNA by
Mast and Braun [7]. Theoretical advances on the hydrodynamics
of this suspensions which exhibit viscoelastic behavior have been
conducted by Sri Krishna [8] and Laroze et al. [9,10].

The aim of this paper is to study how the thermal properties and
geometrical nature of the walls influence the hydrodynamic stabil-
ity of a viscoelastic Maxwell fluid layer. The scenario we propose
here has not been considered nor discussed before. The theory
developed in this work may be significant to complement and
understand the phenomena appearing in the applications.

The linear thermoconvective stability of a viscoelastic Maxwell
fluid layer heated from below is investigated. The constitutive
equation for the Maxwell fluid is used. It has a relaxation time that,
when large, allows for important elastic properties. The physical
problem investigated here is to understand the effect the thermal
conductivity and thickness of the walls has on the instability. In
the case of natural convection in a Newtonian fluid, this influence
was investigated by Metcalfe and Behringer [11], Cerisier et al. [12]
and Howle [13].

Natural convection in viscoelastic Maxwell fluids was first
investigated by Vest and Arpaci [14] and in an Oldroyd fluid layer
by Takashima [15]. In both papers, the temperature boundary con-
ditions are of fixed temperature at the walls.
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The fixed heat flux boundary condition at the walls was inves-
tigated by Kolkka and Ierley [16] for natural convection of a visco-
elastic Oldroyd fluid layer heated from below. Martínez-Mardones
and Pérez-García [17] reported results for the stationary and oscil-
latory convection and a codimension-two point for the case of
fixed temperature at the walls. Several advances in the study of
convection in viscoelastic fluids have been made by Rosenblat [18],
Park and Lee [19,20], Martínez–Mardones et al. [21], Dávalos-Orozco
and Vázquez Luis [22], Martínez–Mardones et al. [23–26] and more
recently by Li and Khayat [27]. Some other advances in coupled
buoyancy and capillary thermoconvection in viscoelastic fluids
have also been made by Dauby et al. [28], Lebon et al. [29] and
Parmentier et al. [30]; and earlier for capillary thermoconvection
alone by Getachew and Rosenblat [31].

The system consists of a horizontal fluid layer between two par-
allel walls which are perpendicular to gravity. The system is char-
acterized by nondimensional parameters such as: the Rayleigh
number R, the Prandtl number Pr, the relaxation time constant F,
the thermal conductivity ratios of the fluid to the lower and upper
walls (XL,XU), the thickness ratios of the lower and upper walls re-
spect to that of the fluid layer (DL,DU), the frequency of oscillation x
and the perturbation wavenumber k. The results presented here
are of great importance because the physical and geometrical
properties of the walls are taken into account. This allows the the-
ory to better simulate the real experimental conditions.

The paper is organized as follows. In Section 2 the formulation
of the problem is given including the governing equations, bound-
ary conditions as well as nondimensional parameters of the prob-
lem. In Section 3 a solution to the eigenvalue problem using
analytical techniques and numerical methods is presented. Finally,
a discussion of the results is presented in the last section.

2. Formulation of the problem

Consider the natural convection in a viscoelastic Maxwell fluid
layer confined between two infinite horizontal walls perpendicular
to gravity. The lower and upper walls have thicknesses (dL,dU) and
thermal conductivities (KL,KU), respectively. The upper surface of
the lower wall and lower surface of the upper wall are located at
z = 0 and z = 1, respectively. The fluid layer has density q, dynamic

viscosity qm (with m being the kinematic viscosity), thermal con-
ductivity KF and thickness dF.

The equations of momentum and energy of the incompressible
Maxwell fluid are linearized and perturbed (see [14,15]). Next, the
rotational operation is taken twice in the momentum equation to
obtain the following system of coupled equations for the
perturbations

1þ F
@

@t

� �
1
Pr

@

@t
r2w� Rr2

?h

� �
¼ r4w ð1Þ

@

@t
�r2

� �
h ¼ w ð2Þ

where w is the fluid velocity and h is the temperature. The dimen-
sionless parameters in Eqs. (1) and (2) are F ¼ kj=d2

F the relaxation
time, Pr = m/j the Prandtl number and R ¼ agd3

F ðTBL � TAUÞ=
½mjð1þ DUXU þ DLXLÞ� the Rayleigh number. Dimensionless vari-
ables are obtained by using the following scales: dF for length,
d2

F=j for time, (TBL � TAU)/(1 + DUXU + DLXL) for temperature and
j/dF for velocity. Notice that TBL > TAU.

In the basic state there is no motion in the fluid and the heat
transport is only by conduction. Before perturbation, the main
temperature profiles for the fluid and walls are calculated from
the linear stationary heat diffusion equation d2T/dz⁄2 = 0. These
dimensional solutions satisfy the following thermal boundary con-
ditions. The temperature is constant over the outer surface of each
wall, that is, T�L ¼ TBL at z⁄ = �dL and T�U ¼ TAU at z⁄ = dF + dU. They
satisfy the continuity of temperature and heat flux at the interface
of the fluid with each wall at z⁄ = 0 and dF, respectively. The solu-
tions, in dimensional form, are:

T�F ¼ �
ðTBL � TAUÞz�

dFð1þ DUXU þ DLXLÞ
þ TBL �

ðTBL � TAUÞDLXL

ð1þ DUXU þ DLXLÞ
ð3Þ

T�L ¼ �
ðTBL � TAUÞXLz�

dFð1þ DUXU þ DLXLÞ
þ TBL �

ðTBL � TAUÞDLXL

ð1þ DUXU þ DLXLÞ
ð4Þ

T�U ¼ �
ðTBL � TAUÞXUz�

dFð1þ DUXU þ DLXLÞ
þ TBL �

ðTBL � TAUÞð1þ DLXL � XUÞ
ð1þ DUXU þ DLXLÞ

ð5Þ

Lets assume that Ti ¼ T�i � TAU
� �

ð1þ DUXU þ DLXLÞ= TBL � TAUð Þ,
where the subscript i stands for (F,L,U). Then, in nondimensional
form they can be rewritten as

Nomenclature

DL ratio of thicknesses (lower wall/fluid)
DU ratio of thicknesses (upper wall/fluid)
dF depth of fluid layer
dL thickness of lower wall
dU thickness of upper wall
F relaxation time
g acceleration due to gravity
KL thermal conductivity of the lower wall
KF thermal conductivity of the fluid
KU thermal conductivity of the upper wall
k wavenumber
Pr Prandtl number
R Rayleigh number
T�F dimensional fluid temperature profile
T�L dimensional lower wall temperature profile
T�U dimensional upper wall temperature profile
TF dimensionless fluid temperature profile
TL dimensionless lower wall temperature profile
TU dimensionless upper wall temperature profile
TBL temperature below the lower wall

TAU temperature above the upper wall
w velocity perturbation
XL ratio of thermal conductivities (fluid/lower wall)
XU ratio of thermal conductivities (fluid/upper wall)
z⁄ dimensional vertical coordinate
z dimensionless vertical coordinate

Greek symbols
a volumetric expansion coefficient of the fluid
h temperature perturbation
k relaxation time, s
j thermal diffusivity of the fluid, cm2 s�1

m kinematic viscosity, cm2 s�1

q fluid density, g cm�3

x frequency of oscillation

Subscripts
c critical value
L lower
U upper
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TF ¼ �zþ 1þ XUDU ð6Þ
TL ¼ �XLzþ 1þ XUDU ð7Þ
TU ¼ XUð�zþ 1þ DUÞ ð8Þ

For the perturbed governing equations a normal modes
separation in the form of [w,h] = [W(z),H(z)]exp[i(kxx + kyy) + rt]
is considered. kx and ky are the x and y-components of the wave-

number vector with magnitude k ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k2

x þ k2
y

q
. r is a complex

parameter whose real part rR and imaginary part x are the growth
rate and the frequency of oscillation, respectively. Thus after sub-
stitution in Eqs. (1) and (2) we obtain

ð1þ FrÞ r
Pr

d2

dz2 � k2

 !
W � Rk2H

" #
¼ d2

dz2 � k2

 !2

W ð9Þ

r� d2

dz2 � k2

 !" #
H ¼W ð10Þ

Dimensionless boundary conditions including the properties of
the walls (see [12] for example) are

W ¼ DW ¼ 0 at z ¼ 0;1
d
dz
� q

XL tanh qDL

� �
H ¼ 0 at z ¼ 0

d
dz
þ q

XU tanh qDU

� �
H ¼ 0 at z ¼ 1

ð11Þ

where q ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k2 þ r

p
.

3. Analytical and numerical solutions

In this section the conditions for the onset of convection are
determined by using the analytical Galerkin method (see [32] for
more details) to solve the eigenvalue problem posed in the system
of Eqs. (9) and (10) subject to the boundary conditions Eq. (11).
Although this is an approximate method, it has very high precision.
Besides, it gives the possibility to obtain an analytical expression
for the Rayleigh number R. Consider the following expansion of
W which already satisfies the boundary conditions

W ¼
X1
n¼0

An½zðz� 1Þ�2þn ð12Þ

Now, if the proposed expansion of H is

H ¼
X1
n¼0

AnHn ð13Þ

then, after substitution of W of Eq. (12) and H of Eq. (13) into Eq.
(10), Hn is the solution of the following differential equation

r� d2

dz2 � k2

 !" #
Hn ¼ ½zðz� 1Þ�2þn ð14Þ

subjected to proper boundary conditions as given in Eq. (11). In this
way by solving the differential equation Eq. (14) Hn can be easily
calculated. Hn is not shown here and can be obtained from the
authors upon request. Next, Eq. (9) is multiplied by W and inte-
grated in the range z = 0 to z = 1, to get

0 ¼
Z 1

0
Wm

d2

dz2 � k2

 !
r
Pr

1þ Frð Þ � d2

dz2 � k2

 !" #
Wn dz

�����
� 1þ FrÞRk2

Z 1

0
WmHn dz

� ���� ð15Þ

where use of Eqs. (12) and (13) have been made as well as some
simplifications. Determinant Eq. (15) calculated with help of the
software Maple, is the solvability condition from which the

eigenvalue R is computed. The first approximation of R, corresponding
to the element (0,0) of the matrix in the determinant Eq. (15), can
be easily calculated. From here on, it is supposed that the walls have
the same properties and geometry, that is XL = XU = X and
DL = DU = D. Then the result is:

R ¼
q11 coth q q2 þ B2

� 	
tanh qþ 2qB

h i
C1 þ ð1þ FrÞ k2 þ 12

� 	
rPr�1

h i
k2ð1þ FrÞ C2B2 þ C3Bþ C4

� 	
ð16Þ

where

B ¼ q
X tanh qD

C1 ¼ k4 þ 24k2 þ 504

C2 ¼ qðq8 � 12q6 þ 504q4 þ 30240q2 þ 362880Þ

� 5040 tanh
q
2
ðq2 þ 12Þ2

C3 ¼ 2q6ðq4 � 12q2 þ 504Þ coth qþ 60480q2ðq2 þ 12Þcschq

� 5040qðq2 � 6qþ 12Þðq2 þ 6qþ 12Þ
C4 ¼ q3ðq8 � 12q6 þ 504q4 � 30240q2 � 362880Þ

þ 181440q4 coth
q
2

The Rayleigh number given in Eq. (16) is a result that have not
been reported before which includes k, X and D, without any
restriction in their magnitudes. A second order estimate of R ob-
tained from Eq. (15) was performed numerically.

The critical values for the Rayleigh number Rc, the wavenumber
kc and the frequency of oscillation xc were obtained as follows. The
Rayleigh number in Eq. (16) is complex and the frequency which
makes the imaginary part of R zero is used in the real part to cal-
culate the marginal R for given D, X, Pr, F and k. In this way, k is var-
ied until a minimum of R is found which is called the critical value
Rc with corresponding kc and xc. Notice from Eq. (16), that q is the
argument of hyperbolic functions and, as explained above, it has
the form q ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k2 þ r

p
. Therefore, it is not possible to give an expli-

cit solution of the frequency of oscillation from the imaginary part
of R in Eq. (16).

Results obtained by the Galerkin method were verified with a
shooting numerical method and the agreement is very good. In or-
der to apply this method, the Eqs. (9) and (10), subject to the
boundary conditions Eq. (11) were integrated by a Runge–Kutta
method while the resulting eigenvalue problem for R was solved
by shooting various trials to satisfy the boundary conditions at
z = 1. For given D, X, Pr, F and k, the R and x which make zero
the real and imaginary parts of a complex determinant of the trials
are the marginal eigenvalues [33].

It is possible to obtain an expression of R in Eq. (16) in the limit
of X ? 0, which corresponds to the fixed temperature boundary
condition. In this limit only the term corresponding to B2 will sur-
vive. Therefore, the equation becomes:

R ¼ q11½C1 þ ð1þ FrÞðk2 þ 12ÞrPr�1�
k2ð1þ FrÞC2

ð17Þ

When F = 0 the newtonian case is recovered and the frequency is
zero. The limit Pr ? 0 can not be taken because it is a singularity
corresponding to viscosity zero (inviscid limit). However, the limit
Pr ?1 gives another expression for the Rayleigh number. That is:

R ¼ q11 coth q½ðq2 þ B2Þ tanh qþ 2qB�C1

k2ð1þ FrÞðC2B2 þ C3Bþ C4Þ
ð18Þ

By considering the fixed temperature boundary condition at
both walls, in the limit of small X, it was possible to compare the
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critical values Rc, kc and xc for fixed values of F with those reported
by Vest and Arpaci [14] in their Table I, Takashima [15] in his Table
I, Sokolov and Tanner [34] in their Table I and Martínez-Mardones
and Pérez-García [17] in their Fig. 5. The agreement was very good.
On the other hand, assuming the fixed heat flux boundary condi-
tion at both walls, in the limit of large X, the critical values Rc, kc

and xc for fixed values of F were also compared with those re-
ported by Kolkka and Ierley [16] in their Tables I and II. In this case
too, the agreement was excellent.

For fixed Pr = 1 curves of Rc, kc and xc against X in the two
limiting cases of small D = 0.1 and large D = 100 are shown in
Fig. 1(a)–(c) for F = 0.1 and in Fig. 1(d)–(f) for F = 100, respectively.
Notice that the curves corresponding to D < 0.1 are very near to
that of D = 0.1. The same can be said for the curves corresponding
to D > 100. It can be seen in Fig. 1(a) that for Pr = 1 and F = 0.1 a
competition exists between oscillatory and stationary convection

to destabilize the system. The change from oscillatory to stationary
convection, at the codimension two point as stated by Martínez-
Mardones and Pérez-García [17], appears at intermediate values
in the range of X. This very interesting result shows that at Pr = 1
the convection can be stationary and the viscoelastic Maxwell fluid
behaves as Newtonian. The competition between these two modes
comes to an end at approximately Pr = 1.4 when convective mo-
tions set in only as oscillatory, as shown in Fig. 3. After the codi-
mension two point the stationary convection destabilizes with X
monotonically and the results agree with those of Cerisier et al.
[12]. In the limit of fixed temperature boundary condition
(X� 1) at both walls the following critical values were found:
Rc = 870.5590, kc = 4.92 and xc = 15.09 [14,15,34]; while in the lim-
it of fixed heat flux boundary condition (X� 1) at both walls it was
found: Rc = 720.0183, kc = 0.02 and zero frequency xc [12]. The codi-
mension two points for D = 0.1 and D = 100 are located approximately

(a)

(b)

(c) (f)

(e)

(d)

Fig. 1. Curves for F = 0.1: (a) Rc, (b) kc and (c) xc against X, and curves for F = 100: (d) Rc, (e) kc and (f) xc against X. Here, Pr = 1, D = 0.1 are indicated by dashed lines and
D = 100 by continued lines.
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at X = 50 and X = 8, respectively. An unexpected behavior was
found in the curves of xc against X for F = 0.1 and F = 100 shown
in Fig. 1(c) and (f). That is, besides the relative minimum that the
xc has at the limit of fixed heat flux boundary condition, there is
an absolute minimum at an intermediate value of X. We checked
the curves for different values of Pr and found that this absolute
minimum disappears only as Pr reaches Pr = 10. These results
obtained by the Galerkin method were confirmed with the
shooting method as well. For Pr = 1 and F = 100 in the limit of fixed
temperature boundary condition at both walls the following
critical values were found: Rc = 0.4589, kc = 3.41 and xc = 0.6198
[14,15,34]; while in the limit of fixed heat flux boundary condition
at both walls it was found: Rc = 0.2372, kc = 1.57 and xc = 0.6132
[16]. The curves in Fig. 1(d) for F = 100 show that the system
becomes more unstable as X increases and that in this case
convective motions are only oscillatory.

For fixed Pr = 10 curves of Rc, kc and xc against X in the two
limiting cases of small D = 0.1 and large D = 100 are shown in
Fig. 2(a)–(c) for F = 0.1 and in Fig. 2(d)–(f) for F = 100, respectively.
For the case of Pr = 10 and F = 0.1 the value of (Rc,kc,xc) increases
with X. Here X has a stabilizing effect. Notice that this behavior is
in contrast with that of the curves in the previous figures and in
the next one. In Fig. 1(a) the stabilizing effect is incipient before
the codimension two point appears. In the limit of fixed tempera-
ture boundary condition at both walls the following critical values
were found: Rc = 226.7151, kc = 7.26 and xc = 76.2593 [14,15,34];
while in the limit of fixed heat flux boundary condition at both
walls it was found: Rc = 233.7246, kc = 7.61 and xc = 79.1547
[16]. For the case of Pr = 10 and F = 100 the value of (Rc,kc,xc) de-
creases with X. In the limit of fixed temperature boundary condi-
tion at both walls the following critical values were found:
Rc = 4.6230 � 10�2, kc = 3.44 and xc = 1.9625 [14,15,34]; while in

(a) (d)

(e)(b)

(c) (f)

Fig. 2. Curves for F = 0.1: (a) Rc, (b) kc and (c) xc against X, and curves for F = 100: (d) Rc, (e) kc and (f) xc against X. Here, Pr = 10, D = 0.1 are indicated by dashed lines and
D = 100 by continued lines.
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the limit of fixed heat flux boundary condition at both walls it was
found: Rc = 2.8520 � 10�2, kc = 2.31 and xc = 1.9243 [16].

A more explicit and clear presentation of the competition
between stationary and oscillatory convection given in Fig. 1(a)
is shown in Fig. 3. In the curves corresponding to oscillatory
convection presented in Fig. 3 the elastic parameter is F = 0.1.
There, the two pairs of curves of criticality for Pr = 1 and Pr = 1.4
correspond to oscillatory convection while the other two curves
correspond to stationary convection. Notice that the codimension
two points arising for Pr = 1 and different D’s, disappear as Pr
increases from Pr = 1 to approximately Pr = 1.4.

On the other hand note that for decreasing values of Pr convec-
tive motions set in first as oscillatory when X is small and they set
in first as stationary when X is large. It has also been found, numer-
ically, that if F increases then x decreases suggesting that there is a
balance between these two parameters.

It should be noted from Figs. 1 and 2 that in the limiting cases of
small and large X both curves of D = 0.1 and D = 100 for Rc, kc and
xc collapse into one curve, as expected. This means that, also for
the viscoelastic fluid (see [12]) the thickness of the walls have no
influence on the onset of convection in these regions of X
[14,15,34,17,16]. Notice that not always Rc approaches the value
of 720 when X ?1 (see [35–37]). This means that even with the
fixed heat flux boundary condition at the walls, stationary convec-
tion not always can occur in a viscoelastic Maxwell fluid [16], and
under certain conditions, the convective motions can set in as
oscillatory convection. The separation between every pair of curves
at moderate values of X in Figs. 1 and 2 is clearly the effect of the
difference between D = 0.1 and D = 100. In that region the thick-
ness of the walls has important influence on the instability.

Curves presented in Figs. 1 and 2 show the role played by X.
They show how X bridges the two limiting cases already studied
since many years ago: perfect conducting walls and perfect insu-
lating walls. It have been found in this study that for fixed Pr and
growing X, convection cells appear faster in the fluid layer when
F = 0.1 than when F = 100. The influence of the geometrical nature
of the walls is noticeable across all the curves shown in Figs. 1 and
2 although this effect is magnified for the curves corresponding to
(Pr = 1,F = 0.1) and (Pr = 10,F = 0.1).

It is of interest to give asymptotic solutions of R and x of the
convection problem to compare with the above given numerical
results. These approximations were done using a Galerkin ap-
proach different from that of Chandrasekhar. The procedure is ex-
plained in Appendix A. Appendixes B and C show the results of
asymptotic calculations based on the results of the Galerkin meth-
od presented in Appendix A. There, it can be found different
asymptotic approximations as for Pr ?1, F ? 0, F ?1 and for
two different limits of D ? 0 and D ?1. The approximate results
for R and x agree very well with the numerical calculations in their
respective limit of approximation.

4. Conclusions

Very interesting results were found when the effects of the
thermal conductivities and thicknesses of the bounding walls were
taken into account in the convection of a viscoelastic Maxwell
fluid. The case considered here is that of a system having walls
with the same properties and geometry. The Prandtl numbers con-
sidered were Pr = 1, 10 and two representative wall relaxation
times were taken into account, that is, F = 0.1, 100.

In the case of Pr = 1, it was shown that, in both cases of F = 0.1
and F = 100, the ratio of thermal conductivities X destabilizes the
system. Notice that the effect of the thickness of the wall is more
important here when F = 0.1 than when F = 100. A very interesting
situation occurs at F = 0.1 due to the competition between station-
ary and oscillatory convection. This last interesting situation can be
observed in Fig. 1(c) in the curves of xc vs. X when xc drops to zero
when X increases; and in Fig. 3 where it is shown that oscillatory
motions dominate the instability of the system as Pr increases to
approximately Pr = 1.4. At the codimension two points, corre-
sponding to different values of D, the convection becomes station-
ary. This is shown in the curves of Fig. 1(a) for Rc vs. X, as a sudden
drop of the critical Rayleigh number, and a similar behavior is ob-
served in the curves for kc vs. X of Fig. 1(b) as well.

When Pr = 10 and F = 0.1 the relative effect of the thickness of
the wall is reduced considerably. When F = 100 the magnitudes
of the critical values are so small that it is difficult to notice an

Fig. 3. Curves of Rc against X for fixed F = 0.1. Curves for Pr = 1 and Pr = 1.4 correspond to oscillatory convection and curves without Pr indicated correspond to stationary
convection. Dashed line indicates D = 0.1 and continued line indicates D = 100.
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important effect of the thickness of the walls. It was found that,
depending on the value of the relaxation time F, the ratio of ther-
mal conductivities X plays a different role. When F is small X stabi-
lizes and when F is large X destabilizes.

These results are in contrast with those for stationary convec-
tion in a Newtonian fluid [11,12] where the system becomes more
unstable when X increases.
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Appendix A. Another approach with the Galerkin method

Here, another approach to the Galerkin method [38] is exposed.
With this Galerkin method a more simple and tractable asymptotic
approximation is available to the present eigenvalue problem. Due
to the resulting magnitudes of (R,x,k,Pr) (see Figs. 1 and 2), it was
not possible to obtain asymptotic expressions for R and x from the
formula given in Eq. (16). Besides, the presence of q ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k2 þ r

p
in

the argument of several hyperbolic functions makes it difficult to
obtain asymptotic expansions.

Thus, the process to solve the eigenvalue problem posed in the
system of Eqs. (9) and (10) subject to the boundary conditions Eq.
(11) is to consider the following trial functions for W and H satis-
fying the boundary conditions Eq. (11),

W ¼
X1
n¼0

En½zðz� 1Þ�2þn ðA:1Þ

H ¼ G0ð1þ Bz� Bz2Þ þ
X1
n¼1

Gnznþ1 z� nþ 2þ B
nþ 1þ B

� �
ðA:2Þ

After substitution of W and H given in Eqs. (A.1) and (A.2) in the
system of Eqs. (9) and (10) the residuals are formed and they are
made orthogonal to the respective trial functionsR 1

0 WmL1Wndz �ð1þ FrÞRk2 R 1
0 WmHn dzR 1

0 HmWn dz �
R 1

0 HmL2Hn dz

�����
����� ¼ 0 ðA:3Þ

where the operators L1 and L2 are defined as

L1 ¼
r
Pr
ð1þ FrÞ d2

dz2 � k2

 !
� d2

dz2 � k2

 !2

L2 ¼ r� d2

dz2 � k2

 !

Determinant Eq. (A.3) is a solvability condition from which R
can be calculated. The first and second approximation of R can be
easily calculated from the determinant Eq. (A.3) and although
these are not presented here they can be obtained from the authors
upon request. In the following sections these approximations are
used to get asymptotic expressions for R and x.

Appendix B. Asymptotics for Pr ? ‘

In this section asymptotic expressions were calculated for R and
x in the case of Pr ?1. Some ideas of Kolkka and Ierley [16] were
used in the expansions of R and x. Note that the formulas are large
and complex because they include the conductivities ratio, not re-
ported before for this viscoelastic problem.

As mentioned above two further approximations for the thick-
nesses ratio were made. These affect the hyperbolic function

appearing in the Biot number. Thus for D ? 0 the Biot number is
approximated as B = (XD)�1 and for D ?1 it is B = qX�1,
respectively.

By using the first order approximation of the Galerkin method
Eq. (A.3) some asymptotic expressions of R and x were calculated.

B.1. Case of Pr ?1, F ? 0 and D ? 0

Here, use is made of the following expansion scheme

x2 ¼ x2
0Pr

3
2 þx2

1Pr þx2
2Pr

1
2 þ Oð1Þ

k ¼ k0Pr
1
4 þ O Pr�

3
4

� 	
and the resulting expressions are

R ¼ C5
C6

F2 þ
1

Fk2
0

ffiffiffiffiffi
Pr
p C6Fk4

0 þ 14þ 320XDþ 2940X2D2
h"

þ 12600X3D3 þ 21600X4D4
i

þ 1

Fk4
0Pr

22þ 400XDþ 2820X2D2 þ 9000X3D3 þ 10800X4D4
� 	h

� Fk4
0 þ C6k4

0 þ 364þ 7440XDþ 62640X2D2

þ 259200X3D3 þ 453600X4D4
i#
þ O

1

Pr
3
2

� �

x2 ¼ 1
1þ 30X2D2 þ 10XD

C6
k2

0Pr
3
2

F
þ ð12F � 1ÞC6

Pr

F2

"

þ 360C6F � 2 1þ 40XDþ 540X2D2 þ 2700X3D3 þ 5400X4D4
� 	h i

�
ffiffiffiffiffi
Pr
p

F2k2
0

� C6 k4
0 þ 4320F

� 	
þ 340þ 6480XDþ 50400X2D2

h

þ 194400X3D3 þ 324000X4D4
i 1

k4
0F2

#
þ O

1ffiffiffiffiffi
Pr
p
� �

B.2. Case of Pr ?1, F ? 0 and D ?1

Here, the expansion scheme was modified in order to include
the effect of the conductivities ratio X as follows

x2 ¼ x2
0Pr þx2

1Pr
1
2 þx2

2 þ O Pr�
1
2

� 	
k ¼ k0 þ OðPr�1Þ

and the resulting expressions are

R ¼ 1498

675k2
0F

3
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k4

0 þ 24k2
0 þ 504

q ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
12þ k2

0

q
ffiffiffiffiffi
Pr
p

þ
2996X

ffiffiffi
2
p

k6
0 þ 36k4

0 þ 792k2
0 þ 6048

� 	
2025k2

0 k4
0 þ 24k2

0 þ 504
� 	3

4
12þ k2

0

� 	1
4
F

5
4Pr

3
4 1þ Xð Þ

þ O
1
Pr

� �

x2 ¼
k4

0 þ 24k2
0 þ 504

� 	
Pr

12þ k2
0

� 	
F

�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k4

0 þ 24k2
0 þ 504

� 	
12þ k2

0

� 	
F3

vuuut ffiffiffiffiffi
Pr
p

þ O 1ð Þ

where C5 and C6 are coefficients that depend on the parameters
(X,D), and are defined as follows

C5 ¼
28

3ð3þ 14XDÞ2ð1þ 30X2D2 þ 10XDÞ
C6 ¼ 1þ 20XDþ 160X2D2 þ 600X3D3 þ 900X4D4
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B.3. Case of Pr ?1, F ?1 and D ? 0

This case was calculated independently at a second order
approximation with the Galerkin method Eq. (A.3). It is necessary
to mention that the first order approximation is not good in this
limit. For both cases D ? 0 and D ?1 it was considered first a
two term expansion with respect to Pr ?1 and later the following
expansion with respect to F ?1 was used

x2 ¼ x2
0F�1 þx2

1F�2 þ OðF�3Þ

k ¼ k0 þ OðF�1Þ

Thus, for D ? 0 we have

R ¼ C7 X2D2 þ XD
3
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30

� �
5k8

0 þ 1056k6
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0

�
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15
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B.4. Case of Pr ?1, F ?1 and D ?1

Here, the expressions for D ?1 are

R ¼ C8 5k8
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where C7 and C8 are coefficients that depend on the parameters
(F,k0,X,D), and are defined as follows

C7¼
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The asymptotic results of this appendix are in very good agreement
with those of the numerical analysis.
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Appendix C. Asymptotics for F ? ‘

In this limit, the second order Galerkin approximation Eq. (A.3)
was necessary. Notice that the approximations presented in this
appendix are valid for any Prandtl number. For both cases of
D ? 0 and D ?1 the following expansion scheme for F ?1
was considered

x2 ¼ x2
0F�1 þx2

1F�2 þ OðF�3Þ

k ¼ k0 þ OðF�1Þ

C.1. Case for D ? 0

The expressions for any Prandtl number are
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C.2. Case for D ?1

Here, for any Prandtl number, the solution is
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where C9, C10 and C11 are coefficients that depend on the parame-
ters (Pr,k0,X,D), and are defined as follows
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0 þ ð186C9 þ 104339664Þk3
0

�
þ 602316000þ 17316C9Þk0ð ÞX þ 659k8

0 þ 178530k6
0

þ 11768328þ 19C9Þk4
0 þ ð71474832þ 1794C9Þk2

0

� i�2

The results given in this appendix agree very well with those of the
numerical analysis.
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