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Resumen

En la presente tesis doctoral se estudia la estabilidad hichkodaa de una capa
horizontal infinita de fluido. De esta manera se obtiene un problema de valor propio
para el imero de Rayleigh que se resuelve usandoé&tbdo de Galerkin y un
analisis nun&rico mediante el gtodo de disparo. Aqe investigan las siguientes
dos situaciones ligadas a la naturaleza de la estabilidad hidrodia de la capa

de fluido:

e Efecto de las propiedadesrinicas y geoi@tricas de las paredes en la esta-
bilidad hidrodiramica lineal de una capa de fluido vis@stlco de Maxwell
en un gradiente de temperatura,

¢ Estabilidad hidrodiamica no lineal de una capa de fluido visé&stico de
Oldroyd a rumero de onda pagfie

Respecto al problemai$alado en el primer punto, que se refiere dlleis de
estabilidad lineal, se toman en cuenta el espesor y la conductiidadta de las
paredes. De esta manera es posible investigar el inicio de la inestabilidad en la capa
de fluido en condiciones intermedias a las dos situaciones extremas ampliamente
estudiadas: paredes conductoras; la cual corresponde a la éondécirontera
térmica de temperatura fija, y paredes aislantes, la cual corresponde a laG@ondici
de fronteraérmica de flujo de calor constante. En este trabajo se calcularon curvas
de criticalidad, del amero de Rayleigh contra elimero de onda, para el inicio
de la convecdin estacionaria y oscilatoria, las cuales muestran el papel que tienen
las propiedades de las paredes en los valores que se encuentran entre los dos casos
extremos arriba mencionados. Por otro lado, se calculan expresionéxanal
para determinados casdsilte que se presentan en ekaglice.

Tambien se investiga el problema de estabilidad hidraxdiita no lineal de una
capa de fluido viscoastico de Oldroyd y se determinan las condiciones para la for-
macbn de los siguientes patrones convectivos: rollos, cuadradosagbess. En
esta parte del trabajo, se consideran los fluidos viéstiebs convectivo superior,
convectivo inferior y corrotacional del modelo de Oldroyd (y Maxwell, como caso
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particular). Un aspecto importante de este problema es que se considera el efecto
dela vorticidad en la aproximagn a rumero de onda peqfie para la convecon

natural en una capa de fluido viscastico entre paredes pobremente conductoras.
Se obtienen las ecuaciones de evdingbara longitud de onda larga que determi-
nan la selecéin de patrones. Adeas, se obtienen las correspondientes ecuaciones
de Ginzburg-Landau de cada modelo.

Los resultados del afisis de estabilidad lineal incluyen las curvas de criticali-
dad del imero de Rayileigh, deliimmero de onda y de la frecuencia de oscéaci
contra el cociente de conductividadesnicas fluido/pared en las cuales se muestra
el efecto del espesor de las paredes. Estas curvas de criticalidad muestran las condi-
ciones en que se presenta eld@ereno de termoconvedéri para una gran variedad
de circunstancias con materialestéise de las paredes o del fluido, de diferentes
conductividadesarmicas y espesores. Respecto a los resultados @idiare es-
tabilidad no lineal, ade&s de lo mencionado anteriormente, se detasmire los
rollos son el patin mas estable para una capa de fluido visasiéto de acuerdo
con la aproximadn empleada.
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Introducci on

La estabilidadhidrodinamicaes unarea de estudio en la nédca de fluidos con

mas de siglo y medio de antigdad. La estabilidad hidrodimica esi presente en

gran cantidad de féimenos naturales y en diversas aplicaciones ifiess y tec-
nolégicas. Muchas&cnicas andticas y nunéricas son empleadas en I@daulos

de problemas de estabilidad [1] y aunque algunas de ellas, como lg&asaton-

sisten en aproximaciones para valores de uarpatro pequ@, han demostrado

ser herramientas de gran utilidad que pueden complementarse con otro tipo de
aproximaciones.

En esta tesis doctoral se presenta la investigadie dos problemas de esta-
bilidad hidrodiramica con aplicaciones y relevancia teé@gita. El primero trata
sobre el estudio del efecto de las propiedaéesicas y geor@tricas de las paredes
en la convecdn natural en una capa de fluido vis@stlco de Maxwell. Estas pro-
piedades aparecen en las soluciones de las ecuaciones diferencialés ddrkas
condiciones de frontera. Cabe mencionar que en la sl problema de valor
propio para el imero de Rayleigh se consideque los fimeros de onda de las
perturbaciones eran finitos. El problema de valor propio fue resuelto por medio de
tres €cnicas: un ratodo andtico y dos nétodos nuraricos. El nétodo anatico
empleado fue el de Galerkin [2, 3] con una aproxirbaale segundo orden con el
gue fue posible obtener expresiones ditals para determinados casbrite que
pueden ser consultados en eéagice. El aalisis nunérico fue realizado con el
método de disparo y los resultados fueron comprobados con un seg@tddom
gue expuesto en el libro de Chandrasekhar [1]. De esta manera, se calcularon las
curvas de criticalidad del presente problema de estabilidad hidnmita lineal
para valores delimmero de Prand®r = 1y 10 y del paametro adimensional de
tiempo de relajaén F = 0.1,100. El papel que juegan los espesores de las pare-
des se muestran en las curvas de criticalidad como paredes ddéipexppesor y
gran espesor en relé@ci con el espesor de la capa de fluido visastto. Las pro-
piedades conductoras de las paredes en éelammn la del fluido fueron variadas
desde valores muy pedims (que corresponden a situaciones de muy buena con-
ductividad &rmica) hasta valores muy grandes (que corresponden a situaciones de



muy mala conductividadgtmica)de tal manera que fue posible calcular los valores
criticos del rumero de Rayleigh y delimero de onda para condiciones interme-
dias entre las situaciones ideales de paredes conductoras y paredes aislantes.

El segundo problema abordado en este trabajo es el de la estabilidad hidrodi-
namica no lineal de una capa de fluido visémstico de Oldroyd confinada entre
dos paredes de conductividarica pobre. En este problema se investigan una
serie de modelos viscamdticos de Oldroyd. La finalidad del&isis no lineal pro-
puesto es determinar las condiciones bajo las cuales agareeerla convecoin
celdas en la forma de algunos patrones getoicos tales como: rollos, cuadrados
y hexagonos. Todo esto en la aproximatide longitud de onda larga o bien, de
nimero de onda peqiie. Otro aspecto que se debe resaltar de este estudio es que
se considera el efecto de la vorticidad en la conve@tdo cual no ha sido repor-
tado hasta el momento en la literatura para el caso de cobweeaiun fluido vis-
coehstico. Se calculan las ecuaciones de evolude onda larga y posteriormente
sus correspondientes ecuaciones de Ginzburg-Landau para los diferentes fluidos
de Oldroyd considerados: fluido convectivo superior, fluido convectivo inferior y
fluido corrotacional. Cabe mencionar que la carastiea de baja conductividad
térmica de las paredes se inatugn las condiciones de frontekxmicas a trags
del nimero de Biot.

La organizadn de la tesis es como sigue. En la Justifioacie encuentra
una revisbn de las aplicaciones ciéfitas y tecndbgicas que motivaron la reali-
zacbn del presente proyecto de investigacsobre los problemas de estabilidad
hidrodinamica arriba mencionados. En el apartado de Objetivos se establecen los
fines a que se dirige este trabajo y su alcance. Btuapprimero corresponde
al Marco Térico donde se exponen, primero, las ecuaciones y conceptos de la
hidrodiramica; segundo, la telar basica de la convedan natural de fluidos vis-
coehsticos y las ideas acerca de la forndadile patrones en conveoni y tercero,
la teofia y conceptos de la estabilidad hidraatinica no lineal y su relagn con la
seleccbn de patrones celulares. En el tafp segundo se muestra la formulaci
del problema y el alisis de estabilidad lineal de una capa de fluido viszstelo
de Maxwell en el que se incluyen las propiedademicas y geortricas de las
paredes. En el caplo tercero, utilizando las ecuaciones no lineales del problema,
se estudia la seledm de patrones de las celdas en la convetaiatural en una
capa de fluido viscoaktico, confinada entre dos paredes horizontales infinitas po-
bremente conductoras. Posteriormente, se dan las conclusiones pertinentes a cada
una de las situaciones de estabilidad hidradiita planteadas y estudiadas. Al
final, se encuentran los @pdices y la bibliograh citada a lo largo del texto.
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Justificacion

La investigacdbn realizada fue motivada en primer lugar por las aplicaciones tec-
nolégicas y fundamentales que existen cuanddauido viscoehstico esi some-
tido a gradientes de temperatura en un campo gravitacional. En segundo lugar, los
resultados obtenidos cubren aspectos de los problemas planteados quéno hab
sido explorados antes y que permiten una mejor compefisica del fedmeno.
Respecto al primer problema abordado en este trabajo, la méthacaédmica
del estudio de la convedsi natural en una capa de fluido viscsico de Maxwell
fue la de comprender el fémeno y lasé&cnicas andicas y nunéricas de estu-
dio convenientes para poder hacer una contréuein el campo de la estabilidad
hidrodinamica que fuera relevante en alguna aplisaciDesde el punto de vista
de los modelos actuales para estos sistefisa$§, se \b la necesidad de incluir
condiciones ras realistas al modelo. De esta manera, se propuso tomar en cuenta
los efectos de las propiedadé&sniicas y geoi@tricas de las paredes que confi-
nan a la capa de fluido visc@etico de Maxwell. Estos efectos se reflejan en
las condiciones de fronterérimicas a traés de la relaéin entre las conductivi-
dadesérmicas y los espesores de las paredes y aquellas de la capa de fluido. Una
consecuencia directa de estéligis térico es un mejor acercamiento a las condi-
ciones fsicas reales del fémeno tanto en experimentos como en sus posibles
aplicaciones. Los usos posibles de los resultados de esta invastigaciliversas
aplicaciones han motivado targbi este trabajo doctoral y entre ellos se pueden
contar

e Aplicaciones en dispositivos donde la convéccnatural es usada para lle-
var a cabo reaccioneérimicamente activadas tales como la re@tde la
polimerasa (RCP) [4-9]. En este tipo de reacciones se involucran suspen-
siones que se comportan como fluidos visasttos y la enzima polimerasa,
la cual lleva a cabo unareabaien la que se hacen copias de otrastulls.

e Aplicaciones en el desarrollo de un mecanismo para atrapdcuiak de
ADN en soluciones que se comportan como fluidos vissiglos, a traé@s
de la interac@n de la termoforesis y la termoconvemnti[10, 11]. En estas
aplicaciones se encuentra que en ciertas condiciones lésnad de ADN
pueden ser concentradas en un punto de menor temperatura.

e Aplicaciones en el estudio de los efectos de la termoconye@ni la repli-
cacbn de ADN, donde tambn se considera la termoforesis [12, 13]. Aqu
las suspensiones de ADN que se comportan como fluidos vistimels se
someten a gradientes de temperatura que al alcanzar un cierto valor con-
tribuyen a las reaciones de replicdatide ADN.
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Respecto al alisis debilmente no lineal de estabilidad hidrodimica, cabe
mencionar que fue motivado por el hecho de que los efectos no linecdegest
sentes en muchos fémenos fsicos tanto en experimentos de laboratorio como
en las aplicaciones donde aparece la congecoatural. El aalisis cEbilmente
no lineal se realiza como la aproximagianaitica a un orden mayor, respecto a
la teoiia lineal, de la soluéin de las ecuaciones del problema emtinos de un
palametro pequ@o. A traves del problema no lineal se busca determinar las condi-
ciones de estabilidad bajo las cuales pueden surgir como predominantes determi-
nados patrones de celdas convectivas tales como rollos, cuadradoagoiinex
De esta manera, los resultados lineales y no lineales, qae pegsentados agu
contribuiran a la tedia de la hidrodiamica [14-16] presente en diversas aplica-
ciones.

Objetivos

Objetivo general

El objetivo general es comprender el efecto que tienen las propiedadésas y
geonetricas de las paredes en la estabilidad hidiadica, lineal y no lineal, de
una capa de fluido viscddtico en un gradiente de temperaturabtdde que la
convecobn en una capa de fluido se ve influida por diversos factores que pueden
contribuir a estabilizar o desestabilizar el sistema aésale pequas perturba-
ciones. De allla importancia de esta investigani

Los objetivos espéficos para el problema de estabilidad hidr@adtiica lineal
de una capa de fluido viscéstico son:

e obtener las ecuaciones modelo de este problema incluyendo los cocientes de
la conductividadé&rmica del fluido con respecto a las conductividades de las
paredes y los cocientes de los espesores de las paredes con respecto al de la
capa de fluido,

¢ estudiar la inestabilidad del sistema usando etado de Galerkin [1] para
valores finitos del amero de onda,

e realizar un aalisis nungérico de la inestabilidad del sistema usando&iodo
de disparo [17] y comparar los resultados con los obtenidos poetlido
de Galerkin.

Los objetivos espéficos para el problema de estabilidad hidr@dirica no
lineal de una capa de fluido viscéastico son:

12



obtener la ecuaon de evolucbn, en la aproximadin para longitud de onda
larga, de la conveceon natural en una capa de fluido vis@stico de OI-
droyd usando la derivada convectiva superior,

obtener la ecuaon de evoludin, en la aproximadin para longitud de onda
larga, de la convecon natural en una capa de fluido vis@stico de OI-
droyd usando la derivada convectiva inferior,

obtener la ecuaén de evoludn, en la aproximadn para longitud de onda
larga, de la convecon natural en una capa de fluido visémlico de OI-
droyd usando la derivada convectiva corrotacional,

determinar, respecto a los pametros del problema, la estabilidad de los
tipos de patrones de celdas convectivas: rollos, cuadradosagtiess.

13



Antecedentes

Conveccbn natural

La convecaddn es un mecanismo especial de transferencia de calor en el cual las ca-
ractefsticas del flujo (distribuén de velocidad, gradiente de pisi etc.) afectan

la rapidez de transferencia de calor entre una pared y una corriente de fluido adya-
cente. El modo convectivo de transferencia de caldr disidido en dos procesos
basicos.

Si el movimiento del fluido en contacto con una superficie caliente se origi-
na debido a un agente externo, tal como un gradiente debpredi proceso se
llama convecdn forzada. Si el flujo surge naturalmente debido al efecto de una
diferencia de densidades resultante de una diferencia de temperaturas en un campo
gravitacional, el proceso se denomina conv@eciatural, que es el fémeno es-
tudiado en este trabajo.

Con el objeto de hacer @s claro el concepto de convemginatural, con-
sidérese un peqi® elemento de fluido que se mueve en el sentido de las ma-
necillas del reloj a lo largo de un circuito mientras se encuentra en la vecindad de
una pared vertical calentada uniformemente y que posee una temperatura mayor a
la del elemento de fluido. Entonces este elemento se calienta pobdifeishica
desde la pared. Al mismo tiempo, el elemento de fluido se expande y se eleva a
altitudes donde la presn hidrosética impuesta es cada vez menor.

La conservadin de la masa requiere que el flujo hacia arriba del elemento de
fluido sea compensado por un flujo hacia abajo. Por esba ratfluido ejecuta un
ciclo que consta de una secuencia de calentamiento-enfriamiento que hace posible
el funcionamiento asico de la convecon natural.

En el estudio de la estabilidad hidrodmica de una capa de fluido calen-
tada por abajo, se destacan los movimientos convectivos que surgen debido a una
pequda perturbadin en la temperatura ged@dose las celdas de convéxti En
la convecabn natural en una capa de fluido newtoniano, dos casos son muy conoci-
dos: el de paredes conductoras, que corresponde a la @nde&fronteradrmica
de temperatura constante, y el de paredes aislantes, que corresponde a larcondici
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de frontera&rmicade flujo de calor constante. El caso de conv@t@n una capa

de fluido confinada entre dos paredes conductoras se expone, por ejemplo, en la
monografa de Chandrasekhar [1] y en aliatlo de Pellew y Southwell [18]. El

caso de convecsn en una capa de fluido confinada entre dos paredes aislantes
tambén ha sido ampliamente estudiado por diversos autores [19-23] desde hace
varios dios.

Conveccbn natural en fluidos viscoeasticos de Maxwell y
de Oldroyd

El fenomeno de convecon en fluidos viscoélsticos ha sido estudiado desde hace
varias @cadas. Esta seéci esh dedicadainicamente a la convedri natural

de fluidos viscodisticos de Maxwell y de Oldroyd, lineales y no lineales. Se ha
demostrado que la conveoai en fluidos viscoélsticos se debe a movimientos
oscilatorios. Por otro lado, la convegnien fluidos viscodélsticos tamién puede

ser estacionaria en circunstancias particulares. Desde el punto de vista dmla teor
lineal, en la convecbn estacionaria el fluido viscaedtico se comporta como el
newtoniano.

La convecadn natural en fluidos viscaesticos de Maxwell fue primero inves-
tigada por Vest y Arpaci [24], donde consideraron el caso de frontétaas y
libres pero con condiciones de fronte&rhicas de temperatura fija. De&gy
Takashima [25] investig la estabilidad lineal termoconvectiva en una capa de
fluido de Oldroyd donde tambn consided paredes @idas y libres con condi-
ciones de temperatura fija en las paredes. Sokolov y Tanner [26] reportaron mejo-
ras en el aalisis nunérico de la estabilidad lineal termo-convectiva de una capa de
fluido viscoehstico de Maxwell con respecto a los resultados de Vest y Arpaci [24].

Por otro lado, la condién de frontera de flujo de calor constante en las paredes
fue investigada, desps por Kolkka y lerley [27] para la conveoédi natural en
una capa de fluido viscamdtico tanto de Maxwell como de Oldroyd, con fronteras
sblidas o libres. El trabajo de Kolkkay lerley [27] es extenso ya que trata éametbi
caso de condiciones de frontera a temperatura fija y muestra expresiontgsanal
de determinadas situaciones.

Mas recientemente, en 1990, Madz-Mardones y &ez- Gar@a [28] repor-
taron resultados sobre la conveéuntiestacionaria, oscilatoria y un punto de codi-
menson dos para el caso de temperatura fija en las paredesiddlade Martnez-
Mardones y Brez- Gara [28] esh dedicado al problema de estabilidad lineal y
emplea fluidos viscoakticos de Oldroyd. Diversos avances en el estudio de la con-
veccbn en fluidos viscodlsticos han sido hechos por muchos investigadores com-
binando condiciones y situaciones. Algunos de estos avances se deben a Rosenblat
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[29] quien investi@ la convecodbn en una capa de fluido viscastico de Maxwell

en condiciones de microgravedad. Park y Lee [30, 31] realizaron alis&nno
lineal de una capa de fluido vicéstico de Maxwell y de una capa de fluido vis-
coebstico de Oldroyd calentadas por abajo en donde emplearon la @ndii
temperatura fija en las fronteras. Madz-Mardones et al. [32] investigaron la
selecobn de patrones en una capa de fluido visasito de Oldroyd calentada
por abajo con la condién de temperatura fija en las fronterasavlos—Orozco y
Vazquez Luis [33] reportaron la influencia de una superficie libre deformable en la
convecobn oscilatoria lineal de una capa de fluido viséstico de Maxwell con-
finada entre una pared (inferior) a temperatura fija y una pared (superior) a flujo
de calor constante. Manez-Mardones et al. [34—37] reportaron resultados sobre
la estabilidad hidrodiamica lineal y no lineal de fluidos binarios con propiedades
viscoehsticas. Li y Khayat [38, 39] extendieron el&isis no lineal de la de con-
veccbn natural en fluidos viscaasticos. El caso de convednitermocapilar de un
fluido viscoedstico fue investigado por Getachew y Rosenblat [40]. Otros avances
en el problema acoplado de termoconvéncpor flotacbn y convecdn termo-
capilar en fluidos viscoakticos fueron realizados por Dauby et al. [41], Lebon et
al. [42] y Parmentier et al. [43]. Sajid et al. [44] investigaron los efectos de paredes
verticales en la convedm forzada en un fluido viscaadtico, mientras que Zhang

et al. [45] presentan resultados lineales y no lineales de cowveonatural en una
capa de fluido de Oldroyd calentada por abajo en un medio poroso.

La convecadn natural en fluidos viscaadticos puede ocurrir en diversos ex-
perimentos y aplicaciones tecigicas tales como el procesamiento de materiales,
alimentos y en la industria gmica. Unarea particular de creciente irgsrinvolu-
crada con la hidrodimmica de fluidos viscoasticos es la de las propiedades del
flujo de biomoéculas. En la manipula@mn de biomoéculas como el ADN, para el
analisis gefdmico y otras aplicaciones, pueden surgir problemas relacionados con
la hidrodiramica y puede usarse la temde los fluidos viscoakticos. Algunos es-
fuerzos hechos al respecto desde hace alguimsson los de Bowen y Zimm [46]
quienes determinaron algunas propiedades viastieas del ADN.

La convecadn natural puede aparecer en suspensiones acuosas de ADN que
se comportan como fluidos viscésticos, como fue reportado por Kolodner [47]
por ejemplo. La convectn natural en tales fluidos viscasticos tiene cierta
complejidad debido al iimero de mecanismogsicos que contribuyen o com-
piten para dar inicio a la formamn de celdas convectivas en la suspamsiAl-
gunas aportaciones a las aplicaciones témiohs donde surge la conveaihan
sido realizadas por Krishnan et al. [4] quien desabralh dispositivo en el cual
la convecadbn de Rayleigh es importante para llevar acabo reaccioriesicps
téermicamente activadas tales como la re@t@n cadena de la polimerasa cono-
cida como PCR por sus siglas en ieg(polymerase chain reaction). En este caso
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Krishnan et al. [4] propusieron reemplazar las equipos de reci@aj@do con-
vencionales por celdas de convéxtide Rayleigh que convierten al dispositivo en
uno muy simple y de&cil ensamblaje en cualquier laboratorio. Braun y Libch-
aber [10] propusieron un mecanismo eficiente para atrapar ADN en unadsoluci
atra\es de la interacéin de termoforesis y termo-convegni Braun et al. [12]

y Braun [48] condujeron un estudio de la reéccien cadena de la polimerasa
en la convecdn de Rayleigh para la replicéci de ADN. En un afrtulo mas
reciente Mast y Braun [13] estudiaron la inter@ccde la termo-fagsis y la ter-
moconvecdn junto con la reacon en cadena de la polimerasa en la replimaci
de ADN. Avances en la teta hidrodiramica de estas suspensiones, que exhiben
comportamiento viscoastico, han sido realizados por Sri Krishna [14], Laroze et
al. [15] y Laroze et al. [16].

Importancia de las propiedades de las paredes

En los trabajos antes mencionados las condiciones de froaterica esin restrin-

gidas a que las paredes sean muy buenas conductoras o aislantes ideales. Estos son
casos extremos que representan pobremente en su totalidad la naténateea t

de las paredes.

La importancia de las caractsticas érmicas y geoi@tricas de las paredes se
consided primero en la convectn natural de una capa de fluido newtoniano por
Metcalfe y Behringer [49], Cerisier et al [50] y Howle [51] quienes incluyeron los
espesores y las conductividades de las paredes limitantes eflisisatie estabi-
lidad lineal. Esta nueva aproximaai al problema de la conveéei natural en un
fluido newtoniano permidi realizar mejores comparaciones con el experimento.
Asi, resulta comprensible que las caraitiicas de las paredes tengan un papel
importante en los valoresiticos del rumero Rayleigh y deliimero de onda de la
estabilidad del sistema.

Las propiedadesttmicas y geortricas de las paredes son importantes de-
bido a que en todas las condiciones de laboratorio y aplicacionesGgaras, el
material de las paredes tiene conductividademicas o espesores tales que no
corresponden a las condiciones de temperatura fija o de flujo de calor constante.
Aqui se hace notar que el sistema de ecuaciones en continean las condi-
ciones de frontera que se preseatamas adelante, dan resultados &s apegados
a la realidad.
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Capitulo 1

Mar co teorico

Este capiulo est dedicado a presentar los conceptos e ideas principales de los
problemas sobre conveédi natural en una capa de fluido visdéstico de Maxwell

que se consideraron en la investigactoctoral. Aqiise presenta tamém un re-
sumen de las contribuciones realizadas por otros investigadores tanitose&omo
experimentales al estudio de las situaciones abordadasltiPao, se plantean las
ecuaciones de la hidrodimica de las que se hacen loglsis posteriores.

1.1 Las ecuaciones&sicas de la hidrodiramica

El estudio de los problemas de inestabilidacitica atacados en el presente trabajo
requiere de las ecuaciones de la hidradiica para el sistemésfco en cuestin.

En esta secoin se presentan las ecuaciones donde las variables en su forma dimen-
sional estaan indicadas con un asterisco. Estas son:

1.1.1 Laecuaddn de conservadn de masa

A lo largo de todo este trabajo se considera que los fluidos visstiebs son in-
compresibles. De esta manera, usaremos la gaudei continuidad

VUt =0, (1.1)

la cual esh en forma dimensional. Esta ecuatigarantiza la conservaxi de la
masa del fluido.

1.1.2 Laecuaddn de conservadn de momento

Esta es, en forma dimensional, para un fluido incompresible,
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*

p* f,;:* + (U VU = =Vp + V" T + o7, 1.2
endondep* es la predin, T es el tensor de esfuerzos de corté yepresenta una
fuerza externa que da sobre el fluido. El tensor de esfueradsdepende del
movimiento del fluido y est dado por una ecudxi constitutiva que lo relaciona
con el tensor de rapidez de deforntaciepresentado pef. El lado izquierdo de la
Ec. (1.2) expresa el cambio total de momento por unidad de volumen de fluido. El
primer £rmino del lado izquierdo, se conoce como acelératgémporal; mientras
que el segundo representa la acelénacionvectiva no lineal. En el lado derecho
se encuentran las fuerzas causantes de la acéerda primera déstas se debe
a gradientes de esfuerzos representados por los primeroérdiads; mientras
gue la segunda es una fuerza externa. Las enalt? balance de momento que
corresponde a nuestro problema se obtiene precisamente de la Ec. (1.2) junto con
una reladgdn constitutiva para el fluido no newtoniano. Esto se hace mas adelante.

1.1.3 Laecuaddn de conduccdbn de calor

Esta se puede obtener directamente de la egnatg balance de enéag(ver la
monografa de Chandrasekhar [1]). Para el caso de un fluido incompresible y en
forma dimensional, la ecudsi de conducéin de calor es,

*

oT
*C*
P Ly [ ot
endonde se ha considerado que no hay disgragiscosa de calor. En la Ec. (1.3)
C,, es el calor espéfico a volumen constant&,” es la temperatura del fluidoXg
es su conductividadtmica.

+(u”- V)T*] = XgV2T*, (1.3)

1.1.4 La ecuaddn constitutiva del fluido viscoebstico

Como ya se mencidnanteriormente, la ecudxi constitutiva del fluido viscoas-

tico permite relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de rapidez de defor-
macbn. Las caractésticas de los problemas estudiados en este trabajo, lineal y no
lineal, se ven reflejadas en la complejidad de las ecuaciones constitutivas. A conti-
nuacbn se presenta la ecuaniconstitutiva para el fluido viscaedtico de Maxwell

que se emplea en el problema de estabilidad hidéwdica lineal. Aderas, se pre-
senta la del fluido de Oldroyd con tres distintas derivadas, para el problema de
estabilidad hidrodiamica no lineal.
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Ecuacion constitutiva del fluido viscoefsticode Maxwell

Esta ecuadin consitutiva combina las ideas de viscosidad y elasticidad para ex-
presar una ecuam simple de un fluido viscoelastico. El modelo visémtico de
Maxwell [52] aunque es simple y fue propuesto de manerairrapconstituye

una buena primera aproximaai a la descripdéin matenatica de algunos materia-

les con propiedades viscasticas. El modelo de Maxwell puede ser expresado en
forma tensorial como,

0 .

1+ 11— |7 = 2i€", (1.49)
ot

dondel; esuna constante denominada tiempo de relajagjo es el coeficiente de

viscosidad diamica ye* es el tensor rapidez de deformaaj

g = %[Vu* +(Vu)'], (1.5)

Ecuacion constitutiva del fluido viscoehstico de Oldroyd

Debido a las limitaciones de modelos vis@sicos lineales como el de Maxwell y

a que muchos materiales requieren de descripciones rattasinads complicadas,

Se propusieron ecuaciones constitutivas no lineales. Estas ecuaciones constitutivas
no lineales han mostrado ser bastditikes en la did@mica de fluidos polifericos

y son generalizaciones de las ecuaciones constitutivas lineales en las que aparecen
derivadas ras complejas que la de Lagrange pero con la propiedad de qué&tambi

son invariantes ante rotaciones del sistema de coordenadas. De esta manera, se
parte del modelo lineal de Jeffreys [53],

0 0
(1+/11 )T* = 2770(1+/12—*)e*, (16)

ot* ot

dondeA;, esel tiempo de retardo. Al intercambiar en la Ec. (1.6) las derivadas
temporales por derivadas convectivas obtenemos el modelo convectivo de Jefireys
[53]. En este sentido la ecuaai constitutiva et basada en la idea de un sistema
coordenado convectivo el cual es un sistema coordenado @uerebebido en un

fluido en movimiento y que se deforma céste (ver el libro de Bird et al [53] y

el arfculo de Oldroyd [54] para &5 detalles). Estas derivadas convectivas en el
tiempo pueden ser de tres tipos:

e Derivada convectiva inferior. La derivada convectiva inferior de un tensor de
segundo ordeB* puede expresarse como
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D 0
— | B*=|—+Uu"V|B"+w'-B*+B"-w"-B" - -¢€B", (1.7
[or) & = [a o v e mem @
endonde el sulmdicel es la inicial de inferior yo* es la forma dimensional
del tensor de rapidez de rotanidefinido como

w :E[Vu - (Vu)']. (1.8)
e Derivada convectiva superior. La derivada convectiva superior de un tensor

de segundo ordeld* puede expresarse como

D .
— | B" = a+u*-V B*+w'-B"+B"-w"+B*-€" +¢&-B* (1.9)
Dt* /s ot

endonde el sulmdiceS es la inicial de superior. En ambas derivadas convec-
tivas los sistemas coordenados se deforman y rotan con el material cuando
éste fluye.

e Derivada convectiva corrotacional o de Jaumann. Puede verse que es una
combinacdn lineal de las dos derivadas convectivas anteriores. De esto re-
sulta que el sistema puede rotar pero no deformarse con el material cuando
éste fluye. La derivada convectiva corrotacional de un tensor de segundo
ordenB* puede expresarse como

D
— | B"= 0 +u*-V|B*"+w"-B*"+B" - w", (1.10)
Dt* /o ot*
endonde el sulmdiceC es la inicial de corrotacional.

Los operadores mencionados anteriormente pueden condensarse en una sola
expresbn general,

D
Dt*

B* =(%+u*-V)B*+w*-B*+B*-w*+a(B*'e*+e*'B*)a (1.11)

endonde la derivada convectiva inferior se recuperaaen-1, la derivada con-
vectiva superior se recupera can= 1 y la derivada corrotacional se recupera
cona = 0. Entonces, usando los operadores dados en las Ecs. (1.7,1.9, 1.10) se
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obtienen las ecuaciones constitutivas no lineales para tres diferentes fligdos
coehsticos que pueden comparase con soluciones @otias. Es necesario men-
cionar, que en la fctica, el uso o eledoh de cualquiera de los fluidos que se
consideran aquest determinado por la similitud de los resultadaoarieos, que
proporcione alguno de los modelos, con los datos experimentales. El modelo del
fluido de Oldroyd-B de el s empleado debido a la concordancia entrédeor
experimento. As con la Ec. (1.11) obtenemos el siguiente modelo de un fluido
viscoehstico

D D\ .
(1 + A Br ) e, (1.12)
gueparaa = -1 se reduce al de un fluido de Oldroyd-A, para 1 se reduce

al de un fluido de Oldroyd-B y para = 0 se reduce al fluido corrotacional de
Oldroyd. Es de hacer notar, que cuango= 0 los modelos anteriores se re-
ducen al modelo convectivo inferior de Maxwell, al modelo convectivo superior
de Maxwell y al modelo convectivo corrotacional de Maxwell, respectivamente.
Otra observadin importante es que al linealizar las ecuaciones constitutivas no
lineales (Ecs. (1.12)) se obtiene el modelo visastto lineal de Jeffreys dado por

la Ec. (1.6). Las ecuaciones descritas para los modelos \éstmels menciona-
dos estan acopladas con las ecuaciones de consémvalg masa, momento y de
conduccdn de calor del problema.

)T* = 27]0(1+/12

1.1.5 Las ecuaciones de balance de momento para un fluido no new-
toniano

Las ecuaciones de balance de momento Ec (1.2) en comininech la ecuaéin
constitutiva correspondiente del fluido, producen las ecuaciones de balance de mo-
mento correspondientes que describen el flujo del fluido. En este apartado se ob-
tienen las ecuaciones de balance de momento acopladas con las ecuaciones cons-
titutivas no lineales, Ecs.(1.12), ya que para el caso del problema de estabilidad
hidrodiramica lineal basta con linealizar las ecuaciones para obtener el modelo co-
rrespondiente del sistema. Tomando en cuenta que el fluido considerado en todas
las situaciones estudiadas ags incompresible y que la fuerza externa presente es

la de gravedad, se obtiene de la Ec. (1.2),

£ (;Ltj* + (U VYU ==V P + VT - pTok. (1.13)
En el caso no lineal las Ecs. (1.13)@sacopladas ariitamente con la Ec.
(1.12) parar* que a su vez eatrelacionada con los gradientes de velocidad. En el
caso lineal en que la Ec. (1.12) se reduce a la Ec. (@83, y la forma linealizada
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de la ecuadin Ec. (1.13), pueden combinarse simplificando el tratamiento del
problema como se demostaaras adelante.

1.1.6 Laaproximacbn de Boussinesq

La aproximaddn de Boussinesq es ampliamente usada en la simpliiicaa las
ecuaciones de movimiento en problemas de estabilitai¢a en hidrodiamica.
Esta fue introducida primero por Oberbeck (1879) y désgor Boussinesq (1903),
y por ello en ocasiones se le llama aproxindacdile Oberbeck- Boussinesq.

La aproximadbn supone que la temperatura en el flujdaanuy poco y como
consecuencia tamém la densidad. Entonces desprecia las variaciones de la densi-
dad en losérminos inerciales de la ecuanide balance de momento. Sin embargo,
considera importantes las variaciones de la densidad en el terceno del lado
derecho de la Ec. (1.13), denominaéoniino de flotaén. Esto debido a que la
aceleradn resultante del campo de fuerza externa en la ecnagiede ser muy
grande e incluso as grande que la aceleranidebida al@érmino inercial no lineal.

1.1.7 Las condiciones de frontera

En este apartado se expone un punto que define de manera importante el resul-
tado de cualquier problema de valor propio. En el presente caso, las ecuaciones
de continuidad, de conduéri de calor y de balance de momento constituyen un
sistema de ecuaciones acoplado sujeto a condiciones de frontera impuestas por el
problema mismo. Las condiciones de frontera de los problemas abordados en este
trabajo esin dadas de acuerdo con la naturaleza de las fronteras mismas que confi-
nan al fluido, las paredes inferior y superior.i Ase tiene dos tipos de condiciones
de frontera: menicas y érmicas.

Las paredes que confinan al fluido viséstico son perpendiculareszdver
Fig. (2.1)) e infinitas y desde el punto de vista &@ico pueden serofdas
(rigidas) o libres (sin deformam superficial y sin fricén). Aqu se considera
gue las paredes inferior y superior satidas, como se muestra en la Fig. (2.1).
Esto implica impenetrabilidad del fluido a téw de las paredes, lo que significa
gue la componente normal de la velocidgd= (u*, v, w*) en las paredes es cero.
Ademas, se tiene la condimn de adherencia del fluido a las paredes, por lo que las
componentes tangentes (horizontales) a las pafetias) son cero. Ag

u =0 en Z =0,d,
vi =0 en zZ =0,d,
w' =0 en z=0,d. (1.14)
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Debe tomarse en cuenta que las condiciones en las Ecs. (1.18|saspara
cualquierx* y y*, es decir que las velocidades (U, w*) pueden escribirse como
el producto de una funan dez* por el de otra funén que depende de{ y*).
Asi, se puede determinar a partir de la ecaade continuidad dada en la Ec. (1.1)
que,

ow*

% =0 en Z* = 0, d, (115)

para paredesbfidas. Las condiciones de frontera para la normal de la vorticidad
a las paredes, (V u*) - k, se deducen tamén con ayuda de las Ecs. (1.14) para
obtener

o ou
ox*  oy*
Respecto a las condiciones de frontera para la temperatura el proceso de de-

duccbn es nas elaborado ya que incluyen el espesor y la conductivietati¢a de
cada una de las paredes, como se expone mas adelante erutb@p

=0 en Z=0,d (1.16)
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Capitulo 2

Influencia de las conductividades
y espesores de las paredes en la
conveccon natural en una capa

de fluido viscoebstico de Maxwell

En este capulo se presenta el estudio de la estabilidad lineal de una capa de
fluido viscoebstico de Maxwell. Este c#plo esk organizado como sigue: en

la primera secéin se da el planteamiento del problema, en la segundabsesei

da la formuladdbn matenatica incluyendo las ecuaciones de la hidradaica para

el problema, el estadaabkico del sistema y las condiciones de front@rantcas
incluyendo las conductividades y los espesores de las paredesagdanpresen-

tan los paametros adimensionales que aparecen en las ecuaciones. En la tercera
seccon se da la solubn del problema de valor propio usan@enicas andicas.

En la cuarta secon se presentan el alisis nunérico y una discuéin de los resul-

tados.

2.1 Planteamiento del problema

Aqui se investiga la estabilidad lineal termo-convectiva de una capa de fluido vis-
coebstico de Maxwell calentada por abajo. se adarecuadin constitutiva del
fluido de Maxwell.Esta tiene un tiempo de relajaai que, cuando es grande, per-
mite mostrar importantes propiedadeasgicas. El sistema consiste en una capa
de fluido viscodistico de Maxwell que es infinita en las direcciones horizontales
y esh confinada entre dos paredes paralelas perpendiculares a latdirdedia
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Tau

z=d+dy
T3, Ku
z=d
z 9 Fluido de Maxwell
TL: y TE, Ke
X z=0
T KL
Z= —d|_
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Figura 2.1: Esquema del problema de conv@etciatural en una capa de fluido
viscoehstico de Maxwell

aceleradin de la gravedad. El esquema de sistema en émesti muestra en la
Fig. (2.1).

Noétese que en la Fig. (2.1) se especifican los espesores de las paredes inferior
d. y superiordy, ad como sus conductividadesrtmicasK y Ky, respectivamente.
El espesor y la conductividaérmica del fluido viscoéistico de Maxwell eéin
representados pary Ke. Como ya se mencidn la pared inferior eétcalentada
por abajo a una temperatura constange. La temperatura constante arriba de la
pared superior, que es menor dug, se representa pdiny.

2.2 Formulacion del problema

Basados en el planteamiento del problema, las ecuacidséasb que describen el
fendbmeno termo-convectivo son la ecuatide continuidad Ec. (1.1), la ecuai
de conducdn de calor Ec. (1.3) y la ecud@ci de balance de momento Ecs. (1.13)
acopladas con la ecuaai constitutiva del fluido de Maxwell, Ec. (1.4), esto es,

VF .Ut =0, (2.1)

T .
P*Ci}[%t* +(U*-V*)T*] = Xe V2T, (2.2)
P at*+(u-V)u =-V'p"+ V"' -7" - p ok, (2.3)
1+Air*—2 e (2.4)
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donde el sistema de Ecs. (2.1-2.4)%estjetoa la condicbn me@nica de adheren-

cia para la velocidad del fluido y a condiciones de frontermicas especificadas
mas adelante en este ¢ayo.

2.2.1 Estado inicial

Antes de ser perturbado, el estado inicial del sistema es hadicusy el transporte

de calor es@lo por conducdn y $lo depende de la componente vertical. Adsm

el sistema es independiente del tiempo. En el estado inicial la velocidad del fluido
esu* = 0. Los perfiles de temperatura para las paredes y el fluido deben ser
calculados apartir de la Ec. (2.2), que se simplifica como

dondeel subindicei indica (F,L,U). Las solucioned; en la Ec. (2.5) deben
satisfacer las siguentes condiciones,

TE =TgL en Z'= —dg,
TG:TAU en Z*=d+dL,
dT:  dT;

TEITE, XLE:E en Z*:O,
dT:  dT!
T, =T, xud—zf = d_ztj en 7 =d, (2.6)

dondeX_ y Xy estindefinidos en la Ec. (2.24). Entonces, Tgsque satisfacen las
condiciones Ec. (2.6) son,

(TeL —Tau)Z (TeL — Tau) DXL
T = TeL - 2.7
F= Td@+DuXy + DXy |« B'T @+ DuXy + DXL (2.7)
. (TeL — Tau) X L.Z" (TeL — Tau) DXL
T = — TeL — 2.
L= Td(L+DuXy + DX BT @+ DuXy + DX (2.8)
(TeL — Tau) XuZ (TeL — Tau) (1 + DXL — Xu)
T = TeL - 2.9
U~ Td(1+DuXy + DXy B @+rDuXo DXy @9

dondeD, y Dy es&indefinidos en la Ec. (2.24). Las Ecs. (2.7-2.9) representan los
perfiles en el estado inicial de las temperaturas en el fluido y las paredes inferior y
superior, respectivamente.
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2.2.2 Las ecuaciones perturbadas

El siguiente paso es perturbar el sistema de ecuaciones del problema. Antes de
ello, se simplifica un poco el sistema de Ecs (2.1-2.4) al operar cony@d/ot*) la
Ec. (2.3). Usando la ecudxi de continuidad Ec. (2.1) para simplificar se obtiene,

VUt =0, (2.10)

*

e |OT
PCv[

T (u*- V*)T*] = XgV*2T, (2.11)

ad \|ou* 0
P ( +/116t*)[_(’)t* +(u )U] ( +/ll(9t*) p* + VU,

0
_ (l + /11%)/)6 [1 - (X(T* — TBL)] gk,
(2.12)

en donde se usa tanéni la siguiente ecuam de estado para la densidad del fluido

p*=poll-a(T" = Tel)l, (2.13)

siendopy, una densidad de referencia, tal como la densidad del fluido en la pared
inferior. Al intercambiarT* en la Ec. (2.13) poll; en la Ec. (2.7) se obtiene la
distribucbn de temperaturas en el fluido en el estado inicial. Ahora, se introducen
pequéas perturbaciones en el sistema en el estado inicial y desguestudia la
estabilidad del sistema ante tales perturbaciones. Entonces, el sistema se perturba
como sigue,

u*=u" (X,y, 7,1,
T =T+ T (X, Y. 2,1,
p* = py + P (XY, Z, 1), (2.14)

en donde el suhdice 1 indica la perturbaon de la variable y el siibdiceH en

la preson indica que se trata de la prasihidrosética. Se sustituyen las perturba-
ciones, Ecs. (2.14), en el sistema de Ecs. (2.10-2.12) y se obtiene un sistema de
ecuaciones lineales perturbado al despreéianinos que contengan productos de

las perturbaciones. Ahora, se introduce otra simpliftmaein el problema al sepa-

rar el campo de presiones del de la velocidad al operar dos veces con el rotacional
la ecuadbn perturbada de balance de momento. Del resultado de esta éperaci
se obtiene que la componente vertical de la ecuees independiente de las otras
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dos ecuaciones para las componentes horizontales. De esta manera elddstema
ecuaciones para el problema se reduce a,

T e
It —V\f]k_ﬁ =kV Tl’ (215)
0 0 2 4. 0 20+
P 1+/llat* %V w; = uVWj + poag 1+/llat* VTS (2.16)

2.2.3 Adimensionalizacibn

La adimensionalizabh de las Ecs. (2.15-2.16) se real&zaisando los siguientes
escalamientod para la longitud(Tg. — Tau) / (1 + DyXy + D X|) para la tem-
peratura,d?/x para el tiempo y/d para la velocidad. Adu es la difusividad
teérmica del fluido. Ag las ecuaciones del problema perturbadas y adimensionali-
zadas son,

1
(1 + F%) (ﬁgvzwl - RViTl) = Viw, (2.17)
(% - VZ) T1=wa, (2.18)

endondew; y T; son la velocidad y la temperatura del fluido adimensionaliza-
das. Los pametros adimensionales que aparecen en las Ecs. (2.17-2.18) son el
palametro de relajadin F, el numero de PrandtPr y el nUmero de RayleigiR,
definidos en las Ecs. (2.23-2.26). Las Ecs. (2.17-2.18nesijetas a las siguien-

tes condiciones de frontera para la velocidad,

d
w1:%:0 en z=0,1. (2.19)

Las condiciones de frontera para la perturbadie la temperaturd; se ob-
tienen en la siguiente seéd. Los perfiles de temperatura, para el fluido y las
paredes, en forma adimensional son,

Te =-z+ 1+ XyDy, (2.20)
TL=-Xz+1+ XuDu, (2.21)
Ty = Xu (—Z+ 1+ Du) . (222)
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2.2.4 Los paametros adimensionales

Debido al proceso de adimensionaliZfatide las ecuaciones, surgengraetros
adimensionales. En este apartado se abaslasignificadoiico y su importancia
para el entendimiento del fémeno termoconvectivo. Logimeros adimensiona-
les que surgen de forma natural en el problema soruleno de RayleigiR, el
nimero de Prandfr y el pa@metro de relajabn F.

El nUmero de RayleighiRase define como

_ agd(TeL - Tau)

B VK(1+ DyXy + DLXL)’
endondea es el coeficiente de expafnivolunttrica,d es el espesor de la capa
de fluido. Como puede verse en el esquema de la Fig. {Bsl)es la temperatura
abajo de la pared inferiof,ay €s la temperatura arriba de la pared superi@s
la viscosidad cinegtica del fluidox es la difusividadé&rmica del fluido.Dy, Dy,

Xu Yy X se definen como,

(2.23)

D= % Dy = dFU
Ke Ke
X = — Xy =—. 2.24
L= R0 U= (2.24)

Kk esla conductividad@&rmica del fluido yK; y Ky son las conductividades
de las paredes inferior y superior, respectivamedtey dy son los espesores de
las paredes inferior y superior, como se muestra en la Fig. (2.1). Los cocientes
de espesores y conductividades definidos en las Ecs. (2.24) son de gras ynter
utilidad en el presente trabajo, ya que permiten entender mejmida el pro-
blema. La determinagh del rumero de Rayleigh @ico R; ayuda a comprender
gue tan estable es el sistema paraRuiado. Cuanddr alcanza su valor @ico
R: se dice que el sistema tiene estabilidad marginal, §s& es menor o mayor
a R se dice que el sistema es estable o inestable. Esto se debe a los efectos de-
sestabilizadores de la flotéci y a los efectos estabilizadores de la difusividad y
la viscosidad. La flotadin surge debido a que hay un arreglo de fluido con mayor
densidad cerca de la régi fria que intenta bajar por el efecto de la gravedad so-
bre fluido con menor densidad cerca de la@agialiente. A su vez la difusividad
térmica estabiliza al hacer que el fluido de la parte inferior séecafites de llegar
a la parte superior de la capa de fluido. Cabe mencionar que cuando se &gcanza
las fuerzas desestabilizadoras y las estabilizadoras se hallan en equilibrio, es decir,
gue el sistema se halla en un estado de estabilidad marginal o neutral. Cuando se
rebasaR; las fuerzas desestabilizadoras son mayores a las fuerzas estabilizadoras,
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dando origen a la inestabilidad. En caso contrario hay estabilidad. Los cocientes
deespesore® y Dy representan las propiedades gétmgas de las paredes en
el presente problema y su importancia puede notarse a valores finitos de las con-
ductividadesé&rmicas de las paredes; pero no influyen en la estabilidad del sistema
cuando las paredes son idealmente muy malas o muy buenas condrtoieas.
Las situaciones dé > d_,dy y d < di,dy dan lugar a dos valores distintos Be
cuando las paredes tienen conductividadesicas finitas. Los cociente§ y Xy
representan las propiedadésnicas de las paredes dadas por sus conductividades
teérmicas. Con estos cocientes es posible calcular la estabilidad higmidandel
sistema desde la situéci ideal de convecon en una capa de fluido entre paredes
perfectamente conductora$ ( Xy — 0) hasta la situabn ideal de convecon en
una capa de fluido entre paredes aislan¥gsXy — o) (ver Fig. (2.4-2.5)). Los
valores entre los doshites mencionados corresponden a situaciones en las cuales
las paredes emh formadas de materiales con conductividadesiicas finitas y
reales como el safiro (30.3 W/mK a 24.85), por ejemplo.

Otro paametro adimensional es ellimero de Prandtl, definido como el co-
ciente de la viscosidad cinética entre difusividacermica del fluido,

4

Pr=-. (2.25)
K

Esteparametro se puede interpretésitamente. Caracteriza las propiedades de
transporte de momento (a tés/de la viscosidad cinditica) y de calor (a tréds de
la difusividad €rmica). En el presente problema, sPeles muy grande la viscosi-
dad del fluido séxr muy importante y se poéin despreciar loetminos inerciales
de las ecuaciones de balance de momento pero la@ifas calor séxlenta. Un
aspecto importante delimero de Prandtl en nuestro problema de conageces
gue aparece cuando la convértdepende del tiempo, en particular cuando el flujo
es oscilatorio. No tiene influencia en convéatestacionaria ya que solo aparece
multiplicando a la derivada temporal de la Ec. (2.17).

El patametro de relajabin F es de especial intes ya que se introduce en el
problema a tra@s de la ecuatn constitutiva del fluido viscoastico. Se define
como sigue,

F=25 (2.26)

Esde notar que cuandb = 0 la ecuaddn constitutiva se reduce a la de un
fluido newtoniano. El paametroF puede interpretarse e@rtninos de los compo-
nentes, solvente y soluto, de una sahmcpolimérica viscodlstica, tal como las
suspensiones de ADN. Earminos del modelo viscag$tico de Maxwell en las
soluciones poliraricas el solvente aporta los efectos viscosos y éhpob los
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efectos dsticos. A§ F esel cociente del tiempo de relajaci A con respecto a

la escala de tiempo de difasi termica a tra@s de la capa de fluido. CuanBces
pequéio la difusbn trmica mantiene a las néslulas de pdnero en una configu-
racion de equilibrio, de tal manera que el fluido padinco muestra muy peqtias
diferencias cuantitativas de un fluido newtoniano. Es decir que el fluido @ation

se comporta como un fluido newtoniano. Cuardes grande las metulas de
polimero deformadas por el flujo no tienen tiempo de relajarse y cambiar su con-
figuracbn, dando lugar a un comportamientasico.

2.3 Conceptos ksicos de la estabilidad lineal

En esta secbn se presenta la tdarbasica del aalisis de estabilidad lineal nece-

saria para entender los resultados de este trabajo. El cuestionamiento acerca de
la estabilidad de un sistem#sito puede plantearse como sigue: dado un estado
inicial de equilibrio del sistemddico en cuestin, se considera otro estado cerca

del estado inicial y se investiga si con el paso del tiempo el sistema tiende o no
al estado inicial de equilibrio. A la separanidel estado inicial se le denomina
perturbaddbn. Si con el paso del tiempo, la perturliattiende a cero el sistema

sel estable e inestable en caso contrario. Por otro lado, entre las situaciones de
estabilidad e inestabilidad existe un casoile denominado estabilidad neutral o
estabilidad marginal que separa los estados iniciales estables de los inestables. La
determinadn de la estabilidad marginal es el objetivo principal de los problemas
de estabilidad hidrodamica.

El procedimiento a seguir para determinar la estabilidad marginal de un sis-
tema consiste en suponer que todos losupatros adimensionales que definen al
sistema, excepto uno, son constantes mientras queahptno escogido se var
Al variar tal paémetro es posible pasar del estado estable al inestable justamente
cuandoése paametro tome un valor llamado marginal. Los estados de estabilidad
marginal pueden ser de dos tipos que corresponden a las dos maneras en que las
perturbaciones pueden crecer o decrecer. Las estabilidades marginales pueden ser
estacionarias u oscilatorias. En convécchatural el paametro adimensional que
representa la estabilidad del sistema ediehero de Rayleigh. Es necesario men-
cionar que en un medio viscoso con cierta conductivi@aghica los movimientos
convectivos en el fluido no se inic@ar a menos que se exceda una cierta diferencia
de temperatura vertical que permita superar las fuerzas estabilizadoras viscosas y
de disipaddn termica. Las pequ®s perturbaciones al sistema, en forma de ondas,
tienen una raan de crecimiento en el tiempo representadacoque depende en
general, en convedmn natural, del amero de Rayleigh, delimero de Prandtl y

del nimero de onda, entre otros. Himero de ond& = ,/k2 + k§ esfthasociado
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Figura 2.2: Esquema de un conjunto de rollos convectig@sla profundidad de
la capa de fluido y la longitud de onda de la perturbani

con las perturbaciones y los patrones convectivos en el fluido. La diomehst
rizontal de una celda convectiva @stada por la longitud de onda= 2x/k La
Fig. (2.2) muestra elinculo entre la longitud de onda y las celdas convectivas
formadas en una capa de fluido de profundidad

La razdn de crecimiento puede calcularse siguiendo alguno deétsdos que
se muestran as adelante. Cuando la tazde crecimiento es cero go= 0) el
sistema esten un estado de estabilidad marginal yiehero de RayleigR se de-
termina andtica o nunéricamente de la exprési resultante que dependatePr
y k, entre otros pametros. Una curva representativa de estabilidad margtal,
k se muestra en la Fig. (2.3) en donde @himo de la curva marginal determina el
nimero de Rayleigh @ico R. y el nUmero de onda @ico k.. Entonces, al consi-
derar un sistema como el que se presenta en la Fig. (2.1), por ejemplo, en un estado
inicial en el que el fluido eéten reposo y la distribu@n de la temperatura es una
funcion lineal de la coordenada verticalcuando se tiene < R. el estado inicial
con la capa de fluido en reposo es estable con respecto a perturbaciones infinitesi-
males.R = R; corresponde a movimientos convectivos de estado estacionario muy
lentos con amero de ond#&.. SiR > R. la capa de fluido es completamente ines-
table y las perturbaciones pueden crecer con dos posibieemos de onda como
se puede notar en la Fig. (2.3). En los problemas de estabilidad hidnoidiz
los valoresR; y k. son datos muy importantes ya que marcan el punto de inicio
del ferbmeno de convecon y por ello es usual encontrar en la literatura dferat
solamente curvas de criticalidad Bgvs k¢; mientras que las curvas marginales se
omiten porque lo ras importante en ellas son lognimos deéstas.

Se debe notar que en muchos problemas de termocoawetznito los mo-
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Figura 2.3: Esquema de un curva de estabilidad marginal. Cuandodia daz
crecimiento es mayor que cero el sistema es inestable y ciémtales menor que
cero el sistema es estable. Cuando l@mnade crecimiento es cero el sistema tiene
estabilidad marginal.

vimientos convectivos estacionarios como los oscilatorios pueden presentarse y
competir entreispara desestabilizar al sistema. Ya gque- ogr + iw (ver la Ec.
(2.27)) en dondev es la frecuencia de osciléci, resulta que de la parte real de

o se obtiene la estabilidad marginal estacionaria y de la parte imaginaria de

se obtiene la estabilidad marginal oscilatorigdnese en cuenta que 18 y k;
correspondientes a la convegioscilatoria permiten calcular de forma directa la
frecuencia de oscilagh ciitica w.. La frecuencia de oscilamn esh asociada a
ondas gravitacionales internas en la capa de fluido.

2.4 Analisis de estabilidad lineal

En esta secdi se analiza la estabilidad del estado inicial del sistema anteffgsjue
perturbaciones. Para ello, se considanama separagn en modos normales para
las Ecs. (2.17-2.18) del problema de la forma,

[wi, Ta] = [W(2) . © )] exp|i (kox + kyy) + ort]. (2.27)

en dondey y ky son las componentesy y del vector imero de onda con magnitud

k= K+ kf,. o esun paametro complejo cuya parte raak y parte imaginaria
w son la rabn de crecimiento y la frecuencia de oscitatirespectivamente. De
esta manera, despside hacer la sustituei en las Ecs. (2.17-2.18) obtenemos
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o [ d? kG 2
(1+ Fo) [ﬁ (d_22 - kz)W - sz@] = (d—22 - k2) W, (2.28)

(59

conlas siguientes condiciones de frontera para la velocidad,

wz%\/:o en z=0,1. (2.30)

Las condiciones de frontera pa®ese calculan a continudi.

®=W (2.29)

2.4.1 Las condiciones de fronteradrmicas

En este apartado se calculan las condiciones de fror@eracgs del problema en
cueston para la perturbagn de la temperatur@, que debeéan incluir los efectos

de los espesores de las paredes y sus conductividades. Ambos efectos satraducir
en grupos adimensionales llamaddsmeros de Biot.

Consickrese entonces que la superficies exteriores de las paredes inferior y
superior se encuentran a temperatura constante. Entonces, la pebtuid@das
temperaturas dentro de las paredes inf@ipoly superior®y debe ser cero en ese
las mismas,

OL,=0 en z=-D,
®y=0 en z=1+Dy. (2.31)

Ademas, debido a la continuidad de la temperatura y el flujo de calor en los
puntos donde el fluido y cada una de las paredeésest contacto, tamém ten-
emos las siguientes condiciones a satisfacer,

de; do.

0 =0, XLE=E en z=0,
) de; dey )
0 =0y, Xy 7 - 0 en z=1 (2.32)

Consickrese ahora, las siguientes ecuaciones para las temperaturas en las pare-
des,
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d2
(_ ke (f) oL =0, (2.33)
(_ e 0') Oy =0, (2.34)

cuyassoluciones eéin dadas erétminos de senos y cosenos hifgitns como
sigue,

®, = a3 coshqz+ by sinhgz, (2.35)
®y = az coshgz+ by sinhqz, (2.36)

dondeq = VkZ + 0. Las constantes de integranide la soluddn de la Ec. (2.35)
para la pared inferior se calculan con la contticile temperatura constante, dada
enla Ec. (2.31) para= —-D_ y con la condiddn de continuidad de la temperatura
dada en la Ec. (2.32) pam= 0. Luego, usando la condam de continuidad de
flujo de calor erz = 0 dada en la Ec. (2.32) se obtiene la corfhiaile frontera para
® enz = 0. Siguiendo el mismo procedimiento con la Ec. (2.36) y las condiciones
correspondientes, se obtiene la contticile frontera par@® enz = 1.

Finalmente, las condiciones de frontera adimensionales@areluyendo las
propiedades de las paredes son

d q
(d_z_ —XLtanhD_)® =0enz=0,
d q B B
(d_Z + m) ®=0enz=1. (237)

2.4.2 (Glculos analticos usando el netodo de Galerkin

En esta secon se determinan ariitamente las condiciones para el inicio de la
conveccbn por medio del ratodo de Galerkin. Se usaeste rétodo para resolver
el problema de valor propio dado en el sistema de Ecs. (2.28-2.29) sujeto a las
condiciones de frontera dado por las Ec. (2.30) y Ec. (2.37). Aunque e&tadon
aproximado, tiene una gran preéisi Adendas,éste da la posibilidad de obtener
una expregin anaitica del imero de RayleigR.

Consickrese entonces, el siguiente desarrollo@ue satisface las condi-
ciones de frontera
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W = i Anlz(z- 1)]>™. (2.38)
n=0

Ahora,si el desarrollo propuesto paaes

©=> A®y, (2.39)
n=0

entonces, desjs de sustituivV dada en la Ec. (2.38)® dada en la Ec. (2.39) en
la Ec. (2.29), obtenemad®, como soluddn de la siguiente ecuasi diferencial

(49

sujeta a las condiciones de frontera apropiadas dadas en Ecs. (2.37). De esta mane-
ra al resolver la ecuawmn Eq. (2.40) se puede calcu@y facilmente. No se muestra

la expresbn para®, por ser muy grande y compleja. De&gymultiplicamos la
ecuachbn Ec. (2.28) pokV e integramos en el rango de- 0 az = 1, para obtener

O = [z(z- 1)]*™", (2.40)

1 d? o d?
0= fo Wm(E - k2) [ﬁ (1+Fo) - (E - k2)} Wy dz (2.41)

1
—-(1+Fo) szf W@, d7,
0

para obtener esta expresise usaron las Ecs. (2.38-2.39) y se realizaron algunas
simplificaciones. El determinante expresado en la Ec. (2.41), el cual fue calcu-
lado con la ayuda del software Maple, representa la canlide solubilidad de la
cual se calcula el valor propie. Cabe mencionar que a tesvde la condiéin de
solubilidad se calcula el pametro que determina la estabilidad del sistema, mien-
tras que desde el punto de vista matino ésta condidén permite continuar con

la aproximaaddn ab6rdenes mayores. Sin la condinide solubilidad no es posi-
ble calcularR para estudiar la estabilidad hidroéimica del sistema. La primera
aproximacbn deR, que corresponde al elementoQPgde la matriz en el deter-
minante de la Ec. (2.41), puede sacifmente calculado. De afan adelante se
suponda que las paredes tienen las mismas propiedadesdas y geomei, esto

es X = Xy = Xy Dy =Dy =D. Entonces, el resultado es:

o gt cothq|(? + B?) tanhq + 29B| [C1 + (1 + Fo) (k2 + 12) oPrt|

2.42
k?2(1+ Fo) (CyB2 + C3B +Cy) - (242)
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en donde

q
B ———
XtanhqD’

Cy = k* + 24k? + 504,
Cz = q(qP - 12¢f + 504¢f + 302404 + 36288() — 5040 tanhg (P +12)°,
Cs = 20° (q* - 12¢f + 504) cothq + 604804 (q? + 12) cschq
— 50400(q? - 6q+ 12) (o + 6q+ 12),
Ca = ¢ (of - 12¢f + 504 — 302404 - 362880 + 1814404 cothg.

El nUmero de Rayleigh dado en la Ec. (2.42) es un resultado que no ha sido
reportado antes gste incluyek, X and D, sin ninguna restriazn en sus magni-
tudes. Una tercera estimaaideR a partir de la Ec. (2.41) fue tan#i realizada
numéricamente. Es posible obtener una exjinegiaraR a partir de la Ec. (2.42)
en el imite deX — 0, la cual corresponde a la condinide frontera de tempera-
tura fija. En esteiinite, solamente, eétmino correspondiente&’- sobrevive. Por
lo tanto, la ecuaéin se reduce a,

qt[Cr+ 1+ Fo) o (K2 + 12) oPr?|
- k2(1+ Fo)Cy
CuandoF = 0 se recupera el caso newtoniano y la frecuencia de oguilas
cero. El imite dePr — 0 no puede calcularse porque lleva a una singularidad, de

viscosidad cero, correspondiente al caso inviscido. De cualquier manénraitel |
Pr — co da otra expresin para el amero de RayleigR. Esta es,

(2.43)

) gt cothq|(o? + B?) tanhq + 298| C,

2.44
k2(1+ Fo) (CoB2 + C3B + Cu) (2:44)

2.5 Calculos usando el netodo de disparo

Los resultados obtenidos con ektndo de Galerkin fueron verificados con el
método de disparo [17] y hubo buena concordancia entre amigtsdos. El
analisis nunérico fue realizado usando doble predisi El problema de valores a la
frontera dado en las Ecs. (2.28-2.29) sujeto a las condiciones dadas por Ec. (2.30)
y Ec. (2.37) fue resuelto aguaon el nétodo de disparo que consiste en, primero,
integrar el sistema de ecuaciones diferenciales Ecs. (2.28-2.29) cd@iaslarde
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Runge-Kutta de cuarto orden [17] enze- 0 y z = 1. Mientras que el problema

de valor propio para eliimero de RayleigiiR se resuelve mediante el disparo de

varios intentos para satisfacer las condiciones de frontem=erd. Tambén se

usd un nmetodo de Newton global [17] para encontrar el valoRdgie hace cero el

determinante formado por los disparos a las condiciones de frontera én(ver

el libro de Press et al [17] paraas detalles). Para valores fijos@eX, Pr, F y k,

los valores d&y w que hacen cero las partes real e imaginaria de un determinante

complejo, que resulta de los disparos, son los eigenvalores marginales.
Considerando la condimn de frontera de temperatura fija en las paredes, en

el limite de X pequia, fue posible comparar los valoresticos R, k. y wc

para valores fijos d& con los reportados por Vest y Arpaci [24] en su Tabla I,

Takashima [25] en su Tabla I, Sokolov y Tanner [26] en su Tabla | y ikext

Mardones y Brez-Garta [28] en su Fig. 5. La concordancia fue muy buena. Por

otro lado, al suponer la cond@i de frontera de flujo de calor constante en las

paredes, en elrhite de X grande, los valoresiticosR;, k; y w¢ para valores fijos

deF fueron comparados con los reportados por Kolkka y lerley [27] en sus Tablas

Iy Il. En este caso tambn la concordancia fue excelente.

2.6 Resultados

ParaPr = 1 las curvas d&., k; y w¢ contra X en los dos casosrlite de D=0.1,
pequéa, y D=100, grande, son mostrados en las Figs. 2.4(a-c)fpar@.1 y en
las Figs. 2.4(d-f) par& = 100, respectivamente.diese que las curvas correspon-
dientes a D< 0.1 esin muy cerca de las de £0.1. Lo mismo puede decirse de
de las curvas correspodientes a-[100 respecto a las de 100. Puede obser-
varse en la Fig. 2.4(a) que paPa = 1y F = 0.1 existe una competencia entre
la convecadn oscilatoria y la estacionaria por desestabilizar el sistema. El cambio
de convecdn oscilatoria a conveamn estacionaria, en el punto de codiménsi
dos como fue planteado por Mer¢z-Mardones y &ez-Gar@ [28], aparece a
valores intermedios de X. Este es un resultado muy interesante ya que muestra
gue paraPr = 1 la convecdn puede ser estacionaria y que el fluido de Maxwell
se comporta como Newtoniano. La competencia entre los dos modos termina a
aproximadament®r = 1.4 cuando los movimientos convectivos se inician sola-
mente como oscilatorios, como se muestra en la Fig. 2.6.

Despiés del punto de codimeisi dos la convecon estacionaria desestabiliza
al sistema y los resultados concuerdan con los reportados por Cerisier et al. [50].
En el imite de la condid@n de frontera de temperatura fija €< 1) en las paredes
se encontraron los siguientes valorei$iars de los parmetros:R; = 870.5590,
ke = 4.92 ywe = 15.09 [24-26]; mientras que en @hite de la condid@n de fron-
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tera de flujo de calor constante £¢ 1) en las paredes se encdntR; = 720.0183,

ke = 0.02 y frecuencia cera. [50]. Los puntos de codimer@si dos para D=0.1y
D=100 esan localizados aproximadamente en X=50 y X=8, respectivamente. Se
encontd un comportamiento inesperado en las curvasgdeontra X parés = 0.1

y F = 100 mostradas en las Figs. 2.4(c) y 2.4(f). Esto es, adedel valor
minimo relativo quew; toma en elimite de la condi@n de frontera de flujo de

calor constante, hay unimimo absoluto a valores intermedios de X. Las curvas
para diferentes valores d& fueron confirmadas por los dostedos antes men-
cionados, y se encoiftque este fimimo absoluto desaparece solamente cuando
Pr alcanzaPr = 10. ParaPr = 1 y F = 100 en el imite de la condidin de
frontera de temperatura fija en las paredes se encontraron los siguientes valores
criticos: R, = 0.4589 k. = 3.41 yw. = 0.6198 [24-26]; mientras que en @ahite

de la condiobn de frontera de flujo de calor constante en las paredes se éncontr

R. = 0.2372,k; = 1.57 yw = 0.6132 [27]. Las curvas en la Fig. 2.4(d) para

F = 100 muestran que el sistema se vuelve mas inestable cuando se incrementa X
Yy que en este caso los movimientos convectivos son solamente oscilatorios.

ParaPr = 10 las curvas d&., k. y w¢ contra X en los dos casoBsrlite de
D=0.1, pequia, y D=100, grande, son mostrados en las Figs. 2.5(a-c) correspon-
dientes aF = 0.1 y en las Figs. 2.5(d-f) pafa = 100 respectivamente. Para
el caso dePr = 10 yF = 0.1 los valores de (Rkc, wc) se incrementan con X.
Aqui, X tiene un efecto estabilizador. Oiese que este comportamiento contrasta
con los de las curvas en las figuras previas. En la Fig. 2.4(a) el efecto estabilizador
es incipiente antes de que el punto de codintendos aparezca. En éhlite de
la condicbn de frontera de temperatura fija en ambas paredes se encontraron los
siguientes valores tticos: R, = 226.7151 k. = 7.26 yw; = 76.2593 [24-26];
mientras que en elrhite de la condidn de frontera de flujo de calor constante en
ambas paredes se enc@ntR. = 233.7246 k. = 7.61 yw. = 79.1547 [27]. Para
el caso dePr = 10 y F = 100 el valor de (R ke, wc) decrece con X. En elrhite
de la condiocbn de frontera de temperatura fija en las paredes se encontraron los
siguientes valores iticos: R; = 4.6230x 1072, k. = 3.44 yw¢ = 1.9625 [24-26];
mientras que en elrhite de la condidin de frontera de flujo de calor constante en
las paredes se encodtiR; = 2.8520x 1072, k. = 2.31 yw = 1.9243 [27].

La Fig. 2.6 da una presentéai mas explicita y clara de la competencia entre
convecobn estacionaria y oscilatoria mostrada en la Fig. 2.4(a). En las curvas
correspondientes a la conve@mgioscilatoria presentada en la Fig. 2.6 el valor del
paametro ehstico e = 0.1. Alli, los dos pares de curvas de criticalidad para
Pr = 1y Pr = 1.4 corresponden a la conveagi oscilatoria mientras que las
otras dos curvas corresponden a conv@ateistacionaria. tese que los puntos de
codimensbn dos que surgen paka = 1y diferentes D, desparecen al incrementar
Pr dePr = 1 hasta aproximadamen®e = 1.4.
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De las Figs. 2.4-2.5 se debe notar que en los cdsutelde X pequdia y
grande ambas curvas para D y D= 100 deR., k; y w¢ colapsan en una sola,
como era de esperarse. Esto quiere decir que, éangara el fluido viscoaktico
(ver [50]) el espesor de las paredes no tiene influencia en el inicio de la canvecci
en estas regiones de X [24-28].6fdse que no siempiR. se aproxima al valor
720 cuando X— co(ver Hurle et al. [55],a¥alos-Orozco [22] y Bvalos-Orozco
y Manero [23]). Esto quiere decir que incluso con la cortticie frontera de flujo
de calor constante en las paredes, la con@ecestacionaria no siempre puede
ocurrir en un fluido viscoéistico de Maxwell [27], y bajo ciertas condiciones,
los movimientos convectivos pueden iniciarse como conéecoscilatoria. En
la separadin entre cada par de curvas a valores moderados de X en las Figs. 2.4-
2.5 es claro el efecto de la diferencia entre D& y D= 100. En esas regiones
el espesor de las paredes tiene una influencia importante en la inestabilidad de la
capa de fluido.

Las curvas presentadas en las Figs. 2.4-2.5 muestran el rol que juEgtaX.
nuestran 6mo X liga los dos caso$nhite ya estudiados desde hace vario8san
paredes conductoras y paredes aislantes. Hemos encontrado en este estudio que
paraPr fijo y X creciente, las celdas de convemtiaparecen as @pido en la capa
de fluido cuandd= = 0.1 que cuandd- = 100. La influencia de la naturaleza
geonetrica de las paredes es notable aé&grade todas las curvas mostradas en
las Figs. 2.4-2.5 aungque este efecto se magnifica en las curvas correspondientes a
(Pr=1,F=0.1)y (Pr=10,F =0.1).

Es de inteés dar soluciones asaticas deRy w del problema de convedni
para comparar con los resultados raniwos arriba descritos. Estas aproximacio-
nes fueron calculadas con uretado de Galerkin diferente al de Chandrasekhar.

El procedimiento se explica en el Apdice A. Los Agndices B y C muestran
los resultados de losatculos asintticos basados en los resultados détado de
Galerkin presentado en el Apdice A. En los apndices se muestran las aproxima-
ciones asirtiticas:Pr — o, F - 0y F — oo; para dosimites diferentesD — 0

y D — oo.
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Capitulo 3

Inestabilidad no lineal de una
capa de fluido viscodstico.
Aproximacion a nimero de Biot y
numero de onda pequéos

En este cajulo se desarrolla el problema de estabilidad hidradiita no lineal

en la convecdn natural en una capa de fluido vis@sico. El trabajo de inves-
tigacion aqu presentado es de esta manera una exirradiaralisis de estabilidad
lineal expuesto anteriormente, pero para el caso particular en que la conductividad
de la pared es peqna. El objetivo de esta parte del trabajo de investiyaeis
encontrar la selecon de patrones convectivos que pueden darse en la coomecci

de la capa de fluido. Esto perméiconocer cuales son las condiciones bajo las
gue un determinado pain celular predomina o se desestabiliza y evoluciona hacia
otro méas estable.

3.1 Planteamiento del problema

El planteamiento es similar, en algunos aspectos, al propuesto eritelcan-

terior. Agu, se consideraruna capa de fluido visc@sdtico confinada entre dos
paredes horizontales infinitas y que es calentada por abajo. El fluido stioel

de Oldroyd en cuedin puede ser uno de los tres siguientes de acuerdo a la derivada
convectiva seleccionada: fluido viscastico de Oldroyd-A, fluido viscoastico de
Oldroyd-B o fluido viscodistico de Oldroyd corrotacional. Las derivadas convec-
tivas dan una gran complejidad a las ecuaciones constitutivas. Las ecuaciones de
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Figura 3.1: Esquema del problema de conv@taiatural en una capa de fluido
viscoehstico entre dos paredes pobremente conductoras

estos tres fluidos ya se mostraron de forma general en la Ec. (1.12).
En relacon a las condicioneddicas del problem&stas se esquematizan en
la Fig. (3.1). Notese que aduno es de intdrs tener en forma explicita el efecto
de los espesores y las conductividadasnicas de las paredes y es por ello que
no se especifican en la Fig. (3.1). La@azes que se ha hecho el supuesism
simple de que las paredes son pobremente conductoras. Desde el punto de vista
del cociente de conductividad&sdefinido en Ec. (2.24), esto significa giees
muy grande pero sin llegar a una sitacextrema de tener la conddai de flujo
de calor constante. Esta magnitud llévartener un iimero de Biot muy peqi®
pero finito, que se reflejaren las condiciones de fronte&ricas.

3.2 Formulacion del problema

Las ecuaciones no lineales generales del problema son las mismas que antes, esto
es, la ecuaén de continuidad, la ecudxci de difusbn del calor y la ecuaén de

balance de momento acopladas con las ecuaciones constitutivas de los fluidos vis-
coehsticos. A diferencia del problema lineal, las ecaiaale balance de momento

y las ecuaciones constitutivas no se pueden combinar en forma sencilla en el pro-
blema no lineal, lo que complica el tratamiento maiéoo. Estas ecuaciones, sin
perturbar, son las siguientes,
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vV -u* =0, (3.1)

T ,
o (U V)T = V2T, (32)
au* * * * * >k * * 3
po| G+ VYU =T T oo - Tadlak, (33)
D) . D\ ,
(l + /l]_ﬁ)?’ = 2,(1(1 + /lth*)e . (34)

Sedebe notar que la Ec. (3.4) es la ecdactonstitutiva para los tres fluidos
viscoehsticos arriba mencionadod/Dt* es un operador no lineal definido en la
Ec. (1.11).

3.2.1 Las ecuaciones perturbadas no lineales

A continuacon son introducidas peqiias perturbaciones en el sistema, tal como
se hizo en el problema de estabilidad lineal. Las perturbaciones son,

u* =u" (XY, Z, ),

T =T+ T (X,y,Z,t),

p* = py + P (XY, Z, 1),

T™=11"(X"y,Z,1t). (3.5)

Entonces, son sustitlas las perturbaciones Ecs. (3.5) en Ecs. (3.4) para
obtener las ecuaciones perturbadas que incluganinos lineales y de segundo
orden en la perturbamn. Los &rminos lineales de las perturbaciones correspon-
den a los que componen las ecuaciones perturbadas eraldisale estabili-
dad lineal; mientras que logmminos de segundo orden de la perturbagcique
aungue pequms, son las contribuciones no lineales de émminos advectivos de
la ecuaddn de difusbn de calor Ec. (3.2), de las ecuaciones de balance de mo-
mento Ecs. (3.3) y del operadbr/IDt* en las ecuaciones constitutivas Ecs. (3.4).
Las ecuaciones resultantes son,
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V' Ut =0, (3.6)

e +(u" -V )T1+W1_dz* = kV*T], (3.7)
po[ ati +(u" - VHup ] =-V'p] + V' -11" + poagTiK, (3.8)

D\ . D
(1+ /llD—t*)T]_ = 2/,[(1+ Ao

= ) e (3.9)

3.2.2 Adimensionalizacibn

Ahora, se hax adimensional el sistema de Ecs. (3.6-3.9). Seandas siguientes
escalamientosd para la longitud(Tg_ — Tau) para la temperatural®/« para el
tiempo, x/d para la velocidad yix/d? para los esfuerzos. MAslas ecuaciones
perturbadas del sistema toman la siguiente forma adimensional.

V.u =0, (3.10)
E + (Ul . V) T1 + w1 = «V Tl, (3.11)
-1 au:]_
Pr 5 +(u1-V)ui| =-Vp1+ V- -11 + RTiK, (3.12)
D D
(1+ﬂlﬁ)‘r1 = 2/,[(14‘/125)81, (313)

endonde las variables adimensionales ya no presentan el asterisco

3.3 Analisis no lineal

En esta secoin se estudi@n las ecuaciones no lineales del problema termoconvec-
tivo de una capa de fluido viscé@stico Ecs. (3.10-3.13). Como ya se menbiah
inicio del captulo, consideraremos una situacien la que las paredes que confinan
al fluido son malas conductoras. Lo anterior posibilita un tratamientdtiaoadel
problema mediante una aproxim@gia rumeros de onda y Biot peqfues. El
sistema de Ecs. (3.10-3.13) se puede simplificar eliminando labprasioperar
dos veces con el rotacional las Ecs. (3.12). Adsnutilizaremos los potenciales

Yy y para expresar la velocidad,
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u; = Vx (k) + VxV x (yk)
(% N o O
_(6y+ ox’ ax ay’ VLX)’

(3.14)

endonde el smbolo’ indica derivada con respectad el sublindice L indica el
laplaciano en las dos dimensiones horizontalesy)( Debido a la no linealidad

de las ecuaciones de balance de momento, la componente vertical de l@m®cuaci
que resulta de operar con el doble rotacional, queda acoplada con las otras dos
componentes a trég del érmino advectivo. Por lo tanto, se tienen dos ecuaciones
para los potenciales, una pafgy otra pargy. Entonces, usando la Ec. (3.14) se
tiene

@+[(6_zp+6)( a$+6X V_ZLX)-V]

ot ay ox’ ox oy’
(3.15)
8 2 62 62 82 67-;/2 aT;(Z
Pr- [——V lﬁ+T } (axz _(T)ﬂ)TXy_M/(TXX_TW)_FW_@_y’
(3.16)
0 7 2 82 ’ ’ (92 ’ ’ 6ZT;(Y
Pr- [8'[ (Vix + Vix )+TNL] = B—XZ(TXX—TZZ) + a—yz(ryy—fzz) + Zaxay

0 9 It 0Ty
—a—xvirxz ayVL vz + a—;z+ ay - RV2Ty, (3.17)

D D
(1 + alﬁ)n = 2u(1 + 42—) e,  (3.18)

endondeTg, y TZ, son érminos no lineales que provienen dairhino advectivo

de las ecuaciones de balance de momefii. y T3, son expresiones grandes

gue se dan en el Andice D. La Ec. (3.16) para(ecuacbn de la vorticidad), se
obtuvo al aplicar una vez el operador rotacional alas Ecs. (3.12). LaEc. (3.17) para
X, Se obtuvo al aplicar dos veces el operador rotacional a las mismas ecuaciones.
El sistema de Ecs. (3.15-3.18) @stujeto a las siguientes condiciones de frontera

parazp,XyTl,
x=x'=¢v=0 en z=0,1,
Ti—BLT]_:O en z=0,
Ti+ByT1=0 en z=1, (3.19)
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en dondeB,_y represent#os numeros de Biot de las paredes inferior (L) y superior
(U), respectivamente.

3.3.1 Aproximacion a namero de onda pequéo

Ahora, supondremos que la capa de fluido es somera en el sentido de que la es-
cala de longitud de la profundidad es muchasnpequia que la de las perturba-
ciones en las direcciones horizontales. En otras palabras, se supone que la longitud
de onda de la perturbasi es muy larga, o bien que elimero de onda es muy
pequéo. El caso no lineal de un fluido newtoniano ha sido estudiado por varios
autores como son Chapman y Proctor [19-21]. Sin embargoesqie intezs el

trabajo de Pismen [56] puésincluye los efectos de la vorticidad en la convéoci

no lineal. Para que los efectos de la ecaade la vorticidad aparezcan, es nece-
sario introducir las escalas como sigue. Las escalas de longitud cerca del inicio de
la convecddn son: X = €2xy y = €2y, dondee << 1. Por otro lado, debido

a que las paredes son malas conductoras,do®nos de Biot se reescalan como

BLu = €2B_u, es decir que es del orden dBt/S. De esta manera,

9 _ard

X ox’

0 172 0

— = — 3.20
oy € oy ( )

Ademas,se introducen las siguientes escalas de tiempo.

d 50
a—fa—to-l—.... (321)

Por otro lado, se considera el siguiente esquema de desarrollo para las variables
del problema,

X =X0+ex1+ Y+ ., (3.22)
Y=o+ edr+ Yot .., (3.23)
Ti=00+ €01+ €62+ ..., (3.24)
R=Ry+ eRy + €Ry, (3.25)
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= e (fQ e e @), (3.26)

E( (0)+ET§%I)Jr 627%) ) (3.27)
Tzz = 6( +erd + D+ ) (3.28)
. 6(4;;) perl s @), (3.29)
ra= 2D+ @+ @+ ), (3.30)
o= 61/2( R+ e+ P+ ), (3.31)

en donde los desarrollos dados por las Ecs. (3.26-3.31), corresponden a las com-
ponentes de;. Los desarrollos para las componenteggse han omitido debido

a queéstas se dan elrminos de los potencialgsy y. Entonces, al sustituir los
escalamientos para,fy) (Ecs. (3.20)), para el tiempo (Ec. (3.21)) y los desarrollos

de las variables del problema (Ecs. (3.22-3.31)), en el sistema de Ecs. (3.15-3.18)
se obtienen, a diferentésdenes de, sistemas de ecuaciones diferenciales sujetas

a las condiciones de frontera correspondientes, que pueden resolverse de manera
analtica. De esta manera obtenemos,

A ordenO(1)
g =0, (3.32)
oy oY
—_— Y = O, 333
oX ay ( )
L
= — — RoVi6p = .34
Ix + ay R0 J_GO O, (3 3 )
2 92 A
©) _,9%0 _,%Xo Xo (O P L
TXX a%y 8—2 (a ) y (9)? ’ (335)
L0 _ %o 020 B 25 X0 __F (a+1)|r© é"r”o o
Voo o xR Toxdy 2 oxX oy
W L
( ay  ox )} (3:39)
Wy Oxg
L0 _ Mo _ %o _
6 ’ lp aX/I
O 200 %0 _ £ 0y, (P _ KXo
+25 oy 2oy Ty7 (@a+1) x oy (3.38)
a"b a/\//l
[0, %o _ % _
Tyt o= 3 0, (3.39)



+2V

(2, 2)

Ao 2 \gy T ax
d
<°>( ”/’0 )] (3.40)

sujetasa las condiciones,

Xo=xo=%0=0 en z=0,1,
=0 en z=0,1 (3.41)

Las Ec. (3.32) corresponde a la temperatura, la Ec. (3.33) proviene del primer
rotacional de las ecuaciones de balance de momento, la Ec. (3.34) proviene del
segundo rotacional de las ecuaciones de balance de momento y las Ecs. (3.35-
3.40) corresponden a las componentes del tensor de esfuerzos.

A ordenO(e)

I E) 06y Ox ,0 009 5 069 2 961
2070, 2070 v2,0-2 4+ V2 V20 : 3.42
oy dy  ox ox N0z TYXOT Vit T (3-42)
6/\/// 9 6,\/” 9 827'(0) aT(]i) 52‘[’(0)
Proi| 20 w2y - 20 w2, = XX, 7 V2 L
[8y ax X" ooy T Taxay T ax | axay
2 2 1y
99\ o _ 9 (3.43)
X2 oy? oy ’
a 62 /r 82)(” 82 // aZX/ 62/\/
Pr—l 4 —V 2 " 0 0 _ 0
axayaxay WoViXg +[ax 02 )(aiz 2
[P0 (O (Vo) (348 (9955 (90
ay )\ oy ax )\ ax ay J\ay
A I s s I 4
ax |\ ox X2 dy ORIy OX
8279’ 8279’ . (927'5,?,), 83ng) 83T§g) 53T§,2) 627%),)'
A2 X2 N2 xR O Ay X0y
—RoV2 61 — Ry V2 6, (3.44)

sujetasa las condiciones,
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x1=x1=¢1=0 en z=0,1,
#7=0 en z=0,1 (3.45)

En el sistema Ecs(3.42-3.44) se ha omitigppara simplificar un poco las
ecuaciones y porque, como se demoétraas adelanteésta es cero. Las ecua-
ciones correspondientes a las componentes del tensor de esfu@gg)ssa han
omitido tambén debido a que son expresiones muy grandes y complicadas que
en vez de ayudar al lector, entorpecen el desarrollo y seguimiento de labsoluci
al problema. AO(€?) también se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales a
resolver; pero de acuerdo con el proceso de sotugilo la ecuadn que corres-
ponde a la temperatura es necesaria. Entonces,

A ordenO(é?),
060 (1 Ox1\060 (01 Ox1\06 _, 06
e I— E— ipg— ipg— e - = V I
(’)to+((’)y+8x ox \ox " oy)ay NV ez
+8x6x+8y6y oy TV =V F (3.46)
sujetasa las condiciones,
% -B6=0 en z=0,
% +Byfp=0 en z=1. (3.47)

Condiciones de solubilidad para cada orden de aproximadin

En este apartado se da sofutia las ecuaciones en cada orden de aproxémaci
Como puede observarse, los sistemas de ecuacidDég g superiores son inho-
mogeneos desde el punto de vista de su aproxiamgior lo que deben satisfacer
condiciones de solubilidad con el fin de que no se manifieste la no uniformidad
en la expangin. Esto a su vez permite obtener los valores propios @eleno de
Rayleigh en fun@n de los otros pametros del problema.

El procedimiento a seguir para calcular las condiciones de solubilidad, en ge-
neral, es el siguiente (ver el libro de Nayfeh [57] parasrdetalles): a la ecuéci
inhomogenea se le multiplica la soldm de la ecuadin adjunta homgnea y se
integra en el rango de la variable independiente. Enseguida, se integra por partes
un nimero de veces igual al orden de la ecanariginal hasta que aparezca fac-
torizado el operador adjunto aplicado a la sdncadjunta, lo cual debaiser cero.
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Por lo tanto, la integral del lado derecho conteniendcéshino inhomogeneo
debea ser cero tambin. Esa es la condimn de solubilidad. Esto se puede des-
cribir matenaticamente como sigue. Seain operador diferencial ordinario con
derivadas ery y ¢ la solucbn deLé = h(y) y sea¢ la solucbn de la ecuadin
adjuntaL¢é = 0. En generaL # L. Entonces,[¢Lédy = [éh(y)dyse trans-
forma a traes de integradin por partes y con las condiciones de frontera en
[éLedy = [¢h(y)dy = 0, siendo estdiltima la condicbn de solubilidad. En

el presente problema, se utilizan dos condiciones de solubilidad, a saber, una a or-
denO(e) y otra a orderD(e%). Entonces, siguiendo el procedimiento anterior, de
las Ecs. (3.42) y (3.46) obtenemos,

x4 060 L 0xp060 1 o 06 L
- = — = Vixo— \Y
0= f 6o % 0y d2+f 6o 3% X —dz- L 6oV xo 57 dZ+‘f0 6oV xodz

- f 60V 6odz, (3.48)
0

d6 o1 Ox7\ 860 f a1 Ox1\ 9o
0= Oo— —|—==d 6 —|—==d
foato+fo (ay+ax ax 2t ], P\ax Fay ) oyt
Ixq 00, L Oxg a6,
0oV —dz+ | G—2=2 fo—2 =2
f“’“ Zfoc? 8xz+fo°6y6yz
1 _ _
—f GoViXoﬂdz+f QOV_ZLdez—f Qovi91d2+(B|_+BU)9§. (3.49)
0 0z 0 0
En la condiobn Ec. (3.49) se emplearon las condiciones de frontera Ecs. (3.47).

Solucion para cada orden de aproximaaddn

El primer sistema de ecuaciones diferenciales a tratar es el de O(d¢nEcs.
(3.32-3.40), sujetas a las condiciones de frontera Ecs. (BI'ZElt)a es el sistema

de ecuaciones a3 sencillo y permite dejar en claro el proceso de sotugile se

sigue abrdenes superiores. Primero se caldglx, Y, z,tp) de la Ec. (3.32) junto

con sus condiciones de frontera. Como es independiente de las otras variables, se
obtiene,

fo(X. Y, Z.to) = (XY, to). (3.50)

El calculo de las siguientes soluciones éssralaborado debido al acoplamiento,
entre lag/’s, y’s y las componentes del tensor de esfuerzos en las Ecs. (3.33-3.40).
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Consicerese las ecuaciones paé&) y T§2) dadas en las Ec. (3.37) y Ec. (3.39),
respectivamente,

6,7[,/ aX/I
79 = a_yo + 6—)% =0, (3.51)
o_ Mo, % _

= — =0. 3.52
vz ox oy (3.52)

Asi, al sustituir las Ecs. (3.51-3.52) en la Ec. (3.33) obtenemos la @guaci
parayo,

V2yy =0, (3.53)

sujeta a las condiciones adecuadas Ecs. (3.41). La énlacla Ec. (3.53) es
Yo = 0 debido a que su ecuéci es homognea. Este resultado simplifica en gran
medida el sistema de ecuaciones a or@¢¢), como fue planteado anteriormente.
Ademas, al sustituir las Ecs. (3.51-3.52) en la Ec. (3.34) obtenemos la énuaci

parayo,

V2xy” = RoV2 @, (3.54)

sujeta a las condiciones correspondientes Ecs. (3.41). La&oldeila Ec. (3.53)
es,

(2 2 7
X0=22" 12" 24
Conlas solucioneg = 0y yo, dada en Ec. (3.55), podemos ahora calcular
las componentes del tensor de esfuerzos. Las solucionég gterﬁ) se obtienen
directamente de las Ecs. (3.51-3.5Bstas y las deés componentes del tensor

de esfuerzos, previamente calculadas, se muestran eréaddsg D. Ahora, se
evalia la primera condiéin de solubilidad Ec. (3.48) para obtener,

) Ro®. (3.55)

_(Ro 2
0= (720 1) vio.
porlo que se concluye que
Ry = 720. (3.56)
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Consicerese ahora el sistema de ecuacion€el. De la Ec. (3.42) con las
condiciones de frontera correspondientes Ecs. (3.45), calculanyasbtenemos,
2 22 ¢ z 1 Z 1\,

b= [72°(ﬁr 240" 288 720" 2016) - (E sz é) vie

( 2 2 2 1 ) (acp) (aq>)2
+ 720 — 4+ = —| +|=
120 48 727 1440 X ay

Siguiendaun proceso similar al empleadd@dl) se calculag; de la Ec. (3.43)
sujeta a las condiciones de frontera adecuadas Ecs. (3.45). De la Ec. 843 s
posible calculak?2 y; en funcbn de &rminos no lineales que imposibilitan obtener
W1 explicitamente para desps sustituirla en la segunda conditide solubilidad
Ec. (3.49). Cabe mencionar queaica manera de obteng# analticamente
de forma exgkita es éadiendo otra ecuam. Debido a la complejidad de la ex-
presbn, no se presenta explicitamente. Sin embargd, $e puede dar su integral
con respecto adefinida entre 0 y 1, que es lo que en realidad usarenassatie-
lante en la segunda condici de solubilidad Ec. (3.49). De esta manera,

(3.57)

1 4 1
f Y1dz= (60a+ ﬂ)) (E-DF+ % ¥(X,Y,t0), (3.58)
0
od o0 od 0
V2= V20— —_V20, .
+ ayox *  axay * (3.59)
o bien, en forma vectorial

Vi =V, oAV, (V). (3.60)

Aqui, A indica producto vectorial. La siguiente ecu@tia considerar es la que
corresponde &3, Ec. (3.44). Al igual que parg1, su expresin es grande y
complicada, y no puede obtenerse de formaiekpl Sin embargo, para evaluar

la segunda condién de solubilidad Ec. (3.49)%f0 es necesarido1 V2 y1dz. La
solucbn, V2y1, a la Ec. (3.44) sujeta a sus condiciones correspondientes Ecs.
(3.45) puede calcularsadilmente. No se presenta debido a que ocupa mucho es-
pacio y no es necesaria para comprender el procedimiento que se sigue. Entonces,

1
R 17
fVindz— — V2D + VD
0

720 +° T 42"+
+ %soo(az ~1)(E-D)F?V_ [(V.@) (V. @-V, ®)]. (3.61)
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Es necesario mencionar que las componentes del tensor de esfuerzos fueron
calculadason ayuda del software MAPLE. Se enca@ngue sus expresiones son
muy grandes, con muchosrininos no lineales por lo que no se presentan en este
trabajo. El siguiente paso consiste en evaluar la segunda comdieisolubilidad
Ec. (3.49) con ayuda de los resultados mostrados en las Ecs. (3.50-3.61). Esta
condicbn de solubilidad da lugar a una ecuactino lineal denominada ecuéni
de evolucbn o ecuadn de longitud de onda larga ya que describe variaciones
laterales en un sistema donde la escala de longitud vertical es menor con respecto
a las horizontales. Dicha ecuanise expone en el siguiente apartado.

Las ecuaciones de evolucn

Con las soluciones calculadas, la evalaGade la segunda condiri de solubilidad
Ec. (3.49) y la escala de tiempo propuesta Ec. (3.21) se obtiene la @tuki
evolucibn. El procedimiento consiste en sustit@dr/dtg en,

o0 ,00

o oy
e inmediatamente se eliminan legara regresar a las variables originales sin es-
calar. El resultado es,

(3.62)

oD R\, 17,
= (BU4-BL)®-+(1 720)VL® AL
1
+T?ﬁ:—ﬂmﬁﬂ(l—Eﬂl—aﬂ]VlKVL®HVL®~VL®H
15 540
+-7PF4—F(1—E)(77+60#]VJDAVLT, (3.63)
Vi¥ =V, 0 AV, (VD). (3.64)

Las Ecs. (3.63-3.64) son las ecuaciones de evatupara convecbn natural
en una capa de fluido visc@stico de Oldroyd confinada entre dos paredes hori-
zontales de mala conductividagrtnica que incluyen los efectos de la vorticidad.
En Ec. (3.63) aparece subrayado el pring&ntino no lineal que incluye efectos
viscoehsticos y que séardiscutido nas adelante. tese que las ecuaciones fueron
calculadas incluyendo cualquiera de los tres tipos de fluidos visstams de Ol-
droyd considerados: el fluido de Oldroyd-A can= -1, el fluido de Oldroyd-B
cona = 1y el fluido corrotacional de Oldroyd can= 0. La Ec. (3.63) puede
reducirse, al eliminar los efectos viscasticos, a la ecuamn de evoludn en el
caso newtoniano calculada por Pismen [58]. Un aspecto importante a tomar en
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cuenta de la Ec. (3.63) es que cualquier influencia visstieh,ya sea de retardo

o relajacon, provienelnicamente de efectos no lineales. Esto quiere decir que el
nimero de Rayleigh @ico, que se obtiene de la téalineal, no depende ni de

ni deE. Notese tamliin que cuanda = —1 o 1 los efectos viscoasticos se intro-
ducenlnicamente atras dellltimo termino no-lineal proveniente de la ecuati

de la vorticidad.

De acuerdo con la aproximdxi realizada aduencontramos algunas limita-
ciones en las ecuaciones de evahndecs. (3.63-3.64). Para el fluido corrotacional
de Oldroyd (a= 0), elUnico caso en que éitmino subrayado en Ec. (3.63) sobre-
vive, obtenemos

1-1080F2(1-E) > 0,

y ya queE no es mayor que 0.1 [53], hallamos que elgmaetroF debe ser siem-

pre menor que 0.032. Por otro lado, con el siguiedtmino viscodstico y con-
siderando, por ejempld®r = 10, obtenemos quedk los fluidos de Oldroyd-B

y corrotacional de Oldroyd satisfacen la desigualdad anterior. Es de hacer notar
gue el rango de valores pafano es muy grande y limita el comportamiento vis-
coehstico de los fluidos estudiados a uno similar al del fluido newtoniano.

El nimero de Rayleigh citico

Como ya se mencidn en el adlisis de estabilidad hidrodamica no lineal consid-
eraremos la estabilidad del sistema un poco fuera de la criticaligktd.se deter-
mina a partir de la teta lineal. Para ello, es necesario calcular los valorgisas
del nimero de Rayleigh y delimmero de ondeR. y k. respectivamente. Entonces,
debemos linealizar la Ec. (3.63) y emplear los siguientes modos normales,

Dd(x,y,t) = exp[i (kxx + kyy) + o-t] , (3.65)
en dondey y ky son las componentes y del vector rimero de onda con magnitud
k= /K + k§ o €s un paametrocomplejo cuya parte reatg y parte imaginaria
w son larabn de crecimiento y la frecuencia de oscitatirespectivamente. Se ha

demostrado que no hay frecuencia de osdlaco seag es real. Para convedni
estacionariagr = 0 y el resultado es el siguiente,

Ry, 17
0_(BU+BL)—(1—%)k -k (3.66)
_ Bu+B|_ 17 2

R_720( 2 +462k +1). (3.67)
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El nUimero de Rayleigh @ico R. seobtiene como sigue: se toma la derivada de la
Ec. (3.67) con respectolay se iguala a cero para despéfague en realidad es el
nimero de onda @ico k; que determin&.. De esta manera,

1/2
R. = 720[2(%) + 1], (3.68)
1/4
ke = (%) . (3.69)

3.3.2 Teoria debilmente no lineal

Aqui, se investiga el comportamiento no lineéabid de la soludn a las ecuaciones

de evolucbn Ecs. (3.63-3.64) para los tres fluidos arriba mencionados. Como se
comenb, se supone que elimero de RayleigR del sistema eétcerca o un poco
separado de su valoritico R;. Tambén, se introducen las siguientes modifica-
ciones en las escalas, ,t), de tal forma que,

o 8 0 PR PR
2, 2,252 2,520 3.70
ax oax ’ax> oy ey Yoy ot C (3.70)

mientrasque parab(x, y,t), ¥(x,y,t) y R, tenemos,

O(X, Y, 1) = 6@1 + 6Dy + D3 + ...,
Y(xY,t) = 6% + 6°¥o + W3 + ...,
R=R.+6°R, (3.71)
en dondes es un paametro pequ@o que esi relacionado con la separéagide
la criticalidads = (R— R.) /R. Despeés de sustituir Ecs. (3.70-3.71) en las ecua-

ciones de longitud de onda larga Ec. (3.63-3.64) se obtienen los siguientes sistemas
de ecuaciones a diferenteslenes dé,

Para order© (o),
_ Re ) 2 17 >
0= (1 ) V301 - 2 oV30; - (Bu + BL) O,
V2y; = 0. (3.72)
Para orderO(s?),
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2 2 17
02(1 RC)VZq)z 2( J +a—)q)1 Vz(I)z

720 oxoX  oyoY 462 -
68 ( o* * a* a*
-— + + + D,
462\ 0y30Y 0x30X  0y20x0X  Oyox2oY

- (Bu +B) D2 +

175P +F(E- 1)(5 0 60a)]VLd)1/\VL‘P1,

8@1 ('3 2 8(1)1 (9 2
—_ - —=—V.D;. 7
ay ox * L (3.73)

Para orderO(s3),

V2, =

(9CD1 Re\ o2 2 ( Rc) 02
s (1 720)V ®3 720V P2+ 2(1- 256\ Gxox

&2 Re 17 17 (. &
1——)V2<D— — V23— — (4
+ayaY) 2+ ( 720 462+ 3 462( 8y3aY
& & & 17 (. o
4 2 2 0y - —[6—2
odox " “oyeoxox aanZaY) 2 462( 9XCIX?
& & & & )
1

2 2 @
*oavzave T 2ayaxe T 2axeav?: T Cayoxaxay
+ %) |1+ 1080F2 (E - 1) (1 - @%)| V. [(V.L@1) (VD1 - V. D1)]

- (Bu +BL) @3+

175P +F(E- 1)(50 GOaﬂ

001 0¥1 3 001 0¥1
oy 0X ox 0Y

[(V_L(Dl AV W)+ (VoD AV W) +

001 0¥Y1 001 B‘I’l] (3.74)

TOY ax  0X oy
A partir de las Ecs. (3.72-3.74) se obtienen las ecuaciones para las amplitudes
de las celdas convectivas de Ginzburg-Landau, a veces llamadas ecuaciones de
Newell-Whitehead-Segel [59, 60] correspondientes a nuestro problema. De esta
manera se podrdeterminar la estabilidad de los patrones convectivos, a saber:
rollos, cuadrados y hégonos Esto se hace en la siguiente sécci

3.3.3 Selecdn de patrones

Esta secd@n esh dedicada al estudio de la estabilidad de tres diferentes configu-
raciones de patrones. Los patrones convectivos (rollos, cuadradagones, etc.)
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emergen a partir del estadadicoexistente en la capa de fluido viscagtico ca-
lentada por abajo (ver 2.2.1) que al exponerse a alguna fuerza o efecto externo
(ver 2.2.2 y 3.2.1) alcanza un valoiitizo. Estas condicionesiticas esin repre-
sentadas por elimero citico de RayleighR; y del nimero de onda @ico k,
previamente determinados en las Ecs.(3.68-3.69). Entonces, cuando esas fuerzas o
efectos externos, que matatitamente eén representadas por las peae per-
turbaciones, alcanzan una magnitud ligeramente arriba de las condicitioas cr
aparece un peqiie rango de ameros de onda alrededor de los valdgesDicho

de otro modo, el pabin de celdas formado al inicio de la convéxtiermica puede
evolucionar hacia otro completamente diferente al sobre pasar ligeramente los va-
lores citicosR; y k.. Cuando esto sucede, se dice que elgratelular es inestable

y se transforma en otro & favorable en el cual se estabiliza. A lo anterior se

le conoce como saturaxi del paton convectivo y se debe a las interacciones no
lineales.

Los patrones formados por celdas convectivas simples son los rollos con-
vectivos. Sus inestabilidades han sido ampliamente estudiadas tanto en forma
tedrica como en forma experimental en l&cddas pasadas por muchos investi-
gadores, tales como Sciter et al. [61], Busse [62—64], Newell y Whitehead [59],
Segel [60], Clever y Busse [65] y Albaalbaki y Khayat [66] entre otros. Por
otro lado, patrones &s complejos tales como cuadrados yagonos han sido
investigados ras recientementedeica y experimentalmente. Una revisiy com-
paracén de la estabilidad de rollos, cuadrados ydwonos muy completa ha sido
presentada por Hoyle [67,68]. A continuacj en el aalisis de estabilidad de los
patrones, seguiremos el procedimiento generalizado presentado por Hoyle [67,68].
El procedimiento de Hoyle resulta muyagtico y conveniente ya que, como se
vera mas adelante se ha demostrado que las ecuaciones para las amplitudes pueden
reescribirse a una forma damica a traeés de un reescalamiento adecuado lo cual
facilita el presente alisis.

Inestabilidad de los rollos

Consicerese ahora el problema de la seléndie patrones a trég de las interac-
ciones no lineales. Si se uskpy k. dados en las Ecs. (3.68-3.69), la Ec. (3.72)
de®; a ordenO(5) se puede reescribir como,

VD) + 2KRV2 01 + KiDy = 0. (3.75)

La solucbn que la satisface es de la forma

@1 = A(X, Y, t) exp(ikeX) + A" (X, Y, t) exp(—ikeX) (3.76)
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gue corresponde a rollos convectivos con ejes perpendiculares»al Agui, el
simbolo = indica el complejo conjugado. Determinaremésno la amplitud A |
satura un poco arriba de la criticalidad debido a las interacciones no lineales. Se
puede interpretar A (X, Y, t) como la envolvente de los rollos que variando lenta-
mente. Con ayuda de las Ecs. (3.68-3.69)ydada en Ec. (3.76), se simplifica
la Ec. (3.73) deDb,. El resultado de la simplificaih es una ecuain para®;
idéntica a la Ec. (3.75), lo cual indica qde no introduce informaén nueva al
problema, y por lo tanto se desecha. Por otro lado, se obtuvi¥gee?, = 0.

Para las ecuaciones a ord®f®) seguimos el mismo procedimiento de sim-
plificacion. Desp@és de sustituitP; dada en la Ec. (3.76) en la Ec. (3.74) péxa
obtenemos la siguiente ecuagipara la amplitud,

oA R 17 ,0°A 30

== 725 2A+ 4—62k§@ - [1 - 108CF*(1-E)(1- az)] KCAIAR. (3.77)
Tambéin se obtiene una ecuéniparaA* idéntica eésta, pero se omite pues aporta
la misma informadn queA. La Ec. (3.77) se obtuvo a partir de una contici

de solubilidad que establece que lemtinos seculares debe ser cero. Cabe men-
cionar que desde el momento en que se propuso la éall. (3.76) se supuso
gue los rollos convectivos estaban orientados en la daagi perpendiculares

al eje x. Sin embargo, en el presente problema de cordeegieda claro que
no hay ninguna direcen preferencial para la orientéci de los rollos y que las
direcciones de los ejesy y en la Fig. (3.1) es puramente esqiita, ya que
experimentalmente las direcciones de tales ejesiastdeterminadas por la orien-
tacion de los rollos convectivos que emerjan. Una sitiaein la cual existiera una
direccbn preferencial para la orientéci de los rollos poda darse en convedn
natural en presencia de un flujo de corte, por ejemplo (ver para el caso newtoniano
Cox [69,70]). Debido a que elimero de onda esdirigido a lo largo del ejey a

gue las modulaciones sobre el gjeon lentas pero &s apidas que a lo largo del
ejex, se haa el cambio,

0 0 i 02
—_ = - —— 7
X 80X 2k aY?’ (3.78)
quees equivalente a tomar los escalamientos,
x=Vex,  y= ey, (3.79)

alinicio del clculo para obtener las Ec. (3.63-3.64) de evd@ncDe esta manera
la Ec. (3.77) queda como,
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oA R 17 (6 i 02\
T 7m0 e o - g A

ot~ 720 462 °\0X 2k, 9Y?2
30
-= |1- 10802 (1- E) (1- &) | KEAIAR. (3.80)

Por otro lado, es posible escribir la Ec. (3.80) en formaboaa [71, 72]
usando los siguientes escalamientos,

A= 3—70 [1-108CF2 (1 - E) (1 - a2)]k2A,

-1
— 17

-1
— 4l 17
({2 v -
Asi, la Ec. (3.80) se reescribe en formassimple como,

N — (0 V- —-,

= rA+ (& - 'F) A-AA?2, (3.82)
endonder = ﬁl@/?ZO. La Ec. (3.82) describe los cambios que tienen los ro-
llos bajo la influencia de la perturbécir. Asi, en esta aproxima@n, \alida
Unicamente paraimero de onda peqfie, cercana a la criticalidad la ecuami

para la amplitud de rollos convectivos posee la misma estructura que las que sur-
gen en otros problemas de estabilidad hidradiica. En particular, tiene la misma
forma que la del fluido newtoniano. limica diferencia se encuentra en la magni-

tud de la amplitud, que depende de losamaetros viscoelasticos (ver Ec. (3.81)).

La informacbn sobre la inestabilidad de estos patrones, obtenida de la Ec. (3.82),
ha sido ampliamente estudiada y puede hallarse en Maneville yeGualf71],
Manneville [72] y nas recientemente, en la rewiside Hoyle [67]. De acuerdo con

Ec. (3.82), los rollos convectivos pueden tener inestabilidades de Eckhaus [59, 73]
en las cuales los patrones pueden comprimirse o expandirse. Esta inestabilidad
puede darse en situaciones donde la longitud de onda es muy larga, que corres-
ponde a este caso, y eventualmente puede llevar a la @neactlminaddbn de

rollos mientras el sistema trata de ajustarse a una longitud de daelfaworable.

Otro tipo de inestabilidad en rollos es la de zigzag [59, 61] la cual sucede cuando
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se desprecian las perturbaciones quéaveen X y se crean ondulaciones en los
rollos alo largo de su eje. Esta inestabilidad tegnkaparece cuando la longitud de
onda es muy larga, y el sistema trata de reducirla debido a que@krddntener
una celda convectiva grande.

Siguiendo los pasos de Hoyle [67,68], hasta el momento se tiene @m platr
rollos perfecto coniimero de ond& un poco separado de su valoitiwo definido
por,

A = Age®X, (3.83)
en donde’g y K esfin relacionados por,

A2 =1 - K> (3.84)

Entonces, se investiga la inestabilidad de los rollos representados por la Ec.
(3.83) aplicando peqiias perturbaciones a su amplitud y fase. Esto se expresa
COMOA = Ao(l + Al) exp[iKX + ¢], donde ambady, ¢ << 1. Al sustituir esta

(ltima expresdn paraA en Ec. (3.80) se obtienen las siguientes ecuaciones,

AL A aZATl s PAL 10%A

22— C2A2A, — 2K—— - = , 3.85
ot Ao_l ax " ax? T axov T Xay2 Taaver G
P oA R BPA 2 10

% _ o, 00 _ A P =298 (3.86)
ot IX T OX2  9XaYZ ' “oY?  49Y?

gue describen la evoluén de las perturbaciones a la amplitud y fase de los ro-
llos. Se consideran ahora, las siguientes representaciones para las perturbaciones
A= A exp[Zt FikeX + |kYY] Yo = ¢exp[2t +ikeX + |kYY] dondeky y Ky

son las componentes de la perturibacal rimero de onda @ico. Al sustituir lo

anterior en Ecs. (3.85-3.86) se obtiene un problema de valor propio par@éia raz

de crecimient&@. El resultado es,

= 2R + o(k”xz), (3.87)
a4 ~2~2 ~4

%, = —Ky (1— Z—KJ KK/ - ZK_L‘X + Z]Kkiz ke ke | O(kXG). (3.88)
AS A AS 4

La Ec. (3.87) corresponde/a y Ec. (3.88) ap. Debe notarse que en la Ec.
(3.87) quez; < 0y por lo tanto los rollos son estables a perturbaciones en su
amplitud. Losky y ky en la Ec. (3.88) dan lugar a dos diferentes inestabilidades
de fase. Cuand&y = 0y usando la Ec. (3.84), la Ec. (3.88) se simplifica a
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Sy = —Kyx° (r - 31[{2)/(r - ]KZ). ¥, espositiva para < 3K2. Entonces, dadas las
condiciones anteriores surge la inestabilidad de Eckhaus, descrita arriba. Por otro
lado, cuanddy = 0, laZ, tambin es positiva pero paiié < 0y k~y2 < —4K, lo

cual da origen a las inestabilidades de zigzag descritas anteriormente.

Inestabilidad de patrones cuadrados

Los patrones cuadrados son comunes en las celdas de c@mveatirral. Estos

han sido reportados en un fluido newtoniano confinado entre dos paredes pobre-
mente conductoras por Busse y Riahi [74], Proctor [21], Riahi [75], Le Gal y Cro-
quette [76]. Tamkén en la convecon forzada de un fluido newtoniano confinado
entre dos paredes pobremente conductoras por Cox [69, 70], y eroeidan de
convecodn con doble difugin por Knobloch y Proctor [77], entre otros.

Antes de continuar, se da una expliéacde la naturaleza de los patrones cua-
drados. Los patrones cuadrados consisten de dos conjuntos de rollos superpuestos
con sus ejes eangulo recto entre si. El mecanisnigi€o a traes del cual se
forman los cuadrados ha sido ya reportado experimentalmente por diversos inves-
tigadores [76] desde hace varid®a. Al inicio de la convecon natural, el patn
gue surge es un conjunto de rollos axigétnitos que se desestabilizan a causa del
forzamiento que lleva al sistema un poco lejos de la criticalidad y que se empiezan
a ondular para dejs convertirse en el arreglo de cuadrados. Nuevamente, se hace
la suposiabn de que la Ec. (3.75) satisface la siguiente sohci

@1 = AX, Y, t) exp(ikex) + A* (X, Y, t) exp(—ikeX)
+ B (X, Y, t) exp(ikey) + B* (X, Y, t) exp(-ikey) . (3.89)

No confundir la amplitud (X, Y, t) con el imero de Biot usado en el dago
anteriorB. Siguiendo el mismo procedimiento que en la s&tcnterior, se ob-
tienen las ecuaciones de Ginzburg-Landau para las amplitudes de los dos conjuntos
de rollos,

A  — PA -, 2 -

—=rA+— - Al|AP + Z|B? .
Ak A (| P2 |), (3.90)
B - B (=, 2,
a_t__rB+W_B(|B| +§|A|), (391)

lascuales taml&in han sido escaladas de manera conveniente usando las Ecs. (3.81).
Con un aalisis similar al realizado en el apartado anterior siguiendo el procedi-
miento de Hoyle [67, 68], se deterndimue, para el presente problema, los cua-
drados son patrones estables a perturbaciones en su amplitud §sadésistema
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tiene preferencia a su configuranicon respecto a los rollos cuando- 0. Por

otro lado, la estructura de loartninos cruzados en las Ecs. (3.90-3.91), indica que
los cuadrados pueden tener inestabilidad rectangular, es decir, que pueden compri-
mirse en una direcén y dilatarse en la otra dando origen a aagjulos. Tami&@n

se determif que la inestabilidad de cuadrados, en la que ebpate comprime o

se dilata en la misma propoéti en ambas direcciones, no es posible en este caso
(ver la revison de Hoyle [67] para @ detalles).

Inestabilidad de patrones hexagonales

Los patrones hexagonales son comunes en la naturaleza. Pueden aparecer en condi-
ciones de convecon en fluidos con viscosidad que depende de la temperatura
como lo reportaron Palm [78], Busse [63], White [79]. En convatdbrzada
como lo repod Cox [69, 70]. En convecén termocapilar como lo reportaron
Golovin et al. [80], Shtilman y Sivashinsky [81], entre otros.

Un pati6n de celdas hexagonales en realidad é&stmado por un conjunto de
tres rollos que se encuentran aamgulo de 120entre si. La forma que tiene la
solucbn en este caso y que satisface Ec. (3.75) es,

D1 = A(X, Y, t) exp(ikeX) + A" (X, Y, t) exp(—ikcX)

+B(X,Y,t_)exp[ik ( X + \/_y)

+B*(XYt)exp[ ke ( X+ \/_y)]

ikc
+C(X,Y, t)exp[—?(x+ \/_y)
El proceso que se sigue para obtener las ecuaciones de Ginzburg-Landau co-
rrespondientes es el mismo que en las secciones anteriaessd\que todos los
rollos poseen el mismoimero de onda @ico. El conjunto de ecuaciones que se
obtiene, se reescribe usando los escalamientos dados en Ecs. (3.81),

+C*(X,Y,1) exp[ (x+ \/_y)] (3.92)

_ 2p
a—A_:rA+ﬁ A(IAP + B +CP). (3.93)
t X2
0B = [ 0° > =2
a—t_=rB+(@+38Y2)B B(IAP + B + IC?). (3.94)
aC (& & SR
e rC+((W+36 )c C(IAP + 1B +CP?). (3.95)

LasEcs. (3.93-3.95) representan la evolurcide los patrones hexagonales y
a la vez expresan de manera general los dos casos anteriores: rollos y cuadra-
dos. Es decir, que los patrones hexagonales pueden ser inestables a cuadrados y
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rollos. Los heagonospueden transformarse en cuadrados oaraglos si dos
de las amplitudes, en las Ecs. (3.93-3.95), son iguales. Ldambers tami@n
pueden transformarse en rollos cuando dos de las amplitudes son cero en las Ecs.
(3.93-3.95).

Consicerese un pabn hexagonal conformado por tres conjuntos de rollos con
nimeros de onda que éstligeramente separadosidey definidos como,

A= AKX B= A—Oei%(—m \/§Y)’ C= A—Oe—‘%(}m \/§Y), (3.96)
endonde las constantdg y K esfn relacionados como sigue,

_r-K2

A2 = T (3.97)

A continuacbn, se muestra en la Fig. (3.2) un diagrama de bifuécapara
los patrones hexagonales. Este diagrama se cobstrpartir de las Ecs. (3.84)
y (3.97). Las diferentes curvasigdan la estabilidad de los rollos y tégonos,
donde la inea $lida indica una situadn estable y laihea cortada indica una
situacbn inestable. EI modo mixto representado poir@é horizontal correspon-
de al caso en el que ambos, rollos y &ganos, interaan y compiten para ser
el patibn dominante. Es de hacer notar que inicialmente, al separarnos un poco de
la criticalidad, los he&igonos son estables hasta el punto que su curva corta la co-
rrespondiente al modo mixto.dtese la redin donde compiten rollos y hagonos
por dominar, sBalada por los dos puntos de cruce deime horizontal cortada
de modo mixto en la que ambos patrones son estables. Sin embarg@&sdspu
gue la Inea para modo mixto y la correspondiente adg®nos se intersect@stos
Gltimos patrones convectivos son inestablel dos rollos son estables. Para
construir el diagrama en la Fig. (3.2) se considen valor de = 0.1.

3.4 Resultados

Uno de los resultados @s importantes del afisis no lineal de la estabilidad del
presente sistemasico, fue el de incluir efectos inerciales a &awlel &rmino no

lineal acoplado con una ecuéniextra de evoluéin de longitud de onda larga, las
Ecs. (3.63-3.64), para los tres fluidos visésticos considerados en la aproxima-
cion a mimero de onda peqiie. Esta ecuabn es novedosa ya quéade efectos
importantes en la inestabilidad de los patrones convectivos. Las Ecs. (3.63-3.64)
pueden reducirse a las reportadas anteriormente por Pismen [56] al eliminar los
efectos viscodisticos. Aderas, se determique las ecuaciones de evolutiEcs.
(3.63-3.64) 6lo permiten pequios efectos viscoasticos cort y E no mayores a
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcdxri de los patrones hexagonales. bizelh $lida
corresponde a una condici estable y laihea cortada corresponde a una coriglici
inestable.

0.032y 0.1, respectivamente. Por otro lado, se encuentra al investigar la estabilidad
de los patrones convectivos que debido al orden de aproxdmadaiimero de onda
pequdio considerado la ecudci no lineal extra que se da en la Ec. (3.64) inespe-
radamente no proporciona una contritfurcal problema, implicando que el fluido
viscoehstico se comporta de manera similar al newtoniano. Es probable que con un
orden de aproximaéih mayor las contribuciones de los efectos visasiitos en la

Ec. (3.64) modifiquen no solo el tafi@de los patrones, sino tandbisu compor-
tamiento. Por ello, las ecuaciones de Ginzburg-Landau obtenidas, que describen
el comportamiento de las amplitudes de las celdas convectivas, no incluyen los
efectos de la vorticidad arriba mencionados. Por otro lado, con un reescalamiento
adecuado fue posible expresar la ecoa@ara la amplitud de forma camica la

cual es similar a la que se encuentra en el caso hewtoniano. Es decir, que los efec-
tos viscoehsticos no influi@n en la selecon de patrones; pero si inflain en el
tamdio de los mismos.
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Capitulo 4

Conclusiones

4.1 Conveccbn natural en una capa de fluido viscoélstico
de Maxwell

Se encontraron resultados muy interesantes cuando se tomaron en cuenta los efec-
tos de las conductividadegrimicas y espesores de las paredes en la codrecci
lineal de una capa de fluido viscastico de Maxwell. El caso considerado aqu

es el de un sistema que tiene paredes con igual conductivadaict y espesor.

Los nimeros de Prandtl considerados fueRsr= 1,10 y los tiempos de relajamn
representativos; = 0.1,100.

En el caso dér = 1, se most que, en las situaciones &e= 0.1 yF = 100,
valores grandes del cociente de conductividaéesitasX desestabiliza al sis-
tema. Notese que el efecto de los espesores de las paredesamportante aqu
cuandoF = 0.1 que cuand®& = 100. Una situad@n muy interesante ocurre para
F = 0.1 debido a la competencia entre la convecastacionaria y la conveéci
oscilatoria. Estdiltima e interesante situdxi puede observarse en la Fig. 2.4(c)
en las curvas de. vs. X cuandaw. cae a cero y X crece. En la Fig. 2.6 donde
se muestra que los movimientos oscilatorios dominan la inestabilidad del sistema
cuandoPr crece hasta aproximadamefte= 1.4. En los puntos de codimeosi
dos, correspondientes a diferentes valores de D, la coldreseiconvierte en esta-
cionaria. Esto se muestra en las curvas de la Fig. 2.4(a)Rears. X como una
cdda dibita del rumero de Rayleigh @ico. Un comportamiento similar puede
observarse en las curvas p&ars. X de la Fig. 2.4(b).

CuandoPr = 10 yF = 0.1 el efecto relativo del espesor de la pared se reduce
considerablemente. Cuan#o= 100 las magnitudes de los valoresticos son
tan pequios que es di€il notar un efecto importante del espesor de las paredes.
Se encontr que, dependiendo del valor del tiempo de reléjaéi, el cociente de
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conductividades X juega un rol diferente. Cuariel@s pequéia X estabiliza y
cuandoF es grande X desestabiliza. Estos resultados contrastan con los de con-
veccbn estacionaria en un fluido Newtoniano [49, 50] donde el sistema se vuelve
mas inestable cuando el valor de X crece.

La interpretadin fisica de lo expuesto es complicada debido al efecto combi-
nado de los pa@ametros involucrados. Primero se aborda solo el efecto de Xy D
cuandoF es grande. Del cociente X, que permite considerar desde paredes con
muy buena conductivida@tmica hasta paredes aislantes, por ejemplo puede de-
cirse que para X peqia el fluido tiene una conductividaértica proporcional
originando la estabilizadn del sistema como se muestra en las Figs. 2.4(a)-2.4(f)

y Figs. 2.5(a)-2.5(f). Es decir que hay un decremento en la temperaturea trav
de la capa de fluido y no de las paredes. Una sifunaiciversa se da cuando X es
grande. El cociente D es importante para valores intermedios de Xy puede ser in-
terpretado erarminos del tiempo de difusn termico vertical (espesor/difusividad
térmica) en la pared. Por ejemplo, si se considera una D grande para la pared in-
ferior tambén se tiene un incremento del tiempo de difusiérmico a traes de

un mayor espesor de la pared o de la dismibmicie su difusividadérmica impli-

cando que el tiempo que toma al flujo de calor alcanzar la capa de fluido es mayor
y por lo tanto el sistema esan estable. Una situdci inversa se observa cuando

D es pequia. Por otro lado, el efecto de la viscoelasticidad té@mlse aprecia

en las magnitudes d&., k; y w¢ yYa que indistintamente del valor e el sistema
siempre es @&s inestable cuande es grande. Cuande es pequia, las curvas

de criticalidad que se muestran en las Figs. 2.4(a)-2.4(c) y Figs. 2.5(a)-2.5(c) pre-
sentan un comportamiento opuesto al que se encuentia geande y se atribuye
Unicamente &. La interpretadin deéstos resultados es todavras complicado

ya que involucra convea@n estacionaria compitiendo con la convéccoscilato-

ria por desestabilizar el sistema. Tal interpréiadiebe darse e@itminos de un
tiempo de difughn trmico vertical de la capa de fluido considerando t&mlai X

y D.

4.2 Selecdn de patrones convectivos

Se hicieron avances importantes en la estabilidad hidaotita no lineal de una

capa de fluido viscoéktico de Oldroyd confinada entre dos pareddislas de
conductividad pobre usando la aproxin@acide rumero de onda peqfie. Por

un lado, se tomaron en cuenta las contribuciones de los efectos no lineales de la
vorticidad a traeés de uné&rmino que debe ser evaluado con una ecmaektra,

la Ec. (3.64). Por otro lado, se andlifa inestabilidad de rollos, cuadrados y
hexagonos en la capa de fluido viscagtico. En la aproximaon a rimero de onda
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pequéo considerada no hubo contribéide la vorticidad debido a la simairen
las derivadas de la Ec. (3.64). Tarbise hab que las ecuaciones de evoluti
permitennicamente peqii®s efectos viscoasticos limitando las posibilidades
del arélisis de estabilidad, esto &sno puede ser mayor que 0.032siEamente,
se puede decir que cerca del inicio de la conviatdds efectos de la vorticidad
son pequios, y no afectan los patrones convectivos. Se requiere hacealisisan
numérico completo del sistema de dos ecuaciones contmmero de Rayleigh
mas lejos de la criticalidad para determinar la importancia de la contoibuig la
vorticidad en la convecon natural de los tres fluidos viscésticos investigados.

Las inestabilidades de los rollos, cuadrados yagexos se estudiaron por
medio de sus ecuaciones de Ginzburg-Landau. Se determinaron las condiciones
bajo las cuales se dan cada uno de ellos cuando el sistemarepbco lejos de
la criticalidad. Aunque, al inicio de la convebai los patrones formados son pu-
ramente rollos, el sistema puede buscar una mejor configuractraes de los
cuadrados y heéagonos. Sin embargo, como se muestra en Fig. (3.2) drpatr
de hexagonos tami@in puede desestabilizarse. Admnse determinque debido
a que las ecuaciones de Ginzburg-Landau halladas pueden ser reescritas en forma
carbnica (ver Hoyle [67, 68]), los efectos viscasticos no influyen en la forma
que adquieren los patrones convectivos dominantes, influy@mdamente en el
tamdio de los mismos. Debido a la no linealidad tanto de las ecuaciones consti-
tutivas de los fluidos viscoasticos considerados como de la ecoaae balance
de momento los resultados encontrados son totalmente inesperados; pero cabe la
posibilidad de que el empleo de uretado nas general para atacar el problema no
lineal 9 incluya los efectos que la presente aproxiraagio pudo.

4.3 Investigacbn en el futuro

En la linea de investigabn que se sigdi en el presente proyecto hay todav
muchas cosas por hacer. Algunos problemas inmediatos a considerar son el de
la estabilidad lineal de una capa de fluido visés&to de Oldroyd calentada por
abajo incluyendo las propiedadésmicas y geor@tricas de las paredes, dondeaser

de inteés hacer comparaciones con los resultadosequestos y ya publicados.

Otra posibilidad, es la de incluir los efectos de las paredes laterales con o sin ca-
lentamiento, lo cual es de inf=x en muchas aplicaciones donde los movimientos
convectivos esin presentes. Una cudstiimportante es la de ampliar en el futuro

el ca@cter de la investigadn alarea experimental con el objetivo de complementar

y enriquecer los trabajos que se lleven a cabo.

71



Apeéendices

72



Apéendice A

Otra aproximacion del problema
lineal con el metodo de Galerkin

Aqui se expone otra aproximaci que es la dektodo de Galerkin [2]. Con este
método se pueden obtener expresiones @iats nds simples y manejables para

el presente problema de valor propio. Debido a que las magnitudes resultantes de
(R, w,k, Pr) (ver Fig. 2.4-2.5), no fue posible obtener expresiones Gtstas de

Ry w de la Hrmula dada en Ec. (2.42). Adés la presencia dg@ = VkZ + o

enel argumento de varias funciones hip@libas hace ditil obtener expresiones
asinbticas.

De esta manera, el proceso para resolver el problema de valor propio dado
por el sistema de (2.28-2.29) sujeto a las condiciones de frontera Ec. (2.30) y Ec.
(2.37) consiste en considerar las siguientes funciones de prueb¥pata, las
cuales satisfacen las condiciones de frontera Ec. (2.30) y Ec. (2.37),

W= Eqlz(z- D>, (A.1)
n=0
_ ~ = saf, nN+2+B
® = Go(1+Bz |3zz)+nzz’ienzq (z —n+1+B). (A.2)

Despiesde sustituir ladV y © dadas en las Ec. (A.1) y Ec. (A.2) en el sistema
de Ecs. (2.28-2.29) se forma un residuo que se hace ortogonal a las funciones de
prueba correspondientes,

1 1
o WnlaWndz —(1+Fo)RR [ Wm®nd2‘ 0. (A.3)

1 1
Jy ®OmWh dz ~ Jo OmL20®,dz
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endonde los operadores y L, estindefinidos como,

2 2 2
L1:%(1+ Fcr)((;j—zz—kz)—(:—zz—kz) :

2
LZ:O'—(d——kZ).

El determinante Ec. (A.3) es una condigide solubilidad de la cual podemos
calcularR. Las primera y segunda aproximatideR pueden serdcilmente calcu-
ladas del determinante Ec. (A.3). Estas expresione&ianaldeR no se presentan

por ser complejas. En las siguientes secciones estas aproximaciones se usan para
dar las expresiones agiticas deRy w.
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Apéndice B

Expresiones asiniticas del
problema lineal para Pr —

En esta secbin se presentan expresiones asinas deR y w calculadas para el
caso dePr — oo. Se tomaron algunas ideas del trabajo de Kolkka y lerley [27]
gue fueron usadas para los desarrollosRde w. Notese que laséfmulas son
grandes y complicadas debido a degtas incluyen el cociente de las conductivi-
dades érmicas, el cual no had sido presentado hasta ahora en el problema vis-
coehstico.
Como se mencidnarriba, se realizaron otras dos aproximaciones para los co-
cientes de espesores. Esto afecta la fambiipertblica que aparece en elimero
de Biot. De esta manera, cuando teneros> O el mimero de Biot se aproxima
por B = (XD)!y cuando tenemoB — « éste eB = X1, respectivamente.
Usando la aproximaon de primer orden del @étodo de Galerkin Ec. (A.3)
algunas expresiones &y w fueron calculadas.

B.1 CasodePr -» co,F - 0yD—0

Aqui se u$ el siguiente esquema de desarrollos

w? = WEPI? + W2Pr + W2Pr? + O(1),
k= koPri + o(Pr-%),

y lasexpresiones resultantes son
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Cs 1 22 3
R=Cs| — + ———|C4F 14+ 320XD + 2940X2D? + 12600XD
5[F2+Fk§\/Pr[ oFig + 14+ " T
1

Fi3Pr

+10800X'D*) Fk§ + Cekg + 364+ 7440XD+ 62640X¥D?

n 21600><‘D4] + [(22 + 400XD + 2820X2D? + 9000X3D3

+259200XD° + 453600XD*| + o( 13 ) :
Prz

> 1
W =
1+ 30X2D? + 10XD

2pr3
[ceko +(12F - 1) cag + [36006F

F
P
- 2(1 + 40XD + 540X2D2? + 2700XD3 + 5400x404) ]ﬂ

Fak3
— [Ce (K§ + 4320F) + 340+ 6480XD+ 50400%D? + 194400XD°

+ 324000)(‘04]@ + o(\/ip_).
r

B.2 CasodePr — co,F - 0yD— oo

Aqui, el esquema de desarrollos fue modificado para incluir el efecto del cociente
de conductividadeX como sigue,

w? = w%PI’ + war% + a)g + O(Pr‘%),
k=ko+O(Pr?),

y las expresiones resultantes son
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1498 \/kg + 24K + 504\/12+ 2

~ 675KF3 VPr
2996X V2 (k§ + 36K + 7923 + 604§ o ( 1 )
+ + O =
Pr)’

2025K (k& + 24k2 + 504)‘§1 (12+ kg)f11 FiPri (1+X)
2:(k6‘+24k(2)+504)Pr_ (kg+24k§+504)\/ﬁ+o(1)’
(12+ Q) F (12+1K2)F3

endonde los coeficientdSs; y Cg dependen de los pametros X, D), y que esin
definidos como sigue,

28
Cs = ,
3(3+ 14XD)? (1 + 30X?D? + 10XD)
Cs = 1 + 20XD + 160X?D? + 600X3D?2 + 900X*D*.

B.3 CasodePr - co,F - c0oyD— 0

Este caso fue calculado independientemente con la aproximeei segundo or-
den del nétodo de Galerkin Ec. (A.3). Es necesario mencionar que la primera
aproximacbn no es buena en esfenite. Para los casos de D&y D— oo fue
considerado primero un desarrollo de desrtinos con respectoRr — oo y de-
SpLes se usaron los siguientes desarrollos para o,

w® = wjF 7+ wIF 2+ O(F ),
k=ko+O(F™).

De esta manera, para D&sse tiene,
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R= 07[ (X2D2 + % + 3—10) (5K8 + 1056¢ + 104544 + 2471040
(3K} + 520K + 40040 X?D? (31K} + 5772 + 463320 XD
+40772160 B + 105
193 5983 16588 1[k3 .. _ 1o
430" 205 T 138 }+ ﬁ[E(lsko + 54841 + 9495208
58K2 366080
+86898240f + 4063625280k + 3886945920pX “D* + ( slf *— 3‘2(0

2416088 2260086
+ 5 % + 5 kg + 21836672@3 + 2528477952%<+ 518259456}

X303 4 ﬁz s 1571182 . 19095043 . 121515685 . 100858700K;
5 2025 135 9 15

94Kl2 6186410 12769848
+9056453123+310955673¢<202+( 5 + a0 4

3645 6075 | 675

4137161&8 1410506248 4256412183
+ 525 + 15 + 3 + 617723392 XD

(k(z) + 10) 10
* 25900 (95K + 36942 + 6774768 + 637034112

1
+30440494656k-+ 29576124864)| + o(—) ]

Pr2

w? = (5k§ + 1056/ + 104544F + 2471040 + 4077216()[486(X2D2

31XD 19 37XD 23
T " 4—86) kg + 84240(x2D2 +—+ —) k3 + 6486480

90 540
(x202 ,3XD 29

7 ° @) ][ (2430° + 888408§ + 153822240%

+14077514880+ 65830729536+ 6296852390400X*D?

+(930k° + 357948 + 64370592F + 5983870464+ 28304033472k
+2728636035840XD + 95k° + 36942K + 6774768R

-1
+ 637034112k + 30440494656k+ 29576124864 Pr + O(Pr?).
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B.4 CasodePr —» co,F - coyD— o0

Aqui, las expresiones para D— son,

R= cg[ (5K3 + 10561 + 104544 + 2471040 + 4077216()[

(14580K + 2527200F + 194594409koX* + (10080 + 17976608
+141523200% + 194594400X° + (2832K + 519660F + 41614560§
+64864800koX” + (374K + 70248l + 5728320F + 4942080 kX

+ (19K} + 35881 + 298584 kg] + (30kX + 60X + 10k + 10KX

+k§) [(2430%0 + 888408k + 153822240 + 14077514880k

+65830729536Ck+ 6296852390400X? + (930K + 357948K
+643705928 + 5983870464+ 28304033472+ 272863603584
koX + (95K5° + 36942§ + 6774768F + 637034112+ 30440494656

o1 1 1
+29576124864)]<0]ﬁ + o(ﬁ) ]
w® = (5Kk§ + 10561 + 104544F + 2471040 + 4077216()[19@
+ 186X + (3588+ 486X7) ki + 34632XK + (298584+ 84240)¢) k3
+2779920Xls + 6486480)@][95%2 +930KX + (2430X + 36942

ko® + 3579488X + (888408X + 6774769k + 64370592kX
+(153822240% + 6370341125 + 5983870464%X + (14077514880X
+3044049465pk] + 283040334720 + (658307295360X

-1
+2957612486403 + 2728636035840+ 6296852390400% Pr
+0 (Prz),

en dondeC; y Cg son coeficientes grandes que dependen de lésmqrogF, ko, X, D),
y que se definen como sigue,
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Apéendice C

Expresiones asiniticas del
problema lineal paraF — oo

En esteiimite, fue necesaria la segunda aproxirbadiel nétodo de Galerkin Ec.
(A.3). Notese que las aproximaciones asfitas presentadas en estéiagice son
validas para cualquierimero de PrandfPr. Para ambos casos, D&y D— o,
se u$ el siguiente esquema de desarrollos fara oo,

w® = WjF 7+ wIF 2+ O(F ),

k= ko+O(F‘1).

C.1 Casode D—-0

Las expresiones para cualquiémnero de Prandtl son
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o 254|<(1)2 4126410 16665688
= 10[ 9[ 10089 © 4995 ' 1665

473531%(O 971027% 28625625?(0 556807680(3 %2D2
D

111 37
(34%%2 5895X10 253697RS 428409445 222100738}

32067 14985 | 4995 ' 1665 555

383102782 154050124 <D + 65%S? 19324(%0
37 B 37 593406 44955

8632345 52568085 3524435R} 2604384643
—+

+

12985 " 1665 ' 555 555
134566 14007844 255340862
B 89707904] NS 65 . 43 . @3
37 37 37 37
, 14455584 [ 5 1056 235268
37 ko 15

31|§ 100128 2542764
2 212
+47132%0 +767395§x D [ — e

24321442 19k€ 33445 7460
+—4k0 + 291491%XD + a + i + 2<é

15 486~ 405 135
12927%f 1397968 1 1
Tt i O(E)’
L (5KS + 792 + 52272 + 617760~ 6Co) Pr . o(i).
(5K} + 5282 + 5148 F F2

C.2 Casode D— oo

Aqui, para cualquieriimero de Prandtl, la solum es
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25412  41264&1° 16665688 473531RS 971027
R=C11[C9[ % + % + &O+ 2kO+ %
10989 4995 1665 111 37

2862562563 556807680(])(2 (347ké3 58954! 25369738
- - +

37 37 32967 14985 ' 4995
42840944] 222100736 , 383102725 15405012480]x

+

1665 555 37 37
659¢* 19324 ,, 863234&° 525680&3 3524435KS
* 593406 249550 ' 14985 1665 555
260438464, 8970790K2) (, 134568 14007844
785 37 ]+ o+ 37 37
255340887 14455584([(, s = 1056¢ 235268
47132%32
a7 T T 37 [(k“5+15+ %
31K 1091 2542768 24321443
2
+7673952>X +( 1 + 135 + 25 + 15
19K0 33448 746028 12927%¢
+291491:ko)X+ ot et et s
1397968211 1 1
5 [g +o(a).
, (5K +792¢ + 52272 + 617760~ 6Co) Pr ( 1 )
(5K} + 5282 + 5148 F F2)’

endondeCg, C19Y C11 son coeficientes que dependen de los param@roky, X, D),
y son definidos como,

Co = \/1221% + 4440488 + 462258787 + 842624640k + 4770342720,
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l(XZDZ + %2+ 30) k2 + 2XD + ](kg' + 2200 52&0 5148)
Ci10 = 3398598000

kZPr (5KS + 792K + 52272§ + 617760~ 6Co)

[(13716)(2D2 + 6246XD+ 659) k5 + (3441636 XD? + 1617660XD
139568

+17853Q k3 + 486(Cg + C)xZDZkg + (186Cq + 10433966)
XDK3 + (19Cg + 11768328k3 + 42120(Co + 29172 X*D?

-2
+ (1731629 + 60231600DXD + 71474832+ 1794[39] ,

L§)+ % +(3 +X2)k0+2X](kg+ 5282 + 548)
C11 = 3398598006
koPr (5KS + 792 + 52272§ + 617760 6C9)

[(13716% + 3441636§ + (226100160+ 486Co) k3 + 1228724640

+4212@Cg) X + (6246K + 1617660F + (186Cq + 10433966%k3
+ (602316000 1731629) ko) X + 659K + 1785308 + (11768328

2
+19Ce) K& + (71474832+ 1794C,) kg]
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Apéndice D

Expresiones anaticas del
problema no lineal

En este apndice se presentan algunas expresionedt@aal del desarrollo del
arglisis no lineal de la estabilidad hidrodimica de una capa de fluido viscastico.
Se ha usado la siguiente notatj

ofog ofo
V(X Y)AVLIg(XY) = a_ya_i - &a_?/’ (D.1)

Tl%lL =-V, (V_ZLX) AV 4V, (Vi/\/) (Vi) -V, (V_ZLX) (V')
+ Y.y A VL (VEx) + (V3e) (Vix) - (V2w) (VaX). (D.2)

) aZX// 62/\/// .\ & ~ & s 262¢/ 82/\// ~ 62)(/ .\ 82¢
NLZ oxe  ay2  axd oy*  “oxay)\ox2  ay2 T oxdy
+ (Vi + VAx") Vax = Vo (Vay - ") A VL (VEX)

2 2 2 2.1 02
+VL(V1/\/+V_2L/\/")/\VL¢—26—V2 (a_lp_a_w)_z(a;yaw

axdy X\ a2~ by a2 0x2
2,11 92 2 2.7 217 2.7
+51,08_1// +22_6 V_ZLX+61’//—81’// Ox
ox2 0y? Oxay ay2  9x2 | oxoy
+ V. (Vix + V3x7) - (Vx). (D.3)

Lascomponentes del tensor de esfuerzpsalculadas con la aproximaci a
nimero de onda peqile se dan a continuawoi. A O(1) éstas son,
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Apéendice E

Art iculo publicado

A continuacén se muestra el aculo publicado [82] con resultados delddisis de
estabilidad lineal de una capa de fluido viséstito en un gradiente de tempera-
tura.
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Results for the linear thermoconvective stability of a layer of viscoelastic Maxwell fluid are presented. The
stability problem is characterized by taking into account the lower and upper wall thermal conductivities
as well as their thicknesses. This allows more realistic theoretical boundary conditions. A system consist-
ing of a horizontal infinite Maxwell fluid layer confined between two parallel walls perpendicular to grav-
ity is considered. The critical Rayleigh number R, the frequency of oscillation w. and the wavenumber k.
were determined for fixed values of the relaxation time constant F and the Prandtl number Pr. The results
are given for a range of wall thermal conductivities and thicknesses. Analytical and numerical solutions
were calculated. Some unexpected results were found in comparison to those of the Newtonian fluid
where the criticality curves become more unstable when the conductivities of the walls change from very
good conductors to very bad conductors.

© 2011 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Thermal convection of viscoelastic fluids may occur in many
experimental set-ups and technological applications such as mate-
rial processing, food and chemical industries. A particular area of
research of growing interest where hydrodynamics of viscoelastic
fluids is involved is that of the flow properties of biomolecules.
In manipulation of biomolecules like DNA, for genome analysis
and other applications, problems related to hydrodynamics arise
and the theory of viscoelastic fluids can be used. Some efforts on
this matter have been done since many years ago such as that of
Bowen and Zimm [1] who determine some viscoelastic properties
of DNA.

Thermal convection appearing in aqueous suspensions of DNA
which behave as viscoelastic fluids (see [2] for example) is a very
complex subject. This is due to a number of physical mechanisms
that contribute or compete to set in convective cells in the suspen-
sion. Krishnan et al. [3] developed a device where Rayleigh convec-
tion is relevant to perform thermally activated chemical reactions
such as polymerase chain reaction (PCR). In this case Krishnan et al.
[3] proposed to replace the conventional thermocyclers by
Rayleigh convection cells that make the device very simple and
of easily assembly in any laboratory. Braun and Libchaber [4]

* Corresponding author.
E-mail addresses: ildebrando3@gmail.com (I. Pérez-Reyes), ldavalos@servidor.
unam.mx (L.A. Davalos-Orozco).

0017-9310/$ - see front matter © 2011 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.ijheatmasstransfer.2011.07.016

proposed an efficient mechanism for trapping DNA in solution
through the interaction of thermophoresis and thermoconvection.
A study of the PCR in thermal convection for replication of DNA
was conducted by Braun et al. [5] and by Braun [6]. In a more re-
cent paper the interaction of thermophoresis and thermoconvec-
tion have been studied along with PCR for replication of DNA by
Mast and Braun [7]. Theoretical advances on the hydrodynamics
of this suspensions which exhibit viscoelastic behavior have been
conducted by Sri Krishna [8] and Laroze et al. [9,10].

The aim of this paper is to study how the thermal properties and
geometrical nature of the walls influence the hydrodynamic stabil-
ity of a viscoelastic Maxwell fluid layer. The scenario we propose
here has not been considered nor discussed before. The theory
developed in this work may be significant to complement and
understand the phenomena appearing in the applications.

The linear thermoconvective stability of a viscoelastic Maxwell
fluid layer heated from below is investigated. The constitutive
equation for the Maxwell fluid is used. It has a relaxation time that,
when large, allows for important elastic properties. The physical
problem investigated here is to understand the effect the thermal
conductivity and thickness of the walls has on the instability. In
the case of natural convection in a Newtonian fluid, this influence
was investigated by Metcalfe and Behringer [11], Cerisier et al. [12]
and Howle [13].

Natural convection in viscoelastic Maxwell fluids was first
investigated by Vest and Arpaci [14] and in an Oldroyd fluid layer
by Takashima [15]. In both papers, the temperature boundary con-
ditions are of fixed temperature at the walls.
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Nomenclature

D, ratio of thicknesses (lower wall/fluid)

Dy ratio of thicknesses (upper wall/fluid)

dr depth of fluid layer

d; thickness of lower wall

dy thickness of upper wall

F relaxation time

g acceleration due to gravity

K thermal conductivity of the lower wall

Kr thermal conductivity of the fluid

Ky thermal conductivity of the upper wall

k wavenumber

Pr Prandtl number

R Rayleigh number

Tr dimensional fluid temperature profile

T; dimensional lower wall temperature profile
I dimensional upper wall temperature profile
Tr dimensionless fluid temperature profile

T, dimensionless lower wall temperature profile
Ty dimensionless upper wall temperature profile
Tgt temperature below the lower wall

Tau temperature above the upper wall

w velocity perturbation

Xi ratio of thermal conductivities (fluid/lower wall)
Xy ratio of thermal conductivities (fluid/upper wall)
z dimensional vertical coordinate

z dimensionless vertical coordinate

Greek symbols

o volumetric expansion coefficient of the fluid
0 temperature perturbation

y) relaxation time, s

K thermal diffusivity of the fluid, cm?s~!
y kinematic viscosity, cm? s~!

0 fluid density, g cm™

10} frequency of oscillation

Subscripts

c critical value

L lower

U upper

The fixed heat flux boundary condition at the walls was inves-
tigated by Kolkka and Ierley [16] for natural convection of a visco-
elastic Oldroyd fluid layer heated from below. Martinez-Mardones
and Pérez-Garcia [17] reported results for the stationary and oscil-
latory convection and a codimension-two point for the case of
fixed temperature at the walls. Several advances in the study of
convection in viscoelastic fluids have been made by Rosenblat [18],
Park and Lee [19,20], Martinez-Mardones et al. [21], Davalos-Orozco
and Vazquez Luis [22], Martinez-Mardones et al. [23-26] and more
recently by Li and Khayat [27]. Some other advances in coupled
buoyancy and capillary thermoconvection in viscoelastic fluids
have also been made by Dauby et al. [28], Lebon et al. [29] and
Parmentier et al. [30]; and earlier for capillary thermoconvection
alone by Getachew and Rosenblat [31].

The system consists of a horizontal fluid layer between two par-
allel walls which are perpendicular to gravity. The system is char-
acterized by nondimensional parameters such as: the Rayleigh
number R, the Prandtl number Pr, the relaxation time constant F,
the thermal conductivity ratios of the fluid to the lower and upper
walls (X;,Xy), the thickness ratios of the lower and upper walls re-
spect to that of the fluid layer (D;, Dy), the frequency of oscillation w
and the perturbation wavenumber k. The results presented here
are of great importance because the physical and geometrical
properties of the walls are taken into account. This allows the the-
ory to better simulate the real experimental conditions.

The paper is organized as follows. In Section 2 the formulation
of the problem is given including the governing equations, bound-
ary conditions as well as nondimensional parameters of the prob-
lem. In Section 3 a solution to the eigenvalue problem using
analytical techniques and numerical methods is presented. Finally,
a discussion of the results is presented in the last section.

2. Formulation of the problem

Consider the natural convection in a viscoelastic Maxwell fluid
layer confined between two infinite horizontal walls perpendicular
to gravity. The lower and upper walls have thicknesses (d;,dy) and
thermal conductivities (K, Ky), respectively. The upper surface of
the lower wall and lower surface of the upper wall are located at
z=0and z = 1, respectively. The fluid layer has density p, dynamic

viscosity pv (with v being the kinematic viscosity), thermal con-
ductivity Kr and thickness dr.

The equations of momentum and energy of the incompressible
Maxwell fluid are linearized and perturbed (see [14,15]). Next, the
rotational operation is taken twice in the momentum equation to
obtain the following system of coupled equations for the
perturbations

0 10 2.\ _ o4
(1+F&><ﬁ&VW7RVL9)7VW (1)
1o} 2\,
<E—V>07W (2)

where w is the fluid velocity and 0 is the temperature. The dimen-
sionless parameters in Eqs. (1) and (2) are F = AK/dﬁ the relaxation
time, Pr=v[ik the Prandtl number and R= ocgdi(TBL —Ta)/
[vk(1 + DyXy + DiX;)] the Rayleigh number. Dimensionless vari-
ables are obtained by using the following scales: dr for length,
dﬁ/K for time, (Tp, — Tay)/(1 + DyXy+ Dy X;) for temperature and
K /dg for velocity. Notice that Tp; > Tay.

In the basic state there is no motion in the fluid and the heat
transport is only by conduction. Before perturbation, the main
temperature profiles for the fluid and walls are calculated from
the linear stationary heat diffusion equation d*T/dz*? = 0. These
dimensional solutions satisfy the following thermal boundary con-
ditions. The temperature is constant over the outer surface of each
wall, that is, T = Ty, at z* = —d; and T}, = Tay at z* = dp+ dy. They
satisfy the continuity of temperature and heat flux at the interface
of the fluid with each wall at z* = 0 and df, respectively. The solu-
tions, in dimensional form, are:

(Tor — Tau)z* (Te, — Tau)DiX,

T; = — Tp — 3
F = 41+ DXy +DX) T (1 + DuXu + DiX0) )
. (Tpr — Tay)X12* (Tpr — Tau)DiX1

T = — Te — 4
L T (1 + DuXy + DiX0) ™ T (1 + DuXu + DiX0) “)

(Tp — Tay)Xuz*

T = — + - (TBL - TAU)(1 +DLXL —Xu)
UT T dr(14+DyXy +DX)

(14 DyXy + DiX1)

(5

Lets assume that T,' = (T:F — TAu)(l + DUXU + DLXL)/(TBL — TAU)-
where the subscript i stands for (F,L,U). Then, in nondimensional
form they can be rewritten as
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Tr = —z+1+XyDy (6)
T, =-Xiz+ 1+ XyDy (7)
Ty =Xu(-z+1+Dy) 8)

For the perturbed governing equations a normal modes
separation in the form of [w,0] = [W(z2),0(z)]expli(kx + k,y) + ot]
is considered. k. and k, are the x and y-components of the wave-

number vector with magnitude k = ,/kﬁ +k§. o is a complex

parameter whose real part o; and imaginary part w are the growth
rate and the frequency of oscillation, respectively. Thus after sub-
stitution in Eqgs. (1) and (2) we obtain

2 2 2
%(%—W)W—sz@} - (%—H) w 9)

&
{0—(E—k>}@_w (10)

Dimensionless boundary conditions including the properties of
the walls (see [12] for example) are

W=DW=0 atz=0,1

(1+Fo)

d q
<d_z_XLtanhqDL)@ =0 atz=0
d q
(diz+XutanhqDU>@70 atz=1
where g = Vk* + 0.

3. Analytical and numerical solutions

In this section the conditions for the onset of convection are
determined by using the analytical Galerkin method (see [32] for
more details) to solve the eigenvalue problem posed in the system
of Egs. (9) and (10) subject to the boundary conditions Eq. (11).
Although this is an approximate method, it has very high precision.
Besides, it gives the possibility to obtain an analytical expression
for the Rayleigh number R. Consider the following expansion of
W which already satisfies the boundary conditions

W=3 Adfzz— )P (12)
n=0
Now, if the proposed expansion of @ is
0=% A6, (13)
n=0

then, after substitution of W of Eq. (12) and @ of Eq. (13) into Eq.
(10), ©, is the solution of the following differential equation

oc— d—z—k2 O, = [z(z— 1™ (14)
dz’ !

subjected to proper boundary conditions as given in Eq. (11). In this
way by solving the differential equation Eq. (14) ©, can be easily
calculated. @, is not shown here and can be obtained from the
authors upon request. Next, Eq. (9) is multiplied by W and inte-
grated in the range z=0to z=1, to get

1 d2 2 g d2 2
Winl— -k ||>-(1+Fo)— | ——k" | |Wydz
/0 (dz2 ) Pr ) <d22

1
_ (1 + Fo)RI? / W0, dz
JO

0=

(15)

where use of Eqs. (12) and (13) have been made as well as some
simplifications. Determinant Eq. (15) calculated with help of the
software Maple, is the solvability condition from which the

eigenvalue R is computed. The first approximation of R, corresponding
to the element (0,0) of the matrix in the determinant Eq. (15), can
be easily calculated. From here on, it is supposed that the walls have
the same properties and geometry, that is X;=Xy=X and
D; = Dy = D. Then the result is:

q" cothq[(q2 + Bz> tanhq + 2qB} [Cl + (1 +Fo) (kz + 12)0Pr’1]
R=
k(1 + Fa) (c232 +CB+ c4)

(16)

where

_ q
B= XtanhgD

Cy = k* +24k* + 504

C; = q(q® — 12¢° + 504¢* + 30240¢2 + 362880)
— 5040 tanh% (@ +12)?

C3 = 2q°(q* — 12¢* + 504) coth q + 60480q%(q*> + 12)cschq
—5040q(q* — 6q + 12)(q* + 6q + 12)

Cs = ¢(q® — 12¢° + 504¢* — 30240¢° — 362880)

+181440¢" coth%

The Rayleigh number given in Eq. (16) is a result that have not
been reported before which includes k, X and D, without any
restriction in their magnitudes. A second order estimate of R ob-
tained from Eq. (15) was performed numerically.

The critical values for the Rayleigh number R, the wavenumber
k. and the frequency of oscillation w. were obtained as follows. The
Rayleigh number in Eq. (16) is complex and the frequency which
makes the imaginary part of R zero is used in the real part to cal-
culate the marginal R for given D, X, Pr, F and k. In this way, k is var-
ied until a minimum of R is found which is called the critical value
R, with corresponding k. and w.. Notice from Eq. (16), that q is the
argument of hyperbolic functions and, as explained above, it has
the form q = V'k* + ¢. Therefore, it is not possible to give an expli-
cit solution of the frequency of oscillation from the imaginary part
of R in Eq. (16).

Results obtained by the Galerkin method were verified with a
shooting numerical method and the agreement is very good. In or-
der to apply this method, the Eqgs. (9) and (10), subject to the
boundary conditions Eq. (11) were integrated by a Runge-Kutta
method while the resulting eigenvalue problem for R was solved
by shooting various trials to satisfy the boundary conditions at
z=1. For given D, X, Pr, F and k, the R and w which make zero
the real and imaginary parts of a complex determinant of the trials
are the marginal eigenvalues [33].

It is possible to obtain an expression of R in Eq. (16) in the limit
of X — 0, which corresponds to the fixed temperature boundary
condition. In this limit only the term corresponding to B> will sur-
vive. Therefore, the equation becomes:

PO (e +(12+F0')(I<2+12)0Pr‘1} a7)
k“(1+Fo)C,

When F =0 the newtonian case is recovered and the frequency is
zero. The limit Pr — 0 can not be taken because it is a singularity
corresponding to viscosity zero (inviscid limit). However, the limit
Pr — o gives another expression for the Rayleigh number. That is:

R q"! cothq[(q? + B?) tanh q + 2¢B|C;
K*(1+ Fo)(C,B? + C3B + C4)

(18)

By considering the fixed temperature boundary condition at
both walls, in the limit of small X, it was possible to compare the
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critical values R, k. and w. for fixed values of F with those reported
by Vest and Arpaci [14] in their Table I, Takashima [15] in his Table
I, Sokolov and Tanner [34] in their Table I and Martinez-Mardones
and Pérez-Garcia [17] in their Fig. 5. The agreement was very good.
On the other hand, assuming the fixed heat flux boundary condi-
tion at both walls, in the limit of large X, the critical values R, k.
and o, for fixed values of F were also compared with those re-
ported by Kolkka and Ierley [16] in their Tables I and II. In this case
too, the agreement was excellent.

For fixed Pr=1 curves of R., k. and w. against X in the two
limiting cases of small D=0.1 and large D=100 are shown in
Fig. 1(a)-(c) for F= 0.1 and in Fig. 1(d)-(f) for F = 100, respectively.
Notice that the curves corresponding to D <0.1 are very near to
that of D = 0.1. The same can be said for the curves corresponding
to D> 100. It can be seen in Fig. 1(a) that for Pr=1 and F=0.1 a
competition exists between oscillatory and stationary convection

(@) 900 5
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740 3
720 3
700 Jrrrrprerrrrrrerrereprrrrrrr

7 6 5 -4-3-2-10
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Fig. 1. Curves for F=0.1: (a) R, (b) k. and (c) w. against X, and curves for F=100:
D =100 by continued lines.
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to destabilize the system. The change from oscillatory to stationary
convection, at the codimension two point as stated by Martinez-
Mardones and Pérez-Garcia [17], appears at intermediate values
in the range of X. This very interesting result shows that at Pr=1
the convection can be stationary and the viscoelastic Maxwell fluid
behaves as Newtonian. The competition between these two modes
comes to an end at approximately Pr=1.4 when convective mo-
tions set in only as oscillatory, as shown in Fig. 3. After the codi-
mension two point the stationary convection destabilizes with X
monotonically and the results agree with those of Cerisier et al.
[12]. In the limit of fixed temperature boundary condition
(X< 1) at both walls the following critical values were found:
R.=870.5590, k. =4.92 and w. = 15.09 [14,15,34]; while in the lim-
it of fixed heat flux boundary condition (X > 1) at both walls it was
found: R. =720.0183, k.= 0.02 and zero frequency @, [12]. The codi-
mension two points for D = 0.1 and D = 100 are located approximately

T T
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(d) R, (e) kc and (f) w, against X. Here, Pr=1, D = 0.1 are indicated by dashed lines and
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at X=50 and X =38, respectively. An unexpected behavior was
found in the curves of w. against X for F=0.1 and F = 100 shown
in Fig. 1(c) and (f). That is, besides the relative minimum that the
¢ has at the limit of fixed heat flux boundary condition, there is
an absolute minimum at an intermediate value of X. We checked
the curves for different values of Pr and found that this absolute
minimum disappears only as Pr reaches Pr=10. These results
obtained by the Galerkin method were confirmed with the
shooting method as well. For Pr=1 and F = 100 in the limit of fixed
temperature boundary condition at both walls the following
critical values were found: R.=0.4589, k.=3.41 and w.=0.6198
[14,15,34]; while in the limit of fixed heat flux boundary condition
at both walls it was found: R.=0.2372, k.=1.57 and w.=0.6132
[16]. The curves in Fig. 1(d) for F=100 show that the system
becomes more unstable as X increases and that in this case
convective motions are only oscillatory.
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For fixed Pr=10 curves of R, k. and w, against X in the two
limiting cases of small D=0.1 and large D =100 are shown in
Fig. 2(a)-(c) for F=0.1 and in Fig. 2(d)-(f) for F = 100, respectively.
For the case of Pr=10 and F=0.1 the value of (R, k., w.) increases
with X. Here X has a stabilizing effect. Notice that this behavior is
in contrast with that of the curves in the previous figures and in
the next one. In Fig. 1(a) the stabilizing effect is incipient before
the codimension two point appears. In the limit of fixed tempera-
ture boundary condition at both walls the following critical values
were found: R.=226.7151, k.= 7.26 and w.=76.2593 [14,15,34];
while in the limit of fixed heat flux boundary condition at both
walls it was found: R.=233.7246, k.=7.61 and w.=79.1547
[16]. For the case of Pr=10 and F = 100 the value of (R, k., w.) de-
creases with X. In the limit of fixed temperature boundary condi-
tion at both walls the following critical values were found:
R.=4.6230 x 1072, k.=3.44 and w.=1.9625 [14,15,34]; while in
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Fig. 2. Curves for F=0.1: (a) R, (b) k. and (c) w, against X, and curves for F=100: (d) R, (e) k. and (f) w, against X. Here, Pr=10, D = 0.1 are indicated by dashed lines and

D =100 by continued lines.
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the limit of fixed heat flux boundary condition at both walls it was
found: R, =2.8520 x 1072, k.=2.31 and w.=1.9243 [16].

A more explicit and clear presentation of the competition
between stationary and oscillatory convection given in Fig. 1(a)
is shown in Fig. 3. In the curves corresponding to oscillatory
convection presented in Fig. 3 the elastic parameter is F=0.1.
There, the two pairs of curves of criticality for Pr=1 and Pr=1.4
correspond to oscillatory convection while the other two curves
correspond to stationary convection. Notice that the codimension
two points arising for Pr=1 and different D’s, disappear as Pr
increases from Pr=1 to approximately Pr=1.4.

On the other hand note that for decreasing values of Pr convec-
tive motions set in first as oscillatory when X is small and they set
in first as stationary when X is large. It has also been found, numer-
ically, that if F increases then w decreases suggesting that there is a
balance between these two parameters.

It should be noted from Figs. 1 and 2 that in the limiting cases of
small and large X both curves of D=0.1 and D = 100 for R, k. and
w, collapse into one curve, as expected. This means that, also for
the viscoelastic fluid (see [12]) the thickness of the walls have no
influence on the onset of convection in these regions of X
[14,15,34,17,16]. Notice that not always R. approaches the value
of 720 when X — oo (see [35-37]). This means that even with the
fixed heat flux boundary condition at the walls, stationary convec-
tion not always can occur in a viscoelastic Maxwell fluid [16], and
under certain conditions, the convective motions can set in as
oscillatory convection. The separation between every pair of curves
at moderate values of X in Figs. 1 and 2 is clearly the effect of the
difference between D=0.1 and D =100. In that region the thick-
ness of the walls has important influence on the instability.

Curves presented in Figs. 1 and 2 show the role played by X.
They show how X bridges the two limiting cases already studied
since many years ago: perfect conducting walls and perfect insu-
lating walls. It have been found in this study that for fixed Pr and
growing X, convection cells appear faster in the fluid layer when
F=0.1 than when F = 100. The influence of the geometrical nature
of the walls is noticeable across all the curves shown in Figs. 1 and
2 although this effect is magnified for the curves corresponding to
(Pr=1,F=0.1) and (Pr=10,F=0.1).

It is of interest to give asymptotic solutions of R and w of the
convection problem to compare with the above given numerical
results. These approximations were done using a Galerkin ap-
proach different from that of Chandrasekhar. The procedure is ex-
plained in Appendix A. Appendixes B and C show the results of
asymptotic calculations based on the results of the Galerkin meth-
od presented in Appendix A. There, it can be found different
asymptotic approximations as for Pr — oo, F - 0, F - oo and for
two different limits of D — 0 and D — cc. The approximate results
for R and w agree very well with the numerical calculations in their
respective limit of approximation.

4. Conclusions

Very interesting results were found when the effects of the
thermal conductivities and thicknesses of the bounding walls were
taken into account in the convection of a viscoelastic Maxwell
fluid. The case considered here is that of a system having walls
with the same properties and geometry. The Prandtl numbers con-
sidered were Pr=1, 10 and two representative wall relaxation
times were taken into account, that is, F= 0.1, 100.

In the case of Pr=1, it was shown that, in both cases of F=0.1
and F =100, the ratio of thermal conductivities X destabilizes the
system. Notice that the effect of the thickness of the wall is more
important here when F = 0.1 than when F = 100. A very interesting
situation occurs at F = 0.1 due to the competition between station-
ary and oscillatory convection. This last interesting situation can be
observed in Fig. 1(c) in the curves of w, vs. X when o, drops to zero
when X increases; and in Fig. 3 where it is shown that oscillatory
motions dominate the instability of the system as Pr increases to
approximately Pr=1.4. At the codimension two points, corre-
sponding to different values of D, the convection becomes station-
ary. This is shown in the curves of Fig. 1(a) for R vs. X, as a sudden
drop of the critical Rayleigh number, and a similar behavior is ob-
served in the curves for k. vs. X of Fig. 1(b) as well.

When Pr=10 and F=0.1 the relative effect of the thickness of
the wall is reduced considerably. When F=100 the magnitudes
of the critical values are so small that it is difficult to notice an
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important effect of the thickness of the walls. It was found that,
depending on the value of the relaxation time F, the ratio of ther-
mal conductivities X plays a different role. When F is small X stabi-
lizes and when F is large X destabilizes.

These results are in contrast with those for stationary convec-
tion in a Newtonian fluid [11,12] where the system becomes more
unstable when X increases.
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Appendix A. Another approach with the Galerkin method

Here, another approach to the Galerkin method [38] is exposed.
With this Galerkin method a more simple and tractable asymptotic
approximation is available to the present eigenvalue problem. Due
to the resulting magnitudes of (R, w, k,Pr) (see Figs. 1 and 2), it was
not possible to obtain asymptotic expressions for R and w from the
formula given in Eq. (16). Besides, the presence of ¢ = V'k* + ¢ in
the argument of several hyperbolic functions makes it difficult to
obtain asymptotic expansions.

Thus, the process to solve the eigenvalue problem posed in the
system of Egs. (9) and (10) subject to the boundary conditions Eq.
(11) is to consider the following trial functions for W and © satis-
fying the boundary conditions Eq. (11),

W =>"Eiz(z— 1)]*" (A1)
n=0
_ p2 - -~ 7n+2+B
0 =Go(1+Bz Bz)+;an (z T 1T B (A.2)

After substitution of W and © given in Egs. (A.1) and (A.2) in the
system of Egs. (9) and (10) the residuals are formed and they are
made orthogonal to the respective trial functions

Jo WaLiWndz —(1 +Fo)RK? [; W0, dz

1 . =0 (A3)
Jo OmW,dz — Jo Onl20,dz

where the operators L; and L, are defined as

Determinant Eq. (A.3) is a solvability condition from which R
can be calculated. The first and second approximation of R can be
easily calculated from the determinant Eq. (A.3) and although
these are not presented here they can be obtained from the authors
upon request. In the following sections these approximations are
used to get asymptotic expressions for R and .

Appendix B. Asymptotics for Pr — «

In this section asymptotic expressions were calculated for R and
w in the case of Pr — co. Some ideas of Kolkka and lerley [16] were
used in the expansions of R and w. Note that the formulas are large
and complex because they include the conductivities ratio, not re-
ported before for this viscoelastic problem.

As mentioned above two further approximations for the thick-
nesses ratio were made. These affect the hyperbolic function

appearing in the Biot number. Thus for D — 0 the Biot number is
approximated as B=(XD)"! and for D— oo it is B=gX},
respectively.

By using the first order approximation of the Galerkin method
Eq. (A.3) some asymptotic expressions of R and o were calculated.

B.1. Case of Pr - co, F->0and D — 0

Here, use is made of the following expansion scheme
? = W2Pr? + w?Pr + w2Pr + 0(1)
k=koPrt + 0(Pr 1)
and the resulting expressions are
Ce 1
i e
F*  Fky/Pr
+12600X°D* + 21600x4D4]

SR [(22 + 400XD -+ 2820X°D* + 9000X°D* + 10800X“D*)
FlkyPr

x Fkj + Cskj + 364 + 7440XD + 62640X°D?
1
1o (7)
Pr2

+ (12F = 1)Cs

R=Cs [CGFkg + 14 + 320XD + 2940X°D?

+259200X°D° + 453600X4D4]

K2 Pr?

2 1 Pr
5TF

"1+ 30X°D* + 10XD F?
+ {36066F -2 (1 4 40XD + 540X2D* + 2700X3D? + 5400x4D4)]

. VPr [Co (K5 -+ 4320F) + 340 -+ 6480XD -+ 50400X°D”

P2

+194400X3D° + 324000x4D4] #
<o

1
+0(—
()
B.2. Case of Pr — co, F—» 0 and D — oo

Here, the expansion scheme was modified in order to include
the effect of the conductivities ratio X as follows

@ = WPr + W3Pr + @ + O(Pr’%>
k=ko+O(Pr)

and the resulting expressions are

o 1498 \/kg + 24K + 504\/12 + I

675k2F VPr
2996X V2 (k; -+ 365 + 792K -+ 6048 ) 1
(%)
3 1
2025Kk; (kj -+ 24k; + 504’ (12 + kg)“F%Pr%(l vx) T
(kg + 24K + 504>Pr (kg + 24K + 504)
W = . - VPr+0(1)

(12+1K)F (12+15)F

where Cs and Cs are coefficients that depend on the parameters
(X,D), and are defined as follows

28
3(3 + 14XD)*(1 + 30X°D” + 10XD)
Cs = 14 20XD + 160X2D? + 600X°D* + 900X*D*
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B.3. Case of Pr - oo, F—> ccand D — 0

This case was calculated independently at a second order
approximation with the Galerkin method Eq. (A.3). It is necessary
to mention that the first order approximation is not good in this
limit. For both cases D — 0 and D — oo it was considered first a
two term expansion with respect to Pr — oo and later the following
expansion with respect to F — oo was used

@ = 03F ' + 02F? + O(F )
k=ko+O(F™")

Thus, for D — 0 we have

R=C, KXZDZ + )% + 31—0> (Skﬁ +1056Kk; + 104544k,

+ 2471040k, + 40772160)
{(31@ +520K2 + 40040))(2132 (311<;§ + 5772k + 463320)XD
X

15 + 405

y 19k} N 598’ 16588
2430 © 405 ' 135
1 k(z) 10 8 6 4

+r 18 (15ko + 5484k + 949520k’ + 86898240k

+4063625280k) + 38869459200)X4D4

58k’ 36608k’ 241608k§+22600864kg
81 135 5 5

+ 218366720k, + 2528477952k; + 5182594560 X°D’

ky? . 157118k, N 1909504k} N 12151568k5
5 2025 135 9

IE + 905645312k + 3109556736>X2D2

94k,  61864k,"  1276984ky  41371616k;
*t136a5 " 6075 T 675 T 225

141050624k) 425641216k,
15 3

(k; +10)
T 72900

+30440494656Kk2 + 295761248640)] +0 <1%>}
.

+61 7723392)XD

+ (95kg° +36942k% + 6774768k’ + 637034112k

w? = (5k§ +1056Kk; + 104544k; -+ 2471040K; + 40772160)
22 31XD 19 4 a2 37XD 231
X |:486<XD +T+@ k0+84240 XD “rw*‘rm kO

2,2 3XD 29 10 8
+6486480(X PP+ 224 s [(2430K” + 888408Kk;

+153822240k5 + 14077514880k, + 658307295360k,
+ 6296852390400)X°D? + (930k3)° +357948k; + 64370592k;

+ 5983870464k’ + 283040334720k + 2728636035840>XD
+95k™® + 36942k® + 6774768k° + 637034112k*

-1
1 30440494656k + 295761248640] Pr+ O(Prz)

B.4. Case of Pr — oo, F —» co and D — oo

Here, the expressions for D — oo are

R=Cs [(5k§ +1056KkS + 104544k? + 2471040k2 + 40772160)
x (14580k3 +2527200k2 + 194594400) koX*
+ (10080kS + 1797660k] + 141523200k3 + 194594400))(3

+ (2832k5 + 519660k + 41614560k’ + 64864800)I<OX2

+ (19K3 + 3588K; + 298584 ) k;|
+ (30keX + 60X + 10ko + 10k2X + kg)

+ (374k§ +70248K; + 5728320k; + 4942080)kgx
[(2430kg° + 888408k5 + 153822240KkS + 14077514880k,
6

X
+ 658307295360k, + 6296852390400))(2

+ (930k3° +357948k5 -+ 64370592k + 5983870464k
+ 283040334720k, + 2728636035840) koX

+ (951<(‘)° +36942K5 + 6774768k5 + 637034112k,

2 2 1 1
+ 30440494656k + 295761248640) ko] 1O (W)}

o? = (5kg + 1056K; + 104544K; -+ 2471040k; + 40772160)
x [19k§ +186K3X + (3588 + 486x2) k3 + 34632Xk]
+ (298584 + 84240X” )k} + 2779920Xk, -+ 6486480 |
x [95k2]2 + 930K} X + (2430)(2 + 36942) ki +357948Kk3X
+ (888408X” + 6774768 ) ky -+ 64370592k;X
+ (153822240 + 637034112 ) { + 5983870464k;X
+ (14077514880X” -+ 30440494656 ) k; + 283040334720k;X

+ (658307295360X2 + 295761248640) K2

1
+2728636035840Xk, + 6296852390400X2] Pr+ O(Prz)

where C; and Cg are coefficients that depend on the parameters
(F,ko,X,D), and are defined as follows

_ 350 [(op 31XD+£ e 520x2D2+1924XD+@ 2

" 297I2F 81 486)"° 30 27 a1 )%
212 -2

| 40040X°D | 5720XD+16588}

7
Cs= ;
433026k3F

19(4 3588k 298584”2
: ko +

4 520k% 40040\ ., 31(,, 5772k 463320
<k0+ 3 T3 X+ﬁ ko + 3 + et koX

"486 19 ' 19

The asymptotic results of this appendix are in very good agreement
with those of the numerical analysis.
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Appendix C. Asymptotics for F — «

In this limit, the second order Galerkin approximation Eq. (A.3)
was necessary. Notice that the approximations presented in this
appendix are valid for any Prandtl number. For both cases of
D — 0 and D — oo the following expansion scheme for F — oo
was considered

o = 3F ' + 0*F? + O(F )
k=ko+O(F"
C.1. Case for D —» 0
The expressions for any Prandtl number are

12 10
R Cio {cg K+ 254Ky’ | 41264k,
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14985 4995 1665

222100736k, 38310272k 1540501248
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C.2. Case for D — oo

Here, for any Prandtl number, the solution is

254k’
R=Cn {Cg {(109809 *
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) =

(5K5 + 792K3 + 52272KG + 617760 — 6Co )Pr ¢
+ o<—>
<5kg +528k% + 5148)F F

where Cy, Cig and C;; are coefficients that depend on the parame-
ters (Pr,ko,X,D), and are defined as follows

Co= \/ 1221k} + 444048k + 46225872k, + 842624640k; + 4770342720

2p2 4 XD 4 1)j2 1] (4 o 528K | 5148
C1o=3398598000[(x DS +3°>k°+2XD+3} <k°+ I )
KgPr(5kg -+ 792k; -+ 52272K5 + 617760 — 6Co )

x | (13716X°D” + 6246XD + 659 ) k;

+ (344]636X2D2 +1617660XD + 178530) K

1395680
3

+ 486 <c9 + X2D?k; + (186Co + 104339664)XDk;

+ (19Co + 11768328)k3 + 42120(Co + 29172)X*D?
+ (17316C, + 602316000)XD + 71474832 + 1794C,] 2

kK kX (1, y2 4 5812 . 5148
[+ (3 X7 ) ko + 2X| (kg +288k; + 22
Ci1 = 3398598000 5 . ¢ - ) ]2( o+ K )
koPr (5K; + 792K5 + 52272K; + 617760 — 6C9)
x [(13716](8 +3441636Kk% + (226100160 + 486C, )k
+ 1228724640 + 42120Co)X>
+ (6246k3 + 1617660k; + (186C, + 104339664)k’
+ (602316000 + 17316C9)ko)X + 659k’ + 178530k’
-2
+ (11768328 + 19Co)k; + (71474832 + 1794Co kg

The results given in this appendix agree very well with those of the
numerical analysis.
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