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Introduccion

El estudio de las ecuaciones diferenciales analiticas fue iniciado por Hen-
ri Poincaré a principios del siglo XX. En los trabajos de Poincaré, Dulac y
Siegel se demuestra que, en los casos genéricos, la clasificacion de una ecua-
cién diferencial analitica depende de la posicién en el plano complejo de los
valores propios de la matriz que define a la parte lineal de la ecuacion en el
punto singular.
Los casos no genéricos comenzaron a ser estudiados posteriormente y su
complejidad hizo necesaria la introduccién de conceptos y resultados liga-
dos a la variable compleja, los haces vectoriales, la teoria de singularidades
y los invariantes topoldgicos, formales y analiticos fueron paulatinamente
formando parte del lenguaje usual de la teoria de clasificacién de campos
vectoriales analiticos en vecindades de los puntos singulares.
Es en este contexto en el que se sitiia la tesis. En ella se analizan, en prime-
ra instancia, las obstrucciones formales para que una ecuacion diferencial,
definida por un campo vectorial analitico sea formalmente equivalente a su
parte lineal. El caso en el que el campo vectorial no tiene parte lineal requie-
re de un andlisis mas cuidadoso. Por esta razén en la tesis nos concentramos
en desarrollar la herramienta necesaria para analizar este tipo de campos
vectoriales y en particular demostramos el Teorema de Savelev. Este teo-
rema marcé un nuevo enfoque, puramente geométrico, para demostrar la
analiticidad de algunas formas normales de campos vectoriales con singula-
ridades no genéricas. Este enfoque fue introducido en un inicio por Frank
Loray [5] en 2004 para analizar la analiticidad de la forma normal de los
campos vectoriales con singularidad de tipo silla-nodo.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:
En el primer capitulo de este trabajo se introduce la teoria de campos vec-
toriales holomorfos en (C",0) y en particular en (C20). Introducimos el
concepto de forma normal de un campo vectorial y observamos bajo qué con-
diciones ésta coincide con la forma normal analitica. La forma en la que se
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demuestran dichos resultados es encontrar, en una primera instancia, cam-
bios definidos por series formales (series de las cuales no sabemos nada
respecto a su convergencia) que permitan llevar formalmente al campo de
vectores (que define a la ecuacién diferencial analitica) en un campo lineal.
Observamos que las obstrucciones que aparecen para realizar dichos cambios
se les denomina condiciones de resonancia. En los casos en los que no hay
resonancias se dice que la ecuacion diferencial es formalmente equivalente a
su parte lineal. La serie formal que la representa es justamente la matriz de
la parte lineal del campo de vectores en el punto singular. Una vez hecho lo
anterior se observa bajo qué condiciones este cambio formal de coordenadas
puede o no ser un cambio de coordenadas analitico (en una vecindad del
punto singular). Cuando esto se logra, la forma normal formal y la forma
normal analitica coinciden.

Desafortunadamente, la forma normal formal y la forma normal analitica
no siempre coinciden. Un ejemplo de lo anterior se puede encontrar en cam-
pos resonantes de tipo silla y silla nodo. En estos casos se tiene que la forma
normal formal estd dada por una serie de potencias formal (relativamente
sencilla) mientras que la forma normal analitica esta dada por un conjunto
de funciones (hay moduli funcional).

Sorprendentemente, en el siguiente caso de degeneracion, cuando la ex-
presion de la ecuacién en una vecindad de un punto singular no tiene parte
lineal, se observa que si la degeneracion es de orden dos y la ecuacion es
no dicritica, entonces la forma normal formal y la forma normal analitica
coinciden. Este fenémeno fue observado también en el caso en el que la parte
lineal del campo de vectores en una vecindad del punto singular es nilpoten-
te. En este caso la forma normal formal (llamada forma normal de Takens)
coincide con la forma normal analitica. La demostracién de este hecho fue re-
sultado de muchos anos de trabajo y fue dada por Zoladek. Este demostrd la
convergencia de la serie formal. Sin embargo, existe otra prueba meramente
geométrica de este hecho: Frank Loray prueba mediante un procedimiento
geomeétrico constructivo, y haciendo uso del Teorema de Savelev, que las for-
mas normal formal y analitica coinciden. Una construccién andloga se pudo
hacer para el caso de degeneracién de orden dos.

En el capitulo 2 desarrollamos la teoria preliminar para probar el Teo-
rema de Savelev, introducimos el concepto de haz vectorial y damos una
clasificacién de los haces lineales sobre la esfera de Riemann. Basados en
las propiedades de la derivada covariante desarrollamos el concepto de cone-
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xi6én sobre haces vectoriales y al final de este capitulo damos un invariante
de los haces lineales a traves de las conexiones sobre superficies de Riemann
compactas. Este invariante resulta ser equivalente al indice de Camacho-Sad
desarrollado en el capitulo 4.

En el capitulo 3 damos una demostracién del ya tan mencionado Teore-
ma de Savelev que asegura bajo la hipotesis de que el grado del haz normal
de una esfera de Riemann encajada en una variedad de dimensién 2 es cero,
la existencia de un biholomorfismo entre una vecindad del haz fibrado y el
producto directo (C,0) x P. Notamos la similitud entre la demostracién de
este teorema y el Teorema de Poincaré analitico demostrado en el capitulo 1.

Finalmente en el capitulo 4 se da una aplicacion del Teorema de Savelev
a campos vectoriales en (C2,0). Damos una idea de la demostracién en el
caso en el que la ecuacion en una vecindad de un punto singular no tenga
parte lineal, sea no dicritica y la degeneracién es de orden dos, entonces la
forma normal formal y la forma normal analitica coinciden.






Capitulo 1

Campos Vectoriales
Holomorfos en C"

En este capitulo damos una introduccién a la teoria de campos vectoriales
holomorfos en (C™,0) definimos equivalencia formal y equivalencia analitica,
investigamos bajo qué condiciones dado un campo vectorial holomorfo es
formalmente equivalente a su parte lineal en una vecindad de un punto
singular. Introducimos el concepto de resonancias que son restricciones que
encontramos para que dicha equivalencia sea posible, observamos que éstas
juegan un papel fundamental pues dan codiciones necesarias para que un
campo vectorial holomorfo sea analiticamente equivalente a su parte lineal en
una vecindad del punto singular. Mas adelante sélo consideraremos campos
vectoriales definidos en (C2,0).



Capitulo 1. Campos Vectoriales Holomorfos en C™ 10

DEFINICION 1.1. Un campo vectorial homolorfo definido en el abierto U C
C™ es una n-ada de funciones holomorfas definidas en U

V=MW,.,V,):UCC"—C" (1.1)
con V; : U CC" — C holomorfa Vi =1,...,n.

DEFINICION 1.2. Sea U un abierto en C™ y V un campo vectorial holomor-
fo definido en U. Se define la ecuacion diferencial holomorfa auténoma'
asoctada al campo V' como:

dZZ'

E:Vi(zl,...,zn) i=1,..,n (1.2)
donde t denota una variable en C.
En notacion vectorial, 2 =V (z) con z = ‘é—f, z=(21,...,2n) € C™.

Se dice que ¢ es una solucién a la ecuacién diferencial (1.2) si ¢ =
(@1, ey pn) : U — U C C™ es una funcién holomorfa definida en el abierto
U de C tal que para toda t € U, dwjt(t) = Vi(p1(t), ..., on(t)), es decir,
P : U — U es una solucién de la ecuacién si para todo to € U, se tiene
que la derivada de ¢ con respecto a t en el punto ty coincide con el vector
asociado al punto ¢(ty) por el campo V,

do(to)
dt

= V(e(to))- (1.3)

El teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales analiticas (ver en [3]) garantiza para cada punto p de U, la existencia
de una tinica solucién ¢ de (1.2), la cual satisface p(ty) = p con tg € U
(por simplicidad asumiremos en la mayoria de los casos to = 0). Denotamos
esta solucién por (¢, p) para indicar que pasa por el punto p al tiempo ¢t = tp.

De la manera en que ha sido definido un campo vectorial éste asocia a
cada elemento p € U un vector en C", de manera que podemos dar una
representacion geométrica de este hecho asociando a cada punto p de U el
correspondiente vector V(p) basado en p. Podemos también asociar a cada
punto p € U la recta compleja cuya direccién coincide con la dada por el
vector V(p). A esta asignacion se le conoce como campo de direcciones en U.

!Decimos que la ecuacién diferencial es auténoma si el campo V no depende del tiempo
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DEFINICION 1.3. Sea V' un campo vectorial holomorfo. Decimos que p es un
punto singular de campo V' si V(p) = 0.

Si p es un punto singular de V' entonces la ecuacién diferencial (1.2) aso-
ciada tiene como solucién a ¢(t,p) = p Vt € C.

1.1. Equivalencia Formal

Hablar del comportamiento global de las ecuaciones diferenciales suele
ser un problema demasiado complicado, sin embargo el comportamiento lo-
cal en general es un problema mads accesible y es por esto que recurrimos
primero a él. Por otra parte, es bien conocido que el comportamiento alre-
dedor de los puntos singulares puede ser muy complicado, por esta razon es
necesario encontrar campos vectoriales, equivalentes en algin sentido, que
sean més sencillos de analizar alrededor de los puntos singulares y que pre-
serven algunas propiedades fundamentales del campo original.

Recordemos que toda transformacién analitica en un punto tiene una
expresién en serie de potencias convergente en una vecindad de éste. Esta
expresion es un elemento del anillo de series formales (y de hecho conver-
gentes) en el punto y es, en cierto sentido, la “huella”de la transformacién
en el punto. El estudio de los campos vectoriales desde el punto de vista
de la serie que los define ha sido usado reiteradamente desde la época de
Poincaré (ver Teo. 1.6) hasta nuestros dias. Damos a continuacién algunas
de las definiciones y resultados mas conocidos.

DEFINICION 1.4. Una serie formal en el origen en C™ es una serie
H(z) = Zaazo‘, a€Zl, ay€C
(03
de la cual no tenemos informacion con respecto a su convergencia, es decir,

puede 0 No converger.

DEFINICION 1.5. Dados dos campos vectoriales V- y W en (C",0), decimos
que son formalmente equivalentes si existe una serie formal invertible

H(z) :Zaaza, a€Zl, a,€cC
[e7

tal que satisface la igualdad

D.H -V (z) = W(H(z)). (1.4)
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En esta equivalencia la igualdad se entiende coeficiente a coeficiente.

DEFINICION 1.6. Sean V : U CC* — C* y W : U C C* — C™ campos
vectoriales holomorfos, donde U y U son abiertos de C*, decimos que V y W
son analiticamente equivalentes si existe una transformacion H : U — U
analitica, con inversa analitica, es decir, un biholomorfismo tal que

D.H -V(z) =W(H(2)). (1.5)

DEFINICION 1.7. Sean V : U C C* — C* y W : U C C* — C"
dos campos vectoriales homolorfos. Decimos que V. y W son orbitalmen-
te analiticamente equivalentes si existe un biholomorfismo H : U — U tal
que DH - V(H™Y(2)) = g(2) - W(z) donde g es una funcién analitica en U
que no se anula.

De la equivalencia formal se puede decir muy poco geométricamente

pues, como mencionamos, la serie no necesariamente es convergente. Por el
contrario de la equivalencia analitica obtenemos la siguiente interpretacion
geométrica:
Dados dos campos vectoriales holomorfos en un abierto U C C*, 2 =V (2) y
2 = W(z), la condicién de que éstos sean analiticamente equivalentes signi-
fica que hay un biholomorfismo H del espacio fase de 2 = V(z) en el espacio
fase de 2 = W (z), que lleva soluciones de la primera ecuacién en soluciones
de la segunda ecuacién.

Observemos que de este hecho geométrico obtenemos la definicion 1.6:

Sea ¢, (t, z) solucién de z = V(z), es decir, d%di(tt’z) = V(pu(t, z)) la cual
satisface ¢, (0, z) = z, entonces de la igualdad
H(pu(t, 2)) = pu(t, H(2)), (1.6)

donde ¢, (t, H(z)) es la solucién de 2 = W (z) que al tiempo t = 0 satisface
puw (0, H(2)) = H(2).

Derivando la ecuacién (1.6) con respecto a t y evaluando en ¢ = 0,

ClimoH(u(t2)) = leopult, H(2))

Dado que ¢, (t, z) v pw(t, H(z)) son soluciones de 2 =V (z) y de 2 = W(z),
respectivamente, obtenemos
[8H

aZ’:| ' V(‘Pv(t7 Z))’t:O = W((pw(t7 H(z)))‘tio;
v (t,2)
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evaluando en t = 0 se tiene

0H(z)

o V{eu(0,2) = W(pu(0, H(2)))

y finalmente
D,H-V(z)=W(H(z)),

que es justamente la expresion dada en (1.5). Observamos que algunas veces
es mas utilizada la siguiente expresion equivalente

Notemos que dos campos que son analiticamente equivalentes son formal-
mente equivalentes, asi antes de buscar condiciones para la equivalencia
analitica de dos campos nos concentraremos en encontrar condiciones para
la equivalencia formal.

Comenzaremos con campos en una variable por ser éstos mas sencillos
de analizar.

Decimos que una funcién es de tipo O(z¥), en notacién f € O(zF), si

lim% = ¢ donde ¢ es una constante. Diremos también que f es de o(zk),

z—0

en notacion f € o(z*), si lirré% = 0. Asi es claro que si f € o(z¥), entonces
z—r

f € O(2F). Ademas si f € O(z*) entonces f € O(27) con j < ky f € o(z9)

con j < k.

Tomando en consideracion que la funciéon puede estar definida en varias
variables y k = (kq,...,kp) con |k| = k1 +-- -4k, y 2F = zfl - 2k entonces
las afirmaciones relativas al orden de una funcién son vélidas en el caso

de varias variables, es decir, decimos que F(z) € O(z™) ,con z € C", si

F(i) =cy F(z) € o(z™) si limF(i) =0.
2 z—0 |=|

ltm
z—0 I

Proposicién 1.1. Si H(z) = z + hp2*, entonces H™(2) = 2z — hp2* +
O(szfl)

Demostracion. Necesitamos encontrar G(z) = z 4+ a,,2™ + O(2P) tal que se
satisfaga la condicién H(G(z)) = G(H(z)) = z, observemos que para que
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esto suceda es necesario que H (z) siempre tenga parte lineal. Calculando la
composicion

G(H(2)) = z+4hz"+ am(z+ ™)™ + O(2P)

Z 4 hi 2 4 amz™ 4 maym 2™ hy 2t + 022 £ 0(2P)
= 24 2" 4 2™ F maghpZ" T 4 02 ER) L O(2P),

podemos observar que como deseamos que z = G(H(z)) = H(G(z)), enton-
ces hy = —a,, vy m = k. Dado que k > 1 entonces m — 1+ k < m — 2 + 2k,
asi ningtin término de O(2™*2%=2) puede eliminar a ma,,hyz"T™~1; dado
que m = k entonces p = 2k — 1. Por lo tanto G(z) = z— hz" +0(z%1). O

Este resultado es valido también para varias variables y la demostracién
sigue esencialmente los mismos pasos.

Consideremos la ecuacién diferencial 2 = v(2) con v(z) = a1z + O(2?),
con z € C, nuestro objetivo es encontrar condiciones bajo las cuales es po-
sible llevar el campo original formalmente a su parte lineal. La idea es ir
eliminando uno a uno los términos de grado mayor que 1 mediante polino-
mios de la forma Hy(z) = z 4 hyz.

Comencemos con k = 2 y sea Hay(z) = z + hez? entonces se debe de
cumplir la igualdad (1.4), es decir,

[aHQ co(Hy (2)) = a1z + b3z + O(2*).

9z :|H2_1(z)
Desarrollando obtenemos
(1+ 2h2z)H51(2) (a1z + azz® + 0(23))|H51(z) = a1z + b323 + O(z)
y sustituyendo H, 1(z) llegamos a la igualdad

1+ 2ho(z— he2? +0(2%)) - [a1(z — ha2® + O(2%))
4+ ag(z — ho2? + 0(2%))? + 0(2%)] = arz + b32® + O(2%).

Nos interesan los coeficientes de los términos de grado 2, desarrollando los
productos presentes en la igualdad anterior tenemos

a1z — a1hez? + asz® + 2a1hez® + 0(23) =a1z+ O(z?’).
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Nuestro objetivo es eliminar el término asz? para esto es necesario que

as — ajhe 4+ 2a1ho = 0 lo cual implica que ho = —%.
ai
Dado que a1 # 0 siempre es posible eliminar el término de grado 2.
De manera més general si vy (z) = a1z-+apz"4+0(z*+1) proponemos Hy(z) =
2+hy2* con k > 2. Hy, tiene inversa dada por Hk_l(z) = 2—hp2F+0(22+ 1),
por lo que se debe cumplir la condicién?

w(H N (2)) = a1z + O(2F ).

[8Hk]
0z H\(2)

Desarrollando esta dltima ecuacién obtenemos

L+ khi(z = bz + O (aa(z — iz + O(H1)
+an(z =t + 0E) + 0 = arz + 0.

Recordemos que nos interesan los coeficientes del término de grado k
a1z + apz® — arhpz® + khpa2® + O(2FY) = a1z + O(2F ),

por lo que para poder eliminar mediante el cambio de coordenadas Hy el
término a2z del campo vy (z) es necesario que

ar — arhg + karhy =0 lo cual implica que hg = Mk
al(k: — 1)
Asi, dado que k > 1, siempre es posible eliminar el término de grado k.

Teorema 1.1. Toda ecuacién ¢ = v(z), con v(z) = a1z + O(2?) es formal-
mente equivalente a 2 = w(z) con w(z) = az.

La demostracion consiste en quitar cada uno de los términos de orden

mayor que 1 con polinomios de la forma Hy(z) = z + hgz* (definiendo

hy = ﬁ“fk) como lo hicimos previamente) y considerar la composicién

H = klzm Hj 0o Hi_q0...0 Hy. Hay que observar que la composicion de un
—00

nuimero finito de Hy’s es analitica pero al considerar el limite no podemos
asegurar que siga siendo analitica, lo que si es un hecho es que H es una
serie formal.

. . . OH
20bservemos que por ser Hj, una expresién en una variable en realidad [Tzk] = H;(2).

OH,
Oz

Conservamos la notacién [ ] para dejar ya establecida una notacion para el caso general
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Teorema 1.2. La ecuacion z = v(z), con v(z) = 2F + a;nz™ + O(2™H1) es
formalmente equivalente a 3 = w(z), donde w(z) = 2F 4 bz?*F—1

Demostracion. Consideremos H,(z) = z + h,z", el objetivo es eliminar el
término a,,2"™, entonces se debe cumplir la condicién

O0H,
0z ()

w(HY(2)) = 28 + 0>z

T

desarrollando
(1 + rhe(z—hez" +O0ET D)"Y (2= b2 + 02 H)F
(e = by + O )™+ O( ) = 2F 4 Oz,
agrupando ahora los términos del mismo grado se tiene
2F kbR b TR e 2 — g, T O (2 = 2RO Y.

Por lo tanto para poder eliminar a,,z™ es necesario que se cumpla r+k—1 =
m lo cual implica que r = m — k + 1. Entonces los coeficientes de 2™ deben
satisfacer an, — khp—k+1 + (m — k + 1)hpm—k11 = 0, lo cual implica que

hm—kr1(m — 2k + 1) = —am 0 hyp—py1 = — ;9457 Por lo tanto siempre
es posible definir A, salvo en el caso en el que m = 2k — 1. Asi la ecuacién
original es formalmente equivalente a la ecuacién # = z¥ 4 bz2k—1, O

Ahora consideraremos un campo vectorial holomorfo definido en (C2,0).
De nueva cuenta buscamos bajo qué condiciones es formalmente equivalente
a su parte lineal alrededor de un punto singular.

Como dijimos antes, una serie formal H(z) = )  aqn2“ puede estar defi-
nida en varias variables. Cuando ese sea el caso tendremos en consideracién
k
que k= (ki,....kp) con |k| = ki + ... + ky y 28 =200 2k

Sea # = V(z) el campo en (C2,0)

[ﬁj - [Aol AOZ] [ﬁj + [aléﬂ (1.7)

donde z* = zfl -2’2“2 con |k| = ki + ko > 2.

De igual manera que hicimos en el caso de una ecuacién diferencial definida
en una variable en C tratamos de encontrar bajo qué condiciones podemos
hallar H tal que [%IZ{ -V(H™'(2)) = W(z) donde

]H*l(z)

wo=[3 2[5
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La idea es la misma y consiste en ir quitando uno a uno los términos de
orden mayor que 1. Para eso proponemos Hy(z) = (21, 22) + (h12¥,0). No
es dificil observar que H, '(2) = (21, 22) + (—hix2® + O(22¥*1),0). Al igual
que antes queremos obtener una igualdad del tipo
[8}[ k}

0z H' (=)

Primero observemos que

Zk
V(H M (2) = W(2) + [O( H)} .

0

|:8Hk:| _ 1+ k’lhlk% kghlk'z:]
aZ Hk_l(z) O 1
y que
_ [A1(z1 — hipz® + O(22FH1))
1 _ 1(~1 1k
VU E) = | oo
—alk(zl _ hlkzk + O(z2k+1))k1z§1
+
i 0
_ -)\121 — Alhlkzk + alszlzéw + O(Z2k+1)
)\222 ’

Entonces realizando la multiplicacién [%—Ij] H1(s) V(H~'(z)) obtenemos

Azl — Alhlkzk + )\1k‘1h1kzk + alkzk + )\Qthlkzk + O(z%_l)]
)\222 )

Como queremos que esto ultimo sea igual a

W) [*01 fz] [2] ; [0@5“1 ,

es necesario que se satisfaga la condicién
—Athik + k1higAr + aik + Aekahag = 05

lo cual implica que

a1k _ a1k
A1 — (A1k1 + A2ka) A1 — (A k)

hik(Aiki + A2ka — A1) = —a1x, 6 hyp =

donde A = (A k) = Aik1 + Aoko. Asi es posible eliminar el monomio ay;z*
siempre y cuando A; — (A, k) # 0, esta ultima condicién motiva una defini-
cién importante.
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DEFINICION 1.8. Decimos que una coleccion X\ = (A1, ..., \p), \; € C Vi =

1,...,n es resonante si existen my,...,mpy € Z4 U{0} con |m|=mq +---+
my, > 2 tales que se satisface \j = \ymy +---Aymy, para algun j € {1,...,n}.
En este caso decimos que ajmz™ con 2™ = 2\ 23" - - 2" es un monomio
resonante.

Teorema 1.3 (Poincaré). Sea 2 = V(2) con V(z) = Az+O(2?%) con z € C"
A - 0

ydonde A= | : . i |.8ila coleccion de valores propios de A es no
0 - A\

resonante entonces Z = V(z) es formalmente equivalente a su parte lineal,

es decir, es formalmente equivalente a z = W (z) con

A - 0 21
Wi(z)=|: oo :
0 - M\l |z

Demostracion. La demostracién consiste en ir eliminando uno a uno los

monomios de grado mayor que 1 del campo.
Expresamos a V(z) como

[0 ] [O(2?)]
)\1 C 0 21 :
Viz)=|: : D4 et | + [O(ZR)
0 Al | 2zn : :
| 0] _0(22)_

Nuestro objetivo es eliminar el monomio ajkzk de grado |k| con k =
(k1,- -, ky) situado en la j-ésima coordenada.

Notemos que en la j-ésima coordenada pueden existir algunos otros mo-

nomios de grado |k| pero con k # (k1,--- ,ky) vy en las demés coordenadas
tenemos términos de O(z?).

Proponemos Hy(z) = z + | hjipz
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No es dificil mostrar que la inversa viene dada por

0
H Y (z) =2+ |—hjpzb + O(z%1)
. 0 -
Observemos que
S 0 7
o : :
[aa’“] = |k 1+ khps kahyi
z Hk_l(z) : :
. bodae
0 0 T 0
‘ P P . 2k 2:k72
L 0 0 | . 0
y ademas

V(H '(2)) = Az +

o OH
Multiplicando [ CP

}H;%z) '

Az + (ajk — )\jhjk)zk +

—)\jhjkzk + ajkzk + 0(22’“*1)

0(122)

V(H, '(z)) obtenemos

0O(2?)

(kl)\lhjk + - kn)\nhjk)zk + O(ZQk_l)

0(:2)

19

(1.8)
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Es necesario hacer algunas observaciones:

1). Notemos que al componer el campo V (z) con H~1(2) no se modifican
los términos de grado menor o igual |k| en las demés coordenadas, sin
embargo es posible que aparezcan términos de orden mayor a |k| en
dichas coordenadas.

2). Cuando multiplicamos [861?} 10 con el campo V' (H, !(z)) sélo afec-

tamos la coordenada k-ésima y en las demds entradas no aparecen
términos de grado |k|, por lo tanto éste es un buen método para eli-
minar los monomios uno a uno de cada entrada.

Queremos eliminar el monomio 2* de la ecuacién (1.8). Para que eso sea
posible es necesario que los coeficientes satisfagan la condicién
ajk

Dado que los valores propios son no resonantes A\j — (A, k) # 0 y entonces es
posible quitar los monomios de grado |k| para cualquier k.

Asila H que nos ayuda a realizar la equivalencia del campo con su parte
lineal es H = klgm HioHyp _q10---0Hs donde las Hy’s son las que nos ayudan
a ir eliminando f)s monomios de grado k£ uno a uno. Observemos que la
composicién de un numero finito de H’s es analitica pues es la composicion
de un numero finito de funciones polinomiales, pero al considerar el limite H
no necesariamente tiene que serlo, lo que si es un hecho es que es una serie
formal. Por lo tanto 2 = V(z) es formalmente equivalente a z = Az. O

Teorema 1.4 (Poincaré-Dulac). Todo campo z = V(z) con V(z) = Az +
0O(2?), z € C" donde

AN - 0
A=|: - A= (A1, .., Ap) € C* {0}
0 - A\

es formalmente equivalente a un campo W(z) = Az+W (z) donde W (z) son
los monomios resonantes.

La demostracién de este teorema es andloga a la demostracién del teore-
ma anterior, y consiste en eliminar los monomios de grado |k| en la j-ésima
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fila que no satisfagan la condicién de resonancia A; = (X, k). Por la ob-
servacién hecha en el parrafo previo al Teorema 1.4 sélo se preservaran los
monomios que son resonantes y la parte lineal del campo.

1.2. Dominio de Poincaré y dominio de Siegel

Ya que las resonancias juegan un papel muy importante para decidir
cuando dos campos son formalmente equivalentes, analizaremos que condi-
ciones sobre los valores propios implican la presencia de resonancias.

Supongamos que A1, A2 € C\ {0} son los valores propios de la matriz
asociada a la parte lineal de un campo vectorial holomorfo en C2. Sin perder
generalidad supongamos que A\; = A1k; + Aok con ki, ke € Z4 U {0} y
k1 + ko > 2 entonces obtenemos que

A1 ko

AL — Ak1 — Aok =0 — = .
1 1%1 2K2 0 N 1k

Por lo tanto para que exista resonancia es necesario que i—f e Q.
Analicemos algunos casos:

1). SiAj, A #0y :\\—; > 0 entonces k1 = 0 y A1 = Agko y s6lo hay una

resonancia que ocurre cuando k; =0y ko = i—;

2). Si AM,A #0y % < 0 para k; € Z,, despejando obtenemos ko =
:\\—;(1 — k1) > 0 de donde obtenemos que los monomios resonantes son
{zk sk = (K, %(1 — k1)) €Z4 x Z+} y que son una cantidad infini-
ta.

3). Si % € R—Q o C—Q no puede haber resonancias pues una condicién

necesaria es que % e Q.

4). Suponiendo que A; = 0 0 A2 = 0 pero no ambos, tenemos lo siguiente:
Sin perder generalidad sea A\; = 0, entonces la igualdad A1k1 4+ Aoks =
A1 se logra con ko = 0y k1 € Z4 lo cual implica que hay una infinidad
de resonancias.

De manera més general cuando {\1,...,A\,} es la coleccién de valores
propios asociados a la matriz de la parte lineal de un campo en C", consi-
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deramos la envolvente convexa:

n

com}{)\l,...,)\n}:{Zci)\i,cizo y zn:cizl}

i=1 i=1

La importancia de este concepto radica en la presencia o no del cero en la
envolvente convexa, pues ésta determina si el niimero de resonancias es finito
o infinito. Lo anterior da origen a la siguiente definicion:

DEFINICION 1.9. Decimos que una coleccion X = (A1, ..., \p,) € C" estd en
el dominio de Poincaré si 0 ¢ conv {1, ..., A\n}.

DEFINICION 1.10. Decimos que una coleccion X = (A1,..., \,) € C™ estd en
el dominio de Siegel si 0 € conv{A1, ..., \n}.

Proposicién 1.2. Si A = (Aq,..., \,) estd en el dominio de Poincaré, es
decir, 0 ¢ conv {1, ..., \n} entonces el nimero de resonancias es finito.

La demostracién de esta proposicién puede ser consultada en [3]

Una consecuencia inmediata de la proposicién (1.2) es que la forma nor-
mal formal de una ecuacién diferencial analitica en C", 2 = V(z) tal que
V(z) = Az + - y la coleccién A = (A, ..., Ap) estd en el dominio de Poin-
caré y es no resonante, es polinomial. La forma normal formal en el caso en
que la parte lineal del campo es nula es sensiblemente méas complicado. Este
problema habremos de mencionarlo en el capitulo 4 pero sélo para campos
vectoriales en (C2,0).

1.3. Equivalencia Analitica

Después de enfocarnos en la equivalencia formal veamos cuando un cam-
po vectorial es analiticamente equivalente a su parte lineal.

Sea z € C" y consideremos C[[z]] el anillo de las series de potencias
k
formales ZkeZ’;u{o} agz".

DEFINICION 1.11. Sea C[[z]] el anillo de las series de potencias formales
z € C". Definimos el operador p : C|[z]] — C[[z]] como:

e Z apz® — Z lag| 2"

kezr u{0} kezn u{0}

A este operador lo llamamos el operador mayorante.



Capitulo 1. Campos Vectoriales Holomorfos en C™ 23

DEFINICION 1.12. Sea f € C[[2]], definimos la norma p-mayorante || - ||,
como el funcional en C|[z]] dado por

1fllp = sup|u(f(2))] = [u(f(p))]

|z|<p

En el espacio (C'[[z]])" donde F € (C [[z]])™ si F(z) = (f1(2), ..., fn(2))
y donde cada fi(z) € C][[z]], definimos la norma inducida por la norma
p-mayorante

1Elp = llf1llo+ -l fnllp

Denotamos por B, = {f € C[[2]] : ||f]|, < co}. B, es llamado el espacio
p-mayorante. Una observaciéon importante es que todo elemento de B, con-
verge uniformemente y por lo tanto es analitico.

Si fygeCl[z]] ¥ an,bn son los respectivos coeficientes, decimos que f < g
si a, < b, Vn € N.

Lema 1.1. Sea z € C", entonces se cumple lo siguiente:

1). Si f,g € ClLENL IS - gll, < 1 lollgllo

2). Si f,g € C[[z]] tales que f < g y h es una serie con coeficientes no
negativos entonces ho f < hog.

3). Si f,g € C"[[z]] con término constante no nulo, entonces ||f o g||, <
[flle donde o = |lgll,

Demostracion. Sea [ = 12, a2k, g = > k0 bi2", entonces ya que el ope-
rador mayorante convierte todos los coeficientes negativos en positivos, se
elimina la posibilidad de cancelar términos al multiplicar dos series mayora-

das asi
oo oo o0 o0
pO> Japz™ D e <D arz®) - u(d ] bez")
k=0 k=0 k=0 k=0
El mismo argumento utilizado en uno funciona para demostrar 2.

Para 3 basta considerar el caso n=1:

Usando el mismo argumento que en 1y 2 tenemos que u(fog) < u(f)ou(g),
caleulando |[f o gll, = u(f o g(p)), entonces |[f o gll, = u(f o g(p)) < u(f) o
1(g) = u(f(o)) = || fllo donde o = [|g. O

DEFINICION 1.13. Sea X espacio métrico y ¢ : X — X, decimos que
¢ es una contraccion si existe a € (0,1) tal que d(¢(z), p(y)) < ad(z,y)
Ve,y € X.
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DEFINICION 1.14. Un punto z* € X se llama punto fijo de la funcién ¢ :
X — X sigp(a*) =",

Teorema 1.5. Sea X un espacio metrico completo, no vacio y sea ¢ : X —
X wuna contraccion, entonces ¢ tiene un unico punto fijo.

Demostracion. Sea xg un punto cualquiera de X y denotamos por zp =
®*(x0). Vamos a demostrar que zj, es una sucesién de Cauchy en X. Calcu-
lemos d(xy, xx—1) = d(d*H(z1), " (x0)) < &F1d(z1, 20).

Asi para j > k se cumple que

d(xj,xj1) + -+ d(Tpy1, T)

(4. 4 ozk)d(xl,:z;o)

aFl@dF 4 (1 -«

R TR VUL
—«

b (1 —ad=F)

1l—«

k

(0%
< ——d .
>~ 1— o (!L'l,:UO)

d(xj, zp)

VANVAN

d($1, $0)

Sea € > 0. Como « < 1, existe un kg € N tal que

ok

11—«

d(xz1,z0) <€ Yk > ko.

Ast d(zj,z) < € Vi, k > ko, es decir, la sucesién xj, es de Cauchy en X y
como X es completo existe un z* € X tal que klzm zr =z en X. Como ¢ es
—00

continua ¢(x*) = lim ¢(xg) = lim x4 = z*. Por lo tanto z* es un punto
k—o0 k—o00

fijo de ¢.
Si z] y @5 son puntos fijos de ¢
d(x1,23) = d(¢(z7), ¢(23)) < ad(zy, x5)
dado que o < 1 entonces d(z7],z3) = 0 por lo tanto 2] = 3. O
Lema 1.2. B, con la norma p-mayorante es un espacio métrico completo.

La demostracién de este lema puede ser consultada en [3].

DEFINICION 1.15. Sea S : B, — B, decimos que S es una contraccion
fuerte si:
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1). 1S(0)ll, = O(p*)

2). S es Lipschitz en una bola de B = {h: ||h|, < p} C B, con constante
de Lipschitz de orden O(p), es decir,

1SCHlp = cpll £o

con ¢ una constante.

Los lemas y proposiciones previos nos sirven para demostrar uno de los
resultados més interesantes de la clasificaciéon de campos vectoriales analiti-
cos con parte lineal en el punto singular no degenerada. Este resultado se
debe a Henri Poincaré.

Teorema 1.6 (Teorema de Poincaré Analitico). Sea 2 =V (2), z € (C",0),
V(0) = 0, la ecuacion definida por el campo wvectorial analitico V(z) =
Az + O(22) tal que los valores propios de A son no resonantes y estdn en
el dominio de Poincaré. Entonces z = V(z) es localmente analiticamente
equivalente a 2 = Az, es decir, existe un biholomorfsmo H : (C",0) —
(C™,0) que lleva la ecuacion z =V (z) analiticamente en z = Az

Demostracion. Haremos una transformacion del problema en un problema
de punto fijo 2 = V(2) con V(2) = Az+V(2) con V(2) = O(2?) y 2 = W(2)
con W(z) = Az.

El objetivo es encontrar un biholomorfismo H donde H(z) = z + h(z) tal
que

OH
] e = v,
entonces 9
(Id+ [82] )- Az = A(z 4+ h(2)) + V(2 + h(2))
oh ~
Az + 5 Az = Az + Ah(z) + V(z + h(2))
z

% cAz = Ah(2) + V(2 + h(2)).
Finalmente

on Az — Ah(z) = V(2 + h(2)).

0z
Definimos el operador L4[h] = [g—} Az — Ah(z), asi el problema que
obtenemos es el siguiente [,A[h] = V(z + h(2)). Si existe £" entonces

h=L'o V(z+ h(2)).
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Lema 1.3. Sea V(z) : (C",0) — (C™,0) holomorfo V(= ) € O(2?) entonces
el operador Ty, : B, — B, definido como Ty (h) = V(Id + h) es una
contraccion fuerte.

Demostracién. Como V(z) € O(2?),
IT5(O)l, = IV(Id+0)[l, = [V, entonces Ty (0)[l, = O(p).

Sean hy,hy € B, y sea () = z 4+ Tha(2) + (1 — 7)hy1(2) con 7 € [0, 1]

Ty (he) — T (1) = f/ld+h2) V(Id+ hy) (1.9)
_ /(1) (1.10)
- [ CfTV o(7)¢!(r)dr (111)
e
= [ E| e - mer 1)
Denotamos por o = |[¢(7)]|,-
Asi,
.
Ty ) =Tyl = | [ |5 | 22)ae) = muear
o
L[ av
< % olr)] -lhate) =l
< % Nha(2) = hall, dr.

Observemos que

le(m)ll, < llzll, + 2[lmaz {h1, ha}l],

1zll, = 1Cz1s s za)l, = Nzl -+ N2l = mp.

Ademds [|hs[|, < p, pues h; € By, para i = 1,2. De esta manera
[max {hi, ha}|, < p por lo tanto

le(m)l, < (n+2)p.
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dV]

Por otro lado, como V € O(22), entonces H[dz

‘ € O(p) por lo que existe
p

una constante k tal que

v

7 <cp con c=k(n+2).

o

De todo lo anterior concluimos que
[Ty (h2) = Ty (ha) |, < cpllha = hll, -

Por lo tanto Ty, es una contraccion fuerte.
O

Como la coleccién de valores propios (Ai, ..., Ap) estd en el dominio de
Poincaré y es no resonante entonces siempre existe la distancia minima al

origen, es decir, |A\; — (X, k) | > €, VE € ZT} y j € {1,...,n}, esto implica que
1 1
- S e

Observemos que E;l estd definida como

0 a 0
-1, n_~ kn n_-
Ly Z U 5 — Z Y. <)\’k>z 0o

k
neZ U{0} neZ u{0}

_ Akn ni
Sea h € B,, con h = Zneziu{o} YO ? e entonces

— Afen 0
CiHl|, = suplu(h(z)] = supli a0
leatll, = sup s nez%{o} Nk oz

1 0 1
< — nizf .
S L

Por lo tanto Eglh € B, para cualquier h € B,. Notemos que E;l es un
operador lineal.

Lema 1.4. E;ll o f/(Id +:) es una contraccion fuerte de l’;’p.

Demostracion. Calculemos

oo tytaa ol = et e v, = £ 7o, < ot
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Ahorasean hy, hy € B,, calculemos ||£! o Ty (Id + hy) — L' o Ty (Id + hy))|

dado que L’Zl es un operador lineal obtenemos

p’

1£3" o [Ty (Id+ ho) = Ty (Id + W), < % [T (Id + ha) = Tg(Id + h)]|,

IN

1

—cpllhe = hal],

= O0(p)llha — M|,

]

Por lo tanto £;11 o T} es una contraccién fuerte en B, y como B, es un
espacio métrico completo entonces por el Teorema 1.5, E;ll o Ty tiene un
tnico punto fijo h € B,. Entonces existe H(z) = z + h(z) biholomorfismo,
con el cual 2 = Az + V(z) es analiticamente equivalente a z = Az. O

1.4. Foliaciones

Una de la herramientas que nos permite conocer la naturaleza de una
ecuacion diferencial es precisamente su retrato de fases. Introduciremos ele-
mentos que nos permitan analizar las propiedades geométricas de éste.

DEFINICION 1.16. Una foliacién holomorfa no singular por curvas F de un
abierto U de C" es una descomposicion de U en subconjuntos conexos dis-
juntos {La} e q donde A es un conjunto de indices, cada Lo es denominada
hoja de la foliacion y se satisface que por cada punto p € U existe una ve-
cindad Uy, y un biholomorfismo ¢ : U, — W,, C C", tal que para toda hoja
L, las componentes conexas de U,N Ly quedan descritas por las ecuaciones

wy =ki,..,wp—1 =kp—1 en W,

A las parejas (Up, @) se les denomina cartas coordenadas distinguidas de la
foliacion.

Sea V un campo vectorial definido en una abierto U de C". Denotemos
por U = {p e U :V(p) # 0} al subconjunto abierto de U en donde V no
se anula. Entonces por el teorema de existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones diferenciales analiticas, para cada punto p de U’ pasa una
Unica curva solucién. Observemos que las soluciones para cada punto en
U’ constituyen una familia infinita de curvas analiticas cuya interseccién
es vacia, esto sugiere de manera natural que las soluciones de una ecuacién
diferencial de la forma (2.2) constituyen una foliacién no singular por curvas.
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W1 = Cly eeey W1 = Cp—1
U, ,_\H/P
? i \
I )|
| Ji
1 7
» \ Wy
N A

Figura 1.1: Foliacién

Lema 1.5. Sea V un campo vectorial holomorfo nunca nulo, definido en
un abierto U de C", entonces las soluciones de la ecuacion diferencial (1.2)
asociada a V' constituye una foliacion no singular por curvas F(V) de U.
Ademds, si W es otro campo campo vectorial nunca nulo, entonces las fo-
liaciones F(V') y F(W) coinciden si y solo si existe una funcion holomorfa

f nunca nula definida en U tal que V = f - W

La demostracién de este lema puede ser consultada en [8]
A continuacién extendemos la nocién de foliacion.

DEFINICION 1.17. Sea U un abierto conexo de C". Una foliacién por curvas
con singularidades F de U es una foliacion no singular de U — A donde A
es un subconjunto analitico de codimension mayor que 1.

La siguiente proposicién nos permite dar una representaciéon analitica
de las foliaciones por curvas con singularidades, veremos que toda foliacion
por curvas con singularidades da origen localmente a un campo vectorial,
es decir, toda foliacién con singularidades puede verse localmente como el
retrato fase de una ecuacién diferencial.

Proposicion 1.3. Sea U un abierto de C", A un subconjunto analitico de
U de codimension mayor que 1 y F una foliacion no singular por curvas en
U — A. Entonces para todo punto p € U, existe un campo vectorial holomorfo
V' definido en una vecindad U, de p tal que V' es no nulo en U, — (AN Up)
y es tangente a las hojas de F. El campo es unico salvo multiplicacion por
una funcion holomorfa nunca nula en una vecindad de p.

La demostracién puede ser consultada en [§]
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1.4.1. Foliaciones en variedades holomorfas

Nuestro siguiente objetivo es extender las nociones mencionadas a varie-
dades complejas

DEFINICION 1.18. Sea M una variedad compleja. Una foliacion no singular
por curvas F de M es una descomposicion de M en subconjuntos conexos
disjuntos {La},c 4, denominadas hojas de la foliacion, tal que todo punto p
de M tiene una vecindad Uy, y un biholomorfismo ¢ : U, — W, C C" que
satisfacen que para toda hoja {Ly}, las componentes conexas de p(U,N{Ly})
quedan descritas por ecuaciones de la forma

w1 = kl,---,wnfl = k:nfl en Wp

Las parejas (Up, ¢) son denominadas cartas coordenadas distinguidas de la
foliacion y a la hoja que contiene al punto p la denotamos por L.

NI

——~
( N

Figura 1.2: Foliacién sobre M

DEFINICION 1.19. Sea M una variedad compleja conexa. Una foliacidon por
curvas con singularidades F de M es una foliacion no singular por cur-
vas de M — N donde N es una subvariedad holomorfa analitica de M de
codimension mayor que 1.

Hay ciertas hojas especiales en una foliacion que tienen una propiedad
importante, admiten extenderse analiticamente en puntos singulares, a estas
hojas se les llama separatrices y sobre ellas enfocaremos nuestra atencion al
hablar de foliaciones.

DEFINICION 1.20. Sea V' un germen de foliacion holomorfa en (C2,0) con
0 una singularidad aislada en (C%,0). Una separatriz compleja de V en 0
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es una hoja L € F de la foliacion tal que LU {0} es una curva analitica
v, es decir, v estd definida por los ceros de una funcion f analitica, v =

{f =0} C(C%0).






Capitulo 2

Preliminares al teorema de
Savelev

En este capitulo introducimos teoria preliminar al teorema de Savelev,
definimos el concepto de haz vectorial y generalizamos el concepto de fun-
cién vectorial, definimos lo que es una conexién meromorfa haciendo uso
de las propiedades de la derivada covariante y observamos que bajo ciertas
condiciones algunas conexiones corresponden a sistemas lineales definidos
en una variedad. Asi mismo, clasificaremos los haces lineales sobre la esfera
de Riemann. Al final del capitulo damos un invariante topdlogico, que es el
residuo de la conexién, y vemos que éste corresponde con el grado del haz
vectorial. Este teorema es el resultado principal del capitulo y para poderlo
enunciar y demostrar requerimos desarrollar nociones y resultados de haces
vectoriales y conexiones.

33
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2.1. Teoria de sistemas lineales

Sea M una superficie de Riemann, es decir, una variedad 1 compleja di-
mensional conexa, la cual jugara el papel del eje de tiempo complejo. Para lo
que habremos de ver en este capitulo M correspondera o bien a C, IP o subdo-
minios de éstos. Sea n un niimero natural y w;; € AY M) i,5=1,..,nuna
coleccién de n? 1-formas diferenciales holomorfas sobre M, consideremos la
matriz dada por

Q=1+ . € Mat(n, A (M)). (2.1)

Wnl -+ Wnpn

Sea C™ el espacio n-dimensional complejo equipado con las coordenadas
z = (21, ..., 2n) y consideramos el producto cartesiano M x C". La distribu-
cién 1-dimensional sobre M x C™ generada por los ceros de las n 1-formas
holomorfas 6; = dz; — Z?:I wijzj € A1 (M x C"), i = 1,...,n, define una fo-
liacién. Las hojas de esta foliacién consideradas como graficas de funciones
vectoriales holomorfas definidas sobre M, x(:) : M — C", son soluciones
de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de Pfaff

n
dZZ‘ = Zwijzj, (22)
j=1

que también denotaremos como
dz=Qz con Q= [w;] (2.3)

Si V. C M es una carta sobre M, con funciéon coordenada ¢t : V. — C y
rango U = t(V), entonces las 1-formas w;; y la respectiva matriz {2 pueden
ser representadas mediante el pullback como

Wij = aij(t)dt, o bien = A(t)dt, (24)

donde a;;(t) son funciones holomorfas sobre U, es decir, a;;(t) € OU) y
A(t) € Mat(n,O(U)). En la carta t el sistema de ecuaciones de Pfaff queda
definido como un sistema lineal de n ecuaciones diferenciales ordinarias

2(t) =A(t)z(t), teV CC, z=(z1,....,2n)€C". (2.5)

Es un hecho sencillo de verificar que las soluciones de (2.5) forman un espacio
vectorial sobre C.
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DEFINICION 2.1. Una n-tupla de soluciones es llamada un sistema funda-
mental de soluciones de (2.2), o (2.5) sobre una base simplemente conezra
M, si ésta es una base en el espacio lineal de todas las soluciones. Una
matriz fundamental de soluciones de la ecuacion (2.5) es una matriz de fun-
ciones holomorfas X : M +— Mat(n,C) la cual es no degenerada, es decir,
detX (t) # 0 para todo t € M.

La matriz fundamental de soluciones X es tinica salvo constantes, es de-
cir, si X es otra matriz fundamental entonces X (t) = X (t)C, C € Mat(n,C).
Una solucién de un sistema no homogéneo puede ser encontrada a partir de
un sistema homogéneo usando el método de variacién de constantes. Si X (t)
es una matriz fundamental de soluciones del sistema lineal dX = QX en-
tonces una solucién particular del sistema no homogéneo dY = QY + O,
donde © es una matriz de 1-formas conocidas sobre M, estd dada por la
férmula

Y(t)=X@t)C(t), dC=X"'e

donde las soluciones de la segunda ecuacién puede ser encontrada integrando,
C=/[X 1O, pues cualquier 1-forma holomorfa sobre una superficie de
Riemann M simplemente conexa es exacta (ver apéndice). Cualquier otra
solucién del sistema no homogéneo puede ser obtenida como la suma de la
solucién particular Y'(¢) y una solucién general del sistema homogéneo.

2.1.1. Transformaciones de Gauge

_ Consideremos dos cilindros S = M x C" y S = M x C" donde M y
M son superficies de Riemann. Cada cilindro equipado con la proyeccion
m:S—My7n:S5— M.

DEFINICION 2.2. Una transformacion de Gauge o mapeo de Gauge entre dos
cilindros S y S es una transformacion H : S — S, que satisface

1). Es lineal sobre cada ”fibra”
Hlr, i 7a — Tha) es lineal,
To =7 '(a) =ax C", Thia) = 7 Ya) = h(a) x C"

2). Respeta las proyecciones, es decir, existe un mapeo h : M — M tal
que se satisface la igualdad

ToH=hom (2.6)
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En coordenadas un mapeo de Gauge puede verse como
(t,z) — (h(t),H(t)z), H € GL(n,0O(M)) (2.7)
donde H(-) es una matriz de funciones holomorfas.

En nuestro caso trabajaremos con mapeos fibrados sobre el mapeo iden-

tidad h = id. Las tranformaciones de Gauge actiian de manera natural sobre
sistemas lineales definidos en los respectivos cilindros.
Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones del sistema dX = QX y
H: (t,z) = (t,H(t)z) es un mapeo de Gauge , entonces X (t) = H(t)X (t)
es una matriz fundamental de soluciones para otro sistema lineal dX = QX.
De hecho es posible encontrar explicitamente a € derivando la igualdad
X(t) = H(t)X(t):

dX =d(HX)=dHX + HIX =dHX + HQX =dHH 'X + HQH'X
(2.8)
lo cual implica que

dX = (dHH™' + HOH ) X. (2.9)

finalmente Q = dHH ' + HQH'. Esta férmula es de suma importancia
pues aparecera cuando estudiemos el concepto de conexién.

DEFINICION 2.3. Dados dos sistemas lineales dX = QX, dX = QX del
mismo orden definidos sobre la misma superficie de Riemann M, decimos
que son Gauge holomorfamente equivalentes, si existe un mapeo de Gauge
H holomorfo que transforma el sistema dX = QX en el sistema dX = QX.

2.2. Haces Vectoriales

En esta seccién desarrollaremos una idea intiutiva, bastante importante
en otras areas de la matematica, que en nuestro caso permitird encontrar
invariantes topoldgicos de campos vectoriales. Intuitivamente a cada punto
de una variedad M diferenciable u holomorfa podemos asociarle un espa-
cio vectorial n-dimensional, “pegandolos”de manera tal que localmente los
podemos ver como el producto de M con R"™ o C", pero que globlalmen-
te tiene una estructura de variedad diferenciable u holomorfa (segin sea el
caso), dichos espacios son conocidos como haces vectoriales diferenciables
6 analiticos.

De ahora en adelante consideraremos sdlo variedades holomorfas pero
los mismos argumentos son vélidos para variedades diferenciables.
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DEFINICION 2.4. Sea w : E — M un mapeo continuo entre dos espacios to-
poldgicos. Un mapeo @ es llamado una trivializacion local (carta trivializante
o simplemente trivializacion) de w sobre un subconjunto abierto U C M, si
®: 7Y (U) — U x C" es un homeomorfismo que conjuga a la proyeccion
con la proyeccion del producto cartesiano U x C" en U, ¢ : U x C" — U,
es decir Y o ® = 7.

U x C" 4 U
\w)/

Las trivializaciones juegan el rol de cartas coordenadas especiales.

DEFINICION 2.5. El espacio topoldgico E junto con un mapeo continuo (pro-
yeccion) m : E — M es llamado el haz vectorial topoldgico complejo de
rango n sobre un espacio topoldgico M si:

1). Para cualquier punto a € M de la base hay una pareja (Uy, @) tal
que U, vecindad abierta a € Uy y Pn es una trivializacion de m sobre
U,.

2). La familia de trivializaciones {®,} respetan la estructura lineal de las
fibras T (a):
Si ®, y g son dos trivializaciones de m sobre dos dominios abier-
tos con interseccion no vacia Ung = Uy N Ug, entonces el mapeo de
transicion entre ellos es una transformacion de Gauge fibrada sobre el
mapeo identidad, es decir,

Do 0Dy i Unp X C" — Uyg x C", (2.10)

®, 0 @El(a,x) = (a,Hpp(a)x), Hogp € GL(n,C"),a € Uyp. (2.11)
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UgxC" /‘
\

<I>§1 0@ : Upg X C" — Ugp x C™

Figura 2.1: Funciones de transiciéon

La tripleta 7 : E — M es llamada haz vectorial holomorfo, si ambas
E y M son variedades holomorfas, 7w es una proyeccion holomorfa la cual
admite trivializaciones biholomorfas para cada punto de M. En este caso los
mapeos de transicion son transformaciones Gauge biholomorfas. Preiméage-
nes de puntos 7, = m_1(a) son llamadas fibras del haz vectorial. El espacio
FE es llamado el espacio total y el espacio M es llamado el espacio base del
haz vectorial.

Sea 4 = {U,} una cubierta abierta de M. Siw: S — M es un haz vec-
torial holomorfo, entonces para cada par de trivializaciones definidas sobre
dominios U, y Ug tal que U, N Ug # ¢ la matriz de funciones

Hgo : Uag — GL(n,C),Usp = Uy N Uj (2.12)

es holomorfa junto con su inversa H 50 al Dado que la construccion es simétrica
con respecto a las dos trivilizaciones, esta inversa es la matriz de transicién
H,p, es decir, se satisfacen las siguientes identidades

H.p-Hpo =1Id sobre Ug,. (2.13)

Mas atn, si U,,Ug y U, son tres dominios con interseccién U,g, no vacia
dos a dos y la interseccién de los tres es no vacia, entonces

H.g-Hg,-Hy, =1d sobre Upyg,. (2.14)

En efecto, esta composicion corresponde a la transicién entre las trivializa-
ciones @, Pg y ®, regresando a P,.
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PR X R™ — Upypy X R™
,5 Uapy aBy Ppod t: (Yﬁ') X R" — Ugypy X R

D007 Ungy X R — Ungy X R

Figura 2.2: Funciones de transicién sobre U,g,

DEFINICION 2.6. (Cociclos). Sea $4 = {Uy} una cubierta abierta de M. Un
cociclo holomorfo es una coleccion de matrices de funciones H = {Hyp}
definida sobre Uag(cuando ésta es no vacia) que satisface (2.13) sobre las
intersecciones dobles y (2.14) sobre las intersecciones triples. Decimos que
el cociclo estd subordinado a la cubierta abierta LL.

DEFINICION 2.7. Una cocadena de matrices holomorfa G subordinada a la
cubierta 1, es una coleccion de matrices de funciones holomorfas G, €
Mat(n,U,) definidas y holomorfas en los dominios de la cubierta.

De manera andloga se pueden definir cocadenas meromorfas y otro tipo
de cadenas con sus respectivas modificaciones.

DEFINICION 2.8. Dos cociclos H = {Huop} y H' = { éﬂ} inscritos en la

misma cubierta th = {U,} son equivalentes, si hay una cocadena de matrices
G = {G4} tales que se satisface la relacion

H&gGﬁzGaHaﬁ sobre  Uyp (2.15)

2.2.1. Algunos ejemplos
La geometria provee una gran variedad de haces.

Ejemplo 2.1. Sea M una variedad holomorfa y consideremos el conjunto
de todos los espacios tangentes en cada punto de M, T,M :

T™M = | J T,M ={(p,v):pe M, veT,M} (2.16)
peEM

Los elementos de TM son de la forma (p,v) donde p es un punto de M y
v un vector tangente en p a M. Definimos la proyeccion m : TM — M,
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asociando a (p,v) € T,M w(p,v) = p. Notemos que 7 (p) = T,M. TM
tiene una estructura natural de haz con m la proyeccion sobre M y es llamado
el haz tangente.

Ejemplo 2.2. El haz cotagente definido como (T'M)* = e p (TpM)*.

Ejemplo 2.3. Sea 7 : E — M wun haz vectorial sobre M. Un haz vectorial
w: F — M es llamado un subhaz , si F' es una subvariedad de E tal que
para cada punto p € M, la fibra F), es un subespacio vectorial de la fibra E,

de E.

Ejemplo 2.4. Sea N una subvariedad de M. Entonces TN es un subhaz de
TM.

Ejemplo 2.5. Sea F un subhaz de un haz vectorial m : E — M. Para
cada punto p € M, consideramos el subespacio cociente E,/F, y definimos

E/F = \J E,/F, entonces w : E/F — M es un haz vectorial llamado el
pEM
haz cociente de E por F.

Ejemplo 2.6. Sea TN el subhaz de TM definido en el ejemplo 4. El co-
rrespondiente haz cociente es llamado el haz normal de N en M y la fibra

en cada punto p € M esta dado por TyM/T,N .

Ejemplo 2.7. El haz vectorial trivial # : M x C* — M, w(a,z) = a, de
un cualquier rango existe sobre cualquier base M y es asociado con el cociclo
trivial {Hop = Id} inscrito en una cubierta arbitraria de M.

2.2.2. Operaciones sobre haces

DEFINICION 2.9. Un mapeo holomorfo entre dos haces vectoriales w: E —
Ty 7T E — T esun mapeo holomorfo F : E — E' entre los espactos
totales, el cual mapea fibras de 7 linealmente a fibras de T

Formalmente esto significa que existe un mapeo f : T — T entre las
bases tal que m o F' = f o . Decimos que F es fibrado sobre f.



Capitulo 2. Preliminares al teorema de Savelev 41

DEFINICION 2.10. Un cociclo holomorfo H = {Hap} se dice que es soluble,
st hay una cocadena de matriz holomorfa G = {Gy} tal que

Hup = GGy (2.17)

Observemos que de la definicién anterior cociclos solubles corresponden
a haces holomorfamente equivalentes al cociclo trivial, lo cual nos provee el
siguiente lema:

Lema 2.1. Un cociclo H = {Hapg} es soluble si y sdlo si es equivalente al
cociclo trivial.

Demostracion. Supongamos que el cociclo H = {Hyp} es soluble entonces
existe una matriz cocadena holomorfa G = {G,} tal que Hyp = GOng1 esto
implica que H,3Gg = GoId y por tanto el cociclo es equivalente al cociclo
trivial.

Ahora supongamos que el cociclo H = {H,pg} es equivalente al cociclo
trivial entonces existe una matriz cocadena holomorfa G = {G,} tal que
H,3Gp = G,ldy por tanto H,g = GQGEI de lo cual se sigue que el cociclo
es soluble. O

Las nociones de haces vectoriales holomorfos, cociclos, cocadenas cobran
mucho sentido en el caso de rango n = 1. Este caso es muy importante, dado
que las matrices de 1 x 1 conmutan y entonces es mucho mas facil estudiar
cociclos y por consiguiente equivalencia entre haces.

Para distinguir este caso, haces de rango 1 son llamados haces lineales.

2.2.3. Clasificacion de haces lineales sobre P

Procederemos a dar una clasificacién completa de los haces lineales sobre
P.

Consideremos la cubierta estandar de la esfera de Riemann P por un
atlas de dos cartas, Uy = {|z| < ro} C C el disco con la carta z heredada de

Cy Ui ={|z| > r1} U{oo} con la carta w = —; bajo esta carta U; también
2

es un disco topoldgico. La interseccién de esas dos cartas es el anillo circular
K ={r <|z| <7mo}.
Nota: La eleccién exacta de los parametros r; < rg no es importante.

DEFINICION 2.11. Sea {Uy,U1} una cubierta estindar de P. Se dice que
un cociclo asociado a la cubierta estindar es de Birkohff-Grothendieck si
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consiste de un par de funciones matriciales Ho1(z) = Hl_Ol (z) holomorfas e
invertibles en el anillo K.

En el caso de rango 1 un cociclo de Birkhoff- Grothendieck es una fun-
cién que no se anula, holomorfa en el anillo K, h(z) = ho1(z) = hyy (2).

Denotamos por &; el haz lineal correspondiente al cociclo estdndar de
Birkhoff-Grothendieck

ﬁd = {hgl, th}; h()l(Z) = Zd = hl_ol (Z), de Z, (2.18)
en el anillo K.

DEFINICION 2.12. El grado de un haz lineal &4 es el mimero entero d del
cociclo estandar asociado.

Nuestro objetivo es dar una caracterizacién de los haces lineales sobre la
esfera de Riemann, para ello requerimos de un lema.

Lema 2.2. Sean Uy, U; C P dos dominios tales que Uy, Uy tienen frontera
suave por pedazos y su interseccion V. = UyNU; también tiene frontera suave
por pedazos. Entonces cualquier funcion v € A(V'), es decir holomorfa en V
y continua sobre la cerradura V =V U OV, puede ser representada como la
diferencia, v = ug — uy, con ug € A(Up) y u1 € A(Uy).

Demostracion. Dado que la 9V es suave por pedazos, la funcién v puede ser
representada por la formula integral de Cauchy sobre la frontera de V. Es
posible expresar a la frontera de V, como la unién disjunta de dos conjuntos,
oV =Vo UV, con Vy CoUy y Vi C 9U;. Asi obtenemos

1 t 1 t 1 t
P8 PRy G (OIS O R T
21t Jogy t — 2 2ri Jy, t— 2 2ri Jy, t— 2
donde .
t
wi(z) = / o o1 (2.20)
2 Jy t— 2

es holomorfa en U; C P\ V;, y ambas son continuas sobre oU;. O

Proposicion 2.1. Cualquier cociclo escalar de Birkhoff-Grothendieck £ =
{ho1(2), h10(2)} sobre P es equivalente a uno de los cociclos estandar (2.18)
de algun grado d. Ademds cociclos estindar de diferentes grados no son
equivalentes.
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Demostracion. Consideremos {Up, Uy} la cubierta esténdar de Py sea K =
Uy N U; el anillo que resulta de la intersecciéon de los dos abiertos. Dado
que h(z) = ho1(z) = hjy v h(z) es holomorfa sobre K entonces podemos
expresar a h(z) en su serie de Laurent, es decir,

h(z) = cgz® + cap12m™ +eqgpoz™ ..., dEZ, cq#0. (2.21)

De esta tltima ecuacién se observa que existe d € Z tal que z~%h(z) es
holomorfa y no se anula sobre K. De lo anterior podemos definir g(z) =
In(z=%h(z)), que esté bien definida, es holomorfa sobre K y continua sobre
la frontera de K. Por el Lema 2.2.3 podemos expresar a la funcién g(z)
como la diferencia de dos funciones ug(z), u;1(z) holomorfas sobre Uy y Uy
respectivamente y que satisfacen la identidad sobre K

In(z7%h(2)) = g(2) = up(2) — u1(2). (2.22)
La anterior igualdad es equivalente a
27h(z) = eno(R)u(z) = guo(2) gmua(2) (2.23)

donde g;(z) = ¢**) son holomorfas y no se anulan sobre U;. Reescribiendo
la ultima ecuacién obtenemos

h(2)g1(2) = go(2)2". (2.24)
De la definicién 5 obtenemos que el cociclo £ y el cociclo estandar L4 son
equivalentes. O

La proposicién anterior nos da una clasificaciéon de cociclos escalares
inscritos en la cubierta estandar de la esfera de Riemann P. De hecho, este
caso particular es suficiente para describir todos los cociclos escalares y por
tanto todos los haces lineales holomorfos sobre P como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 2.1. Cualquier haz lineal sobre la esfera de Riemann P es ho-
lomorfamente equivalente al haz lineal estandar &g de grado d para algin

deZ.

Antes de proceder con la demostraciéon de este teorema, enunciaremos
dos lemas que requerimos para la demostracion.

Lema 2.3. Sea 7 : E — M wun haz vectorial lineal, es decir de rango 1
y sean U y V dos cartas de alguna cubierta de M, tales que UNV #£ ¢ y
UUV son conexos y simplemente conezos, entonces el haz es holomorfamente
equivalente al haz trivial sobre U UV,
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Demostracion. Sea h el cociclo asociado al haz sobre U NV, h estd bien
definida y no se anula sobre UNV y como U NV es una regién simplemente
conexa Inh es una funcién holomorfa y bien definida sobre la interseccion.
Entonces aplicando el Lema 2.2.3 obtenemos dos funciones v y v definidas
sobre U y V respectivamente y mediante las cuales

Inh =u—wv. (2.25)
Esto implica que
h=e"""=c¢e""", (2.26)
por lo tanto obtenemos que
he’ = eid. (2.27)

Como e* y e son holomorfas, estan bien definidas sobre la interseccién y no
se anulan, obtenemos que el cociclo original es equivalente al cociclo trivial
sobre U UV esto implica que por tanto el haz original 7 es equivalente al
haz trivial como se deseaba probar. O

Lema 2.4. Cualquier haz lineal m : E — D sobre el disco D es holomorfa-
mente equivalente al haz trivial.

Demostracion. Dado Uy = {|z| <ro} C C, sea ¢ > 0 y consideremos
U. = {|z| < rp + ¢} C C. Tomemos una triangulacién! finita de U. y consi-
deremos el cociclo £ asociado a la cubierta i tal que los dominios U, sean
¢’-vecindades de la triangulaciéon. Dado que la cubierta es finita, es posible
ordenar las ¢’-vecindades de tal manera que los conjuntos

Ugrr N(ULU...UU,) y UhU...UUg (2.28)

sean todos conexos y simplemente conexos.

La demostracién es por induccion sobre los elementos de la cubierta. Para
el caso n = 2, sean U; y Us abiertos de la cubierta. Por el ordenamiento de
la cubierta U; N Uy y U; U U; son conexos y simplemente conexos. Entonces
por el Lema 2.3 es posible trivializar el cociclo £ sobre U; UUsy. Supongamos
que el resultado es valido para k, es decir el cociclo £ es soluble sobre
U = Uy U...UUg y por tanto podemos remplazar el cociclo £ por el
cociclo £ donde las funciones de transicién h;; entre los dominios Uy, . .., Uy

!Teorema[Cairns, J.H.C.Whitehead] Cualquier variedad C°° admite una triangulacién,
mas aun cualquier triangulacién de la frontera de una variedad C°° puede ser extendida
a una triangulacién de toda la variedad. Ver [6]
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Figura 2.3: Cubierta del disco

son la identidad. Falta por demostrar que el cociclo puede ser trivializado
sobre U’' U Uj1. En efecto, sea h una funcién holomorfa e invertibe sobre
V = U’ N Ugy1. Como por construccién V' es simplemente conexa entonces
el Inh es una funcién bien definida y holomorfa sobre V. Entonces, por el
Lema 2.2.3, existen g1 y g2 funciones holomorfas sobre V tal que

Inh = g1 — g2, (2.29)
lo que es equivalente a que
egl g
h= o ? (2.30)
y por tanto
hg = ¢'id. (2.31)

de lo anterior se obtiene que el cociclo original £ es soluble sobre U'UUy 1 =
Uy U...UUgy1. Asi obtenemos que el cociclo £ es equivalente al cociclo trivial
y por consiguiente el haz lineal 7w es equivalente al haz trivial. ]

Proposicién 2.2. Todo cociclo H = {h;} de rango 1 inscrito sobre una
cubierta abierta de P es holomorfamente equivalente a un cociclo de Birkhoff-
Grothendieck.

Demostracion. Sea H = {h;;} el cociclo asociado a 4 = {U,}, entonces es
posible ordenar dicha cubierta de tal manera que 0 € Uy con Uy = (U1 U. ..U

Up) =Dy oo €Usx con Us, = Ugy1 U... bajo la carta w = — sea un disco
z
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topolégico. Asi obtenemos una cubierta de Birkhoff-Grothendieck a partir de
la cubierta original. Por el Lema 2.4 el cociclo original H es holomorfamene

1
equivalente a el cociclo trivial sobre Uy y, bajo la carta w = —, el cociclo H es

z
holomorfamente equivalente al trivial sobre Uy, obteniendo como resultado
un cociclo de Birkhoff-Grothendieck. O

Con los lemas anteriores y las proposiciones 2.1 y 2.2 estamos en condi-
ciones para demostrar el Teorema 2.1

Demostracion. Sea £ el cociclo asociado al haz original inscrito en una cu-
bierta abierta 4 = {U,} de PP, entonces por la proposicién 2.2 el cociclo
es equivalente a un cociclo de Birkhoff-Grothendieck y por la proposicién
2.1 cualquier cociclo de Birkhoff-Grothendieck es equivalente a un cociclo
estandar £4 para algin d; esto implica que el haz original es equivalente a
un haz estdndar de grado d para algin d € Z. O

2.3. Secciones y conexiones

Dado que el espacio total de un haz vectorial no es en general un pro-
ducto cartesiano, necesitamos una adecuada generalizacién de la nocién de
funciones vectoriales.

DEFINICION 2.13. Una seccidon de un haz vectorial holomorfo m: E — M
es un mapeo s : M — E, tal que mos = id, es decir, Vp € M, s(p) € 7~ 1(p).

Las secciones del haz tangente son conocidas como campos vectoria-
les diferenciables u holomorfos (segin sea el caso). En notaciéon X(M) =
{s: M — TM}.

Las secciones del haz cotangente son llamadas 1-formas diferenciales u holo-
morfas (segun sea el caso) y las denotamos como A(M) = {s: M — (T'M)*}.

Las trivializaciones sobre una cubierta {U,} de M nos permiten asociar
a cada seccién s un vector cocadena holomorfo {z}, como la coleccién de
funciones vectoriales

To: Uy — Uy xC", zqo=P,05 |y, . (2.32)

Dados U,NUg # ¢, y las trivializaciones asociadas ®, y ®3, obtenemos una
relacién entre los vectores codadena,

Tp = (I)g oS ‘UBHUDL B (233)
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Por otro lado s |y,nv, = ®_ ! o x,, lo cual implica
rg = Pgos|ynu,= Pgo o lox, = Hgoxq. (2.34)

De manera equivalente, dado el cociclo H = {H,g} y un haz vectorial defini-
do por este cociclo, cualquier vector cocadena holomorfo {z,} que satisfaga
(2.34) sobre las intersecciones dos a dos, define una seccién del haz.

DEFINICION 2.14. Una secciéon meromorfa de un haz vectorial holomorfo
definida por un cociclo holomorfo H = {Ha,g}, es un vector cocadena mero-
morfo {x} el cual satisface la relacion (2.34) sobre Uyg.

Notemos que las secciones meromorfas de un haz vectorial tienen una
estructura de espacio vectorial infinito dimensional sobre C, es decir, dadas
sy s’ secciones meromorfas del haz y a € C, se satisface

(s+5)(p) =s(p) +5'(p), (as)(p)=a-s(p) VYpe M; (2.35)
mas ain, si f € M(M)
f-s(p)=f(p) sp), VpeM. (2.36)

Es decir, el conjunto de secciones del haz forman un médulo sobre las fun-
ciones meromorfas en M. Denotamos el conjunto de todas las secciones
meroformas de un haz 7 : E — M por I'(7). Los correspondientes vectores
cocadena meromorfos satisfacen las siguientes reglas,

s=s+s'—=ua,=a,+2, df=¢p s, =¢p z, (2.37)

2.3.1. Grado de un haz holomorfo

El orden en cero de una funcién escalar meromorfa ¢ € M(C,0) es el
orden (positivo o negativo) del término principal de su serie de Laurent en
una vecindad del cero, es decir, ordyp = v siy sélo si p(t) = c,t" +c,p1t" T+

-, con ¢, # 0.

DEFINICION 2.15. Dada funcién vectorial meromorfa
p(t) = (p1(t), -, pnlt) € M(M) @ C",

definimos el orden en el origen de p(t) como el minimo orden de sus com-
ponentes, es decir,
ordop(t) = min ordyp;(t) (2.38)
1<i<n
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DEFINICION 2.16. Sea m un haz vectorial holomorfo sobre una superficie de
Riemann M y sea a € M. Definimos el ordys de una seccion meromorfa
s € T'(w) como el orden de su respectiva funcion vectorial x,, en cualquier
trivializacion tal que a € U,,.

En la siguiente proposicién se enuncia un hecho muy importante, pues
resulta ser el primer invariante topoldgico.

Proposicién 2.3. Todas las secciones no triviales de un haz lineal sobre
una superficie de Riemann compacta M tienen el mismo orden total, es
decir, para cualquier seccion meromorfa s se satisface

degs = Z ordgs, sé€T(m) (2.39)
a€T

es el mismo y depende solo del haz 7.

Demostracidn. . Sean s, s’ € T'(m) , dado que el haz es lineal, es decir las
fibras son 1 dimensionales, las secciones son proporcionales, es decir existe
una funcién ¢ € M(M) tal que s’ = ¢ - s. De las propiedades del orden se
satisface que el ord,s’ = ord,s + ordyp,, entonces

degs’ = Z ordgs’ = Z ordys + Z ordyp = degs + Z ordyp. (2.40)

aeM aceM aeM aeM

Por el teorema del residuo aplicado a ¢, obtenemos que ) s 0rdqp = 0,
lo cual implica que degs’ = degs. O

DEFINICION 2.17. El grado comin de todas las secciones meromorfas es
llamado el grado del haz lineal ™ y es denotado por degr.

DEFINICION 2.18. Marco de Secciones.

Decimos que s; : U — M, i=1,--- ,n es un marco de secciones sobre U,
si para cualquier punto p € U el conjunto s1(p),- -+ ,sn(p) forman una base
de Ep.

2.3.2. Derivada covariante

Procederemos a introducir el concepto de derivada covariante que es una
generalizacién del concepto de derivada de campos vectoriales sobre varie-
dades diferenciables. Este concepto nos ayudard a motivar la definicién de
una conexion sobre un haz vectorial.
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Recordemos que si f € C®°(M) y X € X(M), la derivada de f en la
direccién de X estd definida como Ly f =X -V f = (X,Vf).

Consideremos M una variedad diferenciable, M C R" y sea p € M. Sea
X e€eTyMyY € X(M) un campo vectorial definido sobre una vecindad U
de p € M, definimos la derivada covariante DxY como sigue:
Dado que Y € X(M) podemos pensar a Y como una funcién vectorial
Y = (Y1, ---,Y,) donde cada Y; € C°°(M). Entonces definimos el vector
DxY con las componentes DxY = (LxY1,---,LxY,), sin embargo DxY
no necesariamente estd contenido en 7, M. Notemos que

T,R" = T,M + N,M, (2.41)

por lo tanto podemos descomponer a DxY en su componente sobre el es-
pacio tangente y la componente en el espacio normal

DxY = DXY|TpM + DXY‘NI,M = D)(Y|TpM+ < DxY, Np > Nyp (2.42)

donde n), es el vector normal a M en p. Asi la componente en el espacio
tangente es la derivada covariante

DXY|TpM =DxY — DXY|NpM =DxY— < DxY, Np > Nyp (2.43)

Denotamos a dicha derivada como VxY.

Figura 2.4: Derivada covariante
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DEFINICION 2.19. Sean X,Y dos campos vectoriales sobre M, definimos el
operador V ¢ derivada covariante como sigue

V:X(M)xX(M)— X(M) (2.44)
donde a cada (X,Y) le asocia VxY € X(M).

Proposicion 2.4. Sea M una variedad diferenciable, f € C* y sean
X, Y, X1, X2, Y1,Ys campos wectoriales sobre M, entonces V satisface las
siguientes propiedades

1). Vxax,Y = Vx,Y +Vy,Y
2). VixY = fVxY

3). Vx(Yi+Y3) = VyVi + VyYs
4). Vx(fY) = fVxY +(Lx[)Y

Demostracion. 1)Sean X1, X9,Y campos vectoriales y x = (z1,--- ,z,) un
sistema de coordenadas sobre M, entonces

DXH-XQY = (LX1+X2}/17 T 7LX1+X2YTZ)
((Lx, + Lx,)Y1, - (Lx, + Lx,)Yn) = Dx, Y + Dx, Y

lo cual implica

Vxi+x,Y = Dx+x,Y—<Dx +x,Y,np >n
= Dx, Y+ Dx,Y—<Dx, Y+ Dx,Y,n, >n,
= Dx,Y+Dx,Y—<Dx,Y,n,>n,— < Dx,Y,n, >n,
= Dx,Y—-<Dx,Y,n, >n,+Dx,Y—<Dx,Y,n, >n,
= Vx,Y+VyY.

Las demostraciones para los incisos 2) y 3) son andlogas y se despendren de
las propiedades de la derivada de Lie y el producto interior.
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4) Sea f € C°°(M), calculemos primero

" OfY;
DxfY; = LxfY; :<X,VfY>:<X,Z( 5;,”)>
i=1 t

_ ~Of o, 0Y;

=1 =1

- 13<X,;gi: >+f<X,;g§j>

= YjLxf+ fLxY}.
De las ecuaciones anteriores obtenemos,

DxfY = (LxfYi, - ,LxfYn)

= WMLxf+ fLxY1,- -, YoLxf+ fLxYn)

= Lxf(Yi,---,Yn)+ f(LxY1, -+, LxYy)

= (Lxf)Y + fLxY.
Calculando la derivada covariante se tiene que

VxfY = DxfY—-<DxfY,n,>n,

(Lx )Y + fLxY— < (Lxf)Y + fLxY,np, > n,
(Lx )Y + fLxY— < (Lx f)Y,np > n,— < fLxY,n, > n,
= f(LxY—<LxY,n,>np)+Lxf(Y—<Y,n,>ny)
= fVxY +(Lxf)Y

pues como Y € T'M entonces < Y,n, >= 0. O

2.3.3. Conexiones y Sistemas lineales

Motivados por las propiedades de la derivada covariante damos la si-
guiente definicién

DEFINICION 2.20. Una conexion en un haz vectorial w : E — M donde M
es una variedad diferencible, es un mapeo bilineal

V:X(M)xTI'(r) — I'(m)

que satisface las siguientes condiciones:
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1). Vsz = fVxs
2) Vxfs=fVxs+ (L)(f)s

donde f € C*(M),X € X(M),s € I'(w). Vxs es llamada la derivada cova-
riante de s relativa a X .

Daremos otra definicién equivalente de conexién. Para ello observemos
que si z : M — C" es una funcién vectorial holomorfa de una variable,
entonces su diferencial dz es una 1-forma vector valuada sobre M. Dado que
las fibras sobre diferentes puntos de la base M son diferentes, como en el caso
de un haz vectorial holomorfo, la nocién de derivacién de una seccién debe
ser modificada apropiadamente. El resultado es la nociéon de una conexion,
0 mas especifico conexiéon meroforma sobre un haz vectorial holomorfo.

DEFINICION 2.21. Una conexién meromorfa sobre un haz vectorial holomor-
form: E— M es un operador C-lineal

V:T(n) — AYM) @ T'(n)
que satisface las siguientes propiedades
V(\s +A3) = A\Vs + A\V3, Vs,5eD(r), \AeC (2.45)
V(f-s)=f -Vs+df ®s, Vsel(r), feM(M) (2.46)

Ejemplo 2.8. Si 7 es un haz trivial con E = M x C™, entonces la derivada
exterior
Ve=dx, VYo:M — M xC" (2.47)

satisface las propiedades (2.45) y (2.46).

De hecho, para haces triviales podemos describir facilmente todos los
operadores lineales que satisfacen las propiedades (2.45) y (2.46). En efecto,
si V y V son dos operadores tales que satisfacen (2.45) y (2.46), entonces
su diferencia es un operador lineal en cada fibra:

(V=N)(f-5) =V(f-5)=V(f-s) = fVs+df @s—fVs—df@s = f-[(V—-V)s].

(2.48)

De la ecuaciéon anterior obtenemos que cualquier conexién sobre un haz

trivial puede ser representada mediante una adecuada matriz de 1-formas

meromorfas ) € Mat(n, A'Y(M) ® M(M)) como la diferencia V = d — ), es
decir,

Ve =de —Qx, Ve: M — M xC" (2.49)
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La matriz de 1-formas €2 es llamada la matriz de 1-forma de conexién de V.
Para haces arbitrarios (haces no triviales) tal caracterizacién es valida sélo
localmente, en cartas trivializantes. Aunque el concepto de conexién aparen-
ta ser bastante dificil de entender a continuacién daremos ciertas propiedades
que eliminan un poco de la obscuridad del concepto.

Si F': E — E es un mapeo holomorfo e invertible entre dos haces m, 7,
sobre la misma base, es posible llevar una conexién sobre E a una conexién
sobre F y viceversa.

DEFINICION 2.22. Dadas dos conexiones V,V sobre m,7 respectivamente se
dice que estdn F-relacionadas, si

F(Vs)=VFs VseT(n) (2.50)
Donde F's denota la seccion § € T'(7) obtenida de aplicar F a la seccion s.

Asumimos que 7 : E —s M y 7@ : E —s M son haces triviales del
mismo rango y F' es mapeo de gauge definido por la funcién matricial F'(a) €
GL(n,C). Dada una funcién vectorial a — z(a), F(a) transforma z(a) en
#(a) = F(a)z(a). Asi dos conexiones V = d—Q y V = d—Q, definidas por 2
matrices de 1-formas Q y Q, estdn F-relacionadas si y sélo si F(dz — Q) =
d(Fz) — QFz, para cualquier funcién vector valuada holomorfa z(-). La
ultima igualdad es equivalente a

F(dx — Qz) = d(Fz) — QFz = dF - ¢ + Fdx — QFx (2.51)

Por otro lado como F' es lineal en cada fibra tenemos que F(dz — Qz) =
Fdx—FQx. Entonces sustituyendo esta ultima igualdad en la ecuacién (2.51)
obtenemos

Fdz — FQx = dF - x + Fdx — QF z,

lo cual implica que )
OFx =dF -z + FQu. (2.52)

Esta ultima ecuacién es valida para toda funcién vector valuada holomorfa
x(+) asi, )

Q=dF -F '+ FQF ! (2.53)
Cabe destacar que esta ultima ecuacién coincide de manera natural con la
ecuacién (2.9).

Esta observacion permite representar cualquier conexién sobre un haz
holomorfo vectorial por una coleccion de matrices de 1-formas asociadas a
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diferentes trivializaciones locales del haz vectorial.

Si @, es un trivializacién local de un haz vectorial holomorfo con una
conexiéon meromorfa V, entonces hay una tnica conexién meromorfa V,
sobre el haz trivial U, x C", la cual es ®,-relacionada a V. Consideremos
dos cartas U, y Ug tal que Uypg # ¢, sobre dichas cartas las trivializaciones
inducen dos diferentes matrices de 1-formas de conexién Q4,25. De (2.53)
esas dos matrices de 1-formas estan relacionadas por la identidad

dHys = QaHes — HopQp. (2.54)

De manera andloga, dada una coleccién de trivializaciones de un haz vecto-
rial asociada al cociclo H = {H,p} y una coleccién arbitraria de matrices de
1-forma meromorfas que satisfacen la identidad de transicién (2.54) sobre
dos cartas tal que U,g # ¢, es posible definir una matriz de conexién como
el operador que al vector cocadena {x,} asociado a una seccién arbitraria
s € T'(m), le asigna la cocadena de 1-formas vector valuadas 0, = dxo—Q0xq.-
Si x, satisface (2.34) entonces 6, = H,303, en efecto

0, = dro— Qaxa

d(Hoprp) — Qa(Haprs)

dH,pxs + Hopdrg — Qo (Hoprp)
Hagda}g + (dHag — QaHag)xﬁ
Ha/gd.%'g — HaﬁQgJ}ﬁ

Hap(drpg — Qprp)

= Hoé/j@,g.

La igualdad obtenida nos dice que la cocadena {f,} define una seccién de
AN M) @ T ().

DEFINICION 2.23. Un seccion horizontal para una conexion V sobre un haz
vectorial homolomorfo w, es una seccion que satisface la ecuacion Vs = 0.

Si V es una conexién sobre el haz trivial U x C™ con una forma de
conexion €, entonces secciones horizontales ¢ — x(t) satisfacen el sistema
de ecuaciones lineales dx — Qx = 0. Del analisis anterior observamos que las
conexiones corresponden a sistemas lineales globalmente definidos, es decir,
en un haz trivial una conexién no es mas que una ecuacién diferencial (2.2).
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2.4. Conexiones sobre haces lineales

Conexiones sobre haces lineales son determinadas por su 1-forma mero-
morfa escalar en cada trivializacion, es decir, cada conexién V es determi-
nada por su cocadena de 1-formas escalares {w, }. Dado que las matrices de
1 x 1 conmutan, sobre la interseccién de dominios U, y Ug de dos trivializa-
ciones diferentes, dos formas w,, wg difieren por un término holomorfo, es
decir, de la relacién (2.54) obtenemos

dhag = Wahap — hapws (2.55)

donde h,g es el cociclo de transicién entre las cartas U, y Ug. Como las
matrices conmutan

dhop = hapwa — hapws = hap(wa — wp), (2.56)

de la cual obtenemos
dhag/hap = wa — wp. (2.57)

Dado que trabajamos en dominios cuya interseccién es simplemente co-
nexa entonces In(hqg) es una funcién holomorfa y por tanto din(h.z) =
dhag/has. Esto implica que la ecuacién (2.57)se transforma en

wo = din(hag) + wg. (2.58)
Procedemos a dar una definicién

DEFINICION 2.24. El conjunto singular de una conexion meromorfa sobre
un haz lineal m : E — M es definido como la coleccion de puntos en los
cuales la 1-forma de conexion w, en alguna trivializacion y por tanto en
cualquier trivializacion tiene un polo. Una conexion es holomorfa si ésta no
tiene polos.

La relacion (2.58) nos permite definir el residuo de una conexién.

DEFINICION 2.25. Dado a € U,, definimos el residuo de V en a, res,V
como el residuo de la forma de conexion wy, resqwq sobre Uy.

Veamos que la definicién es consistente, sean U, y Ug tal que Uyg # ¢,
entonces de (2.58) tenemos que

Wa = din(hag) + wg
y por lo tanto el residuo de la conexién es

resaV = resqwa = resq(din(hag) + wg) = resqdin(hag) + resqwg.  (2.59)
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Dado que din(hqg) es holomorfa entonces res,din(hqaz) = 0 por lo tanto
resaV = resqwa = resqwg,  a € Uyg. (2.60)

Lema 2.5. Dada una seccion meromorfa de una haz lineal, existe una unica
conexion para la cual esta seccion es horizontal.

Demostracion. Basta resolver la ecuacién funcional dada por Vys = 0 para
todo X € C*°(M). Sea 4 = {U,} una cubierta abierta de M y supongamos
que en cada U, la seccién estd dada por s = {x,}. Consideremos en cada
carta la seccién canénica sp = 1 (esto es posible pues el haz es lineal y trivial
en cada abierto, ademds el marco de secciones consta de un solo elemento).
Entonces tenemos que s|y, = z, - So. Dado que la cocadena la podemos ver
como una funcién escalar obtenemos

0=Vxs=x,Vxso+ (Lxxq)So-
Esto ultimo implica que
roVxso = (Lxxqa)s0;

asi{ obtenemos I
Vxso= “XTaB0 _ d(lnzy).

«

Por lo tanto la 1-forma asociada a la conexiéon V sobre U, estd dada por
wa = d(Inzy). O

Con esta herramienta estamos preparados para demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 2.2. La suma de los residuos de cualquier conerion meromorfa
sobre un haz lineal ™ sobre una superficie Riemann compacta M es el mismo
para todas las conexiones e igual al grado del haz

Z res,V = degm. (2.61)
aeM

Demostracion. Primero observemos que la diferencia entre dos conexiones V
y V estd bien definida. Sean {wq } y {@a} las 1-formas de conexién asociadas
de V y V. Entonces sobre Uyg # ¢, por (2.58), sabemos que

Wa = din(hag) + wg (2.62)
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y
Do = din(hag) + @g; (2.63)

por lo tanto, considerando V — V obtenemos
Na = Wa — Wa = Wg — W =13 (2.64)

es decir, sobre la interseccién de dos dominios la 1-forma meromorfa n = 1,
esta bien definida y por lo tanto es una 1-forma meromorfa globalmente bien
definida sobre M. Dado que el total de residuos de una 1-forma meromorfa
sobre una superficie de Riemann compacta es 0 (ver en apéndice), obtenemos
que

0= Z resqn = Z resq(V — @) = Z resg,V — Z resaV, (2.65)

aceM aeM aeM aeM
lo cual implica que
Z resaV = Z resq,V. (2.66)
aeM aeM

Asi la suma de los residuos en efecto no depende de la conexién.

Para mostrar que el residuo de la conexién V es igual al grado, considere-
mos una seccién meromorfa arbitraria s € I'(7) definida por una cocadena
holomorfa s ~ {z,}. Sea V la tnica conexién para la cual esta seccién es
horizontal (sabemos que esta conexién existe por el Lema 2.5) y sea a € U,
tal que z4(a) = 0. Esta conexién estd definida por la cocadena de derivadas
logaritmicas {wq},

V2 {w,}, donde wy=dz,- 2, (2.67)

Recordemos que si k = res,dr, - ' esto implica que z, tiene un cero
de orden k en a, decir existe una funcién fq(2) definida en una vecindad
U C Uy de a tal que z4(2) = (2 — a)¥f.(2), donde f, es holomorfa y no se

anula en U, por lo que
resqdxy - a:;l = ord,Te. (2.68)

Por lo tanto el residuo de la conexiéon V es el orden de la seccién s en el
punto a, asi
resqV = resqwa = 0rdyTe = 0rdySs. (2.69)

Sumando sobre todos los puntos en la variedad obtemos
Z res,V = Z reSqWea = Z ordgxy, = Z ordg,s (2.70)
aeM aeM aeM aeM

pero Y ..y ordys = degm, por lo que Y, 7es,V = degs.
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Con esta teoria estamos en posicién para demostrar el teorema de Save-
lev, bajo la hipotesis de que el grado del haz normal es cero, este teorema
afirma la existencia de un biholomorfismo local entre un haz fibrado de ran-
go 1y el producto cartesiano de (C,0) x P. Como hemos mencionado antes
dicho teorema juega un papel importante en este trabajo, como se verd en
el capitulo 4.



Capitulo 3

Teorema de Savelev

En este capitulo damos una demostracion al Teorema de Savelev, un teo-
rema que juega un papel fundamental en este trabajo. Antes de pasar a la
demostracién introducimos el concepto de haz fibrado. Veremos que un haz
fibrado de rango 1 sobre la esfera de Riemann, es bajo ciertas condiciones
posible linealizarlo y con ello ser identificado con el haz normal. Finalmente
daremos una prueba al teorema de Savelev; como habra de verse, la demos-
tracién de este teorema tiene en algunos aspectos muchas similitudes con la
prueba del teorema de Poincaré analitico.

99
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DEFINICION 3.1. Sean B, E y M variedades holomorfas y ™ un mapeo ho-
lomorfo m : E — M. Decimos que m : E — M es un haz fibrado si se
satisface la siguiente condicion:

1). Por cada punto p € M hay una vecindad abierta U y un difeomorfismo
o : 71 Y (U) — U x B tal que para cualquier u € 7~1(U) tenemos

m(u) =71 0 p(u), (3.1)

donde w1 : U x B — U denota la proyeccion sobre la primera compo-
nente.

Al igual que en los haces vectoriales F es llamado el espacio total, M es
llamado el espacio base, B es la fibra, m denota la proyeccién y E, = 7 1(p)
es la fibra sobre p. Sea m un haz fibrado definido en una cubierta abierta
{Us} de M y una trivializacién

Yo : T HUs) — Uy x B. (3.2)
Entonces, considerando dos dominios U,, Ug tal que Uyg # ¢, el mapeo
paowy :UaNUsgx B— Uy NUp x B (3.3)

define un difeomorfismo del haz trivial U, N Ug x B sobre si mismo.
Sean p € M y b € B entonces escribiendo en coordenadas el mapeo ¢, ocpgl,
obtenemos (paogogl(p, b) = (p, q) donde ¢ = go3(b)(p) esto implica que existe
un mapeo

9ap : UaNUg — Dif f(B) (3.4)

tal que
a0 95" (p,0) = (P, gap(P)(D)) p € UaNUp,bE B, (3.5)

De nueva cuenta las funciones g,g son llamadas funciones de transicién y
satisfacen la condicién de cociclo, es decir,

908(0)98v(P) = gar(p) p € UaNUgNU, (3.6)

Proposicién 3.1. Sea M una 2-variedad complejo dimensional, P la esfera
de Riemann, y consideremos m : M — P un haz holomorfo 1-dimensional
(proyeccion holomorfa de rango constante 1), sobre la esfera de Riemann
encajada P — M. Entonces kerdm = N, donde N es el haz normal.
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Demostracion. Para cada t € M, demostraremos que kerdym = Ty(7~1(t))
Sea | : 7 1(t) — P. Entonces dr|; : Ty(7~1(t)) — T;P y de aqui obtene-
mos que kerdm; C Ty(n71(t)).

Ahora demostraremos que T;(7~1(t)) C kerdm;. Dado que 71 (t) es una sub-
variedad encajada de M, podemos identificar el espacio tangente a la fibra
Ty(7=1(t)) con el subespacio di; : Ty(7~*(t)) C T;M, donde i : 7= (t) < M.
De lo anterior obtenemos que 7 o % es constante con valor constante igual
a t sobre 771(t) NP, con lo cual

0 =d(m o 4) = dm(ig) o diy. (3.7)

Esto implica que I'mdi; C kerdm;, por lo tanto Ty(7~1(t)) C kerm;. As
Ti(m=1(t)) = kerdn,.
De la condicién de rango sobre m, el kerdm; es transversal a T;P, Vt € P
entonces

M = TP & Ty(n 1 (1)). (3.8)

Ademaés sabemos que
TtM = TtP D Nt donde Nt = TtM/T}/]P) (39)

De esta manera es posible dar un isomorfismo H : kerdm — N, asi kerdm =
N, donde N =TM/TP. O

DEFINICION 3.2. Una variedad compleja X de dimensidn compleja n es una
variedad de Stein si:

1). Para todo p,q € X, p # q existe una funcion holomorfa f en X tal
que f(p) # f(q)-

2). Para toda sucesion discreta de puntos {p;} C X existe una funcion
holomorfa g en X tal que {p;} son polos de g.

Proposicion 3.2. Toda superficie de Riemann no compacta M es variedad
de Stein.

La demostracion puede ser consultada en el apéndice.
Enunciemos ahora el Teorema de Siu (ver [11]). Dicho teorema nos provee
un corolario de suma importancia dentro de la demostracién del teorema de
Savelev.

Teorema 3.1 (Siu,1976). Sea X un espacio complejo, S una subvariedad
de X. S5i S es de Stein, entonces existe una vecindad V en X de S tal que

V es de Stein.
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Enunciamos ahora el corolario al Teorema de Siu:

Corolario 3.1. Supongamos que S es una variedad de Stein, M una varie-
dad compleja y i: S — M una inmersion holomorfa. Sea N el haz normal
de i, es decir, N, = T,M/T,S. Entonces eziste una vecindad de Stein abier-
ta V de S en N y una inmersion holomorfa i : V. — M que extiende a
i.

Como veremos en la demostracién del Teorema de Savelev (ver Teorema
3.2) requerimos de dar una cubierta de la esfera de Riemann por dos cartas
cuya interseccién es un anillo K. Nuestro interés recae en que en dicho
anillo queremos expresar una funcién f como una diferencia de funciones
holomorfas acotadas. El siguiente lema nos asegura la existencia de dichas
funciones.

Lema 3.1. Sea K ={z € P:1/2 < |z| <3/2} el anillo y Py los operadores
integrales de Cauchy

1 e S B 13
(Pef)(2) = 5 /z|—3/z SGCEE T
(3.10)

representado una funcion f € A(K) como la diferencia de dos funciones
hy = Pyf, holomorfas y acotadas en los discos Dy = {z € P: |z| < 3/2},
Dy ={z€P:|z| >1/2}. Denotamos por

= 3.11
£ g’bealg\f(i)\ (3.11)
la norma del supremo. Entonces
[Pef() <3[IfI si |z <1y [P_f)<|fIl si [2] <1 (3.12)
Asi

[P f(z) = P f(2)] < 4llf]l (3.13)

Demostracion. Sea y(t) = 3e',t € [0, 27] calculemos ahora
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1 f(&)dg

271 |z|=3/2 5— z

1 27 f(%elt)%leltdt

271 J, Seit — 2
_ 3 27 f(%eit)eitdt
 l4r o Seit — 2
2
_ 3l i
T Am oy | Bet—2
3 2T
BRI
47'(' 0
311
= —4
47 m
= 3/l

3e'|—|z| = 3 —|z| y como |z| < 1 entonces — |z| > —1. De aqui |3¢ — 2| ;
1

Observemos que esta ultima desigualdad se verifica dado que }%eit — z‘ >

¢ 1
asl W S 2.

2
Consideremos ahora §(t) = 3e',t € [0, 2] de igual manera calculemos
1 f(§)d¢
P_HE = |- e
T J|oj=172 € — 2

1 21 f(%ezt)%zeztdt
271 Jo Teit — 2
1 2 f(%eit)

dm Jo o geit —z

_ WA 7| at
T odm Jy |geit—z
2T
ULy,
T Jo

1£1]
= —4
4 i

= [I1]
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De manera andloga |1 et —z| > ||5€| - } |2 — 2| y como |z] < 1,

entonces ‘1 i z| > , por lo tanto TTar =] 1 = < < 2.
2
Por tltimo |Py f(2) — P-f(2)] < |Py f(2 )|+\P FEI <3+ =41 fI-
O

Con todo lo visto anteriormente contamos ya con los elementos necesa-
rios para demostrar el Teorema de Savelev. Cabe mencionar que este es un
resultado del mismo tipo que el Teorema de Grauert ver [Gra62]. Este ca-
racteriza el haz normal de la esfera cuando su grado es negativo. El Teorema
de Savelev lo hace cuando dicho grado es cero.

Teorema 3.2. [Savelev] [Sa82] Sea M wuna 2-variedad holomorfa. Con-
sideremos la esfera de Riemann P y m : M — P un haz holomorfo 1-
dimensional sobre ella. Suponemos que el haz normal N de la esfera de
Riemann P encajada en M, P — M, tiene grado cero y por lo tanto es tri-
vial. Entonces el haz w es localmente holomorfamente trivial, es decir, hay
un biholomorfismo ¥ entre una vecindad de P en M y un cilindro P x (C,0)
el cual conjuga ™ con la proyeccion cartesiana sobre P, es decir m = my o ¢,
donde mp : P x (C,0) — P.

Demostracion. Consideremos la cubierta estandar de la esfera de Riemann
P, por dos discos Uy y U_ tal que la intersecciéon de dichos discos es un
anillo K C P. Sin perder generalidad trabajaremos en las cartas afines tal
que K = {z€P:1/2<|z| <3/2}. Por el corolario 3.1, el haz puede ser
trivializado sobre esos discos, es decir, para cada uno de los conjuntos U+ =
7Y UL),U_ = 7~ 1(U_) existen coordenadas locales (t+,z+) € Us x (C,0)
tal que m es la proyeccién paralela a la respectiva zi-coordenada sobre el
eje t.

El mapeo de transicién F entre las dos cartas debe respetar el mapeo 7
definido globalmente, es decir, respeta la proyeccién en cada fibra o equiva-
lentemente, F es la identidad en la primera coordenada, por tanto debe ser
de la forma

(t,z—) = (t,z4), donde z4 = F(t,z_). (3.14)

Reescribimos a la funcién F(t,z_) como F(t,z_) = z_ + f(t,z—). Nuestro
primer objetivo es demostrar que f(t,z_) no tiene términos lineales en z_,
es decir f(t,z—) € o(z—). Enfocando el problema a nivel del subespacio
tangente a M y teniendo en consideracién que de acuerdo a la Proposicién
3.1, kerdm = N, observamos que la derivada de (¢, F(t,z_)) evaluada en
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(p,0) lleva el espacio tangente a la fibra 771(p) (el normal a la esfera en
cada punto) en el espacio tangente a la fibra 771(p), asf

D(t, F(t,z-))| 0 < 2 ) = 8F€z’0) 1+ a?(p’o) < 0 )

ot 0z_ n
lo cual es equivalente a que
0 0
D F (e o () ) = oip0) |, @1s)
i 1
n + CPl n

donde 7 es un vector del espacio normal.
oF(t,0 af(t,0
Esto tdltimo implica que ¢p(t) := 8(7) =1+ ];(’)
Z_ Z_

es el cociclo asocia-

do al haz normal N.

“‘, (t, F (¢, 2-)) 07

N _—— - Il .

Uy x (C4,0) U- x (C_,0)

Figura 3.1: Diagrama

Dado que el haz normal es un haz lineal ¢(t) define un escalar de Birkhof-
Grothendieck con ¢ : Uy NU_ — C\ {0}. Por hipétesis el haz normal tiene
grado cero y por tanto es trivial y por el Lema 2.1 sabemos que existen dos
funciones holomorfas no nulas ¢4 y ¢_ sobre Uy, tales que p_(t)p(t) =

P+ (1)
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U+>< (CJF, S,QO Z+%J7 C,,O

o B -

(tpr (t)2) % (1 (1)

Entonces bajo el cambio de coordenadas (t, z+)
asociado al haz normal es la identidad, es decir, Id

0f(t,0)
0z_

flt,z2) = g(t)22 + 0(z2). (3.16)

)
= (t, px(t)z ) el cociclo
= - (t)p(t)p3 (1); esto

ultimo implica que

=0, con lo cual

Esto prueba que f(¢,z_) no tiene parte lineal en z_. Asi, el problema de
trivializacion del haz w : M — P se reduce a encontrar 2 nuevas cartas
holomorfas

Hy:M — Us x (C,0) (3.17)

con Hy(t,ze) = (t, Hi(t, 1)), las cuales que deben de coincidir sobre Uy N
U_; observemos que esto se debe a que encontramos cartas donde el cociclo
asociado al haz normal es la identidad.

i i
(1d, 1d)
(t2) Aﬂﬂf&£ <£H{W£>aw

Figura 3.2: Diagrama

Estas cartas deben satisfacer la identidad
H'(t,2) = F(t, H-'(t,2)) = HZ'(t,2) + f(t, HZ' (8, 2)) (3.18)
Reescribiendo Hi'(t,z) = z + h+(t, z), obtenemos la ecuacién

2 ha(tz) =24 ho(t,2) + f(t, 2+ h_(t, 2)) (3.19)
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6 equivalentemente
hy(t,z) =h_(t,z)+ f(t,z+ h_(t,2)) (3.20)

Esta ultima condicién es una ecuacién funcional, la cual puede ser resuelta
con respecto al par de funciones h (t, z), holomorfas en Uy x (C,0) respec-
tivamente. El método para encontrar dichas funciones es analogo al teorema
de Poincaré analitico.

Consideremos primero la ecuacién (3.20) y escribamos una nueva ecuacién
que obtenemos por su linealizacién, es decir, ignorando la traslacién por z

f(t,h_(t,2)) = hy(t,z) — h_(t, 2). (3.21)

Esta ecuacion es posible resolverla desarrollando a f en su serie de Laurent
convergente con respecto a t y tomando a hy como la serie de Taylor y h_
como la serie de las potencias negativas de t.

Consideremos los espacios

BZE ={f:f esholomorfaen Uy x {|z| <p} vy continua sobre la cerradura}
Bg ={f:f esholomorfaen K X {|z|] <p} y continua sobre la cerradura}
Definimos el operador L : Bg — B;r x B, como

L:fw—h=(h_,hy)
Proposicion 3.3. L es un operador acotado
Demostracion. Calculemos la norma de L, entonces

L|| = max |L = max |hy(t, 2)| + max |h_(t, z
[IL]] fesg| ()] (t,p)| +(t,2)] (t,p)‘ (t, 2)|

Por el lema 3.1 este operador es acotado. O
Consideremos ahora el operador traslacién S = Sy : B; x B, — Bg
S=258¢:(hy,h_) = fo(id+h_). (3.22)
Proposicién 3.4. S; es una contraccion fuerte.

Demostracion. De acuerdo a la definiciéon de contracciéon fuerte debemos
demostrar que

1). IS¢(O),, = O(p*)



Capitulo 3. Teorema de Savelev 68

2). 1Sp(h) = Sp(B)l, < O(p) [Ih = W[l , st [IAl] , 7]l < p

En efecto como f(t,2) = g(t)z? + O(23) no tiene términos lineales, ni cons-
tantes respecto a z, Vt,

S max t,z+0)| = max t,2)] = O(p?
IS5, = mix__[ftz01= | mix [f(t2)] = 0()

Para la segunda condicién calculemos la constante de Lipschitz de Sy

[Sy(h) = Sp(h)]|, = =~ méx —[f(t,id+h)— f(t.id+H)[.  (3.23)

(t,z)€U+ x|z|<p

Si definimos g¢(t, z) = S¢h(t, z) — S¢h/(t, z)

t, = A t,
lg(t, )|l (t,z>ergf§|z\<p|g( z)|
_ /
e / Of(t =+ Th{t,2) = (L= D (62)) (o
(t,2)eUx x|z|<p 0z
_ _ /
< max o1tz Thit2) — (1= DR 2) ‘(h(t,z)—
(t, z)eUix|z\<p 0z
< ol

Las tltimas dos desigualdades se satisfacen pues f es de O(p?) y como

IR, 1R[], < p, entonces H% , es a lo mas O(p). O

Proposicién 3.5. Lo Sy es una contraccion fuerte, para |p| < €
Demostracion. Calculemos
Lo SpO), < ILIISs0)], < CO(?) (3.24)

esta desigualdad se satisface pues L es acotado y Sy es una contraccién fuer-
te.

De igual manera calculemos

[LoSs(h) = LoSy(R)||, = [[Lo(Ssh )|, (3.25)
< LI Sf = Sp()|,  (3.26)
< CO(p) ||h- h’Hp. (3.27)

Asi, L o Sy es una contraccién fuerte. O

W(t, 2))dr

W(t,z))|dr
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Entonces resolver la ecuacion (3.20) es equivalente a resolver la ecuacién
para el punto fijo h = (hy,h_) del operador L o S¢.
Del Teorema 1.5, la ecuacién h = L o Sy(h) tiene una tnica solucién, es
decir existe una tnica funcién holomorfa h = (hy,h_) € Bf x B, . Asi h =
(h4, h_) permite dar los cambios de coordenadas necesarios para trivializar
el haz m: M — P en una vecindad de IP, con lo cual queda demostrado el

Teorema de Savelev.
O

Una vez demostrado el teorema de Savelev daremos una aplicacién de es-
te teorema a campos vectoriales, la cual desarrollamos en el siguiente capitu-
lo.






Capitulo 4

Aplicacion del Teorema de
Savelev

En este capitulo damos una aplicaciéon del Teorema de Savelev a campos
vectoriales holomorfos. Como se mencioné al principio de este trabajo ana-
lizar campos vectoriales alrededor de los puntos singulares puede ser muy
complicado, observemos que la tarea se complica atin mas si el campo vecto-
rial en cuestion carece de parte lineal. Describiremos un método interesante
para analizar campos vectoriales, este método es conocido como el “blow-
up”6 explosion de singularidades.

71
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La idea es considerar un mapeo holomorfo 7 : M — (C2,0) de una
variedad compleja M de dimensién 2 tal que “aplaste” una curva compleja
E C M al punto 0 € C%, que sea inyectiva entre M \ E y (C2,0) \ {0} y
que ademds permita “jalar” objetos locales (funciones, curvas, foliaciones,
1-formas, etc.) de (C2,0) a M y extenderlas sobre E. Aunque nuestro interés
se basa sélo en explosiones complejas, comenzaremos por explicar el método
del “blow-up” a 0 € R?, ya que en este caso es posible ver quienes son M y E.

A cada punto p = (z,y) € R? le asociamos la recta que pasa por el origen
y el punto p,
F:R?> — RP! (4.1)

(z,y) — (2 y). (4.2)

Consideremos la gréfica de F, Gr(F) = {((z,y), (z:y)) e RZx RP'} C
R? x RP!. Observemos que ésta es una superficie de dimensién 2. Para cada
punto (z : y) € RP! hay tantos puntos como en R que estdn en la recta, es
decir, la preimagen de cualquier punto (z : y) € RP! es homeomorfo a R,
F~(x :y) 2 R. Entonces Gr(F) = R x RPL.

Es claro que la gréfica no es cerrada pues el 0 € R? y su imagen, que son todas
las rectas {(tz,ty) : t € R} 2 RP!, no pertenecen a la gréfica. Consideremos
la cerradura de Gr(F), como ya dijimos Gr(F) = R x RP1U{(0,0)} x RP!
y denotemos por M = Gr(F). Llamaremos a E = {(0,0)} x RP! el divisor
excepcional.

Consideremos 7 : M — R? la proyeccién sobre la primera coordenada
7((z,y), (x : y)) = (x,y) y notemos que 71(0) = E y que 7 es un difeomor-
fismo entre M \ E y R?\ {0}.

Adn falta probar que M es una variedad de dimensién 2, para ello dare-
mos un par de cartas que, ademas, permitiran visualizar quién es M.

Cada recta que pasa por el origen la asociamos con su pendiente o con
la inversa de su pendiente

(x:y)—u= si z#0

(x:y)—v= si y#0,

1 1

con los cambios de coordenadas y =xzu conv=u""y z=yv con u=v .
Dado que todas las rectas pasan por el origen entonces a F se le asocian to-
das las pendientes bajo estas cartas, por ello F se corresponde con la unién
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de los ejes u y v. Asi M es una variedad diferenciable.

Veamos quién es la tan misteriosa variedad M, para ello consideremos
una vecindad del origen y expresemos los siguientes puntos de M en las
coordenadas (z,u) y (y,v)

L o o 9
|

o
|

—

o>~

Por otra parte,
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y
a = ((y,9),(W:y) = (y,1)

b = ((y,—y),(y:—y) — (y,—1)
e = ((z,1),(x:1)— (1,x)
f= ((z,-1),(x:-1) — (-1,-x)

Haciendo corresponder los segmentos de bb en (z,u) con los de bb en
(y,v) obtenemos
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Para hacer corresponder los segmentos de aa en ambas coordenadas te-
nemos que torcer esta banda, obteniendo finalmente una banda de M&bius.

w

Notemos que la proyeccién lleva al punto (zg,u) de M en el punto de
R? con primera coordenada g sobre la recta con pendiente (zq,uzo) y al
punto (yo,v) en el punto de R? con segunda coordenada yg y sobre la recta
con pendiente %, (vy0,%0); ademds se satisface que 7~1(0) = E.

Una vez tratado el caso real, el caso complejo es exactamente analogo;
en éste caso la variedad resultante M = C? x CP' U E donde el divisor
excepcional es F = {0} x CP! = P. A la variedad M por la similitud con
el caso real la llamaremos la banda de Mobius compleja, ademéas sobre M

tenemos asociado un sistema de coordenadas. En efeto sean z,w € C
((z,w),(2:w)) — u= st z#0,

((z,w),(z:w)) — v= st w#0,

SRS

1 1

con los cambios de coordenadas z =uw conu=v " yw=vzconv=u .
Observemos que bajo estos cambios de coordenadas E se corresponde con
la unién de los ejes u y v que se pegan formando una esfera de Riemann P.
Consideremos la transformacién 7 : M — C? dada por 7(z,u) = (z,uz)
y 7(v,w) = (vw,w), entonces E = 7= 1(0) y 7 : M\ E — C%\ {0} es
un difeomorfismo entre M \ E y C? \ {0}. El mapeo 7! = o es llamado
“blow-up”, explosién de singularidades 6 resolucion.



Capitulo 4. Aplicacion del Teorema de Savelev 76

Ejemplo 4.1. Consideremos el siguiente campo y veamos que pasa al ex-
plotarlo

z = 5z
w = dw
ast,
. wz — 2w . 2W — Wz
U= V=
22 w2
lo cual implica,
. bwz — bHzw . Szw — dbwz
Ut=———=0 v=——-=0

22 w?
Entonces los campos en las coordenadas (z,u) y (w,v) son:

z =5z w = dbw
u=0 v=20

Estos campos son orbitalmente analiticamente equivalentes a los siguientes
campos, que resultan de dividir los campos por las funciones f(z) = z y
g(w) = w que no se anulan:

2=29 w=25
uw=20 v=20

Notemos que es posible utilizar campos orbitalmente analiticamente equiva-
lentes, pues estamos interesados en la foliaciones, ademds de que no tiene
caso conservar los sentidos de las curvas de fase, pues la banda de Mdbius
no es orientable.

Como estos campos ya no tienen puntos singulares no los explotamos, pro-
yectando los campos al plano (z,w) en el caso real obtenemos:
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Consideremos ahora el siguiente campo y observemos que sucede al ex-
plotarlo:

Ejemplo 4.2.

. Wwz—Zw ., 2w — w2
u = v =
22 w2
lo cual implica,
o (W= 2w)z — (22 = 2zw)w w2 —wuzd —uzd 4 2u?2 9
U= 3 = 3 = 3zu” — 2uz
z z
Y
2 2 2,3 3 3 2,3
. 24— 2zw)w — (w* — zw)z viw”® — 2w’ — vw? + viw
U= ( ) ( ) = = 202w —3vw?

w? w2
ademds, 2 = 2> — 2uz® W = w? — vw?.
Consideremos el campo (2,1) = (2% —2uz?, 3zu® — 2uz), dividiendo entre
z no queda el campo orbitalmente equivalente

~ F =z —2
V(z,u)z{z z —2uz

= 3u? — 2u
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Recordemos que tratamos de analizar localmente el comportamiento del cam-
po V' en una vecindad del origen, pero al explotar el origen éste se trans-
forma en una esfera S' en el caso real y en el caso complejo en S* (que
llamamos el divisor excepcional en la variedad M ). Entonces para anali-
zar el comportamiento del campo V' alredor del origen debemos analizar el
comportamiento del campo los puntos singulares sobre el divisor excepcional.

Notemos que el divisor excepcional en estas cartas es el eje u(z = 0),
ademds ésta es una hoja invariante del campo V pues z = 0 es solucion
de %, de esta manera los puntos singulares estan dados por las raices del
polinomio 3u? — 2u, las cuales son u; = 0 y uy = % La matriz asociada a
la parte lineal del campo V es

~ 1—-2u -2z
DV = [ 0 6u — 2]

2

evaluando en los puntos singulares p1 = (0,0) y p2 = (0, 5) obtenemos

- 1 0 - -10
DV(O’O):{O —2] y DV<07§>:[03 2}

Es claro que no podemos hacer uso del teorema de Poincaré pues los valores
propios de las matrices asociadas a la parte lineal del campo estin en el
dominio de Siegel. Sin embargo, ya que la parte real de los valores propios
es no cero, podemos hacer uso del teorema de Grobman-Hartman (ver [1])
de equivalencia topoldgica para decir que los puntos singulares p1 y pa se
comportan localmente como sillas en la foliacion asociada al campo V.

Ahora veamos que sucede en las coordenadas (w,v). Notemos que el cam-
po que obtenemos es (1, 1) = (w? — vw?, 2v%w — 3vw), que es orbitalmente
equivalente, diviendo por w al campo

-~ W =w — vWw
V=< 5
v = 2v° — Jv
En este caso el divisor excepcional es el eje v(w = 0) y los puntos singulares

sobre el divisor excepcional estdn dados por las raices del polinomio 2v> —3v,
las cuales sonvy =0 yvo = % La matriz asociada a la parte lineal del campo

V es
-~ 1—w —w
DV_[ 0 41}—3}
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evaluando en los puntos singulares p1 = (0,0) y p2 = (0, %) obtenemos

- 1 0 PS Lo
DV(O*D_[O —3] Y DV((IS)_[(% 3]'

De nueva cuenta no podemos hacer uso del teorema de Poincaré por que los
valores propios de las matrices asociadas a la parte lineal del campo estdn
en el dominio de Siegel. Sin embargo ya que la parte real de los valores pro-
pios es no cero podemos hacer uso del teorema de Grobman-Hartman (ver
[1]) de equivalencia topdlogica para decir que los puntos singulares py y D2
se comportan localmente como sillas en la foliacion asociada al campo V.
De esta manera obtenemos una foliacion sobre la variedad M y a partir de
comportamientos de los puntos singulares elementales podemos conocer el
comportamiento de esta foliacion. Cuando estamos en el caso real al proyec-
tar obtenemos:

4

En los ejemplos tratados observamos un fenémeno interesante, en el
ejemplo 4.2 el divisor excepcional resulto ser una curva invariante de la
foliacion, sin embargo en el ejemplo 4.1 vimos que esto no ocurria.

Analizaremos maés a fondo este fenémeno.
Consideremos el siguiente campo:

2 = P(z,w)=Py(z,w) + Ppy1(z,w) + ...
v = Q(va):Qn(zaw)+Qn+1(va)+“'
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Donde Py y Qf son polinomios homogéneos de grado k > n, con Pi,Qk no
idénticamente cero, P(0,0) = Q(0,0) = 0.
Consideremos la carta coordenada (z,u) con w = uz, u = %

) wz —wiz  Q(z,w)z — P(z,w)w  Q(z,uz)z —uzP(z,uz)
uo= 2 22 = 22

(Qn(z,uz) + Qnii(z,uz) + ...)z — (P2, uz) + Pryi(z,uz)) + ... )uz

22

y 2= P(z,w) = P(z,uz) = Py(z,uz) + Pyt1(z,uz) + ....
Notemos que si Py, es un polinomio homogéneo de grado k entonces Py (z,uz) =
2FP(1,u); de esta manera el campo que obtenemos es

5 = 2"(Py(1,u) + 2Py 11(1,u) + O(2%))
Zn+1<Qn(17 ’U,) - upn(L u) + Z(Qn-‘rl(l? u) — uP”+1(1’ u) + O(zz)))
22 '

u =

Caso 1.- Supongamos que @, (1,u) —uP,(1,u) no es idénticamente cero.
Como n > 1 entonces en #, al dividir entre 22, obtenemos

= 2" (Qn(1,u) — uPn(1,u) + 2(Qni1(1,u) — uPnyi1(1,u) + O(2?))),
luego dividendo % y 1 entre 2"~ ! obtenemos el campo

i = 2(Py(l,u) + 2Py1(1,u) + O(2?))

! Qn(1,u) — uPy(1,u) + 2(Qni1(1,u) — uPyy1(1,u) + O(22)).
(4.4)

Notemos que z = 0 es solucién y los puntos criticos del campo de direccio-

nes en la explosion sobre el divisor estan dados por las raices del polinomio

Qn(l,u) —uP,(1,u). En este caso decimos que (z,w) = (0,0) es una singu-

laridad no dicritica.
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S i
>

Figura 4.1: Explosién de un campo no dicritico con 3 separatrices

s

Caso 2.- Supongamos que Q,(1,u) — uP,(1,u) es idénticamente cero.
Entonces de la ecuacién (4.4) obtenemos

5 = 2"(Py(1,u) + 2Py 1(1,u) + O(2%))
0 = 2"(Qui1(1,u) — uPpiq(1,u) + O(2%)).

Diviendo entre z™ obtenemos el campo

i = Po(1,u) + 2Pyy1(1,u) + O(2%)
i = Qui1(l,u) —uPuy1(1,u) + O(z%).

Asi cuando z=0 tenemos el campo

z = P,(1,u)
uw = Qn+1(1au)_upn+l(1yu)~

Por lo que z = 0 no es solucién. En éste caso decimos que (z,w) = (0,0) es
una singularidad dicritica. Si ademds las raices de P,(1,u) y Qnt1(1,u) —
uPy,41(1,u) no coinciden, entonces las soluciones de este campo atraviesan
transversalmente al divisor en los punto donde P,(1,u) no se anula y son
tangentes al divisor en los puntos donde P, (1,u) se anula.
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u3

Figura 4.2: Explosién de un campo dicritico con 3 tangencias

4.1. Indice de Camacho-Sad

Procedemos a dar la definicién del indice de Camacho-Sad. Este indice
resulta ser equivalente a un invariante topoldgico ya conocido, que permite
decir como estd encajada una curva holomorfa compacta y suave en un va-
riedad holomorfa de dimensién compleja 2.

Sea V = (g(z,w), —f(z,w)) un campo vectorial en (C2,0) con singulari-
dad aislada en el origen y sea F la foliacién con singularidades inducida por
V. Consideremos la 1-forma dada por w = f(z,w)dz+g(z, w)dw no es dificil
observar que {w = 0} define la misma foliacién F. Sea S una separatriz sua-
ve de la foliaciéon F. Vamos a demostrar que localmente .S puede ser vista en
coordenadas apropiadas como un eje coordenado. En efecto por ser .S suave
admite una parametrizacién y(t) = (2(t), w(t)) con ¥(t) # 0 para toda ¢; en
particular 4(0) # 0. Sin perder generalidad podemos suponer que 2(0) # 0,
luego por el teorema de la funcién inversa existe una vecindad (C,0) y una
funcién t(z), que es la funcién inversa de z(¢). Componiendo la curva ()
con t(z) obtenemos Y(t(z)) = (z,w(t(z))), que es una reparametrizaciéon de
~. Denotamos como w(t(z)) = 4(z).

Asi, la separatriz S se escribe localmente como (z,5(z)), es decir, como grafi-
ca de una funcién.

Sea H : (C2,0) — (C2,0) definida como H(z,w) := (z,w — 5(2)), de
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esta manera H transforma la curva (z,9(z)), es decir, SN (C2,0) en el eje 2.
1 0
Observemos que DH (z,w) = | .
awe DG = [, )
de hecho H es un difeomorfismo local cuya diferenciabilidad es heredada de
7, es decir, es tan diferencible como 4. Como S es una curva holomorfa, ¥
es holomorfa y por tanto H es un biholomorfismo.

, lo que implica que H es invertible;

Con esto hemos demostrado que cualquier separatriz suave puede verse
localmente como uno de los ejes coordenados.

Con lo anterior en mente, supongamos que la separatriz S es el eje
{w = 0} entonces se tiene que f(z,0) = 0 pues para cualquier punto p =
(2,0) en S su vector tangente es de la forma (c,0), con ¢ # 0, asi

0 = wp(c,0)= f(2,0)dz(c,0) + g(2,0)dw(c,0), (c,0) € T},S,
= f(za O)C + g(Z, 0)0
= f(z0)c.

Por lo tanto f(z,0) =0 V(z,0) € S.
Esta ultima igualdad nos permite escribir a f como

f(z,w) = wa(z) + O(w?).
Asi mismo, podemos expresar a g como

g(z,w) = b(z) + O(w).

De esta manera la ecuacién de Pfaff w = f(z,w)dz + g(z,w)dw = 0 tiene
asociado el campo

V = (g(z,w), = f(2,w)) = (b(2) + O(w), —wa(z) — O(w?)).

Pasaremos a dar la definicién del indice de Camacho-Sad, que es una defi-
nicion de caracter local. Para esto consideraremos una vecindad de la sepa-
ratriz y sea

V= (=9(z,w), f(z,w))

el campo asociado a la foliacién, entonces V' es equivalente a la siguiente
ecuacién que resulta de tomar a z como variable independiente
dw f(z,w)

dz gz w) (45)
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Esta ecuacién no depende del tiempo y define la misma foliacién que w = 0.
Para obtener mas informacién calcularemos en una vecindad de la separa-
triz, la ecuacién de primera variacién de (4.5) a lo largo de S = {w = 0}.
Con ello tendremos elementos suficientes para dar la definicién del indice de
Camacho-Sad. Para obtener la ecuacién de primera variacién, derivamos a

féz w; con respecto a w y evaluamos en un punto de S, entonces:

9 few) (e w) + (5 w) P
aw( g(z,w))|(z’0) = (g(z w))2 |(Z,0) (46)
8fz0) B ( 0)
- SRR
0f(z,0)
- 9(21’1)0)_ (4.8)

of(z,0

Haciendo =5 ) — fuw(z,0), obtenemos que la ecuacién de primera va-
riacién es

dw  fu(2,0)
&z~ g(z0)

Esta 1ltima ecuacién se expresa en el lenguaje de formas como
w fy(z,0)dz + b(z)dw = 0

lo que es igual a wa(z)dz 4 b(z)dw = 0, donde a(z) = fi,(2,0) y describe el
comportamiento de la foliacién F cerca de la separatriz S. por simplicidad
en la notacién escribiremos a w como wa(z)dz + b(z)dw. Denotemos por 6
a la siguiente 1-forma meromorfa en S,

Llamaremos a 6 la forma de conexién de w. Los polos de 6 estan dados por
los ceros de b(z), que también definen los puntos singulares de w o de V'

sobre S.

DEFINICION 4.1. El indice i,, (F,S), de una foliacién singular F con res-
Pk ) 2’ g

pecto a una curva invariante holomorfa suave, es decir, una separatriz suave

S en un punto pr, = (21,0) € S, se define como el residuo de 0 en z,

ip, (F,S) = Res., 0.
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Notemos que si p no es un punto singular de V" entonces i, (F, S) = 0. Da-
do que localmente una separatriz puede verse como uno de los ejes coordena-
dos, el indice de una foliacién F en C? dada por un campo (P(z,w), Q(z,w))
con Q(z,0) = 0, en un punto pr = (2,0) con respecto a la separatriz
S = {w = 0} se define como

ip. (F,S) := Res, [mkzvo)] .

Proposicién 4.1. Sea V' un campo holomorfo en (C2,p) con punto singular
elemental p y F la foliacion asociada al campo V. Sean A1 y Ao los valores
propios correspondientes a la parte lineal del campo en el punto p. Si S es
una separatriz suave que pasa por p y el valor propio A1 asociado al vector
tangente a S es distinto de cero entonces,
A

ip(F,S) = ﬁ
Demostracion. Dado que S = {w = 0} es solucién, entonces el campo V
puede expresarse como V = (—b(z)+O(w), wa(z) +O(w?)). Sea px, = (2, 0)
un punto singular elemental de V sobre S con A # 0.
La derivada del campo V evaluada en p; se expresa como

B b.(z) + O(w), O(w)y C[ba(zk)  c(22)
DViz0) = [—waz(z) +O0w?), —a(z)+ O(w2)w:| (21.0) B [ 0 —a(zk)]

Entonces los valores propios de DV(., oy son A\1 = b,(21) y A2 = —a(zx),

donde b,(z) = ag—f).
Por otro lado

9(—wa(z)+0(w?))
ow _ _a’(z)
R( 2) + Ofw) '<Z’°>> - ress (55

Calculemos Res., (—a(z)),

—a(z) ., —a(z) ., —a(z)  —alzk) A2
Resagiy = m =) 5oy = lim MEC) T () M
Asi ip(F,8) = 32. O

La proposiciéon anterior nos da un corolario interesante que relaciona el
indice de Camacho-Sad de dos separatrices.
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Corolario 4.1. Si por un punto singular elemental p de una foliacion F
pasan transversalmente dos separatrices suaves S1 y So con Ay # 0 y Ay #£ 0,
entonces

. At -1

i 82) = 5 = [(F,80]

2

DEFINICION 4.2. Sea F una foliacion sobre una variedad holomorfa compleja
M de dimension 2. Sea S una curva invariante holomorfa compacta suave.
Definimos el indice total a lo largo de S como la suma de los indices en los
puntos singulares de la foliacion que estén sobre S, es decir,

> in(F,S).

peS

Ejemplo 4.3. Consideremos el siguiente campo

V(z,w) =

i =-322+6z2w
W = —4w? + 3zw

y denotamos por F la foliacion inducida por el campo V. Considerando los

cambios de coordenadas u = < y v = - obtenemos

.z — 2w —4w?z + 322w + 322w — 6z2w? 9
U = 5 = 5 = 6uz — 10u”z,
z z
. dw—z  —3wiw+ 6zw? + 4w?z — 322w 9
O = - — 5 = 10vw — 6v-w.
w w

Asi en las coordenadas (z,u) obtenemos el campo

¢=—32% + 6uz’ ue es orbitalmente equivalente a z=—3z+ buz
i = 6uz — 1002z 7 q i = 6u — 10u2

mientras que en las coordenadas (w,v) obtenemos el campo

b = —dw* + 3vw? ue es orbitalmente equivalente a W = —4w + Jow
b= 10vw — 602w ! 1 b = 100 — 602

Consideremos Vi = (—3z + 6uz,6u — 10u?) y Vo = (—4w + 3vw, 10v — 6v?)
y sean F1 y Fa las respectivas foliaciones de dichos campos.

Notemos que (0,u) y (0,v) son separatrices de las foliaciones Fi y Fa res-
pectivamente, y forman una esfera en M que es el divisor excepcional E.
Ademds estas foliaciones definen una foliacion sobre M que es tangente a E,
la cual denotaremos por F. Los puntos sigulares de Fi en E son p1 = (0,0)
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y p2 = (0, %) De manera analdga los puntos singulares de Fa en E son
g1 = (0,0) y g2 = (0, %) Observemos que el punto ps en las coordenadas
(z,u) estd en correspondencia con el punto gz bajo las coordenadas (w,v),
ast que solo calcularemos los indices de p1, p2 Yy q1.

Para esto calculemos la derivada de Wy y Wy en los puntos p1, p2 ¥ ¢1
respectivamente. Entonces

-3 0 3.0 —4 0
DWil(o,0) = [0 6] ; DW1|(0,g) = [8 —6] ;. DWal (0,0 [ 0 10] -

Entonces los puntos p1, pa ¥y q1 son puntos singulares elementales y ademds,

son sz’llaf resonantes. De la proposjcién 4.1 se sigue que ip, (]},E) = %3 =

—Lip (F E) =24 = —35 yig (F,E) = I—g = —2. Finalmente i(F,E) =
11 _2_

—37 10 5= 1

El ejemplo nos motiva a preguntarnos que si siempre que hacemos una
primera explosién el indice total de la foliacidn sobre el divisor excepcional
E es-1.

Veamos de manera un poco mas general qué es lo que sucede, para ello con-
sideremos el campo vectorial

2 = P(z,w)=Py(z,w) + Pyy1(z,w) + ... (4.9)
w o= Qz,w) = Qn(z,w) + Qnii1(z,w) + ... (4.10)

con Py y Qg polinomios homogéneos de grado k. Denotamos por F a la fo-
liacién inducida por este campo. Para llevar el campo a la banda de M&bius
compleja y verlo en las coordenadas (z,u), consideremos el cambio de coor-
denadas u = . Asf obtenemos que el campo original es orbitalmente analiti-
camente equivalente al campo

2 = z(Py(l,u) + 2Pp1(1,u) + 0(22))
W = (Qu(l,u) — uPn(1,u) + 2(Qui1(1,u) — uPny1(1,u) + O(22))).

Denotemos por F a la foliacién inducida por este campo.

Supongamos que la singularidad es no dicritica, asf el divisor excepcional
E = {z =0} es separatriz de la foliacién F, asociada a este campo y los
puntos singulares estdn dados por los puntos (0, u;) donde uj, j =1,...,n+1
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son la raices del polinomio P, (1,u) — u@y(1,u). Entonces

s [ 2 (2(Pu(1,u) + 2Puss (1,u) + O(22)))
’LPj(f7E) = ReSUj _(Qn(l,U)*UPn(l,u)+Z(Qn+1(1,u)*UPn+1(1,u)+O(ZZ))) |z_0
= Resuy, i Pu(1,u) + 2Pt (1,u) + O(27) }\ 0
"9 | (Qu (L, w) — uPa(L,w) + 2(Quri(L, 1) — uPara(L,u) + O(2))) | *
- Pu(l,u)
= Resy _Qn(l,u)—uPn(l,u)}

y entonces el indice total es

n+1. ﬁ.E _n+1R Pn(l,u)
2P B)= R [@nu,u)—um,w]'

Para conocer esa suma basta calcular (por el teorema del residuo), el residuo
en el infinito

Reso [ Po(1,u) } 1 Pa(1, 1) ]

QL) —uPaLuw)] @ Q,n ) - 1p,1, T
1 uPy(1, 1)

w2 uQn(1, 1) - Pa(1, 1)

[ Pa(1, 1)

| u?Qu(1, 3) — uPp(l, )

L, Po(1, 1)

5 M2 D —up, (1 )

= —Resy

= —Resy

= —lim[ n<1’%) ]
u=0 [ uQn(1, 1) — P(1, 1)

1

(

entonces

> ena [t oo [y ] =

Jj=1

lo cual implica que

;R%”" [Qn“vgn(—l ;Zinﬂ,u)] e [Qna,f;(—l lfgnu,u)} -
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Esto tiene como consecuencia que para cualquier foliacién sobre la banda
de Mobius compleja el indice total sobre el divisor excepcional {z = 0} es
-1. No es un hecho fécil de demostrar que la suma de los indices de los
puntos singulares de una foliaciéon en una variedad holomorfa de dimensién
compleja 2 sobre una separatriz compacta y suave no dependa de la foliacion,
sin embargo este resultado proporciona un invariante topolégico del encaje
de la curva en la variedad, que es facil de calcular.

Teorema 4.1. Supongamos que S es un curva holomorfa compacta suave
sobre una variedad holomorfa compleja M de dimension 2. Entonces para
cualquier foliacion F sobre M que sea tangente a S, se satisface que la suma
de los indices de todos los puntos singulares sobre S es el mismo y depende
solo de S y M

> ip(F,S) = (S, M)

peS

La demostracién de este teorema es un caso particular del Teorema 2.2,
donde c(S,M) es el grado del haz normal asociado al divisor excepcional, que
es un invariante topoldgico del encaje de S en M.

El siguiente lema es una consecuencia importante del teorema anterior.

Lema 4.1. Sea M la banda de Mdébius compleja y sea E el divisor excep-
ctonal entonces

c(E,M)=-1
Demostracion. Consideremos la foliacién dada por dw = 0 o el campo vec-
. z 1 0|z . .
torial [w} =10 o [w] explotemos el campo en una vecindad del origen

para llevarlo a la banda de Mdobius compleja tal que la foliacién resultan-
te sea tangente al divisor excepcional E = {z = 0}. Bajo los cambios de
coordenadas u = 2 y v = Z el campo que obtenemos

z = z

U = u')zZ—QwZ — —:22'2 ) (411)
y
0
. S— 21 2 . 4.12
U = w}u}izzw — % = ( )

El punto singular para el campo (4.11) es punto p; = (0,0) y el punto
singular para el campo (4.12) es el punto p, = (0,0) que ya son puntos
singulares irreducibles bajo explosiéon. A la foliacién obtenida por los campos
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(4.11) y (4.12) 1a denotamos como F, de lo cual obtenemos que iy, (E, F) =

—1y ip,(E,F)=0. Por lo tanto

iPl(Ea]}) +ip2(E7-7.—) =-1

como se queria probar. O

4.2. Aplicacion del Teorema de Savelev

Sea V € V,. En las coordenadas (z,w), el campo V tiene la forma

o0 oo
V:P(z,w)i+c2(z,w)£lj, P=> P.Q=> Q (4.13)
k=n k=n

donde P(z,w) y Q(z,w) son funciones holomorfas con Pj,Q} polinomios
homogéneos en (z,w) de grado k, k > n, que corresponden a la expansién
de Taylor de P y @, respectivamente en el origen. Sea R,11 = z2Q, —
wP,. Ahora enunciaremos las hipdtesis de genericidad para los teoremas
importantes en este capitulo.

Decimos que un germen de campo vectorial holomorfo no dicritico V' €
Vn, de la forma (4.13), es genérico no dicritico si satisface las siguientes
hipétesis de genericidad:

1). Los polinomios R, 11 = 2Q, — wP, son de grado n + 1 y tienen sélo
factores simples.

2). Todos los exponentes caracteristicos en los puntos singulares de la
foliacién del “blow-up” no son cero o racionales positivos.

3). Al menos un punto singular, denotado por p~, de la foliacion del
“blow-up” puede ser linealizado en alguna vecindad y su exponente
caracteristico Ao, no es -1.

Bajo las hipotesis de genericidad daremos una idea de la demostracién de
los siguientes dos teoremas

Teorema 4.2. (Forma normal semi polinomial analitica) Todo germen genéri-
co no dicritico en V), es orbitalmente analiticamente equivalente a un germen
de campo vectorial de la forma

0 0
Vp.o = ZP(z, w)g + wQ(z,w)%,
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con singularidad no dicritica en el origen, donde P,Q son polinomios de
grado a lo mds n — 1 en la variable w y con coeficientes analiticos en la
variable z.

Teorema 4.3. (Forma normal semi polinomial analitica para n = 2) Todo
germen genérico no dicritico de Vo, es orbitalmente analiticamente equiva-
lente a un germen de campo vectorial de la forma

d 0
_ 2 2
Vi = 2(P1(z,0) + 22B(2) o+ 0(Q1(2,w) + 28(2))
donde Pi(z,w) = wag + b1z, Qi(z,w) = wcy + diz son polinomios ho-

mogéneos de grado 1 y () es una funcidn holomorfa en una vecindad del
oTigen.

Sea V' un germen no dicritico de V,,. En las coordenadas (z,w), V tiene
la forma (4.13) y el “blow-up”V de V estd dado en las cartas estdndar, por
las ecuaciones

du _ 2Q(zuz)—uzP(zuz)

d - 2P(z,

di‘ _ wQ(wZU,wgisz)Q(vw,w) (414)
dw - wQQ(vw,w)

La condicién de que el campo es no dicritico, es decir, R,+1 = 0 implica
que el “blow-up”puede extenderse, sobre la regién de definiciéon de la carta
estdndar (z,u), a un campo vectorial generado por el campo vectorial

0 ~ 0

V- =P — —

Jr(zvu) Jr(zau)az +Q+(Z7u)au

donde Py = z[P,(1,u) + O(2)], Q4+ (2,u) = Rny1(1,u), cuando z — 0. De

manera andloga, sobre la regién de definicién de la carta estandar (w,v), V
se extiende a un campo generado por el campo vectorial

~ ~ 0 ~ 0

V—(w7 /U) = P—(w7 U)% + Q—(w7 U)%
donde P_(w,v) = w[Qn(v,1) + O(w)], Q_(w,v) = Rpy1(v,1) + O(w), para
w — 0. Las siguientes propiedades son condiciones genéricas para gérmenes
no dicriticos:

1). El germen V tiene exactamente n+ 1 diferentes separatrices, las cuales
son suaves en el origen y la interseccion entre cualesquiera dos de ellas
es transversal.
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2). La correspondiente foliaciéon del “blow-up” Fy; tiene exactamente n+1
puntos singulares pi, ..., pp+1 sobre el divisor £ ~ P y los exponentes
caracteristicos Aq, ..., Ap4+1 N0 son cero o nimeros racionales positivos.

3). Forma prenormalizada. Sin perder generalidad podemos suponer que
el punto singular p,+1 es el punto al infinito (pr+1 = P = 0 en la
carta estandar (w,v)) y denotamos por A el indice de Camacho-Sad
con respecto al divisor E. Mas ain podemos suponer que el eje (w = 0)
es la separatriz en el punto po,. Entonces, supongamos en lo que sigue
que el campo vectorial V estd en su forma prenormalizada:

~ 0 N 0
V(z,w) = zP(z,w)& + wQ(z, w)a—w, (4.15)
donde ]E(z,w),@(z,wf)\ son gérmenes analiticos en el origen de orden
n—1,P=%>0  Pn Q=>_ | Qnmdonde Py, ,Qp son polino-
mios homogéneos de grado m.

4). El subconjunto E\{p1, ..., Pn, Pco } €s una hoja de la foliacién del “blow-
up” Fi;. Mas atin, el polinomio r(u) = R,y1(1,u) tiene exactamente
n + 1 raices simples, que denotamos por uq,uo, ...,un,r’(uj) #0,y
Aly oy An, Ant1 = Ao SUs correspondientes exponentes caracteristicos;
observemos que estos exponentes coinciden en este caso con el indice
de Camacho-Sad de la foliacién Fy; en el punto singular con respecto

al divisor E, \; = Pollug)  POG) 5 1y A = — (0D

OR T (a1 - — 3R .
T (L) ") il (0,1)

Idea de la demostracién del Teorema 4.2.
Sea V' € V,, sin perder generalidad suponemos que el campo esté escrito en
su forma prenormalizada (4.15). Sea Ce,,

1
Ceo := {(z,w) cC?: 6—|Z! < |w| < eo}. (4.16)
0

un cono alrededor de la separatriz {z = 0} tal que, en las coordenadas del

“blow-up” (v, w) = (&, w) el cono C¢, toma la forma

D¢y X Dey := {(v,w) : |v] < €o, |w|] <€}

D, x D¢, es una vecindad de el punto p., (el origen en las coordenadas
(v,w)). Por las hipétesis de genericidad el “blow-up”V de V (en las coor-
denadas (v, w)) es linealizable en una vecindad U de el punto singular pe.
Entonces para ey < 1 hay un biholomorfismo H,

H: D, x D, — (C?,0), (4.17)
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i - Ak
[iF — 7 —

Figura 4.3: Linealizando el campo V' dentro de un cono C,

que linealiza V y tal que preserva la coordenada w.
Denotamos por V) la linealizacion de V:

Vai=DHoVoH™!

En las cartas (0,w) : H(v,w) el campo vectorial se expresa como:
Vi = Ao + i (4.18)

donde \ = i es el indice de Camacho-Sad, de V) en (0,0) respecto a
la separatriz {v =0}, y Ax es el indice de Camacho-Sad de V) en (0,0)
respecto a la separatriz {w = 0}. Como el campo vectorial V) es lineal,

podemos extenderlo a la variedad compleja completa M donde
M :=(Cx D) U(C x D,)

identificada mediante los cambios de coordenadas dados por

donde H= (D, x D.) C D¢, x D, para e < 1.
Sean My = {(0,w) € D x C}, M_ = {(§,n) € Dc x C}. Sobre M el
campo vectorial V) estd definido mediante (4.18); realicemos algunos calculos
para ver como se escribe este campo en M_

Dado que £ = 9w entonces

£ =W + Wb = M\ + 9 = (A + 1)€, (4.19)
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y .
W W 1
N=-=3 = == (4.20)
entonces sobre M_, V) esta dado por
0 0
Vier=A+1)é— —n—. 4.21
1= (A + )585 Upw (4.21)

Entonces hay una foliacién sobre M definida por la extensién del campo V),
que no tiene mas que 2 puntos singulares: el (0,0) en las coordenadas (v, W)
y el (0,0) en las coordenadas (£, 7). Notemos que el indice de Camacho-Sad
en el origen con respecto al eje w es A\ y el respectivo indice en el origen en
las cartas (£,7) con respecto a & = 0 es —(A+ 1). Esto significa que el indice
de autointerseccion de de la cerradura {w = 0} en M es -1.

Asi M es el blow-up de una vecindad de (v,w) = (0,0).

\ ’ Hoo

Figura 4.4: Extensién del campo V) a M

Regresando a las coordenadas (z,w):
Recordemos que el campo vectorial V tiene indice de Camacho-Sad A\+1 con
respecto al eje w, esto se sigue de la correspondencia de V' con V) mediante
H oo, pues el campo V), tiene indice A y al bajar el campo aumentamos en
1 el indice. Asi V tiene indice A + 1.
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El siguiente objetivo es construir una extension del campo V. Conside-
remos el campo vectorial V) y la siguiente construccién:

Definimos en una vecindad del origen en las coordenadas (0, ), un anillo
A, C M,
AMZ:DSXDG\DgXDE/, € <e

sea A el anillo cuyo dominio es la preimagen de A, bajo H oo
A:=(Hoo) Y (A,), AcCC (4.22)

Debemos notar que A,, C M N M_. Construiremos una variedad a través
de (H o o)™}, identificando la vecindad U, del origen en las coordenadas
(z,w), A C Cc C U; con el dominio abierto U = D, x D1 (en las cartas

(&,m)). Esto es, definimos ® como la composicién

d:=BoHoo: A— B(A,) CU_, B(0,w)=({=0w,n==)).

w

&~ =(Hoo) top™!

i.'a="

}
U_=D.x D1
- ‘

Figura 4.5: Extensiéon del campo V' a la superficie compleja W y las folia-
ciones FWV vy Fo

d=pFoHoo

Denotamos por W la variedad 2-dimensional compleja obtenida de los
dominios U y U_ y las funciones de transicién ®| 4,®* |®(4), donde A C Uy,
®(A) C U-. La foliaciéon Fy y Fy,,, definidas por los campos vectoriales
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V'y Vsl en Uy v U— respectivamente, definen una foliacién global que de-
notaremos por F” sobre W. Dicha foliacién tiene exactamente dos puntos
singulares, que denotaremos por 04 y 0_, que son los correspondientes pun-
tos singulares de V'y Vyy1. Observemos que el disco {0} x D, C U estd en
correspondencia bajo ® con el disco {0} x D1 C U_ (n = +). Esto define
una esfera de Riemann P. ‘

Junto con la foliacién F"Y consideramos la foliacién F,, definida por
{w = cte} (n = cte € U_). Esta foliacién define un haz lineal sobre P a saber
el haz normal de P en W. Para obtener informacién sobre cémo esta encaja-
da P en W es suficiente calcular el indice de Camacho-Sad para V en (0,0)
con respecto a la separatriz PP, y sabemos que, el indice de Camacho-Sad
de V41 en (0,0) con respecto a la separatriz {{ =0} es —(A + 1), mien-
tras que el de V) con respecto a {z =0} es A + 1. Asi por el indice de
Camacho-Sad, el indice de auto-inteseccion de la esfera de Riemann P es
P-P=(A+1)—(A+1) =0y que coincide con el grado del haz normal de
P—W.

Esto ultimo nos permite aplicar el Teorema de Savelev tratado en el
capitulo anterior, de la siguiente manera.

Por el Teorema de Savelev (Teorema 3.2), existe un biholomorfismo ¥
de una vecindad U de P en W al producto directo (C,0) x P y tal que
U(P) = {0} x P. Reduciendo si es necesario los dominios Uy y U_ podemos
suponer que ¥ esta definido en toda W, es decir ¥ : W — (C,0) x P.

Denotamos por F la foliacién inducida por F* bajo la transformacién
U, F := U(FV). La foliacién F est4 definida en el producto directo (C,0) x P
teniendo como puntos singulares los puntos U(04) y ¥(0_). Dadas las cartas
naturales en W, t,,t_ correspondientes a los dominios U, U_ respectiva-
mente, es decir, t : t;'(Uy) — Uy, t— : 121 (U_) — U_, entonces en una
vecindad de ¥(04) tenemos que la foliacién F es generada por el campo
vectorial

Vi= (Wot), V.

Asi mismo una vecindad del punto singular ¥(0_) la foliacién F es generada
por el campo vectorial

Vo= (ot h),V.
De esta manera tenemos V; = /Z\P_A,_% + Q+%, Vo = /Z\P_% + Q_a%/)\ son
generadores de la misma foliaciéon F de W(WW), entonces para cada z fija
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es posible extender el campo analiticamente sobre P. Esto implica que el
campo original es orbitalmente analiticamente equivalente a un campo que
es polinomial en la variable w. Lo que finaliza la demostracién del Teorema
4.2.

Bajo hipétesis adicionales sobre la genericidad de los campos es posible
demostrar el siguiente teorema

Teorema 4.4 (Analiticidad de la forma normal formal para n=2). Para
cualquier germen genérico no dicritico en Vo su forma normal orbital estricta
Vy es analitica, donde

0 0

Vi= (P +2°B)=— ’B)—

F=(2+2 )az+(Q2+w2 )8w

con Py y Q2 polinomios homogéneos de grado 2 y B(z) = 1o br(2)2F es
una serie de potencias formal.

Demostracion. Por el Teorema 4.3 sabemos que V es orbitalmente analiti-
camente equivalente a un germen de la forma

2(Prz,w) + () + (@2 w) + 22B(2)))
donde Pi(z,w) = wag + bi1z, Qi(z,w) = w+ diz, y f(z) es un funcién
holomorfa en una vecindad del origen. Notemos que siempre es posible definir
una transformacion lineal

L: (z,w) = (apz, a1z + agw)

tal que para constantes apropiadas ag,b1,d1,

0 d
Van = z(wag + b1z + ZQB(Z))% +w(w+diz + 225(,2))%

es linealmente equivalente a

W= (P+ ZB)% +(Q2 + wB)%
donde los componentes P, y (J2 son polinomios homogéneos de grado 2,
P2(0,w) = 0, el grado de Q2 respecto w es 2y B(z) = 22b(z). La equivalencia
entre V' y W es estricta (orbital y analitica). Entonces por la unicidad de
la equivalencia formal bajo equivalencia estricta orbital, la forma normal de
V., V¢, y W deben coincidir. Asi B(z) es analitica y entonces Vy también lo
es. O



Apéndice A

Variedades diferenciables y
superficies de Riemann

DEFINICION A.1. Un espacio topolégico M es una variedad topolégica de
dimension n real si satisface las siguientes propiedades:

1). M es un espacio Hausdorff, es decir, Vp,q € M, existen subconjuntos
abiertos disjuntos U, V C M tal quepe U yqe V.

2). Hay una base numerable para la topologia de M.

8). M puede ser cubierta con una familia de abiertos {Uas},c 4 tal que
para cada Uy, existe una funcion @, : Uy — R™ tal que ¢o(Uy,) es un
abierto de R™ y ¢, es un homeomorfismo sobre pq(Uy).

Si en la definicién anterior consideramos C™ en lugar de R™ decimos que
M es una variedad de dimension n compleja.

La pareja (@q, Uy) es llamada carta coordenada o sistema de coordena-
das con dominio Uy,. Al conjunto de cartas ¥ = {(¢a,Ua)} e € le conoce
como atlas para la variedad.

Si los dominios U, y Ug tienen interseccién no vacia U, N Ug # ¢, en-

tonces g0 it o (Us NUz) — 03Uy N Up) es llamada la funcién de
transicién (o de pegado) de la carta (¢q, U, ) en la carta (¢g, Up).

DEFINICION A.2. Decimos que una variedad topoldgica admite una estructu-
ra diferenciable si existe un atlas {(¢a,Ua)} para el cual todas las funciones

98
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de transicion son difeomomorfismos locales. En este caso decimos que M es
una variedad diferenciable y {(¢a,Uas)} es un atlas diferenciable.

Si en la definicién anterior cambiamos difeomorfismos por biholomor-
fismos locales, en ese caso decimos que M es una variedad holomorfa y
{(¢a,Uq)} un atlas holomorfo.

Dos cartas (¢a, Ua),(¢s, Ug) se dice que son compatibles si el mapeo ¢go
ool 0a(UaNUg) — 03Uy NUg) es un difeomorfismo. Equivalentemente
se dice que (¢q,Us), (¢, Up) son holomorfamente compatibles si el mapeo
000t 1 pa(UaNUg) — ©3(Us NUg) es un biholomorfismo.

DEFINICION A.3. Dos atlas ¥ y X' diferenciables son equivalentes si toda
carta de X es compatible con toda carta de Y. Andlogamente decimos que
dos atlas X y X' holomorfos son analiticamente equivalentes si toda carta de
Y es holomorfamente compatible con toda carta de Y.

Una variedad M con atlas {(¢q,Us)} puede ser reconstruida a partir de
los abiertos V,, = ¢4 (U,) en R™ o C" como lo muestra el siguiente lema:

Lema A.1. Sea M un conjunto, supongamos que {Uy} es una coleccion de
subconguntos de M, y pq : Uy —> R™ un mapeo inyectivo tal que satisface
las siguientes propiedades:

1). Para toda o, po(Uy) es un subconjunto abierto de R™.
2). Para todo o y B, pa(Ua NUR) y wp(Usa NUg) son abiertos en R™.

3). Siempre que Uy NUg # ¢, @a ogogl c0(UaNUg) — @a(UyoUP) es
un difeomorfismo.

4). Una cantidad de conjuntos numerables U, cubren a M.

5). Para todo p,q € M distintos, existen subconjuntos disjuntos Uy y Up
tal que p € Uy y q € Up.

En otras palabras para definir la variedad sélo es necesario dar los abier-
tos y las funciones de transicion.

Un caso particular de variedades que juegan un papel fundamental en
este trabajo son las variedades holomorfas de dimensién 1 compleja o dimen-
sién 2 real, dichas variedades son conocidas como superficies de Riemann.
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DEFINICION A.4. Una superficie de Riemman es un par (M,Y) donde M es

una variedad 1 dimensional compleja, conexa y X una estructura compleja
sobre M.

Una de las ventajas de las superficies de Riemman es que al tener local-
mente la estructura de C, podemos aplicar resultados de variable compleja
en una variable.

En el caso de las superficies de Riemann éstas no son mas que abiertos
de C identificados con biholomorfismos; por esta razén podemos aplicar las
nociones de variable compleja en el plano (las cuales son invariantes bajo
biholomorfismos).

Ejemplos:

1). El plano complejo, tiene una estructura definida por el atlas cuya tnica
carta es el mapeo identidad Id : C — C.

2). Dominios. Supongamos que M es una superficie de Riemanny N € M
es un dominio, es decir, un subconjunto abierto conexo. Entonces N
tiene una estructura la cual la hace superficie de Riemann; dicha es-
tructura estda dada considerando como su atlas todas las cartas coor-
denadas @, : Uy, — V, sobre M, donde U, C N. En particular, todo
dominio de B C C es una superficie de Riemann.

3). La esfera de Riemann P. Sea P = C U {o0}, introducimos la siguiente
topologia en P. Los conjuntos abiertos son los conjuntos U C C tal
que U es un abierto de C y los conjuntos de la forma V U {oo} don-
de V C C es el complemento de un conjunto compacto K C C. Con
esta topologia P es un espacio Hausdorff pues los conjuntos V U {oco}
permiten la condicién de Hausdorff para {oo}. Con esta topologia P
es homeomorfo a la 2-esfera mediante la proyeccién estereografica.

Consideremos ahora los abiertos Uy =P\ {oo} =Cy Uy =P\ {0} =
C* U {o0}. Definimos ¢; : Uy — C, i = 1,2 como ¢1(z) =z y

1/z, sizeC¥
<P2(Z)—{ / .
0, si z =00

Claramente estos mapeos son homeomorfismos y asi P es una variedad
2-dimensional real. Dado que U7 y Us son conexos y tienen interseccion
no vacia P es conexo. La estructura compleja sobre P es definida por



Apéndice A. Variedades diferenciables y superficies de Riemann 101

el atlas consistente de las cartas ¢; : U; — C,i = 1,2. Veamos que
las 2 cartas son holomorfamente compatibles. U3 N Uy = C \ {0} =
C*, ¢1(C*) = C* y po(C*) = C* entonces @y 0 o : C* — C*,
@20 ¢ (2) = 1/2 que es un biholomorfismo en C*.

Por lo tanto P tiene estructura compleja 2 dimensional real, asi P es
una superficie de Riemann.

Sea M una variedad de dimensién n real con atlas {(¢a,Ua)}acq v S€
p € U, para algin a € A con ¢u(p) = q¢ € pa(Uy). Consideremos una
curva v : R — ¢, (U, ) tal que v(0) = ¢g. Definamos la curva 4 : R — M
como 7 = 3" 0 7. Notemos que 5(0) = 93" (1(0)) = ¢3'(g) = p y 7(0) =
D051 (7(0))7/(0) es un vector tangente a M en el punto p.

Figura A.1: curva en M

DEFINICION A.5. Decimos que dos curvas diferenciables 8 : R — R"™ y
v : R — R" son equivalentes en un punto ¢ € R™ si B(0) = v(0) = q y
B'(0) =~'(0).

Es facil demostrar que ésta es una relacion de equivalencia. Bajo algunas
modificaciones esta tltima definiciéon permite definir equivalencias de curvas
en una variedad M.

DEFINICION A.6. Decimos que dos curvas diferenciables 3 : R — M vy
v : R — M son equivalentes en un punto p € M si sus imdgenes bajo una
carta (9o, Uy) que contiene a p son equivalentes en pq(Uy).
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Figura A.2: Equivalencia de curvas en M

El problema de esta ultima definicién es que no es claro que la equiva-
lencia de las curvas no dependa del sistema de coordenadas elegido. Veamos
que relacién existe entre las curvas bajo dos cartas distintas que la conten-
gan.

Supongamos que p € U, N Ug, denotemos ¢g, = ¢g o ¢l Sean q, =
¢a(p) ¥ a8 = ©8(p), Yo = ¥a(¥) ¥ 78 = 95(7). Como 5(0) = p entonces
Ya(0) = ¢a(7(0)) = ¢a(p) = ¢a ¥ 18(0) = ©5(7(0)) = ¢p(p) = gp- Sea v =
Ya(0) y w = 75(0), recordemos que de acuerdo a la definicién A.5 un punto
y un vector definen una clase de equivalencia. Asi, tenemos las clases de
equivalencia (¢a,v) = [ya] ¥ (g8, w) = [y3]. Observemos que vg = ¢g4(Va),
de donde obtenemos que v3(0) = Dg,¢ga(7(0))74(0). Asf w = Dy, ¢pa(ga)v.
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Entonces decimos que

(¢a;v) ~ (gp,w) siysélosi @palda) =ds ¥ Dgapalda)v =w.
(A1)
Con esta ultima relacion es posible asegurar que si dos curvas contenidas
en dos cartas son equivalentes en una carta también lo son en la otra. Esto
permite definir

DEFINICION A.7. El espacio tangente de M en el punto p, que denotamos
por T, M es el conjunto de clases de equivalencia de curvas diferenciables en
M que pasan por el punto p

T,M = {[§ : R — M : 5(0) = p]}

Notemos que T, M también puede ser definido como el conjunto de clases
de equivalencia de curvas diferenciables en R™ tal que pasan por ¢, (p) para
cada carta (¢, Uy ) que contiene a p y tal que donde se intersecten las cartas
se satisfaga la relacién (A.1). Bajo esta observacién el espacio tangente en
cuaquier punto a M es isomorfo a R"™, donde el isomorfismo esta dado por
Dy,. De manera equivalente se define el espacio tangente para una variedad
holomorfa con la respectiva modificacién de que T, M es isomorfo a C"

DEFINICION A.8. El haz tangente de una variedad diferenciable M, es union
de todos sus espacios tangentes

™ = | ) T,M
peEM

La misma definicién se da para una variedad holomorfa.

DEFINICION A.9. Decimos M que es una variedad de clase C* si sus trans-
formaciones de transicion son de clase C*. De manera equivalente se dice
que M es una variedad holomorfa si sus transformaciones de transicion lo
son.

Notemos que las funciones de pegado en T'M estan dadas por la relacion
de equivalencia ~, es decir, mediante pg, y Dyg,. Esto ultimo implica que
si M es de clase C*, entonces ©pa €s de clase Cky Dyg, es de clase Cck-1,
por lo que TM es una variedad de clase C*~!. En el caso de que ©sa Y Dega
sean holomorfas T'M también es una variedad holomorfa.



Apéndice A. Variedades diferenciables y superficies de Riemann 104

DEFINICION A.10. Sea M wuna variedad de dimension m real con atlas
(¢asUa) y N una variedad de dimension n real con atlas (v3,Ug), ambas de
clase C*. Una transformacion f : M — N se dice que es diferenciable de
clase C* en p € M si para toda carta (a,Uy) de M que contenga a p, y
(¢, Vi3) que contenga a f(p) se tiene que Yz o fopat: pa(Us) — 15(Va)
es de clase C* en el sentido usual de espacios euclideanos. Decimos que una
transformacion f es diferenciable en M si lo es en todos sus puntos. En
notacion f € C>*(M).

Si consideramos variedades holomorfas M y N con respectivos atlas ho-
lomorfos (¢a,Us), (¥8,Us), decimos que una funcién f : M — N es ho-
lomorfa en p € M si para toda carta (pq,U,) de M que contenga a p, y
(v, V) que contenga a f(p) se tiene que ¢z 0 fo sl : 0a0(Us) — ¥5(Vs)
es de clase holomorfa en el sentido usual de espacios euclideanos. Decimos
que una transformacion f es holomorfa en M si lo es en todos sus puntos.
En notacién decimos que f € O(M).

DEFINICION A.11. Decimos que una cubierta {Uy} es localmente finita, para
todo punto de M, hay una vecindad abierta U tal que U NU, # ¢ para un
numero finito de U,.

Una cubierta {Vj3} es llamada un refinamiento de {U,} si para cualquier
V3, existe un U, tal que Vg C U, . Recordemos que un espacio topoldgico
es compacto si cualquier cubierta abierta tiene un refinamiento finito. Una
condiciéon un poco mas débil es la de paracompacidad, decimos que M es
paracompacta si hay una cubierta abierta de M que tiene un refinamiento
localmente finito. La siguiente proposicion muestra que todas las variedades
son paracompactas.

Proposicion A.1. Sea M un variedad topoldgica. Entonces para cualquier
cubierta abierta de M hay un refinamiento abierto localmente finito numera-
ble {Vi;i=1,2,...} con la propiedad de que Vi, V; es compacto. En particular
M es paracompacta.

DEFINICION A.12. Sea X un espacio topdlogico y una funcién continua real
o complejo valuada f: X — R(C), definimos el soporte de f como:

supp f = {x € X; f(x) # 0}

DEFINICION A.13. Sea M una variedad de clase C°. Una familia de fun-
ciones C°(M), {fa}aeca con A un conjunto de indices a lo mas numerable
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es llamada una particion de la unidad sobre M si satisface las siguientes
tres condiciones:

1). 0 < fa(p) <1, para toda a € A yp e M.

2). {sop fa} es localmente finito.

3). Yaeafalp) =1, Vpe M.

Mas ain si el {sop fo} es un refinamiento de una cubierta abierta {U,},
la particion de la unidad {fo},c 4 se dice que es subordinada a la cubierta
abierta {Uy}

Teorema A.1l. Sea M una variedad de clase C*>* y {Uy} una cubierta
abierta de M. Entonces existe una particion de la unidad subordinada a

{Ua}-

Observemos que este teorema es valido para variedades holomorfas pues
en particular las variedades holomorfas son variedades de clase C'*°.

Corolario A.1. Supongamos que M es una variedad diferenciable, K un
subconjunto compacto de M y U es una vecindad abierta de K. Entonces
existe una funcion diferenciable f : X — R (0o C) tal que sopf € U y
flk =1

Pasamos a definir otro concepto importante dentro de este trabajo, las
1-formas diferenciales.

DEFINICION A.14. Una I-forma w en un espacio vectorial V sobre R o C es
una funcion lineal de V en R o C, es decir w € V*(donde V* denota como

es usual el dual de V')

Consideremos V' = R"™ un ejemplo de 1-formas son las funciones coorde-
nadas
g R" — R como xzp(z1,z2, ..., Tn) = Tk

DEFINICION A.15. Sea M wuna variedad diferenciable. Una 1-forma diferen-
cial en TM es una transformacion diferenciable de TM en R como sigue

w:TM — R como (p,v) — wp(v)

tal que es lineal en cada T,M es decir w, € (T,M)*



Apéndice A. Variedades diferenciables y superficies de Riemann 106

Ejemplo A.1. Sea f: M — R, con M = R" entonces la diferencial de f
es una funcion df : TM — R tal que en cada punto p € M es una funcion
lineal de T,M en R definida como sigue:

Sea y(t) = (x1(t), z2(t), ..., xn(t)) una curva tal que v(0) =p y 7' (0) =v la
diferencial de f en el punto p aplicada a v es

~of . dxi(t) of dzy,
dpf(’l}) - 87371(1)) dt |t=0+"'+axn( )( ) dt |t 0
_of of
= o (p)vr+ -+ o (p)vn
= V,f-v
Por otro lado la diferencial de xy, donde xj : R" — R, xp(z1, ..., 2n) = xg
es
&L‘k
pﬂfk Z 3:171 U’La
y dado que

0x; 0, 80,5 # j

entonces d,x(v) = v, De este modo toda 1-forma diferencial en R™ se puede
escribir como

dxy {1,s¢,z’:j;

wp =Y fi(p)dp; (A.2)
i=1
con f; : U CR"®™ — R diferenciable donde U es un abierto.

DEFINICION A.16. Definimos el haz cotangente como (TM)* = U ep (T, M)*

Observemos que df : TM — R es una funcién lineal y por lo tanto
es un elemento del cotangente de M. El ejemplo 9 muestra que es posible
expresar cualquier 1-forma diferencial en un abierto U de R"™ mediante la
ecuacién (A.2). Como dicha expresién es sencilla de trabajar seria conve-
niente que cualquier 1-forma diferencial sobre una variedad M pudiese ser
expresada con una ecuacién equivalente en un abierto de R™ mediante las
cartas coordenadas. Este objeto es conocido como el pullback de la 1-forma
y consiste en lo siguiente:

Sea M variedad diferencial con atlas {(¢a,Uns)} v w : TM — R una 1-
forma diferencial. Consideramos p € M y U, una carta que contiene p con
©va(p) = q entonces definimos el pullback de w como

Pawq(v) = Woal(a) (Dt (v))
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donde v € R" y Dy l(v) = 0 € T,M. Asi ¢}w es una 1-forma definida
en ¢q(Uy) de R™ y con esto es posible expresar localmente la 1-forma w
desde un abierto de R™ como la ecuacién (A.2). Todo lo anterior funciona
exactamente igual si en lugar de R™ consideramos C".

Supongamos que U es un abierto de una superficie de Riemann, sea
a € U y w una 1-forma holomorfa sobre U \ {a}. Sea (¢q,Us,) una carta
tal que Uy C U y wala) = 0. Entonces sobre U \ {a} podemos escribir la
1-forma como

wq = fadz
donde f € O(U \{a}) y wys = ¢}w.

N
NI

(paw)q

Figura A.3: Pullback de w

Sea
f= Z cn2"”

la expansion en serie de Laurent de f alrededor de a con respecto a la
coordenada ¢,. Observemos los casos:

1). Si ¢y, =0 Vn <0, entonces w puede ser continuada holomorfamente a
todo U. En este caso a es llamada singularidad removible de w.

2). Si existe un k < 0 tal que ¢ # 0y ¢, = 0 Vn < k, entonces w tiene
un polo de orden k en a.
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3).

Si hay una infinidad de términos ¢, # 0 con n < 0 entonces w tiene
una singularidad esencial en a.

El coeficiente c_; es llamado el residuo de w en a y es denotado por

c_1 = Resq,w

El siguiente lema muestra que esta definicién tiene sentido

Lema A.2. El residuo es independiente de la eleccion de la carta (Uy, ¢q).

Demostracion. Primero veamos que el pullback también se aplica para fun-
ciones f : M — R como sigue:
Sea p € po(Uq)

er9(p) = g(es" (p))

Denotamos por g, = ¢},g. Asi el residuo de g es el residuo de su pullback
en el punto correspondiente.
Sea V una vecindad abierta de a, demostraremos dos afirmaciones:

1).

Si g es holomorfa sobre V' \ {a} entonces el residuo de dg en a es igual
a cero y asi independiente de la eleccion de la carta.

Para probar esta afirmacion consideremos una vecindad coordenada
(¢pa,Uq) de a tal que po(a) = 0. Entonces g, es holomorfa en una
vecindad U \ {0} podemos suponer que

[e.e]

Ja = Z cn2"

n=—oo

es la expansion en serie de Laurent g bajo lo coordenada (g, Uy).
Entonces

oo
dge = Z nepz" tdz
n=-—00

y asi el coeficiente de z7'dz es igual a cero y este no dependié del
sistema coordenado.

. Si h es una funcién holomorfa sobre V la cual tiene un cero de orden

1 en a, entonces Res,(h~'dh) = 1 y es independiente de la eleccién de
la carta.
Supongamos que (@q,Uy) es una carta tal que po(a) = 0. Entonces
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bajo esta carta coordenada h se escribe como ho = zh donde iL~es
holomorfa en 0 y h(0) # 0. Lo anterior implica que dhy, = hdz + zdh y

dho _ hodz + 2dhe _ dz , dha
ha zhe oz ho

Dado que h(0) # 0 la 1-forma h~'dh es holomorfa en 0 y por lo tanto
su residuo es 0. Esto implica que

dhg, d
Resg—— = Reso—z =1
ha z

y asi como pudo verse no depende de la eleccion de la carta coordenada.

Ahora pasemos a la demostracion del lema A.2:

Sea (pq,Uy) tal que pq(a) = 0 entonces w mediante el pullback puede
escribirse como w, = fdz donde

Sea
Cn LS Cn np1
— _n _n+ _nm .n
n=—00 n=0
notemos que g es holomorfa en ¢, (Uy) \ {0}. Entonces bajo esta carta w, =

dg + c_1271dz.
Calculando el residuo de w,, se tiene que

Resg(ws) = Resg(dg) + Resg(c_12 tdz) = ¢y

pues de (1) y (2) sabemos que Reso(dg) = 0y Reso(z71dz) = 1, los cuales
son independientes de la eleccién de la carta. Asi ¢ 1 no depende de la
eleccion de la carta. O

DEFINICION A.17. Una 1-forma w sobre un subconjunto abierto U de una
superficie de Riemann se dice que es una I-forma diferencial meromorfa
sobre U si hay un subconjunto abierto U C U tal que las siguientes afirma-
ciones se satisfacen:

1). w es una 1-forma holomorfa sobre U,
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2). U\ U consiste solo de puntos aislados,

3). w tiene un polo en todo punto a € U\ U.

Nuestro objetivo es demostrar el teorema del residuo a superficies de
Riemann compactas

DEFINICION A.18. Supongamos que V es un subconjunto abierto de una
superficie de Riemann M. Una 1-forma w sobre U es llamada diferenciable
si, con respecto a cualquier carta (U, z), w puede ser escrita como

w= fdz+gdz sobre UNV, donde f,geC®UNYV).

Ademds, decimos que w es holomorfa si respecto a cualquier carta (U, z), w
puede escribirse como

w= fdz sobre UNYV, donde feOUNYV).

DEFINICION A.19. Supongamos que U es un subconjuno abierto de una su-
perficie de Riemann M. Una I1-forma diferenciable w es cerrada si dw = 0
y es exacta si existe una funcion f € C*(U) tal que w = df

Proposicion A.2. Supongamos que V es un subconjunto abierto de una
superficie de Riemann. Entonces toda 1-forma holomorfa w € A(V) es ce-
rrada.

Demostracion. Supongamos que w es una 1-forma holomorfa, entonces con
respecto a una vecindad coordenada (Uy, zx) podemos expresar a w como
wg = frdz con fr € O(Uy). Entonces

dw = dfy Ndz = (%dzqt%d?)/\dz: %dz/\dqu%dE/\dz
perodz Adz=0y % = 0 pues fi es holomorfa. Asi dw = 0. O

Si ademas w esta definida sobre una superficie de Riemann, entonces es
posible escribir a w como w = fdz donde f es un funcién holomorfa. Si la
superficie es simplemente conexa entonces por el Teorema de Cauchy f tiene
primitiva y entonces w es exacta.

Pasamos a enunciar caso particular del teorema de Stokes

Teorema A.2 (Stokes). Sea M wuna variedad de clase C* orientable de
dimension 2 y sea w una 1-forma sobre M con soporte compacto. Entonces

/dw:/ w
M oM
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Observemos que este teorema es aplicable a superficies de Riemann pues
éstas en particular son variedades de clase C* y orientables pues los cambios
de coordenadas son transformaciones conformes. Ahora supongamos que w
es una 1-forma holomorfa con soporte compacto sobre M donde M es una
superficie de Riemann. Entonces hay un ntimero finito de cartas ¢y : Uy —>
Vi,k=1,...,n tal que

sopw C Up_Uy.

Observando esto es posible construir un nimero finito de funciones diferen-
ciables fi € C°°(M) con las siguientes propiedades:

1) SOpfk C Uk7

2). > r_y fx(p) =1 para toda p € sopw.

Entonces wp = frw es una forma diferencial con sop frw € U y
n
w= Z frw (A.3)
k=1

Para construir dichas funciones utilizamos el corolario A.1 de la siguiente
manera;

Sea Uy, un abierto y sea K = {p} con p € U. Notemos que K es compacto
entonces, por el corolario A.1, existe fk : M — R tal que sop fk e€eUry
fe(p) = 1 asi consideramos para k = 1,...,n las fj.

Por la forma en que hemos definido las funciones fk, éstas satisfacen (1) pero
no necesariamente se cumple > ', fr = 1 para toda p € sopw. Definamos

las funciones fi como f; = i

22:1 fk )
Notemos que > p_, fr (p) # 0 para toda p € sopw, de lo contrario, si existiera
p € sopw tal que Y 4 fk(p) = 0, dado que 0 < fk(p) < 1, entonces
fk(p) = 0 para toda k = 1,...n esto implicaria que p € (Uy)¢ para toda
k =1,...,n, lo cual es una contradiccion pues p € sopw C Up_,Uy. De esta
manera las fi’s estan bien definidas, se satisface sop fr = sop fr y

- — Zz:l fk =1
;;fk ZZ::[ fk: .

Teorema A.3. Supongamos que M es una superficie de Riemann y w una
1-forma diferencial sobre M con soporte compacto. Entonces

/dw:O
M
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Demostracion. Como w tiene soporte compacto por (A.3) tenemos que
wWw=w1+--t+wy

donde cada wy es una 1-forma diferencial con soporte compacto contenido
en U, donde (Ug,pr) es una carta coordenada de M. Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que M = C. Sea R > 0 y tal que
sopw C {z € C: |z| < R} entonces

/ dw:/ dw
M |z|<R

Aplicando el teorema de Stokes obtenemos

/ dw = / w
l2|<R l2|=R

como sopw C {z € C: |z| < R} entonces tenemos que

/ dw = / w = / 0=0
|z|<R |z|=R |z|=R

como se queria probar. O

Teorema A.4 (Teorema del Residuo). Sea M una superficie de Riemann
compacta y aq, ...,an distintos puntos en M. Sea M' = M \ aq, ..., an. En-
tonces para toda 1-forma holomorfa w, w € A(M') se satisface

n
Z Resqw =0
k=1

Demostracion. Elegimos cartas coordenadas (¢, Uy) tal que U; N U, = ¢
si j # k. También suponemos que ¢i(ar) = 0y ¢r(Ux) C C es un disco
unitario centrado en el origen.

Para toda k = 1, ..., n elegimos una funcion f con soporte compacto sop fr C
U} tal que hay una vecindad abierta U, C Uy, de ay, con la propiedad de que
frlu, = 1. Definimos ¢ = 1 — (f; + --- + f). Entonces g|ﬁk = 0 ya que
fk|0k =1y fj‘Uk = 0 para k # j. De esta manera es posible extender di-
ferenciablemente a gw en el punto a; asignando el valor 0. Asi gw es una
1-forma diferenciable en M.

Por el teorema A.3

/ d(gw) =0 (A4)
M
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Dado que w es holomorfa sobre M, dw = 0. Ademds sobre U, N M’ tenemos
que frw = w pues fk|Uk =1y asi d(frw) = 0. De esta manera también es
posible extender diferenciablemenete a d(fyw) en el punto aj asignando el
valor 0. Calculando d(gw)se tiene que

d(gw) = d(w —w(fi + -+ fn)) = dw — d(w(f1 + - + fn))

; entonces, por (A.4), obtenemos

0= /M d(gw) = — /M ;d(fkw) =— ; /M d( frw). (A.5)

Para completar la demostracién tenemos que mostrar

/ d(frw) = —2miResq,w.
M

Dado que el sopd(frw) C Uy, basta integrar sélo sobre Uy (recordemos que
pedimos que @ (Uy) fuera un disco unitario). Podemos suponer también que
©r(Uy) es un disco centrado en el origen de radio 0 < € < 1. Asf al considerar
el pullback tenemos que

Pril (< =1
Sea R > 0 tal que sop fi, C {|zx| < R}, entonces

[t = [ d(f) = /€<2k<RsOZd(fkw)- (A.6)

Esta tltima igualdad se da pues d( fyw) = 0 en Uy, asf su pullback ¢fd(frw)
se anula en {|zx| < €}.

Aplicando el Teorema de Stokes

wd = * _ *
/€S|zk§R¢k (fiw) /Zk|:R90k(fkw) /lzk:esok(fkw),

pero f|zk|:R i (frw) = 0 ya que el sop g (frw) C {|zx| < R} y ademads

/mlE o (frw) = /mle Prw.
/M d(frw) = — /m':6 Prw-

Asi
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Observamos que la dltima integral es la expresién del residuo de una funcién
de variable compleja multiplicada por 27, es decir,

—/ prw = —2miResoprw.
|2k |=€
Por la definicién del residuo, tenemos que Resgprw = Resg, w.

Finalmente sustituyendo en A.5 obtenemos que

n
Z Resqw =0
k=1

O]

Nuestro objetivo en esta parte del apéndice es demostrar que toda su-
perficie de Riemann es una variedad de Stein. Recordemos la definicién de
variedad de Stein

DEFINICION A.20. Una variedad compleja X de dimension compleja n es
una variedad de Stein si:

1). Para todo p,q € X, p # q eziste una funcion holomorfa en X tal que
f(p) # f(a).

2). Para toda sucesion discreta de puntos {p;} C X existe una funcion
holomorfa g en X tal que {p;} son polos de g.

DEFINICION A.21 (Divisores). Sea M una superficie de Riemann. Un divisor
sobre M es una funcion D : M — Z tal que para cualquier subconjunto
compacto K C M hay sélo un numero finito de puntos x € K tal que

D(x) # 0.

Con respecto a la suma el conjunto de divisores es un grupo abeliano
el cual denotamos por Div(M). Ademds tenemos orden parcial en Div(M),
para D, D" € Div(M),D < D' si D(x) < D'(x) para toda z € M.
Supongamos que M es una superficie de Riemann y U un subconjunto abier-
to de M. Para una funcién meromorfa f € M(M)y a € U definimos el orden
de f en a como:

0, sifes holomorfa y no cero en a,
k, i f tiene un cero de orden k en a,
Orda(f) =

—k, sif tiene un polo de orden k en a,

oo, sif es identicamente cero en una vecindad de a.
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Asi para cualquier funcién meromorfa f € M(M) \ {0} la funcién = —
ord,(f) es un divisor sobre M, éste es llamado el divisor de f y es denotado
por (/).

Para una 1-forma meromorfa w € A'(U) podemos definir su orden en un
punto a € U como sigue:

Elegimos una carta coordenada (¢, U ) de a. Sobre U NU podemos escribir
a w como w = fdz, con f una funcién meromorfa. Definimos ord,w =
ord,(f). Es posible observar que el orden es independiente de la eleccién de
la carta. Para 1-formas meromorfas w € A*(M)\ {0} la funcién = +— ord,(w)
es de nuevo un divisor sobre M denotado por (w).
Para f,g € M(M)\ {0} y w € A*(M) \ {0} se satisfacen las relaciones

(fg) =N +(9), A/))==(f), (fo)=({)+ )

Un divisor D € Div(M) es llamado un divisor principal si hay una funcién
[ e M(M)\{0} tal que D = (f). Dos divisores D, D’ € Div(M) se dice que
son equivalentes si su diferencia D — D’ es un divisor principal. Una funcién
meromorfa f € M(M) se dice que es una solucién de D si (f) = D.
Introducimos a continuacién la nocién de solucién débil.

Sea Mp := {x € M : D(x) > 0}. Por una solucién débil entendemos una
funcién f € C*°(Mp) con la siguiente propiedad, para todo punto a € M hay
una vecindad coordenada (¢, U) tal que ¢(a) = 0 y una funcién ¢p € C*°(U)
con ¥ (a) # 0, tal que

f=vzF sobre UNMp, donde k= D(a).

Por una 1-cadena sobre una superficie de Riemann M entendemos una
combinacién lineal finita con coeficientes enteros,

n
C:Zﬁjcj, ,BjGZ
7j=1

donde las ¢; : [0,1] — M son curvas. El conjunto de todas las 1-cadenas
sobre M tiene una estructura natural de grupo abeliano el cual denotamos
por C1(M). Definimos el operador frontera

8 : C1(M) —s Div(M)

como sigue:
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Dada ¢ : [0,1] — M una curva en M, definimos

0, enc(0)=c(1),

1 1
gl en c(1),

—1, en ¢(0),

0, en otro caso

Lema A.3. Supongamos que M es una superficie de Riemann, c: [0,1] —
M es una curva y U una vecindad abierta relativamente compacta de c([0, 1]).
Entonces hay una solucion débil del divisor Oc con f\M\U =1, tal que para
toda 1-forma diferencial cerrada w se satisface

/ 1 df
w=— — Aw
c 2mi Mf

Supongamos que 4 = {U;},; es una cubierta abierta de una superficie de
Riemann M. Una familia f = {f;},c; de funciones meromorfas f; € M(U;)
es llamada una distribucién de Mittag-LefHler si las diferencias f; — f; son
holomorfas sobre U; N U;. Por una solucién de f entendemos una funcién
meromorfa definida globalmente f € M(M) tal que para cada i € I la
diferencia f — f; es holomorfa sobre U;.

Teorema A.5. Sobre una superficie de Riemann no compacta toda distri-
bucion de Mittag-Leffler tiene una solucion.

Teorema A.6. Toda superficie de Riemann M tiene una topologia nume-
rable.

DEFINICION A.22. Sea M wuna superficie de Riemann. Para cualquier sub-

conjunto Y C M sea h(Y') la union de'Y con todas las componentes conezxas
de M \'Y. Un subconjunto abierto Y C M es llamado Runge si Y = h(Y),
es decir, ninguna de las componentes de M \'Y es compacta.

Teorema A.7. Supongamos que Y es un subconjunto de una superficie de
Riemann M. Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

1). Si'Y es cerrado entonces h(Y) es cerrado
2). Si'Y es compacto entonces h(Y') es compacto

Corolario A.2. Supongamos que M es una superficie de Riemann no com-
pacta. Entonces hay una sucesion de K;,j € N de subconjuntos compactos
de M con las siguientes propiedades:
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1). K; =hH(K;) para todo j,
2). Kj_1 Cint(K;) para todo j > 1,
3). U Kj = M

Demostracion. Dado que M tiene una topologia numerable, hay una suce-
si6n de compactos K, C K{ C K5 C --- de M los cuales cubren a M. Vamos
a construir por induccién la sucesién K.

Sea h(K|) = Kp. Supongamos que Ki,..., K, con las propiedades (i) y
(74) han sido construidos. Entonces hay un conjunto compacto X tal que
K] UKy, C int(X). Definimos K, +1 = h(X). Entonces la sucesién K, j € N
satisface (i),(ii) y (4i7). O

Lema A.4. Todo divisor D sobre una superficie no compacta M tiene una
solucion débil .

Demostracion. Elegimos una sucesién {K;},  de compactos de M con las
propiedades:

1). K; = b(K;) para toda j > 1
2). K; C int(Kj41) para toda j > 1
3). U3, Kj =M

Vamos a demostrar que dado ag € M \ K y un divisor Ay con Ap(ap) =1
y Ap(x) = 0 para toda x # ag, entonces hay una solucién débil ¢ de Ay con
oK i L

En efecto dado que K; = h(K;) implica que el punto ay € U donde U es
una componente conexa de M \ K; la cual no es relativamente compacta.
Entonces hay un punto a; € U \ Kj41 y una curva ¢ en U, ¢o : [0,1] — U
tal que ¢o(0) = a1 y co(1) = ag. Asi por el lema A.3 hay una solucién débil
del divisor dcg con ok, = 1.

Repitiendo la construccién obtenemos una sucesién de puntos a, € M \
Kjin, n €N, curvas ¢, en M \ Ky, de an41 a a, y soluciones débiles ¢,
de los divisores dc,, con ¢y Kj4, = 1. Por lo tanto dc, = A, — Apy1, donde
A, es el divisor que toma valor 1 en a, y cero en otro caso. Asi el producto
Y1+ Pn es una solucién del divisor Ag — Ay,11. El producto infinito

00
P = H Pn
n=0
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converge, dado que sobre cualquier subconjunto compacto de M hay sélo
un numero finito de factores los cuales no son idénticamente 1. Entonces ¢
es la solucién débil deseada de divisor Ag.
Ahora supongamos que D es un divisor arbitrario sobre M. Para n € N
definimos
Do) = {D(:U), 81x € Kpi1 \ Kn;
0, sixz ¢ K1\ Ky,

donde Ky = ¢. Entonces
o)
D=> "D,.
n=0

Dado que D,, es no cero sélo en un niimero finito de puntos, hay una solucién
Yy, de divisor D,, con ¥y,|k, = 1. El producto

= H Un
n=0

es una solucién de D. O

Teorema A.8. Sobre una superficie de Riemann no compacta M todo di-
visor D € Div(M) es el divisor de una funcion meromorfa f € M*(M),
donde M*(M) consiste de todas las funciones meromorfas f € M(M) las
cuales no se anulan sobre cualquier componente conexa de M.

Teorema A.9. Supongamos que M es una superficie de Riemann no com-
pacta y {ay},cy €s una sucesion de puntos sobre M la cual no tiene punto
de acumulacion. Entonces dado un numero complejo arbitrario ¢, € C hay
una funcion holomorfa f € O(M) con f(ar) = ci para toda k € N.

Demostracion. Por el Teorema A.8 hay una funcién h € O(M) la cual tiene
un cero de orden 1 en aj y en cualquier otro punto es no cero. Para i € N
definimos
U, =M \ Uk {ak} .

Entonces U := {U;},.y es una cubierta abierta de M. Definimos g; € M(U;)
por g; 1= L.

Para i # j

UiﬂUj:M\{akik‘EN}.

Asi % es holomorfa sobre U; N U;. Entonces {g;},.y es una distribucién
Mittag- Leffler sobre M la cual por el Teorema A.5 tiene una solucién g €
M(M). Definimos f := gh. Sobre U; tenemos

f=gh=gih+(9—g)h=ci+(g9—gi)h.
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Dado que g — g; es holomorfa sobre U; y hq, = 0, se sigue entonces que
feOWM)y fla;) = ci+ (9(ai) — gi(ai))h(a;) = ¢; para toda i € N. O

Corolario A.3. Toda superficie de Riemann no compacta M es una varie-

dad de Stein.

Demostracion. Sean x,y € M,x # y. Consideremos la funcién f : M — M,
f(z) = z entonces f € O(M) con la propiedad de que f(z) # f(y).
Sea {ay},cy una sucesion de puntos sobre M la cual no tiene punto de
acumulacién, por el Teorema A.8 hay una funcién h € O(M) la cual tiene
un cero de orden 1 en a; y en cualquier otro punto es no cero. Para i € N
definimos
U =M \ Uk;,gi {ak} .

Entonces 4l := {U;};. es una cubierta abierta de M. Definimos g; € M(Uj;)
por g; 1= .
Para i # j

UinU; = M \{ay : k € N}.

Asi % es holomorfa sobre U; N Uj. Por lo tanto {g;};cy es una distribucion
Mittag-Leffler sobre M la cual por el Teorema A.5 tiene una solucién g €
M(M). Asi toda superficie de Riemann no compacta es una variedad de
Stein.

O
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