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INTRODUCCION.

En términos simples, la ingenieria estructural consiste en etapas tanto de analisis como del disefio de un sistema
estructural. Los objetivos técnicos del procedimiento de analisis, en su mayor parte, se refieren a la
determinacion de fuerzas y desplazamientos de una estructura dada. El analisis estructural puede resultar tan
interesante para los ingenieros que se convierte en sus adeptos y quiza decidan dedicarse por completo a su
estudio. Aunque el analisis y la prediccion del comportamiento de las estructuras y de sus partes es una etapa de
gran importancia del disefio estructural, en realidad solo se trata de uno de varios pasos importantes
interrelacionados. En consecuencia, es poco comun que un ingeniero se dedique de manera exclusiva al anélisis

estructural.

El analisis estructural, tal como lo conocemos hoy dia, evoluciono durante varios miles de afios. Durante este
tiempo, muchos tipos de estructuras, como vigas, arcos, armaduras y marcos, se usaron en la construccion a lo
largo de cientos o miles de afios antes de que se desarrollaran para ellas métodos satisfactorios de analisis. Si
bien los antiguos ingenieros manifestaron tener cierto entendimiento del comportamiento estructural (como lo
prueban sus exitosas construcciones de grandes puentes, catedrales, barcos de vela, etc.), un progreso real en la

teoria del analisis estructural ocurrid solo en los ultimos 150 afios.

Los egipcios y otros antiguos constructores contaban seguramente con algunas reglas empiricas obtenidas de la
experiencia previa para determinar los tamafios de los elementos estructurales. Sin embargo, no contamos con
pruebas de que hayan desarrollado alguna teoria de andlisis estructural. El egipcio Imhotep, quien construyo la
gran piramide escalonada de Sakkara alrededor del afio 3000 a. C., es considerado el primer ingeniero estructural
del mundo. Aunque los griegos construyeron algunas magnificas estructuras, sus contribuciones a la teoria
estructural fueron pocas y muy espaciadas. Pitagoras (¢.582-500 a.C.), de quien se dice que cre6 la palabra
matematicas, es famoso por el teorema geométrico que lleva su nombre. Este teorema en realidad ya era
conocido por los sumerios hacia 2000 a.C. posteriormente, Arquimedes (287-212 a.C.) desarrollo algunos

principios fundamentales de la estatica e introdujo el término centro de gravedad.

Los romanos fueron constructores extraordinarios y muy competentes en el uso de ciertas formas estructurales,
como son los arcos semicirculares de mamposteria. Al igual que los griegos, ellos también tenian muy poco
conocimiento de andlisis estructural e hicieron ain menos progresos cientificos en la teoria estructural.
Probablemente, disefiaron la mayoria de sus hermosos edificios desde un punto de vista mas bien artistico. Tal
vez sus grandes puentes y acueductos fueron dimensionados con reglas empiricas; sin embargo, si esos métodos
de disefio condujeron a dimensiones insuficientes, las estructuras deben de haber fallado sin que haya quedado

un registro historico de ellas. Solamente sus éxitos prevalecieron.

Una de las mas grandes y notables contribuciones al analisis estructural, asi como a todos los otros campos

cientificos, fue el desarrollo del sistema de numeraciéon hindu-ardbigo. Matematicos hindues desconocidos
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crearon en los siglos II y III a.C. un sistema de numeracion del uno al nueve. Alrededor del afio 600 d.C., los
hindties inventaron el simbolo sunya (que significa vacio), que ahora llamamos cero. Sin embargo, los mayas ya

habian desarrollado el concepto de cero aproximadamente 300 afios antes.

En el siglo VIII d.C. los arabes tomaron este sistema de numeracion de los escritos cientificos hindtes. En el
siguiente siglo, un matematico persa escribié un libro que incluyo al sistema. Su libro fue traducido al latin
algunos afios después y llevado a Europa. Alrededor del afio 1000 d.C., el papa Silvestre II decreto que los

numeros hindu-arabigos deberian ser usados por los cristianos.

Antes de que pudieran hacerse avances reales en el analisis estructural fue necesario desarrollar la ciencia de la
mecanica de los materiales. Hacia mediados del siglo XIX se habian hecho grandes progresos en esta ciencia. Un
fisico francés, Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), y un ingeniero-matematico francés, Claude Louis
Marie Henri Navier (1785-1836), con base en el trabajo de numerosos investigadores realizado a lo largo de
cientos de afios, sentaron las bases de la ciencia de la mecanica de materiales. Especial importancia tuvo un libro
de texto publicado por Navier en 1826, en el que analizo las resistencias y las deflexiones de vigas, columnas,

arcos, puentes colgantes y otras estructuras.

Se cree que fue Andrea Palladio (1508-1580), un arquitecto italiano, quien uso por primera vez las armaduras
modernas. El revivié algunos tipos de estructuras romanas antiguas, asi como las reglas empiricas para
dimensionarlas. Sin embargo, fue hasta 1847 que Squire Whipple (1804-1888) introdujo el primer método
racional para el analisis de armaduras. Esta fue la primera gran contribucion de Estados Unidos a la teoria de las
estructuras. Se dice con frecuencia que el andlisis de armaduras de Whipple sefialo el principio del analisis

estructural moderno.

Varios métodos excelentes para calcular deflexiones fueron publicados entre 1860 y 1870, y estos aceleraron el
desarrollo del analisis estructural. Entre los mas importantes investigadores y sus logros se cuentan: James Clerk
Maxwell (1831-1879), de Escocia, por su teorema de las deflexiones reciprocas publicado en 1864; Otto Mohr
(1835-1918), de Alemania, por su método de los pesos elasticos, presentado en 1870; Carlo Alberto Castigliano
(1847-1884), de Italia, por su teorema sobre trabajo minimo en 1873; y Charles E. Greene (1842-1903), de

Estados Unidos, por sus teoremas de area-momento, publicados en 1873.

El anélisis completo de una estructura suele requerir de un conocimiento de los tamaiios de todos sus elementos,
que estan determinados por decisiones de diseio. Estas decisiones deben basarse en el conocimiento de las
fuerzas en la estructura que resultan de un andlisis. En forma maés clara, para salir de este circulo y empezar el
proceso completo, el ingeniero en estructuras debe hacer estimaciones iniciales. Esto puede constituir un disefio
un disefio “preliminar”, el cual define temporalmente el tamafio de los elementos. Habiendo determinado un
conjunto inicial de tamafos de los elementos, puede hacerse un analisis mas detallado para determinar las

fuerzas y los desplazamientos.



Durante las tres o cuatro ultimas décadas han ocurrido grandes cambios en los métodos de analisis estructural
usado en la practica de la ingenieria. Estos cambios han ocurrido principalmente gracias al desarrollo de
computadoras digitales de gran velocidad y al uso creciente de estructuras muy complejas. Los métodos
matriciales de analisis proporcionan un lenguaje matematico muy adecuado para la descripcion de un sistema
estructural que puede ser resuelto con facilidad por las computadoras o nuevos programas de escritorio. Antes
del advenimiento de las computadoras los métodos matriciales eran de poco uso pues las soluciones de las
ecuaciones eran muy dificiles de manejar usando métodos de calculo manual. El cambio en los métodos de
analisis se ha acelerado durante la ultima década gracias a disponibilidad de computadoras personales y
estaciones de trabajo muy poderosas. Actualmente, la mayoria del anélisis estructural se lleva a cabo usando
métodos basados en computadoras. Por ello es muy importante que todos los estudiantes de ingenieria estructural
conozcan los principios fundamentales del analisis matricial de estructuras y puedan conocer tanto los puntos
fuertes como los débiles de este tipo de analisis. El analisis estructural mediante métodos matriciales no implica
la adquisicion de conceptos nuevos de ingenieria estructural. Lo unico que haremos serd organizar los
procedimientos y las ecuaciones resultantes de ellos en un formato que permita analizarlos en una computadora y

en el software Mathcad.



OBJETIVO

EL objetivo de este trabajo es dar a conocer como utilizar el analisis estructural matricial en la solucion de
armaduras y marcos por el método de la rigidez directa con el programad de Mathcad que en la actualidad es una
herramienta muy eficaz; la cual tiene como propdsito de hacer los célculos mas rapido como si estuviéramos
haciéndolo con calculadora, graficadora o a mano; las cuales en nuestras clases de andlisis estructural lo

haciamos con la calculadora o con ayuda de las tablas de integracion de areas para el método de la flexibilidad.

Por otro lado veremos como es que se arman las matrices de rigidez el cual el programa Mathcad tiene la
particularidad que no tiene limites de tamafios de matrices, también tiene que las unidades pueden ser cambiadas
de un sistema a otro llamese SI o unidades Inglesas. El objetivo es dar a conocer como es que resuelve o

ejemplificar con una serie de ejercicios el método matricial de armaduras.

Actualmente se imparte en las materias de estatica, estructuras isostaticas y andlisis estructural el método de los
nodos que es de suma importancia y el cual se basa est¢é método matricial automatizado que esta basado en el
método basico de la rigidez que nos da a conocer con modelos los temas de equilibrio, compatibilidad y
relaciones fuerza-desplazamiento que es la base para la elaboracion de este trabajo de tesis y una mejor
compresion acerca de como la estructura se comporta la cual nos sirve para armar nuestras matrices de rigidez y

compatibilidad para ahora si poder obtener las fuerzas y desplazamientos.

Como sabemos una forma de obtener los desplazamientos de una armadura con el método del trabajo virtual es
aplicado en un punto del nodo en direccion ya sea horizontal o vertical la carga unitaria y asi calculando uno por
uno obtenemos los desplazamientos de cada nudo pero con ayuda del Mathcad haciendo nuestra matriz estatica
[B] v [A] y multiplicando [k,] con las dos matrices anteriores podemos obtener la matriz de rigidez de la
estructura y asi de un solo paso despejamos la matriz [A] que dependiendo si es estatica o hiperestatica asi
podemos obtener todos los desplazamientos y fuerzas de un solo paso por eso es necesario saber y entender
estos conceptos basicos de equilibrio, compatibilidad y relaciones fuerza- desplazamiento. El cual también en la
serie de ejercicios veremos como se calculan y modelan los apoyos de armaduras como sabemos nuestros
modelos de apoyo siempre estan apoyados de manera horizontal y vertical pero que pasa con los apoyos que
pudieran estar inclinados o que tengan algun desplazamiento impuesto como un apoyo que se desplace hacia
abajo debido a un asentamiento del suelo, o también los defectos constructivos de un miembro, también la
temperatura de los elementos que pudieran estar expuestos a un gradiente de temperatura; pues aqui en este

trabajo observaremos como el programa Mathcad realiza de manera facil estos calculos.

También nuestro siguiente objetivo que es un poco mas extenso es la solucion de marcos sencillos tal vez de una
sola crujia; pero también de marcos con tecos a dos aguas. La solucioén para encontrar las fuerzas que en este
caso son la flexion, cortante y la fuerza normal y también los desplazamientos de los marcos (giros y

desplazamientos lineales) los cuales también son basados en el método de la rigidez directa que hemos llamado
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asi, también veremos como es que se modela un marco que tiene apoyos inclinados resortes, existen también
varias condiciones de carga; el cual nos dan a conocer el concepto de elemento local y elemento global los
cuales son de gran utilidad para poder transformar un elemento local y a global i viceversa como lo hace
automaticamente el programa SAP que se basa estos conceptos el cual nos arroja los diagramas de fuerzas
automaticamente en una ventana de un solo miembro asi es como el método de la rigidez directa va a calcular las
fuerzas por elemento y como es que transforma también estas cargas. Y aplicaremos también el concepto del
principio de superposicion para cada elemento que vamos analizar ya sea de marco como de armadura asi es que

espero que el programa de Mathcad sea de gran ayuda.



I. MARCO TEORICO.
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I.1 Antecedentes: Equilibrio, compatibilidad, relaciones fuerza-desplazamiento.

El objetivo técnico del analisis estructural se define como el proceso de encontrar de encontrar todas las fuerzas
y desplazamientos de un ensamblaje de elementos estructurales debidos a alguna perturbacion dada. Sin importar
que método se utiliza para lograr este objetivo, el analisis completo de una estructura necesitara la utilizacion de

los principios de

1. Equilibrio.
2. Compatibilidad.

3. Relaciones entre fuerzas y desplazamientos.

La solucion total de cualquier sistema estructural se desarrolla a través de una sucesion de sustituciones entre
estas relaciones, hasta que resulta un sistema de N ecuaciones con N incognitas. Segiin como se manipulan estas
relaciones, surgen diferentes estrategias. El objetivo final es desarrollar un sistema resoluble de ecuaciones que

contengan como incdgnitas ya sea a las fuerzas o a los desplazamientos.

Tradicionalmente y para propdsitos de analisis, los sistemas estructurales se clasifican en dos grupos generales,
aquellos sistemas que solo requieren del uso de las ecuaciones de equilibrio para determinar todas las fuerzas en
una estructura se denominan estructuras estaticas determinadas. Los principios de compatibilidad y las
relaciones entre fuerzas y desplazamientos se utilizan solo para encontrar los desplazamientos después de haber
encontrado, mediante el equilibrio, las fuerzas. Muchas estructuras practicas caen en esta clase. La segunda clase
de estructuras requiere de la utilizacion de los tres principios para encontrar las fuerzas en la estructura. Las

estructuras de este tipo se denominan indeterminadas.

Para ilustrar la utilizacion de los tres conceptos antes mencionados, se considerara el modelo de la figura 1-1a.
Aunque el modelo es bidimensional, los siguientes argumentos pueden extenderse con facilidad a estructuras
tridimensionales. Las lineas de razonamiento aqui desarrolladas son lo suficientemente generales para aplicarse a
cualquier sistema estructural que sea lineal, elastico y que experimente solo pequefios desplazamientos. Como
se menciono en el capitulo, estas restricciones son necesarias para el principio de superposicion sea valido. La

teoria de los desplazamientos pequefios también simplificara la geometria del problema.

El modelo de la figura 1-1., representa un sistema deformable que consiste en dos resortes conectados a una
masa. La carga se aplica en el punto B y es concurrente con las fuerzas que ejercen los resortes sobre la masa. Se
supone que la fuerza P se aplicara con lentitud, de modo que no participen fuerzas dinamicas. Se supone también
que los resortes inicialmente no estan estirados, y el bloque estd restringido a moverse sin friccién en la

direccion de la guia.
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@)

(b}

Fig. 1-1 a) Modelo estructural b) Diagrama de cuerpo libre.

1.1.1 Equilibrio.

Para el analisis bidimensional, las tres ecuaciones basicas de equilibrio son:

2Fx=0
2Fy=0
M, =0

Para el modelo de los resortes de la figura 1-1, todas las fuerzas son concurrentes en el punto B y por ello Y M
se satisface de manera automatica. Esto deja a )'F,=0 y a } F,=0 como las ecuaciones primarias. Despreciando al
peso del bloque, en la figura 1-b se muestra el diagrama de cuerpo libre de la masa. Con referencia a este

diagrama, es posible escribir las ecuaciones de equilibrio como:

ZFx=0
-F,—F,cos@+P=0 (1.1)
2F =0
y
—-F,sen@+R =0 (1.2)
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Se ha supuesto que las fuerzas de los resortes seran en tension y que entonces jalaran al cuerpo como se muestra.
Estas fuerzas se llaman fuerzas internas o de elemento. Las fuerzas P y R se conocen como fuerzas externas o de
la estructura. También pueden llamarse fuerzas de las juntas, ya que estan aplicadas directamente a las
conexiones o juntas de la estructura. Aunque, ambas ecuaciones de equilibrio, se clasifican de una manera

diferente.

La primera ecuacion, ) F,, relaciona las fuerzas en la direccion de un posible movimiento de la
estructura. En la medida que el sistema se deforma, el punto B se movera solo en la direccion x. El posible
movimiento es el grado de libertad. Un desplazamiento en la direccion de un grado de libertad se denomina
desplazamiento libre. Se dice que la primera ecuacion esta escrita en la direccion de un grado de libertad. La
segunda ecuacion relaciona fuerzas en una direccion para la cual el movimiento no es por completo libre. Puede
decirse que los movimientos en esta direccion estan prescritos o impuestos, y que la ecuacion de equilibrio esta
escrita en la direccion de un desplazamiento impuesto. Se vera que esta distincion es de suma importancia en el
planteamiento de un procedimiento analitico general, ya que estas ecuaciones se manipulan de una forma

diferente a lo largo del proceso de resolucion.
1.1.2 Compatibilidad

La compatibilidad es en esencia una afirmacion acerca de como debe ajustarse a si misma la estructura; se trata,
por consiguiente, de una relacion entre las deformaciones del sistema. Si el bloque del modelo se mueve una

distancia A, en la direccion x, hay una elongacion correspondiente de los dos resortes fijados al bloque (e; y ).

]

b
3 7

ez"=.ﬁ. cos 8

ey

Fig. 1-2. Posicién desplazada, desplazamiento x.

Se puede afirmar que el desplazamiento A, en la direccion del grado de libertad debe ser “compatible” con la
elongacion de los dos resortes fijados al bloque (e; y e;). La figura 1-2 muestra la posicion deformada del
sistema cuando el punto B se desplaza. El triangulo abc proporciona una forma de expresar la elongacion del

resorte en términos de A, como:

e, =N, (1.3)
e,, =A_cos(H) (1.4)
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Aqui se ha adoptado la notacion e;; para representar la elongacion del elemento i debida a un movimiento en la

direccion j.

Aunque el sistema estd en realidad restringido de movimiento en la direccion y en B, se puede
desarrollar la relacion entre las elongaciones de los resortes y una hipotética A,. El diagrama de desplazamiento

aparece ahora como se muestra en la figura 1-3. Ahora, las elongaciones estan dadas por:

e, =0 (1.5)
e, =Aysen(6’) (1.6)

En ambos diagramas de desplazamientos se ha supuesto que la teoria de los desplazamientos pequefios

es valida. En el diagrama de la figura 1-3, A, es un movimiento perpendicular al elemento 1.

A, sen § =e5,

AN
<1 1
bj;

Fig. 1-3. Posicion desplazada, desplazamiento y.

Podria calcularse la distancia CB’, que es
CB'=,/CB* +1’
Con la suposicion de los desplazamientos pequeiios (Ay<10'2 CB), se observa que CB serd, cuando mucho,

CB=CB+\1+107"

Esto muestra que el elemento 1 no se alarga cuando el punto B se mueve perpendicularmente al

elemento BC, en tanto se suponga que ocurren pequefios desplazamientos. Como resultado, e;,=0.

Ya que la superposicion es valida, se puede combinar al alargamiento debido a cada uno de los

desplazamientos A,y A, para obtener el alargamiento total como

e =¢, e, =A, (1.7

e, =e, te, =cos()A, +sen(6) A (1.8)

y
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Los desplazamientos A, y A, a veces son llamados externos o de la estructura. El termino A, es un
desplazamiento de la estructura, es decir, un grado libre de libertad. El termino A, es un desplazamiento de la
estructura, esto es, no es un grado libre de libertad sino mdas bien un desplazamiento prescrito. En este ejemplo se

representa la guia imponiendo un desplazamiento de A,=0.

Los desplazamientos e, y e, se conocen como desplazamientos internos o de miembro. Se dice entonces
que las ecuaciones de compatibilidad relacionan desplazamientos externos con desplazamientos internos o

desplazamientos de la estructura con desplazamientos de los miembros.

1.1.3 Relaciones entre fuerzas y desplazamientos

En el estudio de los cuerpos deformables, el término “ley constitutiva” se refiere a la relacion entre los esfuerzos
y las deformaciones de un material. Utilizando las leyes constitutivas de un material dado y los conceptos de
equilibrio y compatibilidad, es posible definir la relacion entre las fuerzas y las deformaciones de cualquier
elemento estructural, por ejemplo una viga, una placa o un cascarén. Los resortes del modelo representan los
elementos estructurales y se supondrda que se han utilizado los principios fundamentales para definir las
propiedades de desplazamiento y fuerza del elemento. Hay dos formas bésicas para expresar estas relaciones. La

primera relacion es de la forma

F =ke (1.9)
donde F' y e = fuerza del miembro y desplazamiento

k =rigidez del elemento

La rigidez tiene unidades de fuerza por unidad de longitud y puede pensarse como la fuerza necesaria para
mantener al elemento en una unidad de desplazamiento. La segunda forma de la ecuacion relacionando fuerza y
desplazamiento es:

eZ%F

e=fF (1.10)

En este caso, la cantidad f esta dada en unidades de longitud por fuerza y define la flexibilidad del elemento
estructural. Puede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es el desplazamiento que resulta de una carga
unitaria. Se observa que en este modelo la flexibilidad es simplemente el reciproco de la rigidez. Después se
vera que las flexibilidades y las rigideces de elementos con fuerzas multiples. También estan relacionadas por
esta propiedad inversa. De hecho, hay dos estrategias principales de resolucion, que se basan ya sea en el punto
de vista de la rigidez o en de la flexibilidad. Debe observarse que los dos principios previos, el de equilibrio y el

de compatibilidad, tratan con relaciones entre cantidades de una clase, esto es, las ecuaciones de equilibrio
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relacionan fuerzas diferentes y las ecuaciones de compatibilidad relacionan diferentes desplazamientos. Las

relaciones fuerza-desplazamiento proporcionan esencialmente el vinculo entre las fuerzas y los desplazamiento.

Para los dos resortes del ejemplo, se tienen los dos conjuntos posibles de ecuaciones

F, =ke (1.11)
relaciones de rigidez
F =ke 1.12
2 272
e, = f,F, (1.13)
relaciones de flexibilidad
e, = f,F, (1.14)
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1.2 FUNDAMENTACION.

La fundamentacion de este trabajo se basa en las estrategias basicas de resolucion referente a los procedimientos
mostrados a lo largo del trabajo, que implican la manipulacion directa de las ecuaciones de equilibrio, de
compatibilidad y de fuerza desplazamiento para obtener una solucion para todas las fuerzas y desplazamientos
desconocidos basicamente la combinacion de estos tres métodos que a continuaciéon describiremos para después
combinar con el programa de Mathcad para las operaciones con matrices y otros calculos matematicos que este

programa nos ayuda a resolver de una manera mas eficaz y exacta.

1.2.1 El método basico de la rigidez.

El método bésico de la rigidez deriva su nombre del hecho de que tanto las relaciones de fuerza-desplazamiento
de los elementos como de la estructura se expresan en términos de la rigidez. Iniciando con la rigidez entre las
fuerzas de un elemento estructural y sus desplazamientos, se utilizan las relaciones de equilibrio y
compatibilidad del sistema para generar un conjunto de N ecuaciones con N desplazamientos estructurales
desconocidos. Estas ecuaciones finales son de la misma forma que las relaciones fuerza-desplazamiento en el
elemento; esto es, algin conjunto de fuerzas equivalente al producto de la rigidez de la estructura y los
desplazamientos de la estructura. Una vez formadas estas ecuaciones, pueden resolverse para los
desplazamientos de la estructura. Estos valores pueden entonces sustituirse en las relaciones entre fuerzas y

desplazamientos y de compatibilidad para encontrar todas las fuerzas y deformaciones del elemento.

Para definir el procedimiento paso a paso de este método, primero se adoptaran las siguientes

notaciones:

A = desplazamientos de la estructura (desplazamientos externos)
e = desplazamientos de miembro (desplazamientos int ernos)
P = fuerzas de la estructura o de las juntas ( fuerzas externas)

F = fuerzas de los miembros ( fuerzas int ernas)

%‘Hﬁ

A . S
e

= -
- e s E =

= . e e = o ey =
= By = =y —

Fig. 1-4. Definicion de las fuerzas estructurales y desplazamientos, y de las fuerzas de los elementos y
desplazamientos.
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Los desplazamientos de la estructura pueden todavia dividirse en dos clases.

A= desplazamientos en direccion de un grado de libertad (desplazamientos libres)
A= desplazamientos que son prescritos o impuestos
En forma andloga, las fuerzas de la estructura pueden dividirse en dos grupos:
P;= fuerzas en direccion de los grados de libertad
P, = fuerzas en direccion de los desplazamientos prescritos impuestos.

Las negritas se utilizan aqui para indicar que, en general, cada una de esas cantidades realmente representa un
conjunto o coleccion de fuerzas o desplazamientos. Para el modelo estructural de la figura 1-1, se definen estos

términos en la figura 1-4.

Pasos del método basico de la rigidez.
Los pasos del método basico de la rigidez pueden plantearse como sigue:

PASO 1. Formar las ecuaciones de equilibrio, de compatibilidad y de fuerza-desplazamiento.
P=f(F). e=£(a). F= £ (c)

PASO 2. Sustituir las relaciones de compatibilidad en las relaciones entre fuerzas y desplazamientos para
obtener un sistema de ecuaciones que relacione las fuerzas F de los elementos con

desplazamientos estructurales A.

PASO 3. Sustituir las fuerzas de los elementos, ahora en términos de A, en las ecuaciones que relacione

las fuerzas estructurales P con los desplazamientos estructurales A.



PASO 4 Resolver las ecuaciones del paso 3, que estdn escritas en las direcciones de los grados de
libertad para los desplazamientos libres A¢.

PASO 5 Resolver aquellas ecuaciones del paso 3 que estén escritas en la direccion de los
desplazamientos prescritos A; para las fuerzas en la direccion de los desplazamientos prescritos

P.

En el paso 4 se define completamente a A. Estos desplazamientos pueden sustituirse ahora en
PASO6 las ecuaciones que resultan del paso 2, es decir, F = f (A) para definir las fuerzas de los

elementos.

A continuacion mostraremos un ejemplo sencillo para la solucion de este modelo estructural mostrado Fig. 1-1.
Con la ayuda de Mathcad, siguiendo los pasos del método bésico de la rigidez y observando como el programa

hace las simplificaciones correspondientes.

a)
b)
Fl
AT
}' |
Fy
[_ .
Fig. 1-1 a) Modelo estructural b) Diagrama de cuerpo libre.
PASO 1 Las ecuaciones de equilibrio, de compatibilidad y de fuerza- desplazamiento para el
modelo de resortes repetido en la figura 1-1 se escribe como:
—-F, — = 1.15
Fi = Fplcos(8) +Pyx=¢( equilibric
Py - Fy [sin(6) +R = 0 1.16
e =4, 1.17
Compatibilidad
ey = cos(0) [Ax +sin(B) [Ay 1.18

19



Fi=kle; 1.19
fuerza-desplazamiento

Fr=kle 120

Como se observa en la ecuacion 1.16, se incluy6 una fuerza aplicada Py en la segunda ecuacion de
equilibrio. Se vera que esta fuerza es absorbida completamente por la reaccion. Un valor de Py=-mg
podria, por ejemplo representar el peso del bloque.

PASO 2 La sustituciéon de las relaciones de compatibilidad en las ecuaciones de las fuerzas de

desplazamiento produce.

Figs. 1-2.Compatibilidad en direccién x

Fig. 1-3.Compatibilidad en direccion y

Fi=k; A, 1.21

. 1.22
Fp = ky [ (cos(8) [Ax +sin(8) [Ay)

PASO 3. Ahora se sustituyen las fuerzas del paso 2 en las ecuaciones de equilibrio:
~(k; (D) —ko [(cos(8) [ Ay +sin(8) [Ay) [cos(B) +Py=0 1.23
ko [ (cos(8) [Ax +5sin(8) [A]] [sin(8) +R +Py = C 1.24
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PASO 4 Ahora se resuelven las ecuaciones escritas en la direccion del grado de libertad (1.23) para
el desplazamiento libre Ay En este caso, Ay=0 es un desplazamiento impuesto y Ax es el

desplazamiento libre. Resolviendo (1.23) se obtiene.

Dado ~(k; 1B 5) —ka [ (cos(8) [A) [cos(8) +Py=0

A= Find(a ) - O

2 1.25
ky Ceos(0)” + ky

Si se requiere la guia para desplazar verticalmente una cantidad, es posible fijar A, a este valor impuesto y

resolver (1.23) para obtener: 13

Dado ~(k1 [Ay) —kp [(cos(8) [Ax+sin(8) [Ay) [cos(8) +Pyx=C

Py —ky [ Ay [cos(B) [sin(6) 1.25

Ay = Find(A 5) -
ko Ccos (8)° + k;

PASO 5 Suponiendo A,=0, ahora se resuelven las ecuaciones escritas en la direccion del
desplazamiento restringido (1.24) para la reaccion R.
Obsérvese que para este paso se necesita el resultado del paso 4 (es decir, Ay).

Sustituyendo Ax en (1.24) y resolviendo para la reaccion R, se obtiene.
Dado ky [(cos(8) [Ax +sin(8) [Ay]] [sin(8) +R +Py =0

cos(8) [ (Px —ky [Ay [cos(8) [sin(8))
R := Find(R) — ky 5in(8) [ Ay Ckin(8) + -P, 126
k Ccos (8)° + k;

Obsérvese que si se aplica una carga P, en la junta B, es absorbida completamente por el soporte, como se indico

anteriormente, entonces -Py en la ecuacion 1.26.
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PASO 6. Para determinar las fuerzas de los miembros, ahora se sustituye los desplazamientos en los

resultados del paso 2.

P Py [k 1.27
Fi:=k O - - z

ky Ckos(8)2 +k;  ky Ceos(8)” +k;

P Py [ky [ cos(B) 1.28
Fy = ky (kos (8) O - I

ky Ckos(8)> +k; ko Ckos(8)” +k;

Se ha visto que la estrategia de solucion por medio de la rigidez finalmente produce todas las fuerzas y
desplazamientos desconocidos. La caracteristica clave del método es que primero se resuelve para los
desplazamientos y después para las fuerzas. Esto podria parecer, en principio un camino ineficiente para llegar a
la meta principal, que es diseflar una estructura, sobre todo cuando se considera que el disefio se basa
esencialmente en criterios de resistencia. Se observé anteriormente que el ingeniero en disefio suele dimensionar
los elementos de manera que estos tengan la resistencia para soportar las fuerzas de los elementos. Los
desplazamientos se comprueban sélo después de que se han encontrado todos los esfuerzos. Por supuesto que las
fuerzas son las cantidades de mayor interés para este propdsito, y el paso intermedio de encontrar primero los
desplazamientos puede verse como un enfoque inconveniente. Para estructuras pequefias con un ndamero
pequeiio de elementos esto puede ser verdad, pero para una estructura mas grande se vera que el enfoque de la
rigidez tiene muchas ventajas computacionales significativas sobre el método alternativo de la flexibilidad para
una clase mucho mas amplia de estructuras. Se observd en la seccion que la estrategia de la flexibilidad
comprende la solucién de un sistema de ecuaciones que produce primero las fuerzas, después de lo cual se
calculan los desplazamientos. Esta caracteristica es, por supuesto, compatible con el proceso de disefio basado en
los criterios de resistencia y ha sido con frecuencia citada como una ventaja del método de la flexibilidad.
Ciertamente hay algunas estructuras que pueden resolverse de manera mas efectiva con el enfoque de la
flexibilidad, aunque el método de la rigidez es mas popular, sobre todo para el desarrollo de programas con

propositos generales.

Una de las principales razones de la eficiencia del enfoque de la rigidez es que los dos primeros pasos del
procedimiento subrayado aqui pueden programarse con eficiencia permitiendo una formulacion “directa” de las
ecuaciones del paso 3. Esto se conoce como el método de la rigidez directo. Por otra parte, el método basico de

la flexibilidad que se desarrollara en la siguiente seccion no tiene un método directo de la flexibilidad.
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1.2.2 Introduccion al uso de matrices.

En las secciones precedentes se ha visto que las condiciones de equilibrio, de compatibilidad y de fuerza-
desplazamiento se expresan, todas ellas, en términos de sistemas de ecuaciones simultaneas. Mediante una serie
de sustituciones, es posible formar un sistema resoluble de N ecuaciones en N incognitas. El proceso de
resolucion y la eventual solucion pueden expresarse de modo mas conveniente en un formato matricial. Las
operaciones de matrices son, en esencia, una forma eficiente para efectuar el proceso de sustitucion entre
conjuntos diferentes de ecuaciones simultaneas. Ademas de la conveniencia y de los célculos manuales, las
matrices son representadas convenientemente por arreglos y vectores de codigos de computadora que en algunos
casos es conveniente hacer programas en Mathcad para estos arreglos, los cuales se facilitara el calculo de

algunas matrices, para tener el procedimiento mas o menos directo.

Ahora se desarrollan algunas notaciones generales para las matrices que se utilizaran en cada uno de los pasos

del método de la rigidez basico.

PASO1 Relaciones de equilibrio, de compatibilidad y de fuerza-desplazamiento. Se ha desarrollado

la idea de la matriz estatica [B] que relaciona fuerzas aplicadas y de reaccion. Utilizando
esta notacion, es posible escribir las ecuaciones de equilibrio en la direccioén de los grados

de libertad libres como:

{7} =[B]{} (129)
Cargas aplicadas W @ K& Fuerzas de los resortes

Matriz estatica

La relacion de compatibilidad conecta la deformacion interna {e} con los movimientos libres de las juntas {A}.

Se escribe esta relacion como

{e} =[4]{2} (130)
Elongaciones @ t ,x Grados de libertad

de los resortes.  Matriz de compatibilidad
La matriz [A] es la matriz de compatibilidad.

Por ultimo, las relaciones carga-desplazamiento son de la forma:

F =k E, =k,e, etcetera.
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En un formato matricial, estas ecuaciones dan como resultado una matriz diagonal denominada matriz de rigidez

no ensamblada [k,].

(F) T 1003 {F}=[x]{d (1.31)
Fl Tk 0 0 v 0]fe
ﬁ 1 &Deformaciones de los resortes
Fj ) k : ﬂ T n 3 Fuerzas Matriz de rigidez no ensablada
{ 'F.’- = J"-r": .,lf] k de los resortes
Fy) [0 0 0 kyl e

Con estas definiciones ya es posible expresar simbolicamente los pasos restantes del método de la rigidez.

PASO 2 Sustitiyase la relacion de compatibilidad en la relacion fuerza-desplazamiento:

{d =[4]{a}

. (1.32)
{F}=[k]{<
{F} =[x ][4]{2}

PASO 3. Sustitayase {F} en las ecuaciones de equilibrio:
{F} =[x ][4){a}
1
{P} =[B]{}
(7} =[8][k.] 41 (133)
Ahora ya es posible combinar el triple producto [B ] [ku ] [A] en una matriz para obtener
{P} =[x]{a} (1.34)

donde:
[K ] = matriz de rigidez de la estructura = [B] [ku ] [A]

PASO 4. Resuélvase el sistema de la ecuacién (1.34) para los desplazamientos {A}:
-1
{a} =[k] {P} (1.35)
PASO 5. Regresar al resultado del paso 2 y calcular {F} a partir de:

(A ={e) e A
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Se observa que, una vez que se han formado las matrices [A], [B] y [ku], es un conjunto directo de

operaciones con matrices lo que produce una soluciéon completa para todos los desplazamientos y para todas las
fuerzas. Ya que las ecuaciones de equilibrio fueron escritas solo en la direccion de los desplazamientos libres, no
se obtienen ningunos valores de reacciones rigidas. Siempre es posible encontrar las reacciones aplicando
directamente las condiciones de equilibrio después de haber calculado las fuerzas de los resortes. Puede
establecerse una formulacion matricial general que incluya las ecuaciones de direccion de la reacciones; sin

embargo, se puede desarrollar un enfoque més conveniente.

1.2.3 El método basico de la flexibilidad.

El método basico de la flexibilidad se basa en el concepto de forzar la compatibilidad de los desplazamientos de
una estructura. En efecto, es necesario que todas las cargas, sean aplicadas o de reaccidén, provoquen
desplazamientos de la estructura de manera que se satisfagan las ecuaciones de compatibilidad, ya sea
internamente o en los linderos de la estructura. El método de la flexibilidad deriva su nombre del hecho de que
las relaciones fuerza-desplazamiento tanto de la estructura como de los miembros estan en términos de
flexibilidades. Empezando con la relacién de flexibilidad entre las fuerzas y los desplazamientos de los
miembros estructurales, se utilizan las relaciones de equilibrio y de compatibilidad del sistema para generar un
sistema de N ecuaciones en términos de N fuerzas desconocidas. Estas ecuaciones finales son de la misma forma
que las relaciones fuerza-desplazamiento de los elementos, esto es, algiin conjunto de desplazamientos es
equivalente al producto de la flexibilidad de la estructura y de las fuerzas desconocidas. Una vez que se han
planteado estas ecuaciones, es posible resolverlas para las fuerzas desconocidas. Después, es posible utilizar esas

fuerzas para encontrar los desplazamientos restantes, si se desea.

Aunque los pasos mas importantes del método de la flexibilidad son analogos a los del método de la rigidez, los
detalles y las sucesiones de las operaciones son, de alguna manera, mas complejos. A continuacion se
desarrollara la estrategia de resolucion, basada en un razonamiento fisico que tiene algo intuitivo. Tal como se
definen aqui, no es tan facil extender los pasos del método para formar un método general de la flexibilidad,

como fue posible con la descripcion previa del método de la rigidez.

Indeterminacion y estructuras primarias

Para desarrollar el método de la flexibilidad, es necesario primero dividir en dos grupos las fuerzas desconocidas
de la estructura. El primer grupo de fuerzas, denominada de aqui en adelante fuerzas primarias (F,), son todas
aquellas fuerzas que pueden encontrarse solo con el equilibrio, en ausencia de todas las demas de todas las
demas fuerzas desconocidas. El segundo grupo consiste simplemente en las fuerzas desconocidas “adicionales”.
Como el segundo grupo de fuerzas son aquellas fuerzas que numéricamente superan a las fuerzas primarias, se

les llama fuerzas “redundantes” (Fr). Ahora, la verdadera pregunta es ;Como se identifican las fuerzas primarias
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y las redundantes de una estructura? Para ilustrar esto, considérese el ejemplo original de la figura 1-1, repetido

en las figuras 1-5 y 1-6.

Py (eonocidak

G’ET
S

Fig. 1-6. a) Elongacién debida a A,. b) Elongaciones debidas a A,

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, se observa que hay tres fuerzas desconocidas, Fy, F,, y R. se sabe que

para un conjunto de fuerzas concurrentes hay solo dos ecuaciones de equilibrio,

5F, =0

ZF, =0

Si se seleccionan F; y F, como fuerzas primarias, es posible encontrar su valor debido a las cargas
mediante el equilibrio, en ausencia de R, ya que se tienen ahora dos ecuaciones con dos incognitas. También
seria posible elegir a F; y a R como fuerzas primarias y dejar a F, como redundante. Se observa que en cada caso
siempre hay tantas fuerzas primarias como ecuaciones de equilibrio, por lo que ya seria posible (aunque no
siempre) resolver para las fuerzas primarias debidas a las cargas conocidas, en ausencia de la redundante.
Obsérvese también que hay muchas combinaciones de fuerzas que pueden servir como el conjunto primario.
Entonces, ;,como y con base en que se pueden elegir el conjunto primario de fuerzas? Cuando el problema es

una estructura con solo algunas redundancias y se utiliza una soluciéon manual, la eleccidon suele basarse en la
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conveniencia. Si se utiliza un método por computadoras, hay algunos procedimientos automatizados que pueden
hacer la seleccion por el usuario, pero no sin algiin gasto computacional. Por ahora, se elegira como redundante

la fuerza que demuestre con mayor claridad el método.

e

ea

Fig. 1-7. Estructuras primarias y fuerzas.

Regresando al ejemplo, se observa que solo hay una redundante, que sera elegida como fuerza R. Se dice que
una estructura con una redundante es estdticamente indeterminada de primer grado con dos redundantes es
indeterminada de segundo grado, etcétera. En el problema, las fuerzas primarias son ahora las fuerzas en los
resortes F; y F,, y se puede identificar una estructura “primaria” como aquella en la cual unicamente las fuerzas
primarias reaccionan a las fuerzas aplicadas. Para el ejemplo, en la figura 1-7a se muestran la estructura y

fuerzas primarias. Las otras posibles elecciones de estructuras primarias se muestran en las figuras 1-7b y 1-7c.
Compatibilidad y deformaciones consistentes

Para ilustrar los pasos basicos del método de la flexibilidad, considérese que la estructura primaria es la de la
figura 1-7a, aunque la utilizacion de cualquier otra producirad las mismas respuestas. En este caso, la fuerza
redundante R resulta porque el punto B esta restringido de movimiento en la direccion y. Ahora se adoptara la
consideracion de que la estructura actiia debido a la redundante R y a la carga aplicada P. Los desplazamientos
que resulten de estas dos cargas deben ser de tal forma que el desplazamiento total en la direccion y en el punto
B, es decir, Ay, sea igual al valor impuesto, que en este caso es cero. Para lograrlo, primero se calcula el
desplazamiento de la estructura primaria en la direccion de la redundante debida a la carga P, que se define como
A,. a continuacion se calcula, y define como Ag, el desplazamiento en la direccion de la redundante debido a la
fuerza redundante R. El desplazamiento final debido a ambas fuerzas es entonces la suma de los desplazamientos

AR y Ap, que se denominara A;:
A, =0, +A, (1.36)

Cuando las redundantes son las fuerzas internas de los miembros, se puede escribir una ecuacion analoga como
e =e, te, (1.37)
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Fig. 1-8. Deformacion consistente por superposicion.

Por ahora el interés son solamente las deformaciones externas y se utilizara la ecuacion (3.40). Por supuesto, el
desplazamiento Ay estara en términos de la redundante desconocida R; esto es, Ag=f R, donde f'es la flexibilidad
de la estructura. La relacion es lineal en la medida en que haya apego a las restricciones del comportamiento
lineal elastico y de la teoria de los desplazamientos pequefios. En este ejemplo, la guia se no permite movimiento
en la direccion y y Ai=0. Sin embargo, se podria prescribir algiin valor de Aj, esto es, requerir que el estado final
la guia se desplace alguna cantidad conocida. La ecuacion anterior es lo suficientemente general para incluir esta

posibilidad. La figura 1-8 ilustra la interpretacion geométrica de la ecuacion antes sefialada, con A=0.

Ademaés de conocerse como método de la flexibilidad, este tipo de andlisis también se denomina analisis de la
deformacion consistente o método de las fuerzas. Se observa que el método requiere que los desplazamientos
debidos al efecto individual de cargas separadas deben ser iguales al sumarse al efecto final como si todas las
fuerzas actuaran simultdneamente. Esto, se espera, sera algo familiar, ya que en realidad es una afirmacion del

principio de superposicion.

La ecuacion A, =A, + /A, puede ahora ser resuelta para la redundante R. Las fuerzas finales en la

estructura pueden entonces encontrase sumando las fuerzas debidas a P y el valor ya conocido de la redundante

R, lo que es otra vez una aplicacion del principio de superposicion.
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11. ANALISIS MATRICIAL DE
ARMADURAS.
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1.1 PROCEDIMIENTO SEMIAUTOMATIZADO

El método matricial que esta por tratarse es esencialmente una extension y reorganizacion de los procedimientos
del método de los nodos. Le seguira un método mas comprensivo que proporciona un analisis completo para
todas las fuerzas, asi como para los desplazamientos. Para una armadura plana determinada, se derivo la

expresion para definir la determinacion como:

2NJ = NM + NR
donde NJ =numero de nodos.
NM =ntmero de miembros.

NR =numero de componentes de reaccion.

Cuando se cumple esta condicion, hay tantas ecuaciones como fuerzas desconocidas. Suponiendo que no hay
inestabilidades geométricas, el sistema de ecuaciones resultante tendrd solo una solucién. El método de los
nodos es en realidad un procedimiento para resolver el sistema de ecuaciones, pero estd basado en una logica y
en un razonamiento que no pueden generalizarse con facilidad para propodsitos de programacion. Para
automatizar el proceso, se debe observar el problema como la resolucion simultanea de las 2NJ ecuaciones como
NM-+NR incognitas. Esto significa que primero deben escribirse todas las ecuaciones de equilibrio en los nodos
para cada nodo de la estructura. Entonces, un procedimiento de resolucion, como el de la eliminacidon gaussiana,

puede utilizarse para resolver las fuerzas desconocidas o con el Mathcad nos ahorramos tiempo.

Para ilustrar el proceso, considérese la armadura sencilla que se muestra la figura 2-1a. En este caso,
NJ=4, NM=5, NR=3. La ecuacion 2NJ=NM+NR se satisface y la armadura es determinada con ocho fuerzas

desconocidas. Se utiliza la convencion de suponer que todos estan en tension (figura 2-1b).

2 20klb

s 20 PSS —]|= 20 pics >-|

Fig.2-1a. Armadura determinada.
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Fig.2-1b. Armadura determinada (fuerzas de los elementos considerando todos en tension)

Es conveniente suponer que las reacciones en los soportes “tensan” los nodos como si fuesen fuerzas en los

elementos de los soportes en tension. Esta convencion sera muy util en el desarrollo subsecuente del método de

la rigidez. Aunque esta armadura tiene solo una fuerza aplicada, se puede generalizar mas todavia el problema

suponiendo la presencia de fuerzas +x y +y para cada nodo. Se adoptara la convencion de escribir la ecuaciones

en el orden Y F,,;=0, > F,;=0, > F,=0, >F,=0, etcétera. Ahora las ocho ecuaciones con ocho incognitas son

Nudo 1
IF, =P, +3F +F, =5, =0
3

ZFyl :Pyl +§E _Syl =0

Nudo 2
4 4
2F, =P, _§E +§F3 =0

3 3
ZFyZ :Pyz _gE _Fz _EF3 =0

Nudo 3
ZEw =Px3_Et+Fs =0
ZFy3 =Py3+F2 =0

Nudo 4
4
zFx4 =P, _§F3 —F =0
_ 3 _
zFy4 _Py4 +§Fs _Sy4 =0

’hll
1
i Fy
27
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Estas ecuaciones pueden escribirse ahora en forma matricial como:

Py Fy
b, 08 0 0 1 0 -1 0 0 F, 0
y
06 0 0 0 0 0 -1 0 0
p F
X2 08 0 08 0 0 0 0 0 3 0
P 06 <1 =06 0 0 0 0 0| Fy 0
+ =
P.s 0 0 0 -1 1 0 0 0]|]Fs 0
0O 1 0 0 0 0 0 0 0
Py3 Sx1
» 00 <080 =10 0 0| 0
x4 0 0 06 0 0 0 0 -1)] Y 0
Pyy

(2.1)
(2.2)
(2.3)

El vector {P} se denomina vector de carga en el nodo o en la estructura, y contiene todas las posibles cargas
aplicadas. El vector {FS.} se llama vector de fuerza del elemento y del soporte. Primero se listan las fuerzas en
los elementos, seguidas de las fuerzas de los soportes. La matriz [B] es una matriz estdtica. Para armaduras

determinadas esta matriz siempre es cuadrada, ya que siempre hay tantas ecuaciones (renglones) como
incdgnitas (columnas). Obsérvese que [B] = —[B] , esto es, todos los signos se han cambiado a partir de los

valores mostrados arriba. La matriz estatica define la relacion de equilibrio entre las fuerzas aplicadas y las
desconocidas, y también se le conoce matriz de equilibrio. La ecuacion 2.3 expresa simbolicamente esta

relacion. La solucion para las incognitas puede expresarse de manera simbolica encontrando la inversa de [B]:

F
F; 0 0 0625 083 0 083 0 0)( 0

00 0 o 0o -1 ool|lo
F3 0 0 -0625 083 0 083 0 0|20
Fy 00 05 -0667 1 -0667 1 0 || 0
Fs | |0 0 05 -0667 0 -0667 1 0 10
Sy 1o 1 o 1 0o 1o0ol|lo
< 0 1 0375 05 0 05 0 0] o
vl 0 0 -0375 05 0 05 0 1 0
Sya

{Fs}=[B]{P} (4
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I1.2 PROCEDIMIENTO AUTOMATIZADO.

En la seccidon anterior, se vio que una vez que se definen la matriz estatica [B] y el vector de carga {P}, pueden
llevarse a cabo con facilidad los pasos para obtener una solucion para {FS} mediante una computadora digital.
Desde el punto vista del usuario, el esfuerzo principal es la formulacion y el accesamiento de la matriz estatica y
del vector de carga de las juntas. En esta seccion se desarrollaran los pasos basicos para llevar a cabo este
proceso directamente a partir de la descripcion geometrica de la armadura. En consecuencia, se elimina el

proceso de escribir las ecuaciones de equilibrio.

I1.2.1 Descripcion geometrica de una armadura

La geometria de una armadura puede describirse completamente por medio de dos conjuntos sencillos de

datos: 1)Las coordenadas de los nodos y 2)Las conexiones de los elementos.

I1.2.1.1 Coordenadas de las juntas.

Para la armadura de la figura 2-1, las coordenadas de las juntas se listan como:

Matriz de coordenadas

Nudo X y
1 0 0
2 20 15
3 20 0
4 40 0
5 -1 0
6 0 -1
7 40 -1

Estas coordenadas estan referidas a un origen, que este caso esta en la junta 1. Los ejes coordenados [X, y] se

denominaran en coordenadas globales o estructurales.

Las juntas 1, 2, 3 y 4 son las juntas reales de la armadura. Las juntas 5, 6 y 7 se utilizan para describir la
orientacion de las fuerzas de reaccion. En la seccion anterior, se vio que se suponia que las reacciones en los
soportes actuaban sobre ¢l nodo como si representaran una fuerza en tension en un elemento conectado con el
nodo. Se puede lograr este efecto considerando los soportes de la figura 2-2b. Por lo tanto para definir la
orientacion de cada elemento de soporte es necesario definir las coordenadas globales de ambos extremos del
elemento. Las juntas 5, 6 y 7 lograran esto. Dichas juntas extra de apoyo. Como se vera, la distancia real de la
junta extra a la junta de soporte de la armadura no es importante, y es muy sencillo considerar la coordenada
extra por medio de un valor unitario. Siempre habra tantas juntas extra de apoyo como componentes de reaccion

adoptando estas definiciones, es posible tratar a las reacciones de la misma manera que a las fuerzas en las barras
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cuando se construya la matriz estatica. Los elementos soportes también proporcionan un medio adecuado para

modelar soportes inclinados, para analizar desplazamientos impuestos y para modelar soportes no rigidos.
I1.2.1.2 Conectividad de los elementos.

Una vez que se han definido las coordenadas globales de la armadura, es posible describir la configuracion real
de la armadura definiendo como estan conectados los nodos de los elementos. Cada elemento esta conectado con
dos nodos. Sera necesario designar a uno de estos nodos como la nodo inicial y al otro como nodo final, como se
muestra en la figura 2-2c¢. Esto define una coordenada local o de direccion del elemento a lo largo de este, como
también se muestra en la figura 2-2b. La coordenada local x” apunta de la junta inicial B a la junta final E. Para
todo elemento, se definira el nimero inicial NB y el numero final NE para sus juntas inicial y final,
respectivamente. Estos nimeros definen la conectividad del elemento. En el caso de la armadura de la figura 2-

2¢, las conectividades son:

Matriz de conectividades

Numero de L. . .
miembro Nudo inicial|] Nudo final Tipo
1 1 2
2 2 3
3 2 4
4 1 3
5 3 4
6 1 5 R
7 1 6 R
8 4 7 R

Y 20kk

(20, 15) gmmemmmmmte

15 pies

/ 140,01 |
| i f
_ijgr[:l.m 3120, @ f
g e

| Hipes - !- H PRI el

Fig.2-2 a) Coordenadas de una armadura
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Fig.2-2. b) Elementos soporte de armadura. c) conectividades de una armadura.

La eleccion de las juntas inicial y final para un elemento de la armadura es en realidad arbitraria. Sin embargo,
los elementos soportes siempre deben tener como junta inicial a una junta de la armadura. Esta convencion

también simplifica los procesos de construccion de la matriz [B].

11.2.2 Cosenos directores

La orientacion de un elemento en una armadura puede describirse definiendo los cosenos directores del eje x’
local del elemento. Hay dos cosenos directores para cada eje x’. Los cosenos directores son los cosenos de los
angulos o y B, como se muestra en la figura 2-3. El angulo a se mide desde el eje x positivo hacia el eje local x .
El angulo B se mide desde el eje y positivo hacia el eje local x’. Si se conocen las distancias Dx, Dy, y L de cada

elemento, los cosenos directores se definen simplemente como:

'

y Dx:x(E)—x(B)
5 Dr=y(E)-»(8)

1y cosa :% =Cx

|5

D
cosfB =

:Cy
- Y L

Fig. 2-3. Cosenos directores del eje local x” de un elemento de una armadura
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C,. =cosa = Dx (2.5)
L
C,=cosf= % (2.6)

Los términos D, y Dy son las proyecciones x, y del elemento de longitud L.
El signo y la magnitud de D, y D, se determinan restando la coordenada “inicial” de la coordenada “final”.
Esto puede expresarse como:
D, =x(E)-x(B) (2.7)
D, =y(E)-y(B) (2.8)

Entonces, la magnitud del elemento es determinada mediante la simple expresion

L=+Dx*+Dy’ (2.9)

Considérese el elemento 3 de la figura 2-1a. Las distancias Dx, Dy y L, asi como los cosenos directores
C.y C,, se dan a continuacion. (Las operaciones de abajo muestran el calculo de los cosenos directores,
que fueron extraidas del programa Mathcad para una visualizacion del tipo de elemento; dando como
datos de entrada el numero de elemento; los cuales fueron necesarias, la matriz de coordenadas y la

matriz de conectividades).

Nodo final Nodo inicial
Elemento j:= 3 (Cntvi’ ﬁn) =4 (Cntvi,ini) =2
Dy = Crdn(Cntvi’ﬁn),x - Crdn(Cntvi’ini) x = 20[ft . Dy = Crdn(Cntvi’ﬁn) y - Crdn(Cntvi’ini) y = -15[ft
NLm:\/szJ“Dyz:ZSEﬂt » cX:_—DX:—og cyzliy:os N(;W::E‘:os gmz%:—os
Nodo inicial Nodo final

Haciendo referencia a la figura 2-4, se observa que C, y C, son también las componentes x, y de una fuerza

unitaria que actia en la direccion +x en la junta final del elemento.
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Fig. 2-4. Cosenos directores y fuerzas extremas del elemento.

En la junta inicial, se requiere de una fuerza unitaria en la direccion —x’ para que el elemento este en equilibrio.

Las componentes x y y de esta fuerza son simplemente -C, y C,.

11.2.3 Numeros de las ecuaciones.

Cuando se escribieron y ordenaron en forma matricial las ecuaciones de equilibrio en cada junta, se observo que
el orden de las ecuaciones seguia la convencion: ecuacion 1, Y 'F,;=0; ecuacion 2, ) F,,=0; ecuacion 3, Y F,,=0;
ecuacion 4, ) F,,=0, etcétera. Cada ecuacion representa un renglon de la matriz estatica. De acuerdo con esta
convencion, el numero de ecuacion (renglon) para cualquier ecuacion en particular puede determinarse con

facilidad a partir de las expresiones

NEX =2JN -1 ecuacion en la direccion x
NEY =2JN ecuacion en la direccion y
Donde;

JN es el nimero de nodo donde se escribe la ecuacion. Por ejemplo, la ecuacion Y F,=0 en la junta 4 se localiza

en el renglon
NEX =2JN -1= 2(4) —1=7 de la matriz estatica.

La ecuacién ) F,=0 en la junta 4 se localiza en el renglon
NEY =2JN =2 (4) =8 de la matriz estatica.

En la figura 2-5a se muestran los nimeros de las ecuaciones para cada ecuacion de equilibrio.

Los numeros de las ecuaciones NEX y NEY son simplemente los nimeros de los renglones de la matriz
estatica que representan una ecuacion de equilibrio en una junta dada. Para construir la matriz [B], se vera que es
necesario identificar el renglon correcto de la matriz estatica que corresponde a un numero de junta dado y al

tipo de ecuacion de equilibrio, es decir, 3 F,=0 o Y F,=0.
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I1.2.4 Construccion automatizada de la matriz estatica [B].

En el ejemplo, se construyod la matriz estatica escribiendo primero cada ecuacién de equilibrio; esto es, se
desarroll6 la matriz estatica renglon por renglon. Para generar automaticamente la matriz estatica, dadas las
conectividades de los elementos y las coordenadas de las juntas, es mucho mas sencillo construir la matriz
columna por columna.

Para aclarar esto, interprétese primero lo que representa cada columna de la matriz estatica. En la figura 2-5 se
repite la matriz estatica [B]. Se observa que cada columna de esta matriz representa la contribucion de la fuerza
de un elemento particular a ciertas ecuaciones de equilibrio. Los valores en la columna 1, por ejemplo, son los
numeros multiplicados por F; para obtener las componentes de F; que contribuyen a las ecuaciones de equilibrio
x y y en las juntas inicial y final del elemento 1. De manera analoga, la columna 2 representa las contribuciones

del elemento 2 a la ecuacion de equilibrio apropiada, etcétera.

Los nimeros que aparecen en la columna son de hecho los cosenos directores, como se definieron en la
seccion 11.2.2. Los renglones a los que se asignan estos cosenos directores se determinan mediante los nimeros

de las ecuaciones, como se definieron en la seccion 11.2.3.

MNumeros de los miembros
¥ de las ecuaciones

6/0 -1 0 O 0 0O 0 O
1

7/0 0 08 0 0 0 0

Fig. 2-5. Asignacion de los cosenos directores a la matriz estdtica.
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Como un ejemplo, considérese el elemento 3. Los cosenos directores del eje local x” fueron determinados como
C=+0.8 y C;= - 0.6. Se observo que estas son las componentes de una fuerza unitaria en la direccion x” en el

extremo del elemento. La junta final es la junta 4 y los numeros de la ecuacion correspondiente son:

NEX =2(4)-1=7
Y
NEY =2(4) =38

En consecuencia, se asigna C, (0.8) en el renglon 7 de la columna 3. Se asigna C, (-0.6) en el renglon 8 de la
columna 3.
Los valores -Cx y —Cy son las componentes de una fuerza unitaria en la direccién —x’ en el inicio del

elemento. La junta inicial es la junta 2 y los nimeros de la ecuacién correspondiente son:

NEX =2(2)-1=3
NEY =2(2)=4

Por lo tanto, se asigna —Cx (-0.8) en el renglén 3 de la columna 3. Se asigna —Cy (0.6) en el renglon 4 de la

columna 3.

Este procedimiento es valido para cualquiera de los elementos de la armadura. Los elementos soporte se
manejan de la misma forma, excepto que los cosenos directores en la junta fina/ nunca son asignados.
Recuérdese que se pidié que la junta final de un elemento soporte fuera una junta extra y que la junta inicial
fuera una junta real. La funcion de las juntas extra es solo definir la orientacion del componente de reaccion. Las
ecuaciones de equilibrio no se escriben en las juntas extra, y por ello en la matriz [B] no hay renglones que

correspondan a estas juntas.

Se resumiran ahora los pasos necesarios para construir la matriz estatica. Para simbolizar el proceso, se
adoptara la notacion de arreglos utilizada en programacion. Se define la matriz estatica como B (I, J), donde I es
el numero de renglon y J es el nimero de la columna. Los arreglos X (I) y Y (I) son las coordenadas x y y de

cada junta. También se utilizaran las notaciones:

NM = namero de miembros reales.

NS =namero de componentes de reaccion (miembros soporte).
NJ = ntmero de juntas 6 nodos.

NUK = numero de incognitas NM+NR

Los pasos necesarios para definir la matriz estatica son los siguientes:
PASO 1 Para el elemento M, definir los nimeros NB y final NE de las juntas inicial y final,
respectivamente
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PASO 2 Calcular:
Dx =x(NE)~x(NB) y Dy =y(NE)~-y(NB)

PASO 3 Calcular:
L =Dx* + Dy?
PASO 4 Calcular los cosenos directores:
Dx Dy
Cx=— Cy=—
L Y L
PASO 5

Asignar -C, al renglon [ =2NB -1, columna J =M de B (],J) .
Asignar —C,, al renglén [ =2NB, columna J=M de B (I, J). Si M es mayor que NM, ir al

paso 6. Asignar +C, al renglon [ =2NE —1, como columna J=M de B (I, J). Asignar
+C, al renglon /=2NE, columna J=M de B (1, J).

PASO 6 Si M = NM + NS, ir al paso 8.
PASO 7 M = M +1;regresar al paso 1.
PASO 8 Iniciar la construccion de la matriz de carga.

En el programa Mathcad V.14 en el cual vamos a presentar el programa de construccion de matriz estdtica [B]
se basa en los pasos ya mencionados anteriormente, una de las ventajas que tiene el programa de Mathcad es que
ya tiene una barra de herramientas de programacion que pueden ser utilizados para hacer nuestro programa de la
matriz estatica [B]; pero antes de elaborar el programa hay que tener claro que para hacer cualquier calculo de
matrices u operaciones hay que configurar nuestro programa, para que a la hora de hacer célculos no nos marque

error. A continuacion algunas consideraciones que hay que tener en cuenta.

1. Después de abrir nuestro programa de Mathcad ir al ment herramientas > Opciones de hoja de trabajo,
en la etiqueta Variables integradas, en las opciones que aparecen; ir a la casilla “Origen de matriz

(ORIGEN)” por Default la opcidon nos marca 0 entonces cambiaremos la opcion 0 por 1. Fig. 2-6.

Sistema de unidades Dimensiones Compatbilidad
wvariables imtegradas Calculo Wisualizacidn

Origen de matriz (ORIGEM) = oy
Tolerancia de conwveracncia {TOLY 0.o0o1 (0. 001y
Tolerancia de la resticcidn {CToL) o.oo1 {o.001)
walor semilla para Nnimeros aleatorios 1 [l
Configuracién de fichero PRM
Precisisn (PRMPRECISION) -+ = Lo
Arncho de columna FRMCOLWWIDTHY = = =
Restaurar valores por defecto
Canceiar Asuca

Fig. 2-6. Cuadro de Opciones de hoja de trabajo (Etiqueta Variables integradas).
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2. Nuevamente ir al mismo cuadro de Opciones de hoja de trabajo, pero ahora en la etiqueta de

“Compatibilidad”, cambiar a la opciéon que se muestra a continuacién en la figura 2-7.

variables integradas Calculo I Wisualizacidn
Sistema de unidades Dimensiones | Compatibilidad

Asignacién maltiple: mMc11 (™ MC12
Resultado de asignacidn local: amMc11 (- MC12

Estos conmutadores definen la interpretacidn de la construccidn
establedda para que sea coherente con una version anterior de
Mathcad. Vuelva a escribir las hojas de trabajo gque dependen de
estos conmutadores en una construcddén neutral de la versidn.
Consulte la Ayuda para obtener mas informacian.

Estos conmutadores estaran disponibles en Mathcad 13 v 14.

| Aceptar | | Cancelar | | Avyuda

Fig.2-7. Cuadro de Opciones de trabajo (Etiqueta Compatibilidad).

3. Crear una region en la parte superior de la hoja de trabajo del Mathcad V.14. (botéon derecho del mouse
en la opcion insertar> area). Después de haber creado un area; definiéremos nuestras unidades que se

muestran en la imagen (Fig. 2-8), los iniciadores (ini=1 y fin=1) y si hay subindices los definiremos

como | paraxy 2 paray.

Fig. 2-8 Datos para un area predefinida.
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En la siguiente imagen (Fig. 2-9) se muestra el programa para el ensamble de la matriz estatica [B] con el

programa de Mathcad.

Begtatica (Cntv,Crdn, Tipo) := | for i 0 1..length (Cntv<1>)

Dx - Crdn( - Crdn(

CntVi‘ﬁn),X Cntvmni),x

Dy - Crdn(Cntvi’ﬁn),y

2 2
L<_’X+Dy
X

D
D

- Crdn(cntvi,ini) 'y

Cy «

L
Dy

B C it=1 2[Cntvi ini = 2
(ZEDntVi’mi—l),i - X ’
B(2I1Entvi’ini),i -G Tipo, # "R" =1 ACntv, ; —1=1

if Tipo. # "R" _
i Z[Cntvi,ﬁn -1=3 2[Cntvi,ﬁn =4
B(ZEDntvi’ﬁn—l),i X

B(2I1Entvi’ﬁn) )1 - Cy

B
Fig. 2-9. Programa para el ensamble la matriz estdtica [B]

Teniendo los como datos de entrada las matriz de conectividades, coordenadas y tipo se obtiene la matriz de

estatica [B].
I1.2.5 Construccién automatizada de la carga {P}.

En el procedimiento automatizado para armaduras determinadas, pueden formarse con facilidad la matriz de
carga {P} definiendo simplemente los nimeros de las juntas que estan cargadas y la magnitud de las cargas x y

y. Los pasos son como sigue. Primero, iniciar y hacer P (1,1)=0;

PASO 1 Definir L JN, PX, y PY. L JN=ntmero de la junta cargada.

PASO 2 Si L JN=0, ir al paso 6.

PASO 3  Asignar PX al renglon [=2L JN-1 de P (1, 1).

PASO4  Asignar PY al renglon /=2L JN de P (1, 1).

PASOS5 Iralpasol yPASO 6  Iniciar la resolucion para {Fs}.
42



En el ejemplo, la junta 2 tiene una carga en la direccion horizontal (x) de +20 kips. La carga vertical en esta junta
es cero. En consecuencia, deberian definirse L JN=2, Px=+20, y Py=0. La carga en la direccion x (Px) en la
junta 2 es parte de la ecuacion (2) (2)-1=3 o el tercer renglon de P. Asi, la carga Px es asignada al rengléon 3 de
la matriz {P}. Pero antes de construir el vector de carga {P} debemos crear en el Mathcad una tabla de Excel que
nos muestre datos de salida (Px y Py) los cuales mostraremos en la figura 2-10. En ella se muestra el nimero de

nodo y la magnitud de P, y P, en sus respectivas unidades que se esté manejando.

P =

Condicion de Carga 0 0
Nudo Px Py

1 0 0 B 20 0
2 20 0 1o o
3 0 0

4 0 0 00

P = P'liig

Fig. 2-10 Matriz de condicién de carga para datos de entrada en Excel.

Si dos juntas estan cargadas, el ciclo podria continuar de regreso al paso 1 con el fin de definir la siguiente junta
cargada. El paso 2 comprueba el nimero de la junta cargada para un valor cero. Esta es una manera conveniente
de finalizar los datos de las carga, el paso 2 transferiria el control fuera del ciclo, indicando que las matriz {P} ya

ha sido formada y ahora ya es posible iniciar la resolucion para {FS.}.

En este ejemplo, se ha definido un simple caso de carga con todas las cargas actuando en forma simultanea.
En muchas instancias se requiere analizar la armadura para distribuciones de carga multiples, actuando por
separado sobre la armadura. A continuacion se muestra el programa para obtener el vector de carga {P} con el

programa de Mathcad para aplicarlo en la ecuacion 2.4 6 2.10. Fig. 2-11.

(v
Carga(P'):= | for iO1.. Iength(P‘ l)
Pom1 = P,

X

Y

P
Fig.2-11. Programa para el ensamble del vector de carga.
I1.2.7 Casos de cargas multiples.
Hay muchas circunstancias cuando debe analizarse una estructura por medio de diferentes conjuntos de

distribuciones de carga. Por ejemplo, puede ser necesario analizar una armadura de techo para cargas muertas,

las cargas debidas al viento. El analista podria desear obtener por separado las fuerzas en todos los elementos
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debidas a cada una de estas distribuciones de carga. Se ha visto que, dado un vector de carga {P}, la solucion

para las fuerzas de los elementos esta dada por:

{Fs} = [B]" {P} (2.10)

NUK*NL NUK* NEQ NEQ*1

Si todas las cargas estan contenidas en el vector {P}, entonces se obtiene solo un conjunto de fuerzas debidas a
las distribuciones de cargas combinadas. Con objeto de obtener los resultados para las cargas individuales es
posible construir simplemente una matriz [P] en la que cada columna contenga la distribucion de cargas de un

caso de carga en particular. Si hay NL casos de carga, la operacion matricial de arriba se transforma en:

{Fs} = [B]" {P} (2.11)

NUK*NL NUK* NEQ NEQ*NL

donde NL = numero de casos de carga, [{ FS}1 ,{FS}2 ,{FS}3 yes ] = [B]_1 [{ P}1 ,{P}2 ,{P}3 yes } fuerzas

debidas al caso de carga 1, al caso de 2, al caso de carga 3, etcétera.

Estos resultados son una consecuencia simple de las reglas de la multiplicacion de matrices, que pueden

expresarse como:

F,=BP (212)

éI bQcolumna

renglon
La primera columna de F;;, es decir, F;,, estd dada simplemente por la ecuacion (5.12), con j=1 como
F, = B}'P, (2.13)

La ecuacion (2.13) afirma que la primera columna de [F] es [B]"' veces la primera columna de [P]. Cada
columna de la matriz [Fs] es, de hecho, el producto [B] y la columna correspondiente de la matriz [P]. La
obtencion de las fuerzas de los elementos para diferentes casos de carga solo necesita la creacion de una columna
{P} en cada caso. Esta capacidad de obtenciéon de soluciones para los casos de carga multiples es una ventaja
esencial del enfoque matricial. Para obtener soluciones para NL diferentes casos de carga mediante un método
manual (es decir, el método de los nodos), se debe efectuar NL soluciones separadas. El enfoque matricial
reduce en gran medida el esfuerzo requerido, puesto que la matriz [B] representa las relaciones de equilibrio
general de la estructura y las fuerzas de los elementos, y no es afectada por la magnitud (o la presencia) de las

cargas aplicadas.
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I1.2.8 Relaciones de compatibilidad y entre fuerzas y desplazamientos para armaduras

Las secciones anteriores se concentraron en el analisis de equilibrio de armaduras determinadas para encontrar
fuerzas desconocidas. El analisis completo de cualquier estructura, determinada o indeterminada, también
requiere del calculo de los desplazamientos. En el capitulo 1.1 se introdujeron los tres conceptos fundamentales,
de equilibrio, de compatibilidad y las relaciones entre fuerzas y desplazamiento. Ahora se verd como es posible
utilizar directamente los dos primeros conceptos para calcular los desplazamientos en una armadura
determinada, y después para desarrollar los pasos del método de la rigidez para armaduras generales.

En el capitulo de I, se definieron los siguientes conjuntos de fuerzas y desplazamientos:

A = desplazamientos de la estructura o de las juntas (externos).
e = desplazamientos de los miembros o internos.
P = cargas y reaccion de la estructura o de las juntas (externas).

F = fuerzas de los miembros o internas.

Py, g 4 Ps’asar

P, Ay F °1
P, A, Fy 2
Py Aj F3 €3
Py Ay Fy €4
Py As Fs 5
Pg A 6 Sx1 “x1
P7 A 7 Syl eyl
Pg Ag Sg4 04
@) (8) (%) (<)
Fuerzas Desplazamientos Fuerzas del elemento Desplazamientos del
en los nodos en los nodos y del elemento elemento y del

soporte elemento soporte
Fig. 2-12 Nomenclatura de una armadura.
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Para una armadura en la que se utilizan elementos soportes, estas cantidades se ilustran en la figura 2-12.

También se observo se en el capitulo 1.1 que los desplazamientos todavia se dividian en los grupos de
desplazamientos libres A¢y de desplazamientos impuestos A;. En este desarrollo, los soportes se reemplazaron
por elementos soportes. En consecuencia, se deben considerar todos los desplazamientos como desplazamientos
libres, aunque sea posible forzar que los que los desplazamientos soportes sean despreciables por medio de una
eleccion adecuada de las propiedades de los elementos soportes. Ahora, el desplazamiento x y y en cada junta de
la armadura debe considerarse como una incognita tenga o no soportes la armadura. Estos son los grados de
libertad de la estructura {A}, y no es necesario hacer ninguna distincion entre Ay A;. De manera analoga puede
considerarse que todas las cargas de las juntas {P} actan en la direccion de los grados de libertad. El vector {e;}
lista las deformaciones de la armadura y de los elementos soportes en el mismo orden en que estan listadas las

fuerzas de la armadura y de los soportes en el vector {F}.

En las secciones anteriores, se han desarrollado las relaciones de equilibrio entre los conjuntos de fuerzas

{P} y {FS} en la forma:
{P} =[B][Fs] equilbrio

Ahora se completara el panorama del analisis de armaduras mediante el desarrollo de la compatibilidad y de las

relaciones entre fuerzas y desplazamientos en la forma:

{es} =[4][A] compatibilidad (2.14)
{Fs} =[k]{es} (2.15)
0 fuerza-desplazamiento

{esh ={rH Fs} (2.16)
I1.2.7.1 Matriz de compatibilidad [A]

La matriz [A] se denomina matriz cinemdtica o de compatibilidad ya que expresa como la estructura se ajusta a
si misma via la relacion entre los desplazamientos de los elementos y los desplazamientos de las juntas. En el
capitulo de I.1, se desarrollaron relaciones de esta forma dibujando diagramas de desplazamiento y utilizando la
geometria de los desplazamientos pequefios. El modelo utilizado en ese desarrollo era de hecho una estructura de
armadura, y ahora se seguiran aqui los mismos procedimientos para formar la matriz [A] para una armadura. Se
mostrara ahora que la matriz cinematica tiene una relacion muy importante con la matriz estatica, lo que reduce
enormemente el esfuerzo requerido en el analisis de armaduras.

Para ilustrar la significacion fisica de la matriz [A], se utilizara la armadura de la figura 2-13. La relacion
(5.14) establece que, dados los desplazamientos {A} de las juntas, es posible establecer las deformaciones {e;}
de los miembros. La primera columna de [A] puede considerarse como los alargamientos o los acortamientos de

los elementos debidos a un desplazamiento unitario en la direccion de A;. Los valores de la segunda columna
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produciran los desplazamientos de los miembros debidos a un desplazamiento unitario de la juntas de A,,
etcétera. Se observa que [A] puede construirse de una manera muy similar a como se construy6 [B], una

columna cada vez.

Considérese el desplazamiento A, que se muestra en la figura 2-13a. Este diagrama de desplazamientos muestra
que los elementos 4, 5 y X; se deformaran si A; existe. El miembro 4 esta comprimido en una cantidad A; (e;=-
Ay); el elemento X, esta alargado una cantidad A; (ex;=+A;). Del tridngulo abc se observa que el elemento 5 esta
comprimido en una cantidad 0.8A; (es=-0.8A;). Aun cuando los miembros 1 y Y; estan conectados a la junta 1,
el desplazamiento A, no inducira deformacion en cualquiera de los miembros restantes. La relacion A, con los

alargamientos de los elementos puede expresarse como

1

0
€2

0
€3 0
€4 -1

= A 1

65 -8

1
1

0
eyl 0
€4

El vector del lado derecho es ahora la primera columna de la matriz [A]. Para desarrollar la matriz total de
compatibilidad de esta manera, es necesario construir el diagrama de desplazamiento para cada grado de libertad
y utilizar la geometria de los desplazamientos pequefios para obtener las deformaciones de los elementos.

Siguiendo este procedimiento finalmente se encuentra

Otros diagramas de
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desplazamiento se muestran en la figura 2-13b para ilustrar como se obtiene estos resultados.

No es necesario mencionar que este procedimiento es de alguna manera tedioso y que propicia el error. Por
fortuna, una propiedad unica de la matriz [A] elimina la necesidad de construir los diagramas de desplazamiento.
Se deducird esta propiedad haciendo una observacion acerca de las matrices [A] y [B] en este ejemplo.
Posteriormente se demostrara que esta propiedad es el resultado de un principio de energia y que la relacion
entre estas matrices es valida para conjuntos de desplazamiento internos y externos de cualquier sistema

estructural lineal. La matriz de equilibrio para esta armadura se desarroll6 en el ejemplo 2.2 y se repite aqui.

Pl Fl
0 0 0 -1 0810 0

P F

2 -1 0 0 0 0601 0 2

Ps 0 -100 0 00 0 Fs

Py 1 00 0 0 00 0 . Fs

Ps| |0 1 0 0 0800 0 Fe

P, 001 0 0600 0 S,

P, 00 01 0 00 —0385 s,/
0 0-10 0 00 0923

Pg Ses

{P} = [B]{Fs} matriz de equilibrio

Fig.2-13 Compatibilidad de armadura isostatica.
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Comparando estas matrices, se observa que la primera columna de [A] es el primer renglon de [B]. La segunda
columna de [A] es el segundo renglén de [B], etcétera. En la terminologia de matrices, la matriz [A] es la

transpuesta de la matriz [B]. Esto se simboliza como:

()= (5] .17)

[]=[] (2.15)

Como una consecuencia de esta relacion, el procedimiento del analisis matricial solo requiere de la formacion de
la matriz de equilibrio [B]. La operacion de desarrollar la transpuesta es una cuestion sencilla, puesto que
solamente implica el intercambio de renglones y columnas. La relacion de compatibilidad entre los

desplazamientos internos y externos puede escribirse ahora como

{es} =[5] {2} (219)
11.2.7.2 Matrices no ensambladas {k,} y [f] de rigidez y de flexibilidad

Se establecio6 que las relaciones entre fuerzas y deformaciones para los elementos de las armaduras eran de

alguna de las dos formas siguientes:
{FS} = [k]{es} rigidez (2.12‘)

{es} =[f][Fs] flexibilidad (2.13)

Las matrices [ku] y [f] se denominan matriz no ensamblada de rigidez y matriz no ensamblada de flexibilidad,
respectivamente. Se consideraran primero las relaciones de flexibilidad para un elemento de una armadura. En la
figura 2-14 se ilustra la fuerza y las deformaciones de un elemento sujeto a una fuerza positiva de elemento. El
objetivo aqui es determinar la deformacion e que resulta de una fuerza F. Para lograr esto, se aplicaran realmente
los conceptos de equilibrio, de compatibilidad y de las leyes constitutivas para obtener el resultado. Por
equilibrio, se observa que la fuerza interna en cualquier seccion del elemento debe ser F para satisfacer Y F,-=0.
Si el elemento tiene un area constante A en su seccion transversal, el esfuerzo en cualquier punto del elemento
es:
F

o= (2.20)

Suponiendo una ley constitutiva lineal de la forma (Ley de Hooke):
o=E¢ (2.21)
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La deformacion en cualquier punto del elemento sera

e=Z-F (2.22)
E AE
$c - T
—— L——ad Heockt |
e | I S
’ g
b= I —

] = ar
Fig.2.14 ELEMENTO AXIAL.

Ahora se aplica el concepto final de compatibilidad para determinar el desplazamiento e del elemento. En este
caso, la compatibilidad comprende la deformacion interna en todos los puntos del elemento. A un nivel
diferencial se observa que, multiplicando un segmento pequefio Ax del elemento por la deformacion unitaria, se

produce la deformacion de ese segmento como:
Ne = &\x (2.23)

Si el elemento consta de N segmentos de longitud Ax, el alargamiento total e estara dado por la suma de todas

las Ae, o

M-

e =

De, = ia,.x,. (2.24)
i=1

1

En el limite, cuando Axi, —» 0, la relacion es:

e = edx (2.25)

La ecuacion (2.25) es, de hecho la relacion de compatibilidad para el elemento axial en tanto que expresa el
vinculo entre las deformaciones internas (en este caso deformaciones unitarias) y las deformaciones externas del

elemento e.

Sustituyendo la ecuacion (2.22) en la ecuacion (2.25), se obtiene la relacion final
e=|, —dx (2.26)
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Esta expresion es lo suficientemente general para dar cuenta de cualquier variaciéon de F, A, y E, como una

funcion de x. En este caso, sin embargo, estos valores son constantes y por ello es posible expresar a e como:

F rL
e= Ejo dx (2.27)
= fF (2.28)
- L
= (2.29)

La ecuacion (2.28) expresa la relacion entre la fuerza y el desplazamiento de un elemento en términos del

coeficiente de flexibilidad f = L/ AE . Obsérvese que ftiene unidades de longitud por unidad de fuerza.

La expresion (2.28) es para un elemento axial sencillo. Cada elemento de la armadura tendra una relacion de

esta forma.

Esto es,

L
e = L1 € :(Ej K
|

L
e, = fLF, ezz(AEsz
2
L
e, = f.F, e, =|— | F,
s = fiF 3 (AEls

Para todos los elementos de la armadura, es posible expresar este conjunto de ecuaciones en forma matricial

como:

) T - b

a (AL_E)I ° 0 I L |

o &) o o . [E)

e : F,

? ) :: r;} (A;El‘ o ... F [S1- (A_in;'—')z 2.30
R NS
o0 0 &) ! (E)

ls} = [/11Fs| )

Fig.2.15 a) Matriz fuerza-desplazamiento (flexibilidad) b) Matriz de flexibilidad no ensamblada [f]
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La matriz [f] es la matriz no ensamblada de flexibilidad. Este tipo de matriz es una matriz diagonal. Los valores
en la diagonal principal son los coeficientes de flexibilidad de los elementos que, como se ve, dependen de la
longitud y del area de cada elemento (propiedad geométrica), asi como del modulo de elasticidad E (propiedad

del material).

También es posible formar una relacion de rigidez para cada elemento. De la ecuacion (2.28):

F=ie
/
o
F =ke (2.31)
AE
=Z 2.32
k=2 (232)

La cantidad £ es la rigidez de un elemento y tiene unidades de fuerza por unidad de longitud. La matriz no

ensamblada de rigidez puede formarse de la misma manera que la matriz de flexibilidad.

%)
L) o 0 0
F (42) .
a 0 L), o 0
2 ez
: %)
I - &
. L ), 0
0
7)
0 0 0 L) |

[%] = (ALE l | (2.33)

(%)

Figs. 2.16 a) Ecuacién matricial de relacién fuerza-desplazamiento (rigidez) b) Matriz de rigidez no ensamblada [k]
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La matriz de rigidez no ensamblada [k] es de hecho la inversa de la matriz de flexibilidad no ensamblada (Fig.2-
16). A su vez se cre6 un programa que automaticamente crea la matriz de rigidez no ensamblada (Fig. 2-17).
Pero no en forma diagonal sino en forma de columna y que posteriormente se tiene que llamar la funcion
“diag(v)” que devuelve una matriz que contiene en su diagonal los elementos de “V” que tendremos que sustituir

v por el programa mostrado en la figura 2-17.

Estos desarrollos completan la formulacion de los conceptos de equilibrio, compatibilidad y fuerza-
desplazamiento para armaduras. Ahora se considerara como pueden utilizarse estas relaciones en un tratamiento

comprensivo de las armaduras en general.

Rigidez (A ¢iem  Letem s Eetem ) = | for i O 1.. length (A gopn )

Aelem. DEelem.
i i
ky, « —

i Lelemi

ku

Fig. 2-17 Programa para obtener la matriz de rigidez no ensamblada (Mathcad).

I1.2.8 Analisis de armaduras planas mediante el método de la rigidez basico

El analisis de armaduras determinadas se facilit6 por el hecho de que la matriz de equilibrio era cuadrada y tenia
una inversa. Si la estructura es indeterminada, la matriz [B] ya no es cuadrada, ya que habra mas columnas
(incdgnitas) que renglones (ecuaciones de equilibrio). En este caso debe analizarse la estructura, ya sea con el
método de la flexibilidad, utilizando deformaciones consistentes o con el método de la rigidez. En esta seccion,
se desarrollara el método de la rigidez para una armadura plana en general. No importara si la armadura es
determinada o indeterminada, puesto que el método analiza cualquier clase de estructura con los mismos pasos.

En el capitulo 1.1, se definieron y aplicaron los pasos del método de la rigidez a un modelo sencillo. Ahora se
reexaminaran estos pasos en el contexto del andlisis matricial de armaduras. Primero se resumiran las relaciones

necesarias para este desarrollo.

{P} = [B]{Fs} equilbrio
{es} = { B} ! {A} compatibilidad
{ F. s} = { ku} { es} fuerza-desplazamiento (rigidez)

En este método, se utiliza la forma de la relacion fuerza-desplazamiento. No hay restriccion sobre el orden de la

matriz [B]; esto es, no se necesita que sea cuadrada.

Los pasos del método de la rigidez, como se definieron en la seccion 1.2.1 pueden ahora ordenarse en forma

matricial.
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PASO 1 Formar las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y fuerza desplazamiento. Las tres

ecuaciones matriciales listadas anteriormente representan estos tres conceptos basicos.

PASO 2 Sustituir la relacion de compatibilidad en la relacion fuerza- desplazamiento para obtener un
sistema de ecuaciones que relacione las fuerzas de los miembros {Fs.} con los

desplazamientos de las juntas {A}.

{es} ={B} {4} compatibilidad
! (2.34)
{ Fs} = [ku ] { es} fuerza-desplazamiento

{Fs}=[]08] {2}

PASO 3 Sustituir las fuerzas de los miembros {Fs.}, ahora en términos de {A}, en las ecuaciones de
equilibrio para obtener un sistema de ecuaciones de equilibrio que relaciona los desplazamientos

de las juntas {A} con las fuerzas de las juntas {P}.

(R} =L ][] {2)

{7} =[B]{Fs}

{P}={BHr}{8} {8} (2.35)
{7} =[x]{a} (2.36)

(k] =[5][x][8] (2.37)
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La matriz [K] es la matriz de rigidez de la estructura. Suponiendo que la estructura es estable, entonces esta

matriz es cuadrada y tiene una inversa. Para demostrar el orden de [K] se utilizan las notaciones:

NUK = NM + NR. numero de fuerzas desconocidas

NEQ =2*NJ numero de ecuaciones de equilibrio

[k]= [2] (] (5]

NEQ * NUK NUK * NUK NUK * NEQ

[8][.][8]

NEQ * NEQ

Se observa que [K] sera cuadrada sin importar el orden de [B], que es una matriz no cuadrada para estructuras

indeterminadas.

PASO 4 Resolver las ecuaciones del paso 3, que estan escritas en la direccién de los grados de
libertad para los desplazamientos libres. En la seccion anterior se discutid el hecho de que,
debido a que las reacciones estan siendo representadas por miembros soportes, los cuales
pueden deformarse, todos los desplazamientos de las juntas son desplazamientos libres. Por
tanto, no es necesario hacer ninguna distincion entre los desplazamientos libres y los
impuestos. Este paso requiere ahora de la solucion de la ecuacion (5.43) sin ninguna

modificacion. Simbdlicamente, esto puede expresarse como:

[a]=[x]"{7} (2.38)

Ahora ya se han determinado los desplazamientos de las juntas de la estructura. Asi como en la seccion anterior,
los desplazamientos en los soportes pueden hacerse despreciables utilizando una gran area para los miembros
soportes. Esta es la forma en que se manejan los desplazamientos impuestos cero para este planteamiento del
analisis de armaduras. Las fuerzas de reaccién, como en todos los desarrollos anteriores, son las fuerzas en los
miembros soportes. Si se va a imponer otro desplazamiento distinto de cero, se manejara esto imponiendo una
carga predeterminada. Esto se ilustrara en un problema ejemplo subsecuente. Debido a los desarrollos

precedentes, se han eliminado efectivamente el paso 5 como describid en el capitulo 1.2.1.

55



PASO 6

PASO 7

Los desplazamientos obtenidos en el paso 4; ecuacion (2.38) pueden sustituirse ahora en el

resultado del paso 2 ecuacion (2.34) para determinar las fuerzas en todos los miembros.
(75} =[x B[] (239

La matriz [kuB] = [ku ] [B]T debe calcularse y almacenarse en el paso 2, ya que se observa
que se requiere de nuevo en el paso final del método.

Si se desea, ahora pueden encontrase las deformaciones en los miembros a partir de

{es} =[5]'[A]

Para la implementacion en la computadora con el software de Mathcad, se sugiere la siguiente sucesion de pasos:

PASO 1

PASO 2

PASO 3

PASO 4

PASO 5

PASO 6

PASO 7

PASO 8

PASO 9

PASO 10

Formar la matriz estatica [B].
Formar la matriz de rigidez no ensamblada [ku ] .
Formar la matriz de carga [P].

Formar la matriz de compatibilidad [B] T

Formar el producto matricial {k,}[B]" =[k,B] ~ (almacenarlo).
Formar la matriz de rigidez [ B][k,][B]" =[B][k,B] =[K].
Formar la inversa de [K], [K]"

Calcular los desplazamientos de las juntas [A] = [K] [ P].
Caleular las fuerzas de los miembros { Fs} = [ku][B]" [4].

Calcular los alargamientos de los miembros [es] = [B]T [A]

En los siguientes ejemplos ilustraremos la aplicacion del método de la rigidez con el programa de Mathcad,

observaremos como se aplican para diferentes condiciones de carga; ya sea con cargas en sus juntas; y como al

aplicar temperatura para algunos miembros estas fuerzas inducen alargamientos de los miembros y con ello se

descomponen estas fuerzas alargadas Px y Py; también se aplicara para un elemento mas corto o error de

fabricacion como es que también induce fuerzas en los nodos y aplicando el principio de superposicion se sumas

estas condiciones de carga y por ultimo desplazamientos en los apoyos debidos por ejemplo a un suelo blando.
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EJEMPLOS DE APLICACION.
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Ejemplo 2.1 Analisis matricial de armaduras por el método basico de la rigidez. Fig.II.1

El procedimiento completamente automatizado del analisis de armaduras se muestra a continuacion. El programa
de Mathcad de efectia estos pasos. Una vez que esta definida la matriz de carga {B} y la matriz de carga [P] se

puede obtener las fuerzas de los miembros.

; = 0 kB . Datos
Ll 1= 20ft
15 ples Ly:=L,
= 151t
1 ® ! & 3 A
;2 3 g X
“ o
e 0ples ol 20piss +

Fig. II-1. Armadura isostatica.

Se insertan las tablas de Excel predisefiadas y se procede a llenar las celdas correspondientes al tipo de tabla
indicada en la parte superior (matriz de conectividades, matriz de coordenadas y matriz tipo ) segun la geometria

de la armadura.

Cntv
Tipo =

Cntvcomp Matriz de Conectividades

Numero de | NudoIncial | Nudo Final | Tipo
Miembro
1

(=R = = N =)

Cntv = Tipo =

URII
URII
URII

A ot ot (VS) ot [\) [\) —
~N N L AW R WD
()

®INIOnI~iwN
SRR WIRLRININE
NioounidblwidiwiNn

( Crdn ]
Crdngomp Matriz de Coordenadas 00

Nudo X y 20 15
0 0 20

20 15
20 Crdn=| 40 0

40

Niouis WIiN (P

40

40 -1

,.= Crdnlft

ARAAAA.

>
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Los paréntesis del lado superior izquierdo indican el nombre de los datos de salida y como lo indican, las
matrices se muestra del lado derecho con su respectivo nombre y el tipo matriz de salida.

Para el ensamble de la matriz de estatica [B] se mostrara el calculo de los cosenos directores de cada elemento.
Por motivos de edicion solo se mostrara el coseno director del miembro 3 que posteriormente en la hoja de
calculo Mathcad se podra revisar para cualquier elemento.

Nodo final Nodo inicial

Miembro j:=3 (Cntvi’ fm) =4 (Cntvi’ ini) =2

Dy := Crdn(cnwi’ﬂn) x Crdn(cntvi,ini) x = 20(ft . Dy = Crdn(cnwi’ﬁn) y - Crdn(cntvi,ini) y = —15[ft

nodo inicial nodo final

Ahora se llamara el programa que ensambla la matriz estatica [B]:

B 1= Bggtatica (Cntv, Crdn, Tipo)
00 0625 0833 0 0833 0 0
080 0 -1 0100 6o 0 0 0 -1 00
060 0 0 0010 00 —0.625 0.833 0 0.833 0 0
08 0 080 0000 S {00 05 06671 -0667 10
g=| 06 1 06 0 00001 =0 ® 7loo 05 06670 06671 0
0 0 0 1 -1000 Lo o 1 o0 10
0 -l 0 0000 01 0375 05 0 05 00
0 0 08 0 1000 00 -0375 05 0 05 01
0 0 -060 0001

Se observa que el tamafio de esta matriz estatica [B] es de 8x8 esto quiere decir que el numero fuerzas
(elementos y elementos soporte) y el numero de ecuaciones de equilibrio es igual por lo tanto corresponde a una
armadura isostatica y por ello se puede calcular la inversa de [B] de la ecuacion de equilibrio como se muestra

también.

59



Antes del calculo de fuerzas, se observa que se necesita el vector de cargas [P] de la ecuacion de equilibrio como
se muestra a continuacién. Pero necesitamos insertar la tabla de Excel de “condicion de carga” y llamar el

programa que construye el vector de carga [P].

P := Carga(P")
P = P! := Pk 0
Condicion de Carga 00 0
Nudo Px Py 20 0 20
1 0 0 p'= 0 0 kip 0
2 20 0 p= Rig
3 0 0 00 0
4 0 0
0
0
0

De la ecuacion de equilibrio (1.29) se despejara [F] que son las fuerzas y reacciones de

E:=B [® la estructura. Fig.I1.2
20

15 elemento 1 kb
0 elemento 2

~125 elemento 3
10 elemento 4

F = (ki

10 elemento 5
20 Rxl 20 kb +10.0%b + 100 klb
7.5 Ryl

-7.5 Ry4 7.5klh 7.3klb

Fig. 11-2 Fuerzas de los elementos.
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Ejemplo 2.2 Analice la armadura determinada de la figura 11-3 para los tres casos de carga que se muestran,
utilizando el procedimiento automatizado del analisis de armaduras. La formulacion de las cargas multiples y la

inclusién del soporte inclinado.

2 Q— I

®

I @ % ——ﬁ/ 5—..

/ X

i

e

4 m

Y

Fig. II-3.Armadura isostitica con apoyo inclinado. 3 condiciones de carga.

Para modelar los apoyos de la armadura se crean elementos adicionales llamados “miembros soporte” y se
enumeran siguiendo la continuacion de los otros miembros al igual para los nodos. Fig.11-4.

Fig. lI-4 Modificacidén de la estructura con miembros
soporte

Insertar las tablas de Excel prediseiiadas de Matriz de Conectividades, Matriz tipo y Matriz de coordenadas y
llenar las celdas correspondientes a la geometria de la armadura.

Matriz de Conectividades Matriz de Coordenadas
Numerode | Nudo Incial | Nudo Final | Tipo Nudo X y
Miembro 1 0 0
1 1 2 2 0 3
2 2 3 3 4 3
3 3 4 4 4 0
4 1 4 5 -1 0
5 1 3 6 0 -1
6 1 5 R 7 4.05 -0.12
7 1 6 R
8 4 7 R

61 Crdn = Crdn [x



Para las tres condiciones de carga se procede a insertar las tablas de Excel de “Condiciones de carga” para cada

condicién de carga de la armadura. Fig.IL.5

Fig. II-5. Condiciones de carga de armadura.

Cargal
P"1 :=P'[kN
Condicién de Carga
Nudo Px Py 0 0
1 0 0 70.711 -70.71
2 70.711 -70.71 P"1 = 0 0
3 0 0
4 0 0 0 0
Carga 2 P“Z ‘= P' [kN
Condicién de Carga
Nudo Px Py 00
1 0 0 50 0
2 50 0 "2 = 50 0
3 50 0
4 0 0 00
=)
0 :=atan| — | =36.87[F
4
Carga 3
P"3 :=P'[kN
Condicién de Carga
Nudo Px Py 0 0
1 0 0 0.8 -0.6
2 0.8 0.6 P"3 = 0 0 kN
3 0 0
4 0.8 0.6 -08 06

Como se puede observar las cargas inclinadas se tienen que descomponer en sus componentes Px y Py para cada
nudo de estructura.
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Ahora el calculo de los Cosenos Directores de cada miembro que serviran como referencia para dos cosas; para
revisar el ensamblado de matriz estatica [B] y para conocer la distancia de cada elemento si este se desea

conocer. P.¢j. miembro 5.

Nodo final Nodo inicial
Miembro j:=35 (Cntvi ﬁn) =3 (Cntvi ini) =1
Dy = Crdn(cnwi’ﬁn) X Crdn(cnt"i,ini) X 4 Or . Dy = Crdn(cnwi’ﬁn) v Crdn(CnWi,ini) y =3 0r

= |n.2 2_ -D -D D D
A= Px Dy =5t . Cy = LX:—o.s C,i=—2 =-0.6 Agw::f:o.s Cpi=— =0.6

nodo inicial nodo final

Si llamamos la funcion que ensambla la matriz estatica [B] y también la funcion que construye el vector de carga
[P]. Pero si se desea conocer. Para las tres condiciones de carga se llama la funciéon “augmnet(A,B,C...)” del
Mathcad que devuelve una matriz representada por los elementos A, B, C que nuestro caso sera los vectores

[P”(], [P”2], [P”3] y esto dara como resulta el vector de carga [P] para las tres condiciones de carga.

B := Begtatica (Cntv, Crdn, Tipo)

00 0 -1 0810 0
-10 0 0 0601 0
0 -1 00 000 0
|1 000 000 o0
=10 1 00 0800 o
00 1 0 0600 0
00 0 1 0 00 -0.385
00 -10 0 00 0923

P:= augment(Carga(P"l) ,Carga(P"z) ,Carga(P"3))

0 0 0
0 0 0
70.711 50 0.8
p= -70.71 0 -0.6 N
0 50 0
0 0 0
0 0 -0.8
0 0 06
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Como es una armadura isostatica. La ecuacion de equilibrio se obtiene las fuerzas y las reacciones de la
armadura, como el vector de carga [P] estan insertadas las tres condiciones carga se pueden conocer las fuerzas
de cada condicion ya mencionadas. Segun la seccion de casos de carga multiple (I1.2.7)

1

F:=B [P

AAA"

Carga 1 Carga 2 Carga 3

-7071 0 -0.6 Elemento 1
-70.71 =50 -0.8 Elemento 2
-53.03 =75 -0.6 Elemento 3
-22.1 -3125 -08 Elemento 4

F= kN
88.39 125 1 Elemento 5
4861 6875 0 Ry1
-17.68 75 0 Ryl
-57.45 -81.25 0 Ryg4

Realice el analisis completo de la armadura anterior, suponiendo que los soportes son rigidos y no se desplazan.
La armadura estd construida de acero con un modulo de elasticidad E=206000000 kN/m”. El area de cada
elemento se muestra en la tabla de Excel de “Datos de los elementos”. Para representar como rigidos los
soportes se han asignado a las areas de los miembros soporte valores muy grandes, es decir 10000 cm®. Ahora la

flexibilidad de estos elementos se aproxima a cero y los soportes resultaran desplazamientos muy pequefios.

El Mathcad puede hacer la conversion de unidades de: kN/m* a kgf/cm’.

kef
E = 21006153990~
sz

Datos de los elementos

Elemento Area[cm’] L[m] E (kgf/cm’) ,@,@lﬁmv::Aelem E(0m2)
1 10 3 2100615.4 kaf
2 15 4 2100615.4 Lelom, = Eelem E(—ZJ
3 10 3 2100615.4 cm
4 15 4 2100615.4 Letem, = Lelem [ (m)
5 20 5 2100615.4
6 10000 1 2100615.4
7 10000 1 2100615.4
8 10000 1 2100615.4
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Para el calculo de los desplazamientos A (deformaciones externas o de estructura), segin la relaciones de
compatibilidad y la relacién fuerza-desplazamiento de la seccidon I1.2.8. Se procede a encontrar la matriz de
rigidez de la estructura [K] mediante el método de la rigidez basico para esto es necesario también construir la
matriz de rigidez no ensamblada [k,]. Si aplicamos el programa de rigideces de los elementos nos dard una

matriz de la siguiente manera:

68666.667
77250
68666.667
77250
82400
206000000.026
206000000.026
206000000.026

Rigidez(Aelem +Lelem Eelem) =

3 TE

Que son las rigideces de cada miembro pero esta matriz debe ser la acoplada diagonalmente de forma que debe
ser cuadrada para esto, hay una funcion llamada “diag(v)” en Mathcad que devuelve una matriz que contiene en

su diagonal los elemento de v que en nuestro caso es el programa “Rigidez(Aciem, Leiems Eetem)”

Por lo tanto si aplicamos la funcion “diag(v)” da como resultado la matriz de rigidez no acoplada [ku].

ku := diag(RigideZ A ¢jem  Lelem  Eelem))

68666.667 0 0 0 0 0 0 0
0 77250 0 0 0 0 0 0
0 0 68666.667 0 0 0 0 0
oy = 0 0 0 77250 0 0 0 0 Dk—N
0 0 0 0 82400 0 0 0 m
0 0 0 0 0 206000000.026 0 0
0 0 0 0 0 0 206000000.026 0
0 0 0 0 0 0 0 206000000.026
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Como sabemos la matriz de compatibilidad [A] es la transpuesta de [B] o sea [A]= [B]" o [B]'=[A]. Por lo tanto

la matriz de rigidez de la estructura [K] da como resultado.

K =B Cku (B'

206129986.026 39552 0 0 —52736  —39552 =77250 0
39552 206098330.693 0 —68666.667 —39552 29664 0 0
0 0 77250 0 —=77250 0 0 0
K = 0 —68666.667 0 68666.667 0 0 0 0 Dki\l
—52736 —39552 —77250 0 129986 39552 0 0 m
—39552 —29664 0 0 39552 98330.667 0 —68666.667
—77250 0 0 0 0 0 30550622.785 —73136094.684
0 0 0 0 0 —68666.667 —73136094.684 175595293.908

Para los desplazamientos de la estructura solo es necesario despejar [F] y la inversa de [K]. Para los tres casos de

carga.

A=K '

Carga 1 Carga 2 Carga 3

0.000235989 0.000333738 0

—0.000085809 0.000364078 0

2.925162575 3.489900637 0.035315534
—1.029843091 0.000364078 —0.008737864
2.009809825 2.842651446 0.024959547
—-0.891719248 -1.261075715 —0.013052859
—0.285811745 —0.404197006 —0.010355987
—0.119390365 —0.168842705 —0.004314995,
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Si se desea se puede encontrar nuevamente las fuerzas de los miembros de la relacion de compatibilidad o solo
para verificar que con este calculo resultan iguales las fuerzas encontradas con la ecuacion de equilibrio, por

ultimo se pueden encontrar las deformaciones internas (e o también llamadas AL en la ley de Hooke) o de

miembro de la siguiente relacion.

Deformaciones de elementos para las tres condiciones de carga.

Carga 1 Carga 2 Carga 3

—-1.0297573 0 —0.0087379
—0.9153528 —0.6472492 —0.010356
—0.7723289 -1.092233 -0.0087379
—0.2860477 —0.4045307 —0.010356
1.072679 1.5169903 0.0121359
0.000236  0.0003337 0
—0.0000858 0.0003641 0
—0.0002789 —0.0003944 0

Fuerzas de los elementos.

Fo=ku(B' (A
Cargal Carga?2 Carga3

=70.71 0 -06
-70.711 -50 -0.8
-53.033 -75 -0.6
—22.097 -31.25 -0.8
88.389 125 1
48.614 68.75 0
-17.677 75 0
—57.453 -81.25 0
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Ejemplo 2.3 Analice la siguiente armadura por el método basico de la rigidez. Esta armadura es la del ejemplo
anterior modificada por la inclusiéon de un miembro diagonal adicional ahora la estructura es indeterminada de
primer grado (Fig. 1I-6). De nuevo se han asignado grandes valores a los miembros soporte para modelar
soportes rigidos; las mismas condiciones de carga (Fig. II-5) y la cuarta condicion es que los seis miembros estan

expuestos a un gradiente de temperatura de 15 °C.

Fig. lI-6 Armadura hiperestatica.

Insertando tablas de Excel de Matriz de conectividades, Tipo y Coordenadas y completando las celdas con la

geometria de la estructura.

Matriz de Conectividades

Numero de | NudoIncial | Nudo Final | Tipo Matriz de Coordenadas
Miembro Nudo X "
1 1 2 1 0 0
2 2 3 2 0 3
3 3 4 3 4 3
4 1 4 4 4 0
5 1 3 5 0.1 0
6 4 2 6 0 0.1
7 1 5 R 7 4.05 0.12
8 1 6 R
9 4 7 R

Crdn :=Crdn [nr
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Para las tres condiciones de carga.

Cargal
Condicion de Carga
Nudo Px Py
1 0 0

2 70.711 70.71

3 0 0

4 0 0

Carga 2

Condicién de Carga
Nudo Px Py

1 0 0

2 50 0

3 50 0

4 0 0

P" =P KN Carga 3
Condicion de Carga
Nudo Px Py
1 0 0
2 0.8 -0.6
3 0 0
4 0.8 0.6
P" :=P'[kN

Ahora la tabla de Excel para extraer la matriz de “Datos de los elementos”, para el programa de ensamble de la

matriz de rigidez no acoplada. [k,].

Datos de los elementos

Elemento Area[cm’] L[m] E (kgf/cm?)
1 10 3 2100615.4
2 15 4 2100615.4
3 10 3 2100615.4
4 15 4 2100615.4
5 20 5 2100615.4
6 20 5 2100615.4
7 10000 0.1 2100615.4
8 10000 0.1 2100615.4
9 10000 0.1 2100615.4
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Si vamos a considerar el gradiente de temperatura para todos los elementos es necesario conocer el coeficiente
de expansion térmica (o) que para el acero es de 1.17 x10” /1 °C. El incremento de temperatura en los seis
elementos de la armadura (Estado I) provocara que estos elementos se alarguen. Estos alargamientos son las
deformaciones internas reales (d). El célculo de las deformaciones internas y las fuerzas inducidas por dicho

gradiente sera calculado de la siguiente forma:

AT = 155 oo L7 10 ° 0.00369
1ec 0.00492 0258
0.387
0.00369
. 5 = (tm . Aelemi [ Eelemi 0.258
=16 Q=0T [0 Lejem,  mp | | 0.00492 Fpi=———— 0 ¢ _| "% qon
! ! Lelem I 0 387
0.00615 i :
0.00615 0.517
0.517

Si estas fuerzas se si descomponen en sus componentes Px y Py para cada nudo y se hace el analisis para obtener
las fuerzas y desplazamientos de estructura (Estado 2). Para la cuarta condicion las componentes Px y Py (efecto
por temperatura) estos componentes analizan por trigonometria o por cosenos directores y se insertan en la tabla

de Excel.

0= atan(é) = 0.644Fad
m 4

Carga 4
NV'V': N d P P "n o .—p

udo X y P") :=P'Llon ~0.801 -0.568
1 -0.801 -0.5683 ~0.801 0.568
2 -0.801 0.5683 P4=| 0801 0568
3 0.8008 0.5683 ‘ '
; o008 e 0.801 —0.568

Fuerzas

[9 Fy [{(Ton) 1]
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Llamando la funciéon que ensambla la matriz estatica [B]. Y la funcidon que ensambla el vector de carga [P] de las

matrices de condicion de carga y la funcion “augmnet (A, B, C...)” que ensambla los N vectores de carga.

B Begtitica (Cntv, Crdn, Tipo) p= augment(Carga(P”l) ,Carga(P"z) ,Carga(P”3) ,Carga(P” 4))
00 0 -1 08 0 10 0 o 0 0 -0.801
10 0 0 06 0 01 0 0 0 0 -0568
0 -1 00 0 0800 0 7211 5.099 0.082 -0.801
go| 1000 0 0600 0 p= _7621 5299 -0;)61 g;g? o

01 00 08 0 00 O ~ :

001 0 06 0 00 0 0 0 0  0.568
00 01 0 08 00 —0.385 0 0 -0.082 0.801
0 0 -1 0 0 -0600 0923 0 0 0061 —0.568

Los cosenos directores para verificar el ensamble de la matriz estdtica [B] o para conocer la distancia de cada

miembro. (P.ej. miembro 5).
Nodo final Nodo inicial

Miembro i:=5 (an. n) =3 (Cntv. . i) =1

i,fi 1,in

B = Crdn(cnwi’ﬁn) x Crdn(cnt"i,ini) x 4 » D= Crdn(cnwi’ﬁn) v Crdn(CnWi,ini) y =30

- _ -D D D
A=y Dx + Dy =50 . Ci=— =08 N(MZTY = 0.6 N%A::f =08 (=

L

nodo inicial nodo final
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Para el calculo de la matriz de rigidez de de la estructura [K] se necesita el valor de matriz de rigidez no

acoplada [ku] y la matriz de compatibilidad [A].

68666.667 0 0 0 0 0 0 0 0
0 77250 0 0 0 0 0 0 0
0 0 68666.667 0 0 0 0 0 0
0 0 0 77250 0 0 0 0 0
ku = 0 0 0 0 82400 O 0 0 0 k—N
0 0 0 0 0 82400 0 0 0 .
0 0 0 0 0 0  2060000000.26 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2060000000.26 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2060000000.26
-1 0 1 0 0 0
o 0 -1 0 1 0 0 0
o 0 0 0 0 1 0 -l Donde:
-1 0 0 0 0 0 1 0 [4] = [B]T
A=[-08 -06 0 0 08 06 0 0 [B]T — [A]
0 0 -0806 0 0 0.8 -0.6
1 0 0o 0 0 O 0 0
0 1 o 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 0 -03850.923
Entonces la matriz de rigidez de la estructura [K] es la siguiente:
K =B kuB'
2060129986.26 39552 0 0 =52736 —-39552 =77250 0
39552 2060098330.93 0 —68666.67 —39552 —-29664 0 0
0 0 129986  —39552  =77250 0 =52736 39552
K = 0 —-68666.67  —39552 98330.67 0 0 39552 -29664 Dk—N
-52736 -39552 =77250 0 129986 39552 0 0 m
—39552 —29664 0 0 39552 98330.67 0 -68666.67
=77250 0 -52736 39552 0 0 304863713.85 —731400498.84
0 0 39552  -29664 0 —68666.67 —731400498.84 1755364603.08

72



Los desplazamientos de la estructura son para las cuatro condiciones de carga:

Cargal

2.3599% 10 °

0.7816
—-0.4995
0.4947
—-0.0994

0.3425

0.1427

~8.5809% 10 °

Carga 2

3.3374x 10

5

3.6408% 10 °

1.4155

0.5131

1.3764

—0.4944

0.2036

0.0848

Carga 3 Carga 4

0 0

0 0
8.3501x 10 > —0.0154
—.066% 10> 0.0369
5.9015% 10 > 0.0338
3.0863% 10> 0.0574
0.4486% 10 > 0.0492
~1.0203% 10> 0.0205

O

Las fuerzas y elongaciones de los miembros dan como resultado:

F=ku I:BT

-3.497 3.592
—2.26 —-0.309
—-1.695 —4.055
2.698 1.603
2.824 6.759
—-6.189 —5.987
4957 17.011
—-1.803 7.648
—-5.859 —8.285

A

—0.014 0.258
-0.019 0.387
—0.014 0.258
-0.019 0.387
0.024 0.517
-0.078 0.517
0 -0
0 0
-0 -0

Elemento 1
Elemento 2
Elemento 3
Elemento 4
Elemento 5
Elemento 6
Rx1

Rx1

Ryb64

[l'on
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Ax1
Nudo 1
Ayl
A.x2
Nudo 2
Ay2
A.x3
Nudo 3
Aly3
A.x4
Aya Nudo 4
& =AlA
-0.499 0.513 -0.002 0.037
-0.287 —0.039 —0.002 0.049
-0.242 —0.579 —0.002 0.037
0.342 0.204 -0.002 0.049
0.336 0.804 0.003 0.061
-0.737 —0.713 -0.009 0.061
0 0 0 0
-0 0 0 0
-0 -0 0 0




Tenemos que la cuarta columna corresponde al Estado 2 de la cuarta condicion de carga (la funcion “columna de

matriz” de la barra de herramientas de vector y la matriz hace este proceso).

Estado | Estado 2.
Fy ::F<4>
0.258 0.258
0.387 0.387
0.258 0.258
0.387 =1 0ag7 [T
Fyp =| 0.517 | OTon 0.517
0.517 0.517
-0
0
-0

Para el célculo de fuerzas debido al efecto del gradiente de temperatura se tiene que sumar los dos estados de

fuerzas: Estado I + Estado II debido al principio de superposicion.

Pero el Estado II tiene menos renglones debido a que solo se calculo para los elementos que tienen temperatura;
debido a que los “elementos soporte” no se contemplan. Pero se pueden agregar los otros tres elementos con la
funcion “stack(A, B, C,...)".

AI;EA::FI + FH
0.258
0
0.387
Fy :=stack| Fy,| O 0258 0.517
0 ' 0.775
0.387
0.517
Fy=| 0.517 | Ulon 0775
0517 '
F=| 1.033 | Ol'on
0
1.033
0
-0
0
0
-0

Por el principio de superposicion se suman los Estados (Estado I +Estado II).
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Ejemplo 2.4 Analice la armadura 2D de la figura II-7 considerando lo siguiente.

La condicion de de carga mostrada.
Defecto constructivo: el elemento 18 es mas corto por 3mm.

c. Los elementos 6, 7, 8, 9, 19, 20 y 21 estan expuestos a un gradiente de temperatura de 38° calcule las
fuerzas inducidas por dicho gradiente.

d. Desplazamiento impuesto en el apoyo 10 Ax=2 cm.

o

Figura 1.7 Armadura hiperestatica.
Para el calculo de la indeterminacion de la armadura se analiza con la siguiente formula:

2NJ = NM + NR

Donde: IND = NM + NR-2NJ
NJ = Numero de Juntas o nudos. =21+ 6 -2*12
NM = Numero de miembros o elementos. =3

NR = Numero de componentes de reaccion.

Por lo tanto la armadura es hiperestatica de tercer grado.
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Si modelamos los soportes como miembros soporte y los enumeramos como nudos soporte y miembros soporte

siguiendo la numeracion correspondiente. Fig. 1I-8

Fig.II-§ ARMADURA MODIFICADA CON ELEMENTOS SOPORTE.

Los datos de la armadura es la siguiente:

L) =3 H; =3 A= 280m2 P :=3Ton
= kgf

L=h H, :=H, E:=2.039% 100 &

I;:=L, H;:=H, cm
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En la seccion 11.2.8 dice: si la estructura es indeterminada, la matriz estatica [B] ya no es cuadrada, ya que habra

mas columnas (incégnitas) que renglones (ecuaciones de equilibrio). Por lo tanto lo més conveniente es

encontrar los desplazamientos de estructura segiin el método de la rigidez bésico.

Insertamos las tablas de Excel predisefiadas y llenamos las celdas correspondientes a cada miembro.

Matriz de Conectividades

Matriz de Coordenadas

Numerode | Nudo Incial | Nudo Final | Tipo
Miembro
1 11 1
2 1 2
3 2 12
4 12 3
5 3 4
6 4 5
7 5 10
8 10 6
9 6 7
10 7 8
11 8 9
12 9 11
13 1 9
14 1 8
15 2 8
16 12 8
17 8 3
18 7 3
19 4 7
20 6 4
21 5 6
22 10 13 R
23 10 14 R
24 11 15 R
25 11 16 R
26 12 17 R
27 12 18 R

a. La condicion de carga mostrada.

Nudo X y
1 0 3
2 0 6
3 3 9
4 6 9
5 9 9
6 9 8
7 6 7
8 3 6
9 3 3
10 12 9
11 0 0
12 0 9
13 13 9
14 12 10
15 -1 0
16 0 -1
17 -1 9
18 0 10

Crdn = Crdn [

Si calculamos los cosenos directores de cada miembro para verificar el ensamble de la matriz de equilibrio [B] o

la distancia de cada miembro. (P ejem. Elemento 21).
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Nodo final Nodo inicial

Miembro i:=21 (ani‘ ﬁn) =6 (Cntvi’ini) =5
Dy = Crdn(CnWi’ﬁn) X Crdn(CHtVi,ini) x =0 0r » Dy = Crdn(cnwi’ﬁn) y - Crdn(cnt\’i,ini) y =-10r
=D + D, =100 - o= g Cy:—_Dy:1 NCW:&:O NCM::&:_I
L L L L
Nodo inicial Nodo final

Para el calculo de los desplazamientos sera necesario insertar la tabla de Excel de Datos de los elementos para

después obtener la matriz de rigidez no acoplada [ku}.

Datos de los elementos

Elemento Area[cm’] L[m] E (kgf/cm®)
1 28 3 2039000 Astsons= Actem Hlom?)
2 28 3 2039000
3 28 3 2039000
4 28 3 2039000 Alen, = Lelem [ (m)
5 28 3 2039000 kef
6 28 3 2039000 Aelowm,= Felem 0=
7 28 3 2039000 om
8 28 3.162 2039000
9 28 3.162 2039000
10 28 3.162 2039000
11 28 3 2039000
12 28 4.243 2039000
13 28 3 2039000
14 28 4.243 2039000
15 28 3 2039000
16 28 4.243 2039000
17 28 3 2039000
18 28 3.606 2039000
19 28 2 2039000
20 28 3.162 2039000
21 28 1 2039000
22 100000 1 2039000
23 100000 1 2039000
24 100000 1 2039000
25 100000 1 2039000
26 100000 1 2039000
27 100000 1 2039000 |78




Llamando la funciéon que ensambla la matriz estatica [B]:
B := Begtatica (Cntv, Crdn, Tipo)

B = BigMatrix {24,27}
El programa Mathcad marca como resultado un gran matriz de 24 renglones por 27 columnas efectivamente se
trata de una armadura hiperestatica de tercer grado, continuando con el calculo de la matriz de rigidez acoplada
[ku] se llama el programa de la rigidez de los elementos y se inserta el programa en la funcidon “diag(v)” del

Mathcad y por lo tanto se obtiene dicha matriz.

ku :=diag (Rigidez(Aelem +Lelem s Eelem) )

La matriz de rigidez no acoplada [k,] arroja como resultado una matriz de 27x27, que efectivamente si se
multiplica la matriz [B] de tamafio 24x27 por la matriz de compatibilidad [A] de 27x24 nos dara la matriz de

rigidez de la estructura [K] de tamafio:

Zﬁxlﬂ‘ ﬁ?xlﬂz ] ] n n n n o o o o ] ] —571103 -67)(103 —lgxlﬂ‘ ] ] ] o o n n
ﬁ1)<1|]3 45)‘10‘ ] —19)‘10‘ n n n n o o o o ] ] —51!103 -61)(103 n ] ] ] o —19)‘10‘ n n

0 0 et o o o o o 0 o o o 0 0 -uesm' 0 o 0 0 0 0 o o o

] —lelD‘ ] 33!104 n n n n o o o o ] ] a a n ] ] ] o o n —lelD‘

0 0 0 0 agwat g3l cLexnt 0 0 0 o o et 73 0 0 o 0 0 0 o o aeent o

0 0 0 0 e 2t 0 o 0 0 o o 73t a0 ekt o 0 0 0 0 o o o

0 0 0 o asew’ 0 saen’ a0’ st 0 clsen® sax® o 0 0 0 o 0 0 0 8 8 0 0

0 0 0 0 o [P PR 0 saew® clee’ 0 sk o 0 o 0 0 0 8 8 0 0

0 0 0 0 o o -tent 0 zeet 0 o o 0 0 0 0 0 0 wssut o o o 0 0

0 0 0 0 o o o o o srswt 0 sgswt 0 0 0 0 o 0 0 0 o o o o

0 0 0 0 o 0 1wt seet® 0 o eoxwt sax® lexit e o 0 0 0 -lexut sae® o o 0 0

‘ 0 0 0 0 o o sae10d ol 0 smewt sax® e3xt e’ sl o 0 0 0 -sawl® gk’ o o o | T

0 0 0 0 71.1!10‘ 7.3!103 0 0 o o 716K1U‘ 75§><1U3 q3><1U‘ 35x1t|3 71.6’(10‘ 751K1U3 0 0 0 0 o o 0 0 m

0 0 0 0 s okl 0 skt o 0 setr® et 3se? 27e1t sae® aeew® e 0 0 0 o 8 0 0
-63!1U3 -67!103 —1.9!10‘ 0 0 0 0 0 o o o o —IEXIU‘ —54!103 4.9!1U4 5.4!1U3 0 0 0 0 o o —f 7!1U3 6?!1U3
<67x1[|3 <67><1E|3 0 0 0 71§K1U‘ 0 0 o o o o 75§><1U3 713’(103 5.4x1U3 5.3~1U‘ 0 719X]U‘ 0 0 o o 67~1U3 <€.T><1U3
—lD!lU‘ 0 0 0 0 0 0 0 o o o o 0 0 1] 1] ].6!10‘ 6.7 % IUB 0 0 -6.7!103 6.7 x IUB 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 o o o o 0 0 1] -l9x IU‘ 6.7« 103 26 lU‘ 0 0 6.7 x 103 6.7 x IUB 0 0

L] L] L] L] 0 0 0 0 —].9!10‘ o -l6x 104 —54!103 L] L] 1] 1] 0 L] 2 !108 54!103 o o 0 0

L] L] L] L] 0 0 0 0 o o —54!103 —131103 L] L] 1] 1] 0 L] 54!103 2-108 o o 0 0

] ] ] ] n n n n o o o o ] ] a a -61![03 -ﬁ:’x]ﬂa ] ] 2)‘108 ﬂT!lﬂs n n

] —19>(lﬂ4 ] ] n n n n o o o o ] ] a a -61![03 -ﬁ:’x]ﬂa ] ] ﬂT!lﬂB 2)‘103 n n

] ] ] ] —19)(10‘ n n n o o o o ] ] —571103 57!103 n ] ] ] o o lee -ﬁ?llﬂs

] ] ] —19)‘10‘ n n n n o o o o ] ] ﬂfxlﬂ3 -61)(103 n ] ] ] o o —ﬂTKle Ixme

rows(K) =24 cols(K) =24

Con la funcion “rows(K)” y “cols(K)” se puede saber el tamafio de los renglones y columnas de la matriz [K] o
cualquier matriz definida. Ya obtenida la matriz de rigidez de la estructura [K] se pueden encontrar los

desplazamiento libres [A]. Y llamado la funcién que ensambla el vector de carga [P] para la 1* condicion.
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A.x1
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Ay2

A.x6

Ay6
A.X7

Ay7

A.x9

Ay9
A.x10

A.y10
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A=K P
1

1| 0.077054
2| -0.113083
3| -0.223298
4| -0.056545
5| 0.295594
6| -0.450137
7| 0.354699
8| -1.549574
9| 0.177342
10| -2.29802
11| 0.382138
12| -2.29802
13| 0.008215
14| -1.497027
15| -0.223298
16| -0.29249%
17| 0.246662
18| -0.280528
19| -0.000014
20| -0.000025
21| -0.000001
22| -0.000012
23| 0.00003
24| -0.000008

Cmn



Obtenido los desplazamientos se pueden obtener el vector de fuerzas [F] y deformaciones de los elementos [e].

F=kuB' A e :=A LD,
1 1
1| -2.152 1] -0.11307
2| 1.076 2| 0.05654
3| 1.076 3| 0.05654
4| s5.625 4| 0.2955
5] 1.125 5 0.0591
6| -3.375 6| -0.17736
7| -3.375 7| -0.17736
8| 6.575 8| 0.36415
9| 1.832 9| o0.10144
10| -2.912 10| -0.16127
11| -0.228 11| -0.01197
12| -0322 12| -0.02394
F - 13 3228] o =[13] 0.6961]

14| -4.565 14| -0.33925
15 0 15 0
16| 0.658 16|  0.0489
17 -3 17| -0.15764
18| 5.408 18]  0.3416
19|  -15 19| -0.05255
20 4.743 20] 0.26271
21 0 21 0
22| 2.862 22|  0.00001
23| 5.079 23| 0.00002
24| -0.228 24 -0
25| -2.38 25| -0.00001
26|  6.09 26| 0.00003
27| 1.541 27| 0.00001

En este ejemplo se pueden revisar los resultados en otro programa de analisis estructural como el SAP o

cualquier otro que pueda analizar armaduras indeterminadas.
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b. Defecto constructivo el elemento 18 resulto ser mas corto por 3mm. Fig. 11.9

LI i L2 i L3 i L4 i
® © &) ®
Y
\¢

N
@
P
H2
@ P
—
®
Hi

Fig. I1-8. Armadura hiperestatica miembro 18 con defecto constructivo

Los errores de fabricacion de los elementos también pueden pensarse como una deformacion interna. Es de
hecho una deformacion que no se debe a la carga virtual (si quiere resolverse por método del trabajo virtual),
esto permite tratarla como cualquier otra deformacion interna. Se puede imaginar que el trabajo virtual interno es
producido por una fuerza virtual interna desplazandose a través de una deformacion desde la longitud correcta

del miembro hasta la longitud real de fabricacion.

A menudo, los errores de fabricacion se introducen intencionalmente para proporcionar a la estructura, sobre
todo a los puentes, un combeo o contraflecha. En este caso, el objetivo es determinar que tan corté o que tan
largo debe fabricarse un miembro para que de como resultado un desplazamiento especifico en algin punto.

Debemos calcular la fuerza necesaria para restituir la barra que deberia tener la estructura. (Estado I).

dp = 3mn

Leter, = 3.606m F| :=| ———————— | (Bp, = 47.49800Ton
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La fuerza para el miembro 18 es de 47.498 Ton para tener su posicion original (Estado I). Se procede a obtener
las componentes Px y Py para hacer el andlisis estructural debidas a esta fuerza de miembro (Estado II)

obteniendo las componentes Px y Py se aplican a sus nodos conectados a este elemento.

Odc = atan(z—mj =33.69[F

3m
Nudo 3 Nudo 7
Py3 :=FI18 [ cos(Bdc) =39.52[ Ton Py7 :=—FI18 [ cos(Bdc) = —39.52[ Ton
Py3 1= —F118 ['sin(Bdc) = —26.347[ Ton Py7 1= FIIS [ sin(Bdc) = 26.347[ Ton

Para las componentes Px y Py seran llenadas en las celdas correspondientes a la condicion de carga 2. Por lo

tanto el vector de carga [P] resulta de la siguiente manera.

P, :=Carga(P"
2 2
Condicion de Carga ( )

Nudo Px Py P"2 :=P'[ Ton 0
" 5 5 0 = Nudo 1
2 0 0
3 39.52 26.347 0
4 0 0 0 Nudo 2
> 0 0 39.52
6 0 0 ) ]- Nudo 3
7 -39.52 26.347 -26.347
8 0 0
9 0 0 0
= Nudo 4
10 0 0 0
11 0 0
12 0 0 0
0
0
0
P, = l'on
2 ] 3952
= Nudo 7
26.347
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
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Como la matriz estatica [B] no sufre cambios, ni la ecuacion de rigidez no ensamblada [ku] solo el vector de

carga [P] es que vamos a sustituir para encontrar los desplazamientos de la estructura y si también se pueden

obtener las fuerzas (Estado II) y las elongaciones de los miembros.

Ay=K ! P,
1
1| 0.0000086
2 | 0.0000009
3| 0.0000154
4| 0.0000005
5| -0.0000131
6| -0.0000078
7| -0.0000088
8| 3.6055846
9 | -0.0000044
10| 1.8028231
11| -0.6009293
12| 1.8028231
13| -1.2018381
14| 3.6055846
15| 0.0000154
16| -0.0000019
17|  0.0000072
18| -0.0000033
19 0
20 0
21 0
22 0
23 -0
24 -0

O

FH =ku BT mz

Fip =

1
1 0
2 -0
3 -0
4 -0
5 0
6 0
7 0
8 -0
9 -0
10 0
11 0
12 0
13 0 [Ton
14 0
15 0
16 0
17 -0
18| -47.498
19 -0
20 -0
21 0
22 -0
23 -0
24 0
25 0
26 -0
27 0

Fuerza en el miembro
sin defecto (Estado 2)
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ey = B' 2
1
1 0.00000092
2 | -0.00000046
3| -0.00000046
4| -0.00001314
5 0.00000438
6 0.00000438
7 0.00000438
8| -0.00001114
9| -0.00001114
10| 0.00000832
11 0.00000138
12 0.00000277
ey = 13| -0.00000138
14|  0.00000277
15 0
16| 0.00001222
17| -0.00000584
18 -3.0000016
19 0
20 0
21 0
22 -0
23 -0
24 0
25 0
26 -0
27 0

Omn

Elongacion en el

miembro

(Estado 2)

sin defecto



Pero podemos corregir ya que la fuerza en el miembro no es real, esto es porque primero se analizo con la fuerza
necesaria para ajustarlo a la longitud correcta (Estado I) y por otro lado se obtuvo la fuerza inducida por las

cargas en los nudos 3 y 7 (Estado 2).

€18 real 1=€218 + dp, = —0.00000160 mn

Por lo tanto la fuerza real en el elemento es:

Fig:=| ———————— | Ceyg yeal = —0.0000250Ton

Con la funcién “stack(A, B, C,...)” se puede crear el vector de fuerzas del Estado I para que sea del mismo
tamafio que las fuerzas inducidas del Estado II. Aplicando el principio de superposicion para obtener las fuerzas

reales debidas al efecto constructivo.

1 1 Fgc:=Fr + Fyy
1 0 1 0.000018
2 0 2| -0.000009
3 0 3| -0.000009
4 0 4 -0.00025
5 0 5 0.000083
6 0 6 0.000083
7 0 7 0.000083
8 0 8 | -0.000201
9 0 9 ( -0.000201
10 0 10 0.00015
11 0 11 0.000026
12 0 12(  0.000037
b =13 0| fpon Py = 13| -0-000026| o
14 0 14 0.000037
15 0 15 0 Para confirmar lo anterior se tiene:
16 0 16| 0.000164
17 0 17| -0.000111
18| 47.498 18| -0.000025 — chlS = —0.000025[ Ton
19 0 19 -0
20 0 20 -0
21 0 21 0
22 0 22| -0.000107
23 0 23| -0.000064
24 0 24| 0.000026
25 0 25 0.000044
26 0 26 -0.000134| g5
27 0 27| 0.000107




c. Los elementos 6, 7, 8, 9, 19, 20 y 21 estan expuestos a un gradiente de temperatura de 38 °C. calcule
las fuerzas inducidas por dicho gradiente.

Si calculamos las deformaciones internas y las fuerzas internas (Estado I) para los elementos 6, 7, 8 y 9.

117% 10 °
AT =3¢ o0 =—
1 0.13338
6. 5 S AT LalL 5 0.13338 o N E 25.383
A= 0 p Ol Letem, . = 1T elem. ! Eelem. 25383
" ] || 014058 Fi=———— 5, Fi = Con
0.14058 ! Lelemi i | 25383
25.383

Las deformaciones internas y las fuerzas internas (Estado I) para los elementos 19, 20, y 21.

j=19.21 & :=AT [0 Lejem
J

0.08892

= Aclem. [ Eelem. 25.383
8 =| 0.14058 | Cbm F ::%E{’j F, =| 25383 | Oron
! J
0.04446 elemj 25 383

Estas son las fuerzas con el gradiente de temperatura ahora vamos a obtener las componen Px y Py aplicarlos a
los nodos conectados dependiendo de cada miembro expuesto al gradiente. Se puede obtener los componentes

por medio analisis trigonométrico o por cosenos directores.

Fiemp :=25.383Ton

P4 = Fremp [ 1+ Fremp [ cos(84) = 49.463( Ton Nudo 4
uao

= ~Fiemp [ 5in(84) — Fiemp = -33.41[ Ton

R

y

Pys = _Ftemp + Ftemp =0[Ton Nudo 5

Py(s 1= ~Fiemp [ 1 = =25.383[ Ton

Pyt6 := Ftemp [ cos (910) = Fiemp [ cos (94) = Ftemp [ cos (97) = -24.08[ Ton
Nudo 6

Pyi6 = Fremp [5in(010) ~ Fremp [ sin(87) + Fyemp [sin(84) = 8.027( Ton

Py7 = Fremp [ cos(87) = 24.08 Ton Nudo 7
uao

Py(7 = Fiemp [ 5in(87) + Fiemp =33.410 Ton

Pxt10 = ~Fremp = Fremp [ s (810) = -49.463[ Ton o 10
uao

Pyi10 := ~Fiemp [ sin(819) = -8.027 Ton 86



Dichos componentes se integran a las celdas correspondientes a la condicion de carga3. Por lo tanto la tabla de

Excel resulta de la siguiente manera; también se puede llamara el programa de ensamble del vector de carga [P].
P3 = Carga(P”3)

P",:=P'[ Ton

Condicion de Carga 3 0
Nudo Px Py
1 0 0 F ;’ 0 } NudO 1
2 0 0 0
3 0 0
4 49.463 -33.413 0
5 0 -25.383 0
6 24.08 8.027
7 24.08 33.413 0
£ 49.463
9
10 -49.463 -8.03 —33.413
11 0
12
-25.383
-24.08
8.027
P, = [Ton
3 24.08
33413
0
0
0
0
-49.463
-8.03
0
0
0
0
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Ahora ya se pueden obtener los desplazamientos las fuerzas (Estado 2) y las deformaciones de los elementos.

T
Ay=K P, Filtemp = ku (B' (A em =B L83
1 1 1
1 -0.314 1 -2.466 1| -0.013
2 -0.13 2 1.233 2| 0.006
3 -0.368 3 1.233 3| 0.006
4 -0.065 4| 41.245 4| 0.217
5 2.168 5| 28.554 5 0.15
6 -1.069 6| -34.903 6| -0.183
7 3.668 7| -34.903 7| -0.183
Asz=|8g -6.07| [ Fiitemp =| 8 |  26.046| Ulon Cem =| 8 | 0.144| Lbw
9 1.834 9| -14.088 9| -0.078
10| -12.555 10| -2.083 10| -0.012
11 2.516 11| -3.699 11| -0.019
12| -12.11 12| -5.231 12| -0.039
13 0.881 13 3.699 13| 0.019
14| -4.737 14| -5.231 14| -0.039
15| -0.368 15 0 15 0
16 16 16
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Para obtener las fuerzas reales de la estructura se suman los dos estados de fuerza (Estado | + Estado 2)
debidas al principio de superposicion. Si insertamos la funcion “stack(A, B, C;...)” y los miembros se ordenan
conforme a su posicién original en un vector de fuerzas Estado I.

Estado 2
0
0 —2.466
0 0 0 1.233
ol [2%) o] (25383) | ° 1.233
Fltemp :=stack(| 0 |, z;:j .| 0 1,] 25.383 |, g Ton 41.245
0 55383 0 | \ 25.383 0 28.554
0 0 =34.903
0 0 -34.903
0 26.046
—14.088
Estado | —2.083
0 -3.699
0 -5.231
0 3.699
0 Flitemp =| —5.231 | lon
0 0
25.383 5 436
25.383 _g.461
25.383 15.253
25.383 38,078
0 14.751
0 -25.383
0 39.269
0 16.266
Fitemp =| 0 | Ulon -3.699
0 —6.164
0 42.967
0 2.955
0
25383 Miembro 19
25.383 Miembro 20
25.383|  Miembro 21
0
0
0
0
0
0
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Ahora las fuerzas inducidas por el gradiente de temperatura..

F3

—2.466
1.233
1.233

41.245

28.554
-9.52
—9.52

51.429

11.295

—2.083

-3.699

-5.231
3.699

—5.231

2.436
—8.461
15.253

—-12.695
40.134

39.269
16.266
—-3.699
—6.164
42.967
2.955

= FItemp + FHtemp

Ton

Ctem ~
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d. Desplazamiento impuesto en el apoyo 10 Ax=2cm. Figura II-9.

Una forma de resolver el desplazamiento impuesto es considerar un apoyo de resorte muy rigido en la misma

direccion que el desplazamiento impuesto y aplicar una gran carga que provoque que el soporte se comprima en

la cantidad que se desea. Fig. 2-10.

L]

A o
[
| —_—
] ol |«
o] [ -
m B . Ip

TN,

Fig 11-9. Armadura hiperestatica con modelo de resorte para desplazamiento impuesto
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Fig. 11-10. Modelo del nudo 10. Soporte 22 modelado como resorte rigido.

Se observa que el modelo de resorte debe cumplir la siguiente condicion.

2Fx=0
F+F.-P=0
kA+k,A-P=0
P=(k, +k,)A
Donde :

k =rigidez del elemento de apoyo

- =rigidez de los elementos en el nudo

Pero si k, > k,entonces k; se puede despreciar, de modo que

P=kA

Si consideramos en forma arbitraria un area (Aelemzz) y la longitud de la barra al tamafio del desplazamiento
(Lelem22 ) y modificamos ahora la tabla de Excel de Datos de los elementos.

2
Aclem-22 := 1000cm Lejem-22 = 2cm

kef
Eelem.22 ::203.9000i2

cm

Por lo tanto la rigidez del soporte es:

Aclem-22 [ Eelem-22 kgf
kg = — O = 10195000000~
Lelem-22 cm
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Entonces la carga que debemos aplicar en el nudo 10 para tener 2 cm de desplazamiento es:

Pp =k, (A, =2.039x 10° CTon

Este valor tiene que ser insertado en tabla de Excel de condicion de carga, los valores del area y la longitud del

elemento 22 seran modificados para posteriormente los valores de la matriz de rigidez no acoplada [ku] y la

matriz de rigidez de la estructura [K] sufriran cambios en el andlisis de desplazamientos.

Datos de los elementos

2
Adslamn = Actem om - Loty 1= Letem [ 10

Kolow= Eelem U 5

kef

cm
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Elemento Area[cm’] L[m] E (kgf/cm?’)

1 o8 3 5039000 Condicion de Carga
Nudo Px Py

2 28 3 2039000 . =~ -
3 28 3 2039000 2 0 0
4 28 3 2039000 z g g
5 28 3 2039000 s o 5
6 28 3 2039000 6 0 0
7 28 3 2039000 ; g g
8 28 3.162 2039000 5 5 o
9 28 3.162 2039000 10 2039000 0
10 28 3.162 2039000 1; g g
11 28 3 2039000
12 28 4.243 2039000
13 28 3 2039000
14 28 4.243 2039000
15 28 3 2039000
16 28 4.243 2039000
17 28 3 2039000
18 28 3.606 2039000
19 28 2 2039000
20 28 3.162 2039000
21 28 1 2039000
22 1000 0.02 - 2039000
23 1000000 0.1 2039000 Se modifica el elemento 22
24 1000000 0.1 2039000
25 1000000 0.1 2039000
26 1000000 0.1 2039000
27 1000000 0.1 2039000

P4:=P[Ton



Se observara a continuacion la matriz de rigidez no acoplada:

All(vl\}v: =diag (Rigidez(Aelem s Lelem s Eelem) )

T
ku = BigMatrix {27,27 ——
m

La matriz estatica [B] no tiene cambios puesto que no hay elementos adicionales o alteraciones en la geometria
(nudos y o elementos soporte adicionales).

La matriz de rigidez de la estructura [K] se calcula de la siguiente manera (sin expandir).

K =B [ku B! rows(K) =24 cols(K) =24

El vector de carga [P] para esta condicion de carga y los desplazamientos de la estructura.

__ " 1
P: Carga(P 4) n a6
1 2| 0.098
1 0 3| 0.756
2 0 4| 0.049
0 0 5| 05
4 0 6| 0.235
5 0 ~ 1
2 0 8| 0.8
/ 0 9] 15
g 0 10| 1.357
g 0 11 1.159
e 0 By=[12] 1.357| Cem
11 0 13 093
P2 0f Hfon 14| o088
13 0 15| 0.756
14 0 16| 0.235
-9 0 17 0.329 Se verifica que en el nudo
16 0 18| 0.088 10 (desplazamiento Ax10)
17 0 19 2 debe presentar un valor
18 0 0 o muy cercano al impuesto.
;g 203900(()) P.x Nudo 10 271 0
P.y 22
21 0 23
22 0 24 0
23 0
24 0 94




Las fuerzas [F] y elongaciones [¢] de los elementos debidas al desplazamiento impuesto da como resultado.

=P =AY

18.699 0.983
-9.349 ~0.491
-9.349 ~0.491
95.146 5
95.146 5
95.146 5
95.146 5
66.522 3.684
66.522 3.684
66.522 3.684
28.048 1.474
39.666 2.948
~28.048 ~1.474
Fpimp =|  39.666 | OTon e=| 2948 |mn
0 0
49.583 3.685
0 0
-0 -0
-0 -0
-0 -0
0 0
-2038841.746 ~19.998
21.036 0
28.048 0
46.747 0
130.206 0
25.711 0
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IL.3 ANALISIS DE ARMADURAS TRIDIMENSIONALES (ARMADURAS ESPACIALES)

El analisis de armaduras tridimensionales sigue las mismas lineas de razonamiento que se establecieron para

armaduras bidimensionales. Los pasos del analisis determinado o del método de la rigidez son los mismos; sin

embargo, debe expandirse la matriz estatica [B] y la matriz de carga [B] y la matriz de carga [P] para considerar

la condicion de equilibrio en la tercera direccion.

I1.3.1 Matriz estatica para armaduras espaciales

Caracteristicas de las armaduras espaciales.

1.

Todavia se considera que las juntas son articulaciones y por ello no hay momentos o fuerzas cortantes
en los elementos del modelo de una armadura espacial, esto es, los elementos solo soportan fuerzas
axiales.

En cada junta de la armadura es posible escribir tres ecuaciones de equilibrio 2Fx =2Fy =2Fz =0.
Por tanto, el numero total de ecuaciones es NEQ =3NJ. El numero de incognitas es

NUK = NM + NR . La ecuacion para la indeterminacion es, entonces IND = NM + NR—-3NJ .

Un soporte perfectamente articulado tendra tres componentes independientes de reaccion. La
armadura espacial sencilla tetraédrica de la figura 2-18a ilustra algunas idealizaciones de posibles
soportes. Las componentes independientes de reaccion correspondiente se presentan en la figura 2-
18b. cada una de estas componentes puede ser representadas por un elemento soporte en el modelo de
la computadora.

Las fuerzas aplicadas y las reacciones sobre una armadura espacial deben satisfacer las seis ecuaciones
de equilibrio 2Fx =2Fy =2Fz y 2Mx = 2My =2Mz = 0. En consecuencia, el nimero minimo de
componentes de reaccion para la estabilidad es seis. La armadura de la figura 2-18 tiene seis
componentes de reaccion y por ello determinada “externamente”. También es determinada en sentido

general y no tiene inestabilidades geométricas.

Carga arbitraria

LR LE=N]

Fig.2-18. a) Idealizaciones tridimensionales. b) Componentes correspondientes de reaccién independiente.
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Para formar la matriz estatica [B] para una armadura tridimensional, se deben considerar ahora las tres
componentes de las fuerzas de los elementos que actuan en cada junta, asi como las ecuaciones de equilibrio en

las direcciones coordenadas en cada junta. La matriz [B] tiene ahora las dimensiones

NUK = NM + NR

l
NEQ =3NJ - [B]
renglones

[P ] NEQ*NUK=[B|[FS] . cenzc

Asi como en el anlisis de armaduras bidimensionales, cada columna de [B] representa la contribucion de la
fuerza de un elemento a cada una de las ecuaciones de equilibrio asociadas con las juntas en el extremo del

elemento. El orden en que se escriben las ecuaciones de equilibrio en cada junta es 2Fx, 2Fy, y 2Fz. Se

adoptara la convencion previa de listar primero todas las fuerzas de los elementos de la armadura, seguidas por
las fuerzas de los elementos soportes.
Para la armadura determinada de la figura 2-18, se tiene NJ =4, NM =6, y NR = 6. Por lo tanto, la armadura

es determinada esto es NM + NR =3N.J . La matriz estatica [B] es cuadrada, como se muestra en la figura 2-19.

”~ (73] -
Junta _ =y ) Fy Fa g Fg Sy 55 3 =g g g Adiembros

EF. £ 25, (= TLCED, o o o o o o o o o [y |
1 { zF, P (22, (22, (22, o o o o o o o o o e

F, £y (%l. (%— , (%‘,}, o L] o [+] ] [+] a o o Fy

e [m| K89, o 0 (B9(29, o 1 o o o o o -
z { EF, |r (=2¥} o o (=3, (3. o o 1 o o o o Fy

=r, | K=F), o o (=59, (3= o o o ' o o o e

F, o 5= o o o o o o o o =,
By T, o L o = o o o o a o E- S

EF, o T o == o o o o o 1 =,

EF (.t:_-‘Jb o (L:. s Il..l o o o o o o S
"{ . = o =22, CS=) © o o 1 o o =5

=F, (_Ef]g o (- 9'1 {= -%ﬁl}‘ o o o o I o k== |

qa) -
(Fin}
o= = (=55,
3 (Iodciod o= {::E"ZJL
Cx = ‘E’L"L
=
L= wDxT = Dy¥ + Dz?
by
Fig

2-19 a) Matriz estatica para la armadura tridimensional de la figura 2-18. b) Cosenos directores para el

elemento 2.
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Cada elemento tiene ahora tres componentes cartesianas. Si se designa con F la magnitud de las fuerzas en un
elemento, ahora se pueden obtener las tres componentes multiplicando F por los tres cosenos directores. Los
cosenos directores pueden determinarse a partir de la geometria de la armadura, como se hizo para armaduras

planas.

Para determinar los cosenos directores, primero se calculan las diferencias en las posiciones coordenadas de los

extremos de un elemento dado. Dejando que Dx, Dy y Dz sean estas diferencias, entonces es posible calcular

la longitud del elemento a partirde L = \/ Dx* + Dy* + Dz . Ahora, los cosenos directores son:

Cx:&
L
Dy
cy="2
4 L
CZ:z
L

Naturalmente que los signos de Dx, Dy, y Dz dependen de lo que se ha seleccionado como juntas inicial y

final. La convencidn coordenada final menos coordenada inicial debe seguirse en todos los casos.

Para continuar el ejemplo, considérese el elemento numero 2 de la armadura de la figura 2-18, como se muestra
en la figura 2-19b. Para este elemento, se selecciono la junta 3 como la junta inicial. Los cosenos directores para
una fuerza que actia de la junta 3 hacia la junta 1 son, en consecuencia (aqui, Dx, Dy, y Dz son valores

absolutos) —Dx/L, —Dy/L, + Dz/L

Multiplicando estas razones por F,, se obtiene las componentes en las direcciones x, y y z en la junta 1. Por

tanto, estos coeficientes se asignan a los renglones 1, 2 y 3 de la segunda columna (columna F,) de la matriz
estatica. Ya que el elemento F, debe ejercer una fuerza igual pero opuesta sobre la junta 3, las tres componentes
de fuerza con signos opuestos actfian sobre la junta 3. Las ecuaciones de equilibrio en la junta 3, de acuerdo con
la convencion de numeracion, son direccidn x=ecuacion 7, direccion y= ecuacion 8 y direccion z=ecuacion 9.

Asi, se asignan los valores Cx, Cy, y Cz con signos cambiados a los renglones 7, 8 y 9 de la columna 2.
Obsérvese que se estd construyendo la matriz estatica posicionada del lado derecho de la ecuacion

[P] =[B][Fs]. Aqui, Dx, Dy, y Dz se han igualado a los valores absolutos de las diferencias en las

coordenadas terminales, de manera que pueden indicarse los signos correctos. Para esta armadura determinada es

ahora posible resolver para los elementos soportes y las fuerzas de los soportes via [FS] = [B]_1 [P] .
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I1.3.2 Modificacion de programas para analisis tridimensional

El programa 1 para ensamblar la matriz de estatica [B] automatizado debe modificarse, como también [P] que es

la matriz de carga a partir de datos geométricos y de carga.

En esta seccion se describen las modificaciones que deben hacerse al programa 1 de la fig.2-20. El programa
crea [B] y [P] a partir de los datos de entrada (Cntv, Crdn, Tipo) en la matriz estatica y [P] a la matiz de carga
(Fig.2-21) y después resuelve para [F]. Es aplicable inicamente a armaduras determinadas e indeterminadas. Los
cambios que se pueden hacer a este programa también sirven para cualquier otro programa que sea extension de
¢l, como el programa del método de la rigidez. Una vez que se han formado [B], [ku], y [P] todos los pasos

restantes son operaciones con matrices. En consecuencia, las modificaciones siguientes son todas necesarias para

cualquier programa basado en la utilizacion de [B] y de [P].

Hay cinco cambios esenciales que deben efectuarse para analizar una armadura espacial.

1. Numero de ecuaciones de equilibrio. Para una armadura espacial, la expresion para el numero de

ecuaciones es ahora NEQ =3JN .

2. Datos de entrada. Las coordenadas de las juntas deben contener ahora los valores z. Las cargas de las
juntas deben tener ahora una componente z.

3. Numeros de las ecuaciones y formacion de la matriz P. Las ecuaciones estan numeradas en el orden
YF. YF, y Y F. en cada junta. Por tanto, el algoritmo para identificar una ecuacion de equilibrio en
una junta es

Ecuacién en la direccion x=3NJ-2
Ecuacion en la direccion y=3NJ-1  NJ=numero de junta
Ecuacion en la direccion z=3NJ

En consecuencia, se asignara una carga PX en la junta NJ a la ecuacioén de equilibrio 3*LIN-2.

4. Cosenos directores. Para calcular los cosenos directores se necesitan ahora Dx, Dy y Dz. La

expresion Dz=z(NE)-z(NB). La longitud se calcula a partir de L = /Dx2 + Dy? + Dz?2 . ahora los

cosenos directores se etiquetan Cx, Cy, y Cz:

Cx =
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5. Matriz estatica. Ahora se asignan los cosenos directores en el renglon correcto de la matriz [B]
mediante el algoritmo. Asi como en el analisis bidimensional, la matriz estatica consta simplemente
de las parejas de cosenos directores para cada direccion, excepto en los soportes. La afirmacion IF en
el algoritmo asegura que no se asignen cosenos directores a renglones fuera de la matriz [B], que esta
definida por ecuaciones de equilibrio en las juntas de la armadura pero no en las juntas de los
soportes. Se debe utilizar de nuevo la convencion de llamar junta inicial a la junta de la armadura

para cualquier elemento soporte y junta final a la junta de soporte.

Con dichas modificaciones, este programa resuelve cualquier armadura espacial determinada. Las mismas
modificaciones a un programa del método de la rigidez permiten la solucion de armaduras espaciales

determinadas o indeterminadas.

En el caso de una armadura indeterminada, la asignacion de los cosenos directores es la misma que se
describié aqui, pero sencillamente haya mas de dos columnas (incognitas) que renglones (ecuaciones). El

paso restante del método de la rigidez, como antes, produce la matriz cuadrada y simétrica de rigidez de la
estructura a partir de [K] :[B][ku][B]T . La solucion de [P] = [K][A] produce [A], con los

desplazamientos listados ene | orden Ax, Ay, y Az en cada junta.
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A continuacion se presentan los programas para obtener la matriz estitica [B] para armaduras

tridimensionales hechas para Mathcad; asi como para la matriz de carga 3D [P;p].

B ostitica 3D (Cntv ,Crdn , Tipo ) := for i 0 1. length (Cntv <1>)
Dy « Crdn (Cntv ilﬁn),x = Crdn (CmV i.ini)'x
Dy « Crdn (Cov i)y Crdn (cotv i i )y
D, « Crdn (Cntv iyfm),z = Crdn (CnW i,ini)'z
L“\/Dx2+Dy2+D22
-
o Dy
y L
D
CZ - —=
B(3ECntv ;,;m—Z)vi - %
By -1)i 7 "%
B(3ECntv i,ini)vi - _CZ

if Tipo | # "R"

By | g-2).i = Cx

B(3ECntv - 1).i Cy

- C,

B(BECntv Pn )i

Fig. 2-20. Programa para obtener la matriz estatica [B] 3D en Mathcad.

Cargagp(P') := | for i01..length (P'<1>)
Pigo = P

Pig-1 = Pi,y

X

Fig. 2-21. Programa para obtener la matriz de carga® [P3p] para armaduras tridimensionales (Mathcad).
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Ejemplo 2.5 Analice la respuesta total de la armadura 3D (Fig. 11-2) bajo las siguientes condiciones de carga.

Las cargas gravitaciones.
Las cargas laterales.
c. Las combinacion de las dos.

o

T
F

4 pies

6 pies Gji;s
4

4 pies

. 1

" 8

Fig. II-11 Armadura 3D proyecciones e isométrico.
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3 Klb

| 6 pies —|-¢—6pies <6 pies-—l

Fig. II-12¢c. Vista en planta



A continuacién para el analisis de la armadura 3D necesitamos insertar las tablas de Excel y llenar las celdas

correspondientes a la geometria de la estructura dependiendo del tipo de tabla.

Matriz de Conectividades Matriz de Coordenadas
Numero de | Nudo Incial | Nudo Final | Tipo Nudo X y z
Miembro 1 0 0 0
1 1 2 2 14 0 0
2 2 3 3 14 18 0
3 3 4 4 0 18 0
4 4 1 5 6 6
5 5 6 6 10 6 6
6 6 7 7 10 12 6
7 7 8 8 4 12 6
8 8 5 9 -1 0 0
9 6 1 10 0 -1 0
10 7 2 11 0 0 -1
11 8 3 12 14 -1 0
12 5 4 13 14 0 -1
13 5 1 14 15 18 0
14 6 2 15 14 18 -1
15 7 3 16 0 18 -1
16 8 4
17 1 9 R
18 L 10 R Crdn := Crdn[ft
19 1 11 R ARAMARAN
20 2 12 R
21 2 13 R
22 3 14 R
23 3 15 R
24 4 16 R

Ahora insertamos las tablas de Excel de condicion de carga para cada inciso de carga.

a. Cargas gravitacionales b. cargas laterales

Condicion de Carga .
& Condicién de Carga
Nudo Px Py Pz
Nudo Px Py Pz
1 0 0 0 ] 5 5 5
2 0 0 0 > 0 0 0
3 0 0 0 3 5 5 .
4 0 0 0 2 0 0 0
5 0 0 -10 5 . 5 5
6 0 0 -5 6 0 3 0
7 0 0 -8 7 0 0 0
8 0 0 -16
8 4 0 0
P'~:=P'lip DL
G Py = Pkig
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Para verificar el ensamble de la matriz estatica [B] ;p se puede calcular los cosenos directores para cada

elemento o solo para saber la distancia de cada elemento e insertarlo en las celdas de longitud de elemento Leje,.

De la tabla de datos de los elementos P ej. Elemento 1.

nodo final
nodo inicial

Miembro  j:=1 (ani,ini):l (Cntvi’ﬁn):2

D, = Crdn(Cntvi,ﬁn) X = 14t »

+(—Crdn)(
CntVi,ini) , X
D,:= Crdn(Cntv i ) e = O[ftCrdn(CmV. . ) < 14(ft
D,, :=Crdn, . =0t Loy Ly
y (CntVi,ﬁn)yy +(_Crdn)(Cntv» _ ) ,
+ (— 1,ini)» —
( Crdn)( CntVi,ini) y Crdn( CntVi,ini),X OLft
_ / 2 2 2
L=y Dy +Dy +D, = 140
-D D
X X
C,i=—=-1 C .=— =1
X L % L
-D D
=Y = ™ nodo inicial A nodo final
Cy. 5 0 chw L 0 -
-D D
zZ zZ
C..=—=0 C..=— =0
% L % L
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A continuacion la funcion que ensambla la matriz estatica 3D [B];p.

B 1= Begtatica 3p(Cntv, Crdn, Tipo)

|
—_
=)

L o o o o
l oo -~ o o o o o o
- o © © o o o o o [

S O O O O O O O O O O O O O 0o 0o oo o oo o = o o
S O O O O O O O O O O O o o o o = o o

S O O O O O O O O O o o o o
S O O O O O O O o o o o o

S O O O O O O o o o o o

- o o L

S O O O o o o o

0 0 0 -076 O

0 0 0 -046 O

0 0 0 046 O

0 0 O 0 029
0 0 O 0 -0.86
0 0 O 0 -0.43
0 0 O 0 0

0 0 O 0 0

0 0 O 0 0

0 0 O 0 0

0 0 O 0 0

0 0 O 0 0

0 0 O 0 0

0 0 -1 0 0

0 0 O 0 0

0 0 0 076 O
-1 0 0 046 O

0 0 0 046 O

0 1 0 0 -0.29
1 0 0 0 086
0 0 O 0 043
0 -1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 O 0 0

S O o o O

0.76
0.46
-0.46

S O O O O O O O o o o o

—-0.76
—0.46
0.46

—-0.43
0.29
—-0.86
0.43

0.43
0.64
0.64

S O O O O

0
0

(=]
N
N
[ R L == T e e e R = e L s = = = = = e =

S O O O O O o o o

043 0
—0.64 0
064 0

Llamamos el programa que construye el vector de carga conforma a numero de nudos.

Py = Carga3D(P‘G)

Py:= Carga3D(P'L)

Cargas gravitacionales

Cargas laterales
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Por lo tanto los vectores de carga 3D [P]sp se pueden visualizar en forma de tabla o forma de matriz en el ment
Formato>Resultado/pestafia opciones de visualizacion/Estilo de visualizacion, cinta de opciones: Automatico-

Matriz-Tabla.

a) Carga gravitacional b) Carga lateral
1 0
1 0 P.x.1 0
2 0 Py.1 Nudo 1
3 0 Pz1 0
4 0 Px2 !
5 0 Py.2 Nudo 2 0
5 0 Pz2 0
7 0 0
8 0 0
9 0 0
10 0 0
11 0 0
Py=l12| o] Eir 0 .
13 o0 27| g |
P.x.5 *
14 0 Py5 % Nudo 5 0
15| -10 Pz.5 0
16| 0 0
P.x.6 -
7] © Py.6 % Nudo6 3
18 -5 Pz.6 0
19 0 0
20 0 P.x.6 *
Py.6 & Nudo 7 0
21| -8 Pz.6 0
22 0 A
23] o E-X ]_ .
V. g Nudo 8
24 -16
Pz 0

Como es una armadura isostatica las fuerzas se pueden calcular simplemente despejando [F] de la ecuacién de

equilibrio [P] =[B][F ]de la siguientes forma; para las dos condiciones de carga y por el principio de

superposicion se puede calcular la tercera condicion.
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Llamando la funcién “augment(A,B,C,...)” que inserta los 3 vectores de carga [P]sp segun el tema de cargas

multiples vistos anteriormente.
P = augment(Pl ,P2,P1 + P2)

a) Carga b)Carga c) Combinacién

Gravitacional. Lateral. delas?2

S8

4952 0476 5429
9.286 2.714 12
7.81 -1.143 6.667
9.714 -1.714 8
—6.667 -4 -10.667

=5 -3 -8
—5.333 0 -5.333
-16 0 -16

3.123  3.747  6.87
—2.333 2.333 0
-4.996 -3.747 -8.743
4.667 0 4.667
-18.762 0 -18.762
—-10.051 -2.68 -12.731
—-10.944 -1.563 -12.508
—21.442 2.68 -18.762
-0.667 3.333 2.667
—0.857 0 —0.857
-10.571 1.714 —8.857
0.857 3 3.857
—7.429 -0.714 -8.143
—-0.667 —4.667 —5.333
-9.286 -2.714 -12
-11.714 1.714 -10

Mas adelante verificaremos estas fuerzas con la compatibilidad y la relacion fuerza- desplazamiento, mediante

el método de la rigidez basico.
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Continuando con el tema de método encontraremos los desplazamientos de la estructura, pero como ya hemos
repetido varias ocasiones en los ejercicios anteriores necesitamos las propiedades de los elementos para

encontrar la matriz de rigidez no acoplada [ku]. Con nuestra tabla de Excel “Datos de los elementos”.

Datos de los elementos

Elemento | Arealin’] L [ft] E [kip/in®]
1 6.00 14.00 30000.00
2 6.00 18.00 30000.00
3 6.00 14.00 30000.00
4 6.00 18.00 30000.00
5 6.00 6.00 30000.00
6 6.00 6.00 30000.00 & 2)
7 6.00 6.00 30000.00 helomn = AelemUin
8 6.00 6.00 30000.00
9 6.00 13.12 30000.00 Lotem:= Leleml(f)
10 6.00 14.00 30000.00
11 6.00 13.12 30000.00 .
12 6.00 14.00 30000.00 E s d“_p
welenn ~ “elem
13 6.00 9.38 30000.00 in2
14 6.00 9.38 30000.00
15 6.00 9.38 30000.00
16 6.00 9.38 30000.00
17 10000.00 1.00 30000.00
18 10000.00 1.00 30000.00
19 10000.00 1.00 30000.00
20 10000.00 1.00 30000.00
21 10000.00 1.00 30000.00
22 10000.00 1.00 30000.00
23 10000.00 1.00 30000.00
24 10000.00 1.00 30000.00

Ahora se procede a llamar la funcién que ensambla la matriz de rigidez no acoplada [Ku].
ku = diag(Rigidez(Aelem, Lelem’ Eelem))

rows(ku) =24 cols(ku) =24

Por lo tanto la matriz de rigidez de la estructura [K] resulta de la siguiente manera:
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1 2 3 4

1 300024325.321 10020.715 10020.715 -12857.143

2 10020.715| 300020722.142 10722.142 0

3 10020.715 10722.142| 300010722.142 0

4 -12857.143 0 0 17395.382

5 0 0 0 -8381.703

6 0 0 0 -6807.359

7 0 0 0 0 .

K=|8 0 0 0 0 d%p

9 0 0 0 0

10 0 0 0 0

11 0 -10000 0 0

12 0 0 0 0

13 -3488.676 -5233.015 -5233.015 0

14 -5233.015 -7849.522 -7849.522 0

15 -5233.015 -7849.522 -7849.522 0

16 -7979.502 -4787.701 -4787.701

rows(K) =24
El tamafio de la matriz de la estructura es de tamafio:
cols(K) =24

Se observa que el modo “automatico” de la opcion de visualizacion de la matriz arrojo la matriz en forma de

tabla debido a el tamafio de la matriz. Entonces los desplazamientos resultan de la siguiente manera.
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Cargas ARA

Cargas Cargas combinadas

gravitacionales Laterales

‘ \ ,-'A—\ 0.004622 0.000444 0.005067\ Elemento 1

0.011143 0.003257  0.0144 Elemento 2

—0 0 0 B Axl. 0.007289 —0.001067 0.006222 | Elemento 3

-0 0 -0 :, Ayl 0.011657 —0.002057  0.0096

-0 0 -0 ! Azl -0.002667 —0.0016 —0.004267
0.004622 0.000445 0.005067 -0.002 -0.0012 -0.0032

0 0 0 ‘: Ax2. -0.002133 0 -0.002133

-0 -0 -0 - | Ay2 -0.0064 0 -0.0064

0 0 0 l Az2 0.00273  0.003276 0.006006
0.011143 0.003257 0.0144 <: A3 -0.002178 0.002178 0

=0 =0 -0 .: Ay3 —0.004368 —0.003276 —0.007645
—0.007289 0.001067 -0.006222| . Az3 0.004356 0 0.004356
0.011657 —0.002057 0.0096 €= -0.011734 0 -0.011734 fin

A= -0 0 =0 - -0.006286 —0.001676 —0.007962

0.010757 0.005919 0.016676 —0.006845 —0.000978 —0.007822
=0.000112 -0.001608 -0.00172 -0.01341 0.001676 -0.011734
-0.025405 —0.002338 —0.027743 -0 0 0
0.00809  0.004319 0.012409 -0 0 -0
0.00656  0.004391 0.010951 -0 0 -0
-0.014077 —0.004428 —0.018505 0 0 0
-0.009329 0.006775 —0.002555 -0 -0 -0
0.00456  0.003191 0.007751 -0 -0 -0
-0.023504 0.002921 —0.020583 -0 -0 -0
-0.007196 0.006775 -0.000421 -0 0 -0
-0.006512 —0.001608 —0.00812

—0.039197 -0.000736 —0.039933

Hay que recordar que los resultados obtenidos de los desplazamientos corresponden a los grados de libertad
lineales en X, y, y z de cada nudo segun su numeracion; los resultados [e] corresponden a las deformaciones

internas de los elementos,

Probando ahora con los desplazamientos de la estructura, se puede comprobar las fuerzas de los elementos, tiene

que resultar las mismas cantidades que cuando utilizamos la ecuacion de equilibrio escrita anteriormente.
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Para las tres condiciones de carga se obtuvo la primera matriz o para calcular la segunda matriz es necesario
solo extraer las columnas 1 y 2 del vector de fuerzas [F] y sumarlas (principio de superposicion) y dard como

resultado la matriz 2 que es igual a la tercera columna de la primera matriz.

Cargal Carga2 Carga3 Fy= F<1> N F<2>
4952 0476 5.429 -
9286 2714 12 7 929
781 -1.143 6.667 5 5
9714 -1.714 8 3 667
-6.667 -4 —10.667 4 3
5 -3 -8 5| -10.667
-5333 0 5333 6 -8
-6 -0 -16 7| -5.333
3123 3747 687 8 -16
2333 2333 0 9 6.87
-4.996 -3.747 -8.743 10 0
4667 0 4667 11|  -8.743

P2 lse2 -0 —1g762 | F Fa=|12]  4.667| Kir
-10.051 -2.68 -12.731 13| -18.762
~10.944 -1.563 —-12.508 14] -12.731
21442 2.68 -18.762 15| -12.508
~0.667 3333 2667 16| -18.762
-0.857 -0 -0.857 1; _z::g;
~10.571 1.714 -8.857 YT
0857 3 3.857 YT,
-7.429 -0.714 -8.143 5143
~0.667 —4.667 —-5.333 T 5353
-9.286 -2.714 -12 >3 -
~11.714 1714 -10 > 0
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III. ANALISIS MATRICIAL DE MARCOS.
EL METODO DE LA RIGIDEZ
DIRECTA.
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II1.1 Matriz de flexibilidad para elementos de marco.

En las secciones anteriores, se han calculado los desplazamientos de las estructuras mediante una aplicacion
directa del principio del trabajo virtual. Las férmulas para el trabajo interno requieren que las densidades de la
energia virtual se integren sobre el volumen de cada elemento. Sin embargo, es posible desarrollar un
procedimiento que no necesite de la integraciéon para cada elemento, haciéndolo efectivamente una vez de
manera general. Esto se logra por medio del desarrollo de una relacion de flexibilidad general para un elemento
de marco. Utilizando el concepto del trabajo virtual en este elemento general de marco, entonces se puede
expresar el trabajo virtual interno realizado en términos de las acciones de extremo del elemento y de los
desplazamientos de extremo del elemento, en vez de la integral de las densidades de la energia interna. Este
enfoque es, de hecho un concepto importante utilizado de manera amplia en el analisis estructural avanzado y en
el andlisis del elemento finito. Se introduce aqui para desarrollar un medio alterno con objeto de calcular los
desplazamientos del marco y establecer una base para desarrollar la matriz asociada de rigidez para un miembro

de marco.

Un conjunto general de fuerzas que podria actuar sobre los extremos de un elemento de marco se muestra en la
figura 3-1a. Estas fuerzas estan referidas a los ejes locales del elemento, donde el origen define el inicio del
elemento. Por ahora solo es necesario considerar estas fuerzas de extremo. Las cargas dentro del claro del

elemento seran tratadas en una seccion posterior.

Las seis fuerzas que se observan en la figura 3-1a no son independientes. Estan relacionadas mediante el
equilibrio. Pueden seleccionarse tres fuerzas como el conjunto independiente y encontrar las otras tres aplicando
las ecuaciones de equilibrio ) F,=0, »F,=0, y »M,=0. No hay una tnica eleccion de las tres fuerzas
independientes, aun cuando un conjunto particular demuestre ser el mas conveniente. En la figura 3-1b y ¢ se
ilustran las dos posibles situaciones. En la figura 3-1b, las tres fuerzas en la junta final podrian ser el conjunto
independiente de fuerzas, y las reacciones ene le soporte fijo, al inicio del elemento, podrian determinarse por
equilibrio. De manera analoga, en la figura 3-1c, un conjunto de tres fuerzas, en este caso dos momentos y la
fuerza axial, es el conjunto independiente. Entonces, las reacciones en la viga simple podrian ser las fuerzas
dependientes calculadas por equilibrio. En cualquier caso, las condiciones deben ser de tal forma que las
reacciones puedan calcularse por equilibrio; esto es, el sistema debe ser determinado. Para desarrollar la matriz
de flexibilidad del elemento se utilizara la viga de la figura 3-1c, sobre todo porque es mas conveniente utilizar

tanto en los marcos como en las vigas continuas.

Una matriz de flexibilidad para esta viga relaciona las tres fuerzas independientes con las tres deformaciones que
se muestran en la figura 3-1d. Las direcciones positivas para estas deformaciones se corresponden con las
direcciones positivas elegidas para la fuerza axial Pg y para los momentos M, y Mpg. Las deformaciones
presentadas en este diagrama se deben a la accion simultanea de las tres fuerzas independientes. Sin embargo, se

pueden determinar las deformaciones totales mediante la superposicion.
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Fig.3-1 Deformaciones para vigas.

Entonces para la fuerza axial el trabajo virtual utilizaremos la formula de trabajo virtual complementario es:

F
SU, = [ 8F — dx 3.1

En el caso de la carga axial, la fuerza Py introduce la deformacién interna (Pg/AE) dx para cada longitud

diferencial. La fuerza virtual necesaria para calcular el desplazamiento e se muestra en la figura 3-2. Aplicando

el principio de trabajo virtual, se obtiene la expresion:

| [ [
VAN —téz Pe ; ; g}%}; 6Q
LR T R presst
A B A B N =
| Ps \ ] 6Q

Diagrama de fuerza axial de

Diagrama de fuerza axial de
la carga virtual

la carga real

P(x) := Py Fig.3-2. Deformacion por carga axial en una viga.

La ecuacion de trabajo virtual complementario queda como:

L _ € L
1 1 LDPE fA.—_ —
e =— 10 N OP(x) [ dx - Pe A [E
N A [E A [E _
0 e=f,F;

Es importante pensar en esta deformacion como aquella que resulta de un equilibrio entre el trabajo virtual
externo e interno. La carga axial no inducird ninguna flexion en el elemento, y por ello no contribuird a las

rotaciones @g y ¢p. El termino fj es el coeficiente de flexibilidad axial. Cuando se multiplica este coeficiente por
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la carga axial, se obtiene la deformacion del elemento. Puede pensarse que el coeficiente en si mismo es el

desplazamiento en la direccion axial debido a una carga unitaria en esta direccion.

(Ll i

o, 7 o 7

o =m0 o L—1
| klb-pie = £}

e

T s

if] .
p
o2
L

Fig. 3-3 Deformaciones angulares para una viga aplicando el trabajo virtual.

Ahora considérese los desplazamientos producidos por el extremo Mg. Debido a esta carga, ocurriran rotaciones
tanto en el principio como en el final del elemento. Estas rotaciones se denominan g y ¢@gg. El primer
subindice indica la deformacion y el segundo la carga que provoca la deformacion; @gp es la deformacion en el
extremo del elemento debida al momento Mg aplicando al inicio del elemento. Para calcular las dos rotaciones

debidas al momento Mg, serd necesario utilizar los diagramas virtuales de la figura 3-3d y f.

Para la rotacion @gg, los diagramas real y virtual son los de la figura 3-3¢ y d. aplicando el principio del trabajo

virtual, se encuentra

Y para encontrar el giro con la férmula de trabajo virtual utilizaremos:

Desplazamiento Rotaciones internas
externo compatibles

——

200~ [ 6M = dx 3.2

X

E‘.’,IEi‘

oM debidaa 60,
acciones en equilibrio

L
LM
(pBB ::L D[ a\/[B(x) DM( ) dx - B
o) J EO 3EO
0
%B :fBBMB
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En este caso, la cantidad fgp es el coeficiente de flexibilidad que, cuando se multiplica por un momento en B,
dara la rotacion en B, cuando no se aplican otras cargas. El termino fp es, de hecho la rotacion en B debida a un

momento unitario en B.

Para la rotacion en @gg, los diagramas real y virtual estdn en la figura 3-2c y f, respectivamente. Si se aplica el

principio del trabajo virtual, se encuentra

LM
Opp = D( Mg o gy -
0 J E O 6 CE [
0

Gep = JesM p

La cantidad fgp es la rotacion en E, producida por un carga unitaria en B. este coeficiente de flexibilidad tiene un

valor negativo porque la rotacion en E, debida a un momento Mg. Del trabajo virtual, se tiene

L
[ MEg(x) L Mg ¢EE L
=— 0] Mg®x O X - fep = — -
PeE 0 J E(%) EI 30E [ Mg 3 0E I
0
Ger = JeeM i
- Mg(%) M ¢
1 L Mg _ 4BE L
=—10 F—dx - —— fpg = == = -
OpE 0 B(®) Bl SLEL Mg 6 CE 1
0
Gor = JseM g

A causa de que se estd utilizando la teoria de los desplazamientos pequefios, la deformacion por flexién no
induce deformaciones en la direccion axial. Una forma de ver esto es que el coeficiente de flexibilidad que

relaciona la deformacion axial con un momento es sencillamente cero, es decir, f3p=0.

Es necesario observar otra vez que las deformaciones ocurridas son aquellas que representan un equilibrio del

trabajo virtual interno y externo.

Ahora se pueden determinar los desplazamientos totales debidos a la accion simultanea de todas las cargas. La
sobreposicion permite hacer esto mediante la simple suma de las deformaciones debidas a cada una de las cargas

que acttan por separado. Estas sumas son
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G = JesMy+ fM
G = fesMy+ freM
e, =[5

Ordenandolas en forma matricial, se tiene
{a =[r]){a}

¢p fgg fgg 0 Mg

= | frp 1 0 M
Qg EB IEE E 3.3
eE 0 0 fA PE

La matriz de flexibilidad [f] es la matriz de flexibilidad del elemento. Para esta viga, los valores de los

coeficientes de flexibilidad se sustituyen a continuacion.

En Mathcad los definiremos asi la matriz de flexibilidad

L _ L
3EBD 6B
L L
f(LLA,E,) =| —— —— 0
6ED 3ED 3.4
L
0 0o —
AE

Para vigas y marcos, las deformaciones axiales son a menudo mucho mas pequefiias que las deformaciones por
flexion. Esto significa también que la cantidad de energia almacenada de modo axial en la viga es
considerablemente mas pequefia que al energia almacenada en el modo de flexiéon. Como resultado de esto, a

menudo se pueden despreciar los términos axiales de las relaciones de flexibilidad y trabajar con la ecuacion mas

sencilla
L _ L

(LED < DGR

N A B L L 3.5
6(Ed 3ED

Como nota final, también se podria haber desarrollado una matriz de flexibilidad que relacionara las fuerzas y
los desplazamientos de la viga determinada de la figura 3-1b y e. mediante los mismos procedimientos de arriba,

se podria por ultimo llegar al resultado.
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I11.1.1 Desplazamientos en marcos por medio de un método matricial.

Se puede desarrollar un método efectivo para calcular los desplazamientos utilizando la matriz de flexibilidad
para el elemento de marco junto con el principio del trabajo virtual aplicando el programa Mathcad. En esta
seccion, solo se consideraran los desplazamientos provocados por cargas concentradas y aplicadas a las juntas de

la estructura.

Para demostrar el procedimiento matricial con cargas en las juntas, considérese el marco de la figura 3-3. A
manera de ilustracion, supongase que se desea calcular el desplazamiento en la junta D debido a la carga P. Para
cada elemento del marco, podrian calcularse primero las acciones de extremo del elemento. En el enfoque
matricial, se reconoce que cualquier elemento tiene seis posibles acciones extremas, como se ilustra para el
elemento 2-3. Como se comentd en la seccidon anterior, estas acciones pueden ser representadas por tres fuerzas
independientes, como se muestra en la figura 3-3c. Esas son las fuerzas extremas reales para el elemento 2-3.
Aplicando la carga virtual 6Q en la junta 5, podrian determinarse las acciones extremas para cada elemento. De
nuevo como ejemplo, se muestra el elemento 2-3 con las mismas tres acciones independientes extremas que se
utilizaron para la carga real (fig. 3-3¢). En el enfoque usual, ahora se podrian determinar el momento interno y
las fuerzas axiales como funciones del eje local x e integrar el producto de las fuerzas virtuales internas por las
deformaciones internas debidas a las cargas reales. Sin embargo, este paso puede evitarse si se observa que el
trabajo virtual interno puede ser calculado directamente a partir de las acciones y de los desplazamientos

extremos.

Recuérdese, de la seccion anterior, que la relacion

Gy M,
@ =[] M (3.3)
eE PE

representa un equilibrio entre el trabajo virtual efectuado por las acciones virtuales unitarias extremas a través de
. T .. . ,
los desplazamientos reales {% @ eE} y el trabajo virtual realizado a través del volumen del elemento,

es decir.

Trabajo virtual interno a través del volumen del elemento

%
{\kip - fr., lkip- fi., lkip}<@, = (3.6)

€
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Figura 3-4 Marco ejemplo.

(d)

Trabajo virtual interno debido a los simultineos Mg, Mg, Pg, y a las acciones virtuales unitarias extremas. Para
un conjunto general de acciones virtuales extremas, como aquellas debidas a 6Q en la figura 3-3e, el trabajo

virtual interno en un elemento sera (utilizando 3.3)

% M,
{om, oM, oP} g ={oM, oM, OP}[/]\M, 3.7
€ P,
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donde la parte derecha de la ecuacidon es el trabajo virtual interno en un elemento debido a 6Q y a las
deformaciones reales de las cargas. Ahora se observa que el trabajo virtual interno a través del volumen de todos

los elementos de una estructura puede expresarse como

M
NM B
5QA:_Z[5MB M, OF][f], M, 38
i=1 PE i '
virtual real

donde NM es el numero total de elementos de la estructura. Para obtener el trabajo virtual mediante este
enfoque, solo es necesario calcular las acciones extremas debidas a las cargas virtual y real. La clave de este
desarrollo es la matriz de flexibilidad [f]. Esta matriz representa efectivamente el equilibrio de energia que por lo
general es necesario establecer por medio de una integracion. La informacion contenida en esta matriz representa
una o integraciéon a priori. Comenzando en este punto, solo se tratara con ecuaciones algebraicas y con una
sucesion de operaciones matriciales. Este concepto es fundamental en la mecénica estructural avanzada y en el
analisis del elemento finito. El paso mas importante en el proceso es la identificacion de un elemento general a
partir de la cual pueda obtenerse la matriz de flexibilidad (o de rigidez). El uso de la ecuacién (3.8) para calcular

desplazamientos en un marco se ilustra en el ejemplo.

I11.1.2 Matriz de flexibilidad y rigidez para elementos de fuerza multiple: segunda eleccion de fuerzas

Ahora encontraremos la matriz de flexibilidad para un elemento empotrado con tres fuerzas aplicadas (M, Fx y
Fy) en un extremo y otro y después la matriz de rigidez como sabemos que para encontrar la matriz de rigidez es

posible encontrar su inversa de la matriz de flexibilidad. Fig.3-4 y Fig.3-5.

VB i Va ) <‘
Ma e
/'\\MB Pa %
[
VA \,,/ PB )A\ B
I L
Ma N
/ //\\\ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ] Vs
S Va
Pa S T

B

ﬁ—’—t_;

— Os

"/I\/IB va

1

—p
ve

]

(=13

5P

B 8

L &

Fig. 3-4.Viga empotrada en el extremo A.
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Con ayuda del Mathcad nos facilita a resolver la integral de la formula de trabajo virtual solo agregando las
funciones de elementos mecanicos del trabajo virtual y real como nos marca la formula asi poder obtener la

flexibilidad de estos elementos

K
2N
P —, 0
R
VA MA 3 AN

7/*\,‘A B

Oa = L
Va
Ma
N (ON Va

Pa S~ - Ve " S "
S R G T
//\; //k
//(\\\ Ps K

A B A B

\ L ea

KK
R
-] /§
Pa 2

-~ A B

Fig. 3-5. Viga empotrada en el extremo B.

Para el primer caso: la viga empotrada en el extremo “A”. Analizando por separado los desplazamientos por

cada una de las fuerzas en el extremo B. Fig.3-6

Vs
L M
N
VA - \_/ Ps
Mo ﬁ
Pa N
A B
L \
Para la fuerza axial.
b)
a)
X [C5—= X 3
:/ng Ps 2\\% 6Q
A B A B
\ | Ps \ 11
Diagrama de fuerza axial de Diagrama de fuerza axial de
la carga real la carga virtual

Fig.3-6 Viga empotrada en el extremo A
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Cargareal = Py
Carga virtual 5Q =1

Calculando los elementos mecéanicos para carga real y virtual (Figs.3-6a y b) resulta:

P(x) := P & =1
Carga real carga virtual

De la formula de trabajo virtual complementario carga axial (3.1)
F
oQU, = | O0F —dx =1
oU, = [oF - 0
Ahora si sustituimos esta ecuacion con el programa Mathcad esta ecuacion resulta:

AlE

L
ep = %D[ 6q[]P(x)EI$ dx -

0

Es la flexibilidad en B debida a la carga axial en B

; €B L
g = R
Pg AE

Calculando el giro y el desplazamiento vertical en el extremo final del elemento debido al momento aplicado

Ms. Fig.3-7.

a) b) ©)
Va / QF YA Va 5Q
Mo e My 2N M
Pa t _/ Pa / —/  Pa
A B A B A B
1
\ Myl \ 1

Diagrama de momento
flexionante de la carga real

Fig. 3-7 Viga empotrada en el extremo A para los giros y desplazamientos en el extremo B.
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Posteriormente se procede a calcular los elementos mecanicos para momento en el extremo B y obteniendo la

funcién manualmente se tiene: Fig.3-7%.
u
@ ZMA =2 Dado Mg +Ma=C My i= Find(MA) - Mg M(¥) =M, - Mg
Abhora la funcion de elementos mecanicos para momento virtual unitario en el extremo B. Fig. 3-7b 0Q =1

B 2MATO pag &eMa=c Mg = Find (M) - = M (%) = My — 1

También calcularemos la funcién de elementos mecanicos de momento para una fuerza virtual unitaria en el

extremo B. Fig. 3-7¢c 0Q =1
n
—l—? ZFV =@ Dado &Q +Ay=¢ Ay := Find (Ay) o=
G) ZMAzo Dado &H]+MA:C &\/IV(X):: —MA+Aym - L=-x

El siguiente paso es sustituir las funciones de momento real y virtual en la formula de trabajo virtual

complementario (3.2) para encontrar las flexibilidades de los giros y desplazamiento en el extremo B debidas al

momento real.

Desplazamiento Rotaciones internas
externo compatibles

1
= (3.2)
A8Q = =
Q _[ oM zi dx
5M debida a 50,
acciones en equilibrio

Es la flexibilidad para el

M(x) L Mg 4w L giro en B debido al
« -

o momento en B.

Es la flexibilidad para el

desplazamiento vertical en

L 2 V 2
L™ MB L .
/ M(x) B f e B | B debido al momento en B.
Uy = =—0 O, (x) B—=dx - V MB = i
MB EQE{' V)BT CED M 2E T
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Ahora vamos a calcular el giro y el desplazamiento en extremo B debido a la carga real en extremo B Vp;

recuerde que el giro y el desplazamiento en B fueron para el momento en B. Fig. 3-8.

Vi a) Vs Va b) Q. Va )

Fig. 3-8. Viga empotrada en el extremo A para los giros y desplazamientos en el extremo B con Fuerza Vg.

Siguiendo el razonamiento anterior ahora calcularemos los elementos mecanicos para la viga empotrada en el

extremo A con una fuerza real Vg en el extremo B. Fig.3-8a.
[ ]
_I_? ZFy =0 Dpado  VgtAy=C Ay =Find(A)) - Vg
|
iy ZMA:O Dado M, +vgl=c Ma:=Find(Ma) - LMg  M():= My +A N — LVp - Vgl
Ahora los elementos mecanicos de momento para un fuerza virtual unitaria en el extremo B. Fig. 3-8b.

_I_? Zpy:; pado QR +A =C A =Find(A)) - -

u
ED ZMA: O Dado QUW+Mpy=C M= Find(Mp) ~ -L Q) = Mp + A B L= x
Y por Gltimo los elementos mecanicos para un momento virtual unitario en el extremo B Fig. 3-8¢ 00 =1
[ ]
@ ZMA: O Do ZyimMuzc Ma= Find(MA) - QM) = My

Ahora sustituyendo la ecuacion de trabajo virtual complementario (3.2) con las funciones de elementos

mecanicos real y virtual para una fuerza real en el extremo real.

L 5 -
L i MO LWy O L2 Es la flexibilidad para el
We=F @I BE L ™ - gy fpve = Vs ~zEm groenBdebidaala
o fuerza en B.
Es la flexibilidad para el
N - S0 00 M) o LBN’B - vB B L7 desplazamiento en B
VBT X VWEED 7 T GED Vg JED  debida ala fuerza en B.
o



Los desplazamientos totales debido a la accion simultanea de las fuerzas (segunda condicion de carga) son:

2
LM LD
ED 200

L[PB
e =y Pp - ——
B-~'A-B ALE

Uvg Ly
Vp =1 My + YV - — +
B vVMB—'B " 'vWVB—'B JED 3ED

Entonces ordendndolos en su forma matricial la viga empotrada en el extremo A con las fuerzas en el extremo

B resulta:
L L2
- 0 -
0p E 2ED | (Mg
L
eR | = 0O — O P
B AR B
Y} V;
B B
v, U
2[E 3OE

[a]=[r1{7}

Ahora el segundo caso: La viga empotrada en el extremo "B" analizando por separado los desplazamientos

inducidos por cada una de las fuerzas en el extremo "A". Fig. 3-9.

Va
AR
Pa o Vs
e s
R Ps
A B
T L
a) b)
. e /:
Pn R 5Q 2
A B A B
Pa | ] 1] ]
Diagrama de fuerza axial de Diagrama de fuerza axial de
la carga real la carga virtual

Fig. 3-9 Viga empotrada en el extremo B
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Para fuerza axial en el extremo “A” del elemento. Fig.3-9. Se obtienen los elementos mecanicos para la fuerza

real P, en su extremo A. Fig. 3-9 a. y la fuerza virtual dq en el extremo A Fig.3-9b.
Carga real Carga virtual

Ahora sustituyendo en la ecuacion de trabajo virtual complementario para el desplazamiento por fuerza axial es:

L
1 1 LA _°B L  Esla flexibilidad debida a la carga en A
°A -'EEJ APORE N aE AR AE
0

Ahora vamos a calcular el giro y el desplazamiento vertical en el extremo A del elemento debido al momento

MA. Fig.3-10.

Ve Ve 8Q Ve
Ms Ms

Ps Ps

Il
|
£
o
N
D sows

D W gk

-

Diagrama de momento
flexionante de la carga real

Fig. 3.10 Viga empotrada en el extremo B para calcular giros y desplazamientos debidos a M.

Ahora solo mostraremos la funcion de elementos mecanicos para momento real (M,) en el extremo A de la viga
empotrada Fig. 3-10 a.

M(x) = -M

Funcién de elementos mecanicos para un momento virtual unitario (8q=1) en el extremo A de la viga empotrada
Fig. 3-10b.

a\/Ispix) = _& - -1

Funcién de elementos mecanicos de momento para calcular el desplazamiento en el extremo A de la viga

empotrada con una fuerza virtual unitaria (dq=1).

avlmx): NX - x

Sustituyendo la ecuacion de trabajo virtual complementario con las ecuaciones correspondientes se obtienen las
flexibilidades de los extremos:

¢ Es la flexibilidad para el giro en A debido al
- ~MA L momento en A.

L
1 (64 L f = el
=0 M gx L A <
PMA E’Q% oM ¥ o My EO
0




El desplazamiento vertical debido al momento en A resulta como:

Es la flexibilidad para el
L .
2 desplazamiento en A
1 (x) L YMA L
VMA = EEJ a\/lv(x)@ﬁ:m dx - fuma = - ——— debida a la fuerza en A.
0

2B My 20

Calculando el giro y el desplazamiento vertical debida a la fuerza vertical V, en el extremo A. Fig. 3-11.

Va
Va a) Vs 5Q b) Ve 0 Vs
% Ms % Ms 6/0;‘\‘ % Ms
] Ps ) Ps N y Ps
A B A B A B

Fig.3-11.Viga empotrada en el extremo B.
Ahora la ecuacion de elementos mecanicos para momento debido a la fuerza real V4 en el extremo inicial A de
la viga empotrada en el extremo B Fig. 3-11a.

M(x) := Vo I3

Ecuacion de elementos mecanicos de momento para una carga virtual unitaria en el extremo inicial A (6Q=1)
Fig.3-11b.

M = NIx - >
Ecuacion de elementos mecanicos para un momento virtual unitario en el inicial de la viga A. Fig. 3-11c.

éM‘MX) =-0Q - -1
Sustituyendo en la ecuacion de trabajo virtual complementario (ec.3.2) y resolviendo la ecuacion resulta:

Es la flexibilidad para el

2 . .
L'V, . _ Pva > giro en A debida a la

L
L (x — -
Pva '_@%’ GM(‘)(X)I:}\I/;DJ dx - 20E0 s Vo 20 fuerza en A.
0

Es la flexibilidad para
L’ WA _YvA L’ el desplazamiento en A

f -_ Ed .
YL Va 3ED debida a la fuerza en A.

L
L &Y
VVA = &#' MV(X)d\;I:m dx - AEd
0
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Los desplazamientos totales debido a la accion simultanea de las fuerzas son:

2

L[PA

ep =Py - ——

A ATA AR
v, 2
Vi = My + f, Vi - -
A VMA A 7 'WAYA 3ED 2[R

Ahora las ordenamos en su forma matricial la viga empotrada en el extremo B con las fuerzas aplicadas en el

extremo A:
L 2
N E 2ED | (M,
L
() = 0 e 0 P
A ALE A
\V} \Y%
A A
2 v
200 3ED

[8]=[/}{7}

Si consideraramos los efectos de cortante, entonces la vinica fuerza que lo induce es la carga concentrada
vertical:

Cuando consideramos el analisis del momento concentrado aplicado al extremo de la viga. Fig.3-12, para
obtener los desplazamientos correspondientes debemos incluir los siguientes diagramas de momento tanto real

como virtual, entonces:

8Q
vl Ma - o —
L2, B B B
A A A
o o
" |l | —
Diagrama de momento —

flexionante de la carga real

Fig. 3-12 Viga empotrada en el extremo B.

Se observa que la participacion del cortante es nula, dado que la derivada del diagrama de momento real es cero.
En cambio cuando analizamos la participacion de la carga concentrada transversal en el extremo de la viga

Fig.3-13.
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VA :=VA G =G A, =A L Flexibilidad axial

Fig. 3-13 Viga empotrada en el extremo para considerar los efectos de cortante.

Ahora escribiremos las ecuaciones de elementos mecanicos para momento y cortante debidas a la fuerza real V

en el extremo A de la viga empotrada en el extremo B Fig.3-13a.

VA = VA M(x) = VAL V) = j—M(X) - VA
X

Ahora las ecuaciones de elementos mecanicos de momento y cortante debidas al momento virtual unitario

(6Q=1) en el extremo A de la viga empotrada. Fig. 3-13c.
M@ =0 = -1 sy =Lam 9 - 0
dx

Y por ultimo las ecuaciones de elementos mecanicos para momento y cortante debidas a la fuerza virtual unitaria

(0Q=1) en el extremo A. Fig. 3-13b.

Vy(x) ::d—a\/lv(x) -1
dx

Ahora vamos a sustituir la ecuacion 3.9 que es la ecuacion de trabajo virtual complementario para considerar los

efectos de cortante para una viga.

Desplazamiento externo— Compatible— Deformaciones cortantes internas

Vl
A6Q=£6VA‘—de
&V debidaa Q.
2
A, - !

L (g

(3.9)
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Para el giro en el extremo A:

L L ) )
1 ( ’vA ¢
Py = — ( M gr | BV (9L dx| - N ra o
Q] ® 7 E J ¢TA G 2B WA T yA T amd
0 0
El desplazamiento en el extremo A.
1 rL (L Vi LIVA L3WA
VyaA =T MV(X)BM dx + V(¥ ) dx| - +
Q| | E(D J A G AJG  3ED
0 0
v 3 L
f, = simplificar — +
WA Ty TP 3BD A G

S

Los desplazamientos totales debida a la accion simultanea de las fuerzas virtuales es:

2

L IVA
=1 My + f VA - — -
PA T ima TEA T TgvA ED 200D
LIP
A
epr =y Py > —
A ATA AR
3 2
L L L
VA =fVMADMA+vaAWAHVA -

+
3ED AJG) 2ED

Y por ultimo ordenandolo en su forma matricial:

L 2
On El 2E
L
(S = 0 — 0
A AR
V
A 2 Co, L
200K 3D AG

A continuacion se realizara un ejercicio para calcular el desplazamiento de un marco aplicando el método de la

flexibilidad usando el método de matricial segun lo visto en la seccion II1.1.1.
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Ejemplo 3.1 Obtener el desplazamiento horizontal en el apoyo D. Por el analisis matricial de la flexibilidad.

y = 1kip

Usar seccion W10x33

Para el analisis matricial de la flexibilidad se procede a encontrar

las reacciones:

Dy = 1kip

~PI(10[f) + Dy[(10[ft) = 0

Ropi= Find(Dy) = 10lkip

A= Find(Ay) = ~10lkip

E = 3000(ksi
A:=9.7lin’
I:= 170"

ty == 0.2%n
tg = 0.435in
d :=9.73in

Vi

0.2

10 ft
Pp= 10kip ©
10 ft El constante
Ay Dy
Ag=lkip A
| |
3 D Mp=0  Dado
s Dado A, +D,=0
_4 ZFY-O y " Yy
T D Ee=0 Dado Ay +P=¢

A= Find(Ax) = —10lkip

El siguiente paso es encontrar las funciones elementos mecanicos real, virtual y la matriz de flexibilidad para

marco para el calculo de desplazamientos segun lo marca la formula 3.8 que es la siguiente:

M

NM 4

GON=[oM, M, OB [f]|M,
i=1 PB i
virtual mf real

(3.8)

La matriz de flexibilidad ya analizamos anteriormente, por lo tanto si analizamos la formula encontramos los

elementos real que estaran en una matriz 3x1 y la virtual 1x3.
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La funcién de elementos mecanicos para cada miembro es la siguiente:

Elemento 1
d
MI(X) = _AX[) VI(X) ::&MI(X) NI(X) = —Ay
M (5lft) = S0ikiplft V{(5lft) = 10lkif N, (5ft) = 10lki
Elemento 2
d
Mz(X) = MI(IO[ft) - NI(IO[ft)[) V2(X) ::&Mz(x) N2(X) = VI(X) -P
My(10f) = 3.208% 10 10 it V,(3Ift) = ~10kif N, (10ft) = -0lkip
Elemento 3
Ma(X) :=M5(100ft) — NH(10ft)[» d
3 2(100£) = N (10ft) V3(%) ::&M3(x) N3(%) = Vo(10Lft)

M(30H) = 3.208x 10 Rip(H V3(5tt) = Olki

Ahora si graficamos la funciones de elementos mecanicos con la opcion Grafico de Mathcad las graficas
resultaran de la siguiente manera.

30
20
M () kip) ' 10
0{0 2 4 6 8 10
- 10
-1 3
. X0ft) 107
o
o
o
o MOMENTO FLEXIONANTE TRy
xafe) ! 4
A
il
o
-4 -2 0
bt M3(0 Qkipti)~

M | (x) [kip) '
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Grafica para fuerza cortante:

107
-1 |0 2 4 6 3 10
Vo(0Tkip) - 10
- 20t
- 30
T ) ! 1oy
il 8
o 6
xafe) ! !
4 4
o A
| FUERZA CORTANTE | : :
-1 -05 0 05

~10 0 10 20 30

.1
vV, (0 Tkip) ! V3(x) Wkip)

Graficas para fuerza normal:

03
N kip) - - } 4= }
2(0ip) _Oio 2 4 6 8 10
-1
X(Y)
1oy
T
o
o
FUERZA NORMAL
o
_1 6-
) 0ty
4 i
ot o+
“10 0 10 20 30 20 -10 0

N, (%) ki)~ 133 N3 () Tkip) '



El siguiente paso es aplicar una fuerza virtual unitaria (6Q=1) en el sentido del desplazamiento y encontrar las

funciones de elementos mecanicos. Como se muestra a continuacion.

© A= By &Q := Ikif

2]

El constante

F. Momento:
F. Cortante=

F. Normal=

Equilibrio

+ Fo=0 . .
T 2K Dado A +&Q=0 A, =Find(A)=~1iki

Funciones de elementos mecanicos de cada elemento debidas a la carga
virtual unitaria en el apoyo D.

3Q
E%’mento 1 Elemento 2: Elemento 3:
M (%) :=-Ax  BM(x) =M ((10ft) — &N (10ft)[» M 5(x) := AV (10ft) — &N, (10ft)[x

V39 = L a9
dx

_d
V() "&Ml(") V(%) :=j—a\/[2(x)
X

AN3(x) 1= V(10ft)

a\fl(x) ::_Ay a\lz(x) :6\/1(10&)

Se puede definir la matriz de flexibilidad para marco que anteriormente se calculo.

f(LAE]D =

Ahora si sustituimos las funciones en forma de matrices para cada miembro: virtual (1X3), real (3X1) y la matriz

de flexibilidad:

Para el miembro 1 [ := 10fi

(av[Ai a\/IBi

(MAi éMBi

ECE O

3ED 6D

L L

6T 3Ed

0 0o =
ATE

i=1

Virtual:

ESPBi) = [av[ L(O)Tkip) ™ 8V (10ft)Qkip) | &N {(10ft) OKip) 1}

EPB.) =(0 10 0)
1
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[ =1 ] M
Ma, M {(0) Tip(T) Ay 0
Mp | .— =1 Mg =] 100
B, | :=| M(100) Qkipl) i
P -1 Pg. 10
B; N/ (10(H) Wkip) i

Matriz de flexibilidad:

=1 LR l,Atﬁftz)_ I,Eték—i;’j_ I,IEGft“)_ 1

ft

0.00009412 —0.00004706 0
fi: —0.00004706 0.00009412 0
0 0 0.00003433

Para el segundo elemento:

Para el miembro 2 L := 10ft =i+ 1=2

(av[Ai Mp &’Bi>::|:—&\/[2(0)mkipﬁft)_l aML,(10f) Mkip) ' 3N(10ft) Tkip) 1}

(a\/IAi Mp GPBi>=(—10 10 1)

_ e
Ma, —M,(0) WkiplH) Ma, 100
— -1 Mp |- -
M, | :=| M, (1008 Dkip) B, [=|3208x 10 '°
P -1 P 0
B, N, (100F) kip) B;
L 4 i 0.0000941 —0.0000471 0
-1 l!q 2) kip & 4)
e Al ED= I £.=| ~0.0000471 0.0000941 0
ft 0 0 0.0000343
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Para el miembro 3 L:=10ft i=i+1=3

(aM A, Mg a>BJ ::[—8\43(0)m1<ipEﬂt)_1 aM 5(10ft) Qkipl) ' 3N3(10ft) kip) 1}

- 15
(aMAi Mp, &BJ :(—10 -2.683x 10 0)

M

r 17 A - 10

My, ~M3(0) kiplHt) 1 ' -3.208% 10
Mp | = - 10

Mg | .= | i 3.208x 10

B; | =] M3(100f) [Qkip(Ht)

PB. -10

PB -1 !

i N3 (100) [kip)

= LOft) 1,A£ﬂz)_ I’EEE@J_ I,Iﬁeft“)_ 1

f®

0.0000941 —0.0000471 0
f‘i: —0.0000471 0.0000941 0
0 0 0.0000343

Si ahora la sustituimos la formula 3.8 y despejamos el desplazamiento virtual del real, entonces el

desplazamiento real en el apoyo D es:

My,
3 1
- 1 M
kiR |i= ,
B.
1
Ap=2.824in
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1.2 EL METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA, INTRODUCCION.

El método basico de la rigidez, tratados anteriormente, se desarrolld para enfatizar como se utiliza cada uno de
los principios fundamentales de equilibrio, compatibilidad y fuerza-desplazamiento para plantear una estrategia
general de solucion. Los conjuntos de ecuaciones fueron escritos en términos de todo el conjunto de variables del
sistema, es decir grados globales de libertad, fuerzas de los miembros, cargas en las juntas, etcétera. La matriz
estatica y la matriz no ensamblada de rigidez son del orden del ntimero de los grados globales de libertad o del
numero de miembros. Estas matrices no estan densamente pobladas y son, en consecuencia un medio ineficaz

para el almacenamiento de informacion.

yL

-
[ -
=

Cal =,
Junta inicial Junta final
Fy&[ Fy.ﬂ'l
ey -
I

o

o =
ey 2es § | o= ) _1iyE

Posicidn
original

Fig. 3-14 .a) Elemento local. b) coordenadas locales de las fuerzas de extremo del elemento de marco. c)
coordenadas locales de los grados de libertad del elemento marco.

El método de la rigidez directo proporciona una forma alternativa para plantear un método de la rigidez mucho
mas eficaz y que puede ampliarse facilmente para desarrollar programas de andlisis estructural con propdsitos
generales. En lugar de plantear la representacion matricial de la compatibilidad, de equilibrio y de fuerza-
desplazamiento en términos de cantidades globales, dicho método se inicia formando primero estas tres
relaciones matriciales a nivel del elemento o del miembro. El resultado neto de este primer paso es una matriz de
rigidez del elemento que representa la condicion de fuerza-desplazamiento para un elemento. La matriz de
rigidez de la estructura es entonces formada “directamente” aplicando el equilibrio y la compatibilidad a la
estructura como un todo. En las siguientes secciones, primero se comentara como pueden plantearse las
relaciones de rigidez del elemento mediante diferentes enfoques. Después se trataran los pasos generales del
planteamiento directo de las ecuaciones del sistema y las técnicas utilizadas para resolver el conjunto final de

ecuaciones.
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I11.3 RELACIONES DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO DE MARCO MEDIANTE DEFORMACIONES
CONSISTENTES

El objetivo de esta seccion es definir la matriz de rigidez del elemento para un elemento de marco. Antes de
proceder, deben definirse los grados de libertad para el elemento, asi como las fuerzas sobre el extremo del
miembro. La figura 3-14 ilustra las seis posibles fuerzas sobre el extremo del miembro y los desplazamientos de

extremo que pueden existir sobre un miembro trabajando a flexion.

r |
' "]
L
{al I
8 B
(bl -’;—I 1 i

Fig.3-15 Desplazamiento axial A,

El objetivo es definir la matriz que relaciona el conjunto de los seis desplazamientos {F.}; con las seis fuerzas

{Fe}v.

{F:-}L :[ke]L{Ae}L (3.10)

donde [k.] . es la matriz de rigidez del elemento (e) en las coordenadas locales (L), y

HB MB
AXB FXB
_ AYB _ FYB
{Ae}L - HE {F;}L - ME (311)
AXE FXE
AYE FYE

Para mostrar como se forma la matriz [k.]; de rigidez del elemento local, se examinaran las fuerzas desarrolladas
sobre los extremos. Cada columna de [k.]. es en realidad una lista de las fuerzas de extremo producidas por un
valor unitario del desplazamiento en el renglon correspondiente de {A.};. Por ejemplo, la segunda columna de
[k.]r representa la lista de las fuerzas sobre el extremo del miembro debidas a un valor unitario de Axg. Las
fuerzas sobre el extremo del elemento para este desplazamiento se muestran en la figura 3-15b. En este caso,
dichas fuerzas pueden encontrarse por medio de un analisis sencillo de esfuerzos. La deformacion en el elemento
esta dada por e=Axp/L.
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En consecuencia, el esfuerzo es 6=E Axp/L y la fuerza axial es finalmente P= (A E/L) Axg. P es la fuerza de
compresion en el elemento necesaria para mantener a la elemento en la configuracion desplazada asociada con

Axg. Por tanto, las fuerzas sobre el extremo del elemento son:

i
f =i
Axg
=
o > —
¥ Lis P

Fig. 3-16 Desplazamiento axial AxE.

0
M, 0 AE
Fy P L
F
w0 200 A (3.12)
M, 0 0
Fy -P _£
Fi 0 L
0

Segunda columna de [k,]

La quinta columna de [k.]; puede también determinarse de manera similar considerando el perfil desplazado de
la figura 3-16. Aqui, P= (AE/L) Axg es la fuerza axial de tensién necesaria para mantener al elemento en la

configuracion desplazada de la figura 3-6. Asi, las fuerzas sobre el extremo del elemento son

0
M, 0 _AE
Fy -P L
F,
w210 1o Ay (3.13)
M, 0 0
Fy P £
Fy 0 L
0

Quinta columna de [k,];

Es importante observar que, en cada uno de los casos anteriores, ocurre un desplazamiento cada vez. Los
coeficientes de rigidez siempre son las fuerzas sobre el extremo de los elementos provocados por un

desplazamiento unitario sencillo, con todos los demas desplazamientos iguales a cero.
139



A continuacion, se consideran las fuerzas sobre el extremo del elemento que se desarrollan cuando ocurre Ayg y

todos los demas desplazamientos son cero, como se ilustra en la figura 3-17.

{ad E
E-% % | -

¥
(b)Y

g .

Fig. 3-17. a) Desplazamiento; b) fuerzas resultantes de extremo de elemento.

Para desplazamientos pequefios, no hay cambio en la longitud del elemento debido a la curvatura, y por ello no
hay fuerzas axiales. Nuevamente, el objetivo es encontrar las fuerzas autoequilibradas Vg, Mg, Vg y Mg. Ahora
la viga puede ser tratada como una estructura indeterminada. Una posibilidad es utilizar la estructura primaria de
la figura 3-18, una viga en o fija en el extremo derecho. El objetivo es encontrar V, y M, que den como
resultado un desplazamiento en el extremo derecho A de Ay, y una rotacidén 8, de cero. Las acciones en B
pueden entonces encontrase por equilibrio. En el capitulo anterior se encontr6 que los coeficientes de flexibilidad

para el extremo de un voladizo son:

AL w2
M,  EO VMA M, 2ED
£y = ;_A . A_LDE (3.14)
A
® 2 Vya L}
= va L A =7 - T—=
WA T v, T aEd Vo o 3ED

Por las deformaciones consistentes, debe ser cierto que las acciones simultaneas V, y M, deben producir la

matriz de flexibilidad para extremo A.

L e
N E 20E MA
L
ea l=| 0 — 0 P 3.15
A E A ( )
\V) \Y%
A A
2 s
200 3D
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De la matriz de flexibilidad se puede obtener la matriz de rigidez ya que esta es igual a la inversa de la matriz de

flexibilidad; con la funcion inversa se sustituye esta funcion el cual da como resultado.

Va
e
Pa ) - Vs
X Ps
A B
T L
Fig.3-18 Viga empotrada en el extremo B.
L ) L2 4(ElI 0 6[EIl
EO 2(E0 L L2
L -1 AlE
fo=| 0 —— o ky :=f - 0 — 0
A AE A=A L (3.16)
L2 L3 6[E 0 12(E
e U — 2 3
20 3ED L L
Y para la viga empotrada en el extremo A da como resultado:
Vs
M
Va T \__ P8
Ma o
>IN :
Pa ES
A B
L \
Fig.3-19 Viga empotrada en el extremo A.
L 2 ME0 o _6EN
EO 20E0 L L2
L -1 AE
fr=| 0 — 0 kp =1 - o — 0
B AL B=1B L (3.17)
2 3 _6LE 12(E(]
20E0 3ED L2 L3
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Con esto se obtiene la rigidez de los elementos por medio del método de la flexibilidad ahora es necesario

obtener la matriz del elemento [k.];. pero para esto se debe obtener las demas fuerzas por equilibrio.

4lEL1 6LEII
L 2
L

MA (pA

A [E

PA = 0 T 0 eA

Va 6EO | 1REQ Va
1 L

Los vectores de fuerza y desplazamiento cambiando la nomenclatura dan como resultado:

Ma Ma ¢a N
Pa Fxa e Axa
Va B Fya Va | TSN
Mg | | Mg 9s | | Os
Py Fyp ep A
VB Fip Vg Ay

B
Axa
Aga

B
A
A VB

O
B

VB

Para obtener la relacion de rigidez que involucre los desplazamientos y las fuerzas en los extremos del elemento

debemos analizar por separado cada grado de libertad.

En el caso de los desplazamientos por giros en los extremos, encontramos que los resultados obtenidos

corresponderian a las columnas 1 y 4. Fig. 3-20.
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Fig.3-20 Viga empotrada por deformacién angular
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41E!L1 6[E!LI
0 4 OE [1 08,
L 12
MA eA L
A [E 0
Fea | = 0 I 0 o |-
F 0 6 LE [ 06,
A
y 6 CE [l 12 CE I
0o — 2
2 L’

Y para obtener las reacciones se resuelven por equilibrio.

| —
ZMAZO Dado MA+MB+L[FyB—C

D

[ ]
D Ey=0 Fyp + Fyp = C
_|_

2[E (116,

Mg L
= Find(Mp,Fys) - | ¢ 0p 0 oo
Fyp A

L2

Como resultado en la Figura 3-21 observamos las rigideces angulares para una viga empotrada en el extremo y

articulada en otro extremo.

2E! 4E!
I ) L
= £l e

2

Fig. 3-21 Rigideces angulares para una viga empotrada y articulada en el otro extremo.

Para el extremo A de la viga empotrada. Fig. 3-21

N ';—\MB
Rf————===——————————————— - —— "~ —
;Z\\ ) @V\ j
A B
L \

Fig.3-21 Viga empotrada en el extremo A.
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4LELL 0 _6LELI
L 2
L
MB 9B
A [E
Fe | = 0 . 0 4o
Fyp _6CEO 0 ROED 0
L’ r’

Y por equilibrio se encuentran las reacciones:

@ ZMA: O. Dado
+ Th=o

FyA+ FyB: 0

yA

Y observamos que nos da el mismo resultado que la figura 3-21.Ahora encontraremos la rigidez por carga axial

en el extremo B. Fig. 3-23.

AxB
] T
Z\ [ 7=
X Ps
A B
Fig. 3-23. Deformacidn axial en el extremo B.
4LE(L . 6LELI
L 2
L
Mg 0
A [E
FXB = O 0 D AXB
L
Py _6CEON 0 120EC 0
L2 L3
+ "
” D=0 Dado Fep *Fyg = C

Mp+Mp+LIF,

Ma
[F j:: Find(My, Fys) -

p=C

2[EI[1l6g

L
6 O O 08y

L2

Fya = Find (FXA) -
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En el caso de desplazamientos verticales en los extremos, encontramos que los resultados obtenidos

corresponderian a las columnas. Fig. 3-24 y Fig.3-25.

0 6 U O A
L 2 .
M, 0 L
A CE
Fal=| 0 == 0 0 |- 0
A 12 CF O 0A
Fya 6CEON 120E0I yA LT A
3
2 3 L
[ ]
3 D Ma=0  Dado My + Mg + LI Fyg = €
[ |
_ Fyp+ Fyp = €
_4 ZFY 0 y y
6LEITIA,
Mg 1
:= Find (Mg, F,p) —
Fyp C120E 01 0A
L3
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4LE(T 0 6LELI 6 LE 01 A,
L 2 - ;
Mg 0 L
A CE
Fg | = 0 — 0 0 | 0
A 12 CE O A
Fyb 6CEO | 120E0 yB e .
- I 3
2 3 L
[ ]
3 ZMAZO Dado My + Mg + LI Fyp= 0
[ |
S0
+ FyA+FyB=0
6LELILA
Ma Find(My, Fya) v
= Fin ArFyA
A Y (120EOI0A
2

L _ R "L'

Fig.3-26 Coeficientes de rigidez angular y lineal.
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Los coeficientes de rigidez representan las fuerzas sobre el extremo de los elementos originados por cada uno de
los seis desplazamientos respectivos. Debido a que el sistema es lineal, la fuerza total sobre los extremos del
elemento (provocadas por la ocurrencia simultanea de todos los desplazamientos) es sencillamente la suma de

los casos individuales (superposicion).

My = + + -
L L 2 2
ALE[D,, AI[EI[Ag
FXA: L - L
L _SIE(116, 6(E(I(8; 12(E(1(A, 12(E(I(By
YA~ 2 2 3 3
L L L L
v _20E(I(8, 4(E[1[6 6(EII[A, 6IEI[Ay,
B~ L L 2 2
L L
ALE[A,y; A[E[A,
Fun = _
xB L L
L ME(I(An 6(E(I(6; 12(E(1(Ay 6(EII(8,
yB = - - -
L 1 ’ 1

4lELL 6LELI 2[BElI  ~  6[ELI
L 2 L 2
0 ALE 0 0o _ALE 0
Ma L L CIN
Fer 60EQ 0 LOEON 6CEDN 0 R20EON| |Ay,
Foa 12 ’ 12 ’ . Aga
Mg | | 2CE 0 6OEON 4CEON  6CEN O
FxB L L2 L L2 AxB
F A CE A CE A (3.18)
¥B o ALt 0 0 = 0 yB
L L
seEd ROEDN 60800 120B00
12 L’ 12 r’

{r}, =[] {8},

[ke]r es la matriz de rigidez del elemento del elemento del marco en coordenadas locales.
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I11.4 PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE RIGIDEZ
Es util observar algunas de las propiedades de las matrices de rigidez desarrolladas en la seccion anterior
111.4.1 Equilibrio

La matriz de rigidez relaciona el conjunto de los desplazamientos de extremo de un elemento con un conjunto de
fuerzas de extremo en equilibrio del elemento. Esto significa que cualquier desplazamiento que ocurra debe
producir un conjunto equilibrado de fuerzas de extremo.

F

Fi

=
-
Mg
Mg 2’) i‘
7 T?E

¥B

Fig.3-27 Viga con perfil desplazado

Vamos a definir la matriz de rigidez del elemento como una funcién en Mathcad como:

4LELL 6LELI 20E[l =~ 6IE[I
L 12 L 2
0 AE 0 o -AE 0
L L
60EDN 12080 LB C12CED
12 r’ 12 r’
ke (A,L,E,T) :=
2O 6OEDN 40EON 6CED
L 2 L 2
0o ALE 0 0 ALE 0
L L
6CEDN ROEON 6060 120800
12 r’ ? L’

Por ejemplo, si la viga esta sometida al perfil desplazado que se muestra en la figura 3-27 (solo Ayg es diferente
de cero), entonces las fuerzas de extremo del elemento son sencillamente los valores de las sexta columna

multiplicados por Ayg,
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6LELILA,
2
M, 0 0
F 0 (R2CEOA,
3
F 0 L
M (AL LLE,T) O -
Mg 0 6LEMIA,
0
RN 12
F Ay
\ By 0
120E O DA,
E

Estas fuerzas satisfacen el equilibrio, es decir,

SF, =F,+F, =0
SM,=M,+M,+LF,
ZF;C :FXB+F}’B :0

Para cada columna, pueden satisfacerse las tres ecuaciones de equilibrio.

Una comprobacion sencilla de la validez de cualquier matriz de rigidez se logra tratando a los coeficientes de

rigidez de cualquier columna como las fuerzas de extremo y asegurandose de que satisfagan el equilibrio.

1I1.4.2 Movimiento de cuerpo rigido
Si al elemento del marco se le proporciona un perfil desplazado que corresponda a un movimiento de cuerpo
rigido, entonces debe ser cierto que no se desarrollaran fuerzas sobre los extremos de los elementos. Los tres

movimientos independientes de un cuerpo rigido en un espacio bidimensional son la traslacion x, la traslacion y

y la rotacion. Considérese el elemento del marco de la figura 3-28a.

e
Ax] |! i T ps0 Fighdo
| I
ey g -
f A |I |
£ i |
W 4, , | j_ h) li— 1|
|
i |
ad\e —e=
L A | !
| L 'l
— e

Fig.3-28. Movimiento de cuerpo rigido.
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Aqui se ha movido el elemento hacia un nuevo lugar sin ningiin cambio en su longitud o cualquier rotacion
relativa de sus extremos; esto es, el elemento se mueve como un cuerpo rigido y no esta deformado de su

posicidn recta. Si no hay deformacion en las fibras de la viga, entonces las fuerzas de extremo deben ser cero.

I11.4.3 Singularidad

La matriz de rigidez del elemento del marco también es una matriz singular, es decir, no tiene inversa. Esto
puede explicarse de dos maneras. Primero, se ha observado que la matriz de rigidez producira fuerzas de
autoequilibrio para cualquier conjunto de desplazamiento. Por tanto, es aparente que cualquier relacion de

equilibrio como:
Fyp =—Fy

Implique que el sexto renglon de la matriz general de 6 x 6 puede ser obtenido a partir del tercer renglon,

multiplicando el renglén 3 por (-1), es decir,

6EI 12EI 6FEI 12E1
FYEz_l( L2 ’0’ L3 ’ L2 ’0’_ L3 j{Ae}L

Un caso sencillo es por ejemplo la viga empotrada en el extremo B y teniendo la matriz de rigidez completa:

Encuentre los desplazamientos dadas las cargas aplicadas en el extremo A Fig.3-29: My, Fxa v Fya

Fig.3-29. Viga empotrada.

En el programa Mathcad construimos una matriz de fuerzas como se muestra en la siguiente pagina:

M, Oa
Foa Aya
Fa 2 k(AL LED T AeyA
0 B
0 A

Ay

Entonces procedemos a despejar la matriz de rigidez para obtener los desplazamientos que nos interesa conocer;

entonces como la matriz no puede dividirse, lo apropiado seria obtener su inversa y obtenemos como resultado:

150



84 M, - (Ton - In)_ !

AL -1
XA 1 1 Fya- (Ton)
‘ﬁ‘v% -1 - -1
YA | 2) -1 Ton ( 4) -1
—kga-(m?) 1o LE[12) 1 (m | oy (Ton)
; 0
A-XB Se ha encontrado una singularidad mientras se estaba evaluando esta expresion.
Ap

0

La dependencia lineal entre los renglones (o columnas) de una matriz es el criterio para una matriz singular.
Puede demostrase que, de hecho, hay solo tres ecuaciones independientes en la relacion general 6 x 6 de la
matriz de rigidez. Los otros tres renglones son determinados por combinaciones lineales, lo cual representa la
aplicacion de las tres ecuaciones de equilibrio entre las fuerzas de extremo.

La segunda manera de ver lo anterior esta relacionada con la dependencia entre las columnas. Esta es su

resultado directo de la satisfaccion de las fuerzas de extremo nulas para un movimiento de cuerpo rigido.

Por lo tanto la matriz de rigidez reducida con solo los grados de libertad correspondientes:

4 OE 01 0 6 OE OI
L 2

M, L 0,

A OE
Fea | = 0 0 Ol A s
L

Fya 6 OE 01 0 12 OE 01 B ya

L2 I
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En cualquiera de las dos formas que se empleen, la idea clave es que el sistema de ecuaciones contiene
informacion redundante. Con la finalidad de encontrar un conjunto de desplazamientos para el elemento de viga
sencilla, para cualquier conjunto dado de fuerzas de extremo deben imponerse ciertas restricciones adicionales
sobre el sistema. Mediante la eliminacion del movimiento de cuerpo rigido como un posible desplazamiento, se
obtiene un conjunto resoluble de ecuaciones. Esto significa sencillamente que deben especificarse algunos (tres,

para ser exactos) desplazamientos de los extremos, dado un conjunto de fuerzas de extremo.

tal

Fom

LA

o4 0O
)

fch

E
3, —F
=

Fig.3-30 Vigas singulares

f)

Cualquiera de los sistemas restringidos de la figura 3-11a-c permitird una solucion de las tres ecuaciones
restantes. Sin embargo, las restricciones de la figura 3-11d no impediran el movimiento de cuerpo rigido; debido
a ello, el conjunto restante de ecuaciones todavia no puede resolverse.

II1.5S TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

Las ecuaciones de rigidez desarrolladas hasta el momento han sido escritas en términos de las fuerzas y
desplazamientos del elemento local. El método directo de la rigidez requiere que las relaciones de rigidez sean

escritas en términos de cantidades referidas a un sistema global comun, como se ilustra en la figura 3-31.

- o -
e

F
Fuerzas locales y desplazamientos Fuerzas globales v desplazamientos

Fig. 3-31 Sistemas de transformacion de fuerzas.

Para lograr esto, primero deben establecerse una relacion entre las fuerzas de extremo locales y globales del
elemento, y los desplazamientos de extremo locales y globales. Ya que tanto las fuerzas como los
desplazamientos son vectores, se desarrollaran estas relaciones para un vector general y después se aplicara el

resultado a los desplazamientos o a las fuerzas. Esta relacion es de la forma de una matriz de transformacion
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ortogonal. Ademas de emplear esta matriz para obtener una matriz global de rigidez, también se encontrara

ocasion de usarla para expresar sencillamente las fuerzas locales en términos de las fuerzas globales, y viceversa.

El vector V de la figura 3-32 puede ser descrito en términos de cualquier par de componentes ortogonales. En

esta figura, se muestran componentes las componentes tanto en el sistema local como en el global. El eje local x

esta orientado segiin un 4angulo 0 en direccion antihoraria, a partir del eje global x. el vector V' podria como:

V= Vxgic +Vyeis
0 133
V= Vx,i, +Vy, j,

Yi
~¥F._ seng
\ i
. 5 — —ﬂ__..--"yx.{ Sen g
xg
VIL cos 8
Fig. 3-32 Transformacion ortogonal local

\

\\

Fig. 3-33 Transformacion ortogonal global.
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Donde Vx;, Vy;, Vx, y Vy,son las componentes escalares y i, J;, [, yj, son los vectores cartesianos
unitarios. El objetivo aqui es definir Vx, y Vy, en términos Vx, y Vy,, y viceversa. Puesto que ambos
conjuntos de componentes describen el mismo vector, se puede afirmar que las componentes locales Vx, y Vy,
deben tener una direccion xg resultante de Vxg, y una direccion yg resultante de Vy,. De la figura 3-33, se
observa que Vx,y Vy,en términos de Vx, y Vy, son

VyG = Vy B0s(6) - vy, in(6)

VyG = Vy Bin(6) +Vy, Gos(6)

VxG _(cos(B) ~sin(6) VL

Vya “sin(®) cos(B) VoL (3.19)
"} =[el{r},

[T(0)] es una matriz ortogonal de transformacion. Esta tiene la importante propiedad de que su inversa es igual a

su transpuesta, es decir,

[r(&)] =[r(e)] (3.20

Como consecuencia,

n,=[r(e)] {1, (3.21)

Abhora puede aprovecharse la matriz [t] para formar las relaciones deseadas entre las fuerzas, los desplazamientos
y la rigideces descritas en distintos sistemas de coordenadas ortogonales. La transformacion entre las acciones de

extremo en los extremos B y E es

My 1 0 0 My
Fxa| =10 cos(B) -sin(B) | O Fxa
Fya G 0 sin(B) cos(0) Fya L
Mg 1 0 0 Mg
Fxg | =10 cos(0) —sin(0) | O Fxg
Fyp G 0 sin(B) cos(0) Fup L
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En Mathcad la matriz de transformacion ortogonal es:

1 0 0 0 o0 0
0 cos(B) —sin(B) 0 0 0
T(0) = 0 sin(B) cos(® 0 0 0 (3.22)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 cos(B) -sin(8)
0 0 0 0 sin(B) cos(0)

Estos dos conjuntos de ecuaciones pueden combinarse en una relacion matricial
{r}; =[T(O) R}, (3:23)

La ecuacion (3.23) es la relacion deseada que transforma las acciones de extremo del elemento de sus valores en
las coordenadas locales a las coordenadas globales. Para estructuras bidimensionales, el momento es alrededor
del eje z, sin importar la orientacion de los ejes x y y,y por eso no hay cambio en la cantidad de momento de un
sistema al otro. Sin embargo, los momentos son cantidades vectoriales y tendran la misma relacion de

transformacion que las fuerzas en el caso tridimensional mas general.

La propiedad especial de la matriz ortogonal [t] también se extiende a la matriz [T (8)], y por tanto la relacion

inversa para transformar las fuerzas de extremo globales en locales es sencillamente

(pd, =[1(6)] {Pd), 624)

Ya que los desplazamientos de extremo del elemento también son cantidades vectoriales, su transformacion
puede expresarse como

{ad, =[1(6) J{ad, (3:25)

{ad, =[1(6)] {ad, (3.26)

Las ecuaciones (3.23) a (3.26) definen las transformaciones vectoriales necesarias para establecer la matriz de
rigidez del elemento en coordenadas globales. En la siguiente seccion, se desarrolla la matriz transformada de
rigidez para el elemento general de marco y también para dos elementos especiales, el de la armadura y el

articulado.
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I11.6 TRANSFORMACION DE UNA CANTIDAD DE RIGIDEZ

Una cantidad de rigidez no es una cantidad vectorial, y por ello no se transformara de un sistema de coordenadas
en otro de la misma forma que una fuerza o un desplazamiento. Para ilustrar esta idea, considérese el resorte de
la figura 3-34. En la figura 3-34a, el resorte esta sometido a un desplazamiento A;. La fuerza Pr, necesaria para
mantener en esta posicion al resorte, esta sencillamente dada por P, =k,A, , donde ki es la rigidez del resorte
en su direccion axial (coordenadas locales).

Supongase que ahora se quiere definir la relacion de rigidez para el mismo resorte en una de las direcciones
globales. Esta situacion se muestra en la figura 3-34b. La rigidez buscada es aquella que define la fuerza
necesaria para mantener al resorte en un desplazamiento en la direccion x, es decir P =k A . Para lograr esto,

es necesario considerar tanto el equilibrio como la compatibilidad del sistema. La fuerza a lo largo de la

direccion axial debida a P, puede obtenerse a partir del diagrama de cuerpo libre de la figura 3-35 como

R=——p
cosd
(3.27)
P =cos6P,

Lo anterior establece la relacion de equilibrio entre las fuerzas locales y globales. Para examinar la
compatibilidad, se bosqueja el perfil desplazado y se relaciona el desplazamiento x con el alargamiento del
resorte, es decir los desplazamientos locales. Puede obtenerse esta relacion haciendo referencia al diagrama de

desplazamiento de la figura 9-17. De esta figura, Ap en términos de A, es

A, =cos@*Ax (3.28)

Ahora puede formarse la ecuacion de rigidez en la direccion x, en dos pasos. Primero, se sustituye la relacion de

compatibilidad (3.28) en la ecuacion de rigidez local Pr=k; Ar para obtener

k&

T

—_

o /
o -
—
— =
By hoi-3

Fig.3-34 Modelo de resorte

P =k, cos@*A,
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Esta puede entonces sustituirse en la ecuacion de equilibrio (3.27) para obtener

P =cosBk, cos\,
=kl (3.29)
kx = cos Bk _cos 8

P, tan § E
A P
£, tea e

S

fa) - - " i 3
v < 2

By

IJ‘,.I tan @

Fig.3-35. Equilibrio fig. 3-34

Fig. 3-36. Compatibilidad fig. 3-34

La ecuacion (3.29) muestra que una cantidad de rigidez no se transforma de acuerdo con las mismas reglas que
la fuerza o una cantidad de desplazamiento. Esto se debe a que es necesario satisfacer tanto el equilibrio como la
compatibilidad para una relacion de rigidez, mientras que la transformacion de una cantidad de fuerza solo
considera la compatibilidad. De hecho, las rigideces se clasifican como tensores de segundo orden y se
transforman de acuerdo con las reglas de la matematica tensorial. La rigidez kr, determinada aqui, esta en
términos de la rigidez local y define la fuerza necesaria para mantener al resorte en un desplazamiento fijo en la

direccion x, mientras todos los demas desplazamientos globales son cero.
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I11.7 MATRICES DE RIGIDEZ DEL MIEMBRO
II1.7.1 Matriz de rigidez del miembro general del marco en coordenadas globales

La relacion global de rigidez para el elemento general del marco puede construirse utilizando las ecuaciones de
transformacion para las fuerzas y los desplazamientos desarrollados en la seccion anterior. Aqui se emplearan los

siguientes tres conjuntos de ecuaciones.

{r}. =[T){P}, equilibrio
{ad, =[] {aée}, compatibilidad
{Pe} L= [ke] L{Ae} B fuerza-desplazamiento

Sustituyendo la relacion de compatibilidad por la relacion fuerza-desplazamiento y después multiplicando ambos

lados de la ecuacion por [ T(0) ], se obtiene:

[T){r}, =[7][x.],[7] {2},
{r}; =[] {A}, (3.30)
donde

[k.]; =[T){k}, (7T (3.31)

La ecuacion (3.31) define la matriz global de rigidez del elemento en términos de la matriz local de rigidez del
elemento.

Aunque los productos matriciales de la ecuacion (3.31) pueden efectuarse en forma numérica en un programa de
computadora (Mathcad), es ventajoso realizar simbolicamente las multiplicaciones. Haciendo c=cosf y s=sen6,

la matriz global de rigidez del elemento se forma de manera explicita y se presenta en la figura 3-37.

158



IT1.7.2 Matrices de rigidez del miembro de armadura y del miembro articulado.

Hay otras dos matrices de rigidez de elemento especiales que pueden generarse a partir de la matriz de rigidez

del elemento general del marco.

Fig.3-37.Representacion simbdlica del elemento en coordenadas globales
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La figura 3-38 ilustra estos elementos. El elemento especial de la figura 3-38a se conoce como miembro
articulado. Este miembro sufre deformaciones de flexion, pero, debido al pasador interno, existe un momento
cero en un extremo. El segundo miembro de la figura 3-38b es el familiar elemento de armadura. A menudo se
utilizan arriostramientos mediante cables y tirantes en las estructuras, y por eso la matriz de rigidez para este
elemento debe estar disponible en cualquier programa de marcos en general, asi como también para el analisis de
armaduras. Se construiran estas dos matrices de rigidez del miembro de un marco general, aunque ambas pueden

desarrollarse iniciando con los procedimientos de las secciones anteriores.

Pasador

Miembro articulado
/

Liberacion de
extremo del
miembro
Interno

(a)

Miembros axiales
de la armadura

(b) (cables)

[

Tirante

Fig. 3-38 Marcos articulado y armadura.
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En cuanto al miembro articulado se adoptara la convencion de que la junta inicial de un miembro sera el
extremo del pasador. La presencia del pasador produce un momento cero en el inicio del miembro. El primer
renglén de la matriz global de rigidez es, consecuentemente,

. 4Emd, 2EU6; 6EDA, 6EDAL
= +

L L * 2 2
L L

Esta ecuacion afirma que ninguno de los seis desplazamientos es independiente; esto es, podria resolverse para
04 en términos de los desplazamientos restantes como:
3By 3By, B

0, = Find (0, expandir - —M-——-—
A (A) P 20 20 2

Ahora es posible escribir una expresion que relacione los desplazamientos de un miembro de un marco general

con los desplazamientos de un miembro articulado como

O 3 4 3)\(6 00 = Lo 2

A %70 ° 7 Zu|(a 2m 2~ 2m

XA XA

Bya Bya =00 1 0 0 0

=loo 1 0 0 o0 g cart-A(b) =

6 00 0 10 0O B 00 0 1 0 O

Ay 00 0 01 o || 00 0 01 0
00 0 0 0 1

Ag 00 0 0 o0 1 /{Ag

De, 4 =c,le; (3.32)

Al sustituir (3.32) en la ecuacion (3.30) de la rigidez del miembro general se obtiene

{r}s =[r] (A}, (3.30)
[ke ] pasador = [kE]G [CartA]
{P} o = 18] st (B} i (3.33)

Siempre que se encuentre un miembro de pasador, se debe formar la matriz especial [C]yasador ¥y calcular el
producto matricial anterior. La matriz que resulte representara ahora la matriz de rigidez del miembro de
pasador. La forma explicita de la matriz también fue obtenida llevando a cabo el producto anterior y se detalla en

la figura 3-39.
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Entonces la matriz de rigidez local del elemento da como resultado.

0 0
AE
O —_—
L
0 o0
KeL (A .LEENGBaa) = |5 ¢
AE
O —
L
0 0

0 0 0 0
AE
0 0 —_— 0
L
SEDN 3ED 3ED
3 2 3
L L L
BEN 3ED 3ED
2 L 2
L L
AE
0 0 —_— 0
L
SED 3ED 3ED
3 2 3
L L L

, T
T Kg (A ,L,E,)Bapa(L) T

-

Fig.3-39.Miembro articulado extremo inicial.

0 0 0 0
2 2 2 2
AEG . 3[E Os' AECES 3ENCS 3ENS AE[Q 3E DS SENC'S AEME
L L3 L L3 2 L L3 L3 L
2 2 2 2
AEQES SENGE 3EMNE . AES SENGE S3ENSES AEQES 3[E [d' AEE
L L3 L3 L L3 L L3 L
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Siguiendo la misma linea de razonamiento para la articulacion en el otro extremo tendriamos la siguiente matriz

de transformacion.

1.0 0
01 0
00 1
At =1 - 8
2 2m
00 0
00 0

20

0
0
0

32

0
1

(3.34)

El desarrollo del elemento de la armadura sigue las mismas lineas de razonamiento que para el miembro

articulado. No obstante, en este caso ambos extremos del miembro tienen conexiones de pasador, lo cual

requiere que M, y Mj sean cero. Por tanto, los renglones 1 y 4 del miembro general del marco pueden escribirse

como:

Dado

4EDB, 28W8; 6EDA, 6ENAL
Os—/—*—( 2 2
L L
2EDB, 4By G6EDA, 6ENAg
Ottt Tz T 2
L L
Obteniendo 04 y Op
. A Bya
A L L
= Hnd(eA,eB)expandn N
Ajpg  Dya

La ecuacion matricial que relaciona el desplazamiento del miembro general del marco con el miembro de la

armadura es ahora. Fig. 3-40.

eA 00

-1
— o0
A L
XA 01 0 0
AN 00 1 0
65 -1
00—0
AxB
A 00 0 0
yB 00 0 O

{8}, =[], {4},

» O |k © O |k

I

Oa
Dya
AN

65
Dy

Ay

cart(L) =

(3.35)

o o r'|¢ » o r'|¢
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Al aplicar la transformacion a la matriz de rigidez local del elemento tendriamos lo siguiente:

0 0 00 0 0
AE AE
0 — 00 —8m 0
L L
Kap (A L E 1) [Bp (L) 0 0 00 0 0
-
eL Art 0 00 0 0
AE AE
0O — 00 — ©0
L L

Fig.3-40 Miembro con doble articulacion.

La matriz de rigidez global del elemento articulado en el extremo inicial resulta.

0 0 0 0 0 0
2 2

0 AEG AERQE 0 AE®Q AEQE
L L L L

2 2

ARG AEE 0 AEQE AES

. T L L L L
T (KoL (A LB D Bar(D) BaneaL T = | o e .

A[EE'2 AEQE 0 A[E'2 AEQE

L L L L
2 2
AEGES AES 0 AEGES AEES
L L L L
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II1.8 PLANTEAMIENTO GLOBAL.
I11.8.1 Equilibrio en las juntas y la matriz de rigidez de la estructura

Un sistema estructural que consiste en un numero de elementos estructurales debe satisfacer los tres principios
fundamentales: equilibrio, compatibilidad y alguna ley de fuerza-desplazamiento. En las secciones anteriores se
han desarrollado relaciones de rigidez al nivel del elemento que, de hecho, satisface los mismos requisitos. En el
método de analisis de la rigidez, esto se logra imponiendo el equilibrio entre todos los elementos de una
estructura. En el caso de marcos y armaduras, los elementos entran en contacto en las juntas, y por ello se debe
garantizar que todas las cargas que actiian sobre la junta de los elementos conectados y las acciones externas

satisfacen el equilibrio.

Fig.3-41. Fuerzas internas de extremo de miembro de marco.

Para ilustrar esto, considérese el marco de la figura 3-41. En general, cada uno de los tres miembros tendra la
accion de las seis fuerzas del miembro sobre sus extremos en las direcciones globales. Las acciones sobre los
extremos de los miembros también se deben dar en sentido inverso sobre las juntas que conectan a los miembros.
Ya que se ha demostrado que las fuerzas de extremo del miembro, como se hallan contenidas en una relacion de
rigidez del elemento, son autoequilibradas, solo queda imponer el equilibrio de las juntas con objeto de satisfacer
todas las condiciones para toda la estructura. En la junta 3 del marco de la figura 3-41, las fuerzas de extremo de
los miembros 2 y 3 deben estar en equilibrio con cualesquiera cargas aplicadas. En este caso, las ecuaciones de

equilibrio en la junta 3 pueden escribirse como
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M =M, +M;
P =Fy+F,

— 2 3
P =F, +F),

En estas ecuaciones, el indice superior se refiere al nimero de miembro.

Aqui se observa que se satisface el equilibrio en las juntas si las cargas aplicadas a las juntas son
equivalentes a la suma de las fuerzas de extremo del miembro. Los signos son correctos en la medida en que las
cargas aplicadas son también consideradas como positivas cuando acttian en las direcciones globales positivas y
cuando los momentos positivos aplicados tienen direccion antihoraria. En consecuencia, el concepto general de

equilibrio en las juntas puede plantearse como

NAM
P = Z ([Fe]j T) (3.36)
i=1

donde Pj=posibles cargas aplicadas en la junta j
Fe'=fuerzas de extremo de los miembros (i) conectados en el nodo j
NAM=ntmero de miembros conectados al nodo j

En el caso de un marco plano, hay tres ecuaciones de equilibrio para cualquier junta y tres grados
correspondientes de libertad. Si los vectores {Fe}ij de las fuerzas de extremo del miembro se expresan en
términos de los grados de libertad (es decir, los desplazamientos de extremo del miembro), entonces siempre
habra un ntimero igual de ecuaciones de equilibrio en las juntas y grados de libertad. Esta correspondencia uno a
uno asegura que el sistema de ecuaciones pueda resolverse para los grados de libertad desconocidos, siempre que
se apliquen suficientes restricciones a la estructura para impedir un movimiento de cuerpo rigido, como se
demostré en la seccion 9.4. Mediante las ecuaciones globales de la matriz de rigidez del elemento, la ecuacion

(3.36) se puede expresar como

Pi= [[Ke]j i %[Ae]j |)] (3.37)

i=1
Esta representa las ecuaciones de equilibrio en la junta j, en términos de un conjunto comun de desplazamientos,
los desplazamientos de extremo del miembro. En este proceso, la compatibilidad se satisface porque los
desplazamientos de extremo del miembro asociados con cada miembro estan escritos en la direccion global
comun. Con referencia a la figura 3-42, se observa que los desplazamientos en el extremo del miembro 2 y el
inicio del miembro 3 son, de hecho iguales y representan los grados de libertad de la junta 3. En términos de las

notaciones globales para los grados de libertad, la compatibilidad en la junta 3 puede expresarse como:
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6,=6;=6;
Ax, = A5, =4,
Ay, =A)2’E =A?’B

Fig. 3-42. Desplazamientos de marco.

Esto significa que es posible reemplazar los desplazamientos de extremo del miembro, referidos a cada
miembro, por medio de su designacion global correspondiente. Cuando se hace esto y se escriben las ecuaciones
del equilibrio en las juntas, habra una ecuacion para cada grado de libertad. Cuando se hace esto y se escriben las
ecuaciones de equilibrio en las juntas, habrd una ecuaciéon para cada grado de libertad. Todo el conjunto de

ecuaciones del sistema puede, por tanto, expresase simbolicamente como

{P} =[Kk]{A} (3.38)

donde {P} son todas las posibles cargas en las juntas y {A} todos los grados de libertad globales; [k] esta dada
por

[K] = Z[ke] (3.39)

La matriz de rigidez del sistema o de la estructura es [K]. Consiste en la sumatoria de todas las matrices de
rigidez de todos los elementos. Sin embargo, la sumatoria se hace de acuerdo con el sistema de numeracion de
los grados de libertad globales. La formacion de la matriz [ K | se entiende mejor por medio de un ejemplo que

mas adelante abordaremos.
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Fig. 3-43 Propiedades geométricas de marco.

Fig. 3-44 Desplazamientos globales de marco.

I11.8.2 Planteamiento directo de la matriz de rigidez de la estructura

Ahora se definira un proceso para formar la matriz de rigidez de la estructura. Se aprovechara el marco de la

figura 3-43 para ilustrar estos pasos.

Primero, deben identificarse los grados de libertad globales. Esto se hara aqui para todos los posibles grados
de libertad del sistema y después se eliminaran aquellos restringidos por una condicion de soporte. Las figuras 3-
43 y 3-44 muestran un posible sistema de numeracion para los grados de libertad de la estructura y las juntas
inicial y final para cada miembro. El sistema de numeracion para los grados de libertad globales es arbitrario,

como lo es la eleccién de las juntas inicial y final para cada miembro. En este ejemplo, sin embargo, los grados

de libertad que seran eliminados se numeran al final para propoésitos de ilustracion.

De la figura 3-45, puede escribirse entonces la ecuacion de equilibrio en la junta en el orden del grado de

libertad global, numerando como

F:I‘
FI — -lll—1
il “I I Frl
/ [
& 'FrI
u

Fi 1

%

E
H:.': Fe 0 kib
—_—
] -.--{ - —
Flul' I F1
¥ =@
Mo e

]

Figura 3-45.Equilibrio de nudos de estructura.



I 0-ML+ M} T R;-Mj
2 0=-Fy+Fls 8 R=Fliy
3 0=Fly+Fly 9 R =Fi (3.40)
4 0-Mp+ M, 10 Ry=-M;
5 20=Fy+ Fig 11 R, =Fi
6 0-FlL+Fl 12 R,=Fis

Las tltimas seis ecuaciones contienen las fuerzas de reaccion, que pueden considerarse como cargas.

Ahora es posible obtener cada una de las fuerzas de extremo del miembro en términos de los desplazamientos de
extremo del mismo a partir de las relaciones de rigidez del elemento. Simbdlicamente, las relaciones de rigidez

del elemento se expresan como:

Miembro 1

s
U S e =B N

M; ki kb ky okl kS kg |6 |1
F )?B k221 k222 k223 k224 k225 k226 Ai{B 2
Fo | |k ky ko ks ks kg |]D5 |3
M; ki ke kf3 ki, kjs kjs g |4
Foo ||k kg ks kS ks kg [|D% |5
Fp ) ke ke ke ke ke ke ||D%: )6
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Miembro 3

M, _k13 ok kY Ky kS K | g |4
Fyo| |k ky ky hay ks ko |[A |
by ky ko ks ks ke || |6
My | ki ky ko ki ki ks |6 |10
Fyp Ky ks kS kS ks K | |A |11
Fr ) Lk ke koo ki ke ki (B )12

Los subindices de cada coeficiente de rigidez del elemento se refiere a su posicién en la matriz del mismo; todos
los indices superiores se refieren al nimero del miembro. Los niimeros de los grados globales de libertad, que
corresponden a los desplazamientos de extremo de miembro, también estan anotados arriba de cada matriz.
Ahora pueden formarse las ecuaciones del equilibrio en las juntas en términos de los grados globales de libertad

directamente por medio de la numeracion global, en vez de la designacion del extremo del miembro; por
ejemplo, 8, =A,, A\, =A,y A}, =A,. Como ejemplo considérese la quinta de las ecuaciones (3.40) de

equilibrio en las juntas.
n 2 3
M=Mg" +M M=20
+) D Mg =0 B A

Sustituyendo para F,, y F., las expresiones dadas por las matrices de rigidez de los elementos 2 y 3,

respectivamente, se obtiene

eZA

Ax2A

20 :(kzqﬂ —s'K2pg c'kK2ppg k2gg s'K2pg EEIZAQ)]

+(k399 =<'K3pQ c'K3pp k3qﬁ s'K3AQ —c'[El3Ae)]
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Esto es el producto del vector renglon y el vector de desplazamientos correspondientes; lo anterior da como

resultado un polinomio

O K2 + 635 K3 + 6,5 K2gg + B3, K3gg + ¢ myZA K2pQ - C myZB ®2AQ - =20

+c my3A k3pg - ¢ my3B K3pAQ - s Byop K2AQ +5 D op K2NG - s' D35 K3AQ + 5" 35 K3NG
Ahora pueden agruparse los coeficientes de los grados similares de libertad con el fin de obtener la quinta
ecuacion de equilibrio en las juntas:

AV K2qg + A, k2gg + A, K3gg + Aqg K3y + cihyk2pg - ¢ Dg B2pQ + ¢ Dg B3pQ -~ ¢ D, B3pQ — 5D, K2pQ ... =20

+s'Ag k2pg - s' g K3pQ +5' 4 K3pAQ
Al sustituir los desplazamientos comunes el polinomio se reduce también por términos semejantes y eliminar los

desplazamientos nulos para simplificar la ecuacion ain mas.

Obsérvese que los elementos 2 y 3 contribuyen a la rigidez total de los grados de libertad 4, 5 y 6 en la junta 3,

ya que dichos miembros estan conectados en esa junta.

El proceso que acaba de ser descrito puede efectuarse para cada una de las ecuaciones (3.40). Una vez que se han
formado todo el sistema de ecuaciones, es posible escribirlo en forma matricial, como se muestra en la figura 3-
47. El quinto renglon de esta matriz contiene los coeficientes de rigidez como se determinaron anteriormente
para la quinta ecuacion de equilibrio. Queda claro que el proceso de escribir todas las ecuaciones y después los
resultados en forma matricial puede ser bastante tedioso. No obstante, esta operacion se facilita en gran medida
observando cémo puede asignarse directamente a la matriz de cada uno de los coeficientes. Los coeficientes de
rigidez del elemento de cada matriz solo se suman a la posicion de la matriz de la estructura indicada por los

numeros de los grados de libertad globales escritos sobre los lados de las matrices del elemento.

Si hacemos las sustituciones correspondientes de los desplazamientos para todo los demas elementos, entonces

el factor de desplazamientos del lado derecho de la ecuacion de equilibrio

NAM

NAM
L= Z:l [[Ke]jirG[Ae]jiﬂ se convierte en ;= g:l ([Ke]j T) D ;

lo que nos indica que todos los desplazamientos de los miembros pueden ser sustituidos por los desplazamientos
de los nudos de la estructura lo que reduce que el nimero de términos en las ecuaciones de equilibrio, entonces

la matriz de rigidez de la estructura resulta como:

NAM AR

L;= i lA = KA K= M

] Z ) -_‘_ﬁce-il;l' 'IJI Z -_‘_JIR:E};I' :’I
™

T '1
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Por lo tanto la matriz de rigidez de la estructura consiste en la sumatoria de todas las matrices de rigidez de todos
los elementos y se hace de acuerdo con el sistema de numeracion de los grados de libertad globales y las
conectividades de los elemento. Para lograr un mejor manejo del ensamble de la matriz de rigidez global del

elemento, en cuatro submatrices definidas como se muestra en la figura 3-46.

KAB = Relacion fuerza-

KaA = Relacian fuerza- desplazamiento (rigidez) en
desplazamiento (rigidez) en el extremo B debidoalas
el extremo Adebidoalas fuerzas en el extremo A

fuerzas en el extremo A

e . . . .
) L=l) —="kag e Hag L] =hag ¢ kap P
| z z z z | A
Fra —="kan ko' +hkpaps =" e - ct-etha s —=thapn oot - kpa =" o2tk g — o't ﬂ‘xﬂ
] ] - ¥ of -E -E ] o " - UE -E I,
F_w.:' = -k‘,:,lg ! -Jra-s — 'z -.IrM kﬂu:\ ="+ ka-s L= -Jr‘,:‘e - -kM - -Jra-s —kM = = ka-s A:‘,A
Mg e —=hAp s hAp “EE shag =" kAp Bg
Fum ="kAn —ka-c"‘ —kan e c-2"HAa A - o'k 2" =hapn ka-c"‘ +hAN e c b2 — o2tk A QXB
I F = = = = A
VeS|, o . . = . v " " oret = 2 N
,_‘_—c hag o= han — c'hgE" haa ¢f - hgs —-hpag ¢ hg="—e"s"hkan hpaa ¢ +hgs J
KBA = Relacian fuerza- KBB = Relacian fuerza-
desplazamiento (rigidez) en desplazamiento (rigidez) en
el extremo Adebidoalas el extremo Bdebidoalas
fuerzas en el extremo B fuerzas en el extremo B

Fig. 3-46 Matriz de rigidez global del elemento.

Para el ejemplo que estamos analizando (Fig.3-41) el mapa de ensamblaje de la matriz de rigidez global de la

estructura resulta como la figura 3-47.

Fig. 3-47 Mapa de ensamblaje de matriz de rigidez de la estructura.
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Cada elemento de la matriz mostrada anteriormente corresponde a una submatriz, entonces cada elemento se
define como un hiperelemento, por lo tanto cada renglon y columna de la matriz de hiperelementos, se

renombrara como hiperrenglon e hipercolumna respectivamente. Ahora comprobando el nudo 3 utilizando este

método de ensamblaje deberiamos obtener el mismo polinomio que obtuvimos por equilibrio.

Suma de momentos delos

Ay elementos2y 3sobre el nudo 3
4
.ii
o
ﬂ'i :.- ﬂf'ﬂw+ﬂ‘ﬂm+ﬂ‘ﬁm+ﬂm'm¢ﬂ+G"ﬂ3'ﬂﬂﬂ-G!ﬂn'ﬂﬂe+ﬂr'ﬂﬂ*ﬂﬂg... A
4 g3 in- S hoklig + S hcklig- S Ae#3ig - S 43
0 s Bl fa¥igg- S aghigg + S Aghing - SAgwlpp - Sy Hap
T | - i i i z £
i, 5_‘lr*‘E_ﬁ.-s_‘Lg"219-5_‘14*3_-[9-5_‘1”*Sle--': .ﬂalz-ﬂ ﬂalj-ﬂ !33.‘15'5 .":ga_‘l”-s _‘Lzl‘E_-l_-l
£ < £ - e e ren e rpn gt
.-ﬂ.:d +5 _‘lsi‘E_u-s :I.SJ'S_L"-S :I.1r.|fgﬂ-5.ﬂaslg-ﬂﬂaslﬂ-ﬂﬂas15-5.1':335112
"j,,:" -5'5'13 VZ_-I_-L - Crsrlﬂ VZ_-I_-L - C:S'.‘ln Vﬂﬂ $ CPSF_‘I.TE |"3_||_1L
. A T e A Ky e BT - 0 Ay 0T gk S0 A -0 Ay - KA
m iag - T R g Capklyg - Pl igg - Agtigy 0 Agklyy +0 dpfips -0 gkl - g
o O PO N WO e O S PO g O R
.M-G'-S'_‘lz.".'zﬂ-G'E'lsﬂu-ﬂ'ﬁ'ls.".gu-5'5'111'.]‘.5u
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Resumiendo el proceso de ensamblado de la matriz de rigidez de la estructura en un marco plano, para este
ejemplo resultaria entonces una matriz con submatrices anidadas que corresponden a las rigideces en un nudo
debido a los desplazamientos sobre el mismo nudo o en el otro opuesto, la submatriz de rigidez correspondiente
debe sumarse, conviene hacer la numeracion de los grados de libertad de modo que las restricciones sean los

ultimas.

Para los ejercicios que serdn resueltos mas adelante se puede hacer un programa que automatice el mapa de

ensamble de la matriz de rigidez de la estructura. Fig.3-48.

K'M_hi,{CrdnCntv) =1A <1

B -2

for i01..rowgCrdn)
for j O1..rowqCrdn

K. . "o
1]

for f,ugol 1-- rows(Crdn

for elemd1..rowgCnty)

if CntvelemA = fnud(; ] (CntveIemB :fnud(;

fog = "A" if (Cntvelem A:fnud(;

fng < "B" otherwise

fnUdO’(Cmvelemini) .-conca[KfnUdo’(Cntve|emini),"+",conca("K",fnd,"A","—",numZSt(eIerr)ﬂ if KfnudO’(CnNe|emini) £"0"
Kfnudo'(cntve|emini) kconca("K",fnd," ","-",numZSt(eIen)) otherwise

Kfnudo'(cntve|emﬁn) .-conca[KfnUdO’(Cntve|emﬁn),"+",conca("K",fnd,"B","—",numZSt(eIerr)ﬂ if Kfnudo’(cm\’e|emfin) £"0"
Kfnudo'(cmve|emﬁn) kconca("K",fnd,"B","-",numZSt(eIen)) otherwise

Fig. 3-48. Programa que construye el mapa de ensamble para la matriz de rigidez de la estructura.
Mathcad.
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111.8.3 Solucién del sistema de ecuaciones y calculo de las fuerzas de extremo del miembro

Una vez que se han formado la matriz de rigidez de la estructura [K] y el vector de carga {P}, el paso siguiente
es resolver el sistema de ecuaciones para los desplazamientos desconocidos. Como se coment6 en la seccion 3.4,
una matriz de rigidez sera singular; esto es, no existe una solucion tnica sino se han eliminado los movimientos
de cuerpo rigido. Antes de resolver para los desplazamientos desconocidos, es por tanto necesario aplicar las
condiciones de frontera que restringen los movimientos de cuerpo rigido. Esto requiere al menos de tres
reacciones independientes de los soportes para fijar a la estructura en un espacio bidimensional. Para el ejemplo
utilizado en la seccion anterior, en realidad hay seis reacciones independientes de los soportes, lo que es mas que
suficiente para restringir la estructura. La forma general de cualquier ecuacion de rigidez de la estructura puede

escribirse como:
R KRP KRR AR

Esta particion de la rigidez de la estructura identifica los grados reales de libertad Ap, los grados prescritos de
libertad Ag, las cargas aplicadas P y las reacciones R. el primer renglon de la ecuacion matricial (3.41) puede

escribirse asi;

{P}=[Kpm {80} + Ko {204} (3.42)

Ahora es posible encontrar los desplazamientos {A} como

{8} :[KPP]_1 ({P} _[KPR]{AR}) (3.43)

Las cantidades Ay suelen ser cero, es decir soportes fijos, aunque ciertamente puedan tener algun valor prescrito.
Una vez que se han determinado los desplazamientos [Ap] el segundo renglén de la ecuacion matricial (3.41)

puede ser Util para encontrar las reacciones

{&} =[Kpp {27} +[Kun [{ 4} (3.44)

Dado que las reacciones de los soportes se relacionan facilmente con las fuerzas de extremo de miembro, en
general este Gltimo paso no se efectiia de manera formal.

Una vez que se han determinado los desplazamientos {Ap}, pueden sustituirse en la ecuacion de rigidez del
elemento para cada miembro del sistema, con objeto de encontrar las fuerzas de extremo de miembro. Como
ejemplo, considérese las fuerzas de extremo para el miembro 1. Figura 3-49 del problema del marco con tres
miembros (Fig. 3-41). Estas fuerzas seran dadas mediante la multiplicacion de la matriz de rigidez del elemento

por el ahora conocido conjunto de desplazamientos.
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My

1Pl = [k slaels

MY [w, ki ks ke & K [0
Fle ky kL kl kb Kl ki o
Fla Ky ki kY RN kL kL 0
M Tk kL kL kL k. kL |[]a
Fly ki, kL kb ORL RN ORL Ay
Frod & kb ks kb &l ke |la,

Fig. 3-49 Matriz de rigidez de Miembro 1 de marco de la figura 3-41.

Las fuerzas extremas del miembro obtenidas a partir de la ecuacion de rigidez del elemento estan referidas a las
coordenadas globales. Para fines de diseflo, al dibujar los diagramas de momento flexionante y de fuerza cortante
y al calcular los desplazamientos del claro, es conveniente transformar las fuerzas de extremo del miembro de las
coordenadas globales a sus correspondientes valores en las coordenadas locales. Esto se logra facilmente

utilizando la matriz de transformacion [T (6)] " desarrollada en la seccion II1.5, ecuacion (3.24).

{pd, =[1(8)] {Pd,

La solucion del sistema de ecuaciones para los desplazamientos desconocidos {Ap} y la determinacion

subsecuente de las fuerzas de extremo del miembro completan el analisis.

En el ejemplo aqui utilizado, se incluyeron todos los posibles grados de libertad y después se eliminaron las
ecuaciones y los grados de libertad que correspondian a soportes. De hecho, se observa que las ultimas seis
ecuaciones del ejemplo ni siquiera fueron necesarias para encontrar los desplazamientos prescritos en los
soportes son cero, la Ginica parte de la matriz de rigidez de la estructura necesaria para un analisis completo es la
parte designada como [Kpp]. En cuanto a los calculos manuales, se restringiran los ejemplos para considerar solo
el planteamiento de [Kpp]. En una seccidn posterior, se comentaran los procedimientos de implementacion de la
computadora que en general consideran todo el sistema de ecuaciones. Mediante algunos algoritmos avanzados,
es posible desarrollar programas que solamente requieren del almacenamiento y de la manipulacion de las partes
utiles de la matriz de rigidez de la estructura como el caso del Mathcad que mas adelante abordaremos sobre
estos programas.

Ahora se consideraran los procedimientos matriciales para resolver algunas estructuras especiales considerando

solo grados libres de libertad.
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II1.9 CARGAS EQUIVALENTES EN LAS JUNTAS PARA CARGAS EN EL MIEMBRO

En las secciones anteriores, se ha desarrollado el enfoque de rigidez para calcular los desplazamientos de las
juntas en un sistema estructural por medio de la resolucién de un conjunto de ecuaciones de equilibrio en las
juntas, es decir, {P]= [Kpp] {4}. El vector de carga representa las cargas aplicadas a las juntas de la estructura.
La pregunta que debe plantearse ahora es ;como aplicar al equilibrio en las juntas a una estructura que tiene
cargas sobre los movimientos mismos? La idea central es formar un vector de carga efectivo {P} que provoque
el mismo desplazamiento {A} que las cargas reales sobre los miembros.

Para demostrar esta idea, considérese el marco de la figura 3-50. Dada la accion de las cargas
distribuidas sobre los dos tramos, el objetivo es determinar las cargas en las juntas 2 y 3 que provoquen el mismo
movimiento en estas juntas que las cargas de los miembros. Estas cargas pueden determinarse considerando el

comportamiento de la estructura real como la superposicion de dos casos, que se observa en la figura 3-50.

Fig.3-50 Marcos equivalentes con carga distribuida a cargas en las juntas.

El caso 1 consiste en la accion de las cargas reales sobre el marco y un conjunto de cargas restrictivas en las
juntas que impediran que las juntas se desplacen o giren. Ahora se aplica un conjunto de cargas que sean iguales
pero opuestas en signo a este conjunto de cargas, como se muestra en el caso 2. La suma de los casos 1 y 2 sera
estaticamente equivalente al sistema real, ya que las cargas restrictivas se cancelan con las cargas aplicadas.

Puesto que la superposicion de los casos 1 y 2 origina un sistema estaticamente equivalente, también produce un
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sistema cinematicamente equivalente; esto es, la suma de los desplazamientos en las juntas de los casos 1y 2 es
equivalente al desplazamiento en las juntas de la estructura real. Debido a que el caso 1 da como resultado cero
desplazamientos en las juntas, las cargas del caso 2 deben producir los desplazamientos reales de las juntas. En
consecuencia, las cargas del caso 2 son las deseadas ‘“cargas equivalentes en las juntas” que provocan los
mismos desplazamientos en las juntas que las cargas reales de los miembros. Ahora pueden asignarse las cargas
equivalentes en las juntas a las posiciones apropiadas en el vector {P}. La solucion de {P}= [Kpp] {4}, para {4},

producira ahora el desplazamiento correcto de la estructura debido a las cargas de los miembros.
Las cargas equivalentes en las juntas pueden determinarse a partir de las acciones de extremo fijo (FEA, del

inglés fixed end actions), Figs.3-51A-]. Sobre los extremos de los miembros. Las acciones de extremo fijo para

diferentes distribuciones de carga se muestran a continuacion.
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Figs. 3-51. Acciones de Extremo Fijo (FEA)

Con el fin de demostrar el calculo de las fuerzas equivalentes en las juntas, considérese la junta 3 del ejemplo de
la figura 3-50. Las fuerzas que actian sobre el extremo del miembro en el caso 1 son las acciones de extremo
fijo, ya que estos extremos no pueden ni desplazarse ni girar. Las FEA de cada miembro se ilustran en la figura
3-52. También se muestra como actiian sobre la junta las acciones iguales pero opuestas, es decir, -FEA. El

equilibrio de la junta para este caso requiere que
—Z{ FEA} + { P} (restringido) = {0}

donde la sumatoria es para todos los miembros que conectan en una junta. Puesto que se ha demostrado que las

cargas equivalentes en las juntas son iguales pero de signo opuesto a las fuerzas restrictivas, se concluye que

-Z{FEA} -{P} equivalente ={0}
o (3.45)

{P} equivalente = —Z{FEA}
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Debido a que las cargas equivalentes estan referidas a las coordenadas globales, deben desarrollarse ahora las
fuerzas {FEA} sobre los extremos de cualquier miembro en las direcciones globales. La distribucion total de
cargas para cualquier analisis seran entonces las cargas que, de hecho, se aplican directamente a las juntas,

menos la suma de las acciones de extremo fijo en esa junta, es decir,

{P}={P},,. ~={FE4] (3.46)
1 1
cargas nodales  cargas equivalentes en las juntas,

directas debidas a las cargas del miembro

La solucién de las ecuaciones {P}=[Kpp| {4} producira los desplazamientos correctos. Sin embargo, las fuerzas

reales sobre los extremos de los miembros deben encontrarse ahora mediante una superposicion de las fuerzas de

los casos 1 y 2.

{ FEA| 1 Fuerzas restrictivas| Pre-restriccibn}

i
S r |
(-r \_,—-//'v) ("'"/h % %
jFEAl ]
Caso 1 Acciones de extremo fijo ‘j—\"_‘- * FEA % Acciones de extremo fijo
4
'
ll\ =
\;\ -
‘ e

Fig.3-52. Cargas de las juntas equivalentes a los nudos.

Real —6—1 =t i _t D— Fuerzas finales = § P, |

4 t
Acci dc
Caso 1 (g&ﬁ) exfr:?nn::’LiO = JFEAJ

't ._—1 F debidas a |
Caso?2 —-.( I - I)—"" d:s':-lz::al:ie:uusa ° [K‘] i‘Q“

Fig. 3-53. Miembro equivalente marco.
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Considérese el miembro 2 del marco de la figura 3-50, como se muestra en la figura 3-53. Las fuerzas sobre los
extremos de los miembros en el caso 1 son sencillamente las acciones de extremo fijo. Las fuerzas sobre los
extremos de los miembros en el caso 2 se deben a los desplazamientos reales de los extremos del miembro y por

tanto se calculan, como en secciones anteriores, a partir de [K.] {A.}.

En consecuencia, la expresion para las fuerzas reales en cualquier miembro es

{P} =[k.]{0re} +{FEA4,} (3.47)

caso 2 casol

I11.9.1 TRANSFORMACION ORTOGONAL DE CARGAS CONCENTRADAS Y DISTRIBUIDAS

A veces es necesario expresar las cargas concentradas y las cargas distribuidas descritas con respecto a un
conjunto de ejes perpendiculares (ortogonales) en términos de otro conjunto de ejes (ortogonales) orientados en
algin angulo 0, como se muestra en la figura 3-54. Es importante reconocer que las cargas concentradas y
distribuidas no se transforman de la misma manera. Se considera primero la transformacion de las cargas

concentradas.

I11.9.1.1 Transformacion de un par de fuerzas concentradas ortogonales

Muy a menudo se tendran que determinar las fuerzas sobre los extremos de alglin miembro referidas a los ejes
globales, como aparece en la figura 3-54b. Las fuerzas ttiles necesarias para el analisis de esfuerzos y para el
disefio son las fuerzas en las coordenadas locales del miembro, es decir, las fuerzas axiales y cortantes. Para
obtener estas fuerzas locales, primero se expresan las fuerzas globales en términos de sus componentes locales,

como se muestra en la figura 3-55a.

» Ei T Ejes globales
*, jes

Local a Clobal

Global a Local

(bl

Fig. 3-54. Fuerzas locales y globales sobre el extremo de un miembro.
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Ahora podrian sumarse las componentes de cada una de las fuerzas globales en una direccion local dada. Estas
fuerzas locales y su relacion con las fuerzas globales se presentan en la figura 3-55a. Ahora podrian sumarse las
componentes de cada una de las fuerzas globales en una direccion local dada. Estas fuerzas locales y su relacion

con las fuerzas globales se presentan en la figura 3-55b.

F:--.:,- {elobaly

- 5_
fal
oS FlLe cosé& — Fn sen &
-
- /g"ﬂ"’/,
Frop =F.g cos & v /7 gend

(b
Fig. 3-55. Fuerzas locales y globales
I11.9.1.2 Transformacion de cargas distribuidas

La transformacion de una carga distribuida de un sistema coordenado a otro no es tan directa como en el caso de
las cargas concentradas. Esto se debe a que una carga distribuida esta expresada como una fuerza por unidad de
longitud en una direccidon coordenada particular. Si se desea obtener la fuerza por unidad de longitud en otra
direccion coordenada, se debe considerar no solo como se transforma la fuerza, sino también la longitud sobre la
que actia dicha fuerza. Para ilustrar lo anterior, considérese la carga uniforme expresada en kiloNewtons por
metro (kN/m) de distancia horizontal, como se muestra en la figura 3-56. El objetivo es determinar la carga
distribuida equivalente que actué normal al miembro (eje local y) y a lo largo o tangencialmente al eje del
miembro (eje local x). Estas cargas se denominan Wy y W,, respectivamente. Primero se considera la fuerza
debida a w que actia sobre alguna distancia horizontal /. esta fuerza sera wl y puede expresarse ahora en

términos de sus componentes en las direcciones locales del miembro, como se muestra en la figura 3-56b.

Ahora se quiere determinar la carga distribuida que actua sobre una distancia a lo largo de la longitud del

miembro. Sin embargo, la distancia sobre la que actiian las componentes wcos @ y wsenf ya no es [, sino mas

bien la distancia /'=1/cos 8. En consecuencia, las cargas distribuidas Wy y W, estan dadas por
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_Ilwcos@ _

N — W - WCOS2 e (348)
= ll/wsiz = wsenfcos @ (3.49)
COS

(carga por unidad de
distancia horizontal)

ja}l

(b

i *jacal

Fig. 3-56. Transformacion de una carga distribuida sobre una superficie horizontal.

Carga por unidad de
distancia vertical 7

w KN/m

Fiocal

W4 =wsen @ cos @

- -

Fig.3-57. Transformacion de una carga distribuida sobre una superficie vertical.
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Un analisis similar para una carga uniforme que actia sobre una distancia vertical da como resultado las cargas

distribuidas normal y axial de que actiian como se muestra en la figura 3-57.

W, =wsen’0 (3.50)
W ,wcosBsend (3.51)

Si la carga distribuida se conoce como una fuerza por unidad de longitud del miembro, entonces la

transformacion a fuerzas normales y axiales es como se presenta en la figura 3-58. En este caso no cambia la

longitud sobre la que actlia la carga. Las componentes [ W, sen8 y W,Ilcos 8 se dividen simplemente entre /

para obtener
W, =W,senf (3.52)
W, =W,sen8 (3.53)

que actian en las direcciones mostradas en la figura 3-58. Este tipo de distribucion de cargas es tipico de las

cargas muertas, puesto que se conoce el peso del material por pie cuadrado o por unidad de longitud.

L Y

Fig.3-58. Transformacién de una carga muerta.
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II1.10 TRATAMIENTO DE MIEMBROS ARTICULADOS Y ACCIONES DE EXTREMO F1JO.

Las acciones de extremo fijo empleadas en la seccion I11.9 se determinaron suponiendo desplazamientos finales
nulos. Cuando se utiliza un miembro articulado, las fuerzas de extremo deben ser calculadas de acuerdo con la
conexion real. Por ejemplo, el miembro del techo del marco de la figura 3-59 no desarrolla un momento en el
extremo de pasador; por ello el momento restrictivo en esta junta deberia incluir solo el momento de extremo fijo
del miembro tratado como un miembro general de marco. Si la accién de extremo fijo para un miembro general
esta disponible, las acciones de extremo fijo para un miembro articulado pueden obtenerse directamente

utilizando la matriz [c] desarrollada en la seccion II1.7.2 (ecuacidn 9.47).

1 vt ¥ & +

]
Este miembroes .
tratade como un” ,

LA\l

Este miembro es tratado corno un miembro articulado

Fig.3-59 Marco de techo con articulacion.

Recuérdese que esta matriz relaciona los desplazamientos del miembro general de marco con los

desplazamientos de los miembros especiales, es decir,

{8}, =[cl{a},
{A} , = miembro general de marco

{A} . = miembro especial de marco

Debido a que estos conjuntos de desplazamientos forman un conjunto admisible, pueden entonces ser tutiles
como desplazamientos virtuales. En consecuencia pueden emplearse el principio de los desplazamientos

virtuales para hacer la siguiente afirmacion del trabajo virtual

[ [P}, =[ @, ({7},

T .y .
Observando que A, = Lcﬂ s J[c] , la ecuacion anterior se vuelve

(&[] {7}, =[@.]){A},
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Para desplazamientos arbitrarios A\, se tiene

T
{P}s _[c] {P}G
Esta ultima ecuacion proporciona un medio para transformar cualquier conjunto de acciones de extremo fijo

desarrolladas para el miembro general de marco en el conjunto correcto de fuerzas para un miembro especial, es

decir,

{FE4} =[c] {FEA}, (3.54)

Como ejemplo, considérese la carga uniforme sobre el miembro articulado de la figura 3-60. Utilizando la matriz

[c]" para el miembro articulado, dada por la ecuacién (3.32), con ¢ = cos@=1, s = seng, se tiene

. 39 r 3
[0 0000 0 ": 0
0 1 00
( ) 0 0 0 o
. 3
Fg _ﬂ O 1 0 0 0 Wi IWL
Fya 2 8
4 | 1 1 S { b
Mg -3 001 0 0 Wit _WL’
Fye 12 8
: 0 o0
kFI'E_J 0 1o 0 0
k]
37 0 0 0 0 1J WL SWL
2 J . \ 8 J

Las acciones de extremo fijo especiales obtenidas por la transformacion de las acciones generales pueden

asignarse ahora al vector equivalente de carga.

S
W . W L.
{1ii++§ I
i
SWL
ELT 8 i) (‘JWH’Z Wﬂlt)
) | |WL= WiL? |""_-’-1
ron & 17  wrtna 12

Fig. 3-60. Miembro articulado.
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Una vez que se ha resuelto el sistema para los desplazamientos, deben emplearse las acciones de extremo fijo

para el miembro articulado en la expresion {Fe } = [Ke]{Ae} +{FEA} para encontrar las fuerzas finales

pasador

de extremo de miembro.

El término “acciones de extremo fijo” puede parecer de manera inapropiada para este tipo de miembro, ya que

las acciones de extremo son para un miembro que, de hecho, tiene un extremo libre para rotar.

Sin embargo, no hay discrepancia en el procedimiento general, puesto que el propdsito de las {FEA} es
determinar las fuerzas desequilibradas y los momentos que tienden a trasladar o a girar una junta. Esta situacion
se ilustra en la figura en la figura 3-61b. El miembro articulado no induce un momento sobre la junta 2 de

estructura en el extremo de pasador. Esto se refleja con un cero en la posicion 1 del vector {FEA}.

E] ]
& = grado de libertad real
I S S :
- < s Rosacidon del meembro del
pasador 2-5 = &
N—
S—
1 6
fa) ol R

12

galé::jh:::t?s jl M (H

dl:'l ml.zrn'hrn a_rtl.(:ulndu-

3 4
3 & 5
b 1 7 E:3
wr b S oebm

La rotacién de la pane superior del mxiembro T
es de grado rotacional de livertad

Fig. 3-61. Marco general.

Las juntas, como la junta 2 de la figura 3-61, tienen en realidad dos posibles rotaciones: 1) la rotacion de la
interseccion de los miembros y 2) la rotacion del extremo articulado del miembro. Como ya se ha demostrado
que la rotacion de un miembro articulado depende de los otros desplazamientos del miembro, aquella no es
grado independiente de libertad. El verdadero grado de libertad rotacional asociado con una junta, como la 2 es
la rotacion del miembro o miembros conectados a ella. Si mas de un miembro que termina en pasador se conecta

en una junta, el grado de libertad rotacional es la rotacién del extremo del miembro o miembros de conexion
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(fig. 3-61c¢). El nimero de miembros articulados siempre debe ser uno menos que el numero de miembros que se

arman en una junta; de otra manera, la junta en si misma sera inestable.

IIL.11 CONDICIONES ESPECIALES
II1.11.1 Soportes de resorte

Habra ocasiones en las que un soporte estructural no impida totalmente el movimiento. El analista podria, por
ejemplo desear investigar la respuesta de una estructura que descansa sobre una masa de suelo que se deforma
con las cargas. Si se conocen las propiedades del suelo, es posible representar el material de sustentacion
mediante un conjunto de resortes. Esto se ilustra en la figura 3-62. En la figura 3-62b, se muestran las fuerzas
que acttian en el soporte de la izquierda en la direccion x. las fuerzas que actiian sobre un pequefio segmento de
la viga que representa la junta son la carga aplicada Py, la fuerza de restriccion del elemento (o elementos)

estructural F. y la fuerza del resorte F,.. El equilibrio en la junta en la direccion x requiere de

LAy
‘.‘.‘.—% TR
3 | " Soporte de resorte Soporte rigido
(a) 5 semirrigido
AT
|
1 —&_
| L
P ke, Foy
by L FTr—8—F
1 | w
A

Fig.3-62 Modelo de marco con resortes

R-F,-F, =0

La fuerza total de la estructura debida al desplazamiento A, es F, y en consecuencia estd dada por K A,
donde K;; es el coeficiente de rigidez de la estructura en la direccion 1. La fuerza en el resorte esta dada por

k A\, . La sustitucion en la ecuacion anterior produce

131 :KIIAI +kxA1 :(Kll +kx)A1

Se observa que la rigidez k, del resorte puede sumarse sencillamente al coeficiente de rigidez de la estructura en

la direccion del resorte. En un planteamiento matricial, esto significa que se suma la rigidez del resorte al
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término de la diagonal principal correspondiente al grado de libertad en la direccion del resorte. Por supuesto

pueden hacerse argumentaciones y conclusiones analogas para los resortes vertical y rotacional.

— -i_;—j- i ke = Elemen.t(r) viga para representar
- 0 L la rotacion del resorte
I— = sl
- _=I|_ = 1%, = AlE Barra axial para representar el
i L desplazamiento lineal del resorte

W, |

Fig. 3-63. Viga con resortes lineal y rotacional.

Es posible sumar elementos estructurales adicionales a la estructura para representar resortes, como se ilustra en
la figura 3-63. Los elementes estructurales mostrados afiadirdn automaticamente la rigidez correcta a los

términos de la diagonal principal de la matriz de rigidez de la estructura.

I11.11.2 Soportes inclinados

Cuando un soporte estructural permite movimiento en una direccion distinta de las direcciones globales, no es

posible eliminar el grado de libertad x o y (véase la fig. 3-64).

Uno de los medios mas simples de representar el soporte inclinado es agregar otro miembro a la estructura. Este
es un miembro axial orientado en forma perpendicular al plano de inclinacion. Si se seleccionan las propiedades
del elemento axial para que den como resultado una rigidez axial muy grande, entonces se impedira el
movimiento en la direccion axial y la tnica direccion posible de desplazamiento serd paralela a la inclinacion.
Puesto que el miembro soporte es un miembro axial, no inducird una fuerza perpendicular a su eje o un

momento, como se requiere mediante un soporte de rodillo. Esta idea se utilizo en el capitulo de armaduras.

111.11.3 Desplazamientos prescritos

En la seccion 111.8.3, la solucién general para los grados de libertad {Ap} estaba dada por la ecuacion (3.43)

como:

{a,} :[KPP]_1 ({P} _[KPR]{AR})

donde los términos {Ar} son los desplazamientos prescritos. Este enfoque puede programarse, pero necesita el
planteamiento de [Kpz] y la manipulacion de los renglones y columnas de la relacion total de rigidez.
Un enfoque opcional, utilizando soportes de resorte, elimina la necesidad de formar [Kpr] y es

considerablemente mas sencillo de implementar en un programa de computadora que ente caso el de Mathcad.
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Para ilustrar esta idea, considérese la viga de la figura 3-65. Supongase que se desea imponer un desplazamiento

Ap en algin punto del claro o en un soporte. Si el punto esta en el claro, entonces debe incluirse otra junta en ese

punto.

Miembra
genetil

ZL_ z JD -h}«m.m

Fig. 3-64. Marco con apoyo inclinado.

i O] 2 @ sg
F-m I
'ﬁP
P
L ————-—w-—--—l —+
' 25

Py kg Ay
i :.l * tll&i l:
feo o,

Fig. 3-65 Viga con desplazamiento impuesto.

Para imponer el desplazamiento, se fija un resorte a la junta y se aplica una carga P orientada en la direccion del
resorte. La carga necesaria para provocar el Ap correcto puede determinarse a partir del diagrama de cuerpo libre

del punto de aplicacion, como se muestra en la figura 3-65b. La condicién de equilibrio en la direcciéon de la

carga P es
P—(k +k,+k,)D, =0

donde k; y k; son las rigideces de los miembros de la estructura real o, colectivamente, K,, =k, +k,. Ahora

puede expresarse la ecuacion anterior como

P = (KPP + Kre)AP

%

rigidez

de la estructura rigidez del resorte
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De esta ecuacion, se aprecia que la determinacion de P que provocara el desplazamiento Ap requiere del
conocimiento de Kpp. Sin embargo es posible ajustar tanto k.. como P para lograr el resultado deseado. Con el fin
de eliminar el efecto de Kpp, se decide que k. sea mucho mas grande que Kpp. Empleando la ecuacion anterior,

puede entonces determinarse que la carga requerida P sea

P=kA,

re

Si se aplica esta carga con una rigidez k. del resorte, se obtendra el desplazamiento deseado
P

A, =—
kre

Solo es necesario tener una intuicion acerca del orden de la magnitud de Kpp para aplicar con éxito este

procedimiento. El valor de k,. debe ser mas grande que Kpp por uno o dos 6rdenes de magnitud.

111.12 IMPLEMENTACION DE PROGRAMAS EN MATHCAD.

Ahora una breve informacion sobre el programa de Mathcad el cual fue desarrollado por Parametric Technology
Corporation, que a continuaciéon nos muestra el cuadro de texto de bienvenida y algunos aspectos de lo que el

programa es capaz de hacer. Fig. 3-66

Fig.3-66 Interfaz de bienvenida de Mathcad. V.14.
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Antes de conocer mejor las funciones de Mathcad, observe la ventana principal Hoja de trabajo de Mathcad. Fig.

3-67. Y una breve explicacion de las herramientas del programa.

Fig.3-67. Hoja de trabajo de Mathcad.

El menu principal. Esta puerta de enlace a las funciones matematicas, graficas y simbolicas proporciona los

comandos que controlan los detalles de edicion y gestion de las hojas de trabajo.

La barra de herramientas Matematicas, con botones para las barras de herramientas de operadores de
matematicas, esta anclada justo debajo del ment principal (Fig.3-68) puede liberarla y arrastrala por la pantalla.
Seleccione Barra de herramientas> Matematicas en el menu Ver sino puede verla. Si pasa el raton por encima
de cada uno de los botones de la barra, observara la informacion sobre la herramienta que le indica la barra de

herramienta que abre cada boton.
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Algunas herramientas Matematicas mas utilizadas en el programa que son de gran ayuda al calculo de matrices

y submatrices y demas programas tinicamente para el calculo del método de la rigidez directa.

Barra de herramientas Matematicas.

Fig. 3 Barra de herramientas Matematicas.

Barra de herramientas de la

<& Barra de herramientas booleana

calculadora
e Ba’rra de herramientas de Barra de herramientas de

grafico bl .

programacion

. Barra de herramientas del vector y la of Barra de herramientas de simbolos
[ matriz griegos

Barra de herramientas de - Barra de herramientas de palabras
*=  evaluacién clave simbdlicas

Barra de herramientas de
calculo

1%

I1.12.1 Programas de ayuda. Los datos de entrada para el andlisis de marcos rigidos planos o articulados con
cualquier condicion carga de tienen una forma similar a los utilizados para armaduras planas. La manipulacion

de ciertos programas disefiados en Mathcad fueron extraidos de los apuntes de la materia de Andlisis y Disefio
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asistido por computadora del M.I. Carlos Villasefior Mejia, los cuales fueron de gran de ayuda para la solucion

de marcos.

PROGRAMA 1.

Ensambla la matriz de rigidez de la estructura por el método de los hiperelementos, estos programas necesitan

comodatos de entrada: la matriz de coordenadas de los nudos, la matriz de conectividades.

KM-hip(Crdn ,Cntv, k"eG) =

A 1
B -2
0

Krows (Crdn), rows(Crdn) ~

for f,,40 O 1..rows(Crdn)

for elem O 1..rows(Cntv)

if (Cntv = fnudo) g (CntV fnudo)

elem, A elem, B =

£q < A if (Cntvelem’ A fnudo)

f,q < B otherwise

elem)f i A

nd:

fnudov(cmvelem.A) - Kfnudov(cmvelem,A) ¥ (k"eG

K

—

fhudos ( Cntvejem, B)

+ k” )
fhudos (Cntvelem,B) ( Celem, f4.B
nd:

K

Aunque no necesitan las coordenadas en si, solo se usa para obtener el nimero de nudos para realizar las

iteraciones, también utiliza como datos de entrada el vector de hiperelementos que almacena las matrices de

hiperelemento de rigidez de cada elemento.

PROGRAMA 2.Esta funcion es auxiliar en ensamble de matrices. Argumentos:

1. La matriz completa de hiperelementos.

2. Uno de los hiperelementos de la matriz generalmente K ;

Ensamblaje, (M, ¢) := |cero 0

rows(c),cols(c)
for j O1..cols(M)

Pila « M, . if M, . #0
1,j 1,j

Pila — cero otherwise

for 1 02..rows(M)
Pila — stack (Pila,Mi j) it M, [ #0
Pila — stack (Pila,cero) otherwise

M' < Pila if j= 1

M' — augment(M',Pila) otherwise
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PROGRAMA 3. Matriz de rigidez global de la estructura.

Argumentos:
La matriz de rigidez completa de la estructura

El nimero de grados de libertad libres (tamafio de Kpp)

< (A N ) submatri)(A, I,NA libres 1 1!NA libres) submatri)(A, I,NA libres ,NA libres + I,COIS(A))
OV T libres /-7 submatri)(A,NA libres ¥ 1,rows(A), 1,Np libres) submatri)(A,NA libres + 1, TOWS(A), N jibres + l,cols(A))

PROGRAMA 4. Matriz de rigidez del elemento.

Argumentos:
La matriz de rigidez del elemento (cuadrada)

Tamafio de las submatrices cuadradas (hiperelementos)

submatrix(A,1,n, 1,n) submatrix(A,1,n,n + 1,n + 3) j

submatrix(A,n + 1,n + 3,1,n) submatrix(A,n+ 1,n+ 3,n+ 1,n + 3)

'eG(A,Il) = (

PROGRAMA 5. Este programa construye el vector de carga en funcion de los grados de libertad.

Pyec(P,Restr) := |mgp « Kyr(Restr, 1)
P ~ Vectoriza(P, 1)
for i 1..length (mGL)

P P( )
1 mgGr,
1

PROGRAMA 6. Este programa reconstruye el vector de desplazamientos para cada miembro una vez que se han
encontrado los desplazamientos libres de la estructura.

B (B p A R KR tor - Kyir Ly Kuir r) = Alength(KMRtm) <0

for i 0 1..length (Kyg 1)

« A
(KMR Li) P

for i 0 1..length (Kyg )] if Ag #0

« A
(KMR Ri) R;

k — 1

for 1 01,4..length (A)
Ahipk ~ submatrix(A ,i,i+ 2,1,1)

k « k+1
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PROGRAMA 7. Este programa realiza los movimientos

Aelem(cntV,LAhip) =1A -
B2
Ay stack[A hip(CntVi A),Ahip(cntvi B)i|

A ..
¢ Ensambla el vector de acuerdo a las conectividades de los elementos

PROGRAMA 8. Con el vector de restricciones se realiza un reacomodo de elementos de modo de dejar en los
primeros lugares del vector, los grados libres de libertad, luego los grados restringidos, esto se utiliza como mapa
para realizar el reacomodo de columnas y vectores, de modo de reconstruir la matriz de rigidez de la estructura

para luego fragmentarla en las componentes Kpp, Kpr, Krp ¥ Kgr.

Argumentos:

1. Matriz de restricciones.
2. Parametro para seleccionar el tipo de resultado (1=Grados de libertad libres, 2=Grados de libertad
restringidos, 3=Grados de libertad totales).

Kyr(Restr, T_Sal) := | Restricciones — Vectoriz@Restr, 1)
k <1

n 1

for i [length(Restriccioney.. 1

if Restriccione§: 1
GLI}( 1
k «k+1

otherwise
GLL <1
n

n—n+l

GLR « reverse(GLR
GLL « reverse(GLI)
GLLif T Sal=1

GLR if T Sal=2
stack(GLLLGLR otherwise

196



PROGRAMA 9. Este programa realiza los movimientos

Kyp(K, Restr) := ~ K Restr,3 . . .
He( ) 6L MR( ) Obtenemos el vector con los grados de libertad en 2 estratos, primero los libres

for i01..rows(K) y luego los restringidos en orden ascendente de acuerdo a la numeracion de los
( (m >> nudos
GL ) .
Kool « K if i=1

Keol < augment| K., K ! otherwise
for iU 1..rows(K)

{m >T Reacomodo de las columnas de la matriz de acuerdo al vector mapa
oy ()

K « (Kcol if i=1

)<(mGLi>>

Reacomodo de los renglones de la matriz de acuerdo al vector mapa

otherwise

K' « stack K',(KcolT
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EJEMPLOS DE APLICACION DEL
METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA.
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EJEMPLO 3.2 Analice la respuesta de la siguiente estructura bajo las siguientes condiciones de carga.

Datos:

E := 4320001 wi=1z F:==1C
0.092361

A= 01 B:=30°
0.092361
0.02826

I':=| 0.013117
0.02826

Para solucion del siguiente marco dadas las caracteristicas mostradas cabe recalcar que el orden de las areas
y el momento de inercia corresponden al nimero de elemento de arriba hacia abajo. El primer paso es
obtener las fuerzas en los nudos de la estructura, estas fuerzas se obtienen de las acciones de extremo fijo
(FEA) o también llamados momentos de empotramiento; también se puede construir un vector de fuerzas
(Pp) , estas fuerzas estan dadas en coordenadas locales (también llamadas fuerzas de miembro).

Elemento 1.
M, M,
L=y 122+ 9% =15 0 Fea
Vl Fya
2 P =
W [Ll el FEA1 _ M
M1 = =225 Ml B
12 0 FxB
w0, V1 Fyp
’\Y/\I - ) -
Elemento 2:
lE.ﬁﬁ kib
J Skib 4
™ e
E..l" 9
L2 Li2—
L, =12 M,
M
F [tos(B) Ly N A
My = ————— =12.99 2 Foa
F Ctos (B) P 2 Fya
— 0s _ eL FEA,, =
Vym e =43 27| =M, Mg
_N F
N o FOin®) 2 xB
MR 2 ' v, L

199



Segun el método de la rigidez directa para el analisis de marcos; las fuerzas locales o de elemento tiene que
ser transformados a fuerzas globales (o de estructura) utilizando la matriz de transformacién [T(0)]como se
muestra a continuacion.

Elemento 1
9 M
0') :=atan| — | = 36.87[F 22.5 A
22.5 12
-5.4 Fra
0 )
F
7.2 yA
9 :> PeG FEA, = T(G'l) [Pe FEA P =
PeLFEA, 7| ) & ! ! CGFEAL 71 05 Mp
0 -5.4 Fp
9 7.2 Fyp
Elemento 2
12.99 %N
122.99 0y = 0 s -
-2.5
4.33
) _ F
433 =>PeG FEA, = T(62) CPer FEA, PeG FEA, = 12,99 YA
PeL FEA, = ‘ Mp
2 -12.99 25 ;
25 433 xB
433 FyB

Estas son las fuerzas aplicadas en los nudos de la estructura también seran insertadas en la tabla de Excel de
cargas y seran sumadas algebraicamente con respecto a sus nudos y con signo negativo segiin lo marca la
ecuacion 3.45. Si se insertan las tablas de Excel de Matriz de conectividades, Matriz de Coordenadas y la
Matriz de Restriccion que son datos para el funcionamiento de los programas de Mathcad; y sirven como
guia de los elementos.

. L Matriz de Coordenadas|Restriccion
Matriz de conectividades
Nor—rodo Nudo x | y |$z] Ax|Ay
miembro Nudo inicial | Nudo final 1 0 0 111
1 1 2 2 12 9
2 2 3 3 24 1 9
3 3 4 4 240 0 | 1|11
Cargas
Nudo Mz | Px| Py
s22.51541 7.2 |

12.99: 2.5 -4.33 !

e

4
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A continuacion el calculo de la matrices de elemento.

Elemento i:=1 6:=07 L:=L A=A =T
A A 1 1
T
keG; == T(8) CKer (AL, E, 1) O()
32555.52 —1953.331 2604.442 16277.76 1953.331 —2604.442") Fraccionando la matriz en hiperelementos
—-1953.331 17180.246 12559.629 -1953.331 —17180.246 —12559.629
k. 2604.442 12559.629 9853.796 2604.442 -12559.629 —9853.796
= k', =K 3
Gl 16277.76 —1953.331 2604.442 32555.52 1953.331 —2604.442 . eGi eG(keGi )
1953.331 -17180.246 —12559.629 1953.331 17180.246 12559.629
-2604.442 -12559.629 -9853.796 —2604.442 12559.629 9853.796
Elemento j:=i+1=2 0:=0, L:=L, A=A L=T,
T
Keg, = T(8) [Ker (A, L,E,) N(8)
18888.48 0 2361.06 9444.24 0 ~2361.06 Fraccionando la matriz en hiperelementos
0 36000 0 0 -36000 0
k. 2361.06 0 393.51 2361.06 0 -393.51
' - ku = kv ,3
Gl 9444 24 0 2361.06 18888.48 0 -2361.06 . eGi eG(keGi )
0 -36000 0 0 36000 0
-2361.06 0 -393.51 -2361.06 0 393.51
Para el dltimo elemento se tiene.
Elemento j:=i+1=3 0:=-90° L:=¢ A= A" [:=T
AA ARA ARA M 3 MW 3
T
keGl. =T(0) (K. (A,L,E,I) OI(0)
542592 9043.2 0 27129.6 —-9043.2 -0 Fraccionando la matriz en hiperelementos
9043.2 2009.6 -0 9043.2 -2009.6 0
k. 0 -0 44333.28 0 0 -44333.28
- ku = kv ,3
Gi 27129.6 9043.2 0 54259.2 -9043.2 -0 » eGi eG(keGi )
-9043.2 -2009.6 0 -9043.2 2009.6 -0
-0 0 -44333.28 -0 -0 44333.28

En la parte de “fraccion de los hiperelemento” estos elementos estan fraccionados en submatrices de (2x2) y
estan formados por N elementos (en este caso son tres los elementos). Como se muestra a continuacion.

2,2}
2,2}
2,2}

}

K'eg =

Elemento 1

Elemento 2

Elemento 3
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Si se quiere expandir esta matriz de hiperelementos solo basta ir al menti formato>Resultado>cinta

“Opciones de visualizacion” seleccionar la casilla de “expandir matrices anidadas”.

[T ( 32555.52 -1953.331 2604.442
-1953.331 17180.246 12559.629
2604.442 12559.629 9853.796
16277.76  —1953.331  2604.442
1953.331 —17180.246 —12559.629

[ (18888.48 0

2361.06 0

9444.24 0

0

L\ 2361.06 O

54259.2 9043.2

9043.2 2009.6
0 -0

27129.6 9043.2

—9043.2 -2009.6

-0 0

eG —

0 36000

—2604.442 —12559.629 —9853.796

2361.06
0
393.51
2361.06

-36000 0

-393.51
0
-0
44333.28
0
0
—44333.28

16277.76  1953.331
—1953.331 —17180.246 —12559.629
2604.442 -12559.629 -9853.796
32555.52 1953.331 —-2604.442
1953.331 17180.246 12559.629
—2604.442 12559.629 9853.796

944424 0 -2361.06

0  -36000 0
2361.06 0  -393.51
18888.48 0  —2361.06

0 36000 0
-2361.06 0 39351
27129.6 =90432 -0 }
90432 -2009.6 0

0 0  -44333.28
542592 -90432 -0
-9043.2 2009.6 -0

-0 -0 44333.28) |

-2604.442\ ||

Elemento 1

} Elemento 2

} Elemento 3

’

Como se sabe la fraccion de los hiperelementos k”.; se utilizo el programa 4. Con los datos de entrada la

matriz de rigidez del elemento k.. Y el nimero en que quiere dividir las submatrices.

KAA = Relacion fuerza-
desplazamiegnto (rigidez) en
el extremo Adebidoalas
fuerzas en el extremo A

KAB = Relacion fuerza-
desplazamiento (rigidez) en
el extremo Bdebidoalas
fuerzas en el extremo A

¢ : P—~ : e
P ke —=kAp c"kag kb =kAg < kAp N
(Ma) . . . . | 8a
—="kag ka-c't +kas = g2 - e's"kp | e A n —.h'ﬁﬁ:"‘f —kan = o2 ha g — ok A
®A
;-_4‘}:\9 clhg-e - ctetha s kA < ka-3'£< (-Jcﬂg cehp s —oihgE Shaa o - ka-s") JVA
»n ] ; , , ; T
K" eai= k48 -=kpQ ckag (0 = kag ] 8z
kan —ka-c"f - kpaa = o2k - ehigE (2 kA ka-c"“: + kA = o'k -2 - ctE kA 3975
A -
sEL

\g"-kla -2 han - ThgE" ka s & - ka-sj

L] ] ¥ P of fE rE e
Q'k_‘LE k8" - s han kpap € —ka-sj/

KBA = Relacion fuerza-
desplazamiento (rigidez) en
el extremo A debidoalas
fuerzas en el extremo B

KBB = Relacion fuerza-
desplazamiento (rigidez) en
el extremo Bdebidoalas
fuerzas en el extremo B

Que serviran en la guia del mapa de ensamble, segun el texto dice: que para ensamblar la matriz de rigidez
de la estructura [K]; consiste en la sumatoria de todas las matrices de rigidez de todos los elementos y se
hace de acuerdo con el sistema de numeracion de los grados de libertad globales y las conectividades de los

elementos.
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Por lo tanto el mapa resulta de la siguiente manera:

Kestru 1= K'M-hip (Crdn, Cntv)

[wtes | [wwina ]

"KAA-1"  "KAB-1" "0" "0"

| "KBA-1" "KBB-1+KAA-2"  "KAB-2" "o
R Y "KBA-2"  "KBB-2+KAA-3" "KAB-3"
"0" "0" "KBA-3"  "KBB-3"

Aqui como puede observarse que el mapa de ensamblaje se utilizo el programa de la figura 3-48. Que solo
sirvié de guia para visualizarlo, pero a continuacion si utilizamos las submatrices de los hiperelementos

correspondientes a este ensamble de forma manual da como resultado:

( "eGl) ( "eGl) 0 0
A'A A',B'
"eG ) ( "eG ) + ( "eG ) ( "eG ) 0
K _ ( 1 BY Al 1 BY BY 2 AV AV 2 Al B!
%% 0 ( ner) ( uer) + ( "eG3) (k"eG3)
B A’ B',B' A'A A',B'
0 0 (K, (k)
L B, A' B',B'

Pero esta matriz de rigidez quedo definida de la siguiente manera:

(33} {331 0 0
(3,3} 33} {33} 0
0 {33} {33} {3.3}
0 0 {33} {33}

Abhora si se quiere expandir las matrices anidadas resulta:

[ 3255552 -1953331 2604442 1627776 1953331 -2604.442 ]
—-1953331 17180246 12359 629 —-1953.331 -17180.246 -12359.629 0 0
2604442 12559629 9853796 2604442 --12559.629 -9853.794
1627776 -1953331 2604442 51444 1953331 243382 044424 0 —2361.06
1953331 17180246 12559620 1953331 53180246 12559620 0 —36000 il ]
2604442 12559629 -9853.794 —243382 12359629 10247304 2361.06 0 -383.51
K= 9444 24 0 2361.08 Til47 68 90432 234104 271296 -90432 -0
a 0 -36000 0 04332 320096 -0 0432 20094 0
—2361 05 0 -393.51 -236106 -0 4472679 ] 0 4433328
271206 P0432 il 542503 00432 -0
o il -90432 20094 il -0043.2 20026 -0
L -0 0 —44333 28 -0 -0 44333328

Pero la matriz de rigidez de la estructura [K] se tiene que explotar los hiperelementos con el programa de
ensamblaje 2 (Programa 2) y estos estan acomodados seglin la numeracion de sus nudos y las conectividades
de los elementos por lo tanto si se explotan y se inserta una tabla de Excel como datos de entrada, las
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rigideces de los nudos conforme al ensamble utilizado; si se utiliza programa de “Vectoriza (Rest,1)”
arrogara el vector de nudos semirestringidos, y restringidos con el numero 1.

K= Ensamblaje2(K'K1 : 1)

1 1 1 1 1
@1 dx1 dy1 @2 dx2 dy2 @3 dx3 dys (02} dxa dya
Ml 32555.52 -1953.33| 2604.44 16277.76 1953.33| -2604.44
1 FXl -1953.33| 17180.25| 12559.63 -1953.33 -17180.25] -12559.63
1 Fyl 2604.44 12559.63|9853.80 2604.44 -12559.63 -9853.80
M2 16277.76 -1953.33| 2604.44 51444.00 1953.33 -243.38 944424 -236106
FXZ 1953.33 -17180.25| -12559.63 1953.33 53180.25 12559.63 -36000.00
Fy2 -2604.44 -12559.63| -9853.80 -243.38 1255963} 10247.31 236106 -393.51]
M3 9444.24 236106 73147.68 9043.20 -236106 27129.60 -9043.20 0.00
FX3 -36000.00 9043.20} 38009.60 0.00 9043.20 -2009.60 0.00
Fy3 -236106 -393.51 -236106 0.00} 44726.79 0.00 0.00| -44333.28
1 M4 27129.60 9043.20 0.00 54259.20 -9043.20 0.00
1 FX4 -9043.20 -2009.60 0.00 -9043.20 2009.60 0.00
1 Fy4 0.00 0.00f -44333.28 0.00 0.00f 44333.28

(K Vectoriza(Restr, 1)T Vectoriza(Restr, 1))

Como se puede observar las celdas de color blanco corresponden a los grados de libertad libres, las celdas de
color gris (segun el programa Vectoriza (Rest, 1) a los grados de libertad semilibres, semirestringidos y
restringidos seglin el mapa de ensamble. Para resolver el sistema de ecuaciones para los desplazamientos

desconocidos se procede a reacomodar las matrices de rigidez de la estructura con el programa 9.

K :=Kpgp(K,Restr)

( K Titulos gestr(Restr, 1)< v

Titulos gegtr(Restr, 1)<2>

Titulos gegtr(Restr, 2)T Titulos gegtr(Restr, 2) )

1 1 1 1 1
0-1 0-2 Ax-2 Ay-2 0-3 Ax-3 Ay-3 Ax-1 Ay-1 0-4 Ax-4 Ay-4

M-1 | 32555.52 16277.76 1953.33| -2604.44 -1953.33| 2604.44

M-2 16277.76 | 51444 .00 1953.33 -243.38 944424 -236106| -1953.33| 2604.44

Fx-2 1953.33 1953.33| 53180.25| 12559.63 -36000.00 -17180.25| -12559.63

Fy-2] -2604.44 -243.38| 12559.63| 10247.31 236106 -393.51| -12559.63| -9853.80

M-3 944424 236106| 73147.68 9043.20 -236106 27129.60| -9043.20 0.00

Fx-3 -36000.00 9043.20| 38009.60 0.00 9043.20| -2009.60 0.00

Fy-3 -236106 -39351, -236106 0.00| 44726.79 0.00 0.00| -44333.28
1| Fx-1 -1953.33 -1953.33|  -17180.25| -12559.63 17180.25| 12559.63
1| Fy-1 2604.44 2604.44| -12559.63| -9853.80 12559.63| 9853.80
1|M-4 27129.60 9043.20 0.00 54259.20 | -9043.20 0.00
1| Fx-4 -9043.20 -2009.60 0.00 -9043.20| 2009.60 0.00
1| Fy-4 0.00 0.00| -44333.28 0.00 0.00| 44333.28

T

Entonces el programa anterior hizo solo el reacomodo de los nudos libres, semilibres, semirestringidos y

restringidos; a continuacion esta matriz solo fue para visualizar que nuestra matriz [K] ya esta para
transformarla ahora el matriz de rigidez global de la estructura, corresponderia llamar el programa que
transforme esta matriz en submatrices de rigidez libres, semilibres.
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Parar M

Ahora el programa 3 hace este ensamble de la matriz de rigidez global [K]:

K:= K‘G(K, length (KMR(Restr, 1)))
K= ([{7,7] {7.5 }j
{5,7} {5,5}

Antes de resolver los desplazamientos desconocidos, es por tanto necesario aplicar las condiciones de
frontera que restringen los movimientos de cuerpo rigido. Esto requiere al menos tres reacciones
independientes de los soportes para fijar la estructura en un espacio bidimensional. Para el ejemplo que
estamos utilizando hay 5 reacciones independientes de los soportes, 1o que es mas que suficiente para
restringir la estructura.

32555.52 16277.76 1953.331 —-2604.442 0 0 0
16277.76 51444  1953.331 -243.382 9444.24 0 —2361.06
1953.331 1953.331 53180.246 12559.629 0 —-36000 0
KP',P‘ =| —2604.442 —243.382 12559.629 10247.306 2361.06 0 —393.51
0 9444.24 0 2361.06 73147.68 9043.2 -2361.06
0 0 —36000 0 9043.2 38009.6 -0
0 —2361.06 0 —393.51 -2361.06 -0  44726.79

Esta particion de la rigidez de la estructura identifica los grados reales de libertad Ap, los grados prescritos de
libertad Ag, las cargas aplicadas P y las reacciones R. El analisis de la respuesta de la estructura se resuelve
con el primer renglon de la ecuacidon matricial (3.41). si extraemos Kpp de K esta resulta:

[P]=[Kp [{a} +[ K J{ B} (3.42)
Ahora es posible encontrar los desplazamientos:
By =l (A8 (343)

Ahora el vector de carga [P] se aplica las cargas en los nudos de la estructura; el programa 5 construye este
vector [P]de la siguiente manera.

B 1= Pyect (P, Restr) -225 MZI Nudo1
9.51 Mz, | 7
7.9 Px, | % | Nudo2
P=| -11.53 Py, )
12.99 Mz, |
-4.33 Py, | ‘
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Ahora resolviendo 3.43 con Mathcad, pero como no hay desplazamientos prescritos Ag o son 0 y si ahora los
desplazamientos libres dan como resultado:

P,

% % ~0.003062

2 8 0.000772
Axo Axo 0.011693
Ay |:=Ap Ay | =] -0.016038

8; 8, -0.000813
A A 0.011334
A A -0.00024

Dpip = Destr(Ap .0, Kyr(Restr, 3), Kyr(Restr , 1), 0)

Aqui se observa A, construye el vector de desplazamientos para cada miembro (programa 6):

~0.0030618 g
0 0 Elemento 1
0 0
0.0007721 L4
0.0116925 g 1
|\ -0.0160378 Ax,
Bhip =1 ) 0008134 Ay,
0.0113336 i 6, T > Elemento 2
~0.0002401 Ax,
0 _AJ’3_
0 0 J Flementn R
’ 0
0

Para el calculo de las fuerzas en los nudos del elemento son inducidos por las fuerzas del caso 2. Por lo tanto
el caso real resulta de sumar las fuerzas del caso 1 (FEA) + caso 2. El programa 7 obtiene los
desplazamientos correspondientes a cada miembro:

Elemento j:=1 0:=0' =36.87(F - :
A R 1 =36.87 Ai _—Aelem(CntV,l,Ahip)
—-0.003062 caso 2 +caso 1

M.
’ 1 (—1—\

0 FAxi

A=

! 0.000772 Fay.
0.011693 =keq. EAi + PG FEA.
MB. 1 1

-0.016038 i

FBx.

Fpy,
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Pero estas son las fuerzas estan en coordenadas globales o estructurales, pero para poder graficar los
elementos mecanicos se procede a transformarlas a fuerzas locales o de elemento:

1 1 MA.
1
Fax, Fax Fay 0
1
7.146
FAyi T FAy1 FAy.
M =T(8) O M . i| | 10.16
B; B; Mp. 17.407
1
Fox, Fix, . ~7.146
. . B 7.84
By; By; FByi
Para el segundo elemento:
Elemento j:=i+1=2 0:=6,=0LF B =D elem(Cntv 1,8 i)

caso 2 +caso 1

Mj. r_k_‘
1 MAi MAi NIAi
Fax. ~17.406
0.000772 A g g oy
) 10.421
0.011693 Ay Fay. Fay. Fay, -1.984
. M = keGl ml + PCG FEA]. 1 — T(e)T [ 1 » _ .
A - -0.016038 B, Mg | Mg, Mp -58.361
. — 1 1
i1 -0.000813 -15.421
FBxi FB FB FBx.
0.011334 X % i 10.644
FBy.
-0.00024 i Fay. Fay. Fgy.
Y para el ultimo elemento:
Elemento j:=i+1=3 8:=—90° B =D elem(Cntv 1,8 pip)
M
A Ma, Ma,
-0.000813 F
Axg F F
0.011334 ' Ax Ax
F
A | 000024 Al " Fay, . Fay,
i~ 0 Mg | keGi i :=T(8) O
i MBi MB1
0
F
0 Bx; Fpx. Fpx.
1 1
Fpy
F F
MA. By1 By1
1
Fay 58.36
10.644
F
il | 15421
Mg, 80.426
1
-10.644
FBX.
-15.421 207
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Para graficar los elementos mecanicos se requieren sus funciones como ya se obtuvieron las fuerzas en los
extremos de los elementos.

Elemento 1.
Funcion de momento Funcion de fuerza cortante ~ Funcion de fuerza normal.
M(¥) = Fay [x=My —% Ow O¢ Vi(%) ;:%(MI(X) Ni(®) = ~Fax
Elemento 2.
Ma(x) = FAy2 k — MA2 + -8.66[{x—-6) x=26) Vr(x):= %{Mz(x) Ny () = _FAx2
Elemento 3.
M3(x) := Fay, k= My V(%) izil\/h(x) N3 (%) :=-Na(X)

Graficando las funciones con la barra de herramientas de grafico:

20-\
0 5 10
- 20t
- 40t
- 60
157
o
107 4
o
il
~50 0 50 100
0 20 40

DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE.
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Ahora para fuerza cortante:

101

157
Al
o
A
o
4
~50 0 50 100

-10 0 10 20 30 40

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE.
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EJEMPLO 3.3 Analizar la respuesta de la siguiente estructura bajo las siguientes condiciones de carga:

a) Bajo la carga uniformemente distribuida horizontal.
b) Asentamiento en el nudo 5 de 3”.

k'
w = 0.25—2
ft
=
B - A
20
Pasador 20| 2
£ A = n
Interno MWW 20
20
3
1000
YA
1000
@ I:= Cin
B 1000
'™
5 1000
Y r y
864 pulg i E := 30000—2
"~ e .2
& eSS n

Para el caso de carga uniformemente distribuida horizontal del tema II1.9.2. El objetivo es determinar la
carga distribuida equivalente que actué normal al miembro (Wy) y a lo largo o tangencialmente al eje del
miembro (W,). Para determinar los dos tipos de carga se utiliza la formula 3.48 y 3.49 respectivamente.

w = 0.020830
m

wx = w Ckos (6)° = 0.208765% wa = w Lhin(6) [tos(6) = 0.093 D%

En el problema observamos que la articulacion interna esta en el nudo 2, para efectos de las matrices de
rigidez debemos elegir cual elemento debe llevar la articulacion y aplicar la matriz de transformacion
“Crlema”’ €N este caso elegiremos el miembro 3 por lo que la articulacion estara localizada en el nudo inicial
del miembro 3. A continuacion las cargas en las juntas debidas a las acciones de extremo fijo (FEA) debidas
a Wy y W, para los miembros 2 y 3 respectivamente.

2

WN ELQ

M=—-
12

W

V= =4.112kig
MV

__ L _ .
No=wa l—2 = 1.828 kir

210

=324 [kip Oin



Acomodando las cargas en el vector de fuerzas.

Elemento 2
_ . e
M kip Lin)
324 2 . -
.1 Signo segun FEA
N Hkip) 1.828
, | vokp ! , 4112
cL FEA, = . - eLFEA, =| 1o,
—M kip Cin)
. 1.828
N Lkip) 4112
Vkip) !

Abhora transformando las fuerzas locales (o de elemento) a fuerzas en coordenadas globales (o de estructura).

16ft
0y = atan(mj =23.962[F 324
0
4.5
-324
0
4.5

PeG FEA, = T(6'2) (Pt FrA ) PeG FEA, =

El elemento 3 tiene el mismo vector de fuerzas solo debemos recordar que tiene una articulacion en el nudo
inicial, por lo que aplicaremos la matriz de transformacion en el extremo inicial “caya” (3.32) para el
elemento articulado.

M C(kip Cin) |
.1 0
N Hkip) -1.828
V kip) | T 3.084
PeL FEA = 4 PeL FEA, = CArt-A|:L3 L(in) } (Per FEA, PeL FEA, = 486
—M kip Cin)
o -1.828
~N Lkip) 5.14
Vv Okip) !
Ahora transformando el vector de fuerzas locales a coordenadas de fuerzas globales:
02083 kib/pulg
Lt + t 9y -9, = -23.962° 0
3.561 klb 0418
—
418 klb ' | 3.561
PeG FEA, = T(‘e 2) [(Per FEA, PeGrEA, =| _ 486
5.439 kib 0.418
5.439

486 klb/pulg 418 klb
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Se insertamos las tablas de Excel predisenadas de Matriz de Conectividades, Matriz de Coordenadas, Matriz
de Restriccion y la Matriz de Cargas que serviran como datos de los programas ya que tienen datos de salida;

matrices.

Carga equivalente en la junta |

Matriz de conectividades
Numero de
miembro Nudo inicial | Nudo final
1 4 1
2 1 2
3 2 3
4 3 5

Matriz de Coordenadas|Restriccion Nudo Mz | px | py |
Nudo X y |oz| Ax|Ay
1 0] 16
2 36 | 32
3 72 | 16
4 0 0 1
5 720 0 1|11

Para el caso de la matriz de carga, se tiene que sumar algebraicamente las cargas aplicadas en sus juntas y
con signo contrario al que aparece en su vector de fuerzas, ya que como marca el texto, dice: las cargas
equivalentes en las juntas son iguales pero de signo opuesto a las fuerzas restrictivas (FEA).

Ahora el calculo de las matrices de rigidez de elemento:

Elemento i:=1

ke, = T(O) CKe| A; fin

625000
—4882.812
0
312500
4882.812
-0

L .= 16ft

2)_ 1 Lin) LE E(k—ilz’]_ 1,1i E(in4)_ 1 or(e)”

ARA

—4882.812
50.863
0
—4882.812
—50.863
-0

El segundo elemento.

Elemento =i+ 1=2

0 312500 4882.812 -0

0 -4882.812 -50.863 -0
3125 0 -0 -3125

0 625000 4882.812 -0

-0 4882.812 50.863 0
-3125 -0 0 3125
L=l B8:=6,

0 :=90°

in

Fraccionamiento la matriz en
hiperelementos

Keg, = k'eG(keGi , 3)

-1 Nn— 1 -1
ke, = T(8) Ker | A, dind) Lo 1Et(k—‘§j L in®) | core”

keGi =

253836.541 —-327.109

—327.109
735.995

1060.395
469.772

126918.271 -327.109

327.109
—735.995

—-1060.395

—469.772

735.995
469.772
212.195
735.995

in

126918.271 327.109 -735.995

—327.109
735.995

-469.772  327.109

—212.195 =735.995

—1060.

395 -469.772

—469.772 -212.195
253836.541 327.109 -735.995
1060.395 469.772

469.7

212

72 212.195

Fraccionamiento la matriz en
hiperelementos

"eGi = 'eG(keGi’ 3)

Para




El tercer elemento (articulacion en el extremo inicial) se aplicara la matriz de transformacion “cay.4”.

Elemento il=i+1=3

_ 1.1i )| copen L tim Toro”

Fraccionamiento la matriz en

0 0 0 0 -0 -0 hiperelementos
0 1059.973 -470.721 163.554 -1059.973 470.721
k. 0 —470.721 210.061 367.998 470.721 -210.061
= "G =k 3
G 0 163.554 367.998 190377.406 —163.554 -367.998 °G; eG(kec’i )
0 -1059.973 470.721 -163.554 1059.973 -470.721
0 470.721 -=-210.061 -367.998 -470.721 210.061
Cuarto elemento:
Elemento j:=i+1=4 L= 16ft 0.:=-90°

- -1 -
Keg, = T(8) (Kot AiE(inz) I,L[[in)_l,EE(ki;j ,IiE(in4) 1 r(e)”
m
Fraccionamiento la matriz en
625000 4882.812 0 312500 -4882.812 -0 hiperelementos
4882.812 50.863 -0  4882.812 -50.863 0
0 -0 3125 0 0 -3125
keGi: 312500 4882.812 0 625000 -4882.812 -0 k"eGi ::k‘eG(keGi'3)
-4882.812 -50.863 0 -4882.812 50.863 -0
=0 0 -3125 -0 -0 3125
{2,2}
e
eG = 2.2}
{2,2}

A continuacion el mapa de ensamblaje de matriz de rigidez de la estructura [K] de hiperelementos:

Kestrue = K'M-hip (Crdn, Cntv)

"KBB-1+KAA-2" "KAB-2" "o" "KBA-1"  "0"
"KBA-2" "KBB-2+KAA-3" "KAB-3" "o" "o"

Kestrue = "0" "KBA-3" "KBB-3+KAA-4"  "0" "KAB-4"
"KAB-1" "o" "o" "KAA-1"  "0"

"0" "o" "KBA-4" "o" "KBB-4"

Recuerde que se utilizo el programa de la figura 3-48. Los datos que se pide es la matriz de Coord. Y Conect.
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Para hacer el ensamble de la matriz de rigidez de la estructura [K] mediante un programa sin necesidad de
hacerlo de forma manual o sea como el del ejemplo anterior. Se procede a llamar el programa 1 que
ensambla esta matriz conforme al mapa que estd en la pagina anterior, se puede observar que los datos de
entrada son los mismos (Matriz de Coordenadas (Crdn) y Matriz de conectividades (Cntv)) solo con la
diferencia que pide las fracciones de matrices de rigidez de los hiperelementos( k”.g). Asi que el programa
da como resultado.

XK= KM-hip (Crdn, Cntv, k"eg)

{3,3}

K=| 0
3,3}
0

{3,3}

0

0 {33} 0
(3,3} {33} {331 0
(33} {33} 0

0
13,3}

0 {33} 0
0 {33} 0

{3,3}

Esta matriz es como la del mapa de ensamblaje, a continuacion el programa que explota los hiperelementos y
se insertan en la tabla de Excel.

K:= Ensamblajez(K’ et 1)

1 1 1
@1 dx1 dy1 P2 dx2 dy2 @3 dxs dys (O dxa dya
M1 | s78836.54 455570 736.00 12691827 32711  -736.00 312500.00] -4882.81 0.00
Fx1 455570 111126 |  469.77 327.11]  -1D60.40|  -469.77 4882.81 -50.86 0.00
Fy1 736.00 469.77/3337.20 736.00 469.77]  -212.20 0.00 000| -312500
M2 12691827 327.11]  736.00| 253836.54 32711  -736.00 0.00 0.00
Fx2 32711  -106040| -469.77 3271 2120.37 -0.95 163.55 -1059.97 470.72
Fy2 -736.00 -469.77)  -212.20 -736.00 095 422.26 368.00 470.72 -210.06
Ms 16355 368.00| 815377.41 471926  -368.00
Fxs 050.97]  470.72 471926|  1110.84 -470.72
Fys 47072  -210.06 -368.00 47072 3335.06
1My 312500.00 488281 0.00 wHaHH#HE | -4882.81 0.00
1| Fxa -4882.81 -50.86 0.00 -4882.81 50.86 0.00
1|Fya 0.00 0.00| -312500 0.00 0.00| 3125.00
1|Ms 312500.00 488281 0.00

(K Vectoriza(Rf:str,l)T Vectoriza(Restr,l))

Esto se debe que desde un inicio se puede enumerar los nudos de la siguiente manera: nudos libres, nudos

semilibres, nudos semirestringidos y nudos restringidos esta convencion debe seguirse para evitar usar el
programa 9 y volver a insertar la otra tabla de Excel.

Como se puede observar las celdas de color blanco muestra las rigideces de los grados de libertad libres por
lo tanto ahora es necesario ensamblarlo segin la ecuacion de rigidez global:

Kpp  Kpp
Kpp  Kpr
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El programa 3 sirve para ensamblar la matriz de rigidez global de la estructura; pide como datos de entrada:
la matriz de rigidez de la estructura [K](hiperelementos explotados) y el nimero de grados de libertad libres;
con la funcion “lengt(Kyr(Restr,1)” da solo el numero de estos grados o si se deduce solo se pone el
numero(en este caso son 9 grados de libertad libres).

K= K‘G(K, length (KMR(Restr, 1)))

9,9} {9,6
(1993 106)
{6,9} {6,6}
El programa 8 (Kyr(Restr,T sal)) tiene como datos de entrada la matriz de restricciones y un numero de

salida (1 (desplazamientos libres),2 (desplazamientos restringidos) y 3 (desplazamientos totales)) segun la
numeracion de los nudos del marco.

)
1 Axl
2 Ay
3
1 61 4 »
2 Ay 5 B
3 10 % A
Ay A 6 y2
x4
4 o, 1 ) ; 0,
Kyr(Restr, 1) =| 5 12 y4
Mr(Restr, 1) Ay Kyvr(Restr,2) = 3 0 Kyr(Restr,3) =| 8 By
6 5
Ay2 9 Ay3
7 14 A
x5 10
03 %
8 15 A
y5 11 A
9 AX3 x4
12
Ays 13 Bya
0
14 3
15 AX5
Ay5

Ya obtenida la matriz de rigidez global de la estructura para el calculo de los desplazamientos libres se
extrae Kpp de esta matriz de rigidez global.

878836.541 4555.704 735.995 126918.271 327.109 -735.995 0 0 0
4555.704 1111.258 469.772 -327.109 -1060.395 —469.772 0 0 0
735995  469.772 3337.195 735995 —469.772 -212.195 0 0 0
126918.271 —-327.109 735.995 253836.541 327.109 -735.995 0 -0 -0
KP',P' =| 327.109 -1060.395 —469.772 327.109 2120.369 —-0.948  163.554 —1059.973 470.721
—735.995 -469.772 -212.195 -735.995 -0.948 422256 367.998  470.721 -210.061
0 0 0 0 163.554 367.998 815377.406 4719.258 -367.998
0 0 0 0 —-1059.973 470.721 4719.258 1110.836 —470.721
0 0 0 0 470.721 -210.061 -367.998 —470.721 3335.061
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Una vez que hemos determinado Kpp, se construye el vector de cargas [P] y se resuelve la ecuacion matricial
(3.41) considerando que se tiene que restringir el marco segin su estructuracion y se resuelve de la siguiente
manera para los desplazamientos libres.

P := Pt (P, Restr) Ahora obteniendo los desplazamientos en los nudos
M
MZ] el
-324 Px, 6,
Bxi 0.000062
0 Pyj A1
45 Ay -0.139293
' M22 A 1 B
324 4 6, ey 0.00288
P -
-8.061 Py2 Ay Ay | = 0
486 Mz3 0, Ay -0.331863
—0.418 Px3 A 05 —0.000062
x3
-5.439 Pys . A 0.139293
y3 —0.00288
Ay3

Para calcular las fuerzas de los miembros se procede a llamar primero el programa 6 que reconstruye el
vector de desplazamientos para cada extremo del miembro.

Dip =B esee(B p, 0, Kvir(Restr, 3), Kyr(Restr, 1), Kyr(Restr, 2) [ 0.000062 ]
-0.139293
-0.00288
0.000112
0
3.0 -0.331863
3.0 -0.000062
Mo =| .13 Apip =|| 0.139293
30 -0.00288
(3,1} 0
0
0
0
0
L 0 _

Pero las submatrices (3x1) corresponden a los desplazamientos de extremo, pero ahora se requiere estos
desplazamientos de extremo se conviertan cada miembro.

El programa 7 da el resultado de los desplazamientos para cada miembro con datos de entrada: la matriz de
conectividades, el nimero de elemento y el vector de desplazamientos Ay,.
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Ahora las fuerzas de los miembros si se quiere obtener los elementos mecanicos deben de transformas las
coordenadas de fuerzas globales (o de estructura) a coordenadas de fuerzas locales (0 de miembro).

Para el primer elemento:

Elemento j:=1 Q=90 A=A elem(CntV i, A hip)

AAA

Ma Ma
1 1
0 Fua, Fua, -660.867
0 6.784
F F
0 » YA YA 9
A = =keg. A =
1 0.000062 Mg, ! Mg, -641.59
1 1
-0.139293 ~6.784
FXB- FxB.
—0.00288 ! ! -9
Fyp Fyp,
Abhora a coordenadas locales
Mg Ma. Ma
1 1 1
FxAl FxAi FxAl —660.867
9
F F F
YA | YA YA -6.784
=T(8) 0] =
Mp. Mg, Mg, -641.59
1 1 1
-9
FXB. FxB. FXB.
! ! ! 6.784
Fyp, Fyp, Fyp,
Elemento 2:
Elemento j:=i+1=2 0702 A=A e (Cntv, i, A )
My, Caso 1+Caso 2(FEA) M.
1 1
Observe que el
0.000062 Fea Fya. 641.59 momento en el
-0.139293 ' ' 9.85 nudo final del
F F elemento es
~0.00288 YA T YA 5.47 |
A = =T(6) E(keG. [A. + Peg FEA.) = cero - por —a
! 0.000112 Mg, i1 i Mg, -0 presencia de la
0 ! ! 62 articulacion
FxB. FXB.
—-0.331863 ! ! 2.75
FyB FyB
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Tercer elemento:

Elemento j:=i+1=3 0.=-0 A =D egem(Cntv ,,4 i)
MAi Caso 1+Caso2 (FEA MAi
0.000112 F  Observe
xAi A Fxa. -0 que el
0 F ! 6.2 momento en
-0.331863 YA T Fya. el nudo
A= =T(6) E(keG. (A, + Peg FEA.) il_| 275 | inicial  del
-0.000062 Mg, i i =
i Mg -641.59 | elemento es
0.139293 F 1 985 cero por la
B. -9. i
~0.00288 i Fyp. presencia
F ! 5.47 de la
B. . .
¥B; FyBi articulacion
Cuarto elemento:
Elemento j:=i+1=4 8.:= =90 A =D elem(Cntv 1,8 i)
My Ma.
1 1
—0.000062 FxAl FxAi 641.59
0.139293 9
F F
A | 000288 AL 10" e, YA | 678
il o Mg | E( G i) Mg | | 660.87
1 1
0 -9
FxB. FxB.
0 ! ! —6.78
Fyp Fyp
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b) Un asentamiento nudo 5 de 3”.

A y5 :==3in

Recordemos que la ecuacion matricial (3.41) estd dada por:

Hari

R Ky, Kpp || D,

El primer renglon de la ecuacion matricial (3.42) puede escribirse asi:
[Pl=[K ] [B,] 4K ][24]

Ahora es posible encontrar los desplazamientos (3.43):

(8] :[KPP]_1 ([P] _[KPR][AR])

Donde:

[A,,] = Vector de desplazamientos libres.

[AR] = Vector de desplazamientos en los apoyos o grados de libertad restringidos, que por lo regular son cero o al menos que se especifique un desplazamiento impuesto

) )
4 0 4
Axq 0 Axa
Ayy 0 Ayy
= AR =

05 0 05
Ays 0 Axs
Bys) N7 Ays

Como se piden las cargas inducidas por el desplazamiento, se considera como una condicion de carga
particular el término “[P]” (vector de carga) dentro de la ecuacion es cero por lo tanto:

A= (Kp o) K o )

-0.001907
0.183038
-0.000221
~0.004254
Ap=| 0.849365
-1.5
~0.001907
0.183038
-2.999779

Estos son ahora los desplazamientos libres:
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Calculando las fuerzas en los nudos y transformando las fuerzas a coordenadas locales.
Apip =4 estr(A P AR, Kyr(Restr, 3), Kpr(Restr, 1), Kyr(Restr, 2))

Para el primer elemento:

Elemento - 8.:=90° Ai ::Aelem(Cntv,i,Ahip)
M M
0 A, A,
0 FxAi FxAi 297.91
0.69
0
i -0.001907 = T(0) [keg (A =
0.183038 MBi 1 ! MBi -297.91
-0.69
—-0.000221 F F
XBi XBi 0
F F
yBi yBi
Para el segundo elemento:
Elemento _ NQV\:: 9’2 Ai =4 elem(CntV 1,A hip)
M
Aj Ma,
1
~0.001907 F
0.183038 xAi FxAi 297.914 Observe
: Fyp 0.28 que el
-0.000221 Y T Fya. momento
A = =T(0) ke, D il_| 063 en el nudo
i | —0.004254 Mg, i = :
i Mg, -0 final del
0.849365 Fopy ! 028 elemento es
15 i FyB. cero por la
. ! —0.63 presencia
B, Fyp. de la
! articulacion.
Tercer elemento:
Elemento _ ,@,\:: _9’2 Ai =4 elem(CntV WA hip)
M
Aj Ma.
1
-0.004254 F
xAi FyA. 0
0.849365 i
Fop -0.28
-1.5 YR T Fya.
A= v | =TO B, B il 063
_ ; =
0.001907 B, Mg | | 297914
1
0.183038 Fog, . 0.28
_ i B.
2.999779 ; XB. 063
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Cuarto elemento:

Elemento TSR]

Ademas de considerar los
desplazamientos en los
nudos libres, no olvidemos
incluir el desplazamiento
impuesto de 3" en el nudo
5

—90°

—0.001907
0.183038
—2.999779

A =D egem(Cntv i, A i)

221

=T(0)' Cheg;, (B,

—297.914
—-0.69
0
297.914
0.69
-0




Ejemplo 3.4 Analizar la respuestas de la siguiente estructura, considerar el analisis para cada carga por

separado.

- 5Ton
F, :=3Ton Wem T

W (U N 2
DATOS

900
A':=| 300 cm2

4
o 900

50000
\ //”EP I'=| 20000 [om’
PR o=- '
S 50000
f————————————————————————— 5 —_—————
E:=2.039x 100 K&
sz

Una opcidon para el apoyo inclinado es agregando otro miembro a la estructura como en el caso de
armaduras. Este miembro es de fuerzas orientado en forma perpendicular al plano inclinado de
deslizamiento, para impedir la deformacion axial especificaremos un 4rea grande para obtener una rigidez

axial de gran magnitud.

F1 @ T @

0'y 1= 30°

Al = lOOOOO:m2

T (3)e
% 3 $

L4 =0.1Ir
I' :=50000 X
Ly = m

A continuacion se repite el mismo procedimiento anterior solo con la diferencia de que en el apoyo se
considerara como miembro articulado en el extremo inicial con la matriz de transformacion de miembro

13 2
CArt-A -
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También el miembro 2 se calculara las acciones de extremo fijo (FEA) para obtener las cargas aplicadas en
sus nudos.

T
W= 1.5ﬂ
w m
g - 2
TN /i s
»’J \\ M = N = 3.12500Ton Cir
I :=5mr L
= I F, = Y —- 3.750on

Ahora el vector de fuerzas locales para el miembro 2 que posteriormente se tienen que transformar a fuerzas

globales.
Para el elemento i:=2 0:=0°
- T
Mi L Ton Um)
0
. 3.125 3.125
Fy2 {Ton) 0 0
PeL FEA, = 3.75
i , -1 - P =T(0) [P 3.75
—M', (Ton [in) PeL FEA, 3125 <G FEA, = T(9) [Pl FEA, PeG FEA. =
. 1 =3.125
0 0 0
Fy, OTon)” ! 3.75 3.75

Insertamos las tablas de Excel predisefiadas de matrices de datos de salida para los programas.

Matriz de conectividades Matriz de Coordenadas |Restriccion
Numero de
miembro Nudo inicial | Nudo final Nudo X y d)z Ax Ay
1 0 4
1 5 1 2 5 4
2 1 2 3 5 0
3 2 3 4 5.05(-0.08] | 1|1
& 3 a 5 0o o |1
Cargas
Nudo Mz | Px| Py
-31251 3 1-3.75 |
3125 | -375]
..... ST B

Recuerde que en la matriz de carga los valores obtenidos de las FEA son de signo opuesto en las celdas.
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Calculo de las matrices de los elementos y fraccionarlos en matrices de hiperelementos.

Elemento =N

-1
keg, = T(8) Koy A E(mz) L O(m) I,EE(—

L=

ARA®

dir

ARA®

90¢

A=A = 900|:bm2
AT

j_ 1.1 E(m“)_l (o)’

Ton

2
m

A:=A' =300 Ebm2
AN i

I:= I'i = SOOOOIme4

Fraccionando la matriz en hiperelementos

Keg, = k'eG(keGi , 3)

[:=1.=20000 Ebm4
W

10195 -3823.125 0 5097.5  3823.125 -0
-3823.125 1911.563 0 —3823.125 -1911.563 -0
kg, = 0 0 458775 0 -0 -458775
Gi - 5097.5 -3823.125 0 10195 3823.125 -0
3823.125 -1911.563 -0 3823.125 1911.563 0
-0 -0 -458775 -0 0 458775
Segundo elemento:
Elemento EETEENEE] Lesn g0
2] ! -1 Ton \ ! 4] ! T
koG, = T(8) (K| A dm ) , L (m) EE(—ZJ I dm ) ar(e)
1
m

3262.4 0 978.72 1631.2 0 -978.72

0 122340 0 0 -122340 0
kg = 978.72 0 391.488 978.72 0 -391.488
Gi - 1631.2 0 978.72 32624 0 -978.72

0 -122340 0 0 122340 0
-978.72 0 -391.488 —978.72 0 391.488

Tercer elemento:
Elemento [ESiI=EN =4 9:=-90° A=A =900 bm’

ARA AAA MM 1

-1
ko, =T0) K| A o) Lam)” I,EE(E

Fraccionando la matriz en hiperelementos

Keg, = k'eG(keGi , 3)

[:=1 = 50000|:bm4
W

j_ 1,1t(m4)_1 or(e)”

m2
10195 3823.125 0 5097.5 —3823.125
3823.125 1911.563 -0 3823.125 -1911.563
B 0 -0 458775 0 0
keGi | 50975 3823.125 0 10195  -3823.125
—3823.125 -1911.563 0 —3823.125 1911.563
-0 0 —458775 -0 -0
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-0
0
—458775
-0
-0

458775

Fraccionando la matriz en hiperelementos

k"eGi = k'eG(keGiv 3)



El cuarto elemento corresponde a elemento de apoyo inclinado que el extremo inicial estara articulado:

Elemento [FSiEEl 1=5n  9:=270°+ 6, =3000F A =A"= 1000000k’ P 50000m”

ARA

m

o, =100 (K| A o) L E(T—";j_ ) eaealtam™ Jorer

0 0 0 -0 -0 Fraccionando la matriz en

hiperelementos
10195183.51 -17658152.034 1059.495 -10195183.51 17658152.034

-17658152.034 30585061.17  611.7 17658152.034 —-30585061.17

1059.495 611.7 6117 —1059.495 —611.7 "eGi . 'eG(keGi’3)
—-10195183.51 17658152.034 —1059.495 10195183.51 -17658152.034
17658152.034 -30585061.17 —-611.7 -17658152.034 30585061.17

0
0
0
ke, = 0
0
0

Entonces la matriz de hiperelementos k”.g; (programa 4) resulta de la siguiente manera: Matrices anidadas y
matrices expandidas:

{2,2} } | Hiperelementol |

{2’2} Hiperelemento 2

"

oG = 2,2} } Hiperelemento 3 |
221)F S
0195 —3823.125 0 5097.5 3823.125 -0 )
-3823.125 1911.563 0 -3823.125 -1911.563 -0
0 0 458775 0 -0 —458775
5097.5 -3823.125 0 10195 3823.125 -0 { Hiperelemento 1
3823.125 -1911.563 -0 3823.125 1911.563 0
L -0 -0 -458775 -0 0  458775) | )
32624 0 978.72 16312 0 97872
0 122340 0 0 122340 0
978.72 0  391.488 978.72 0  -391.488
16312 0 97872 32624 0 -978.72 Hiperelemento 2
0 -122340 0 0 122340 0
o [\-97872 0  -391.488) \-978.72 0  391.488
G [ (10195 3823.125 0 5097.5 -3823.125 -0 ] )
3823.125 1911.563 -0 3823.125 -1911.563 0
0 -0 458775 0 0 -458775
5097.5 3823.125 0 10195 -3823.125 -0 } Hiperelemento 3
-3823.125 -1911.563 0 -3823.125 1911.563 -0
L -0 0 -458775 -0 -0 458775) ] J
0 0 0 0 -0 -0 3
0 10195183.51 —17658152.034 1059.495 —10195183.51 17658152.034
0 -17658152.034 30585061.17 611.7 17658152.034 =30585061.17
0  1059.495 611.7 6117 -1059.495 -611.7 > | Hiperelemento 4
0 -10195183.51 17658152.034| | -1059.495 10195183.51 —17658152.034
0 17658152.034 —30585061.17 -611.7 -17658152.034 30585061.17 J
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Mapa de ensamble de la matriz de rigidez de la estructura [K] (programa Fig.3-48). Datos de entrada: Matriz
de coordenadas y Matriz de conectividades.

Kestruc =

"KBB-1+KAA-2"

"KBA-2"

||O|l
||O|l

"KAB-1"

"KAB-2"
"KBB-2+KAA-3"

||KBA_3 n
||O|l
HOH

Kestrue = K'M-hip (Crdn, Cntv)

o
"KAB-3"
"KBB-3+KAA-4"
"KBA-4"

o

HOH
HOH

"KAB-4"
"KBB-4"

HOH

"KBA-1"

HOH
||O|l
||O|l

"KAA-1"

Matriz de rigidez de la estructura [K] conforme al mapa de ensamblaje (Programa 1).

{3,3} {3.,3}

AIA<N:: KM-hip (Crdn, Cntv y "eG)

0

{3,3} {3,3} {3,3}
{3,3} {3,3} {33} ©
{33} {33} 0

K=

0

33} 0

0

0

0

3.3}
0 0

{3,3}

Programa de ensamble de la matriz de rigidez de la estructura (explota los hiperelementos) [programa 2] e
insertarlos en las tablas de Excel que indica las rigideces de todos los grados de libertad; libres, semilibres,
semirestringidos y restringidos.

K:= Ensamblajez(K’ “, 1)

1
@1 dx1 dy1 P2 dx2 dy2 @3 dx3 dys Qs dxs
M1 | 13457.40 3823.13 978.72 163120 -978.72
Fx1 3823.13| 12425156 0.00 -122340.00
Fy1 978.72 0.00| 459166.49 978.72 -39149
M2 163120 978.72| 13457.40 3823.13 -978.72 5097.50 -3823.13 0.00
Fx2 -122340.00 3823.3| 12425156 0.00 3823.13 -191156 0.00
Fy2 -978.72 -39149 -978.72 0.00| 459166.49 0.00 0.00 -458775.00
M3 5097.50 3823.13 000| 10195.00 -3823.13 0.00 0
Fxs -3823.13 -191156 0.00 -3823.13 10197095.07 -17658152.03 1059.50 1019518
Fys 0.00 0.00| -458775.00 0.00 .17658152.03]  31043836.17 61170 17658152
Ma 1059.50 61170 6117.00 -105¢
1|Fxa -10195183.51 17658152.03 -1059.50 10195183
1|Fya 17658152.03 -3058506117 61170 -17658 152
1Ms 5097.50 3823.13 0.00
1Fxs | 382313 -191156 0.00
1Fys 0.00 0.00| -458775.00

(K Vectorizz(Restr,l)T Vectorizz(Restr,l))
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Ahora se debe particionar la matriz de rigidez de la estructura [K] en la misma matriz de rigidez global de la
estructura (programa 4):

K:= K'G(K, length (KMR(Restr, 1)))

Kep Ker
omna—

= ( {10,10} {10,5}
(5,10} {5,5}

Expandiendo estas submatrices:

N———

Kpp  Kpp
Kpp  Kpe

Kep Ker
A
~ =
[{ 134574 3823123 07872 16312 1] —O78.72 1] 1] 1] 1] 1] 1] 50075 3823125 1] T
3823125 124251 563 u] o —122340 1] o o 1] u] 1] u] 3823125 -1911.563 -0
97872 o 450166 488 OTE TR o =301 488 o o o o o o -0 -0 —458775
16312 1] 97872 134574 3823125 -973.72 50975 —3823.125 -0 1] 1] 1] 0 1] 1]
1] =122340 o 3823125 124251563 -0 3823125 -1911.563 1] o 1] o o o 1]
—BTRT2 o —301.488 —078 72 -0 450166 428 o o —458775 u] 1] u] o u] 1]
1] 1] 1] 50975 3823125 1] 10195 3823125 -0 1] -0 -0 0 1] 1]
K= 1] 1] 1] -3823.125 -1911.563 1] 53823125 10197095073 -1T658152034 1059.495 -10195183 51 1758152034 0 1] 1] ]
1] a o -0 1] —d58TT5 -0 -17638152.034 3104383617 a11.7 17658152034 -30585061.17 o o 1]
o o o o o o o 1059 495 a117 M —1039 495 -611.7 0 o o
0 1] 1] 000 0 -10195183.51 17638152.034 -1059.495 101951853.51  -17658152.0534 1] 1] 0
0 1] 1] 000 0 17658152034 -30585061.17  -6117 -17658152034  30585061.17 1] 1] 0
50975 3823125 -0 oooan 1] 1] 1] o 1] 10195 3823135 o
—3323.125 -1911 563 -0 goooan o o o 0 o —3833.125 1911 563 0
0 -0 458735 0000 1] 1] 1] 0 1] 1] 1] 458775 ) |
~— _J
-
KRP KDD
Extraemos Kpp de la matriz de rigidez global de la estructura:
13457.4 3823.1 978.7 1631.2 0 -978.7 0 0 0 0
3823.1 124251.6 0 0 —122340 0 0 0 0 0
978.7 0 459166.5 978.7 0 -391.5 0 0 0 0
1631.2 0 978.7 134574 3823.1 -978.7 5097.5 -3823.1 -0 0
K 0 -122340 0 3823.1 124251.6 -0 3823.1 -1911.6 0 0
PLP'TH 9787 0 -3915 9787 -0 4591665 0 0 -458775 0
0 0 0 50975 3831 0 10195 -3823.1 -0 0
0 0 0 -3823.1 -1911.6 0 —3823.1 10197095.1 —-17658152 1059.5
0 0 0 -0 0 -458775 -0 —17658152 31043836.2 611.7
0 0 0 0 0 0 0 1059.5 611.7 6117

Una que hemos determinado Kpp que son las rigideces de los nudos libres se puede llamar el programa que
construye el vector de Carga [P] conforme a la numeracion de los nudos.
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El programa 5 es le construye el vector de carga.

B 1= Pyect (P, Restr)

3.125 Mzl

3 Px1

-3.75 Py

3.125 M,

P= 0 Pyo
—3(;75 Py2

0 Mz3

0 Py3

0 Py3

M4

Resolviendo para el primer renglon de la ecuacion matricial (3.42) para encontrar los desplazamientos libres

Ap, puesto que no hay desplazamientos prescritos Ag en los apoyos; por lo tanto los desplazamientos Ap dan
como resultado:

P,
0, 0,
A A ~0.001695
A . 0.003354
6, e"z 0.003329
\ 2 ~0.008116
2 loap Do | | 0.003329
By2 Dyy || —0.020539
63 8 ~0.010523
A3 A -0.035554
By oy -0.020528
0, o, 0.008211

Calculando ahora las fuerzas en los nudos respecto a los ejes locales (también llamados fuerzas de miembro).
Apip =B eser(Bp, 0, Kyr(Restr, 3), Kyir(Restr, 1), 0)

{3,1}
{3,1}
Apip =| {3.1}
3,1}
{3,1}
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Ahora las fuerzas de extremo para el elemento 1.

Fuerza del miembro [ji=1 8,:=90°
Mj.
1
0

F
0 xAi
0 Fya.
- » |
0.001695 Mg
0.003354 !
~0.000005 Fxg,
FyB

Segundo elemento:

Fuerza del miembro i=it+t1=2

-0.001695
0.003354
-0.000005
i =0.008116
0.003329
-0.020539

Tercer elemento:

Fuerza del miembro =i+1=3

-0.008116
0.003329
-0.020539
1| -0.010523
-0.035554
-0.020528

A=A elem(Cntv, i,A bip)

My,
Fua 4.184
2.187
F
~10" i, YA || -0.068
' E( G i) Mg | | ~4454
-2.187
FxB.
i 0.068
F
¥B;
0:=0° A =D egem(Cnty 1,4 i)
Ma.
1
FxA.
1
FyA.
T 1
=T(0) E(keG. (A, + Peg FEA.) =
! 1 Mg,
1
FXB.
Fyp,
8:=790° A=A ger(Cntv, i, A )
Ma.
1
Faa 12.27
5313
F
10 - YA ] 3.068
B [(keGi i) Mg | | 0
1
-5.313
FxB.
i -3.068
Fyp
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4.454
3.068
2.187
-12.27
—-3.068
5.313

Obsérvese
que el
momento en
extremo B es
cero por la
presencia de
la
articulacion
del apoyo.



Cuarto elemento (apoyo inclinado solo fuerza axial [Fx])

Fuerza del miembro [ji=i+ 1=4 8:=270° + 64 = 300F A=D elem(CntV’i’Ahip)
Ma, My, Obsérvese
1 1
-0.010523 » que el
FxA. Fya. -0 momento en
-0.035554 i i 6135 extremo A es
-0.020528 Fya. Fya. cero por la
A= . ! T ! 0 resencia de
i =T(0 E( B ) = prese i€
0.008211 Mg, © keGi ! Mg, -0 la articulacion.
1 1
0 -6.135 Reaccion
0 F"Bi F"Bi 0 del apoyo
articulado
FyB FyB.

Calculando ahora las funciones y los diagramas de elementos mecanicos:

Momento Cortante Normal
d
M (x) = FyAl k - MA1 Vi(®) ::EMI(X) Ni(®:= _FXAl Fleamenta 1
X
M (0) = —4.184
M (4) = —4.454
My(®) =Fon k=Ma + —Ov X Vox) =L My(») Ny (%) = -F
2(%) = Yya, A, ’ 2\ = Ix 2 20 = XA, Elemento 2
d
M3() 1= Fya, D= My, V3(x) ::EM3(X) N3 (x) = ~Fxa, Flementn 3
X

Graficando las funciones de elementos mecanicos para momento.

4- \
l
DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE \
Al
i
—60 —40 -20 0 20
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Graficando las funciones de elementos mecanicos para fuerza cortante:

f (D 0 2)

7 v

5
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Ejemplo 3.5 Analice la respuesta del siguiente marco considerando deformacion axial bajo las siguientes
condiciones.

a) Analizar la estructura la estructura sin cable.
b) Determinar al area transversal del cable para reducir el desplazamiento lateral Ay en 75%.

y
E := 30000~
.2
m
50
4
I':=| 200 | Gn
35
5
''=| 14 in2
MW
35

Insertamos las tablas prediseniadas de Excel que contienen las matrices de salida de conectividades,
coordenadas, restriccion y la matriz de carga que solo corresponde una carga de 2 kip en el nudo 1.

Cntv =
Matriz de conectividades
Numero de L .
miembro Nudo inicial | Nudo final 4 1
1 4 1 Cntv=|1 2
2 1 2 23
3 p 3
(Crdnj _
Restr Matriz de Coordenadas |Restriccion
Nudo X y |odz| Ax|Ay 0 8 000
1 0| 28 000
30 28 =
2 30 28 Crdn = Restr 111
3 30 10 | 1] 11 30 10 .
4 0| 0 1|11 0 0
P =
Cargas
Nudo Mz | Px| Py 0
| 21 | 0
----- e P =
o] 0
----- :
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Se calculan las matrices de rigidez de elemento k.g; y la fraccion de la matriz de hiperelementos k” ;.

Elemento [{i=H

-1
koG = T(6) Ko | A E(inz) Lin) ! EE(

L= 10ft + 18ft = 28 (R

in

0 :=90°

A=A =5 [0n’
AT

%’j_ 1,1 E(in4)_ 1 ()"

I:= I’i =50 Ein4

17857.143 =79.719 0 8928.571 79.719  —0 Fraccionando la matriz en hiperelementos.
~79.719  0.475 0 -79.719 -0.475 -0
e, = 0 0 446429 0 -0 —446.429
G 7] 8928571 -79.719 0 17857.143 79719 —0 "uG, = 'eg(kegiﬁ)
79719 -0475 -0 79719 0475 0
-0 -0 -446429 -0 0  446.429
Para el segundo elemento.
Elemento [SiSi=El L:=30ft @:=0° A=A =14 [in? [:=T. = 2000n”
AAA AAA 1 W 1

-1
koG = T(6) (K| A E(inz) L in)~ I,EE(

in

k—ilz’j_ 1,1 E(in4)_ 1 aree)’

66666.667 0 277.778 33333.333 0 -277.778 Fraccionando la matriz en hiperelementos.
0 1166.667 0 0 -1166.667 0
kg = 277.778 0 1.543  277.778 0 —1.543
%7033333333 0 277.778 66666.667 0 -277.778 K'eg, = k'eG(keGia 3)
0 -1166.667 0 0 1166.667 0
=277.778 0 -1.543 =277.778 0 1.543
Tercer elemento:
Elemento [ISiIEEN  L.=181  9:=-90° A=A =35 On? [:=T. =350
ARA AAA 1 W 1

-1
koG = T(6) (Ko | A E(inz) L in)~ I,EE(

19444.444 135.031

135.031  1.25
) 0 -0
kG, = 9722222 135.031
-135.031 -1.25
-0 0

in

k—ilz’j_ 1,1 E(in4)_ 1 aree)’

0 9722.222 -135.031 -0 Fraccionando la matriz en hiperelementos.
=0 135.031 -1.25 0
4861.111 0 0 —4861.111
0 19444.444 -135.031 -0 eG, = k'es(keGi, 3)
0 —-135.031 1.25 -0
-4861.111 -0 -0 4861.111

Entonces el programa 4 es el que fracciona la matriz de rigidez en hiperelementos.
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Ahora el programa que ensambla el mapa de la matriz de rigidez de la estructura [K] (fig. 3.48):

Kestrue = K'M-hip (Crdn, Cntv)

"KBB-1+KAA-2" "KAB-2" "0"  "KBA-1"

~ "KBA-2" "KBB-2+KAA-3" "KAB-3"  "0"

Restruc = "o "KBA-3" "KBB-3"  "0"
"KAB-1" "o "0" "KAA-1"

A continuacion el programa que ensambla la matriz de rigidez de la estructura segiin el mapa de ensamble
(programa 1).

K := Kyp-hip (Crdn, Cntv, k')

{3,3} {3,3} 0 {3,3}
{3,3} {3,3} {3,3} 0
0 {33 {33} 0
{33} O 0 {33}
Ahora explotando los hiperelementos e insertandolo en la tabla de Excel como datos de entrada en la hoja de
Excel. (Solo como informacion del acomodo de los grados de libertada libres); Programa 2.

K:= EnsamblajeZ(K’ K : 1)

1 1 1 1 1 1
(0} dx1 dy1 P2 dx2 dy2 @3 dxz | dys @4 dxsa | dya
M1 | s4523.81] 79.72| 277.78| 3333333 27778 8928.57| -79.72 0.00
Fx1 79.72| 1167.14 0.00 -1166.67 79.72| -047 0.00
Fy1 277.78 000| 447.97| 27778 -154 000, 000 -44643
M2 | 3333333 277.78| 86111.11| 13503| -277.78]  9722.22| -135.03 0.00
Fx2 -1166.67 13503| 1167.92 0.00 18503 -125 0.00
Fy2 27778 54| 27778 0.00 | ## # # # 000/ 000 -486111
1/ M3 9722.22| 13503 0.00| 19444.44 | -B503 0.00
1/ Fxs 13503 125) 0.0 13503 125 0.00
1{Fy3 0.00 0.00] -486111 000| 0.00] 486111
1/ Ma 892857  79.72| 000 17857.14 | -79.72 0.00
1/ Fxa 7972|047 000 79.72| 0.47 0.00
11Fya 0.00 0.00| -446.43 0.00| 0.00| 446.43

(K Vectoriza(Restr, 1)T Vectoriza(Restr, 1))

Ahora ensamblando la matriz de rigidez global de la estructura [K]:

K:= K‘G(K, length (KMR(Restr, 1)))
Ko ( {6,6} {6,6})
{6,6} {6,6}
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Extrayendo Kpp de la matriz de rigidez global de estructura [K].

84523.81 79.719  277.778 33333.333 0 —271.778
79.719  1167.141 0 0 -1166.667 0
| 277778 0 447.972  277.778 0 —1.543
KP"P' | 33333333 0 277.778 86111.111 135.031 -277.778
0 -1166.667 0 135.031 1167.917 -0
—271.778 0 -1.543 -277.778 -0 4862.654

Construir el vector de carga [P]:

B 1= Pyect (P, Restr)
M
Py
Py
Mzo

PxZ

e
1
S O O O N O

Py

Resolver el primer renglon de la ecuacion matricial y despejar los desplazamientos libres Ap ya que estos
son los que nos interesan, ya que los desplazamientos prescritos Ar son cero entonces solo nos resulta:

0
-0.000515
133247 Bxi
Ao lg V1 ipo| 0001493 Ay A
P'_( PUP‘) | -0.001893 o, | F
1331263 Ao
-0.000137
Ay

b) Determinar el drea transversal del cable para reducir el desplazamiento lateral en 75%.

o 0 Crad
. Ay On
Dyl Ay On
8, || 8y Cad

El desplazamiento lateral resultante del
NAW&ZA Ay Lin marco es: Ay, =1.3310n
D2 Ay, Oin

Dado que la fuerza lateral aplicada.ala _, .
g ) P %lat = 2kir
estructura es:
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La rigidez lateral del marco es:

Flat kip
klat marco = = 150203 .
A in

Para reducir en un 75% el desplazamiento lateral debemos obtener que:

A lat req =0250A x2

Fat kip
ki = -k =4.5070—
lat req ( 0250 x2) lat marco in

Esto significa que se requiere 4 veces la rigidez lateral del marco; como las piernas son los elementos que
proporcionan la mayor parte de la rigidez lateral, entonces deberiamos seleccionar las secciones tales que

proporcionara tal rigidez lateral requerida, lo cual resultaria costoso.

Un método alternativo mas eficiente seria incluir un contraventeo en la estructuracion de la siguiente manera:
1) con la condicion de desplazamientos pequefios podemos simplificar la relaciones entre fuerza-

desplazamiento de un elemento diagonal (ver seccion II1.6).

Py=PLsen ©

Aex = AeL / COS @—\ PL

\AeL

Ney=NeL / SEN O

VAWK

k.= Es larigidez lateral del elemento.

Ahora k, puede igualarse con la rigidez lateral requerida.

2 ALE 2
KL atreq = KL [Los(6) = T [kos(0)

Ahora los datos del contraventeo para deducir el area requerida:

Pep = ker, A e

0]
\ 77777 - = Px=PLcos 0O

Py = cos(0) (P

m) P = cos(8) ke, Dt )

A =cos(8) Ay ghPx = cos(6) ke, Ceos(8) CA )

De lo anterior podemos inferir que:

oo =k [bos (8)-

28t
Liiag =V (28007 + G0)> = 410370 B4 atan(ﬁj = 43.025[F
t

y
E= 30000[{%j

m
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Por lo tanto el area requerida para el contraventeo es la siguiente:

o Kiat req [Ldiag =0 138|:in2

Adiag req - )
cos (ediag) CE

Ahora debemos considerar un elemento diagonal como el elemento 4 conectado por articulaciones en los dos
extremos, sin embargo es posible obtener los mismos resultados si solo se articulara sobre el nudo 2. Aqui se
va articular en los 2 extremos.

Matriz de conectividades

Numero de
miembro Nudo inicial | Nudo final
1 4 1
2 1 2
3 2 3
4 4 2
Elemento [E=NEIEM L= Liiag = 492439000 9= Ogiae A= Adiagreq = 013800n° ;= lin"

keg; = T(8) K| clind) I.Lttin)'l,EE(k—i‘;] I,It(in“) 1 epel L i o)
m

0 0 0 0 0 0

0 4507 4.207 0 -4.507 —-4.207
0 4207 3926 0 —4.207 -3.926
0 0 0 0 0 0 Keg, = k‘eG(keGi’3)
0 —4.507 -4.207 0 4.507 4.207
0 —4.207 -3.926 0 4.207 3.926

Ahora debemos ensamblar nuevamente la matriz de rigidez de la estructura, ahora con el elemento diagonal:

Kestruc = K'M-hip (Crdn, Cntv)

"KBB-1+KAA-2" "KAB-2" "0" "KBA-1"
| "KBA-2"  "KBB-2+KAA-3+KBB-4" "KAB-3"  "KBA-4"
Kestrue = "0" "KBA-3" "KBB-3" "0"
"KAB-1" "KAB-4" 0" "KAA-1+KAA-4"

Ahora llamando el programa que arma la matriz de rigidez de la estructura conforme al mapa:
K := Kpf-pip (Crdn, Cntv, k"
i (Crdn, oty ') B3} 331 0 B33
{33 {3.3} {33} {3.3}
0 {33} 33} 0
{33y {33} 0 {33}
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Ahora ensamblando la matriz de rigidez de la estructura [K] con los hiperelementos explotados e insertados
en la tabla de Excel.

K= Ensamblaje2(K'K1 : 1)

1 1 1 1 1 1
@1 dx1 dy1 @2 dx2 dy2 @3 dxs dys (02} dxa | dya
Ml 84523.81 79.72 277.78 } 33333.33 -277.78 8928.57} -79.72 0.00
FXl 79.72| 1167.14 0.00 -1166.67 79.72; -047 0.00
Fyl 271.78 0.00f 447.97 2771.78 -154 0.00 0.00] -446.43
M2 33333.33 27778} 86111.11 135.03 -277.78 9722.22} -135.03 0.00 0.00 0.00
FX2 -1166.67 13503} 1172.42 4.21] 135.03 -125 0.00 -4.51] -4.21]
Fy2 -277.78 -154 -277.78 A21 4 # #H# # 0.00 0.00, -486111 -4.21 -3.93
1 M3 9722.22 135.03 0.00| 19444 .44 ; -135.03 0.00
1 FX3 -135.03 -125 0.00 -135.03 1.25 0.00
1 Fy3 0.00 0.00: -486111 0.00 0.00} 4861.11
1 M4 8928.57 79.72 0.00 17857.14 | -79.72 0.00
1 FX4 -79.72 -0.47 0.00 -4.51 -4.21 -79.72} 4.98 4.21]
1 Fy4 0.00 0.00| -446.43 -4.21] -3.93 0.00 4.21 450.35
(K Vectorizz(Restr,l)T Vectorizz(Restr,l))
Ahora ensamblando la matriz de rigidez global.
K:= K‘G(K, length (KMR(Restr, 1)))
6,6} {6,6
[ 166 1663
{6,6} {6,6}
Extrayendo Kpp de [K].
84523.81 79.719 277.778 33333.333 0 =277.778
79.719  1167.141 0 0 -1166.667 0
K B 277.778 0 447972 277.778 0 —-1.543
PLP 133333333 0 277.778 86111.111 135.031 —277.778
0 -1166.667 0 135.031 1172.424 4.207
=277.778 0 -1.543 -277.778  4.207 4866.58
Resolviendo para los desplazamientos libres:
S
—0.000131
0.334557 A
_ -1 _ | 0.000374 Aaa | Comparando el desplazamiento lateral
AP.—(K, ) [P = =Ap o
PP -0.000474 8, nuevo con el original:
0.33297 A2 sl
X
—-0.000322 A =0.25
A0 lat orig O K
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Ejemplo 3.6 Analice el marco de la figura para la carga uniforme. En el punto A existe un hueco de 1”
entre la viga horizontal y el soporte rigido, por lo tanto se debi6 hacer un ajuste en la estructura. El extremo

kip*i
derecho esta restringido contra la rotacién por un resorte cuya rigidez es de k,=2400 £ dm . Utilice
ra
miembros adicionales para representar resortes.
200 Ib/pulg
| 1 1 1 | N
1 * ' 1 1:= lOOin4
/"._ A |;\ “ 4
1.0 /=100 pulg* i
pulg - pufgzg E 1= 3000022
40 pulg X in2
[ = 100pulg* A = i
: = 3 Vi i A= om
A% 5 35ule? E = 30000 klb/pulg

60° [\ |+——30 pulg—=

100 pulg ]

Para desplazamientos prescritos en el claro se consideran miembros adicionales a carga axial y el miembro
horizontal se convierte en 2 miembros adicionales y el miembro empotrado cuando se modela resortes como
se muestra a continuacion.
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Se calculan acciones de extremo fijo (FEA) para los miembros 2 y 3 respectivamente.

Ibf
w = 200—
m
Miembro 2
W
J— -
4 TN
N— // \\,7/
2
- 1 — — 1 i . — W D" — .
L= 30in M2 = = 15 Ckip On Fy2 = —2 =3 [kir
Para el miembro 3.
Miembro 3
w
y ) \‘/ a
-/ N
W [L2 w [L
I :=70in M, = = 81.667kip [in F‘y =—— =7Lkip
ARA 3 12 3 2

Ahora se procede a cargarlos en un vector de carga local:

Para el elemento i:=2 0:=0[F

M. C(kip Cin) |

0 15
, -1
Fyi (kip) 0
FeLFEA; = -1 PeLpea = ’
M, [(kip Cin) ¢ i | -15

0 0
-1 3

F'y C(kip)

1

Ahora estas fuerzas locales a coordenadas globales(o estructurales).

15 -15
0 0

3 -3

Pegpea = T(O) Perpea,  PeGrEa =) _ | “PeGFEA =| o
0 0

3 -3
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Pero en la tabla de Excel
el vector de cargas
debemos de escribirlo
con signo contrario



Para el elemento 3.

M. Ckip Cin) !
0 81.667
B Qi) ! 0
y, Lkip) 7
P = P =
el FEAi ' . - el FEAi —81.667
—Mi Ukip On)
0
0 7
Fy C(kip) '
1

Ahora a coordenadas estructurales.

81.667 —-81.667
0 0
7 =7
PeG FEA, = T(6) [P, FEA, Peg FEA, = 81667 —PeG FEA, = 81,667
0 0
7 =7

Condiciones especiales:

* Para modelar el resorte rotacional en el nudo se considera lo siguiente:

kip Cin

rad

kg = 24000

E Okg
4DT=ke

I :=10in

ARA

Se despeja la momento de inercia lg

kg LL 4
Ig = —— =2 [in
e

* Para modelar el desplazamiento en el punto A Ay,=1in consideramos una barra a carga axial.

4 kip .2
Kaxials =3 % 10 N Aparras = lin
. 4 kip .2
Kaxjals :=3 % 10 o Aparras = 1in
Aparras CE
Dado  Kayils = % Abrios:= Find(Aparras) = 10 Cin”
n

P:= kAxialS EAyS = 30000[[(1]2 241



* Para modelara el apoyo inclinado en el nudo 1 y para garantizar que el desplazamiento normal a la
superficie del desplazamiento sea nulo.

2 _ 2 .

L :=\/(5.661n) + (5in)" = 7.552in .2 .

1000in” CE K
10000 FE _ 5973567740

m

De modo que las caracteristicas geométricas de la estructura quedaran resumidas de la siguiente manera.

A
1
A
1
A
I L Lrp—
I':= A T A
. 2in4 2
10in
! 2
I 1000in

Una estrategia efectiva para reducir el nimero de grados de libertad que aumentan al modelar resortes y
apoyos deslizables inclinados; es estimar apoyos terminales de dicho elementos “nuevos” como empotrados
y articular dichos elementos en ambos extremos, por ejemplo en elemento 4 consideramos el nudo final
como empotrado y aplicamos la matriz de transformacion “c,;.»” en el miembro 5 en ambos extremos, lo
mismo se considera para el elemento 6 que solo el soporte es articulado del lado del apoyo.

Cntv =
Matriz de conectividades
Numero de . .
miembro Nudo inicial | Nudo final 12
1 1 23
34
2 2 3 Cntv =
3 3 4 4 5
4 4 5 36
5 3 6 17
6 1 7
(Crdnj _
Restr Matriz de Coordenadas |Restriccion 00
Nudo X y |&z| Ax|Ay 0 o0 00
=B 0 X
3 30 20 30 40 Restr=| 0 0
Crdn=| 100 40 11
4 100 | 40 110 40 o
5 110 40 | 1 30 30
6 30 | 30 01
7 -5.66| -5 11 =66 =5
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Ahora la matriz de cargas.

p =
M\
Cargas
Nudo Mz | Px| Py
_____ Aot
15 10 -3 |
6667, 0 _;-30010;
81.667: 0 i -7 P
_____ _'.___ - — i —

r— 1"

0 0
-15 0
—66.667 0
81.667 0
0 0

0 0

0 0

0

-3
-30010

=7

0

oS O

Ahora las matrices de elemento y las matrices de hiperelementos:

Matriz de rigidez del elemento j:=1

L:=40in

0:=90°

AAA

A

MW

= A"i =5 IZin2

keg, = T(8) (Ket| A E(inz)_ I,I%(in)_ I,Ec(k—i‘;j_ 1,1 E(in4)_ 1 aree)’

in

fraccionando la matriz....

T L 4
1;=T1.=100C0n

300000 -11250 0 150000 11250 -0

-11250 562.5 0 -11250 -562.5 -0
ke = 0 0 3750 0 -0 3750 o y 3
% 7| 150000 11250 0 300000 11250 -0 <G~ eG(keGi’ )

11250 -562.5 -0 11250 562.5 0

-0 -0 -3750 -0 0 3750
El segundo elemento:
Matriz de rigidez del elemento j:=i+ 1=2 L:=30n Q:=0° A= A"i =5 Ein2 L= I’i =100 Ein4

KeG, = T(®) (Ket| A din?) I,L'E(in)' I,EE(

%’)_ i) ore)"

in

fraccionando la matriz....

400000 0 20000 200000 O  -20000
0 500 0 0 -5000 0
20000 0 1333333 20000 0 —1333.333
%G 7| 200000 0 20000 400000 0 20000 Keg, = k'eG(keGiﬁ)
0 -5000 0 0 500 0
220000 0 -1333.333 20000 0  1333.333
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Tercer elemento:

Matriz de rigidez del elemento j:=i+ 1=3 Lo=70n  §:=0°

A= A"i =5 Ein2

MW

[:=1. = IOOIZin4
W

m

Keg, = T(8) (Kot | A i?) by I,Et(k—igj_ g ) [ creerT

fraccionando la matriz....

171428.571 0 3673.469 85714.286 0 -3673.469
0 2142.857 0 0 -2142.857 0

3673.469 0 104.956 3673.469 0 —-104.956

K6 7| gs714286 0 3673469 171428571 0 ~3673.469 Ko, =Keg(keq 3

0 —2142.857 0 0 2142.857 0

-3673.469 0 -104.956 -3673.469 0 104.956

Cuarto elemento:
Matriz de rigidez del elemento j:=i+ 1=4 L:=10in 9:=0° A= A"i =5 Ein2 1= I’i =2 [in4

in

keg, = T(0) (Kot | A fin2) 1,'!mn>- 'E E(k—‘i’j_ 1,1 ) or(e)’

24000 0 3600 12000 0 ~3600 fraccionando la matriz....
0 15000 0 0 -15000 0
kg = 3600 0 720 3600 0 =720
G701 12000 0 3600 24000 0  -3600 K = Ky G(keG.v3)
0 -15000 0 0 15000 0 ! !
-3600 0  -720 -3600 0 720

Quinto elemento:

Matriz de rigidez del elemento j:=i+ 1=5

keg, = T(0) [Ker | A E(inz)‘ L O(in) 'E E(

0o 0 0
0 9000 0

[0 -0 30000
56,7 o 90000 0
0 -9000 0

0 0  -30000

k_lsJ_ I'I E(in4)_ 1 [bAn-A[L [in) 1] ore)

in

0 0
90000 -9000
0 0
900000 —90000
—90000 9000

-0 -0

AAA

0
0
-30000
-0
-0
30000
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I :=10in

8,:=-90°

ARA®

A=A" =10 Dn2 I:=T1.=100 Dn4
i W

%%

fraccionando la matriz....

Keg = Keg{kec, 3)



Sexto elemento:

Matriz de rigidez del elemento j:=i+ 1=6

keg, = T(8) (K| A ) 'L i)~ B E(%’J_ 1,1 nt) CEaral L i)~ ] )T

0

0
0
0

0

1711033.533
78898.092

El mapa de ensamble:

0

AW

in

0 0 0

0 2984491.104 1711033.533 78898.092 -2984491.104 —1711033.533

1008759.762 —136655.503 —1711033.533 —1008759.762
—136655.503 1191707.032 -78898.092 136655.503
—2984491.104 —1711033.533 —78898.092 2984491.104 1711033.533

Kestrue := K'M-hip (Crdn, Cntv)

Kestruc =

0 —-1711033.533 -1008759.762 136655.503 1711033.533 1008759.762

AIKA::\/(5.66in)2 + (Sin)2 =7.5520n

0,:=270° - 60[P = 210[F

A=A" = 1000[in2 I:'=T1.=100 Dn4
i W

i, =ecfleq, )

"KAA-1+KAA-6"  "KAB-1" "0" "0"
"KBA-1"  "KBB-1+KAA-2" "KAB-2" "0"
"0" "KBA-2"  "KBB-2+KAA-3+KAA-5"  "KAB-3" "0"

"0" "0" "KBA-3" "KBB-3+KAA-4" "KAB-4"

"0" "0" "0" "KBA-4"  "KBB-4"
"0" "0" "KBA-5" "0"
"KBA-6" "0" "0" "0"

Ahora la matriz de rigidez de la estructura conforme al mapa de ensamble:

XK= KM-hip (Crdn, Cntv, k"eg)

0

0
0
0

{3,3}

Ahora el programa que explota los hipereclementos y e insertarlos en la tabla de Excel.

{3,3} {33} O
{3,3} {3,3} {3,3}

0
0

{3.3} {3,3} {3,3}

0

0
0
0

{3.,3} {3,3} {3,3}

0
3,3}
0

{3.3} {3,3}
0 0
0 0

K := Ensamblaje, (K K : 1)

0
0
0

0 {33}
0
(331 0
0 0
0 0
(331 0
0 {33}
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no
no

"KAB-5"
no
no

"KBB-5"
no

fraccionando la matriz....

"KAB-6"
no
no
gy
gy
no

"KBB-6"




@1 dn dy P2 dxa dy2 @3 daxs dys Pa daa dys @5 das dys 6 dxs dys @1
M | 3oo000.00 25000 000 50000000 2500 0.00
Fx B 60:  1TI0EESE 562501 000 889808
Fu 0.00, 03353 101250976 000 31000 136655 501
M2 15000000, 25000 0000 TO0000.00] 11250000 20000.00) 20000000 -20000.00
Fxa n2so.00 -se250; 0.00 nsog0l  sse2s0 000 s000.00
Fye 0001 .00 575000 2000000 000l 5083.33 2000000 -1333.93
[ 20000000 2000000 STI428.5T 1632653 asTes -3T3AT
Fxa -s000.00: 16142 66 000 -21e2.86 a0000.00) -s000.00 0.00,
Fya -20000.00 -1333.33] 1532653 0.00! 3143829 361347 10436 0.00: 0.00¢ -30000.00:
s 55714.29 361347 195428.5T 7347, 1200000 360000
Fxs 212,86 mazss 1500000
Fys 361341 10495 1347 824 96 360000 720,00,
1M 12000.00 350000  24000.00 3560000
1Fxs 15000001 1500000
1iFys -3600.00 2000 -3600.00 720,00
s 5000000 0.00 300000.001_-50000.00 000!
1Fxs -9000,00 000 -0000.00¢  3000.00 .00
1:Fys .00, -30000.00 0.0, 0.00) 3000000,
Il TE835.03] 13665550 ISITOT.03:
1iFxr -B3BAsEL0;  TN0SSSS zzzzIE
11Fy STHO3EEST  -100BTSATE: 15655.50:

4 Vectnnzﬂ(Reer,l)T VectorizalRestr, 1) |

Ahora usando el programa 9 se reacomodaran los desplazamientos libres que requiere la matriz global de
rigidez.

K :=Kgp(K,Restr)

1 1 1 1 1 1

8-1 Ax-1 Ly-1 8-2 Ax-2 Ay-2 8-3 Ax-3 Ay-3 6-4 Ax-4 Ly-4 6-6 8-7 8-5 Ax-5 Ay-5 Ax-6 Ay-6 Ax-T
M-1 | so0000.00 -M250.00. 2.00;  150000.00; 1125000 000!
Fx-1 -t 985053.60 TN0ZTSE!  -MES000 56250 w00 T5595,09 235443110
Fy-1 000 TMO33SE 10150976 a.00 0.00] 375000 EEnn 71103353
[ 15000000 -1250.00 0.00) TOOD00.00: 11250.00) 20000.00: 20000000 -20000.00
Fx-2 11250.00 56250 0.00 11250.00¢ 556250 0.00 -5000.00
Fy-2 000 00g -ETS0.00)  20000.00 000 5083331 2000000 133538
-3 200000.00, 2000000; STH28.57 632653 OEMAZY -3ET3AT
Fx-3 -5000.00 16142.86 000 21258 3000000 -3000.00: 000
Fy-3 -20000.00 433838 1652653 0.00! 31438.29 367547 -104.96 000 000 -30000.00
M4 85714.23 361347, 19542857 1547 1200000 -3600.00,
Fx-4 212! 114286 -15000.00
Fy-4 -5ET3AT -104.96 -T3AT 82496 3600.00 -120.00
M- 20000.00 2.00 i -80000.00; 2.00
-7 73683803, ~136655.50 | trtd -18533.03:
1iM-6 12000.00 F600.00 24000.00 -3500.00
1iFx-5 -15000.00 15000.00
1iFy-5 -F600.00 -120.00; -3500.00 12000
1:Fx-6 -3000.00 000 -30000.00 3000.00 000
1:Fy-6 0001 -30000.00 200 0.00; 30000.00
1Fx-T 238443110 -Minaass frerres 298443010

T
[K Titulospe(Reste, D' TitulospagReste, 2 TitulosgqReste, DT TitulosRE,h(Restr,Q)]

Se hace la particion de la matriz de rigidez de la estructura en la matriz de rigidez global.

K:= K'G(K, length (KMR(Restr, 1)))

{14,14} {14,7}
{7,145 {77
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Se extrae Kpp de [K].

Una vez determinado Kpp se llama el programa que construye el vector de carga conforme a los grados

PP

300000
—-11250
0
150000
11250
-0

0
0
0
0
0
0
0
0

libres de libertad.

MA

P = Pyect (P, Restr) =

—-11250 0 150000 11250 -0
2985054 1711034 -11250 =563 -0
1711034 1012510 O -0 3750
—-11250 0 700000 11250 20000
—563 -0 11250 5563 0
-0 -3750 20000 O 5083
0 0 200000 0 20000
0 0 0 =5000 O
0 0 —20000 0  -1333
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
78898 -136656 0 0 0

247

0
0
0
200000
0
20000
571429
0
-16327
85714
0
-3673
0
0

0
—2143
0
90000
0

0
0
0
—20000
0
—-1333
—-16327
-0
31438
3673
0
-105
0
0

S O O o O

0
85714
0
3673
195429
0
=73
0
0

S O O o o o

0
—2143
0
0
17143
0
0
0

S O O o O

0
-3673
0
-105
73
0
825
0
0

S O O O o O

90000
0
0
0
0
900000
0

0
78898
—-136656

(=)

SO O O O o o o o

0
1191707




Resolviendo para los desplazamientos libres:

0.022814
0.878323 8,
-1.521307
Ay
0.019579
0.008897 Ay
-1.523175 2
Aok Yl po| 0015477 Axa | A
P ( P',P‘) "1 0.00647 Ay |70
-1.000345 05
0.012409
Ays
0.000809
A y3
—-0.065734
04
—-0.000647
—0.232602
Verificando el desplazamiento en el nudo 3: Ay =-1 oK.
Calculando ahora las fuerzas en los nudos respecto a los ejes locales de los miembros.
Apip =B eser(Bp, 0, Kyr(Restr, 3), Kyr(Restr, 1), 0)
Fuerzas en los nudos del elemento j:=1 8.:=90° A=A elem(Cntv,i,Ahip)
My, My
1 1
0.022814 . . -0
XA. xA.
0.878323 1 i 7004
- F F
N 1.521307 yA, - yA, _12.132
1 = . =
0.019579 Mg, G Mg | | —485.281
1 1
0.008897 ) ) 7004
- B. B.
1.523175 xB, xB, 12132
Fyp. Fyp
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Elemento 2.

249

0:=0°

AAA

A=A elem(CNtV, 1, A pip)

485.281
12.132
7.004
—365.148
-12.132
—-1.004

A=A elem(Cntv, 1,4 pip)

Fuerzas en los nudos del elemento i=it1=2
MAi
0.019579
F
0.008897 XA
-1.523175 Fya, .
0.015477 Ve | T(6) E(keGi (A + PG FEAi)
B.
0.00647 !
~1.000345 Fx,
F
¥B;
Elemento3.
Fuerzas en los nudos del elemento ji=i+1=3 o
MAi
0.015477
F
0.00647 XA
~1.000345 Fya, T
0.012409 Ma | T(6) E(kec,i (A + PG FEAi)
B.
0.000809 !
~0.065734 Fx,
F
¥B;
Elemento 4:
Fuerzas en los nudos del elemento i=i+1=4 a:
Ma,
1
0.012409
F
0.000809 A
-0.065734 Fya. T
=T(O A .
0 My (6) D%Gi ;
0 i
0 FxBi
FyB

61.165
12.132
—2.657
—87.739
-12.132
2.657

365.148
12.132
11.343

—61.164

-12.132
2.657

A=A elem(CntV, 1,4 i)




Elemento 5.

0.015477
0.00647
—1.000345
—0.000647
0
0

Elemento 6.

0.022814
0.878323
—-1.521307
—0.232602
0
0

=T(O) g, B,

Fuerzas en los nudos del elemento ji=i+1=6

=T(O)' Cheg;, OB,

Fuerzas en los nudos del elemento ji=i+1=5

0:=270° - 60[P =210[F

250

0:

ARA

==90° A=A glom(Ctv, i, i)

0
30010.338
0
0
-30010.338
-0

Se observa que el resorte absorbe
toda la fuerza utilizada para
inducir el desplazamiento
impuesto en el nudo 3, por lo que
en realidad la estructura se ve
afectada por el desplazamiento
impuesto en ese mismo nudo.

B =B egem(Cntv 1,4 i)



CONCLUSIONES:

Todos los métodos basicos de analisis estructural se basan en los conceptos fundamentales de equilibrio,
compatibilidad y relaciones entre fuerzas y desplazamientos. Los métodos de energia pueden utilizarse para
remplazar a cualquiera de los primeros dos conceptos. Como sabemos que para comprender el analisis de
estructuras por él método de la rigidez basico para el caso de armaduras y el método de la rigidez directa
para el caso de marcos respectivamente se tiene que tener en claro bien definidos los conceptos de
equilibrio, compatibilidad y las relaciones fuerza-desplazamiento; que en el caso de armaduras se puede
también solucionar con el método basico de la flexibilidad, pero dado que estamos dando solucioén con el
método de la rigidez basico dado que este se puede programar en el software de Mathcad algunos pasos con
el uso de las matrices, el programa Mathcad no tiene limites con el tamafio de las matrices sea cual sea el
tamafo de estas que es una gran ventaja. Las estructuras que pueden ser analizadas para encontrar todas las
fuerzas desconocidas solo por equilibrio se denominan estaticamente determinadas. Las estructuras que
requieren del uso de los tres conceptos basicos para encontrar las fuerzas desconocidas se denominan

estaticamente indeterminadas.

También para el calculo de los desplazamientos externos o las deformaciones de los miembros, el método de
la rigidez basico es muy preciso con el uso de matrices pero debemos de ser capaces de coémo la
compatibilidad y las relaciones fuerza-desplazamientos estan relacionadas. Una solucion para comprender la
compatibilidad es identificar ;que son los grados de libertad? tanto para armaduras, marcos y vigas que es
lo uno se pregunta al principio o a mitad de la licenciatura sino se tiene claro el concepto de grado de
libertad es un poco complicado entender por lo tanto el equilibrio y la compatibilidad, pero ya quedado
entendido este concepto puede identificar que la armadura dado que solo trabaja a carga axial y
descomponiendo estas fuerzas axiales en componentes Px y Py para cada nudo; entonces cada nudo se
desplaza en x y en y respectivamente que obviamente son los grados de libertad para una armadura. Otra
solucion para encontrar estos desplazamientos que actualmente se imparte en licenciatura es con el método
del trabajo virtual que es un poco tedioso por lo que solo da para un solo desplazamiento en x o en y
entonces el método de la rigidez basico de un solo calculo se obtienen todos los desplazamientos para todos
los nudos ya sea para una armadura isostatica como en el caso del ejemplo 2 o una armadura hiperestatica
como en el ejemplo 2.4. Sin embargo, el método de la rigidez béasico para encontrar estos desplazamientos
es necesario crear la Matriz de rigidez de la estructura [K] que solo es la multiplicacion de las matrices;
estatica [B] por [ku] y [A], pero para crear el programa en Mathcad del ensamblaje de la matriz estatica [B]
es necesario también conocer y que son los cosenos directores y programarlos en Mathcad. Si se observa el
programa de la pagina 41 es solo decirle al programa, las formulas de la orientacion de los cosenos directores
pero con la ayuda de las tablas de Excel que no solo sirven como tablas de datos sino que sirven también
como matrices de salida; que a su vez son necesarias como datos para el programa de ensamble de la matriz
estatica [B], también es necesario saber programar o identificar los comandos de programacion que se ven en
la materia de computadoras y programacion; porque si se hace de forma manual el ensamble y ademas se

tiene que insertar una matriz de tamafio que nos indique el equilibrio que resultaria muy laborioso, por lo

251



tanto el programa esta disponible en la pagina 41; para el ensamble 2D y en la pagina 93 para el ensamble en

3D y también para los programas de vectores de carga 2D y 3D.

Como se ve en los ejercicios de armaduras hay varios casos con los que se puede trabajar no solo con las
cargas puntuales o en sus nudos sino que se pueden analizar para otros casos, que es el de temperatura o el
defecto constructivo que pueden ser casos analizados en la materia de estructuras metalicas o cualquier otra
materia de estructuras, también otra ventaja es considerar apoyos inclinados, también se puede modelar un
asentamiento en un apoyo y observar como es que la estructura se comporta al asentarse un apoyo y como

dichas fuerzas cambian si solo se analizara por cargas puntuales a las que estamos mas familiarizados.

Por otro lado también se ve un ejercicio de una armadura en 3D. Que solo en los programas de analisis
estructural como el SAP o STAAD se podria analizar; ahora con el método de la rigidez basico y el uso del
programa Mathcad esto se puede analizar, programar y hacer los mismos pasos que en armaduras 2D
siguiendo el método de la rigidez basico con cualquier condicion de carga, pero si bien los programas
actuales o mas sofisticados como el SAP son mas precisos en cuestion de que las propiedades de las
secciones o el material ya estan predefinidos, pues este método con el software Mathcad se puede hacer

comparaciones de los resultados.

El método directo de la rigidez es un enfoque eficaz del analisis matricial que ha recibido una aceptacion
muy amplia como base no solo para el analisis de marcos sino también como una base no solo para el
analisis de marcos sino para implementar el versatil método del elemento finito. En el caso de marcos que se
analiza con el método de la rigidez directa ahora con el software Mathcad, hay que recordar que el método
de la rigidez directa se puede resolver con lenguaje de programacion0 Fortran, pero dado que Mathcad tiene
Herramientas de programacion que maneja los lenguajes de programacioén; antes de que surgieran los

programas SAP que también se basa con este lenguaje de programacion.

Entonces siguiendo el método de la rigidez directa para el analisis de marcos igualmente aplicado al uso de
matrices se obtuvieron los desplazamientos que sufre un marco. Para esto se considero un elemento viga, la
viga empotrada es el caso que mas se asemeja a las deformaciones que tienen los marcos por lo tanto se
analizaron los extremos de la viga empotrada, primero en el nudo inicial y después en el nudo final estas
deformaciones de miembro empotrado se analizaron con el método de la flexibilidad con las formulas del
método de trabajo virtual complementario tanto para deformacion por carga axial, como para los
desplazamientos lineales y angulares. Obtenidas las flexibilidades de los extremos y dado que son
ecuaciones de relacion fuerza- desplazamiento tiene la cualidad de que se pueden transformar en forma de
matriz. Estas matrices de flexibilidad de miembro empotrado para cada extremo analizado si se sabe que la
relacion fuerza-desplazamiento la rigidez es igual a la inversa de la flexibilidad por lo tanto el Mathcad. La
ventaja que tiene es que ya no es tan complicado encontrar su inversa ya tiene comandos para resolver
matrices, por lo tanto se obtienen las rigideces de extremo de las vigas empotradas dadas sus deformaciones
y estas a su vez se suman ambas condiciones y se obtiene la matriz de rigidez de miembro que son las
fuerzas y deformaciones que puede sufrir un marco. En el método de la rigidez, una estructura es vista como
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consistente en un sistema de elementos conectados entre si en las juntas. Cada elemento puede ser pensado
como un resorte con un conjunto definible de rigideces que relaciona los desplazamientos de los extremos

del elemento con las fuerzas que se desarrollan en los extremos debidos a los desplazamientos.

En los ejemplos mostrados para el calculo de los desplazamientos y las fuerzas de los marcos se tiene que
también identificar algunos conceptos de como transformar vectores de fuerza de coordenadas locales o
coordenadas globales y viceversa para andlisis de estructuras también otra ventaja que se tiene que las hojas
de calculo pueden cambiarse las unidades de medida y poder trabajar con las diferentes unidades pero
regresando al tema es que los modelos que se resuelven son para marcos para varias condiciones de carga y
ademas se puede modelar como en el caso de las armaduras apoyos inclinados y apoyos con desplazamiento
prescrito o llamados asentamientos también el analisis de contraventeo, pero esto método no esta solo
disefiado para marcos sino también aplicar para vigas hiperestaticas que por otro lado es necesario encontrar
la matriz de rigidez reducida, como se menciono anteriormente también se puede estudiar para el caso de
reticulas. Sin mas por el momento espero que este trabajo sea de gran ayuda para otra solucion de marcos ya
el programa Mathcad es un software muy completo que en mi parecer desplazara el Excel como hoja de

calculo ya es una herramienta muy completa y solo con la practica de esta herramienta muy sencilla.
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