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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Definiciones y Preliminares

Todas nuestras graficas son no vacias, simples y finitas. A lo largo de esta tesis
usaremos la notacion y las definiciones que aparecen en [25,39]. Sin embargo, pun-

tualizamos algunas de ellas por su impacto en este trabajo.

Una grafica G es un par ordenado (V(G), E(G)) que consiste de un conjunto no
vacio de puntos V(@) llamados vértices y un conjunto F(G) de pares no ordenados
de elementos de V(G) llamados aristas. El orden de una gréfica G se define como
|V (G)|, asi mismo el tamano de G se define como |E(G)|. Si x € V(G) se define
el grado de = como el nimero de aristas incidentes a ¢l y se denota por degqg(x).
El conjunto de grados de una grafica G es D(G) = {a,...,as}, si a; = degg(x) y
x € V(G). El grado minimo y maximo en una grafica G se denota por 6(G) y A(G),
respectivamente. Una gréfica es k-regular si degg(x) = k para todo = € V(G). Una
grafica se dice que es ctibica si es 3-regular. Dos vértices x y y se dice que son vecinos
si estos son incidentes a una arista en comin. El conjunto de vecinos o vecindad de
un vértice x € V(G) es denotada por Ng(z) y cuando la vecindad Ng(z) incluye al
vértice x, nos referiremos a ella como vecindad cerrada y la denotaremos por Ng[z].
Ademés como G es simple se cumple que |Ng(z)| = degg(x). Una grafica G de orden
n es completa si cualesquiera dos vértices en V(G) son adyacentes y en este caso G se
denota por K,,. El complemento de una grafica G se denota por G y se define como

la grafica con conjunto de vértices V(G) y cuyas aristas son los pares de vértices no



adyacentes en (G. La grafica vacia de orden n se define como K.

Una grafica G es bipartita si se puede inducir una particion (Vi, V5) en V(G) de forma
que toda arista de G tenga un extremo en Vj y el otro en Vs. Se dice que (Vi,V5)
es una biparticion de G y que V; y V5 son sus partes. Una estrella es una gréfica
bipartita completa de orden n+1, con biparticion (3, V2) tal que |V;| = 1y |V;| = n,
para i,j € {1,2}, i # j. Una trayectoria es una grafica cuyos vértices pueden ser
acomodados en una sucesion lineal de forma que dos vértices son adyacentes si ellos
son consecutivos en la sucesion y son no adyacentes en otro caso. Si la trayectoria
empieza en el vértice x y termina en el vértice y nos referiremos a esta como una xy-
trayectoria. Asi mismo, un ciclo es una grafica de orden al menos tres cuyos vértices
pueden ser acomodados en una sucesion circular de tal forma que dos vértices son
adyacentes si ellos son consecutivos en la sucesion y son no adyacentes en otro caso. La
longitud de una trayectoria o de un ciclo es el nimero de sus aristas. Una trayectoria o
un ciclo de longitud k se dice que es una k-trayectoria o un k-ciclo, respectivamente.
La distancia entre dos vértices x y y de una grafica G se define como la longitud
mas corta entre todas las xy-trayectorias que pertenecen a GG y es denotada por
dg(x,y). El didmetro de una grafica G se denota por diam(G) y se define como la
méaxima de las distancias que existe entre cualesquiera dos vértices de G. Diremos
que un subconjunto de vértices S de una grafica G es k-remoto si la distancia entre
cualquier par de vértices de S es al menos k. En cualesquiera de los casos anteriores

es posible omitir de la notacién a G si no se cae en ambigiiedades dentro del contexto.

Si G es una grafica, se dice que H es una subgrafica de G si V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Una subgréfica de G es generadora si V(H) = V(G). Si A C V(G),
entonces se dice que H es la subgrafica inducida por el conjunto A de vértices si
V(H) = Ay las aristas de H son las aristas de G con ambos extremos en A, en
este caso H es denotada por (A). La identificacion de vértices x y y no adyacentes
de una grafica G es la operaciéon que reemplaza esos dos vértices por uno nuevo, él
cual sera incidente a todas las aristas que eran incidentes en GG ya sea a x o a y. La
grafica resultante se denota por G/{z,y}. La contraccion de una arista e de G es la
operacion que consiste en eliminar a la arista e y después identificar a sus extremos.
La grafica que resulta de este proceso es denotada por G/e. Si u y v son vertices
no adyacentes de una grafica GG, entonces G' + uv denota la grafica con conjunto de
vertices V(@) y conjunto de aristas E(G) U {uv}. En general, si S es un conjunto de

aristas, se define G+ S como la gréafica que resulta de anadir el conjunto de aristas S
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a E(G). De igual forma se define G \ S para S C E(G), como la grafica que resulta
de eliminar el conjunto de aristas S de E(G). De forma similar se define G — v donde
v € V(G)y G—X donde X C V(G). La unién de graficas simples G'y H es la gréfica
G U H con conjunto de vértices V(G)UV (H) y conjunto de aristas F(G)U E(H). Si
G y H son ajenas por vértices, en ese caso se dird que su uniéon es una unién ajena

y se denotard por G + H.

Otro concepto importante en la teoria de graficas y muy empleado en la teoria de
jaulas es el concepto de arbol definido como una grafica T' conexa aciclica. En relacion
a este concepto se dice que un vértice v en 7' es una hoja si degr(v) = 1. Definimos
también la altura de un arbol 7" como el entero j, j > 1, si existe un vértice x en V(7T)
tal que al hacer pender a T desde x todas las hojas queden a distancia exactamente j
de x, y en ese caso diremos que x es raiz de T'. Cabe senalar que bajo esta definicion
de raiz queda determinado que ella misma no es una hoja y que es tnica. En este

mismo contexto también diremos que un vértice es interno si no es raiz ni hoja.

Por el contrario, si G es una grafica con al menos un ciclo se define el cuello g(G)
de G como la longitud del ciclo mas pequeno contenido en ella. En relacion a los
parametros de regularidad y cuello de una grafica, Tutte en [82] (1947) fue el pri-
mero en aportar algo al problema sobre la construccion de graficas r-regulares con

cuello dado g y orden minimo. Una gréfica con estas tres caracteristicas es una “jaula’™

Definicion 1.1.0.1. Una jaula es una grdfica r-reqular con cuello g y orden minimo.

Este concepto dio lugar a una nueva linea de investigacion en la teoria extremal de
graficas conocida como teoria de jaulas. Actualmente dicho tema tiene gran auge y es
en una generalizacion de este concepto donde se enmarca este trabajo. La notacion
estandar que se emplea para referirse a una jaula r-regular y con cuello g es el de
(r; g)-jaula, y el orden de la misma es denotado por n(r,g). Después de 16 afos
surgido el concepto, Erdds y Sachs probaron en [45] (1963) que para cualquier par
de enteros positivos r > 2y g > 3 siempre existe una gréafica r-regular con cuello g,

y como consecuencia también la o las (r; g)-jaulas que son las de orden minimo.

En relacion al orden de una (k; g)-jaula, existe una cota inferior conocida como la
Cota de Moore que indica el minimo niimero de vértices requeridos para que exista
una (k; g)-jaula. Para su calculo es necesario considerar la paridad del cuello, como

se puede apreciar en la Cota (1.1). Para facilitar y entender esta cota denotamos
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Figura 1.1: Arboles asociados a la (3; 5)-jaula y a la (3;6)-jaula, respectivamente.

por T,n(f;’s) para ¢ impar, al arbol enraizado en el vértice x de grado s, de altura
(9 —1)/2 y con todos sus vértices internos de grado r. Si zy es una arista y g es par
entonces definimos al arbol T,*¥ := (Tr(;’ffl) + T,,(fq’:l)) + zy. A modo de ilustracion
ver la Figura 1.1. En este contexto el minimo ntmero de vértices que se necesita
para la existencia de una (r; g)-jaula es |V(Tr(£’r))| si g es impar y [V(T7Y)| si g es
par, de lo contrario en ambos casos habria al menos una arista que conecta a dos
vértices internos formando un ciclo de longitud menor a la del cuello. Contando el
niumero de vértices en cada arbol vemos que el orden de una (7; g)-jaula esta acotado
inferiormente por:
l+r+r(r—1)+..+r(r— 1)@ si g es impar;
n(r,g) > no(r,g) = , ' (1.1)
20+ (r—1)+ ...+ (r—1)271 si g es par.

En este trabajo nos referiremos a una (r; g)-jaulita (o grafica de Moore) como una
(r; g)-jaula que alcanza la cota de Moore, y en este caso su orden sera denotado por
no(r; g) como se indica en la Cota (1.1). Ademaés, se ha probado que una (r; g)-jaula

es jaulita si y solo si alguna de las siguientes condiciones se cumple, [26,41,46]:
1. r=2y g >3, ciclos;
2. g =3y r>2,graficas completas;
3. g=4yr>2, graficas completas bipartitas;
4. g=>0y
a) r =2, el 5-ciclo;
b) r =3, la grafica de Petersen;

c) r =1, la grafica de Hoffman-Singleton;
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d) y posiblemente r = 57;
5. g = 6,8 6 12 y existe un n-gono gen. sim. de orden r — 1 una potencia de primo.

Las jaulitas del punto cinco son llamadas en [46] graficas geométricas, y la justifica-
cion a este nombre es su estrecha relacion con algunas estructuras de incidencia que
relacionan puntos y lineas de forma “regular” a las que se les suele llamar geometrias
finitas. Al final de esta introduccién presentamos una breve resena sobre “Geometrias
Finitas” por el impacto que tuvo en este trabajo. Se puede leer mas sobre este tema
en [46,48].

Por otra parte, una linea de investigacion intimamente ligada con la teoria de jaulas
tuvo inicio en los anos 70's con el estudio de las graficas con conjunto de grados
{ai,...,a,}, cuello dado g y orden minimo. Estas gréficas reciben el nombre de
(D; g)-jaulas y de la misma manera que para jaulas es denotado por n(D; g) el orden

de una (D; g)-jaula.

Los pioneros en esta nueva linea de investigacion fueron Kapoor, Polimeni y Wall
quienes en [62] (1977) prueban que siempre existe una grafica con conjunto de grados
D ={ay,...,a,}, cuello g = 3 y orden minimo 1+ a,,. Pocos anos después, en 1981,
Chartrand, Gould y Kapoor, basados en el resultado antes mencionado de Erdés y
Sachs , prueban en [38| que siempre existe una (D; g)-jaula para cualquier conjunto

de grados D y cuello g dado.

La primer cota inferior que se tuvo para n(D;g) se debe a Downs, Gould, Mitchem
y Saba [42| (1981) obtenida con la misma filosofia que en jaulas, acomodando los
vértices en orden descendente respecto al grado y tomando en cuenta el cuello de la

misma.

¢
1+Zak(a1 — 1)t sig=2t+1;
no(D; g) = = (1.2)
L+ ) ap(ar — 1)+ (@ — 1) sig=2t
i=1

Al igual que antes, diremos que una (D; g)-jaula es (D; g)-jaulita si su orden coincide
con la Cota (1.2) y en este caso su orden es denotado por ng(D;g). Un calculo
directo de esta cota nos muestra que ng(D;3) = a, + 1, es decir la familia de graficas
encontradas por Kapoor, Polimeni y Wall en [62] son (D; 3)-jaulitas. Se ha hecho muy

poco sobre el estudio de graficas con muchos grados y cuello dado g, se ha trabajado



més en aquellas con dos grados de regularidad y cuello dado.

Precisamente, el propoésito de esta tesis es profundizar més en el tema de las graficas
con conjunto de grados D = {r,m}, para 2 < r < m, cuello dado g y orden minimo.
Estas graficas son llamadas bijaulas o (r,m;g)-jaulas y su orden es denotado por
n(r,m;g). También diremos que una (r,m;g)-jaula es bijaulita si alcanza la Cota
(1.2), y cuando una bijaula tenga conjunto de grados D = {r,r + 1} nos referiremos
a ellas como jaulas semi-regulares. En esta tesis se veran construcciones de bijaulitas
con cuello impar 5,7 y 9, y con cuello par 6 y 8. A continuacién menciono algunos

de los resultados conocidos en el area.

El primero es un Corolario del resultado general, mencionado anteriormente, dado
por Kapoor, Polimeni y Wall en 1977, enfocado en un conjunto de grados D = {r,m}
y que muestra la existencia de las (r; m; 3)-jaulitas de orden ng(r, m; 3) = 1+m. Para
cuello g =4y 2 <r < m se probo en [38] (1981) que las graficas bipartitas K, ,, son
las tnicas bijaulitas con estos pardametros, asi n(r,m;4) = no(r,m;4) = r + m. En
ese mismo articulo se construyen familias de (2, m; g)-bijaulitas con cuello g > 3. Por
otro lado, Yuansheng y Liang en [90] (2003), mostraron que para2 <r <my g==6
se cumple que n(r,m;6) > ny(r,m;6), concretamente probaron que n(r,m;6) >
2(rm —m+ 1) y ademas probaron que n(r,m;6) =2(rm—m+1)si (i) 2<r <5y
r < m 6 (i) m — 1 es potencia de primo y 2 < r < m. Posteriormente, en [3] (2008)
se obtuvieron los primeros resultados generales para cuello g > 6 y r > 3, siendo uno
de ellos la mejora a la Cota inferior (1.2) para g > 8, como se muestra en el Teorema

3.0.1.17, ya que para cuello g = 6 y r > 3 la cota dada en [90] es atin mejor.

Teorema 1.1.0.2. [3/ Sea G una (D; g)-jaula con D = {r,m}, donde 3 <r <m y

el cuello g > 6 es par. Entonces

—1)9/2-2 _1
m+2+(m7’—2)<r ) i +(r=2)(r—1)9*?%  sir >4
r —
n(r,m;g) > 2-2
Tm + 3)29/
1+(m+ ) -m sir=3.

3
(1.3)

La existencia de las bijaulitas de cuello par encuentra su justificacion en el siguiente

corolario y su prueba es inmediata de la Cota (1.2) y de la Cota (3.2).

Corolario 1.1.0.3. Una (r,m;g)-jaula de cuello par g es bijaulita si y solo si (i)
r=2yg>4,06 (i) g=4. n
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n({r,m};g) g9=>5 g==6 9="1 g=38 9=9 g=11
r=3 3m+1 dm + 2 ™™ +1 %Tm+5 15m +1 3lm+1
m >4 [42] [54,90] [38] m=3k[4]| m>6 m = 4k
9m + 3 [42] [4]
m=4,517
(8]
r=4 dm+1 6m + 2 13m +1 12Im +1
m>5 [54] [90] m = 6k m = 6k
[4] [4]
5<r<m 2(rm —m+1)
m—1=p*
[3,90]
5<r<m 14+ rm 2rm —m+1) |1+m@2 —r+1) 1+m%
r—1=p* \m=2k(r—1)|m=k(r—1)+1| m=2k(r—1) m = 2k(r — 1)
[4] [3], or [4] [4]
m = kr [4]

Cuadro 1.1: Valores exactos de n({r,m};g).

En el Cuadro 1.1 se muestran los valores que se conocian hace un par de anos
sobre el orden de una (r,m;g)-jaula, y como se puede observar para r = 3 sélo se
conocian familias de (3, m; g)-jaulas con cuellos g € {4,5,6,7,9} (ver [38,42,54,90]),
sin embargo para cuellos pares ¢ > 8 no se tenifan construcciones o pruebas de
existencia de bijaulas con estos parametros. A este respecto, los primeros resultados
fueron mostrados en [4] (2009) para g = 8, basados en el hecho de que n({3, 3k};8) >
25k + 5, como se desprende de la Cota (3.2).

Teorema 1.1.0.4. [4] Para k > 2, n({3,3k};8) = 25k + 5.

El problema para valores de m # 3k queda planteado como un problema abierto
en [4]. En esta tesis retomamos este problema dando solucion para m = 4,5, 7 y para
los valores de 8 < m < 16 obtenemos (3,m;8)-graficas con ordenes cercanos al de

una bijaula.

En esta tesis se construyen familias de bijaulitas de cuello impar, concretamente de
cuello cinco y nueve. Las técnicas empleadas para construirlas varfan dependiendo

los parametros como se vera a lo largo de este trabajo.

1.2. Geometrias Finitas

Los resultados que se muestran en esta tesis se basan en la existencia de modelos

geométricos constituidos por un conjunto finito X # () de elementos, un conjunto B



de subconjuntos de X llamados bloques y una relacién de incidencia entre X y B. En
nuestro trabajo los elementos son llamados puntos y los bloques son llamados lineas,

y en este contexto dichas estructuras de incidencia son llamadas geometrias finitas.

El estudio que se ha hecho al respecto es muy amplio y se puede encontrar informacion
en [44, 55|, entre otros. Nosotros nos enfocamos en las geometrias finitas que se
relacionan de manera regular, y que prueban la existencia de las (k;g)-jaulitas de

cuello par, cuando k£ — 1 es una potencia de primo.

1.2.1. Algunas geometrias finitas

La relaciéon que guardan las geometrias finitas con las jaulas es un ejemplo de lo que
sucede con frecuencia en mateméticas, en este caso la existencia de un vinculo entre
dos ramas diferentes de la Combinatoria: la teoria de graficas y la teorfa de las geo-
metrias finitas. Esta ultima fue clave para resolver en gran medida una pregunta que
con la teoria de gréaficas no se resolvio en un largo periodo de tiempo. A continuacion
definimos las geometrias finitas que fueron fundamentales en el desarrollo de esta

tesis.

Definicién 1.2.1.1. Una estructura de incidencia es una ternaZ = (P, L, I) que
consta de un conjunto finito de puntos P no vacio, un conjunto L de subconjuntos
de P cuyos elementos son llamados lineas y una relacion de incidencia I C P X L.
Si (p,l) € I diremos que el punto p es incidente a la linea I, o bien que la linea

pasa por el punto p.

Definiciéon 1.2.1.2. Un espacio parcialmente lineal es una estructura de inci-

dencia T = (P, L,I) que cumple dos axiomas:
1. Toda linea tiene al menos dos puntos.
2. Por cualesquiera dos puntos pasa a lo mas una linea.

Definicién 1.2.1.3. Un espacio lineal 7 = (P, L,I) es un espacio parcialmente

lineal que cumple que por cualesquiera dos puntos pasa exactamente una linea.

Definicion 1.2.1.4. La grafica de Levi ¢ grafica de incidencia Q(/) de una es-
tructura de incidencia I, es una grdfica bipartita que tiene como conjunto de vértices

a PU L y donde dos vértices son adyacentes si son incidentes en I.
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1.2.2. Poligonos generalizados

Los poligonos generalizados son ejemplos de geometrias finitas que garantizan la
existencia de las (r; g)-jaulitas cuando ¢ = r — 1 es una potencia de primo y g =
6,8,12.

Definiciéon 1.2.2.1. Un n-gono generalizado es una estructura de incidencia I =

(P,L,I) de orden (s,t) si cumple los siguientes cuatro axiomas:

1. Existe s > 1 yt > 1 tal que cualquier linea es incidente a exactamente s + 1

puntos y cualquier punto es incidente a exactamente t + 1 lineas.

2. Cualesquiera dos lineas se intersectan en a lo mas un punto y por cualesquiera

dos puntos hay a lo mas una linea que pasa por ellos.
3. El didmetro de la grifica de incidencia Q(Z) es n.

4. El cuello de Q(Z) es 2n.

Un n-gono generalizado se dice que es regular si s = ¢, y en este caso el orden del
n-gono se define como s. Se puede verificar directamente que un n-gono generalizado
de orden s = 1 se corresponde con un poligono en dos dimensiones. Feit y Higman
probaron en [48| (1964) que si s > 1 y t > 1, entonces n = 2,3,4,6,8. Los n-
gonos asociados a los enteros 3,4,6 y 8 se identifican con los planos proyectivos
finitos (3-gonos generalizados), cuadrangulos generalizados (4-gonos generalizados),
hexégonos generalizados (6-gonos generalizados) y octagonos generalizados (8-gonos
generalizados), respectivamente. Cada uno de ellos, excepto el altimo, pertenece a la

familia de n-gonos regulares, como se muestra en detalle a continuacion.

Definicién 1.2.2.2. Un plano proyectivo finito es un espacio lineal (P, L, I) que

cumple los siguientes tres axiomas:

1. Para todo x1, To € P existe una unica |l € L tal que {x1, x5} €1,

2. para todo ly,ly € L se tiene que |l; Nls] =1y

3. existe un subconjunto F C P de 4 puntos tal que |lN F| < 2 para toda | € L.
No es dificil probar usando estos axiomas, que en un plano proyectivo cualesquiera

dos lineas tienen el mismo nimero de puntos [27]. Asi, sil € Ly |l| = ¢+ 1 diremos

que el plano proyectivo tiene orden ¢ = |I| —1 y en este caso denotaremos al plano por
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I1,, para referirnos a él como un plano proyectivo finito combinatorio (que responde
a los axiomas). Se verifica directamente que la grafica de incidencia de II, es (¢+ 1)-
regular, tiene orden 2(¢* +q+1) = no(¢+ 1;6), y no es dificil probar que tiene cuello
seis, es decir, la grafica de incidencia de II, es una (¢ + 1, 6)-jaulita.

Definicion 1.2.2.3. Un cuadrangulo generalizado es un 4-gono generalizado
(P,L,I) de orden (s,t) que tiene (s + 1)(st + 1) puntos, (t + 1)(st + 1) lineas y que
cumple que para todop € P yl € L, donde (p,l) ¢ I, existe exactamente una linea

incidente a p y que intersecta a l.

En particular, si el orden del cuadrangulo generalizado es ¢, entonces su grafica de
incidencia es (q + 1)-regular, tiene cuello 8 y orden 2(q+ 1)(¢*> + 1) = ng(q+ 1;8), es
decir, se comporta como una (g + 1;8)-jaulita. Ademas se sabe que si ¢ es potencia
de primo entonces el cuadrangulo generalizado de orden ¢ existe y por lo tanto
también la jaulita con estos parametros. Hasta el momento no se conocen ejemplos
de cuadrangulos generalizados regulares con orden diferente a una potencia de primo,
ni jaulitas que respondan a esto, por lo que se conjetura que ambas estructuras no

existen si ¢ no es potencia de primo.

Definicion 1.2.2.4. Un hexagono generalizado es un 6-gono generalizado (P, L, I)
de orden (s,t) que satisface que para todo par (p,l) ¢ I existe una tinica trayectoria

de p al de longitud tres o cinco.

Un hexagono generalizado de orden ¢, existe si ¢ es potencia de primo, y en este caso
su grafica de incidencia es (g+1)-regular, tiene cuello 12 y orden 2(¢®>+1)(¢*+q+1) =
no(q+1;12), lo que la convierte en una (g+1; 12)-jaulita. Al igual que los cuadrangulos
generalizados, se sabe que ambas estrucuturas (el hexdgono generalizado y su gréfica
de incidencia) existen si ¢ es potencia de primo, de lo contrario se desconoce la

respuesta.

Por ultimo, cabe destacar que los octagonos generalizados también existen si g es
potencia de primo aunque no son regulares y por lo tanto su grafica de incidencia no

es una jaulita, que tiene cuello 16 y es birregular.

1.2.3. Subestructuras de un plano proyectivo

La mayoria de nuestros resultados se basan en la existencia de los planos proyectivos

y los cuadréangulos generalizados. Otros se basan en la existencia de el plano afin y el
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plano biafin, ambas subestructuras del plano proyectivo y cuyas graficas de incidencia
han sido empleadas en [1], entre otros trabajos, para construir graficas regulares de
cuello cinco con pocos vértices. A continuacion son definidas estas estructuras y en

cada caso son enlistadas sus propiedades mas destacadas.

Definicién 1.2.3.1. El plano afin es un espacio lineal (P, L,I) que satisface los

siguientes ariomas:

1. Para todo par de puntos xq, vo € P existe una tinical € L tal que {x1, x5} C 1

(azxioma de espacio lineal del plano proyectivo);
2. Para todo par (p,1) ¢ I, existe una unicaly € L tal quep € ly ylNli =0y

3. Existe un conjunto de tres puntos no colineales.

En un plano afin A se dice que dos lineas [y, ls son paralelas, denotado por l1]|ls, si:
(i) I = Iy 6 (1) Iy N1y = (). Es facil ver que esta relacion es de equivalencia y a sus
clases de equivalencia se les llama puntos ideales [44]. Si se define la incidencia de
un punto ideal con cada una de las lineas de su clase, esto para cada punto ideal
del plano afin, y ademaés se define una nueva linea, llamada la linea ideal como el
conjunto de puntos ideales, entonces la estructura de incidencia construida a partir
del plano afin es un plano proyectivo. Al revés, un plano afin se puede construir a

través de un plano proyectivo al quitarle a este una tnica linea.

Definiciéon 1.2.3.2. En una estructura de incidencia (P, L, I) se define una ban-

dera como una pareja (p,l) € [ y una antibandera como una pareja (p,l) ¢ 1.

Definiciéon 1.2.3.3. Un semiplano eliptico de orden k — 1 es un plano parcial
con v puntos y v lineas, tal que cada punto es incidente con k lineas y cada linea es
incidente con k puntos, y que cumple los siguientes aziomas de paralelas: (a) para
cada antibandera (p,l) existe a lo mas una linea I' € L tal que p € I y ||l y (b)
existe a lo mas un punto p' € 1, tal que p y p’' son paralelos (es decir, no existe una

linea incidente a ambos puntos).

P. Dembowski probé que en un semiplano eliptico (P, L,I) de orden w = k — 1
(es decir, con k = w + 1 puntos en cada linea), todas las clases de paralelas en
P y L tienen el mismo tamano. Si suponemos que m es el tamano de estas clases
entonces también probd que m|n(n — 1) y que el nimero total de puntos (lineas)
es n(n — 1) + m. Ademaés clasifica a los semiplanos elipticos en impropios, del tipo

C, tipo L, tipo D y tipo B, dependiendo de si m vale: 1,n,n — 1,n — \/n y g, con
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g < n — +/n, respectivamente.

Ejemplos de semiplanos elipticos se pueden encontrar en [13,44,51] y ejemplos de
semiplanos elipticos del tipo C que guardan una estrecha relaciéon con los planos

proyectivos fintios, son motrados en la siguiente seccion.

1.2.4. Tres estructuras algebraicas

Sea ¢ = p" > 2 una potencia de primo y « una (¢ — 1)-ésima raiz primitiva de la
unidad, es decir, a?! = 1. Sea GF(q) = {0,1,a,a?,...,a??} el campo finito de
orden q. Sea P4 := {(z,y)o : ¥,y € GF(q)} un conjunto con ¢* elementos, llamados
puntos. Para m, b,i € GF(q) se define:

1. la linea (m,b); = {(z,y)o € Pa: y = mx + b},
2. el conjunto L,, = {(m,b); : b € GF(q)} de lineas con pendiente m € GF(q),

3. lalinea (x,b0); = {(b,y)o : y € GF(q)} que satisface la ecuacion z = b, es decir,

la linea con pendiente “infinito” y
4. el conjunto L, = {(,b); : b € GF(q)} de lineas con pendiente “infinita”.

Sea p; := (,cp, |, para cada i € GF(q) y el punto peo := [y, I Los (g+1) elementos
del conjunto {py, . . ., Pas-2, Poo } son llamados puntos al “infinito” y todos ellos definen

una nueva linea [, llamada la linea al “infinito”.

Proposicion 1.2.4.1. La estructura de incidencia (P, L,I) con conjunto de puntos
P = PsU{po, ... Pas-2, P} Y conjunto de lineas L = UieGF(q) L;UL,Uly es un

plano proyectivo de orden q.

Demostracion. Sea P = (P, L, I) como en la proposicion. Se probara que P satisface

los tres axiomas que definen a un plano proyectivo.

Notese que: (i) si (z1,y1)o, (T2,Y2)0 € P4 con x1 # xo, entonces la recta (m,b); con
pendiente m = (y2 — y1)/(22 — 1) los contiene y si 7 = x5 entonces ambos puntos
estan contenidos en (x,b)y, (ii) si (x,y)o € Pa y pi € l entonces la linea (i, y —ix);
los contiene y (i4i) por definicion cualquier par de puntos al “infinito” pertenecen a

l, por lo tanto el primer axioma se satisface.
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Por definicion, p; € {po,. - -, Pai-2, P} €s €l tnico punto que pertenece a todas las
lineas con pendiente 7; ademés si (mq, by )1, (M2, by); € L son dos lineas con diferentes
pendientes, entonces el punto (x,y)g con x = ((by—by)/(my—my)) pertenece a ambas
lineas, por lo tanto el segundo axioma se cumple. Finalmente, el conjunto de puntos
{(0,0)0, (0,1)0, (1,0)0, (1,1)o} satisface el tercer axioma de un plano proyectivo. Por
lo tanto, P es un plano proyectivo. Finalmente, por construccion cada punto pertenece
a ¢ + 1 lineas y cada linea tiene ¢ + 1 puntos, es decir, el orden de P es ¢ lo que

completa la prueba. O

Es claro de la Proposicion 1.2.4.1 que la construccion de P depende de la existencia
del campo finito GF(q), por esta razon P recibe el nombre de plano proyectivo
algebraico de orden q, denotado por PG(2,q). También es claro que todo plano
proyectivo algebraico de orden ¢ es un plano proyectivo combinatorio II,, pero en
general no es cierto que un plano combinatorio sea algebraico. Por ejemplo, existen
cuatro plano proyectivos de orden 9 no isomorfos entre si, todos ellos combinatorios,
pero s6lo uno algebraico. Sin embargo, para las potencia de primo g = {2, 3,4,5,7,8}
el tnico plano proyectivo que existe es el algebraico, y en estos casos II, coincide con
PG(2,q). En la Figura 1.2 se muestra el mas pequeno de los planos proyectivos
finitos, llamado Plano de Fano (cuyo nombre se debe a Gino Fano), que coincide con
el plano algebraico PG(2,2).

Poo Poo
(0, 1)g (1,1)0 0.1, A o
(07 0)0 (170)0 (07 0)0 (170)0 Po

Figura 1.2: Ambas figuras representan al Plano de Fano. La de la izquierda es la
representacion “plantada” en el origen del plano cartesiano y la segunda es la repre-

sentacion estandar del plano proyectivo algebraico PG(2,2).
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A la fecha sigue abierto el problema de determinar la existencia de un plano pro-
yectivo de orden ¢, cuando g no es una potencia de primo. Sin embargo hay algunos
resultados, como el Teorema 1.2.4.2 (1949) que descarta la existencia de planos pro-

yectivos de ciertos ordenes.

Teorema 1.2.4.2. [61] Sea q un entero que no es potencia de primo. Si ¢ = 1,2 (
méd 4) y g no es la suma del cuadrado de dos enteros, entonces el plano proyectivo

de orden q no existe.

La existencia de planos proyectivos de ordenes como 14,21 y 22 quedan resueltos
por el Teorema 1.2.4.2 y otros valores como 12 siguen abiertos. Sin embargo valores
como 6 y 10 se han resuelto con otros métodos, el primero, resuelto alrededor de 1900,
descarta la existencia de Ilg al hacer un detallado analisis de casos y la prueba de
que no existe el plano proyectivo de orden 10 es consecuencia de numerosos calculos

computacionales.

Las otras dos estructuras de incidencia que son basicas en el desarrollo del Capitulo

2 se definen a continuacion:

Definicion 1.2.4.3. Si q es una potencia de primo se define:
1. el plano afin algebraico de orden ¢, como AG(2,q) :== PG(2,q) — {lo} v
2. el plano biafin de orden ¢, como AG(2,q) — L..

Otra forma de obtener un plano biafin de orden ¢ es eliminando del plano proyectivo
PG(2,q) la bandera (ps, lo) junto con todas las lineas y puntos incidentes a cada
uno de ellos. Es facil ver que todo plano biafin de orden ¢ es un semiplano eliptico de
tipo C de orden g —1 [44,51], sin embargo la implicacién contraria no necesariamente

es clerta.

1.2.5. Tres graficas de Levi

Dedicamos este apartado a las graficas de incidencia (o gréficas de Levi) de un plano
proyectivo algebraico, plano afin y biafin y al final desglosaremos las propiedades mas
importantes de la gréafica de incidencia de un plano biafin, que fueron fundamentales

para muchas de las pruebas del Capitulo 2.

La grdfica de incidencia del plano proyectivo PG(2,q) es una grafica bipartita



1. Introduccién 15

Figura 1.3: La gréfica de incidencia del plano proyectivo algebraico PG(2,2). En
punteado lo que no pertenece a la grafica de incidencia del plano afin AG(2,2) y B
es la grafica AG(2,2) — {(*,0)1, (x,1)1}.

(q + 1)-regular, con 2(¢* + q + 1) vértices, tal que:
(1) N(lso) ={po; - - -, Pas—2, Poc}

(i1) N((x,0)1) = {(b,y)o 1 y € GF(q)} U{po} ¥
(¢ii) N((m,b)1) = {(z,y)o : y = max + b}

La grdfica de incidencia del plano afin AG(2,q), denotada por A, es la grafica
bipartita con 2¢> + ¢ vértices, que resulta de quitarle a la grafica de incidencia del

plano proyectivo PG(2,q) el conjunto de vértices {lw, Po; - - -, Pas—2, Poo }-

Finalmente, la grdfica de incidencia del plano biafin de orden q es denotada
por B, y es definida como la grafica bipartita que resulta de eliminar de la grafica de
incidencia de un plano afin de orden g, el conjunto de vértices {(*,b); : b € GF(q)}.
Asi, V(B,) = P4 U UmeGF(q) Ly, ysiVy:=PyyV = UmeGF(q) L,,, entonces el
vértice (x,y)o € Vo es adyacente al vértice (m,b); € V; siy solo si y = mx+b. Cabe
resaltar que las etiquetas heredadas de la grafica de incidencia del plano proyectivo
PG(2,q) alos vértices de B, fueron muy utiles al momento de probar la regularidad
y el cuello en las construcciones obtenidas en el Capitulo 2 (cfr. subsecciones 2.1.1,

2.1.2). Ver la Figura 1.3 a modo de ejemplo de estas tres estructuras para ¢ = 2.
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En el marco de la teoria de graficas extremales, la grafica B, ha resultado muy ttil

en la busqueda de graficas sin ciclos cortos y en trabajos relacionados con el diametro
y la cota de Moore (cf. e.g. [1,6,7,11,12,14,67]). Ademas, la grafica B, coincide con

la grafica de Levi asociada a un semiplano eliptico de tipo C de orden gq.

A continuacién se enuncian algunas de las propiedades mas conocidas de B,, fun-

damentales para el desarrollo del capitulo 2 [1,56,67|. Ver Figura 1.4 a modo de

ilustracion.

Proposicién 1.2.5.1. Sea B, la grdfica de incidencia de un plano biafin. Para cada
x € GF(q) se define P, = {(x,y)o| v € GF(q)} y para cada m € GF(q) se define
Ly, = {(m,b)1| b€ GF(q)}. Entonces la grifica B, tiene las siguientes propiedades:

1.

2.

Es g-regular, vértice transitiva, de orden 2q* y tiene cuello 6 para g > 3;

Admite la particion (Vy, V1) que la define como bipartita:

Vo = UZGGF(q) P,yVi= UmeGF(q) L,, en su conjunto de vértices;

Para z,m € GF(q), el bloque P, estd conectado al bloque L,, por medio de un

apareamiento perfecto;

Cada vértice en PyU Lg estd conectado de manera directa con todos sus vecinos
en Bq7 es decir N((an)o) - {(Zvy)1|l € GF(Q)} ) N((Ovb)l) - {(]7 b)0|j €
GF(q)};

El resto de los apareamientos entre P, y L,, no van directos en el sentido an-
terior, pero si preservan cierta traslacion uniforme dada por la regla algebraica
y =max + b sobre GF(q).

Se puede encontrar mas informacion sobre estas propiedades, incluso sobre la matriz

de adyacencia de B, vista como bloques de matrices de ceros y unos, en [5,13,16].
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0,1)o~ (1,0)0 0

(070)0 ( ( (1a1)0 ( )O)l (0>1)1 (170)1 (1a1)1
O\O\.\w?%%

Figura 1.4: La gréfica Bs y la particion en sus vértices: los dos rectangulos encierran
de izquierda a derecha a los vértices de V y Vi respectivamente y los vértices de

color negro pertenecen de izquiera a derecha a P, y L; respectivamente.
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Capitulo 2
Jaulas birregulares de cuello impar

El contenido de este capitulo estd dedicado al estudio de las bijaulitas de cuello
impar, las cuales estan completamente determinadas si el cuello es tres [62](1977),
por lo cual a lo largo del capitulo se veran construcciones de bijaulas de cuellos al
menos cinco, mismas que clasificamos en dos tipos: (i) construcciones de (r,m;g)-
jaulitas, con m € Z* — A, donde A es numerable y el valor de m depende de r y (i7)
construcciones de (r, m; g)-jaulitas, con m € Z* — A, donde A es finito y el valor de

r es un entero fijo.

En el siguiente indice se desglosan los resultados abarcados en este capitulo de acuer-
do a la clasificaciéon anterior, indicando también la seccidén en que apareceran. Los
resultados se dividen en dos secciones, en la primera, Seccién 2.1, se muestran los
resultados obtenidos en el articulo “Biregular cages of girth 57, aceptado y publicado
recientemente en la revista “The Electronic Journal of Combinatorics”, 20(1) (2013),
en correspondencia con los puntos 1(a), 1(b) y 1(c) de este indice. En la segunda
seccion se plantean construcciones de bijaulitas con la propiedad de tener un tnico

vértice de grado méximo, en correspondencia con los puntos restantes de este indice.

Nuestros resultados muestran una valiosa aportacién al estudio sobre la existen-
cia de bijaulitas de cuello impar, ya que previo a este trabajo sélo eran conocidas
las (r,2k(r — 1); g)-jaulas construidas para ¢ = 5,7,11 y r — 1 una potencia de
primo [4](2009) (que caen en el marco del punto (i) de nuestra clasificacion), las
(3, m; 5)-jaulas, construidas por M. Downs, et al. en [42](1981) y las (4, m; 5)-jaulas,

construidas por D. Hanson et al. en [54](1992) (enmarcadas en el punto (ii) de nuestra
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clasificacion).
Jaulas birregulares de cuello impar
1. Construccion de (r,m; g)-jaulitas para m € Zt — A, donde A es numerable.

(a) (r,2r — 3;5)-jaulitas para todo » — 1 > 4 potencia de primo. (Subseccion
2.1.1)

(1) Construccion de una familia con r elementos, de (r,2r — 3;5)-jaulitas

no isomorfas entre si, para todo r — 1 = p® par.
(b) (r,2r — 5;5)-jaulitas para todo primo r > 6 (Subseccion 2.1.3)
(¢c) (r,r+ 1;5)-jaulitas para r = 5,6. (Subseccion 2.1.4)
(d) (g,2q — 1;5)-jaulitas para ¢ = r — 1, ¢ = p*, p impar. (Subseccion 2.2.1)
(e) (q,2q;5)-jaulitas para ¢ =r — 1, ¢ = p®, p impar. (Subseccion 2.2.2)
(f) (q,2q + 1;5)-jaulitas para ¢ = r — 1, ¢ = p®, p impar. (Subseccion 2.2.3)
(g) (r,2r — 4;5)-jaulitas para r — 1 = p, r > 5. (Subseccién 2.2.4)
2. Construccion de (r, m; g)-jaulitas para m € Z* — A, donde A es finito.

(a) Cuello g=5

(1) (5,m;5)-jaulitas para toda m > 6. (Subseccion 2.2.5)

(2) (6,2s;5)-jaulitas para toda s > 4. (Subseccion 2.2.6)

(3) (6,2s+ 1;5)-jaulitas para s = 3,4. (Subseccion 2.2.7)
(b) Cuello g =9

(1) (4,m;9)-jaulitas para toda m > 5. (Subseccion 2.2.8)

2.1. Jaulas birregulares de cuello cinco

Los resultados de esta seccion fueron publicados en el articulo “Biregular cages of
girth 5”7 [9], vy las construcciones que responden a este articulo estan en correspon-

dencia con los puntos 1.a, 1.0 y 1.c del indice anterior. Respecto a los métodos de
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construccion que empleamos para obtener estas graficas, el que predominé lleva por
nombre “método de reduccion y amalgama’”, usado por primera vez bajo este nombre

en [1] para construir (r;5)-graficas con pocos vértices.

2.1.1. Una familia de (r,2r — 3;5)-jaulitas.

Iniciamos este apartado con la justificacion de los puntos 1.a y 1.a,1 del indice ante-
rior. La descripciéon de estas construcciones es sencilla y se muestra ajena al método
de “reduccion y amalgama’”, razéon por la que decidimos presentarlas en primer lugar.
En el siguiente apartado, Subseccion 2.1.2, se describen las operaciones de reduccion
y amalgama empleadas en las Subsecciones 2.1.3 y 2.1.4 para construir las graficas

del punto 1.b y 1.c de este indice, respectivamente.

Al anadir aristas a la grafica de Levi A, asociada al plano afin AG(2,¢q) de orden
g = r — 1, obtuvimos una familia de (r,2r — 3;5)-jaulitas para todo r > 4. De igual
forma, se consiguen ¢ 4+ 1 de estas bijaulitas no isomorfas entre si, siempre que ¢ sea

una potencia de primo par.

Para facilitar la descripcién de nuestras pruebas empleamos las etiquetas de los vér-

tices de B, descritas en la Proposicién 1.2.5.1 de la Introduccion.

Teorema 2.1.1.1. Sea q una potencia de primo. Si r = q + 1, entonces existe una

(r,2r — 3;5)-jaulita con r(2r — 3) + 1 vértices.

Demostracion. Sea R, la grafica con conjunto de vértices V(R,) := V(4,) y conjunto
de aristas E(R,) = E(A,) U D, donde D = {(m,0);(m,b);|b € GF*(q), m €
GF(q)U{x}}. Notese que en R, los vértices del conjunto M := {(m,0),|m € GF(q)U
{x}} € V(R,) tienen grado ¢+ (¢ — 1) = 2¢ — 1 = 2r — 3 y el resto de ellos tienen
gradog+1=r.

Considérese un ciclo C' en R, y téngase en cuenta que B, C A, C R,. Si las aristas
de C' estan totalmente contenidas en A,, entonces la longitud de C' es al menos seis
ya que A, es la grafica de incidencia de un plano afin. En otro caso, C' contiene al
menos una arista e = ry € D. Como du (x,y) = 4, entonces la longitud de C' en R,
es al menos cinco y exactamente cinco si C' contiene una tnica arista de D. Aun mas,
el ciclo de longitud cinco C' := {(x,0)1, (%, 1)1, (1,0)q, (0,0)1, (0,0)0} esta contenido

en R,, lo que indica que el cuello de R, es cinco y (*,0);(*,1); es la tnica arista de
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C en D. Finalmente, |V(R,)| = |[V(4,)| =2¢*+q=2r*-3r+1=r(2r—-3)+1. O

Corolario 2.1.1.2. La grdfica R, es una jaula semi-reqular si y solo sir = 4.
Demostracion. La prueba es inmediata ya que 2r —3 =r+1siysolosir =4. 0O

Cabe destacar que la grafica R, ilustrada en la Figura 2.1, es isomorfa a la (4,5;5)-
jaula obtenida por D. Hanson et. al. en [54], como parte de la familia de (4, m;5)-
jaulas construidas por ellos. En particular, cuando ¢ = 2 la grafica Ry es isomorfa a

la grafica de Petersen, como se muestra en la Figura 2.2.

A continuacion se describe la construccion de una familia de (r, 2r — 3; 5)-jaulitas,

con q + 1 elementos no isomorfos entre si.

- S~

4 N\,
S === AN
/I -~ \\\ \\
I/’ \\ \
14 \ 1
1] \ 1
(%,0)1 (%, 1)1 (*,2)1
2N
2N \ I 2N \ 28BN \
® ® ® ¢ [ ® ® ® ®
(0,0)0 (0,1)0 (0,2)0 (1,0)0(1,1)0(1,2)0(2,0)0(2, )0 (2,2)0 (0,0)1 (0,1)1 (0,2)1(1,0)1 (1,1)1(1,2)1 (2,0)1 (2,1)1 (2,2)1

Figura 2.1: La grafica R3; (una (4,5;5)-jaulita) sin las aristas de Bs. Las aristas

anadidas a la grafica de incidencia del plano afin AG(2,3) aparecen punteadas.

(50)1 @ — — — — — (x, 1)1

(0,0)1

(0,1 (1,001 (1,1)1

Figura 2.2: La grafica R, isomorfa a la grafica de Petersen. Las aristas anadidas a la

grafica de incidencia del plano afin AG(2,2) aparecen punteadas.
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Construccion 2.1.1.3. Sea g una potencia de primo par. Considérense los siguien-

tes conjuntos de aristas para cada m € GF(q):
1. Dy :=A{(m,0)1(m,b)1|b € GF*(q)};
2. Fpo:={(m,0)1(m, 1)1} U{(m,a?);(m,a"™); |1 <i< q— 3, iimpar}.

Sea I; un conjunto de indices, para 0 < t < q, definido de la siguiente manera: (i)
como el conjunto 0, sit =0, (i) como el conjunto {a? 71 ... a?7%} sil <t <g—1

y (#i1) como el conjunto GF(q), sit =q.

Finalmente, si D, := {(,0)1(x,b)1 | b € GF*(q)}, entonces se define la grifica Gy =
(V(Gy), E(Gy)), para cada 0 <t < q con V(G,) ==V (4,) y E(Gy) == E(A;)) UF, U
D, UD,, donde

F= J Fu v Di=J Dn

m € GF(q)\I; mel

Haciendo abuso de la notacion, es claro que D,, = K; , 1 y que [}, es un aparea-
miento perfecto inducido por los vértices de L,,. Entonces G; se puede obtener a
partir de A, al anadirle ¢ — ¢ apareamientos perfectos y ¢ 4 1 estrellas, ver a modo
de ejemplo la Figura 2.3, donde ¢ = 4 y t = 2. Ademés G, coincide con la grafica R,

descrita anteriormente cuando t = q.

- ~<

14 \ \ 1
,::::' =~ N :::: =~ N
AN Y SN
‘jibfjib‘jtbdjtb o0 0006006060600 6000

Py Py P, P Ly Ly Lg L,

Figura 2.3: La grafica G es una (5,7;5)-jaulita sin las aristas de Bs. Las aristas

anadidas a la grafica de incidencia del plano afin AG(2,4) aparecen punteadas.

Teorema 2.1.1.4. Sea q una potencia de primo par. St ¢ = r—1, entonces existen al
menos q+ 1 bijaulas con conjunto de grados {r,2r — 3}, cuello g =5 y no isomorfas

entre si.

Demostracion. Sea {G,}{_, una familia de gréaficas definidas como en la Construccion

2.1.1.3. Haciendo un razonamiento anélogo a la prueba del Teorema 2.1.1.1, se tiene
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que para toda 0 <t < ¢, la grafica G; tiene ¢t + 1 vértices de grado 2r — 3, el resto de
grado 7, cuello 5 y orden r(2r —3)+1. Atn mas, G; 2 G, parai,j € GF(q)U{q} con
i # 7,yaque G; y G; tienen ¢+ 1y j+1 vértices de grado 2r — 3, respectivamente. [J

2.1.2. Operaciones sobre B,

La eliminaciéon de elementos de una grafica ha sido utilizado, entre otros propoésitos,
para construir gréaficas birregulares con pocos vértices. En este trabajo empleamos
el término de “reduccion” para referirnos a la operacion que reduce el orden de la
grafica B, al eliminar subconjuntos de vértices de ella. También empleamos el término
“amalgama’” para hacer referencia al proceso de anadir aristas de una grafica a otra.
El trato que le damos en esta tesis a estos dos términos es el de operacién. Ambas
son utilizadas como parte de un proceso para construir gréaficas birregulares de cuello
cinco con pocos vértices y en algunos casos bijaulitas. Esta idea esta inspirada en la
filosofia empleada en [1| para construir graficas regulares de cuello cinco con orden
pequeno, técnica y términos que Funk emple6 por primera vez en [51] para construir

graficas de cuello cinco desde semiplanos elipticos.

Reduccciones

Emplearemos dos tipos de reducciones, ambas fieles a la descripcion dada en [1].
REDUCCION 1 [1] Eliminar vértices de Py y Lo.

Sean T c S c GF<q)7 SO = {<an)0‘y S S} C P07 TO = {<O7b)1|b € T} C LO y
B,(S,T) := B, — Sy — Tp. A modo de ilustracion ver la Figura 2.4.

Lema 2.1.2.1. Sea T C S C GF(q). Entonces B,(S,T) es una grifica birregular
con conjunto de grados {q—1,q} y orden 2¢> — |S|— |T'|. Ademds, los inicos vértices
de grado ¢ — 1 en B,(S,T) satisfacen que (i,t)g € Vo y (j,s)1 € Vi, para cada
i,j€GF(q) —{0}, se SyteT, junto con (0,s); € Vi parase€ S—T if T C S.

Demostracion. La prueba es inmediata de la Proposicion 1.2.5.1 (1), (5). O

REDUCCION 2 Eliminar los bloques P; y L; de B, 6 de B,(S,T).

Sean ug, u; enteros, tales que 0 < uy < u; < ¢ — 1. Consideremos el conjunto de
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Figura 2.4: La grafica Bs(S,T) sin las aristas de Bs, donde T' C S C Zs tales que
T = {0}y S =1{0,1,2}. Las aristas punteadas no pertenecen a B;(.S,T"). Los vértices

en Bs(S,T): tienen grado 5 si son negros y tiene grado 4 si son blancos.

indices U; := {a%7 € GF(q) : j = 2,...,u; + 1}, para i = 0,1 y los siguientes
conjuntos de bloques de By:

LU ={P, CVy:z € Up}sil<uy<qg—1 06 Uy :=0siug=0;
2. Uy ={L,CVi:meU}sil<uy<qg—1 6 U :=0siu =0.

Se define By (ug, u1) := B, —Uy—U,, es decir es la grafica que resulta de B, al eliminar
los ultimos ug bloques de V; y los tltimos u; bloques de V. Analogamente, se define
B,(S,T,up,uq) == By — (So UTp) — (Uy UlUy), es decir es la grafica que resulta de
operar la Reduccion 1 en la grafica B,(ug, u1). Claramente, cuando vy = u; = 0, se
tiene que B,(0,0) = B, y B,(S,T,0,0) = B,(S,T).

Lema 2.1.2.2. Sean ug,u; enteros, con 0 < ug < u; < q¢— 1. Entonces

1. la grdfica B,(ug,u;) tiene conjunto de grados {q — ug,q — w1} y orden 2¢* —
q(up + uq) siug # uy ;

2. la grafica By(uo,u1) es (¢ — up)-reqular de orden 2q(q — ug) st up = uy ;

3. la grdafica B,(S, T, up,u1) tiene conjunto de grados {q—uo,q—u1,q—up—1,q—
uy—1} y orden 2¢> —q(ug+uy) — |S| = |T|. Ademds, los vinicos vértices de grado
q —uy — 1 satisfacen que (i,t)g € Vo coni € GF(q) — Uy yt € T y los unicos
vértices de grado q — ug — 1 satisfacen que (j,s); € Vi con j € GF(q) — Uy y
s € S, junto con los vértices (0,s); € Vi, paras€ S =T si T C S.

Demostracion. Consecuencia de la Proposicion 1.2.5.1 (1), (5) y el Lema 2.1.2.1. O
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Amalgama

Sean 'y y I's dos gréficas del mismo orden y con las mismas etiquetas en sus vértices.
En general, una amalgama de I'y en I's es una gréfica que se obtiene al anadir
todas las aristas de I'y a I's. Esta nocién es empleada como parte del proceso que
utilizamos para construir nuestras gréaficas. La idea es partir de la grafica B,, reducir
su orden al de la grafica que se desea construir por medio de las operaciones de
reduccion y finalmente, amalgamar gréaficas entre los vértices que sobrevivieron al
proceso de reduccion, a fin de completar los grados de los vértices necesarios para

obtener birregularidad.

Para facilitar la descripcion de las graficas que amalgamamos, nos apoyamos en las

etiquetas de los vértices de B, introducidas en la Proposicion 1.2.5.1.

Considérese la grafica B, (S, T, up,uy), para T C S CGF(q) y 0 <wup <up <q—1.
Sean Sy C Py, Ty € Ly como en la Reduccion 1y sean P := Py — Sy y L{, := Ly — T
los bloques en By (S, T, ug, u;) de orden ¢ — |S| y ¢ — |T'|, respectivamente.

Sean Hy, Gy, Hy y G graficas de cuello al menos 5, con ordenes ¢ — |S|, ¢, g — |T'| y
q, respectivamente. Los vértices de P; y L; son etiquetados como en la Proposicion
1.2.5.1, mientras que las etiquetas de Hy, Gy, Hi, y G corresponden unicamente a
las segundas coordenadas de P}, P;, Ly L;, parai € GF*(q)—Uyy j € GF*(q) — U\,
respectivamente. La siguiente definiciéon describe el concepto de amalgama y como

apoyo sugerimos ver la Figura 2.5.

Definicion 2.1.2.3. La amalgama B} (S, T, u, u1) es la grdfica que resulta de amal-
gamar a Hy en P}, Hy en Ly, Gy en P;, para i € GF*(q) — Uy y Gy en Lj, para

Nétese que [V/(B;(S,T,uo,u1))| = [V(Bg(S,T,uo,u1))| y que las etiquetas de Gy
y G son los elementos de GF(q), mientras que las etiquetas de Hy y H; son, los
elementos de GF'(q) o bien un subconjunto propio de acuerdo a los conjuntos S, 7.

El siguiente lema muestra el grado de los vértices de la amalgama B} (S, T, ug, uy).

Lema 2.1.2.4. Sea G := B(S,T,ug,u1). Entonces los grados de los vértices de G

SONn:

1. dg((0,9)0) = ¢ — ur + du, (),

2. de((0,b)1) =q—ug+du,(b) sib¢g S—T,
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Figura 2.5: La amalgama B;‘(S, T, ug, uy) sin las aristas de B,. Los paquetes puntea-

dos no pertenecen a la amalgama.

3. dg((0,0)1) =q—up—1+dg,(b) sibe S—T,
4. da((z,y)o) = ¢ —ur +dg,(y) siy ¢ T,

5. da((w,y)o) =q—ur —1+dg,(y) siy €T,

6. dg((m,b)1) =q—uo+dg,(b) sib ¢ S,

7. dg((m,b)1) = ¢ —ug—1+dg,(b) sibe S,
Demostracion. La prueba es inmediata de la Definicion 2.1.2.3. ]

Definiciéon 2.1.2.5. Sea Mp = {(u,v) : u,v € GF(q) yuv € E(F)}, para F €
{Hy, H1,Gy,G1}. Para cada (u,v) € Mg, se define el peso ¢ color de Cayley como
w((u,v)) = £(u —v) € GF*(q) y se define el conjunto de pesos d el conjunto
de colores de Cayley de F' como Q(F) = {w((u,v)) : (u,v) € Mg}, para F €
{Ho, Hy, Gy, G ).

Obsérvese que la condicion Q(Fy) N Q(Fy) = () implica que Mg, N Mg, = 0, pa-
ra Fy, Fy € {Hy, H1,Go,G1} y Fi # F», sin embargo la implicaciéon contraria no

necesariamente es cierta.

El siguiente teorema establece condiciones suficientes sobre el peso de las aristas para
que la amalgama B;(S, T, up,u1) tenga cuello al menos cinco. Ademas, este teorema
generaliza al Teorema 5 [1] y al Teorema 2.8 [51].
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Teorema 2.1.2.6. Sean T'C S C GF(q) y0 < ug < u; < q¢— 1. La amalgama
B:(S, T, ug,uy) tiene cuello al menos 5 y orden 2¢* — q(ug + uy) — |S| — |T'| si las
graficas Hy, Hy, Go, G cumplen que My, N My, =0, My,NMg, =0, My, NMg, =0
y QGo) NQG,) = 0.

Demostracion. Supongamos primero que ug = uy = 0, asi B; (S, T, ug,u1) = B;(S,T).
Sea C' un ciclo de longitud minima en B}(S,7T’) y supongamos por reduccion al ab-
surdo que |C] < 4. Asi, C = (zyz) 6 C = (wzryz). Ya que B, tiene cuello 6 y
Hy, Hi, Gy, G tienen cuello al menos cinco 5, entonces C' no puede estar comple-
tamente contenido en ninguna de ellas. Entonces, podemos suponer sin pérdida de
generalidad, que la trayectoria zyz es tal que z,y € P;, para algin i € GF(q) y
z € L, para alguna m € GF(q). Como la grafica inducida por los vértices en P;U Ly,
es un apareamiento perfecto, entonces xz ¢ E(B,) y de aqui que vz ¢ E(B;(S,T)).

Se puede asumir entonces que |C| =4y que C = (wxyz), con zyz como antes.

Siw € P;, por el mismo argumento, wz ¢ E(B;(S5,T)), lo cual es una contradiccion.
Por otro lado, como no hay aristas en B} (S,T) entre P; y P;, entonces w ¢ P; para
Jj € GF(q)—{i} y como consecuencia w € L,, para algin n € GF(q). El caso n # m
también llega a una contradiccion, ya que no hay aristas entre Ly, y L, en By (S, T).
Esto implica que z,y € Py w,z € Ly,. Si x = (i,a1)0, y = (4,a2)0, w = (M, b1);
y z = (m, by)1, entonces wz,yz € E(B;(S,T)). Esto implica que a; = m i+ by y

as = m -1 + by, respectivamente. Hay dos casos:

Caso 1) Sim =001 =0, es decir, si zy € Hy 6 wz € Hy, entonces las ecuaciones
de arriba se satisfacen si y soélo si a; = by y as = by, pero esto contradice al menos
una de las siguientes relaciones My, N My, = 0, My, N Mg, =0y My, N Mg, = 0.

Caso 2) Sim # 0y i#0, es decir, si zy € Gy y wz € Gy, entonces las ecuaciones
de arriba son satisfechas si y solo si a; —as = by — by, lo cual implica que +(a; —ay) €
Q(Go) y (a1 — ag) = £(by — by) € Q(G1), contradiciendo que Q(Go) N QGy) = 0.

De aqui que B;(S,T) tiene cuello al menos cinco y ya que B; (S, T, up, u1) es una
subgréfica de B; (S, T), para 0 < up < uy < ¢—1, entonces el cuello de B} (S, T', ug, u1)

también es cinco. O
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2.1.3. Una familia de (r,2r — 5;5)-jaulitas

Con ayuda del método de reduccion y amalgama conseguimos construir (7, 2r —5; 5)-
jaulitas, para todo primo ¢ = r+ 1. En este caso el campo finitio GF(q) coincide con
Zg, por lo que las operaciones son tratadas moédulo ¢. La descripcién de esta familia
es presentada en dos casos: para primos de la forma ¢ = 4n + 1 y para primos de la
forma g = 4n+ 3. Ademas, el caso ¢ = 3 (m6d 4) es presentado primero debido a que

el valor mas pequeno que alcanza el entero 2r — 5 ocurre cuando ¢ = 7 = 3 (mo6d 4).

En cada caso se especifican los conjuntos Sy y Ty que son eliminados de Py y Lo, el
numero de bloques ug y u; eliminados en Vy y V) y las graficas Hy, Hy, Gy y G que

usamos para construir la amalgama B;(S, T, ug, uy).
Construcciéon para primos ¢ =4n + 3, n > 1.

Sean § = {LH —oH} = {2 34 T = )y uy = 0 y uy = 1. Consideremos la
grafica By (S, T, uo,u1) que resulta de amalgamar las gréaficas de la lista de acuerdo

a los parametros anteriores.

1. La grafica Hy es un (g — 2)-ciclo tal que:
a) V(Ho) = Zy — {7 "}
b) B(Ho) = {(j,j + %5 |J € Zg — {7, ¥ 22 U { (357, 50)}
o) Q(H,) = {15, 5%}
2. La grafica G es un g-ciclo tal que:
a) V(Go) =Z
b) B(Go) ={(.5+ %) |J € Zy}
¢) QGo) = {5}
3. Las graficas H; = G tales que:
a) V(Hy) =V (Gy) =Z
b) E(Hy) = E(Gy) = {(O,J') 1J € Zy — {5 S HO{( 5, (O, )Y
¢) Q(H:) = Q(G1) = Z; — {57}

2
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A modo de ilustracion se presenta en la Figura 2.6 la grafica B} (S, T, u, u1) para
q =7, sin las aristas de B,. Cada estilo de linea representa un peso diferente (6 Color

de Cayley). Como se probo en el Teorema 2.1.3.1, esta gréfica es una (8, 11; 5)-jaula.

-w=1
. ........... w=5L2 =2

. s @ s @ » o ." ¢ * ¢ g -
> o > o > o > ¢ > e v —uw=1"=

w ‘

Figura 2.6: B%(S,T,0,1) — E(B7) con S ={3,5} yT =10

Teorema 2.1.3.1. Sean > 1 y q = 4n + 3 un primo. Si r = q + 1, entonces la
amalgama B; (S, T, ug, u1) es una (r,2r — 5;5)-jaulita de orden r(2r —5) + 1.

Demostracion. Del Lema 2.1.2.4 se tiene que D(B}(S,T,up,u1)) = {r,2r — 5}. De
hecho, todos los vértices en Vo N V(B,(S, T, up,uy)) tienen grado ¢ — 1. Ademas,
D(Hy) = D(Gy) = {2} ya que Hy y Gy son ciclos. De aqui que todos los vértices de
Vo NV (B;(S,T,ug,uy)) tienen grado ¢ + 1 = r. Distingamos tres subconjuntos de

vértices en Vi:

Vii=A{(m,0)1 :m € Zy},
V"= {(m,t); i m € Zy,t € &L 31y
V= {(m bt € 7 — {2, 31y,

Los vértices en V/” tienen grado ¢ en B,(S,T,up,u;) y su grado en Hy U Gy es 1.
De aqui que su grado en B;(S,T,ug,u1) sea ¢ +1 = r. Los vértices de V/" tienen
grado ¢ — 1 en B,(S, T, ug, u1), mientras que en H; UGy su grado es 2. De aqui que
ellos tengan grado ¢+ 1 = r en B} (S, T, up, u1). Finalmente, los vértices en V/ tienen
grado ¢ en B, (S, T, up, u1), mientras que su grado en Hy y Gy es ¢ — 3 . De aqui que
tengan grado ¢ +q—3=2¢ -3 =2(r—1) =3 =2r — 5 en B}(S, T, up, u1).

Ademaés, se puede verificar directamente que Q(Hy)NQ(H;y) = Q(Hy)NQ(G1) = {%}

Q+3

y que My, N Mg, = My, N Mg, = 0, ya que la tnica arista de peso en Hj es

(2252 43) ‘mientras que las aristas de peso £2£2 en H; y G son (0, 23) (0, 2.

También se tiene que Q(Go) N Q(H;) = Q(Go) N Q(G1) = 0, lo cual implica que
Mg, N My, = Mg, N Mg, = (). Asi, del Teorema 2.1.2.6 se tiene que el cuello de
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B (S, T, up,u;) es al menos 5. Ademés, el cuello es exactamente cinco, ya que contiene
al 5-ciclo {(0,0)o, (0, Z1)o, (0, 1), (0, 1)1, (0,0)1}.

Por tltimo, por el Lema 2.1.2.2, la grifica B; (S, T, uo, u1) tiene orden 2¢% — q(ug +
u) — S| = |T| = 2¢* —q—2 = r(2r —5) + 1 = no(r,2r — 5;5). De aqui que la
amalgama B}(S,T,0,1) es una (r,2r — 5;5)-jaulita. O

Construcciéon para primos ¢ =4n+ 1, n > 3.

Sean § = {1, -1} = {138V T = (ug = 0 y uy = 1. Consideremos la
grafica B} (S, T, ug,u1) que resulta de amalgamar las grificas de la lista de acuerdo

a los parametros anteriores.

1. La grafica Hy es un (¢ — 2)-ciclo tal que:
a) V(Ho) = Z, — {4, 22}
b) E(Ho) = {(j,j + 451) 5 € Zo = {475,257, M2 U{ (52, 19)}

¢) QHy) = {45, 3°}

2. La grafica G es un g-ciclo tal que:
a) V(Go) = Z,
b) E(Go) = {(.j + 5) |J € Z4}
c) QGo) = {5}

3. Las graficas H; = (G tales que:
a) V(Hy) =V(G1) =Z4
b) E(Hy) = E(G1) = {(0.) : j € Zy — {55, P u{ (%7, 59, 4, 4}
¢) Q) =Q(G)) =Z; — {5}

Teorema 2.1.3.2. Sean > 3 y q = 4n + 1 un primo. Si r = q + 1, entonces la
amalgama B; (S, T, ug, u1) es una (r,2r — 5;5)-jaulita de orden r(2r —5) + 1.

Demostracion. Analoga a la demostracion del Teorema 2.1.3.1. U
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2.1.4. Dos (r,r + 1;5)-jaulitas semi-regulares, para r = 5,6

En esta seccion se construyen dos nuevas jaulas semi-regulares, una (5, 6; 5)-jaulita
con 31 vértices y una (6, 7; 5)-jaulita con 43 vértices. En ambos casos se muestran los
parametros S, T, ug, uy, Hy, Hy, Go y G1 que son utilizados para construir la amalga-
ma B (S, T, ug,u;), aunque para la segunda construccion fue requerida una pequeiia
adaptacion de las operaciones de reduccion. El resultado final en ambos casos es

consecuencia del Teorema 2.1.2.6 y del Lema 2.1.2.4.
Construccion de una (5, 6;5)-jaulita.

Sean S = {0}; T = 0; up = 0y vy = 0. Sea GF(4) = {0,1,a, o} el campo finito
de orden 4. Consideremos la grifica B} (S, T, up, u1) que resulta de amalgamar las

graficas de la lista de acuerdo a los parametros anteriores. (Ver la Figura 2.7):
1. La grafica Hy es una 2-trayectoria tal que:
a) V(Ho) = GF*(4)
b) E(Hy) ={(1,0%),(a? a)}
¢) QHo) = {1,a}
2. La grafica G es dos aristas ajenas tal que:
a) V(Gy) = GF(4)
b) E(Go) ={(0,a),(1,0%)}
¢) Q(Go) = {a}
3. Las graficas H; = (G son cada una, una 3-trayectoria:
a) V(Hy) =V (Gy) = GF(4)
b) E(H)) = E(G1) ={(c?,0),(0,1), (1, )}
¢) QHy) = Q(Gh) = {1,a%}

Teorema 2.1.4.1. La amalgama B (S, T, ug,u1) es una (5,6;5)-jaulita de orden 31.

Demostracion. Por el Lema 2.1.2.4 se tiene que D(Bj;(S,T, up,u1)) = {5,6} y los
tnicos vértices de grado 6 estan dados por el conjunto {(i,1)g : ¢ € GF(4)} U

{(0,0%)1}.
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(0,1)0  (1,0)0 (1,10 (a,0)0 (,1)0 (2,000 (a2, 1)
---e
0,a%) (0,2)0 (1,02)g (1,a)0  (a,a?)g (o, )0 (a?,a?)y (a?,a)o
(0,0)1 0,1)1  (1,0)1 (1,1)1 (a,0)1 (e, )1 (a2,0) (@?,1);
e o e o e o e o
(0,a2), (0,0)1  (1,a?); (1,0)1 (a,a?); (o, @)1 (a?,a2); (a2, a);

Figura 2.7: B;(S,T,0,0) — E(By) con S ={0} y T =10

Ademés, es claro que Q(Hy) NQ(Hy) = Q(Ho) NQ(G1) = {1}, sin embargo Mg, N
Mpg, = My,NMg, =0, ya que (o, «) es la tnica arista de peso 1 en Hy, mientras que
la tinica arista de este peso en Hy y Gy es (0, 1). También se tiene que Q(Go)NQ(H;) =
Q(Go) NQ(G1) =0, lo cual implica que Mg, N My, = Mg, N Mg, = 0.

Por el Teorema 2.1.2.6, el cuello de B (.S, T, ug, u1) es al menos cinco, y exactamente
cinco ya que el 5-ciclo {(0,0)o, (0,1)0, (0, )o, (1, @)1, (1,0)1} pertenece a ella. Por
tltimo, por el Lema 2.1.2.2, el orden de la amalgama Bj (S, T, ug, u1) es 2¢* — q(uo +
uy) — |S| = |T| = 2(16) — 1 = 31 = no(5,6;5), lo cual completa la prueba. O

Construccion de una (6, 7;5)-jaulita.

Empenados en la idea de construir familias de bijaulas con el método de reduccion y
amalgama, encontramos viable adaptar las operaciones de reducciéon para conseguir
a partir de B, una grafica de orden ngy(6, 7; 5). Mientras que en la version original s6lo
se permite eliminar vértices en V; que pertenezcan al bloque Ly, en este caso vimos
que bastaba con la eliminacion de vértices en Py y de diferentes bloques de V) para
alcanzar nuestro objetivo. Al igual que antes, se especifican los pardmetros necesarios

para construir una amalgama birregular con cuello cinco y orden ngy(6,7;5).

Sean T := {3} C GF(5), S := {0,3} C GF(5), So = {(0,y)ly € S} C F,
Ty =A{(j,bh|b € T} C Ly, para j € GF(5). Si B5(S,TT) := Bs — So — Ujeqari) L
entonces |V (Bs(S,TT))| = 2¢> — |S| — q|T| = 50 — 2 — 5 = 43. Ademés el conjunto
de grados de esta grafica es {¢ — 1,¢} = {4,5}, ya que (i) los vértices en Vy — Py
tienen grado ¢ — |T'| = 4, (i) los vértices en V; con segunda coordenada en S — T

tienen grado ¢ — |S — T'| = 4 y (ii7) el resto de ellos tiene grado ¢ = 5.
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Sean Hy := {(2,4),(4,1)} una 2-trayectoria, H; := {(4,0),(0,1),(1,2)} una 3-
trayectoria y Gy = {(0,2),(2,4), (4,1),(1,3),(3,0)} un 5-ciclo. Se puede verificar
directamente que Q(Hy) = Q(Go) = {2} v Q(H;) = {1}.

Sea BZ(S,TT) la grafica que resulta de amalgamar a Hy en P} := Py — Sy, G en P;,
para todo i € GF*(5) y a Hy en L) = L; — Tj, para todo j € GF(5). Ver la Figura
2.8.

Teorema 2.1.4.2. La amalgama B:(S,TT) es una (6,7;5)-jaulita de orden 43.

Demostracion. Usando el mismo razonamiento que en el Teorema 2.1.2.6 y tomando
en cuenta que Q(Hy) N Q(H;) = Q(Go) N Q(H;) = D se tiene que la amalgama
B:(S,TT) tiene cuello al menos 5. Sin embargo el cuello es exactamente 5, ya que
Gy es un b-ciclo en BZ(S,TT). Por otro lado, D(B:(S,TT)) = {6, 7}, ya que todos los
vértices de grado 4 en B;(.S,TT) aumentan su grado en dos después de la amalgama
y los vértices de grado 5 en Bs(S, TT) aumentan su grado en uno o dos en B (S, TT).
Ademas, el orden de B (S, TT') es por construccion ng(6,7;5) = 43, lo cual completa

la prueba. O

(2,0)0 (3,0)0 (4,0)0

(1,0)0
(074)0. '(071>0 (174)0. 5% '(111)0 (2;4)0. 5% '(271)0 (3;4)0. 5% '(371)0 (4;4)0. 5% '(471)0

(0,2)0 (1,3)0  (1,2)0 (2,3)0  (2,2)0 (3,3)0  (3,2)0 (4,3)0  (4,2)0
(0,0)1 (1,0)1 (2,0)1 (3,0)1 (4,0)1
f 3 f 3 f 3

f 3 f 3
(074)1.," ‘~’(0,1)1 (174)1.," ‘\’(Llh (2a4)1.," ‘\’(271)1 (3a4)1.," ‘\’(371)1 (4,4)1.," ‘\’(471)1

® ® ® ® ®
(0,2)1 (1,2)1 (2,2)1 (3,2)1 (4,2)1

Figura 2.8: B(S,TT) — E(B;) with S ={0,3} and 7' = {3}

La construccion anterior es sélo un ejemplo del extenso tipo de modificaciones que
se pueden realizar a las operaciones de reduccion. La adaptacion de cada una de
ellas al método de reduccion y amalgama sobre B, se vera reflejado en un vasto
namero de construcciones de gréficas birregulares de cuello cinco con pocos vértices,
alcanzando en algunos casos la cota inferior. Sin embargo, la grafica B,(S,TT) no
se puede generalizar a casos donde las graficas que son amalgamadas tienen grados

grandes ya que el nimero de pesos no basta para garantizar el cuello cinco.
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Para fines del siguiente resultado cabe aclarar que es tan importante mostrar cual-
quier método que de lugar a familias infinitas de graficas birregulares con cuello fijo,
como lo es mencionar aquellas construcciones que son elegantes por su descripcion,
aunque no sugieran un método para construir familias infinitas. Ejemplo de ello es

la siguiente construccion.

Una construccion alternativa de la (6, 7;5)-jaulita a través de la grafica de

Hoffman-Singleton

Sea G la grafica de Hoffman-Singleton, = € V(G) y N(x) = {x1,22,...,27}. Sea H
la subgrafica de G que resulta de eliminar el conjunto de vértices {z} U (N(z) — z1).
Es claro que H tiene cuello cinco y 43 vértices, seis de los cuales tienen grado 7 y el

resto tiene grado 6. Por lo tanto, H es una (6, 7;5)-jaula y no es dificil probar que
es isomorfa a B (S,TT).

El siguiente resultado extiende esta construccion y esta sujeto a la existencia de una

(r + 1;5)-jaulita, lo cual ocurre si r = 3,7 y posiblemente si r = 57:

Teorema 2.1.4.3. Sea G una (r + 1;5)-jaulita, x € V(G) y N(x) = {x1, ..., Trq1}-
Si H: =G — ({z} U{N(z) —{z1}}), entonces H es una (r,r + 1;5)-jaula.

Demostracion. Notese que A = Ng(Ng(z)) — (Ng(z1) — {z}) € V(H). Por cons-
truccion, cualquier vértice en H — (A U {x1}) tiene grado r + 1 y el resto tiene
grado r. Ademaés es claro que el cuello de H sigue siendo 5 y que el orden de H es
no(r+1;5)—(r+1) = r*42r+2—(r+1) = r’+r+1 = r(r+1)+1 = no({r,7+1};5). O

2.2. Familias de (r, m; g)-jaulitas con un tinico vértice

de grado m

El ntimero de vértices de grado m no es una propiedad invariante entre bijaulas con
los mismos parametros. Por ejemplo las ¢ bijaulitas construidas en la Seccién 2.1.1,
son todas (r, 2r — 3; 5)-jaulitas, sin embrargo el nimero de vértices de grado m varia
de una a otra. En esta seccion todas las bijaulitas tienen un tnico vértice de grado m
y las técnicas que empleamos para construirlas son dos esencialmente: (i) construir
familias de bijaulas a través de la grafica de incidencia de los planos proyectivos y

(17) construir familias de bijaulas basadas en la existencia de los primeros elementos
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de la familia. En [4] se construyen (r, k(r —1); g)-jaulitas con esta propiedad a partir

de las (r; g 4+ 1)-jaulitas de cuello par.

2.2.1. Operaciones que identifican vértices

A lo largo de la seccién son construidas siete familias diferentes, una de cuello nueve
y el resto de cuello cinco. La técnica asociada al punto (iz) del parrafo anterior se
emplea para construir tres de las bijaulitas de cuello cinco junto con las de cuello
nueve. La idea es “identificar” a los primeros elementos de cada familia a través de su

vértice de grado maximo como se indica en el Corolario 2.2.1.5 y el Teorema 2.2.1.4.

La “identificacion de vértices” es una operacion definida entre dos vértices no adya-
centes, sin embargo, se puede pensar esta operacion entre vértices adyacentes como la
contraccion de la arista que los une, en ambos casos las gréficas resultantes correspon-
den con la representacion grafica de lo que intuitivamente se espera al identificacar
dos vértices en una grafica. Estas definiciones se pueden extender para ser operadas
sobre un conjunto de vértices independientes, ya sea que pertenezcan a una grafica o
a una union ajena de ellas (o sobre un conjunto de vértices que compartan al menos
una arista), al contraer cada par de vértices en cualquier orden (al contraer las aristas
inducidas por ese conjunto de vértices en cualquier orden). Las definiciones de estas

extensiones son descritas y empleadas en lo que sigue.

A lo largo de la tesis trabajamos con la identificacién de vértices no adyacentes x y y
de una grafica GG. La idea de esta operacion es reemplazar a este par de vértices por
un nuevo vértice w, haciéndolo incidente a todos los que eran vecinos ya sea de x 6
de y en G. En particular, todos los vértices que identificaremos son al menos cuatro
remotos (es decir, cualesquiera dos de ellos estan a distancia al menos cuatro) y si
dos de ellos pertenecen a diferentes componentes conexas entonces la remoticidad se
cumple trivialmente. La definiciones formales que empleamos para este proposito se

enuncian a continuacion.

Identificaciéon de dos vértices no adyacentes:

Definicion 2.2.1.1. Sea G = (V, E) una grdfica y v,y € V(G) dos vértices no
adyacentes. La identificacion en G de los vértices x y y, se denota por G/{x,y}
y se define como la grifica G' = (V' E") donde V' = (V \ {z,y}) U {z}, tal que
Ne/(z) = Ng(x) UNg(y) y E' = E(G —{z,y}) U{zw : w € Ng/(2)}.
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Identificacion de los vértices de un conjunto independiente:

Definicion 2.2.1.2. Sean {G':i=1,...,s, s > 2} un conjunto de s grdficas ajenas
por vértices y 2* € V(G"). La identificacion en G := G' + ... + G* de los s vértices
del conjunto independiente Z = {z',..., 2%}, se denota por G/Z y se define como la
grifica G' = (V', E'), donde V' = (V(G) — Z) U {z}, tal que Ng/(2) = U, iy Na(2")
yE' =E(G—-2Z)U{2w:w e Ng(z)}.

Sea F := {G'}{_, un conjunto de s > 2 graficas ajenas por vértices y Z := {Z' C
V(GY) :i=1,...,s} un conjunto de conjuntos de vértices independientes, tales que
|ZY| = |Z7| = n. Sea ¢; : Z' — Z!, parai = 1,...,s, cualquier biyecciéon entre estos
conjuntos y definase ®, := {p1(2),...,¢s(2)}, para toda z € Z'. En particular, si
F = {A"}%_, es un conjunto de s copias ajenas por vértices de una grafica A, tal
que Z C A, entonces los elementos de Z := {Z" C V(A") : 4 = 1,...,s} son las
copias de Z en cada A’. Si 2 € Z' denota la copia del vértice z € Z, entonces
;= id; : Z' — Z' tal que id;(z') = z* acta como la identidad al mandar cada

vértice de Z! en su copia en Z%; en este caso denotamos a ®, como Id..

Identificacién de un conjunto de conjuntos independientes:

Definicién 2.2.1.3. Sean F := {G':i=1,...,s, s > 2} un conjunto de s grdficas
ajenas por vértices, Z = {Z* C V(G") : i = 1,...,s} un conjunto de conjuntos
de vértices independientes, tales que |Z'| = |Z/| = n. La identificacion en G =
G' + ...+ G* de los s elementos de Z, se denota por G/Z y se define como la
grifica \J,c,n G/®.. Ademds, si@; = id;, para toda i, entonces G/ Z se define como

UzEZl G/Idz

Teorema 2.2.1.4. Sea G = (V;, E;) una (r,m;; g)-jaulita con cuello g impar y
con un unico vértice de grado m;, para cada © = 1,...,s. La grifica que resulta de
identificar a los s vértices de grado m; en G := G*+.. . +G* es una (r,mi+. . .+my; g)-

Jaulita.

Demostracion. Sea Z := {x' € V(G")| degqi(z') = m;} y considérese la grafica H :=
G/Z de acuerdo a la Definicion 2.2.1.2. Se probara que H es una (r,m;+...+msg; g)-
jaulita, con V(H) = (V(G) — Z) U {z}. Por construccion z es el tnico vértice que
tiene grado Y ;| |Ngi(z')] = my + ... + ms, €l resto tiene grado r. Sea C' un ciclo
en H. Como z es un vértice de corte en H, entonces C' esté totalmente contenido en
G' — {2}, para alguna i, o bien en la subgrifica de H isomorfa a G;, para alguna

i, inducida por el conjunto de vértices V(G — {x}) U {z}. En ambos casos es claro
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que |C| > g. Finalmente, si m = my + ...+ my, entonces el orden de H es:

VH) = i nolrmisg) — (s — 1)
= s+ (m(r— 1) o m(r = 1)) — (s — 1)
1+ E;Zl(ml + .o+ my)(r—1)71t
no(r,m; g).

O

Corolario 2.2.1.5. Sea G una (r,m; g)-jaulita con cuello impar g y con un inico
vértice de grado m. Si s > 2 y GY,...,G® son s copias ajenas de G, entonces la
grdfica obtenida al identificar a todas ellas por medio de los s vértices de grado m es

una (r, sm; g)-jaulita.
Demostracion. La prueba es inmediata del Teorema 2.2.1.4. O

A continuacion describimos tres familias infinitas de bijaulitas de cuello cinco, y el
primer elemento de cada una de ellas se empleara en la Secciéon 2.2.6 para construir

una familia de (5, m;5)-jaulitas, para todo m > 6.

2.2.2. Construccion de (q,2g—1;5)-jaulitas para ¢ = p®, p primo

impar

Para construir esta familia de bijaulitas se retomaré el método de reduccion y amalga-
ma empleado en la secciéon 2.1. Al igual que antes, primero especificamos los parame-
tros S, T, ug y u; que determinan el orden de la amalgama B;(S, T, ug,u1), y después
enlistamos las descripciones de las cuatro graficas que utilizamos para amalgamar en
la grafica B, (S, T, ug, u).

Construccion 1

Sean ¢ = p®, p primo impar, a € Z* , GF(q) = {0,1,a,...,a? 2} el campo finito de
orden q, S = GF*(q), T =0, up = 0, uy = 0y B;(S, T, up, u1) la grafica que resulta
de amalgamar en B,(S,T,up,u;) a las graficas descritas en la siguiente lista. (c.f.
Figura 2.9):
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1. La grafica Hy es isomorfa a K7, ademas:
a) V(Ho) = {0}
b) E(Hy) =10
2. La grifica Gy es isomorfa a K, ademas:
a) V(Go) = GF(q)
b) E(Go) =10
3. La grafica H, es isomorfa a la estrella K, 1, ademas:
a) V(Hy) = GF(q)
b) E(Hy) = {(0,b)|be GF*(q)}

4. La grafica G es isomorfa a un vértice uniéon un conjunto de (¢ — 1)/2 aristas

ajenas, concretamente:
a) V(G1) = GF(q)
b) E(G1) ={(c/,a™)]i=0,...,q—3}

Teorema 2.2.2.1. Sean ¢ = p®, p primo impar, o € Z*. Si ¢ > 5, entonces existe

una (q,2q — 1;5)-jaulita con un inico vértice de grado 2q — 1.

Demostracion. Sea B;(S,T,ug,u;) como en la Construccién 1. Se probara que la
grafica B (S, T, ug,u1) es una (g,2qg — 1;5)-jaulita con un tnico vértice de grado

MAXImo.

Del Lema 2.1.2.4 se tiene que D(B;(S, T, ug,u1)) = {q,2¢— 1}, siendo (0, 0), el tnico
vértice de grado 2¢g — 1. Notese también que las siguientes igualdades son evidentes:
QGo) =0, My, =0y Mg, = 0. Asi Q(Go) NQUG1) =0, My, " My, =0, Mg, N
Mg, =0y My, NMg, = 0, por lo cual las hipotesis del Teorema 2.1.2.6 se satisfacen,
implicando que el cuello de B(’;(S, T, up,up) es al menos cinco, y exactamente cinco

ya que el ciclo de tamafio cinco

C = {(0,0)1, (0,1)1, (1,1)o, (1,0)1, (0,0)}

estda contenido en B;(S,T,ug,u;1). Finalmente, su orden es 2¢> — (¢ — 1), el cual

coincide con el orden de una (g, 2q — 1;5)-bijaula. O
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Figura 2.9: Sean GF(q) = Zs, S = GF*(q), T = 0, up = 0, u; = 0. La amalgama
B (S, T, up,uy) es una (5,9; 5)-jaulita. Los vértices blancos no pertenecen a la grafica
y las etiquetas de los vértices corresponden a la segunda coordenada de la etiqueta

original.
Corolario 2.2.2.2. Existe una (5,9;5)-jaulita con un inico vértice de grado 9.

Demostracion. Caso particular del Teorema 2.2.2.1 para ¢ = 5. U

2.2.3. Construccion de (g, 2¢; 5)-jaulitas para ¢ = p®, p impar

Esta construccion esta basada en la grafica de incidencia del plano proyectivo alge-
braico PG(2,q) de orden impar y para simplificar su descripcion se hara uso de la

notacién planteada en la Proposicion 1.2.5.1 y de la Observacion 2.2.3.1.
Construccion 2

Sean ¢ > 5, ¢ = p®, p primo impar, a € Z* y sea G, la grafica de incidencia del
plano proyectivo PG(2,q). Considérense al siguiente elemento y los dos conjuntos

descritos a continuacion:
1. sea v; := Ng,((¢,0)1) N P;, para cada i € GF(q), y

2. sean L, := L; —{(i,0)1} y P/ := P, — {v;}, para cada i € GF(q).
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Observacion 2.2.3.1. Los siguientes tres puntos son consecuencia directa de los

incisos (2), (3) y (4) de la Proposicion 1.2.5.1, respectivamente:
1. El conjunto E((P,U P;)) =0 (resp. E((L;UL;))=10), sii# j.

2. La subgrdfica inducida por el conjunto de vértices P! U L, es isomorfa a un

apareamiento de q — 1 aristas, que denotamos por H,;.
3. La vecindad N¢,((0,0)0) = {(¢,0):|7 € GF(q)}.

Sea G, la subgréfica inducida por el conjunto de vértices Vo U Vi U {(x,0);}. Sea Go
la grafica que resulta de eliminar de G; las ¢ — 1 aristas ajenas de la subgréfica H,,
junto con la arista {(*,0)1(0,0)¢}. Finalmente, sea Gs la grafica que resulta de anadir

a Go el conjunto de aristas € := {(0,0)1(0,b)1|b € GF*(q)} U{(0,0)1(*,0)1}.

Se puede verificar directamente que si x € V(Gs), entonces dg,(z) = 2¢ si x := (0,0);
y dg,(z) = ¢ siz € V(Gs) —{(0,0):}. (c.f. Figura 2.10).

Teorema 2.2.3.2. Sean ¢ = p®, p primo impar, « € Z*. Si ¢ > 5, entonces existe

una (q,2q; 5)-jaulita con un unico vértice de grado 2q.

Demostracion. Sea Gs como en la Construccion 2. Se probaréa que Gz es una (q, 2¢; 5)-
jaulita con un tnico vértice de grado 2¢. El conjunto de grados de Gs es {q,2q},
ademaés el tnico vértice de grado 2q es el (0,0);. El orden de Gs es 2(¢* + ¢+ 1) —
(2¢ + 1) = 2¢* + 1, el cual conincide con el orden de una (g, 2¢; 5)-jaulita. Solo resta

ver que el cuello de G5 es cinco.

Como E(G;) = E(G,) UE y como el cuello de G es seis, entonces cualquier ciclo
de longitud menor a cinco debe tener al menos una arista de £. Sea C un ciclo de

longitud minima en G3. En seguida se prueba que el cuello de la grafica es 5.

Caso 1) Supongamos que |E(C)NE| =1.Seae € E(C)NE. De los puntos 1) y 3) de
la Proposicion 1.2.5.1 se cumple que e no pertenece a ningin ciclo de longitud tres.

Solo resta ver que e no pertenece a ciclos de longitud cuatro.

1. Sea e := (%,0)1(0,0);. Si #; € Ng,((,0);) — {(0,0)1}, entonces z; € Fy. Si
x9 € N((0,0)1)—{(*,0)1}, entonces xo € Vj. Sizy € Py, entonces e no pertenece
a un ciclo de longitud cuatro ya que no hay aristas entre los vértices de Fy. De
lo contrario, x5 € Vi — Py. Por la Observacion 2.2.3.1 la arista z122 ¢ E(G3) y

en este caso e tampoco pertenece a un ciclo de longitud cuatro.
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Figura 2.10: Una (5, 10; 5)-jaulita construida a partir del campo Z;. Las aristas pun-
teadas no pertenecen a la grafica. Las aristas del estilo — - — son las anadidas a G

y las del tipo — — — son las que inducen la gréafica H;.
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2. Sea e :=(0,0)1(0,7);, para algin i € GF*(q). Sean 1 € Ng,((0,0)1) —{(0,4):}
y o € Ng,((0,4);) — {(0,0)1}. Como |E(C) N E| = 1, entonces x1, x5 € Vp. Si
{x1, 22} C P; entonces e no pertenece a un ciclo de longitud cuatro ya que no
hay aristas entre los vértices de P;. De lo contrario, x1 € P, y 2 € P;, para
i # j. Por la Observacion 2.2.3.1 la arista x1x9 ¢ FE(G3) y por lo tanto no hay

ciclos de longitud cuatro que contengan a e en este caso.
Caso 2) Supongamos que |E(C) N E| = 2. Hay dos casos:

1. El ciclo C contiene la trayectoria 77 := {(*,0)1(0,0)1(0,7): } para i € GF*(q).
Recordemos que (Ng,((*,0)1) = {(0,0)1}) € Fo. Sea (0,7)0 € Ngy((*,0)1) —
{(0,0)1}). Por construccion la arista (0,)0(0,7); ¢ E(G3) entonces la trayecto-

ria T} no pertenece a un ciclo de longitud cuatro.

2. El ciclo C contiene a la trayectoria Ty := {(0,4)1(0,0)1(0,7):}, para i,j €
GF*(q), i # j. Por construccion Ng,((0,7)1) — {(0,0)1} C Vo y Ng,((0,5)1) —
{(0,0);} C Vy. De la Proposicién 1.2.5.1 se cumple que no existe un vértice
x € Vy que sea vecino de ambos extremos de T5, por lo tanto, no hay un ciclo

de longitud cuatro que contenga a 75.

Por lo tanto, el cuello de G3 es al menos cinco y exactamente cinco ya que C :=
{(0,0)0, (0,0)1, (0,1)1, (1,1)o, (1,0); } pertenece a Gs. Por lo tanto G5 es una (gq, 2q; 5)-
O

jaulita con un tnico vértice de grado 2gq.

Corolario 2.2.3.3. Existe una (5,10;5)-jaulita con un inico vértice de grado 10.

Demostracion. Caso particular del Teorema 2.2.3.2 para ¢ = 5. O

2.2.4. Construccion de (q,2g+1;5)-jaulitas para ¢ = p®, p primo

impar

La siguiente construccién también esta basada en la grafica de incidencia del plano
proyectivo algebraico PG(2,q) de orden impar, y para simplificar su descripcion

usamos la notacion planteada en la seccion anterior y en la Proposicion 1.2.5.1.
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Construccion 3

Sean ¢ > 5, ¢ = p®, p primo impar, o € Z* y denotemos por G, la grafica de

incidencia del plano proyectivo PG(2, q) de orden impar.
Sea G la grafica que resulta de eliminar en G, los siguientes conjuntos:
1. el conjunto de vértices {(*,b); : b € GF*(q)} U {po, Po},
2. el conjunto de aristas {z;y;| ; = pi, vi := (4,0)1,7 € GF*(q) } U{(*,0)1(0,0)0},

3. el conjunto de las ¢—1 aristas ajenas de la subgrafica H,;, para cada i € GF(q).
Ver el punto 2 de la Observacion 2.2.3.1.

Como G, es subgrafica de G, entonces el cuello de G; es al menos cinco, ademas el
orden de Gy es 2(¢* + ¢+ 1) — (¢ + 1) = 2¢®> + ¢ + 1. Enlistamos a continuacién el
grado de los vértices de Gy:

1. el vértice I, tiene grado g — 1,
2. cada vértice del conjunto {p;|7 € GF*(q)} tiene grado g,
3. cada vértice (m,b); € V] tiene grado g,
4. cada vértice (x,y)g € Vo N Py tiene grado ¢,
5. cada vértice (z,y)o € Vo — Py tiene grado g — 1y
6. el vértice (x,0); tiene grado ¢ — 1.
Sea G, la grafica que resulta de anadir a G; los siguientes conjuntos de aristas:
1. las ¢ aristas de €& = {(0,0)1(0,0);]b € GF*(q)} U{(0,0)1(*,0):},

2. las 1+ ((q — 1)?/2) aristas del conjunto conformado: (i) por la arista (0, 0)1/s

y (i7) cualquier apareamiento perfecto entre los ¢ — 1 vértices de P/, para cada

i€ GF*(q).

Notese que el orden de G, (c.f. Figura 2.11) es 2¢*> + ¢ + 1, el mismo que el de G;.
Ademaés el conjunto de grados de G, es {q,2q + 1} ya que:

1. el grado del vértice [, es q,

2. cada vértice del conjunto {p;|7 € GF*(q)} tiene grado g,
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3. cada vértice (m,b); € V3 — {(0,0),} tiene grado g,

4. cada vértice (x,y)o € Vp tiene grado g,

5. el vértice (x,0); tiene grado q y

6. el vértice (0,0); tiene grado ¢+ (¢ — 1) +2 =2¢+ 1.

Teorema 2.2.4.1. Sean ¢ = p®, p primo impar, o« € Z*. Si q > 5, entonces existe

una (q,2q + 1;5)-jaulita con un inico vértice de grado 2q + 1.

Demostracion. Sea Gy como en la Construccion 3. Se probara que Go es la bijaulita
deseada. Por construccion, el conjunto de grados de Gy es {q,2q + 1}, ademas el
tinico vértice de grado 2q + 1 es (0,0); v [V(G2)| = 2¢* + ¢ + 1 = no(q,2q + 1;5).
Solo resta probar que G, tiene cuello cinco. Como el cuello de G es seis, entonces
cualquier ciclo de longitud menor a cinco debe tener al menos una arista en Gy — G,.
Sea C un ciclo de longitud menor en G,. Haciendo un analisis similar al hecho en la
prueba del Teorema 2.2.3.2 se puede verificar que el cuello de G, es al menos cinco y
exactamente cinco ya que C := {(0,0)o, (0,0)1, (0,1)1, (1,1)o, (1,0); } pertenece a Gs.
Por lo tanto G, es una (q, 2q + 1; 5)-jaulita con un unico vértice de grado 2¢+ 1. O

Corolario 2.2.4.2. Existe una (5,11;5)-jaulita con un inico vértice de grado 11.

Demostracion. Caso particular del Teorema 2.2.4.1 para ¢ = 5. O

2.2.5. Construccion de (r, 2r—4;5)-jaulitas para ¢ = r—1, ¢ = 2¢

En la presente seccion construimos una familia de (r, 2r — 4; 5)-jaulitas con un tnico
vértice de grado 2r — 4 y en particular es obtenida una (5, 6;5)-jaulita con un tnico

vértice de grado seis como se ilustra en la Figura 2.12.

En el Teorema 2.1.4.1 se construy6 una (5, 6;5)-jaulita con cinco vértices de grado
seis. En esta seccion es obtenida una (5, 6;5)-jaulita con un unico vértice de grado
seis como consecuencia de las (r,2r — 4;5)-jaulitas construidas a continuacion. Al
igual que antes, la construcciéon de estas jaulitas depende de la grafica de incidencia
G, del plano proyectivo PG(2,q), para ¢ = r — 1, aunque en este caso ¢ = 2% y
aeZr.
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Figura 2.11: Una (5, 11; 5)-jaulita construida a partir del campo Zs. Las aristas pun-
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anadidas a G,.
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Construccioéon 4

Sea G, la grafica que resulta de eliminar en G, el conjunto de vértices Ng, [po] U
Ne,[(%,0)1] = {pso}. El orden de Gy es 2(¢* + ¢ + 1) — (2¢ + 3) = 2¢*> — 1 que en
términos de 7 es igual a 2r2 — 4r + 1. Sea G, la grafica que resulta de afadir a G las

siguientes aristas:
1. el conjunto {pspi|i € GF*(q)},
2. el conjunto {(1,b)o(c,b)o, ..., (a?73,b)o(a?72,b)o}, para b € GF(q) y

3. el conjunto {(1,y)1(a,y)1,- ., (@?3 y)1 (a2, y)1}, paray € GF(q).

Finalmente, sea G3 la grafica que resulta de eliminar en G, las ¢ aristas ajenas de la
subgrafica inducida por P; U L;, para cada j € GF(q) — {0,1, a97%}.

Teorema 2.2.5.1. Sea r — 1 una potencia de primo. Sir > 5, entonces existe una

(r,2r — 4;5)-jaulita con un unico vértice de grado 2r — 4.

Demostracion. Sea G3 como en la Construccion 4. Se probara que Gs es la bijaulita
deseada. Por construccion el orden de Gz es 2r2 —4r + 1, el cual coincide con el orden
de una (r,2r — 4;5)-jaulita. Por simple inspeccion se puede ver que el tnico vértice
de grado 2r —4 es py, y el resto tiene grado r, es decir el conjunto de grados de G3 es
{r,2r — 4}. Se probara por casos que el cuello de la grafica es cinco. Sea C un ciclo

de longitud minima en Gs.

Caso 1) Los veértices del ciclo C no estan totalmente contenidos en los vértices de
B,. Hay dos casos: (i) si I € C, entonces la longitud de C es al menos cinco ya que
dg, (P, x) = 2 para todo x € V(By); (i) en otro caso, C tiene al menos un vértice
del conjunto {(x,b0):|b € GF*(q)} U{pi|i € GF*(q)} y por las propiedades de B, el

ciclo también tiene tamano al menos cinco.

Caso 2) Los vértices del ciclo C estan totalmente contenido en los vértices de B,.
Si A= E(Gs) — E(Gy), entonces hay dos casos: |[E(C)NA|=10|E(C)NA|>2. A

continuacion son analizados los dos casos respectivamente:

1. Sea e = zy la arista en E(C)N.A. Como dp,(z,y) = 2, entonces dg, (o} (7,y) =

4, es decir, la longitud de C en este caso es al menos cinco.

2. Si |[E(C) N A| > 2 entonces la longitud de C es al menos seis. De lo contrario,
sean {e,ea} C E(C)N A.
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Figura 2.12: Una (5, 6;5)-jaulita G' con un tnico vértice de grado 6. Unicamente el

area encerrada y las aristas punteadas no pertenece a la jaulita. En cuanto a las

etiquetas de los vértices en By N G sblo es mostrada la segunda coordenada de su

etiqueta original.

Si e; y e; no son ajenas entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad
que la trayectoria T := eje, tiene la forma (af,b)o(a’™, b)o(a’*?, )y para algiin
b€ GF(q). Como (0,b); es el tnico vértice que es adyacente a los extremos de
Ty (0,b); ¢ V(Gs3) entonces no hay ciclos de longitud cuatro que contengan
a T'. De lo contrario, e; y ey son dos aristas ajenas y el tinico caso que podria
resultar en un ciclo de longitud cuatro es el siguiente: e; := (a,y)o(a™, y)o
v ey = (ad,y + alad) (ol y + alal)y para i,j € {0,1}, y € GF(q). Como
estamos en un campo de orden potencia de dos se tiene que 2aa? = 0, es decir
(@', y)o vy (?,y + a?a’); son adyacentes en By, ver el siguiente diagrama. Sin
embargo los vértices (a'*! y)o v (a/*1, y + a/a’); no son adyacentes en B, ya
que y # oMot + y + ala?, por lo tanto no hay un ciclo de longitud cuatro

que contenga a e; y és.

Esto completa la prueba de que el cuello de Gz es al menos cinco y exactamente

cinco, ya que C := {p1, (1,1)1,(1,0)0, (*, 1)1, ps } pertenece a Gs. Por lo tanto Gs es

una (r, 2r — 4;5)-jaulita con un tunico vértice de grado 2r — 4. O
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Corolario 2.2.5.2. Euxiste una (5, 6;5)-jaulita con un inico vértice de grado 6.

Demostracion. Consecuencia del Teorema 2.2.5.1 para r = 5. O

2.2.6. Construccion de (5,m;5)-jaulitas para todo m > 6.

En esta seccion es obtenida una familia de (5, m;5)-jaulitas con un tnico vértice de
grado m para todo m > 6. El método que empleamos consiste en construir las pri-
meras (5, m; 5)-jaulitas, para m € {6,7,8,9,10, 11}, después con ayuda del Corolario
2.2.1.5 generaremos una familia de (5, mk,,, 5)-jaulitas con un tnico vértice de grado
mk,,, para cada m € {6,7,8,9,10,11} y k,, > 2, y finalmente como consecuencia del
Teorema 2.2.1.4 obtenemos una (5, 6kg + Tk7 + 8ks + 9kg + 10k19 + 11k11; 5)-jaulita
con un unico vértice de grado maximo. Ademaés cinco de las seis jaulitas a construir

son consecuencia inmedata del siguiente Teorema.

Teorema 2.2.6.1. Existe una (5, m;5)-jaulita con un inico vértice de grado m, para
m € {6,7,9,10,11}.

Demostracion. La existencia de estas bijaulitas es inmediata del Corolario 2.2.5.2,
Teorema 2.1.1.4, para r = 5, Corolario 2.2.2.2, Corolario 2.2.3.3 y Corolario 2.2.4.2,

respectivamente. ]

Por tultimo construimos una (5, 8;5)-jaulita con un tunico vértice de grado ocho a
partir de una (5, 6)-jaulita al contraer una de sus aristas. Esta sencilla técnica, no
por eso menos importante, fue empleada por primera vez en [4] (2009) para construir

bijaulitas con un tnico vértice de grado maximo:

Teorema 2.2.6.2. [4] Sean r,k y g enteros tales que k > 2 es par, r —1 > 2 es
una potencia de primo y g € {5,7,11}. Entonces eziste la (r, k(r — 1); 5)-jaulita.
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El ultimo resultado de este apartado garantiza la existencia de las (5, m;5)-jaulitas

con un unico vértice de grado m, para toda m > 6.

Teorema 2.2.6.3. Eziste una (5, m;5)-jaulita con un inico vértice de grado m para
todo m > 6.

Demostracion. Las (5, m;5)-jaulitas, param € {6,7,8,9,10,11} y con un tnico vér-
tice de grado m, se obtienen como consecuencia de los Teoremas 2.2.6.1 y 2.2.6.2, para
r =5y k = 2. Si consideramos k,, copias ajenas de cada una de estas seis jaulitas,
entonces como consecuencia del Corolario 2.2.1.5 es obtenida una (5, mk,,, 5)-jaulita,
para cada m € {6,7,8,9,10,11} y con un tunico vértice de grado mk,, y finalmente,
por el Teorema 2.2.1.4 existe una (5, 6kg+ Tkr+8ks+9kg+10k1o+ 11k11; 5)-jaulita con
un tnico vértice de grado méaximo. Como el maximo comun divisor de {6,7,8,9,10,11}
es uno, entonces todo entero se puede expresar como combinacion lineal de ellos y
por lo tanto la existencia de una familia de (5, m;5)-jaulitas, para todo m > 6 y con

un tnico vértice de grado m esta garantizada. O

2.2.7. Construccion de (6,2s;5)-jaulitas para todo s > 4.

El objetivo ahora es construir una familia de (6, 2s;5)-jaulitas con un tnico vértice
de grado 2s, para todo s > 4. La técnica que empleamos para obtener esta familia
es la misma que usamos para construir a las (5, m; 5)-jaulitas, es decir, construimos
los primeros elementos de esta familia para que junto con el Corolario 2.2.1.5 y
el Teorema 2.2.1.4 se obtenga la familia deseada. Con esto en mente, es suficiente
construir las primeras cuatro (6,m;5)-jaulitas con m par, m > 8, para obtener

cualquiera de ellas. Las primeras dos son consecuencia del siguiente Teorema.

Teorema 2.2.7.1. Ezisten una (6, 8;5)-jaulita y una (6, 10; 5)-jaulita, ambas con un

unico vértice de grado mdximo.

Demostracion. La prueba es inmediata del Teorema 2.2.5.1 para r = 6 y del Teorema

2.2.6.2 parar =6y k = 2, respectivamente. O

Construccion de una (6, 12;5)-jaulita.

La construccion de esta gréafica se apoya en la existencia y propiedades de la tnica

(6;5)-jaula de orden 40, construida por primera vez por Robertson [78,86].
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Propiedades de la (6;5)-jaula

Siz e V(H)y T es un arbol generador de H enraizado en z, entonces T satisface

las siguientes propiedades:

i) Es vértice-transitiva.
iii) N(z;) N N(z;) =0, sii#£j, 4,5 €{1,23}.

(
(77) Existen tres vértices xq, 9, 3 en T tales que dr(x,z;) = 3. (Ver la Figura 2.13).
(
(17v) Cada vecino de zj es adyacente a un unico vecino de z;, k,i € {1,2,3}, k # 1.

La cuarta propiedad es clave para probar que nuestra grafica tiene cuello cinco y
la siguiente notacion es tutil para simplificar dicha prueba. Sea N(z;) := {x; c =
0,...,5}, paracadai € {1,2,3}. Si w es el vecino de z; que es adyacente al vecino x;
de x;, para alguna 7 = 0, ..., 5, entonces denotaremos a w por :L’}w Ademés podemos
ordenar a los vecinos de x; de forma que :cf = x}%vj, para i € {1,2,3},i # k. En la
Figura 2.14 se ilustra la cuarta propiedad bajo esta notacion.

X

°
Ty T2 T3
Figura 2.13: Un arbol generador de H.

Por otro lado, como H es vértice-transitiva se puede enraizar a 1" en cualquier vértice
de H sin perder las propiedades anteriores. En particular si se considera un arbol
generador de H enraizado en alguno de los tres vértices del punto (ii) se puede
entender mejor la cuarta propiedad, como se ilustra en la Figura 2.15. En seguida la

descripcion de nuestra construccion.
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Tk

Figura 2.14: Tlustracion de la propiedad (iv), donde el vecino xf de xj, es redefinido
como :zc}g ;-

T
) 1 4 3 Ty 3
1 L1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 01
02,0130 L9173 1 L3 9L3 9 L9 3L3 3 Lo 4L3 4 L9 5L3 5
[ ]
r X9 X3

Figura 2.15: Un arbol generador de H enraizado en el vértice x;. Los vértices de

mayor tamano (circulo y rombo) de cada una de las ramas representan de izquierda
a derecha a los vecinos de x5 y x3 respectivamente.
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Sean G, := H — {z1, 29,23} y G| una copia ajena de Gy, tal que V(G}) = {v'|v €
V(G1)}. Si Gy := G; UG, entonces |V (Gy)| = 2(37) = 74, uno mas que 73 =
no(6,12;5) = 6(12)+1. Lo que haremos a continuacion es anadir una arista a G y lue-
go contraerla para obtener finalmente una grafica con 73 vértices. Sea e := z2’, donde
z' es la copia de z en Gi. Si Gs := Gy +ey G4 := G3/e, entonces |V (Gs)| = no(6,12;5).

Se puede verificar directamente que el conjunto de grados de G4 es {5,6,12} y que
los vértices de grado 5 son los vecinos de z; en H, para toda ¢ = 1,2, 3. Por tultimo
anadiremos aristas entre los vértices de grado cinco de G, para obtener una grafica
con conjunto de grados {6,12} y orden ng(6,12;5). Sea G5 la grafica que resulta de

anadir a G, los siguientes tres conjuntos de aristas (ver la Figura 2.18):

el conjunto &, := {x]l:pjl/|j =0,...,5},
el conjunto & := {222 ,]i =0,...,5} (suma modulo seis) y

el conjunto & := {alz¥ ,|i =0,...,5} (suma modulo seis).
Teorema 2.2.7.2. Eziste una (6,12;5)-jaulita con un inico vértice de grado 12.

Demostracion. Sea Gs como en la construcciéon anterior. Por definicién G5 es una
(6,12; g)-grafica de cuello g > 3, orden ny(6, 12;5) y con un unico vértice w de grado
12, a saber el que resulté de contraer la arista e € E(Gs). El siguiente anélisis es para

probar que el cuello de la grafica es cinco.

Sean C un ciclo de longitud minima en G5 y & 23 := £ UE UE3. Si C esta totalmente
contenido en Gs, entonces [(C) > 5. De lo contrario existen aristas de &£ 23 que
pertenecen a C. Si E(C) N &1 23 = {a}, entonces el ciclo esta obligado a pasar por w,
y como la distancia de w a alguno de los extremos de a es al menos dos, entonces

[(C) > 5. Ademas, si hay al menos tres aristas de £ 53 en C, entonces [(C) > 6.

El resto de la prueba esta dedicado al analisis de los casos en los que C contiene

exactamente dos aristas e; y es en 5172,3.

Caso 1) Las dos aristas ej,es € &, para alguna s € {1,2,3}. Supongamos sin

pérdida de generalidad que s = 1, es decir e; := x]l:pjl/ y ey = x}gx}c,, para j # k.

1 1 ~ 1.1y _
Como z; y x;, son vecinos de x; en H, entonces dg,(z;,z;) = 3. Por lo tanto, la
longitud de C en este caso es al menos ocho. De forma analoga se prueban los casos

en los que s =2y s = 3. Ver la Figura 2.16.
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T T2 T3
o, o, o,
_1 ________ 1 _2 ________ 2 _3 _______ 3
1 1/ 2/ 2 3/ 3
T Tl T R
Liew™ s=1 Loe++"" s=2 CETIA s=3

Figura 2.16: Casos s = 1, s = 2 y s = 3. Las aristas punteadas no pertenecen a G5 y

las lineas del estilo — - — representan trayectorias de longitud tres.

Caso 2) La arista e; € & y la arista ey € £, s # j. Supongamos sin pérdida de
generalidad que s = 27y j = 3, es decir e; := 22 2% | y es := 2% 2% . La tnica forma
de que e; y ey pertenezcan a un ciclo de longitud cuatro es que x?l IE?Q € FE(Gs) o que

9 3/ . 21t : 2 ,..3
x$ 173,19 € E(Gs). Supongamos sin pérdida de generalidad que x5 x5, € E(Gs), es
3
J2
(iv) el vértice 22, | es adyacente al vértice 22 or otro lado, #% ,, := 2%

Jit1 Y 3,Git1) ¥ P s Tiiv2 "= L3,3,42))

decir 23, es 23 ; , lo que implica que j, = ji, es decir e := 2% 27 . Por la propiedad
lo cual implica que x?iﬂxiﬁ ¢ E(Gs) (ver la Figura 2.17, inciso (¢i)). Por lo tanto
en este caso la longitud de C es al menos cinco. El resto de los casos s =1, =2y

s = 1,7 = 3 se analizan de forma analoga. Ver la Figura 2.17. O

€1 €2 €1 €2 €1 €2
1/ 2/ 1 1/ 3/ R 2/ 3’ 4
Ty T+ = 2,1+ | %0 T2 = F3,G1+2) | Ti+1r T2l T, +2)
1’ 1/ 2!
2,41 3,41 T3,(j1+1)
(i)s=1,7=2 (i)s=1,7=3 (iti)s =2, =3

Figura 2.17: Casos del Caso 2). Las aristas punteadas no pertenecen a Gs.



2. Jaulas birregulares de cuello impar 55

/

Figura 2.18: Una (6, 12; 5)-jaulita G' con un tnico vértice de grado 12, menos las aris-
tas inducidas por los vértices finales del drbol generador de G, y G, respectivamente.
La arista punteada entre x y 2’ no pertenece a G, pero es la que al contraerse resulta
en el tnico vértice de grado 12. Las aristas con estilo —— no pertenecen a G, mien-
tras que toda arista del estilo — - — pertenece a & 3. Los vértices de mayor tamano
(circulo y rombo) de cada una de las ramas representan de izquierda a derecha a los

vecinos de x5 y x3, respectivamente.
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Contruccién de una (6, 14; 5)-jaulita.

Finalmente, es construida una (6, 14;5)-jaulita con un tnico vértice de grado 14.
Sea H la (6,7;5)-jaulita con 6 vértices de grado siete que resulta al eliminar de la
(7;5)-jaulita G (la grafica de Hoffman-Singleton) un vértice x junto con todos sus
vecinos {x1,...,x7} menos uno de ellos, digamos z; y sea Ng(z1) = {y1,...,Ys}-
Sea H' una copia ajena de H con V(H') = {v'|v € V(H)}. Si G, := HU H' entonces
|[V(G1)| =2(6-7+ 1) = 86, uno mas que ng(6,14;5) = 6(14) + 1. Igual que antes
se anadird una arista a G; que después serd contraida para obtener una grafica con
no(6, 14; 5) vértices. Si Gy es la gréfica que resulta de anadir a G; la arista y1y; y G es
la gréfica que resulta de contraerla, entonces el orden de Gz coincide con ngy(6, 14; 5)
y el nuevo vértice z que resulté al contraer la arista es el tnico de grado 14 en Gs.
Se puede ver por simple inspeccién que el conjunto de grados de Gz es {6,7,14}.
Finalmente para obtener una gréfica con conjunto de grados {6,14} eliminamos
y anadimos aristas como se indica a continuacion. Considérense los conjuntos de
aristas: € := {yixa;| v2; € Ng(2x2) N Ny (y;),i = 2,...,6}, & la copia de € en H' y
& = {xoxl,| i =2,...,6}. Sea G4 la grafica que resulta al eliminar de Gs el conjunto

EUE'y de anadir a esta al conjunto & . Ver la Figura 2.19.

Teorema 2.2.7.3. Eziste una (6, 14;5)-jaulita con un inico vértice de grado 14.

Demostracion. Sea G4 como en la construccion anterior. Notese que el conjunto de
grados de G, es {6,14} y que el unico vértice de grado 14 es z. Ademaés el orden de
G, coincide con ny(6, 14;5) como se vio anteriormente. Resta probar que el cuello de
la grafica es cinco y para ello considérese C un ciclo de longitud minima en G,. Si C
estd totalmente contenido en G; entonces la longitud de C es al menos cinco. De lo
contrario existen aristas de £ que pertenecen al ciclo. Si |€; N E(C)| = 1, entonces
I(C) > 5 ysi|&NEC)| > 2, entonces [(C) > 8. La conclusion en ambos casos es
que la longitud de los ciclos que contienen aristas de £ es mayor que cinco y por lo

tanto el cuello de G, es cinco. O

El siguiente Teorema muestra que las (6, 2s; 5)-jaulitas con un tnico vértice de grado

2s existen para todo s > 4.

Teorema 2.2.7.4. Existe una (6,2s; 5)-jaulita con un inico vértice de grado 2s, para
todo s > 4.

Demostracion. Las (6,2s;5)-jaulitas, para s € {4,5,6,7} y con un unico vértice de



2. Jaulas birregulares de cuello impar 57

T
M
-7 /1N I~ H
- s/ NN T
— | \\
T
// e / | \ ~N ~
// // / \ \\ \\
-7 e / | \ ~ >~
T -7 x 7 x3 / Z4! \T5 S T S~ 7
4 4 t ® ' *
I I I I I I
[T [T [T [N [T JZANAN
IARARN IARARN IARARN JARRRN JARRRN 1T
A EERR A EERR A EERR /A EERR /A EERR AR
2N B B WA 2N B B U 2N B B WA /A B B WA /A B B WA AN B B B U
/2 T N N T W W Ay A Y A T T N A A A R T A B
yl. 6090909900000 00606006060d060000c0060600 co0000
. I
e R
. [P U R R I N I
. [ 2 B
: [ TR I 1 i I
. [ I !
. —a-—--1-FH 1
. [ I N N
: 11T
: r-r-=---4-1. |
. [ N
. r—t-F-—-4-1r | ']
. -
[ R N ) 1l B
RN [ [ U P ! B} \ |
oo \
©48900c00009c000000c00000000000s 0000
Y1 LS T e N S S O O T A A U O A AU Y
VAV b AR A NV AN I A A AR A R A
NV NV NV NV NV NV
\\V LY VLT VLT NV VLT VLT
LT I I L N I
I i/ A\ N\ i/ i/
. . : s P b
R Nt I
o ~ \ | / e —
~ ~ e —
- N \ | / - P
~ ~N ' -
\\ ~ \\ | // e —
~ e - /
~ - H
~ -
\\\\\\/4/
-
Z’/

Figura 2.19: Una (6, 14;5)-jaulita G con un tunico vértice de grado 14. La arista
punteada entre y y 3’ no pertenece a G pero es la que al contraerse resulta en el
tnico vértice de grado 14. Las aristas del estilo —— no pertenecen a G, las aristas
del conjunto £ U &’ estan representadas por las lineas punteadas con “tres lados” y

las aristas de &£ estan representadas por las aristas que destacan en negro.
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grado 2s se obtienen como consecuencia del Teorema 2.2.7.1, Teorema 2.2.7.2 y el
Teorema 2.2.7.3, respectivamente. Si m = 2s y consideramos k,, copias ajenas de
cada una de estas cuatro jaulitas, entonces como consecuencia del Corolario 2.2.1.5
es obtenida una (6, mk,,,5)-jaulita, para cada m € {8,10,12,14} y con un tunico
vértice de grado mk,, y finalmente, por el Teorema 2.2.1.4 la existencia de una
(6, 8ks + 10k1o + 12k + 14k14; 5)-jaulita con un tnico vértice de grado maximo esta
garantizada. Como el maximo comun divisor de {8,10,12,14} es dos, entonces todo
entero par w > 8 se puede expresar como combinacién lineal de ellos y por lo tanto
existe una familia de (6,m;5)-jaulitas con un tnico vértice de grado m para todo

m > 8 par. O

2.2.8. Construccion de (6,2s + 1;5)-jaulitas para s = 3, 4.

En la seccion anterior se construyeron familias de (6, m; 5)-jaulitas para m par y con
un dnico vértice de grado m. Con esto en mente, el estudio sobre la existencia de
las (6, m;5)-jaulitas podria completarse si existiera una familia de (6, m;5)-jaulitas,
para toda m > 7 impar y con una cantidad par de vértices de grado m, ya que
es bien sabido que en toda grafica el nimero de vértices de grado impar es par.
Sin embargo, los tinicos elementos conocidos de esta familia son la (6, 7; 5)-jaulita,
construida en la Seccion 2.1.4 y la (6,9;5)-jaulita obtenida como consecuencia del
Teorema 2.1.1.1, ambas con seis vértices de grado maximo. Sin embargo a pesar
de que estas dos bijaulitas tienen la misma cantidad de vértices de grado m, no es
posible usar nuestro método de identificacion ya que se requiere que entre ellos sean
3-remotos, y en nuestro caso solo tenemos 2-remoticidad. A la fecha sigue abierto
el problema sobre la construccion de (6, m;5)-jaulitas, para m > 11 impar, dejando

mucho trabajo que realizar a este respecto.

2.2.9. Construccion de (4,2s;9)-jaulitas para s > 7.

En la pagina de Geoffrey Exoo http://ginger.indstate.edu/ge/ se enlistan las adya-
cencias de las bijaulas que el autor de esta pagina ha hallado basandose en calculos
computacionales. Entre ellas muestra la siguiente lista de (4, m; 9)-jaulitas, indicando
en cada caso su orden y desctacando en sus adyacencias que cada una de ellas tiene

un tnico vértice de grado maximo.
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1. G(4,14;9) con orden 561 = ny(4,14;9)
2. G(4,16;9) con orden 641 = ny(4,16;9)
3. G(4,18;9) con orden 721 = ny(4,18;9)
4. G(4,20;9) con orden 801 = ny(4,20;9)
5. G(4,22;9) con orden 881 = ng(4,22;9)
6. G(4,24;9) con orden 961 = ny(4,24;9)
7. G(4,26;9) con orden 1041 = ngy(4,26;9)

Esta lista contiene los elementos necesarios para que junto con el Teorema 2.2.1.4
se pueda construir una familia de (4, m;9)-jaulitas, para todo m > 14 par, y con
un Unico vértice de grado maximo. Por otro lado, el autor no indica haber hallado
(4, m;9)-jaulitas para m # 2t y no se ha publicado nada mas al respecto, por lo cual

pensamos que esta pregunta también es un problema abierto.
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Capitulo 3
Jaulas birregulares de cuello par

Este capitulo estd dedicado al estudio sobre la existencia de bijaulas de cuello par.
Como se menciond en el Corolario 1.1.0.3, una (r, m; 2s)-gréfica es bijaulita si y s6lo
si: (i) se cumple que r = 2y g > 4, 6 (ii) tiene cuello g = 4. Por lo tanto todas
nuestras construcciones muestran un exceso positivo, a diferencia del Capitulo 2, y
la mayoria de ellas acotan por arriba el orden de una bijaula con cuello par al menos

ocho.

Yiang y Liang probaron en [90] (2003) que n(r, m;6) > 2(rm—m+1), para2 <r < m
y que n(r,m;6) = 2(rm—m+1)si: (i) 2 <r < 5yr <m, 06 (ii) si m—1 es potencia de
primo y 2 < r < m. En ese mismo trabajo los autores conjeturan que para cualquier
par de parametros 2 < r < m se tiene que n(r,m;6) = 2(rm —m+1). Ejemplos que
dan soporte a esta conjetura son: (7) las (r, k(r—1)+1; 6)-jaulas descritas en [3](2008),
para r — 1 una potencia de primo, (i7) las (3, m;6)-jaulas obtenidas en [54](1992),
param >4y (i) las (p1 + 1, a1p1 + - - - + asps + 1; 6)-jaulas que construiremos en la
Subseccion 3.2, para {pi, ..., ps} potencias de primos y tal que p; > p;, i =2,...,6.

Ademas de nuestro resultado de cuello seis, se veran construcciones de (r,m;g)-
graficas con cuello par g > 8 que acotan el oden de una bijaula con esos parametros,
centrando nuestra atencion en valores de r cuando » — 1 es una potencia de primo
y cuando el cuello g = 8, y profundizando aiin mas cuando r = 3. Algunos resulta-
dos, como la construccion de nuestras (3,m; 8)-graficas con orden cercano a la cota
inferior, estan inspirados en las (3, m;6)-jaulas construidas en [54](1992), para todo

m > 4. Ademés son construidas tres bijaulas con cuello ocho al identificar vértices
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a distancia adecuada, método empleado en [4](2009) para obtener (3, 3k;8)-jaulas,
k>2

En seguida es desglosado un indice que resume los resultados de este capitulo con-

forme a lo senialado en el indice general de esta tesis.

Graficas birregulares de cuello par
(1) Familias de graficas birregulares con cuello par g > 8. (Subseccion 3.1.1)

(a) Construccion de (r,k(r — 1) +t — 1; §)-graficas, para § > g > 8, g par y
t=1,2.

(b) Construccion de (r, k(r — 1) + ¢; g)-graficas, parac = 0,1y g > 8.

c¢) Construccion de (r, k(r —1); 8)-graficas con (r —1)? +r — 1 vértices de grado
g g

k(r—1).
(2) Construccion de (r, m; 8)-graficas para r — 1 = p®. (Subseccion 3.1.2)

(a) Construccion de (r, k(r — 1);8)-gréaficas con (r — 1)? + 1 vértices de grado
k(r—1)yr—1=p"~.

(b) Construccion de (r,kr + t;8)-graficas, para r — 1 = p* k > r —tyt =
1,...,r—1.

(¢) Mejora de la cota superior del orden de una (3, 3k + ¢; 8)-jaula, para k > 2
yt=12

(3) La mejor cota inferior para n(3,m;8). (Subseccion 3.1.3)
(a) Condiciones para que una (3,m;8)-grafica tenga al menos 9m + 3 vértices.
(b) Cota inferior para el orden de una (3, 3k + ¢;8)-jaula, con k > 2yt =1,2.
(4) Construccion de (3, m; 8)-graficas con 9m + 3 vértices. (Subseccion 3.1.4)
(a) Construccion de (3, m;8)-jaulas, para m = 4,5,7.
(5) Una familia de (r,m;6)-jaulas. (Seccion 3.2)

(a) Construccion de (p; + 1,a1p1 + - - - + asps + 1; 6)-jaulas, para el conjunto de
potencias de primos {p1,...,ps}, tal que p; > p;, para cada i =2,...,6.
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3.1. Construccion de (r,m;2s)-graficas con s > 4

Se iniciara el desarrollo de la teoria necesaria para obtener las que de momento
son las mejores cotas inferiores y superiores sobre el orden de una bijaula de cuello
8. El resultado de este trabajo nos permitié acercar las cotas inferiores a las cotas
superiores conocidas sobre el orden de una bijaula con cuello par al menos ocho, y
en algunos casos esa cercania nos permitié obtener tres bijaulas de cuello 8 y grado
minimo 3. Cabe destacar que estos resultados fueron concentrados en el articulo
“On bi-regular cages of even girth at least 8” publicando recientemente en la revista

“Aequationes Mathematicae”, Vol. 86.

3.1.1. Familias de graficas birregulares con cuello par g > 8

El Teorema de monotonia del cuello [49] (1997) en el marco de la teoria de jaulas,
compara los ordenes de dos jaulas con cuellos diferentes y mismo grado de regularidad
mostrando que esta relacion es monotona. La generalizacion de este Teorema junto
con la Definicion 2.2.1.3 nos permitié calcular cotas superiores constructivas sobre
el orden de una bijaula con cuello par g > 8. El enunciado de esta generalizacion se
muestra en el Teorema 3.1.1.1 probado en [23](2011).

Teorema 3.1.1.1. /23] Sean r,m,g,q" enteros tales que 3 <r <m y3 <g<d.

Entonces n(r,m; g) < n(r,m;g’).

Sea G una (r;g)-grafica con r > 2 y cuello par ¢ > 8. Como el cuello de G es
par, se sigue que GG contiene un arbol de altura g/2 — 1 enraizado en una arista zy.
Esta arista induce de manera natural una particién en los vértices de este érbol en

conjuntos X;,Y; con 0 < j < ¢g/2 — 1 como sigue:

X; = {ueV(O): dlww)=j, duy)=j+1), o
Y, = {veV(C): dlv.y)=j. dlv,x)=j+1}.
El tamaitio del cuello de G garantiza que los conjutos X;,Y; (0 < j < g/2 —1) son

mutuamente ajenos. Anadiendo a esto la hipotesis de que G es r-regular se puede
ver que | X;| = |Y;| = (r — 1)9.
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Construccion 5

Sea GG una (r; g)-grafica con cuello par g > 8 y considérense los siguientes conjuntos:
D = (U X)) u (UY)), Z = Xy U Yy y H == G — D. Si G, =
H!'+ .-+ H* es la union de k — (¢t — 1) copias ajenas por vértices de H, entonces
Zy={Z'CV(H):i=t,...,k}, donde Z% es la copia de Z en H', es un conjunto
de conjuntos de vértices independientes y G;/Z; es una (r, k(r — 1)+t — 1; §)-grafica
con g > g.

Teorema 3.1.1.2. (Cota superior) Eziste una (r,k(r — 1) +t — 1; g)-grdfica con
929,928 par.

Demostracion. Sea J := G;/2Z;, t = 1,2 como en la Construcciéon 5 y supongamos
que H! := G para t = 2. Veamos que J es la grafica deseada suponiendo que |Z| = n.
Por definicion V(J) = Uf:t V(H'—Z"UN, donde N := {21, ..., 2,} son los n nuevos
vértices que resultaron al indentificar las k graficas de G. Nota que d;(z) = r — 1

para todo z € N. Asumamos primero que t = 2.

Notese que cada vértice z € N tiene grado r + Zfﬂ(r —1)=Fk(r—1)+ 1y el resto
tienen grado r, por lo tanto el conjunto de grados de Go, es {r, k(r—1)+1}. Veamos

que el cuello de Ga 1, es § > g.

Sea C' un ciclo en Gay. Si V(C)NN = (), entonces la longitud del ciclo C' es al menos
g. Asumamos entonces que C' tiene al menos dos aristas, digamos aw’, bv? donde
a,be N,w' € V(H —Z"), v/ € V(H’ — Z7). Nota que si i = j = 1, entonces C esta
totalmente contenido en H' y su longitud de nuevo es al menos ¢g. Podemos asumir

entonces que @ # 1.

Si i = j, entonces C contiene una (a, b)-trayectoria en H' de longitud dy (a',b') y
una (w’, v')-trayectoria en H' — Z* de longitud al menos g — 2 — dg:(p;(al), p;(b')).

Ademés como dy:i(p;(at), o;(b')) = dy(at, bt), entonces se cumple que:

V(C)| = dm(a",b") + g — 2 — dpi(pi(a'), pi(0") +2 =g

Supongamos entonces ¢ # j. Entonces C' contiene dos trayectorias de longitud dos,
digamos, wiaw’ y v'bv?, unidas con una (w?, v*)-trayectoria en H — Z* de longitud al
menos g — 2 —dgi(p;(at), p;(b')) y una (w?, v9)-trayectoria en H? — Z7 de longitud al
menos g —2—dp;(p;(a'), ;(b")). Ya que d (a',0") < [g/4] +([g/4] =1)+1 = g/2,
tenemos que
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V(C)] > g—2—dui(pilat), (b)) + g — 2 — dui(pj(al), p;(0Y)) + 4
= 2g - 2dH1 (al, bl)
> g

En cualquier caso la longitud de C' es al menos g y Gay es una (r, k(r — 1) + 1; g)-
grafica con g > g. Finalmente supongamos ¢ = 1. El conjunto de grados de G, es
{r,k(r — 1)} y por construcciéon la grafica G es una subgrafica de Goy. Asi, G
es una (7, k(r — 1); g)-grafica con g > g. O

Teorema 3.1.1.3. (Cota superior) Sean r > 3 y k > 2. Si g > 8 es par y

m=k(r—1)+¢ cone=0,1, entonces

[g/4]—-1
n(rms g) < Fn(rig) =2k =) Y (r—1)' = R(r—1)lo/41"

1=0

m—r st g =0 (mod 4);

donde R = ,
2e—=1) sig=2 (mod4).

Demostracion. Sea I' una (r; g)-jaula con cuello par g > 8 y orden n(r; g) y conside-

remos los conjuntos X, Y; descritos en (3.1). Se tiene que

Lg/4] [g/4]-1 [9/4]1—1 '
S=>"IX51+ D Wil=2 > (r—1Y +alr— 1),
Jj=0 j=0 =0

donde « = 1si g =0 (mod4) oa=0sig=2(mod4). Sea I'.;1 la grafica dada
por el Teorema 3.1.1.2. Sie =1,

[V(Lop)| = kn(r;g) — (k —1)S.
y si € = 0 tenemos que
V(Tu)l = kn(rig) = kS + X jgpa) | + Vg1 = kn(r: g) — kS + B(r — 1)l

donde g =7 si g=0(mod 4) o 5 =2si g=2(mod 4). Todos estos hechos implican
que

V(Teyrp)] = kn(rig) — (k—e)S — (e — 1)B(r — 1)[9/41-1
[g/4]—1
= kn(r;g) —2(k —¢) Z (r—1) — R(r — 1)l9/41-1,
i=0

donde R toma los siguientes valores:
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R:{ (k—e)r—1)+E—-r=k(r—1)+e—r=m—r sig=0(mod4);
2(e —1) si g =2 (mod 4).

Ya que I'.;1 & es una (r, m; g’)-grafica con ¢’ > g, por el Teorema 3.1.1.1 se sigue que
n<T7 m; g) < n(ﬁ m; g/) < |V<F€+1J€>|' O

El siguiente Corolario es consecuencia del Teorema 3.1.1.3 para g = 8.

Corolario 3.1.1.4. (Cota superior) Seanr >3 yk>2. Sim =k(r—1)+¢ con
e =0,1, entonces n(r,m;8) < kn(r;8) —2r(k —e) — (m —r)(r — 1).

Demostracion. La prueba es consecuencia del Teorema 3.1.1.3 para g = 8. U

3.1.2. Construccion de (r,m;8)-graficas para r — 1 = p®

Cuando 7 — 1 es potencia de primo y el cuello es 8 existe una (r;8)-jaula I' con
orden ng(r;8) = 2377 (1 — 1)" y en este caso I' es la grifica de incidencia de un
cuadrangulo generalizado de orden r — 1 como se mencioné en la Introducciéon. La
existencia de estas jaulitas fue clave en [4| para probar la que de momento es la
mejor cota superior para el valor n(r, kr; 8), enunciada en el siguiente teorema, y que
para r = 3 se comporta como una familia de (3, 3k; 8)-jaulas de orden 25k + 5 y que
coincide con la Cota inferior (3.2). Esta cota es constructiva y se logré identificando k
copias de I' a través de algunos de sus vértices llamados en conjunto “ovoide”, mismo

que aclaramos en la Definicion 3.1.2.4.

Teorema 3.1.2.1. [}/ Sik > 2 yr —1 es una potencia de primo, entonces una
(r,rk; 8)-grdfica se construye identificando los (r — 1)? + 1 vértices de un ovoide en

k copias de una (r;8)-jaulita. Asi
3
n(r,kr;8) <2k (r—1)' — (k= 1)((r — 1)* + 1).
=0

Los resultados de esta seccion también dependen de la existencia de las (r; 8)-jaulitas,
en este caso encaminados a probar la que también de momento es la mejor cota

superior sobre el orden de una (r,m;8)-grafica, para m # kr. Por un lado, esto
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completa el estudio iniciado en [4] en busca de una respuesta al orden de una (r, m; 8)-
jaula, para 2 < r < m, aunque por otro lado no se tiene la certeza de que no exista
una mejora a esta cota, abriendo campo a investigaciones futuras que tengan como

tarea determinar si es posible o no mejorarla.

El primer resultado en esta linea es consecuencia del Corolario 3.1.1.4 y del orden de

las (r;8)-jaulitas cuando r — 1 es potencia de primo.

Corolario 3.1.2.2. (Cota superior) Sean k > 2, =0,1 yr—1> 2 una potencia
de primo. Entonces n(r,k(r —1)+¢;8) < 2k(r —1)?+k(r—1)+7)(r—1)+e(r+1).

Demostracion. La prueba es inmediata del Corolario 3.1.1.4 y del hecho de que

n(r;8) =230 (r—1) O

El siguiente resultado es consecuencia del Corolario 3.1.2.2 para r = 3 y muestra

como queda acotado hasta el momento el namero n(3,m;8), para todo m > 4.
Corolario 3.1.2.3. Sim=2k+¢c conk >2 ye=0,1, entonces

25m
Demostracion. La prueba es inmediata del la cota inferior (3.2) y del Corolario 3.1.2.2

para r = 3. U

Una mejora a la cota superior del Corolario 3.1.2.2 cuando » — 1 es una potencia de
primo se muestra en seguida, y en la siguiente seccion las cotas inferior y superior que
aparecen en el Corolario 3.1.2.3 son mejoradas para r = 3. Abordamos este trabajo

iniciando con la definicién de “ovoide”.

Definiciéon 3.1.2.4. Sea I' una (r;8)-jaulita con r — 1 una potencia de primo. Un
ovoide O en I' es un conjunto mdzimo de vértices mutuamente a distancia 4. Como
consecuencia cualquier elemento v de I' que pertenezca al mismo conjunto partito
que los vértices de O, estd a distancia a lo mas 2 de al menos un elemento de O.
También se sabe que los ovoides tienen cardinalidad (r — 1)*> + 1 (ver [35, 76, 83]).

Mostramos un breve esquema de lo que a continuaciéon se vera: en el Teorema 3.1.2.5
es exhibida una familia de (r, k(r — 1); 8)-graficas con el mismo nimero de vértices
de grado m que las graficas obtenidas del Teorema 3.1.2.1. El hecho de que estas dos

familias tengan el mismo nimero de vértices de grado m nos permitié mostrar en el
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Teorema 3.1.2.7 una construccion de (r, m;8)-jaulas, para m # kr, como resultado
de identificar un nimero adecuado de copias de cada una de estas dos familias, por
medio de sus vértices de grado m. La conclusion del Teorema 3.1.2.7 se vera reflejada

como la mejor cota superior sobre el orden de una (r, m;8)-jaula, cuando m # kr.

El siguiente resultado muestra una familia de (r, k(r — 1); 8)-graficas con (r —1)% + 1
vértices de grado k(r — 1), mismo numero de vértices de grado m que la familia
obtenida del Teorema 3.1.2.1. Cabe senalar que una (r, k(r — 1); 8)-grafica también
es obtenida del Teorema 3.1.1.2 cuando g = 8, aunque el niimero de vértices de grado

k(r—1) en ese caso es (r — 1) +r — 1.

Construccion 6 Sean Xy y X5 como en (3.1), I una (r;8)-jaulita con r — 1 una
potencia de primo y xy € E(I") tal que # € X,. Considérense D = (Nrp(z) —y)U{z},
Z=XoU{y}yH:=T—-D.SiG:=H'+---+ H" es la unién de k copias ajenas
por vértices de Hy Z :={Z' C V(H") :i = 1,...,k}, donde Z' es la copia de Z
en H entonces G/Z es una (r, k(r — 1); 8)-grafica con (r — 1)? 4 1 vértices de grado
k(r—1) y orden 2k 370 (r — 1)t — kr — (k — 1)((r — )2+ 1).

Teorema 3.1.2.5. Sea r—1 una potencia de primo. Existe una (r, k(r—1); 8)-grdfica
con (r—1)2+1 vértices de grado k(r —1) y orden 2k S5 (r— 1)  —kr — (k—1)((r —
1)2+1).

Demostracion. Sea G := G/Z como en la Construccion 6 y supongamos que |Z| = n.
Por construccion n = (r—1)>+1y V(G) = U, V(H = Z")UN, donde N son los n
nuevos vértices que resultaron al indentificar las k graficas de G. Nota que cualquier
vértice en N tiene grado k(r — 1) y cualquier otro vértice en la grafica tiene grado
7, es decir, el conjunto de grados de G es {r, k(r — 1)} y atin mas hay n vértices de
grado k(r —1).

Ya que dg:(z,w) > 4 para todo par de vértices distintos z,w € Z', se sigue que el
cuello de G es al menos 8. Ademas, el cuello de G es exactamente ocho porque H® atin
contiene ciclos de longitud ocho. Finalmente, [V (G)| = |V (HY)|+3F, [V (H = Z%)| =
2k E?ZO(T —1i—kr—(k=1)((r —1)2+1). O

El Teorema 3.1.2.5 sera til en la prueba del Teorema 3.1.2.7, y se puede ver como

un caso particular del Teorema 3.1.2.6 que en seguida probaremos.
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Construccion 7 Para ¢ = 1,2 considérese una (r, m;; g)-grafica G; con cuello par g
y Z; C V(G;) su conjunto de vértices de grado m;. Supongamos que |Z;| = |Zs| = 2
ysea Z = {7y, Zs}. Si dg,(u,v) > g/2 para todo par u,v € Z;, entonces (G1+G2)/Z
es una (r,my + mg; g)-grafica con g > g y orden |V(G1)| + |V (G2)| — =.

Teorema 3.1.2.6. Sea r—1 una potencia de primo. Existe una (r,mi+ms; §)-grdafica
con § > g y orden |V(Gy)| + |V(Ga)| — =.

Demostracion. Sea G = (G1 + G3)/Z una gréfica como en la Construccion 7. El
orden y el conjunto de grados de G es inmediato de la Definicion 2.2.1.3 y la prueba
de que su cuello es al menos g se sigue de la condicion: dg,(u,v) > ¢g/2 para todo
par u,v € Zg,, i=1,2. ]

El teorema principal de esta seccion muestra la que de momento es la mejor cota
superior sobre el orden de una (r, m;8)-jaula, para m # kr, ademés de mostrar una

mejora al Corolario 3.1.2.2:

Teorema 3.1.2.7. Sea r — 1 una potencia de primo, k >r—t yt=1,...,r—1.
Entonces n(r kr +;8) < (k+1)2r — 1) ((r — 1>+ 1) + (t — 2)r + 2.

Demostracion. Sea b = k+ 1 — (r —t). Como k > r — t, entonces b > 1. Sea G
una (r, br; 8)-grafica obtenida del Teorema 3.1.2.1 para b > 2 y notese que si b = 1,
entonces G es una (r;8)-jaula. Sea Z; el conjunto de (r — 1)? + 1 vértices en Gy de
grado br, que por construccion corresponden al conjunto de (r —1)%+1 vértices de un
ovoide en una (r; 8)-jaula. Ademas, sea Gy una (r, (r —t)(r — 1); 8)-grafica obtenida
del Teorema 3.1.2.5 y sea Z, el conjunto de (r — 1)® + 1 vértices en Gy de grado

(r—t)(r—1).

Por definicion la grafica G;, ¢ = 1,2 cumple que dg;, (u, v) > 4 para todo par u,v € Z;.
Si Z = {7, Zy}, entonces la grafica Q) := (G + G3)/Z obtenida del Teorema 3.1.2.6
tiene cuello g > 8, (r—1)%+1 vértices de grado br+(r—t)(r—1) = (b+r—t—1)r+t =
kr +t y el resto de ellos de grado r. Ademas,

V(Q)| = IV(G1)|+|VgG2)I—((T—I)QH)
= 20+r—0)) (r=1)'=(b—=1+r—0)((r—1)>+1) = (r—t)r

= 2k+1)((r=1°4+@r-1)+k+2)((r—=12+1)—(r—2t)r
J(r=12+1)2r—1)+(r—=12+1—(r—1t)r

(k+1
(k+1)2r—=1)((r=1*4+1)+ (t —2)r + 2.
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Por el Teorema 3.1.1.1 se sigue que n(r,kr +t;8) < n(r,kr +t;9) < |V(Q)|, para
todo g > 8. U

3.1.3. La mejor cota inferior para n(3,m;8)

Los resultados de esta seccion estan enfocados en mejorar la Cota inferior (3.2) para
r =3y g =8, acercando asi los ordenes de las gréaficas obtenidas del Teorema 3.1.2.7
al de una bijaula. El primer resultado es consecuencia del Teorema 3.1.2.7 para r = 3,

mostrando una mejora al Corolario 3.1.2.3 cuando m > 8.

Corolario 3.1.3.1. Sea k > 2 yt =1,2. Entonces n(3,3k + t;8) < 25k + 3t + 21.
Demostracion. La prueba es inmediata del Teorema 3.1.2.7 para r = 3. O

La mejora a la cota inferior dada en (3.2) para r = 3 se muestra en el Teorema 3.1.3.3
y en su prueba es empleado el Lema 3.1.3.2, que da una condicién suficiente para
que una (3, m; 8)-grafica tenga al menos 9m + 3 vértices. En lo sucesivo si G es una
grafica y S C V(G), entonces considérese 9(S) := (UsesN(s)) \ S.

Lema 3.1.3.2. Sea m > 4, m # 0 (méd 3). Si G es una (3, m;8)-grdfica con al

menos dos vértices de grado m a distancia a lo mas tres, entonces |V (G)| > 9m + 3.

Demostracion. De (3.2) se sigue que n(3,4;8) > 39 y el resultado vale si m = 4.
En el resto de la prueba asimase m > 5. Sea x € V(G) de grado m y y € N(z).
Considérense los conjuntos X;,Y;, i = 0,1,2,3 definidos en (3.1).

Si f es un vértice de grado m tal que dg(z, f) < 2, entonces |V (G)| > 1430 (| X+
Vi) > 1+ (m—1)+20m—1)+4(m—1)+1+2+m—1+2+2(m—1+2) = 10m.

Sean z, f € V(G) de grado m tales que dg(z, f) = 3 y supongase que f € Y,. Sea T el
arbol inducido por Ul ,(X;UY;)UX3y R = G —V/(T). Claramente |V (T)| = Tm+1
y

V(G)| =Tm+ 1+ |V(R)|. (3.2)

Sea S C V(R) el conjunto de vértices de grado m y sea s = |S|. Notese que N(f) N
(SUIS)) = 0, ya que dg(f,w) > 3 para todo w € S. Si F = N(f) NV (R),
entonces |F| = m — 1. Ademés para todo w € S se tiene que |N(w) N I(F)| <
1 ya que ¢ = 8 y dg(f,w) > 3. Esto implica que [0(S) N I(F)| < |S| = sy
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|0(S)UI(F)| > sm+2(m—1)—s. Como (9(S)UI(F))NV(T) C X3UYs, se tiene
que |(8(S)UO(F)) NV (T)] < dm. De aqui que [(9(S)UB(ENNV (R)| > sm—2m—2—s
y V(R)| = [S[+[F|+ [(9(S) UO(F)) NV(R)| = sm —m — 3.

Sea s > 4. Como m > 5, entonces por (3.2) se sigue que |V (G)| > Tm + 1+ sm —
—-3>10m—-22>9m — 3.

Sea s < 3. El ntiimero de aristas que unen a los vértices de T" con vértices en R es al
menos 2(| Xs| + |Y2| = 1) + |[N(f) N V(R)| = 2(dm — 1) + m — 1 = 9m — 3. Ademas,
este nimero de aristas es a lo mas sm + 3(|V(R)| — s) = s(m — 3) + 3|V(R)| <
3m + 3|V (R)| — 9. Entonces

9m —3 <3m+3|V(R)| -9,
implica que |V(R)| > 2m + 2 y por (3.2), [V(G)| > 9m + 3. O

Teorema 3.1.3.3. Sim > 7, k > 2 ym # 3k, entonces n(3,m;8) > [25m/3] + 7

Demostracion. Sea G una (3, m; 8)-jaula de orden n = n(3,m;8). Si en G existen dos
vértices de grado m a distancia a lo mas tres, entonces por el Lema 3.1.3.2 se tiene
que n > 9m—+3 > [25m/3]+7, para todo m > 7y en este caso el resultado es cierto.
Astimase en el resto de la prueba que los vértices de grado m en G estan a distancia
al menos cuatro. Sea T" un arbol de radio 3 enraizado en un vértice x de grado m y
tal que cualquier vértice interno tiene grado 3. Sea T° = {t € V(T): dg(t,x) =3} y
R =G —V(T). Claramente |T?| =4m, |[V(T)|=Tm + 1y

n="Tm+1+|V(R)]. (3.3)

Sea S el conjunto de vértices de grado m contenidos en R y s = |S|. El namero de
aristas que unen a los vértices de T2 con R es 8m. Si |E(R)| es el nimero de aristas
inducidas por la subgrafica R, entonces 8m = sm + 3(|V(R)| — s) — 2| E(R)], lo cual
implica que

3|V (R)| = 8m — sm + 3s + 2| E(R)]. (3.4)

Sis <2, |V(R)] > 2m + 2 y de (3.3) se sigue que n > 9m + 3 y en este caso
el Lema vale. Si s = 3, entonces |V(R)| > [5m/3] + 3 y de (3.3) se tiene que
n > [26m/3] +4 > [25m/3] + 7 para todo m > 8. Si m = 7, entonces n debe ser
par, asi n > 66 = [25m/3]| + 7 for m = 7. Por lo tanto el teorema vale si s < 3.
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Caso s = 4. En este caso se tiene de la ecuacion (3.4) lo siguiente:
3[V(R)| = 4m + 12+ 2|E(R)|. (3.5)

De (3.5) y del hecho de que m # 0 (mdd 3) (por hipdtesis), se tiene que |E(R)| # 0.
Sea N(x) ={z1,...,xn}y S ={fi, f2, f3, fa}. Se probara por reduccion al absurdo
que |E(R)| > 3. Supongamos que |E(R)| < 2 y considérense los siguientes casos:

(i) Astimase que R contiene una arista aislada fb tal que f € S. Entonces |N(f) N
T3 +|N(B)NT? = (m—1)+2 = m+ 1. Por el principio de casillas existe un
r; € N(z) y dos vértices distintos 2,0 € T? tales que dp(z,2;) = dp(V, ;) = 2y
fz, bV € E(G), ver Figura 3.1 (i). Entonces G contiene un ciclo que pasa a través de

los vértices {z, f,b,b', x;} de longitud a lo mas 7, lo cual es una contradiccion.

(71) Astmase que R contiene una arista aislada ab, a,b & S. Por el caso (i) cualquier
otra arista de R debe tener sus extremos incidentes en R — S, es decir 9(S) = T°
lo que implica que para cualquier t € T? existe un tnico f € S tal que ft €
E(G). Sean ay, as, by, by € T3 tales que aay,aay,bby,bby € E(G) y asumamos que
fra1, foas, f3by, faby € E(G). Sea t € T3 tal que dr(ay,t) = 2; ver Figura 3.1 (7).
Como el cuello es 8, t & {az,b1,b2} y ya que 9(S) = T? entonces t € N(f;) para
algan ¢ € {1,...,4}. Sit € N(f1), entonces G contiene un ciclo que pasa a través de
los vértices { f1,t,a;} de longitud a lo mas cuatro; si ¢t € N(f2), entonces G contiene
un ciclo que pasa a través de los vértices {f2,t,a1,a, a2} de longitud a lo mas seis;
sit € N(f;) UN(fs) entonces G contiene un ciclo que pasa a través de los vértices
{fi,t,a1,a,b,b1}, i = 3,4, de longitud a lo mas siete. En cualquiera de los casos

anteriores se tiene una contradiccion.

T 1 f2 [ 4 2 f3 fa
5 % A“l ) ay 2!
f b a b fi a b w
() (i) (iv)

Figura 3.1: Algunos casos en la demostraciéon 3.1.3.3.

(#i) Supongase que R contiene una trayectoria afb de longitud dos con f € S.
Entonces 9(S) NT3* N (N(a) UN(b)) = 0 ya que dg(f, f') > 4 y por lo tanto |0(S) N
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T3] < 4m—4. Por otro lado, |0(S)NT3| = |0(S— f)NT?|+|N(f)NT?| = 3m+m—2 =

4m — 2, lo cual es una contradiccion.

(iv) Asimase que R contiene una trayectoria fab de longitud dos con f € S. Sea
a; € N(a)NT? y obsérvese que 9(S)NT? = T3 —a, ya que |E(R)| = 2. Ademés, existe
w € N(ap) N (V(R)\ {f,a,b}) tal que w ¢ S porque dg(f,w) = 3 el cual tiene su
vecindad N(w) C T3. Como el cuello de G es 8 tenemos que (N (b)UN (w))NN(f) = 0,
entonces (N(b)UN (w))N(T?—ay) C d(S—f). Como [(N(b)UN (w))N(T?—ay)| = 4,
existe f/ € S — f y dos vértices distintos z, 2" € (N(b) U N(w)) N (T3 — ay) tales que
f'z, f'2 € E(G); ver Figura 3.1(iv). Entonces existe un ciclo de longitud siete que

pasa por los vértices {ay,a,b, z, f', 2/, w}, lo cual es una contradiccion.

(v) Astimase que R contiene una trayectoria abc de longitud dos con a,b,c € S.
Entonces 9(S) = T®. Ademas, como |(N(a) U N(b) U N(c)) NT?| = 5, entonces debe
existir un vértice f € Sy dos vértices distintos ¢1,t € (N(a) UN(b) U N(c)) NT3
tales que fty, fto € E(G), ver Figura 3.1(v), entonces se crea un ciclo de longitud

seis en (G, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto |E(R)| > 3 y utilizando (3.3) y (3.5) se tiene que n > [25m/3] 4+ 7y el

teorema es cierto cuando s = 4.

Caso s > 5. Como dg(f, f') > 4 para todo par de vértices f, f' € S, se puede
inducir una particion en V(R) en tres conjuntos ajenos S, 9(S) N V(R) y R =
V(R)\ (SU(0(S)NV(R))). De aqui que

V(R)| =5+ [0(S) N V(R)| + |R| = s+ sm— |0(S)NT?| + |R|  (3.6)

va que sm = |0(S) N V(R)| + |0(S) N T?|. Obsérvese que para cualquier vértice
t € (S)NT? existe un tnico f; € N(t)N(SU(I(S)NV(R)) ya que da(f, f') > 4 para
cualesquiera dos vértices distintos f, f' € S. Por lo tanto para cualquier t € 9(S)NT?
se tiene que |N(¢) N R'| = 1y entonces |R/| > |0(S)NT?|/3. De este hecho junto con
(3.6) se tiene que
[V(R)| >sm+s—2/3|0(S)NT3

>5m+5—8m/3

=Tm/3+5
porque |9(S) NT3| < 4m. De (3.3) se sigue que n > [28m/3]| +5 > [25m/3] + 7.

Por lo tanto el teorema vale si s > 5. O

Como consecuencia del Teorema 3.1.3.3 se obtiene el siguiente Corolario el cual mues-
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tra la cercania que guardan los ordenes de las gréficas obtenidas del Teorema 3.1.2.7

para r = 3 y del Corolario 3.1.3.1.
Corolario 3.1.3.4. Sea k> 2 yt=1,2. St m =3k +t, entonces

25k + 8t + 8 < n(3,3k + ;8) < 25k + 3¢ + 21.

Demostracion. La prueba es inmediata del Teorema 3.1.3.3 y del Corolario 3.1.3.1.
O

3.1.4. Construccion de (3,m;8)-graficas con 9m + 3 vértices

La construccion de (3, m; 8)-gréficas con 9m+3 vértices tiene lugar en esta subseccion,
que para los valores de m = 8,10,13 y 16 mejora en orden a la cota constructiva
superior del Teorema 3.1.2.7. La base para la construccion de esta familia de graficas
es la existencia de una (3,4;8)-jaula, una (3,5;8)-jaula y una (3,7;8)-jaula, cada
una de ellas con la propiedad de tener soélo tres vértices de grado méximo 4-remotos.
A continuaciéon se muestra la construcciéon de cada una de ellas y en seguida la

construccion de la familia de (3, m; 8)-graficas con 9m + 3 vértices.

Figura 3.2: La grafica T asociada a m = 4.
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Construccion 8

Sea T un arbol de longitud tres enraizado en un vértice x de grado m, tal que
N(x) ={xo,...,Tm_1} y tal que cualquier vértice en T"— x a distancia a lo mas dos
de z tiene grado tres. Sea Dy(x;) = {v € V(T): dp(v,z;) = 2} \ Nr(x), para cada
i =0,...,m— 1. Notese que |Ds(z;)| = 4, para cada i y sean p;, q;, (i,1), (4,2) las
etiquetas de los elementos de Dsy(z;) que satisfagan las siguientes tres condiciones:
dr(pi,q;) = 2, dr((i,1),(4,2)) = 2 v dr((i,)),w) = 4, para ¢ € {0,...,m — 1},
Jj € 41,2} y w € {p;,q}. Sea T} la grafica obtenida a partir de 7" al anadir dos
nuevos vértices p y ¢ tales que Np, (p) = {po, .-, Pm-1} ¥ Nr(¢) = {qo0,-- -, @m-1},
y sea T™ la grafica obtenida a partir de T} al anadir 2m nuevos vértices etiquetados

por p;1,qi1, adyacentes a p; y ¢; respectivamente; ver la Figura 3.2.

Sea G la grafia que resulta de T™ al anadir las siguientes aristas:

{pih ('L + 17 1)}7 {pih ('L + 27 2)}7 {Qila (l + 17 2)}7 {Qila (l - 17 1)}7

donde la suma es tomada modulo m. Entonces G es una (3, m;8)-jaula para m =

4,57 con |V(G)| =9m + 3.

Teorema 3.1.4.1. Ezisten (3, m;8)-jaulas, para m = 4,5, 7.

Demostracion. Sea G como en la Construccion 8. Nota que {z,p, q} es el conjunto
de vértices de grado m en G, que por construccién estan a mutua dstancia cuatro.
Haciendo un sencillo anélisis casuistico se puede verificar que el cuello de la grafica es
8 en los tres casos. Estas tres graficas birregulares son bijaulas pues 39 y 48 coinciden
con la Cota inferior (3.2) para m = 4,5 y 66 coincide con la cota inferior dada en el
Teorema 3.1.3.3 para m = 7. Cabe destacar que para m = 5 la cota inferior dada en
(3.2) es 47, sin embargo como todos sus vértices tienen grado impar, el orden en este
caso es 48. La Figura 3.3 muestra a la (3, 4; 8)-jaula con 39 vértices, mientras que la

Figura 3.4 muestra a la (3, 5; 8)-jaula con 48 vértices. O

Otra forma de construir la (3,7;8)-jaula es usando el método de identificacion de
vértices como sigue: Sea G una (3,4;8)-jaula como en la construcciéon anterior y sea
H la (3;8)-jaulita. Sea Zg el conjunto de tres vértices de grado 4 en G y Zy un
conjunto de tres vértices contenidos en un ovoide de H. Si Z := {Zg, Zy}, entonces
(G+ H)/Z es una (3,7;8)-jaula con 39 + 30 — 3 = 66 vértices.
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El siguiente resultado muestra cémo construir (3,m;8)-graficas de orden 9m + 3
utilizando el mismo método empleado en el Teorema 3.1.2.6, apoyados en la existencia

de las (3, m;8)-jaulas antes descritas.

Teorema 3.1.4.2. Sea m > 8, m # 0 (mod 3). Existe una (3, m;8)-grdifica con

9m + 3 vértices con tres vértices de grado m a mutua distancia cuatro entre ellos.

Demostracion. Observa que la ecuacion diofantina m = 4a+ 53+ 7+ tiene soluciones
enteras no negativas ya que ged(4,5,7) = 1 es un divisor de m. Sea A una (3, 4;8)-
jaula, B una (3,5;8)-jaula y C' una (3,7;8)-jaula como en el Teorema 3.1.4.1. Sea
Z, €l conjunto de vértices de grado 4 en A, Zg el conjunto de vértices de grado 5
en By Z, el conjunto de vértices de grado 7 en C'. Por construccion |Z,| = |Z3| =
|Z,] = 3. Sea G, := A' + --- + A” la unién ajenas por vértices de a copias de
Aysea Z, = {Z' C V(A) : i =1,...,a}, donde Z' es la copia de Z, en A'.
Anélogamente definanse Gg, Z3,G., v Z,. Entonces G,/ Z,, Gs/Zz y G,/ Z, es una
(3,4a; 8)-grafica, (3,50; 8)-grafica y una (3, 7v; 8)-grafica, respectivamente, cada una
con tres vértices de grado maximo. Finalmente, si G := G, /2, + G/ 25+ G,/Z, ¥
Z es la union de los vértices de grado 4a, 58 y 7y en G, entonces G/Z es una grafica
de cuello 8, con tres vértices de grado m = 4a + 58 + 7y y orden 39« + 4803 + 66y —
3a+B+7—1)=9(da+53+77)+3=9m+3. O

La siguiente tabla compara los ordenes de las (3, m; 8)-graficas obtenidas del Teorema
1.1.0.4, Teorema 3.1.2.7 y Teorema 3.1.4.2 para 4 < m < 18. Se puede observar que
las (3, m; 8)-graficas de orden 9m+-3 construidas en el Teorema anterior tienen menos

vértices que las graficas construidas en el Teorema 3.1.2.7 para m = 8,10, 13, 16.

m T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
n(3,m;8) 66 80 105 130 155
cota inferior 74 91 100 116 124 141 150

cota superior 75 93 102 120 127 147 152

3.2. Una familia de (r,m;6)-jaulas

La presente seccion estéd dedicada a un resultado que da soporte a la conjetura de
Yuansheng y Liang sobre la existencia de (r,m;6)-jaulas de orden 2(rm —m + 1).

En este contexto las tinicas bijaulas conocidas de cuello seis son:
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1. las (r,m;6)-jaulas, si (i) 2 <r <5y r <m 6 (ii) m — 1 es potencia de primo
y 2 <r<m[90],

2. las (3, m;6)-jaulas, de orden 4m + 2 (el cual conincide con 2(rm —m+ 1) para
r = 3), para toda m > 3 [54], y

3. las (r,m;6)-jaulas, para m — 1 = a;p; +aspa+ -+ -+ asps, r=p1 + 1y a; > 1,
donde {p1,...,ps} es un conjunto de potencias de primos tales que p; < p;

para toda 7. (Seccion actual).

El siguiente resultado aporta al conocimiento sobre la existencia de bijaulas de cuello
seis con 2(rm — m+ 1) vértices, mostrando de manera explicita la construcciéon bajo
el uso de la técnica de identificacion de vértices entre copias de subgraficas de la

(p; + 1;6)-jaulita, p; potencia de primo, para ¢ =1,...,s.

Teorema 3.2.0.3. Sean 3 < r < m y {p1,...,ps} un conjunto de potencias de
primos tales que py < p; para toda i. Existe una (r,m;6)-jaula, para m —1 = ayp; +

agpa + -+ asps, r=p1+1ya; > 1.

Demostracion. SeaT'; una (p;+1;6)-jaulita, paracadai = 1,...,syseax'y’ € E(T;).
Sea Nr, (') = {21, ..., 2 11} ¥y Nro(y)) = {y1, - Ypa ) talque g,y =y y yp 4 =
x'. Sea H; la grafica que resulta de T'; al eliminar los vértices {x!, y'} y considérese
a Gy _1:=Hl+---+ H" ' launién ajena por vértices de a; — 1 copias de H. Sea
Zya={Z{ CV(H}):i=1,...,a0 — 1}, donde Z} = {z1",.... 2,0, yi",...,yp'}
son los vértices de grado p; en cada H{. Con esto en mente, definase HY := I'; y
Ga, = H) + Go—1. Asi mismo, definase Z) = {zf,...,2) ,yi,...,yp} v Zay =
204+ 24 1.

Ademas para cada 2 < j < s, considérese la grafica H; que se obtiene a partir de I';
al eliminar la unién de yecindades cerradas (L, 11 (Nr, EAIS Nr, [yl]) v considérese
a Gy = HJ1 +---+ Hj%, la unién ajena por vértices de a; copias de H;. Sea Z,, :=
{Z; cV(H}):i=1,...,a;}, donde Z} = {a', ... ,x;i,y{i, ..., y)!} son los vértices
de grado p; en cada sz

De lo anterior se tiene que G, /Z,, es una (p1 + 1, aip1 +1;6)-grafica, y que G, / Z,,
es una (p; + 1, a;p;; 6)-grafica, para cada 2 < j < s. Notese también que |Z,,| =
o = |Zq,| = 2p1. Finalmente, sea G 1= Go, /24, + -+ Go, /20, y 2 :={Z,, C
Go;/Za; 0 j =1,...,s}, donde Z = {w € V(G4 /Z2,;) + W tiene grado maximo}.
Nuevamente se cumple que |Z] | = --- = |Z]_

= 2py, por lo tanto la grafica G/ Z es
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una grafica con conjunto de grados {p; + 1;a1p1 + aspz + - -+ + asps + 1}. Ahora se
probara que el cuello de la grafica es al menos seis. Sea C' un ciclo de longitud minima
contenido en G/Z. Si C esta totalmente contenido en alguna G,,/Z,;, entonces el
cuello de la grafica es al menos seis. De lo contrario existen varios casos, analizados

a continuacion:
1. Si V(C)N{z',y'} # 0, entonces C tiene longitud 6.

2. Si V(C) n{z',y'} = 0, entonces C pasa por dos vértices de grado méximo

w1, ws, de lo contrario el ciclo tiene longitud al menos 8:

a) Sidg/z(wy,ws) =2 (es decir, ambos son vecinos de z' o de y'), entonces

dig/2)-wy(1n, 1) = 4, para a € {a', 5"}, por lo tanto I(C) = 6.

b) De lo contrario dg,z(wy,ws) = 3y como dg/z)— (a1} (w1, w2) = 3, enton-
ces [(C) = 6.

:El

Figura 3.5: Si ay = 2 y a3 = 3, entonces se tienen una (3, 14;6)-jaula G' con cuatro
vértices de grado 14. Las aristas punteadas si pertenecen a la grafica y corresponden
a las aristas asociadas al primo 3 y se dibujan diferente para distinguirlas de las

aristas correspondientes al primo 2.

Por lo tanto G es una (r, m; 6)-jaula ya que su orden es:

)
V(G| = 2(1+pi+ (apr + agpa + -+ + agps)pr)
= 2(1+pi+(m—1)pm)
= 20+(r=-1)+(m—-1)(r—1))
2(rm —m + 1) = ng(r,m; 6).
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Apéndice A
Breve resena sobre (k; g)-jaulas

La presente resena muestra un breve resumen de los resultados mas destacados en
jaulas, enfatizando en jaulas con cuello cinco. Nuestro objetivo es dar un enfoque
global sobre los métodos que se han empleado en esta area para resolver el problema
de construccion de jaulas y pensamos que el caso de las jaulas de cuello cinco es un

buen ejemplo para dicho objetivo.

Edward F. Moore quien fue la primera persona en proponer el estudio sobre la
clasificacion y construccion de las jaulas, inspir6 a A.J. Hoffman y R.R. Singleton
a trabajar en ello, quienes publicaran por primera vez en su articulo “On Moore
graphs with diameters 2 and 3” [57] la primer cota superior sobre el orden de una
(r; d)-grafica (grafica r-regular con didmetro d) que llamaron como la cota de Moore
y probando a su vez la existencia de aquellas que alcanzan dicha cota, a las que

nombraron graficas de Moore.

No es dificil ver que el orden de una grafica de Moore r-regular con diametro d

coincide con el orden de una (7; g)-jaulita:
l+r4+r(r—1)+..+r(r— 1)@ si g es impar;

n(r;g) > no(r; g) = ,
20+ (r—1)+..+(r—1)271" si g es par.

Con esta idea en mente el trabajo de Hoffman y Singleton [57] da una prueba de que

las tnicas (r; g)-jaulitas existen s6lo en los casos mostrados en la siguiente lista.
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1. r=2y g > 3, ciclos;
2. g =3y r>2,graficas completas;
3. g =4y r > 2, graficas completas bipartitas;
4. g=>0y
a) r =2, el 5-ciclo;
b) r =3, la grafica de Petersen;
c) r =1, la grafica de Hoffman-Singleton;
d) y posiblemente r = 57;

5. g = 6,8 6 12 y existe un n-gono generalizado simétrico de orden » — 1 una

potencia de primo.

Atendiendo a lo anterior, el estudio sobre la construccion de las jaulas se torno en la
construccion de aquellas con orden estrictamente mas grande que la cota de Moore.
Por este motivo, Biggs e Ito en [32] (1980) definen el exceso de una (k; g)-grafica G
como |V(G)| —n(k; g). En relacion a este término, actualmente el problema sobre la
construccion de jaulas se plantea como la construccion de (k; g)-graficas con exceso
pequeno. Mostramos a continuaciéon una breve resena sobre algunos de los resultados
mas destacados en esta area y otros que fueron motor de inspiracion para este trabajo.
Para mayor referencia sobre estos resultados ver el survey de Wong [87], el libro de

Holton y Sheehan [58] o el survey mas reciente elaborado por Exoo y Jajcay [46].

En general las jaulas conocidas que no son gréaficas de Moore tienen un exceso pe-
queno. Las siguientes dos tablas aparecen en [46] y exponen dos de los casos mas
estudiados en esta teoria: jaulas tres regulares (o cibicas) y jaulas de cuello cinco, la

mayoria de ellas con exceso pequeno.

g 5 6 7 8 9 10 11 12
n(3;9) 10 14 24 30 58 70 112 126
Namero de jaulas|1 1 1 1 18 3 1 1

Cuadro A.1: Valores exactos de n(3; g).

El primer elemento del Cuadro A.1 es la (3;5)-jaula o grafica de Petersen construida

en 1898 como la mas pequena de las graficas ctibicas sin puentes y sin exceso, ademas
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de K,. Cabe resaltar que a pesar de que la existencia de esta grafica se le atribuye a
Petersen, fue Kempe quien la introdujo por primera vez en [63] (1886). La (3, 6)-jaula
o grafica de Heawood se corresponde con la gréafica de incidencia del plano proyectivo
PG(2,2) y por lo tanto es jaulita, es decir no tiene exceso. La (3, 7)-jaula o grafica
de McGee es la primer jaula ctbica que no es jaulita, tiene orden 24 y exceso 2.
La (3; 8)-jaula o grafica de Tutte-Coxeter es la grafica de incidencia del cuadrangulo
generalizado C'G(2,2), es decir es jaulita. El primer caso de jaula cibica que no es
tnica se da cuando g = 9 ya que se conocen dieciocho (3;9)-jaulas no isomorfas entre
si, todas ellas con 58 vértices y la primera de ellas se encontré esecialmente con ayuda
de muchos calculos computacionales por Biggs y Hoare en [30] (1980). Ademas en [31]
(1995) se exponen dos métodos computacionales para construir graficas cibicas con
cuello dado que fueron empleadas para dar dos pruebas independientes de que una
(3;9)-jaula debe tener 58 vértices, mostrando ahi mismo la lista de las 18 jaulas. Para
cuello 10 se sabe que existen tres (3; 10)-jaulas, la primera hallada por Balaban en [21]
(1972) al conectar ciclos de longitud diez por medio de trayectorias de longitud cinco
y las otras dos halladas al hacer un analisis de casos en [74] (1980) en donde ademas
prueban que n(3,10) = 70. La existencia de otra (3;10)-jaula no ha sido descartada
por los autores de |74]. El caso g = 11 fue resuelto por Balaban en [22] (1973) al
eliminar un subarbol de la (3;12)-jaulita y la unicidad de esta jaula fue probada
en [71] (1998). El proceso de eliminar de una (k; g)-grafica G una subgrafica H con
conjunto de grados {1, k} tal que la grafica G— H tenga un cuello de tamano al menos
g — 1 es un ejemplo de las construcciones usualmente llamadas “por escision” y fue
empleado por primera vez en [22] (1973) para obtener la (3; 11)-jaula. Finalmente, la
(3;12)-jaula es la grafica de incidenia del hexdgono generalizado de orden dos y por

lo tanto no tiene exceso, es decir, es jaulita.

La siguiente tabla muestra los ordenes de las jaulas de cuello cinco conocidas hasta

el momento.

k 3 4 5 6 7
n(k;5) 10 19 30 40 50
Namero de jaulas|1 1 4 1 1

Cuadro A.2: Valores exactos de n(r; 5).

La primera de ellas es la (4;5)-jaula o grafica de Robertson construida en [78] (1964)
al hacer un analisis de casos, es tnica y tiene un exceso de dos. Por otro lado, se

conocen cuatro jaulas para k = 5, todas tienen un exceso de cuatro, una de ellas
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Figura A.1: Gréfica de Hoffman-Singleton

es subgrafica de la grafica de Hoffman-Singleton y otra se puede construir desde el
dodecaedro [85]. La (6;5)-jaula es unica [86], se construyo en la tesis de doctorado
de Neil Robertson y una construccion diferente se publico por primera vez en [73],
también se puede ver como subgréfica de la grafica de Hoffman-Singleton al eliminar
de ésta un pentagono y su pentagrama correspondiente. Finalmente, la (7;5)-jaula
o grafica de Hoffman-Singleton fue obtenida en [57] (1960) por Alan Hoffman y
Robert Singleton mientras intentaban clasificar a todas las graficas regulares con
didmetro dos y tres (llamadas graficas de Moore), siendo esta la de mayor orden
con estas caracteristicas. Existen diferentes construcciones de esta grafica y la mas
conocida fue construida por Robertson en 1969: considérense cinco pentédgonos P; y
cinco pentagramas @;, 0 < 4,7 < 4, etiquetados de forma que el vértice k de P; sea
adyacente al vértice k —1y k+1 de B;, y el vértice k de (), sea adyacente al vértice
k—2y k+ 2 de Qj. Finalmente hacer adyacente al vértice £ de P; con el vértice
ij + k (mod 5) de @;, implicando que para cada i y j la grafica inducida entre P; y
Q; es isomorfa a la grafica de Petersen. El resultado de esta construccion es isomorfa
a la que resulta de amalgamar 5 pentagramas y 5 ciclos de longitud cinco en Bs. Ver
Figura A.1.

A.0.1. Construccion de cotas superiores

Cuando el orden de una (k; g)-jaula no es conocido se suele denotar por rec(k; g) (el
récord actual) al orden de la (k; g)-grafica mas pequena conocida hasta el momento.
Este nuevo conpecto es la herramienta para medir los avances relacionados a la

construccion de (k, g)-jaulas. En [80] 1967 Sauer da una primera cota superior del
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orden de una (k; g)-jaula, para todo k > 2y g > 3.

Teorema A.0.1.1. [80] Para todo par de enteros k > 2 y g > 3 se tiene que:

2(k —2)97% si g es impar

4(k —1)973 si g es par.

n(k; g) < {

Pasaron treinta anos para que la cota de Sauer fuera mejorada. Los autores de esta
nueva cota son Lazebnik, Ustimenko y Woldar quienes prueban en [68] el siguiente

resultado:

Teorema A.0.1.2. [68] Sean r > 2, g > 5 y q la potencia de primo impar mas

11 7

pequeno tal que r < q. Entonces, n(r;g) < ZTq%_“, donde a = 4,1,5,14—3 para

g=0,1,2,3(mod4) respectivamente.

A partir del trabajo desarrollado en [68]| surge el interes de construir (k; g)-gréficas

con pocos vértices, buscando disminuir cada vez mas el valor de rec(k; g).

Por otro lado, respecto al orden de una (k;g)-grafica con cuello g € {6,8,12} y
k — 1 diferente a una potencia de primo, se tiene el siguiente teorema [18] (2010) que

encapsula todo los resultados conocidos referentes a este topico.

Teorema A.0.1.3. [18] Sea ¢ > 2 una potencia de primo y g = 6,8,12.
1. [11,16] n(q;6) < 2(¢* — 1);
2. [16] n(q —1;6) < 2(¢° —q — 2);
3. [2] n(k;6) < 2(qgk — 2) para todo k < q—1;
4. [17] n(k;8) < 2q(gk — 1) para todo k < q;
5. [52] n(q;8) < 2q(¢* —2) siq es un cuadrado;

6. [6] n(k;12) < 2kq*(q* — 1) para todo k < q.
Construcciones de cotas superiores de cuello 5
El siguiente listado muestra los avances sobre el orden de una (k;5)-jaula para todo

k entero. Todos los resultados muestran diferentes métodos constructivos y cada uno

de ellos aporta una cota superior constructiva para el orden de una (k; 5)-jaula.



88

1) La construccion de graficas de cuello cinco a partir de la grafica B, empleada por
Brown en [37] (1967) fue el primer resultado en esta linea de estudio. La construccion
de (q+ 2;5)-graficas de orden ¢* = |V(B,)| se obtiene al amalgamar ¢ ciclos en cada
uno de los paquetes P,y L;, 1 <1 < g de B,. Ademas el exceso de estas graficas es

ligeramente menor a la cota de Moore.

2) Wegner en [85] (1973) construye una familia de (k;5)-graficas para k primo y
orden 2(k? — k). Un elemento de esta familia se obtiene al conectar los vértices de un
p>~ciclo a un conjunto independiente de vértices de tamafio p(p — 2). Por ejemplo, si
k = 5 se construye una (5;5)-grafica de orden k? + k(k — 2) = 40 con un exceso de
diez. Cabe destacar que esta construcciéon mejora a la de Brown por 2k vértices para

k primo.

3) Parsons en [77] (1976) construye (k;5)-graficas para k = (¢ + 1)/2, ¢ potencia de
primo y orden 2k* — 3k + 1. Sus construcciones parten del plano proyectivo PG(2, q)
construido a partir de los subespacios de dimensiéon uno y dos del espacio vectorial
de dimension tres sobre el campo F,. El exceso de estas graficas es menor al de
las gréficas construidas por Wegner para k = (¢ + 1)/2 donde ¢ es primo y cabe
senalar que su trabajo esté inspirado en el articulo de Coxeter titulado “Self-dual
configurations and regular graphs” [40] (1950). Primero construye un conjunto de
graficas Gy que tienen como conjunto de vértices los puntos de PG(2,q) y dos de
ellos son adyacentes si su producto punto es cero. Las (k;5)-graficas que ¢l obtiene
son subrgaficas inducidas de G,. El exceso de estas graficas es menor al de las graficas

construidas por Wegner para k = (¢ + 1)/2 donde ¢ es primo.

4) Murty en [72] (1979) construy6 una familia de (pm+2)-graficas regulares de cuello
cinco de orden 2p?™, para p > 5 primo, obteniendo como caso particular a la grafica

de Hoffman-Singleton.

5) O’Keefe y P.K. Wong muestran en [75] (1984) dos cotas superiores constructivas
para n(k;5), una de ellas considerablemente mejor cuando k—2 es potencia de primo.
En particular, cuando k = 7, obtienen la grafica de Hoffman-Singleton. Ellos prueban
para k > 7 con k — 2 potencia de primo y con el apoyo de ¢ cuadrados mutuamente
ortogonales que n(k;5) < 2(k —2)? y si n es un entero tal que 3 < f < k entonces
n(f;5) < 2(k—2)(f—2). Trece anos mas tarde, con el apoyo de un conjunto completo
de cuadrados latinos de orden 2°, junto con el cuadrado Ly = [a;;], a;; = 4, para
0 < j < k—2, Wang prob6 en [84] (1997) que n(k;5) < 2k* — 4k +2 para k = 2° + 1.
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6) Araujo-Pardo y Montellano-Ballesteros en [15] (2005) construyen a partir de las
graficas de incidencia del plano proyectivo PG(2,q) y el plano afin AG(2, ¢) familias
de (k; 5)-graficas [15] para k = p+ 2 y cuando p es primo sus graficas coinciden con
las de O’Keefe y P.K. Wong.

7) Jorgensen en [60] (2005) construye (k; 5)-graficas a partir de conjuntos de diferen-
cia relativa y la mejor de sus construcciones se obtiene para k = ¢+ 3, ¢ potencia de
primo y orden 2k% — 12k + 16.

8) En [12] (2008) M. Abreu, M. Funk, D. Labbate y V. Napolitano extienden la
construccion de Murty a (k; 5)-graficas, para k = ¢ + 2 — X\ de orden 2¢(¢ — A\) con
qg=p",p>5y0<\< g—2. Sus construcciones se basan en matrices con entradas
en el campo GF(q) cuyas entradas son “explotadas”’ en matrices cuadradas de (0, 1)-
bloques la cual resulta ser la matriz de adyacencia de una grafica regular de cuello

cinco.

9) M. Funk en [51] (2009) construye (k;5)-graficas a partir de semiplanos elipticos
de orden n — 1 donde n = k — r para algin r > 1. En este trabajo el autor iguala o

mejora los valores de rec(k; 5) para ciertos valores de k.

10) El ultimo trabajo en esta linea fue dado por M. Abreu, G. Araujo-Pardo, C.
Balbuena y D. Labbate [1| (2011). La construccion de (g + 3; 5)-graficas es mostrada
para diferentes valores de ¢q. En particular, para ¢ = 13,17,19 se obtienen graficas
que mejoran las cotas conocidas. El método empleado para cualquier primo ¢ > 23
fue realizar operaciones de reduccién y amalgama sobre la grafica de Levi B, de un

semiplano eliptico de tipo C.
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Apéndice B

Breve resena sobre propiedades

estructurales en bijaulas

Debido a que esta tesis esta enmarcada en el tema de construcciéon de bijaulas, nos
parece importante dedicar un apéndice al estudio desarrollado sobre sus propiedades
estructurales, tales como la conexidad y el didmetro, mismas que han sido intensa-

mente estudiadas en el drea de teoria de jaulas, entre otras.

Retomando lo que se mencioné en la introducciéon sobre el origen del concepto de
(D; g)-jaula este fue propuesto por primera vez por Chartrand, Gould y Kapoor
en [38] (1981). En el mismo trabajo los autores dan una prueba sobre la existen-
cia de toda (D;g)-jaula basada fuertemente en la existencia de las (k; g)-jaulas. La
construccion de estas gréaficas ha sido ampliamente estudiadas desde el trabajo desa-
rrollado por Kapoor, Polimeni y Wall en [62]| (1977), siendo una de sus aportaciones
principales la construccion de gréficas con conjunto de grados D, cuello tres y orden
no(D; 3).

En lo que a cotas inferiores sobre el orden de una (D; g)-juala concierne, M. Downs,
R.J. Gould, J. Mitchem y F. Saba [42] obtuvieron la siguiente cota al contar los

vértices que emergen de un vértice de grado maximo.



92

t
L+ ) ap(a — 1) if g =2t +1;
n(D;g) > 1 (B.1)

t—1
L+ ap(ay — 1)+ (@ — 1) if g =2t
=1

Como consecuencia de la Cota (B.1) el orden de una (r; g)-jaula queda acotado entre

los ordenes de dos bijaulas de cuello g:
Teorema B.0.1.4. [42] Sea T" una (r; g)-jaula:

1. Sir >3 yt es el numero de vértices de grado 2r en alguna (r,2r; g)-jaula,
entonces f(r —1,7;9) < f(r;9) < f(r,2r;9) +t.

2. Si f(r;g) = m, entonces f(r,kr;g) < k(m — 1) + 1 y la igualdad se alcanza
cuando n es impar y m es igual a la cota inferior (B.1).

B.0.1. Resultados conocidos sobre propiedades estructurales

de bijaulas

La breve resena sobre cuello cinco del Apéndice A muestra lo complejo que puede
resultar acercarse al orden de una (7; g)-jaula. También se han estudiado ampliamente
algunas propiedades estructurales sobre jaulas como la conexidad y el diametro [14,
43,49, 59, 64, 69, 70, 88]. Un punto clave para las pruebas de la mayoria de estos
resultados es el llamado “teorema de monotonia del cuello” probado por Erdés y
Sachs en [45] (ver también [49, 58]).

Teorema B.0.1.1. (Teorema de monotonia del cuello) [45, 49, 58] Sean r > 2,
3 < g1 < go enteros y sea n(r;g;) el orden de la (r;g;)-jaula, i = 1,2. Entonces
n(r; g1) < n(r; gz).

Por otro lado, lo que se sabe sobre propiedades estructurales de una (D; g)-jaula se
debe en parte a resultados que extienden algunos en teoria de jaulas. Por ejemplo,
C. Balbuena y X. Marcote [23| (2011) dan una generalizacion del Teorema B.0.1.1,
misma que les sirvi6 de apoyo para estudiar otras propiedades estructurales en (D; g)-

jaulas.

Teorema B.0.1.2. /23] Sean D = {ay,...,a1} con2<a; <...<ay y g1, 9o tales
que 3 < g1 < go. Entonces n(D; g1) < n(D; g2) si:
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1. g1 =3,

2. algin a; € D es par y tiene frecuencia al menos dos;

3. cualquier a; € D es par;

4. algin a; € D es impar y g1 > k — 1;

5k <5;

6. algin a; € D es impar para i > |(k + 8)/3] y tiene frecuencia al menos tres.

Conjetura B.0.1.3. /23] La desigualdad n(D;g1) < n(D;g2) vale para cualquier

conjunto de grados y todos los enteros 3 < g1 < go.

El tema de la conexidad en jaulas ha sido estudiado por varios autores, y uno de los
problemas en el que se ha trabajado intensamente es la conjetura de Fu et. al. [49] que
plantea que cualquier (7; g)-jaula es maximalmente conexa, es decir, la conexidad por
vértices es igual a r. A este respecto, se ha demostrado que la conjetura es valida si
g €1{6,8,12} yr > 3,0biensi g € {5,7,11} y r—1 es una potencia de primo [10,70],
o también si r € {3,4} para todo g > 3 [43,49,59,69,88]. El mejor resultado para
cuello impar muestra que cualquier (r; g)-jaula es [v/r + 1]-conexa, para todo r > 3
y cuello impar g > 7y si 7 > 3 y el cuello es par g > 6 entonces toda (r; g)-jaula
es (s + 1)-conexa donde s es el entero mas grande tal que s® + 2s* < r [65]. Varios
de estos resultados estan apoyados en el “Teorema del Didmetro”, demostrado por

Sauer en [80] (1967) y que por su importancia en el area enuncio a continuacion.

Teorema B.0.1.4. [80] (Teorema del Didmetro) Sean r > 2 y k > 3 enteros.

Entonces el didmetro de una (r; g)-jaula G satisface que diam(G) < g.

Regresando al tema sobre la conexidad en (D;g)-jaulas, existen ejemplos como la
(2,4;4)-bijaula con un tnico vértice de corte que la hace no maximalmente cone-
xa [24], que hizo que el estudio sobre la conexidad en (D;g)-jaulas persiguiera un
objetivo diferente al planteado en [49]. Al igual que varios resultados sobre conexidad
en jaulas tienen apoyo en el Teorema B.0.1.4, en (D; g)-jaulas existe un resultado que
extiende el teorema del didmetro y que es base en varias pruebas sobre la conexidad
en (D;g)-jaulas. Antes de enunciar el resultado, cabe mencionar que si G es una
grafica con conjunto de grados D, entonces la frecuencia de cada grado en D es el

namero de vértices de la grafica que tienen ese grado.

Teorema B.0.1.5. [2/] Sea D = {r,m} con 2 <r <m y sea G una (D;g)-jaula.
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Entonces diam(G) < g si uno de los siguientes puntos vale:
1. r es par y tiene frecuencia al menos dos;
2.m=r+1

En [24] se inicia el estudio sobre la conexidad en (D; g)-jaulas centrando su atencion
en bijaulas. Con esto en mente, los autores primero prueban que todas las (D;g)-
jaulas son conexas.

Teorema B.0.1.6. [24] Cualquier (D;g)-jaula es conexa si n(D;g) < n(D;g’)
para cualesquiera g < ¢'. Ademds, n(D;g) < S.&_ n(ai;g) — 2(k — 1), donde D =
{ag, ..., a1}, 2 < a1 <ay <...<ag.

Finalmente establecen un resultado que da condiciones suficientes para que una

(D; g)-jaula sea 2-conexa.

Teorema B.0.1.7. [2/] Sea G una (r;m; g)-jaulita con 2 < r < m. Entonces G es

2-conexa si cumple alguna de las siguientes condiciones:
1. la frecuencia de m es al menos dos;
2. 1 es par y m es impar;
3. g ym son impares, con m < 2r — 1;
4. g=3 1y G es diferente de una {r, m}-flor;
5. r=21yG no es una {2, m}-flor.
En relacion a la conexidad por aristas en una bijaula se tiene lo siguiente:

Teorema B.0.1.8. [2// Sea G una (r,m;g)-jaula con 2 < r < m y supéngase que

r es par con frecuencia al menos dos. Entonces G es 2-conexa por aristas.

Una (D; g)-juala con conjunto de grados D = {r,r+ 1} se dice que es una jaula semi-
regular. El primer estudio en esta linea fue hecho por C. Balbuena, D. Gonzalez, X.
Marcote [20] (2010):

Teorema B.0.1.9. [20] Cualquier (r,r + 1; g)-jaula es maximalmente conexa por

aristas y cualquier (3,4; g)-jaula es mazimalmente conexa.

El mismo ano C. Balbuena, D. Gonzalez, X. Marcote [18] ampliaron su estudio sobre
la conexidad en jaulas semi-regulares. Su trabajo empieza con el siguiente resultado

que muestra condiciones suficientes sobre el didmetro en términos del cuello para
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determinar la conexidad de una gréafica. Antes de enunciarlo, es necesario definir un
par de conceptos en relacion al tercer punto de este resultado. Si G es una grafica, se
define el grado de una arista uv € E(G) como d(u) + d(v) — 2, y con £(G) se denota
al grado minimo de las aristas en GG. Un conjunto de aristas restringido en G es un
conjunto de aristas que al ser eliminadas inducen una grafica disconexa sin vértices
aislados. Una grafica G se dice que es optimalmente arista-conexa restringida si la

cardinalidad minima de un conjunto de aristas restringido es igual a £(G).

Teorema B.0.1.10. [18/ Sea G una grdfica con grado minimo 6 > 2, con didmetro

diam(G) y cuello g. Entonces,
1. [81] si diam(G) < |(9 —1)/2] — 1, entonces kK(G) = §;
2. [81] si diam(G) < |(g—1)/2| — 1, entonces A\(G) = 9;
3. [19] si diam(G) < g — 2, entonces es optimalmente arista-conezxa restringida.

El primero de sus resultados muestra que el didmetro de una (r,r + 1; g)-gréfica es a

lo mas g — 2 si su orden es “suficientemente” cercano a ng(r,r + 1; g).

Teorema B.0.1.11. [18] Sea G una (r,r + 1; g)-grdafica conr > 2 y g > 6 con a lo
mas no(r,r + 1;g) +r — 1 vértices. Entonces diam(G) < g — 2.

Como consecuencia del Teorema B.0.1.11 y del Teorema B.0.1.10 obtuvieron el si-
guiente resultado que determina cuando una (7,7 + 1; g)-grafica es maximalmente

conexa.

Teorema B.0.1.12. [18/ Sea G una (r,r + 1; g)-grifica con r > 2. Entonces G es

mazximalmente conexa si g > 7 es impar y el orden es a lo mas no(r,r+1;9)+r—1.

Cabe destacar que el Teorema B.0.1.12 presenta una mejora al Teorema B.0.1.7
cuando m = r + 1 y el orden es “cercano” a ng(r,r + 1;g). Sobre el orden de una

jaula semi-regular se tiene el siguiente resultado probado en [18]| (2010).

Teorema B.0.1.13. [18/ Seanr > 2 y g > 6 dos enteros. Entonces,

(r41)r(9=3)/2_2
n<T7T + 1; g) S 77,(7’ + 1; g) - { 27»(9*2;1/721_2

r—1

st g es impar

St g es par.

Ademds, si g es par y n(r + 1;9) = no(r + 1;g), entonces n(r,r + 1;6) = 2r% y
n(r,r+1;9) <14 2r979/2(r2 — 1) para g = 8,12.
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El siguiente Corolario es consecuencia del Teorema B.0.1.13 para g = 6.

Corolario B.0.1.14. Sir > 2 y g = 6, entonces eziste una (r,r + 1;6)-jaula de

orden 2r2.

Demostracion. La prueba es inmediata del Teorema B.0.1.13 y del hecho de que

n(r,r 4+ 1;6) > 2(rm —m + 1) para cualesquiera 2 < r < m [90]. O

Tomando en cuenta que n(r,m;6) =2(rm —m+1)si (i) 2<r <5y r <m 6 (i)
m — 1 es potencia de primo y 2 < r < m [90], se tiene que el Teorema B.0.1.13 es
una extension a dicho resultado cuando r — 1 es potencia de primo. Por otro lado,
referente a la conexidad de una jaula semi-regular se tiene el siguiente resultado que

expone condiciones suficientes para este proposito [18].

Teorema B.0.1.15. [18] Sea G una (r,r + 1; g)-jaula conr >3 y g > 6. Entonces
G es maximalmente conexa si (i) g =6,8 y si (it) g=12 yr > 7, r # 20.

El ultimo resultado referente a propiedades estructurales en bijaulas esta ubicado en

el contexto de jaulas semi-regulares.

Teorema B.0.1.16. [18/ Cualquier (r,r+1; g)-jaula conr >3 y g > 6 es 3-coneza.
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Como se ha dicho a lo largo de esta tesis, su objetivo es abordar el problema sobre
la existencia y construccion de jaulas birregulares, el cual extiende el problema sobre
la existencia y construccion de jaulas que ha sido ampliamente estudiado. Los resul-
tados que aporta este trabajo hacen mas sélido el conocimiento que se tenia sobre
la existencia de bijaulas y el comportamiento de sus ordenes. En nuestro trabajo se
expusieron métodos para construir (r,m; g)-graficas con pocos vértices, cuyos orde-
nes acotan superiormente al orden de una (r,m;g)-jaula. En algunos casos la cota

inferior se alcanza y como consecuencia se obtienen familias de bijaulas.

Los resultados del Capitulo 1 se concentraron en la construccion de (r, m; g)-jaulas
de cuello impar, la mayor parte de cuello cinco y todas ellas de orden ng(r,m;g).
La mayoria de ellas esta vinculada de manera directa con la existencia de los planos
proyectivos finitos PG(2,¢q). En cada caso, el método de escision se empleo sobre la
grafica de incidencia del plano proyectivo con los parametros mas adecuado para su
construccion. El segundo método en el que nos apoyamos es el de “la identificacion
de vértices” entre (r, m; g)-graficas con un tnico vértice de grado m. Como resultado
se obtuvieron familias de (r, m; ¢g)-jaulas con un tnico vértice de grado maximo. Un
segundo proceso de identificacion entre algunas de ellas concluy6 en la obtencién de
(5, m; 5)-jaulas, para todo m > 6, siendo esta la primera prueba conocida desde que
Y. Yuansheng y W. Liang en el 2001 redactan un manuscrito [89], atin pendiente de

publicar, donde afirman dar una solucién a dicho problema.

La importancia de los resultados en el Capitulo 2 radica en el hecho de que la
cota inferior dada por Downs, Gould, Mitchem y Saba [42], fue mejorada para todo
g > 6 [3], anadiendo un grado mas de complejidad a la construccion de bijaulas
de cuello par al menos seis. Yuansheng y Liang resuelven parcialmente el problema

sobre la existencia de bijaulas de cuello seis [90] y plantean la conjetura de que toda
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(r,m; 6)-jaula tiene orden 2(rm —m+1). Uno de nuestros resultados da soporte a su
conjetura y el resto de ellos hacen importantes aportaciones al comportamiento del
orden de una (r,m; g)-jaula con cuello par g > 8. Nuestro primer resultado en esta
linea es la prueba de la mejor cota superior sobre el orden de una (r,m; g)-jaula de
cuello par g > 8 . Este resultado es mejorado para » — 1 potencia de primo y g = 8
al hacer uso del ovoide de un cuadrangulo generalizado. En cuanto a los valores de
r =3y g =38, la cota inferior del orden de una (3, m; g)-grafica con cuello par g > 6
mostrada en [3], es mejorada atin mas al hacer un analisis de casos en el exceso de la
grafica. Ademas para m # 3k se describe la construccion de una familia de (3, m; 8)-
graficas de orden 9m + 3 cercanas al orden de una (3,m;8)-jaula y para m = 4,5,7

la cota inferior es alcanzada.

Ademas hemos planteado diversos problemas abiertos como guia para investigaciones

futuras.



Problemas abiertos

Problemas asociados a cuello impar
Cuello g =5
Problema 1. Determinar la existencia de las (r, m;5)-jaulitas, para todo r > 6.

Problema 2. Determinar la ezistencia de las (6, m;5)-jaulitas, para m > 11 impar.

Cuello g =9

Problema 3. Determinar la existencia de las (4, m;9)-jaulitas para m > 5 impar.
Cuello impar g > 5

Problema 4. Determinar la existencia de las (r,r + 1; g)-jaulitas semi-requlares de
cuello tmpar g > 5.

Cuello impar g > 13

Problema 5. Determinar la ezistencia de las (3, m; g)-jaulitas de cuello impar g >
13.

Problemas asociados a cuello par

Cuello g =6

Problema 6. Probar la conjetura de Yuansheng y Liang: n(r,m;6) = 2(rm—m-+1)
para toda r, con 2 < r <m.

Cuello g > 8
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Problema 7. Probar que n(3,m;8) = L%ij + 7, para m # 3k y cuello par g > 8, o
bien, mejorar la cota inferior.
Problema 8. Probar que el Teorema 3.0.1.17 es exacto para r > 4 o mejorarlo, y

para r = 3 probar que es exacto o mejorarlo si el cuello es par g > 10:

Teorema 3.0.1.17. [3] Sea G una (D; g)-jaula con D = {r,m}, donde 3 <r <m

y el cuello g > 6 es par. Entonces

—1)9/2-2 _1
m+2+(mr—2)(r ) 5 +(T—2)(r—1)9/2_2 sir > 4;
r —
n(r,m;g) > 2.9
7 3)29/
1+(m+ ) —-m str=3.

3
(3.2)
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