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RESUMEN 

La señal generada por el GPR generalmente contiene altos niveles de ruido, eventos no 
claramente definidos, anomalías  encubiertas en el perfil y  energía electromagnética  
absorbida.  La interpretación de la señal por medio de la técnica tradicional, se realiza 
mediante la Transformada de Fourier, con la cual obtenemos el espectro de frecuencia, que 
es el que  define las frecuencias que se encuentran en un periodo de tiempo y para las 
cuales podemos diseñar filtros, sin que conozcamos  exactamente el momento en el cual 
cada una de las frecuencias  ocurre.         
 
Todo esto nos lleva a analizar con mayor detenimiento la información proporcionada por el  
GPR  e interpretarla de una manera más adecuada, por lo que se hace necesario llevar un 
proceso de interpretación y procesamiento de la señal. 
Se describe un análisis de la forma en que las propiedades eléctricas y magnéticas afectan 
la propagación  de las ondas electromagnéticas en el medio. Se determinan cuales son las 
ecuaciones adecuadas para modelar un medio geológico en particular, simplificando dichas 
ecuaciones y  describiéndose la propagación de onda, con estas simplificaciones se resuelve 
el problema del modelo directo.   
 
El problema directo expone la dificultad de obtener un radagrama característico de un 
modelo de tierra estratificado unidimensional en el que se hacen variar las tres propiedades 
eléctricas y magnéticas  ( σµε ,,  ) y su solución requiere determinar el campo 
electromagnético en la superficie del modelo, por lo que es necesario obtener la solución de 
la ecuación de onda en el dominio de la frecuencia, considerando un frente de onda plana 
que incide normalmente  sobre el modelo y con condiciones de frontera correspondientes a 
la continuidad de los campos en los límites de capa.  
 
Mediante el problema propuesto por  Weng (1995) se obtiene  una relación de recurrencia 
para la determinación  de las constantes de amplitud de los campos en cada estrato. 
 
Una vez obtenida la solución analítica del campo electromagnético en el dominio de las 
frecuencias, se acopla un pulso de Ricker y mediante la transformada de Fourier se lleva 
este resultado al tiempo, para la obtención del radagrama sintético característico del medio 
estratificado (Lázaro-Mancilla y Gomes-Treviño, 1996). 
 
Se obtuvo la traza del radagrama sintético del modelo propuesto en el que se aprecia la 
respuesta del medio a la señal inyectada. Se visualizó a partir de este radagrama la amplitud 
de cada una de las reflexiones, disminuyendo esta reflexión conforme se atraviesa el medio. 
En estos resultados podemos observar la aparición de las reflexiones en el radagrama, y 
visualizar la amplitud relativa de cada una de las reflexiones, estas características de la 
señal, son importantes.  
 
Los campos de aplicación de las transformadas en tiempo y frecuencia, son cada vez más 
amplios, pues se ha comprobado  que mejoran los resultados de los métodos espectrales y 
temporales clásicos, al ser capaces de reflejar cambios en frecuencia con respecto al tiempo 
(transitorios espectrales), cosa que en el análisis espectral clásico no se pueden detectar, por 
lo que la clasificación o detección de determinadas propiedades de la señal analizada se 
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mejora. Análogamente, los métodos basados en características temporales no consiguen 
detectar características esenciales de la señal que muestran con certeza su naturaleza. Para 
la realización de evaluaciones más confiables de las características de la señal, es necesario 
el uso combinado de ambos dominios. Por ello un uso combinado de ambos dominios 
resulta en el aprovechamiento de características  útiles presentes en ambos dominios para 
así realizar diagnósticos más fiables.  
 
Se presenta una metodología de análisis de la señal, que examina la información en 
términos de tiempo-frecuencia contenidos en una señal. El empleo de la transformada de 
Wigner-Ville proporciona información detallada y rápida  de una señal no estacionaria.Del 
radagrama sintético obtenido en el Capítulo I, se obtiene primero la transformada de 
Wigner-Ville, en el que se muestra una buena resolución tanto temporal como frecuencial. 
Mediante ellas podemos obtener los atributos de la señal en este caso de la traza de radar.  
 
Los atributos basados en la amplitud de la traza compleja, son medidas especificas de 
características geométricas y/o estadísticas derivadas de la información de la traza, aportan 
información sobre los cambios litológicos importantes y de las discontinuidades, también 
pueden ser empleados en interpretación estratigráfica para definir geometrías internas de 
los estratos y sus terminaciones o para relevar patrones relacionados con los ambientes de 
sedimentación, fallas, fracturas, etc. que son importantes en la caracterización  del 
subsuelo. 
 
 En este trabajo de investigación, se implementa el algoritmo del proceso para la aplicación 
práctica de las transformadas en tiempo-frecuencia descritas en Capítulo II, presentando 
una metodología de análisis que examina la información en términos de tiempo-frecuencia 
contenidas en una señal. 
 
Finalmente siguiendo la misma secuencia de los modelos utilizados anteriormente a 
continuación se presentan los resultados obtenidos para cada una de las pruebas hechas, el 
proceso se realizo como una metodología de análisis identificando en cada uno de los 
procesos, la localización de los armónicos en el tiempo y la región en frecuencia donde se 
observa, la frecuencia central del sistema, donde se encuentra la información principal de la 
señal. 
 
Se implemento el algoritmo del proceso para la aplicación práctica  de la obtención del 
radagrama sintético en el Capítulo I y de la transformada tiempo-frecuencia de Wigner-
Ville descritas en el Capítulo II, utilizando la librería de MATLAB que es una herramienta 
de programación y que tiene incluida una colección de archivos M-files desarrollados para 
el análisis de señales no estacionarias usando distribuciones tiempo y frecuencia, por 
Auger, (1996). 
 
Usando las definiciones de atributos espectrales instantáneos desde el plano de tiempo-
frecuencia en la distribución de Wigner-Ville son derivadas las formulas para obtener estos 
atributos. Se presentan el atributo de frecuencia instantánea para enfatizar sus reglas como 
una medición de las propiedades promedio espectrales variantes en el tiempo. 
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Algunas características físicas del subsuelo, son susceptibles de ser identificadas mediante 
la utilización del Radar de Penetración Terrestre (o GPR por sus siglas en ingles). La 
actividad con este método de exploración geofísica ha sido muy intensa desde hace ya 
varios años. Basta mencionar que existe una gran cantidad de bibliografía relacionada con 
el tema en publicaciones de divulgación científica y tecnológica, así como una amplia 
oferta de servicios y sistemas por parte de proveedores alrededor de todo el mundo. 
México, por su parte, cuenta con autores que han hecho aportaciones importantes en este 
campo. 
 
El método permite observar cambios en el comportamiento de la señal electromagnética 
enviada al subsuelo, dependiendo de sus características electromagnéticas, para cada rango 
específico de frecuencias utilizado. 
 
El GPR puede ser la solución a varios tipos de problemas, si se tienen en cuenta sus 
posibilidades y limitaciones. Debido a que el sistema GPR emite  pulsos electromagnéticos 
en un intervalo de alta frecuencia (de 1Mhz. a 1.2Ghz.) generando una diferencia de voltaje 
que varía con el tiempo (el pulso de voltaje) con una duración corta y con un rango de 
frecuencia específico (frecuencia central). 
 
La técnica hace penetrar la señal de entrada y capta la señal de respuesta sin invadir el 
subsuelo, lo cual deriva en ventajas adicionales en tiempo y costo. Para su aplicación hay 
que tener en cuenta que los horizontes arcillosos y otros materiales conductores son los 
principales obstáculos para el empleo de GPR 
 
El modelado es una técnica frecuentemente utilizada en diversas ramas de la Ingeniería 
pues permite hacer representaciones de la realidad, y con ello generar o adaptar fenómenos 
naturales dentro de estructuras abstractas, que explican su alcance. Es posible así encontrar 
la solución a problemas específicos dentro de un cierto contexto.  
 
El modelar datos de GPR es útil cuando es necesario dar información cuantitativa acerca de 
las propiedades y de la geometría del subsuelo. El sistema GPR mide y registra amplitudes 
del campo eléctrico como una función espacial de la posición y orientación, en el tiempo. 
 
En electromagnetismo, el modelado de datos involucra la solución del campo 
electromagnético mediante un sistema de ecuaciones diferenciales bajo ciertas condiciones, 
en donde plantear una solución analítica para la resolución del problema resulta ser lo 
mejor. Este tipo de soluciones permite el estudio de cualquier aspecto de la geometría del 
medio, de los campos electromagnéticos y de las interacciones entre las características del 
subsuelo, éstas solo son posibles obtenerlas en ciertos casos, sin embargo, casi siempre son 
muy complejas (Sadiku, 2001). 
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El objetivo general es describir el método de Radagramas Sintéticos, para investigar el 
comportamiento de la respuesta del subsuelo dada por la señal de GPR, mediante el modelo 
directo que plantea el problema  de determinar un radagrama sintético característico en el 
que se hace variar las tres propiedades eléctricas y magnéticas (permitividad eléctrica (ε), 
permeabilidad magnética (µ) y conductividad eléctrica (σ)) cuyo  marco de referencia es un 
modelo para un medio estratificado, donde se realizan las consideraciones necesarias para 
llegar a establecer la solución de la ecuación del campo electromagnético en la superficie 
de la tierra. Para este modelo se  establece la constante de propagación. Para el caso 
particular del GPR, se emplea el concepto en el que un frente de ondas planas incide 
normalmente sobre el modelo estratificado, con condiciones de frontera correspondientes a 
la continuidad de los campos en los límites de las capas.  
 
Todo esto se hace mediante el procedimiento propuesto por Weng, (1995), donde se 
obtiene un coeficiente de reflexión generalizado, para un medio estratificado de n capas 
cuya ecuación se resuelve recursivamente en todas las regiones lo que permite obtener el 
campo eléctrico del modelo para un medio estratificado de n estratos homogéneos, en el 
dominio de la frecuencia.  
 
A esta solución  se le acopla un pulso de Ricker y mediante la transformada de Fourier se 
transforma este resultado al dominio del tiempo, para la obtención del radagrama sintético 
característico del medio estratificado. Lázaro-Mancilla, (1996). 
 
Finalmente, se hacen variar las propiedades eléctricas y magnéticas del medio para ver el 
comportamiento de la respuesta del subsuelo en la señal. 
 
Esto se hace con el fin de poder determinar la aparición de las reflexiones en el radagrama, 
y visualizar la amplitud relativa de cada una de las reflexiones, mediante ellas podemos 
obtener los atributos de la señal, en este caso de la traza de radar, que aportan información 
sobre los cambios litológicos importantes y de las discontinuidades del subsuelo, que son 
fundamentales  para la caracterización del subsuelo.  
 
Mediante el procesamiento de la señal, que consiste en la aplicación de una serie de 
conceptos matemáticos, que distinguen o realzan anomalías de las propiedades físicas 
observadas mediante el método utilizado. La información obtenida se representa en el 
dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia  
 
La descripción de una señal se representa primero en tiempo, la cual involucra usualmente 
cantidades estadísticas. Las cantidades estadísticas nos dan sólo una  idea, dentro de los 
diferentes tipos  de señales, de cómo son mezcladas cuando se hace el registro. 
 
Para poder apreciar cómo han evolucionado las componentes frecuenciales a lo largo del 
tramo de tiempo analizado, es necesario representar una superficie tridimensional, en la  
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cual se pueda conocer la forma de la señal en un plano tiempo-frecuencia y obtener el valor 
de la concentración de intensidad en cada punto. Para esto se  utilizan las distribuciones. 
 
Dentro de estas distribuciones la transformación de Wigner-Ville, presenta el mejor 
conjunto de propiedades útiles. Esta distribución cobra interés en el análisis de señales, 
porque no existe suavizado y tampoco se toman  toma tramos de la señal, por lo que sólo es 
necesario especificar la longitud del segmento temporal y del segmento frecuencial, para 
obtener la resolución deseada y ver cómo van evolucionando las componentes frecuenciales 
a lo largo del tiempo analizado y el valor de la amplitud de cada par (t, f). 
 
Esta transformación suministra otra visión de la señal de GPR, que complementa lo que 
otros mecanismos pueden lograr. Permite una representación más precisa de la evolución 
de la señal no estacionaria, ayudando a realizar un análisis más completo de la señal, 
facilitando su clasificación, modelado y determinación de parámetros patrones. 
 
La transformación de Wiggner-Ville es una herramienta que permite aplicar las 
propiedades espectrales y temporales en el plano tiempo-frecuencia, lo hace  mediante los 
atributos de traza compleja, como el atributo de frecuencia instantánea, lo que permite 
interpretar y seguir eventos débiles en una señal de  GPR. 
 
La teoría de las representaciones tiempo-frecuencia provee una estructura para la extracción 
de atributos de traza compleja, los cuales son parámetros que describen la forma de un  
espectro local como un promedio, tanto de frecuencia como de banda ancha. Usando estas 
representaciones, la proporción de ruido de la señal con la extracción del atributo puede ser 
mejorada sin que la resolución sea significantemente menor en tiempo.  
 
Se adapta la función de tiempo-frecuencia de Wigner-Ville, cuyo kernel es 1, para obtener 
el espectro tiempo frecuencia y a partir de este, obtener el atributo de frecuencia instantánea 
en  la traza compleja de la distribución, para enfatizar sus reglas como una medición de las 
propiedades promedio espectrales variantes en el tiempo. 
 
Finalmente se hace una secuencia de análisis y se muestran los resultados obtenidos, los 
cuales son muy alentadores.  
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CAPITULO I 

 

BASES TEÓRICAS DE GPR PARA LA GENERACIÓN DE MODELOS  

SINTÉTICOS. 

 

OBJETIVO. 
 
Conocer las bases teóricas que describen el funcionamiento del sistema de Radar de 
Penetración Terrestre (GPR), para generar los modelos sintéticos, necesarios en el 
procesamiento de la señal de GPR en el subsuelo. 
 
INTRODUCCIÓN. 
 
Algunas características físicas del subsuelo, son susceptibles de ser identificadas mediante 
la utilización del Radar de Penetración Terrestre. El método permite observar cambios en el 
comportamiento de la señal electromagnética enviada al subsuelo, dependiendo de sus 
características electromagnéticas, para cada rango específico de frecuencias utilizado. 
 
El sistema GPR emplea pulsos electromagnéticos en un intervalo de frecuencia (de 1Mhz. a 
1.2Ghz.) generando una diferencia de voltaje que varía con el tiempo (el pulso de voltaje) 
con una duración corta y con un rango de frecuencia específico (frecuencia central). 
 
 

METODO DE GPR. 
 
Principio Básico. 
 
La obtención de datos de GPR se puede realizar en la superficie del terreno, en donde las 
antenas de transmisión y recepción son desplazadas y el subsuelo es caracterizado de 
manera vertical en término de las variaciones de sus propiedades electromagnéticas, 
obteniendo una representación grafica de la señal reflejada en amplitud-tiempo denominada 
radagrama.  
 
Las antenas del GPR se encargan de transformar la señal de voltaje en una onda 
electromagnética que es irradiada al subsuelo, esta onda es reflejada y es captada mediante 
la misma antena (modo estático) o por otra antena (modo bi-estático), que traduce la 
información en una señal de voltaje que se registra en función del tiempo (Annan 1992; 
Annan and Chua 1992), esto se logra mediante un transmisor que adapta la entrada de la 
señal de voltaje al medio y mediante un receptor se captan las reflexiones producidas por 
cambios en el subsuelo a una señal de voltaje de salida (Peterson et. al., 1998, Taflove; 
1998). 
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La ecuación de radar, describe cómo los parámetros del sistema se combinan con 
parámetros del medio, para determinar el nivel de energía que el sistema registra (Annan, 
1992; Annan and Chua, 1992). 
  
       ��� = �	(	�	� 		
	� 			��� 	
��	�	 ∑ 
	����� 	)/(	4�ℎ	)�	�	�	�                        1.1 
 
donde: PRX   =  Energía generada 
  ξTX   =  Eficiencia del transmisor 
            GTX  =  Ganancia del transmisor 
             ξTX  =  Eficiencia del receptor 
            GRX  =  Ganancia del receptor 
             PTX  =  Energía registrada 
  
La energía que es pasada del transmisor  a la antena presenta pérdidas, estas pérdidas son 
registradas mediante la eficiencia del transmisor ( ξTX ), e irradiadas al subsuelo mediante el 
patrón de dirección de la antena llamado también ganancia directiva ( GTX ). La energía que 
se propaga a través  del medio, se atenúa por pérdidas eléctricas y por la dispersión  esférica 

del frente de onda, además parte de la energía es dispersada por el medio  ( 
24/2 hhe πα−
 ). La 

energía reflejada sufre una atenuación por divergencia esférica y por las propiedades del 

medio ( 
24/2 hhe πα−
 ) y depende del objetivo y de la función de ganancia   ( ∑A y de g ), 

donde para el caso de un dipolo tenemos: 
 
         A = λ2 / 4 π                                                   1.2 
 
donde:  λ  =  longitud de onda 
 
La señal adquirida por el receptor depende de la dirección de la antena y el área efectiva 
(GRX), esta señal es reducida por la eficiencia de la antena (ξRX) receptora. 
 
El factor de eficiencia Q relaciona las señales de entrada y salida, es una medida de la 
proporción (en decibeles) de la energía generada PTX y de la energía registrada PRX (Annan, 
1992; Annan and Chua, 1992). 
 
 
       Q  =   PTX /  PRX                                                                                  1.3 
 
donde:  Q = Factor de eficiencia del sistema 
 
Para poder aislar la forma en que la onda electromagnética es modificada por el medio, se 
deben tomar todas las variables del sistema, esto implica conocer todas los parámetros del 
mismo  ( ξTX,  GTX, ξRX, GRX, etc. ). De tal manera que para modelar los datos de GPR no 
solo se necesita conocer la forma en que la onda electromagnética se propaga en el medio, 
sino que además determinar las variables del sistema y los parámetros  del medio. 
 
Los métodos más utilizados para modelar los datos de GPR son, los que se basan en la 
solución directa de ecuaciones diferenciales parciales por separación de variables para la 
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solución  de la ecuación de onda, las cuales nos proporcionan una mejor solución de este 
problema. Estas soluciones son de tipo Laplace y Poisson, que ocurren en términos de 
soluciones harmónicas para el caso de coordenadas cartesianas. En estos métodos las 
ecuaciones de los campos electromagnéticos, son nuevamente formuladas en forma de una 
ecuación diferencial parcial de 2° orden, mediante cambios de variables y dependiendo de 
la ecuación se pueden resolver, por integración directa o por definición de variables. En el 
caso de establecer las variables, se integra sobre un dominio en el que se introducen las 
ecuaciones de frontera que completan el proceso (Sadiku, 2001). 
 
Tipos de modelado de los datos. 
 
El encontrar soluciones que satisfagan dichas ecuaciones, requiere en la mayoría de los 
casos el uso de una combinación de modelos analíticos y métodos numéricos para realizar 
las operaciones e interacciones. 
 
El modelado de datos se puede dar mediante tres modelos: 
 
 Ecuación de Radar  
 Sistema de Rayos 
 Radagramas Sintéticos 
 
El sistema de “Ecuación de Radar” implica conocer las características del subsuelo y los 
diseños de la antena transmisora y de la antena receptora.  
 
El “Sistema de Rayos” modela la propagación de ondas electromagnéticas y las representa 
en estructuras con geometrías complejas, utilizando los métodos numéricos como el de 
diferencias finitas (Sierra, 2007) y el del elemento finito, lo cual implica mucho tiempo de 
computo. 
 
El modelado de GPR, mediante “Radagramas Sintéticos”, es de  utilidad para determinar la 
forma en que la naturaleza de la onda electromagnética modifica su propagación en el 
medio y permite la identificación de interfases de interés en los estudios geofísicos, 
permitiendo comparar estos radagramas sintéticos con radagramas reales, en donde se 
pueden descartar señales debidas a reflexiones múltiples, mejorando así la interpretación de 
los datos. 
 
Todos ellos cumplen de manera efectiva la forma de hacer un modelo, pero su elección 
depende de los requerimientos de tiempo y de la información con que se cuente. 
 
En este caso se eligió el método de Radagramas Sintéticos, para investigar el 
comportamiento de la respuesta del subsuelo, empleando una antena mono-estática cuya 
constante de propagación sigue el comportamiento de una onda plana y  la frecuencia de los 
pulsos que utiliza es de 200 y 270 MHz. 
 
Para modelar los datos de GPR, es importante determinar las ecuaciones adecuadas para el 
medio geológico en que se realiza la prospección, siendo necesario cuantificar la 
proporción que guardan las corrientes de conducción y de desplazamiento de los materiales 
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en la propagación de la onda electromagnética, para el rango de frecuencias del GPR, pues 
es claro que para este rango de frecuencias la clasificación de los materiales no pude 
hacerse solo desde el punto de vista de la conductividad eléctrica. De aquí la necesidad de  
conocer la forma en la que las propiedades eléctricas y magnéticas ( εσµ ,, ) modifican las 
características de la onda electromagnética. 
 
Profundidad del plano de estudio. 
 
Al igual que en otros métodos de exploración geofísica en el GPR, es recomendable 
conocer  la información de otros trabajos en la zona, así como la profundidad tentativa o 
posible a la que se encuentra el objeto en estudio. 
 
El medio geológico es factor decisivo en las posibilidades de penetración de la onda 
electromagnética en el medio. El GPR ha sido utilizado con éxito en problemas de 
investigación somera donde se requiere de alta resolución, en determinadas condiciones 
estas son profundidades de menos de un metro, por ejemplo en suelos arcillosos o con 
contenidos de agua salada; en arenas libres de arcilla saturada de agua dulce la profundidad 
llega a ser de hasta 30 m.; y en el hielo polar ha sido posible investigar a  más profundidad.  
 
En lo que se refiere a la propagación de la onda electromagnética, existen varios factores 
que afectan la profundidad de investigación. Los más importantes son: (Davis y Annan, 
1989): 
 

a) Desempeño del sistema de radar. Dado por el factor de eficiencia Q que debe ser lo 
más grande posible y que forma el rango de un sistema de radar en el que se tiene 
un mayor control, porque puede ser cuantificado con facilidad. 
 

b) Atenuación de la onda electromagnética. La cual se ve influenciada por el número 
de capas que  atraviesa el medio (a mayor numero de capas la penetración es menor) 
y por la distancia de las antenas a los reflectores, aun en presencia de material de 
baja conductividad. 
 

c) Características de reflexión de la onda electromagnética en las interfases eléctricas.  
En donde la amplitud de la señal es reducida en las zonas de contraste de las 
propiedades como la permeabilidad magnética, la permitividad y la conductividad 
eléctrica, que atraviesa durante su viaje la onda electromagnética hacia el interior 
del subsuelo. 

 
Rango de frecuencias del GPR. 
  
En las ondas electromagnéticas, la organización de bandas de longitud de onda se denomina 
espectro electromagnético, estas series de bandas se establecen por la manifestación de un 
comportamiento similar en la radiación electromagnética, aunque la sucesión de valores de 
longitud de onda sea continua. La frecuencia mientras tanto, designa el número de ciclos 
pasando por un punto fijo en una unidad de tiempo. 
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Los sistemas de radar operan normalmente en un rango de frecuencias que va de 10 a 2000 
MHz, o sea en la categoría de ondas cortas de muy alta frecuencia (VHF, very high 
frequency) y de ultra alta frecuencia (UHF, ultra high frequency). Para describir la 
respuesta eléctrica de los materiales que se encuentran en el medio, Davis y Annan (1989) 
establecen que la permitividad relativa es un parámetro apropiado, porque en este rango de 
frecuencias en el que opera el GPR, las corrientes de desplazamiento dominan sobre las 
corrientes de conducción para la mayoría de los materiales geológicos. 
  
Los radares de bajas frecuencias, desde 1 a 200 MHz, han sido utilizados para explorar 
estructuras geológicas, en estudios de ingeniería civil, de geohidrología y en aplicaciones 
mineras. En un rango de frecuencias intermedio de 200 a 500 MHz, se han utilizado para 
detectar el movimiento de desechos contaminantes en suelos someros, investigaciones 
arqueológicas y en exploración de estructuras de suelos. En el rango de altas frecuencias, de 
500 a 1500 MHz, han sido utilizados principalmente para detectar fallas en las estructuras 
de edificios, puentes  y carreteras. Peniche (2008). 
 
Resolución. 
 
Existen dos tipos de resolución en la señal de GPR, la resolución vertical y la resolución 
horizontal, cuando se desea considerar las dimensiones laterales y la geometría del objeto 
en estudio, se habla de resolución horizontal. Para evaluarla deben ser tomados en cuenta 
factores como el patrón de radiación de la antena, profundidad y dimensiones del objeto, 
número de trazas por metro y numero de trazas por segundo. 
 
Mientras que en la resolución vertical, se da en términos de las propiedades eléctricas se 
puede ser expresada como (Blancas, 2000): 
 

                 
r

m
f

c
T

ε2
=

                                                           1.4

 

  
En donde Tm es el mínimo espesor de capa en el medio que puede ser resuelto, rε  es la 
permitividad relativa del material, f la frecuencia central de la antena y c  es la velocidad de 
la luz 
 
 
TEORIA ELECTROMAGNÉTICA. 
  
Ecuaciones de Maxwell. 
 
Para estudiar como la onda electromagnética se propaga en el medio geológico es necesario 
conocer todas las relaciones entre los campos eléctricos y magnéticos y sus fuentes, estas 
pueden establecerse de manera compacta en cuatro relaciones conocidas como ecuaciones 
de Maxwell, que son la base de la teoría electromagnética, la cual comprende el estudio de 
las leyes de propagación del campo electromagnético en un medio  heterogéneo de origen 
natural o artificial, cuyas ecuaciones generales dependientes del tiempo en forma 
diferencial son. 
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t

B
E

∂
∂−=×∇

r
r

                               1.5 

 

   
t

D
JH

∂
∂+=×∇

r
r

                                          1.6 

    
ρ=⋅∇ D

r
                                           1.7 

 
0=⋅∇ B

r
                                           1.8 

 
donde:  H  es el vector de Intensidad Magnética [ A/m ] 
   B  el vector de Flujo Magnético o Inducción Magnética [ T = Wb/m2 ] 
   E  es el vector de Intensidad Eléctrica [ V/m ] 
   D  es el vector de Flujo Eléctrico o Inducción Eléctrica [ C/m3 ] 
     J  es el vector de Intensidad de Corriente (conducción) [ A/m3 ] 

    ρ  es la Densidad de Cargas libres [ C/m2 ] 
 
 

En un medio homogéneo e isótropo, estas ecuaciones son sustancialmente simplificadas, 
donde la ecuación 1.5 en esencia es la expresión de la Ley de Inducción Electromagnética 
de Faraday, que relaciona el vector de Intensidad Eléctrica [ V/m ]  con las variaciones del 
vector del Flujo Magnético o Inducción Magnética [ T=Wb/m2 ] y establece que un campo 
magnético puede producir una corriente en una trayectoria cerrada, si el flujo magnético B 
está variando con el tiempo. El signo negativo de la ecuación, está dado por la Ley de Lens, 
la cual establece que el voltaje inducido por el flujo del campo variable B tiene una 
polaridad tal, que la corriente establecida en una trayectoria cerrada da lugar a un flujo que 
se opone al cambio del flujo magnético. Cuando un conductor se mueve a través de un 
campo estacionario B la polaridad de la Ley de Lens siempre será tal que el conductor 
experimenta fuerzas magnéticas que se oponen al movimiento. 
 
La ecuación 1.6 es conocida como la Ley de Ampere y establece que el campo magnético 
es generado, tanto por la corriente de conducción ( J

r

 ) como por la corriente de 

desplazamiento 








∂
∂

t

D
r

, expresando la manera por la cual un campo magnético puede crear 

una separación en corrientes de conducción (J
r

) y un campo eléctrico variable en el tiempo. 
 
La ecuación 1.7 indica que las fuentes del vector de inducción eléctrica (dieléctrica) son 
cargas (q) y es la expresión matemática de la Ley de Coulomb, obtenida a través de la Ley 
de Gauss que expresa que la divergencia de ���� no es cero y se demuestra que el flujo del 
vector D no es conservativo. (Sears, 1999). 
En la ecuación 1.8 el flujo magnético es cero, esto indica la ausencia de fuentes del campo 
magnético (cargas magnéticas) y que las líneas del campo B son continuas y forman curvas 
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cerradas, es decir, que el flujo magnético entrante en un volumen es igual al flujo 
magnético que sale del volumen. 
 
Ecuación de Onda. 
 
Las ecuaciones de Maxwel, que son cuatro cantidades de campo (E, H, D y B), escritas 
como ecuaciones lineales diferenciales parciales, no son independientes y son definidas por 
las interacciones de los campos electromagnéticos con los materiales, asociadas a la 
linealidad y la no-linealidad de las relaciones de campo con las propiedades de la materia, 
(Escobar-Salguero y Cortes-Soto; 2000; Sadiku, 2001). En las que se puede demostrar que 
las dos últimas ecuaciones pueden ser obtenidas a partir de las dos primeras por algebra 
vectorial, de tal forma que necesitamos incluir las relaciones constitutivas  de la materia 
para poder completar el sistema de ecuaciones  de la manera siguiente (Nathan Ida, 1995). 
 
   ED

r
ε=                                          1.9 

 
   HB µ=

r
                                         1.10 

 
Estas ecuaciones vectoriales que definen las interacciones entre los campos y los 
materiales, son equivalentes a seis ecuaciones escalares, en la que ε es la permitividad 
eléctrica  ( F/m ) y µ es la permeabilidad magnética ( H/m ) de los materiales. En general 
estas ecuaciones no son lineales 
 
Cuando el campo electromagnético experimenta cambios, como cuando pasa de un material 
a otro, se debe tener en cuenta la relación empírica de la Ley de Ohm en forma diferencial, 
que establece que la densidad de corriente J es directamente proporcional al vector E. 
 
   EJ

rr
σ=                                           1.11 

En donde σ es la conductividad del medio (Siemens) 
 

Las propiedades eléctricas y magnéticas de las rocas, suelos y fluidos controlan la 
velocidad de propagación de la onda electromagnética y sus amplitudes. En la mayoría de 
los casos las propiedades eléctricas son mucho más dominantes que las propiedades 
magnéticas. A determinadas frecuencias las propiedades eléctricas son dominantemente 
controladas por la densidad del suelo o de la roca, debido a su composición química, su 
distribución y su contenido de agua. 
 
Suponiendo que las propiedades ε, µ y σ son constantes, indica que en un medio conductor 
homogéneo no se puede acumular carga, porque la forma de caracterizar el medio es 
mediante un espacio libre de fuentes, de tal forma que la densidad de carga eléctrica q es 
igual a cero y las ecuaciones de Maxwell para medios homogéneos quedan de la siguiente 
manera: 
 

   
t

H
E

∂
∂−=×∇ µ                                         1.12 a 
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   0=⋅∇ E                                          1.12 b 
 

   
t

E
EH

∂
∂+=×∇ εσ                              1.12 c 

 
   0=⋅∇ H           1.12 d 
 
Si a cada miembro de la ecuación 1.12a, le aplicamos el rotacional y luego al resultado le 
sustituimos 1.12c y análogamente a 1.12c aplicamos el rotacional y luego al resultado le 
sustituimos 1.12a, obtenemos respectivamente las siguientes ecuaciones 
 
 

0)(
2

2

=
∂
∂+

∂
∂+×∇×∇

t

E

t

E
E µεµσ                             1.13 a  

 

0)(
2

2

=
∂

∂+
∂

∂+×∇×∇
t

H

t

H
H µεµσ       1.13 b 

 
 

Y teniendo en cuenta la  identidad vectorial VVV 2)()( ∇−⋅∇∇=×∇×∇ y  la 
ecuación 1.12 d, se obtiene la ecuación de onda para los campos eléctrico y magnético 
respectivamente. 
 

0
2

2
2 =

∂
∂−

∂
∂−∇

t

E

t

E
E σµεµ                                          1.14 a 

 

  0
2

2
2 =

∂
∂−

∂
∂−∇

t

H

t

H
H σµεµ                                         1.14 b 

 
Que  son las ecuaciones de onda para el campo eléctrico y magnético respectivamente y 
representan la forma en que cada campo se propaga en función del tiempo y de las 
propiedades del medio. 
 
Para poder manejar fácilmente las ecuaciones anteriores, el campo electromagnético es 
definido recurriendo al concepto de campos armónicos, con una frecuencia dada (ω), de 
manera que el sistema de ecuaciones puede ser simplificado considerablemente (Chen; 
1971). 
 
Definiéndose de la siguiente manera: 
 

kzzjyyixx tHtHtHtzyxH )(cos)(cos)(cos);,,( 000 ϕωϕωϕω −+−++=              

              1.15 
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Donde  la frecuencia angular del campo ω = 2 π f 

Hx,  Hy  y  Hz  son las componentes de amplitud, de lo onda electromagnética.  
φx,  φy  y  φz  son las componentes de fase, de la onda electromagnética. 

 
Si introducimos el vector complejo, recordando que las funciones de amplitud y fase son 
funciones de posición. 
 
                  �∗(�, !, ") = 	 �#$%&'( ) + �+$%&', - + 	 �.$%&'/0                          1.16 
 
Sustituyendo la ecuación 1.16 en 1.15 queda como: 
 
                  �(1) = 	 �$%2&(3425)                         1.17 
   
Análogamente se puede obtener expresiones para los vectores complejos de B0, D0, E0 y 
para la densidad de carga q0. Multiplicando los vectores complejos por el factor ��6(78�9) 
se pasa del dominio de las frecuencias al dominio del tiempo.                                 
                            :�:1 = 	 −	)<�$��6(78�9) = −	)<� 

                   1.18   
 
Utilizándose por conveniencia el concepto de campos sinusoidales, es decir, la 
transformada de Fourier con respecto al tiempo, las ecuaciones 1.14a y 1.14b antes 
descritas se pueden escribir como sigue en el dominio d la frecuencia: 

 

                 022 =++∇ EiEE σωµωεµ     1.19 a 
 
               022 =++∇ HiHH σωµωεµ                          1.19 b 
 
PROPAGACIÓN DE ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS. 
 
Constante de propagación.  
 
Por definición σµωωεµγ i+= 22 , es la constante de propagación, de tal forma que las 
ecuaciones de onda se pueden escribir de la siguiente manera. (King, 1963). 
 
   022 =+∇ EE γ                                      1.20 a 
 
   022 =+∇ HH γ                                      1.20 b 
 
A partir de las ecuaciones de onda, donde se define a γ  como la constante de propagación, 
que es un vector complejo en el cual la parte real se llama constante de fase (a) y la parte 
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imaginaria (b) que determina la amplitud de la onda electromagnética se llama constante de 
atenuación. Orellana, (1974). Se tiene que: 
 

iba +=γ                                                   1.21                 

Por lo que 
 
   22 )( iba +=γ                                                   1.22 
 
Desarrollando el binomio, comparando con la ecuación de onda, igualando términos 
semejantes y resolviendo simultáneamente las ecuaciones, se puede obtener a la constante 
de atenuación y a la constante de fase en función de las propiedades del medio ( εσµ ,, ) y 
de la naturaleza de la onda (frecuencia angularω ). 
 

   ])([
2

222 ωεωεσωµ ++=a
                         1.23

 

 

   ])([
2

222 ωεωεσεµ −+=b
                         1.24

 

 
Las expresiones 1.23 y 1.24, pueden encontrarse en la literatura en función de la tangente 
de pérdida, de la siguiente manera: 
 

   =	 = 	 >		?	@� 		A		B	C	D	 E@		7	F� 		 + 		1	H		 − 	1	I               1.25 

 

   J		 = 	 >	?	@� 		A			B	CD	 E@	7	F� 		 + 			1	H	 + 	1		I               1.26 

 
Cuando la frecuencia representa el rango en que las corrientes de conducción y las 
corrientes de desplazamiento son iguales, es donde la tangente de pérdida, que representa la 
razón entre, las corrientes de desplazamiento y la de conducción está dada por la expresión 
siguiente: 
    1JKL = E7@                  1.27 

 
La cual está en función de la frecuencia y de la onda electromagnética y que permite 
determinar el tipo de corriente que predomina, siendo esto producto de dos factores: la 
naturaleza del medio y la naturaleza de la onda electromagnética, Annan, (1992).   
  
En las ecuaciones de la constante de atenuación y de la constante de fase, se puede ver que 
tanto la constante de fase como la constante de atenuación son directamente proporcionales 
a la frecuencia.  
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En la modelación de GPR, se determinan las ecuaciones para el medio geológico en el que 
se realiza la prospección, para ello es necesario determinar la proporción que guardan la 
permeabilidad y la conductividad eléctrica en los materiales del medio. Para el rango de 
frecuencias donde trabaja el GPR, no se puede hacer desde el punto de vista solo de la 
conductividad. 
 
Por lo que es necesario ver el comportamiento de estas propiedades en las constantes de 
fase y atenuación. Se supone un medio con una permitividad eléctrica de 20 veces la 
permitividad de vacío, una permeabilidad magnética igual a la permeabilidad del vacío y 
diferentes conductividades en un rango de frecuencia de 1 X 10-4 a 1 X 1020. En el rango de 
baja frecuencia veremos que el comportamiento de la constante de fase y el de la constante 
de atenuación son equivalentes, mientras que el campo electromagnético varía 
relativamente poco con respecto al tiempo, porque este campo electromagnético se presenta 
en el dominio de validez del modelo cuasiestacionario, mientras que en el rango de alta 
frecuencia, la constante de atenuación permanece constante y la constante de fase tiende a 
hacerse asintótica respecto a la frecuencia y ambas constantes aumentan con el incremento 
en la conductividad. Además existe una frecuencia en la que las constantes de atenuación y 
la constante de fase dejan de ser iguales y están en relación directa con la tangente de 
pérdida. Esto lo representamos en la Figura 1.1 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

       
  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.1.  Grafica que representa la constante de atenuación y la constante de fase con respecto de la 
frecuencia de oscilación. Para una permitividad 20 veces mayor a la del vacío y una permeabilidad igual a la 
de vacío.  Tomada de Díaz (2003).  
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Si posteriormente analizamos el comportamiento de estas constantes pero suponiendo un 
medio en el que tomamos, el mismo rango de frecuencias y la misma permeabilidad 
magnética, pero con una conductividad constante de 1 X 10-3 S/m y en el cual  varié la 
permitividad eléctrica. Lo que veremos en el rango de baja frecuencia será que existe una 
zona en que ambas, tanto la constante de atenuación como la constante de fase son iguales 
y después tiende a un mismo valor que no depende de la permitividad eléctrica. En el rango 
de alta frecuencia, la constante de fase es directamente proporcional a la permitividad 
eléctrica, mientras que la constante de atenuación tiende a hacerse constante y también es 
directamente proporcional a la permitividad eléctrica. Figura No.1.2. 

 
Figura 1.2.- Grafica del comportamiento de la constante de atenuación y la constante de fase con respecto de 
la frecuencia de oscilación. Variando la   permitividad eléctrica relativa, para una conductividad de 1 x 10 -3 
S / m y una permeabilidad igual a la del vacío.  Tomada de Díaz (2003). 
  
En ambos casos lo que se observa es, que en la constante de atenuación existe una 
frecuencia tal que tiende a cero y esto ocurre de manera abrupta. A partir de ésta frecuencia 
límite es cuando el material se comporta como un dieléctrico perfecto.  
 
Por lo que el comportamiento de las constantes de fase y atenuación con respecto a la 
frecuencia, se divide en tres regiones que están sólo determinadas por los valores de 
conductividad y permitividad eléctrica, Díaz (2003): 
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� En la 1ª región de baja frecuencia en donde ambas constantes tienen el mismo valor 
y sólo dependen de la conductividad, en esta región el medio se comporta como un 
buen conductor. 

 
� En la 2ª región de alta frecuencia, siempre está delimitada por la misma banda de 

frecuencias y en donde la constante de fase sólo depende de la pemitividad eléctrica 
y la constante de atenuación, permanece invariante ante la frecuencia pero es 
directamente proporcional a la conductividad e inversamente proporcional a la 
permitividad, en esta región el medio se comporta como un dieléctrico disipativo. 

 
� En la 3ª región aquí la constante de atenuación es nula y en ésta región el medio se 

comporta como un dieléctrico perfecto. 
 
Esto en la prospección geofísica del GPR es sustancial, el rango de frecuencias y las 
características de los medios que se encuentran en la segunda región, son de particular 
interés porque los materiales del subsuelo son en general dieléctricos disipativos.  
 
De tal forma, que las propiedades electromagnéticas afectan la propagación de la onda 
electromagnética en el medio y se puede determinar cuáles son las ecuaciones adecuadas 
para modelar un medio geológico particular. Simplificando dichas ecuaciones y 
describiendo la propagación de la onda, se resuelve el problema del modelo directo, se le 
conoce así porque su solución proviene directamente de las ecuaciones planteadas por el 
problema, Lines, (1982). 
 
GENERACIÓN DEL MODELO DIRECTO. 
 
El problema del modelo directo, en este caso expone la dificultad de obtener un radagrama 
característico de un modelo para un medio estratificado unidimensional, en el que se hacen 
variar las propiedades eléctricas y magnéticas del medio ( σµε ,, ) y cuya solución requiere 
determinar el campo electromagnético en la superficie del modelo, por lo que es necesario 
resolver  la ecuación de onda en el dominio de la frecuencia, considerando un frente de 
onda plana que incide normalmente  sobre el modelo, propagándose en la dirección positiva 
del eje z, con condiciones de frontera correspondientes a la continuidad de los campos en 
los límites de capa, método que fue  propuesto por Wait (1970) y que posteriormente Weng 
(1995) propuso una solución al problema, en el que se obtiene una relación de recurrencia 
para la determinación de las constantes de amplitud de los campos en cada estrato, ver 
Figura 1.3. 
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Figura 1.3.- Modelo para un medio estratificado homogéneo e isótropo en una dimensión  
                    (Tomado de Díaz, 2003). 
 
Para obtener el campo electromagnético en la superficie de la tierra, se hace necesario 
establecer las condiciones de frontera de la siguiente forma: 
 
Se asume que el modelo es un modelo físico que está ligado a la estratigrafía del subsuelo y 
a la secuencia de radar. Los vectores infinitesimales de campo electromagnético cercanos a 
la superficie límite de dos medios con distintas propiedades, contienen densidades de 
corriente y densidades de carga en la superficie y en cada lado de esta interfase, además  los 
materiales tienen propiedades uniformes y son lineales. 
 
En los límites de los diferentes estratos del subsuelo las propiedades µ, ε y σ (1/ρ) pueden 
variar, ocasionando a su vez que los campos E, D, B y H también varíen, si se aplican en 
forma integral las ecuaciones de Maxwell a la interfase, se determinan las ecuaciones de 
campo eléctrico y magnético en ambos lados de la interfase y las componentes escalares, 
tangenciales y normales en la interfase son las condiciones de frontera requeridas. 
 
En el caso más general, la superficie que separa a dos medios (i) y (i+1) es una superficie 
lisa(S) y los parámetros de cada uno de los medios son constantes o cambian gradualmente, 
en este caso la componente normal del campo magnético B es continua al pasar del medio 
(i+1) al medio (i) y la componente normal del vector del flujo eléctrico varía 
discontinuamente y esta discontinuidad, es igual a la densidad de carga eléctrica superficial 
(q) en la interfase. 
 
   Bn 

(i+1) - Bn 
(i)   =  0           1.28 a 

 
   
   Dn 

(i+1) - Dn 
(i)    =  q                        1.28 b 

 
En el caso de la componente tangencial del campo eléctrico, la densidad de corriente 
eléctrica superficial es diferente de cero sólo en la superficie de los conductores ideales. 
 
 

E τ ( i + 1 ) – E τ ( i )  =  0           1.29 a 
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H τ ( i + 1 ) – H τ ( i )  =  J         1.29 b 
 
Para el caso de un medio homogéneo e isótropo las ecuaciones 1.28 b y 1.29 b quedan de la 
siguiente manera  
 
   Dn 

( i + 1 ) – Dn 
( i )  =  0          1.30 a 

  
   H τ ( i + 1 ) – H τ ( i )  =  0         1.30 b 
 
A partir de estas ecuaciones se pueden obtener las relaciones de continuidad para las 
componentes normal y tangencial de los vectores E, D, B y H (Cheni; 1971). 
 
Como cada estrato es homogéneo en el modelo se pueden utilizar las ecuaciones  1.18 a y 
1.18 b, aplicando a estas ecuaciones una polarización de Transversal Eléctrica (TE), es 
decir, que el campo eléctrico es perpendicular al plano de incidencia mientras que el campo 
magnético es  paralelo, bajo estas condiciones los campos eléctricos y magnéticos tienen las 
siguientes componentes (Wolf, 1946; Zaborovsky, 1963; Wait, 1962; Ward, 1967): 
 
   E  ( 0, Ey, 0 ) 
 
   H ( Hx, 0, 0 ) 
 
Y se tienen las siguientes ecuaciones: 
 

        02
2

2

=+ iyi
z

iy E
d

Ed
γ                       1.31 a 

 

       02
2

2

=+ ixi
z

ix H
d

Hd
γ                       1.31 b 

 
Donde el índice i indica que existe una ecuación para cada estrato. Recordando que en el 

caso de un medio estratificado ii i σµωεµωγ += 2 . (Orellana, 1974). 

 
Con base en el concepto de onda plana, en un medio homogéneo e isótropo con los 
parámetros µ y σ en el que se propaga un campo electromagnético, se le puede introducir 
un sistema coordenadas rectangulares ( x, y, z ) y el eje z lo dejamos hacia abajo y los 
vectores E

r
y H
r

cumplen:  
 
1º Que si z es constante  en cualquier campo horizontal 0≅≅ HE

rr
 

 
2º Que el campo tiende a cero cuando z tiende a infinito. 
 
La solución de la ecuación 1.30 a y b se escribe: 
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  iiii zi

i
zi

iyi eBeAE γγ −+=          1.32 a 

 

  iiii zi
i

zi
iyi eDeCH γγ −+=          1.32 b 

 
donde: A, B, C y D son los vectores unitarios complejos. 
 
METODO PROPUESTO. 
 
En la solución propuesta por Weng (1995). Como se ha visto, cuando las propiedades 
electromagnéticas ( ρεµ ,, ) son variables en la dirección z en un medio homogéneo, 
isótropo y estratificado, la solución de la ecuación de onda vectorial no necesita ser resuelta 
en forma completa. 
 
De forma que, del campo eléctrico para el caso de una fuente libre, representado en su 
variación temporal puede ser  reducido a dos ecuaciones escalares que están desacopladas, 
y que pueden ser caracterizadas en dos tipos de polarización, el transversal eléctrico ( TE ) 
y el transversal magnético ( TM ), de tal manera que pueden simplificarse a una dimensión. 
 
En este caso es considerada la polarización transversal eléctrica ( TE ), por lo tanto: 
 

yEE =  

 
O usando la componente magnética 
 

0

0

=
≠

z

z

E

H

 
 
Y similarmente en el caso de considerar la polarización transversal magnético ( TM ) 
 
Donde yE  y zHµ , describen el mismo fenómeno físico por el “Principio de Dualidad”, de 

tal forma que las ecuaciones pueden admitir soluciones de la forma: 
 
 

                                  

xi

y

y

y

y
ze

zh

ze

H

E
γ±












=













)(

)(
 ,  z∀                 1.33 

 
Bajo esta suposición las ecuaciones se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias, donde 
las propiedades electromagnéticas son funciones arbitrarias de z, y para su solución existen 
diferentes  métodos.  
 
Uno de estos métodos para resolver este tipo de ecuaciones es  como se ha visto 
fundamentando en base a las condiciones de frontera de manera que, cada capa o región es 
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homogénea, en la cual describimos una polarización transversal eléctrica (TE), y definimos 
a la constante de propagación (γ ) como: 
 

   2

1
2 )( σµωεµωγ i+=                        1.34 

 
Las soluciones a las ecuaciones tienen la forma: 
 
Para el campo eléctrico: 
 
   zi

i
zi

iyi
ii eBeAE γγ −+=                        1.35 a 

 
Para el campo magnético: 
 
   zi

i
zi

iyi
ii eBeAH γγ −+=                              1.35 b 

 
En este punto es necesario establecer los valores de las constantes de amplitud de las 
ecuaciones, haciendo la consideración de que los campos no pueden propagarse 
infinitamente, esto es posible si en la interfase, las condiciones de frontera para ey a través 
de una discontinuidad de dos regiones son: 
     

e1y   =   e2y        1.36 a                                            
 

Similarmente para hy las condiciones de frontera son: 
 
     h1y   =   h2y        1.36 b 
 
En estas  condiciones de frontera  donde z = 0 se llega a: 
 
 
   TETE TR =+1          1.37 
 
 

   TEzTEz TR
2

2

1

1 )1(
µ

γ
µ
γ

=−         1.38 

 
Donde TTE es  el radio de amplitud de la onda transmitida y iii εµωγ 22 =  
 
Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen los coeficientes de Reflexión y Transmisión de 
Fresnel para el campo eléctrico: 
 
 

   
zz

zzTER
2112

2112

γµγµ
γµγµ

+
−

=         1.39 a  
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zz

zTET
2112

122

γµγµ
γµ

+
=           1.39 b     

 
 
Similarmente para el campo magnético los coeficientes son: 
 
 

   
zz

zzTMR
2112

2112

γεγε
γεγε

+
−

=           1.39 c 

 
 

   
zz

zTMT
2112

122

γεγε
γε

+
=           1.39 d 

 
 
Cuando toda la energía de la onda incidente es reflejada, es decir, si 21 γγ >  implica que  

TMTE RoR es igual a 1, este fenómeno es conocido como “Reflexión Interna”. 
 
Si TMTE RoR es igual a cero, este fenómeno es conocido como “el ángulo de Brewster”, esto 
es más común para la onda TM que para la onda TE, por lo que más materiales son no 

magnéticos, donde 1
1

2 =
µ
µ

 o 1
1

2 =
ε
ε

  

Para resolver el problema general en la región 1, es decir, cuando el material se comporta 
como un buen conductor, la ecuación puede ser escrita como: 
 
 
   ][ 1111 2

1211
zidizi

y
zzz ReAe γγγ +− +=          1.40 

 
 
En esta ecuación el factor de fase asegura que el coeficiente de reflexión en la primera 
interfase está definido. En la región 2 donde el material se comporta como un dieléctrico 
disipativo, la ecuación tiene la forma: 
 

   ][ 2222 2
3222

zidzizi

y
zzz ReAe γγγ +− +=         1.41 

 
Donde R23 es el coeficiente de reflexión de la zona de Fresnel en la región 2 reflejado por la 
región 3 que es cuando se comporta como dieléctrico perfecto. En la región 3 asume la 
forma: 
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   zi
y

zeAe 3
33

γ−=                 1.42 

 
 
Donde la onda en la región 3 se extiende al infinito. 
 
Por lo tanto,  A1, A2, A3 y el coeficiente de reflexión R12, son desconocidos, pero están 
fundamentados en las condiciones de frontera 
 
 
 12221112 2

232211212
dididizdi zzz eRARTeAeA γγγγ −+=                        1.43 

 
Y consecuentemente en la interfase 1dz −=  
 
 
  12221111 2

23221121121
~ dydididi zzz eRATeRAeRA γγγγ −+=   1.44 

 
 
A2 puede ser resuelta en términos de A1 

 

 

   
)(2

2321

)(
112

2
122

121

1 ddi

di

z

zz

eRR

eAT
A −

−

−
= γ

γγ

              1.45 

 
 
Sustituyendo 1.42 en 1.40 se tiene 
 

   
)(2

2321

)(2
212312

1212
122

122

1
~

ddi

ddi

z

z

eRR

eTRT
RR −

−

−
+= γ

γ

            1.46 

 

12
~R   es el coeficiente de reflexión generalizado para un medio de tres capas, esta ecuación 

puede ser expandida por medio de una serie geométrica óptica. Si se agrega una capa 
después de la región 3, solo es necesario reemplazar 23R  en la ecuación 1.46 por23

~R ,  que 

es el coeficiente generalizado que incorpora las reflexiones de la siguiente capa. 
 
En general para un medio de N-capas el coeficiente de reflexión generalizado en las 
interfases entre la región i y la región i+1, usando los factores ijij RT += 1  y jiij RR −= , 

1,
~

+iiR  puede ser escrito como: 

 
 

   
)(2

2,11,

)(2
2,11,

1,
1,1

1,1

~1

~
~

iizi

iizi

ddi
iiii

ddi
iiii

ii
eRR

eRR
R −

+++

−
+++

+ ++

++

+

+
= γ

γ

    1.47 
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Las ecuaciones anteriores son ecuaciones recursivas atribuidas a Stokes (Bellman and Wing 
1975), que expresan a 1,

~
+iiR  en términos de 2,1

~
++ iiR , la onda en la i-esima región asume la 

forma: 
 
 
   ]~[ 2

1,
zidi

ii
zi

iiy
iziiziz eReAe γγγ +

++=     1.48 

 
 
La cual es la generalización de las ecuaciones 1.36 y 1.37, entonces si 01, =+NNR  la 

ecuación 1.44 puede ser resuelta recursivamente para 1,
~

+iiR  en todas las regiones. Lo que 

permite obtener finalmente el campo eléctrico del modelo estratificado del subsuelo de n 
estratos homogéneos, cuyas tres propiedades electromagnéticas (ε, µ, σ) varían de estrato a 
estrato y considerando un frente de onda  plana incidiendo normalmente sobre el modelo 
propagándose en la dirección positiva del eje z. 
 
Para la obtención del campo eléctrico se ha optado el modelo propuesto por Weng (1995). 
 
TEOREMA DE CONVOLUCIÓN. 
 
La operación espectral de convolución involucra, la integral de convolución de dos 
funciones es un concepto físico importante en muchos y diversos campos científicos. Está 
dada por: 
 

  )()()()()( thtxdthxty ∗=−= ∫
∞

∞−
τττ       1.49 

 
Donde la función de y (t) es la convolución de dos funciones x (t) y h (t) (Acebal, 1999). 
 
La operación matemática de la ecuación anterior es muy difícil de visualizar, así que se ha 
desarrollado un análisis gráfico para darle sentido a la convolución. Esta técnica para 
evaluar la integral de convolución es resumida en los siguientes pasos (Anguiano 1996). 
 
1º.- Plegamiento. Se toma la imagen de espejo de la función h (τ ) cerca de la ordenada. 
2º.- Desplazamiento. Consiste en desplazar un intervalo t a la función h (-τ ), es decir, se 
obtiene )( τ−th . 
3º.- Multiplicación. Se multiplica la función desplazada h (t-τ ) por x (τ ). 
4º.- Integración. Consiste en calcular el área bajo el producto de h (t-τ ) y x (τ ), esta área 
es el valor de la convolución para un desplazamiento t, en tiempo. 
 
El procedimiento de la convolución puede ser determinado directamente desde la ecuación 
 

)()()()()( thtxdthxty ∗=−= ∫
∞

∞−
τττ         1.50 
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Y una regla general para determinar los límites de integración puede entonces ser tomados 
como sigue: 
 
Tomando dos funciones de τ , una con valores más pequeños diferentes de cero  L1 y L2 y  
otra con los valores más grandes diferentes de cero  U1 y U2, de tal manera que, se cambia 
el límite inferior de integración por el máximo de [L1,L2] y el límite superior de integración 
por el mínimo de [U1,U2]. 
 
La ecuación anterior puede ser escrita equivalentemente como: 
 

    ∫ −= τττ dtxhty )()()(     1.51 

 
Cuando tenemos una cantidad física como fuente, normalmente asumimos que esta fuente 
es una función de tiempo bien definida y que una medición revela este valor, pero  en 
realidad no existe un aparato que pueda medir exactamente la fuente. Sin embargo una 
interpretación de la cantidad física de la fuente se define en términos de los efectos que 
produce, la respuesta es válida, porque esta respuesta es un proceso de transferencia para 
una función arbitraria )( tφ  a una respuesta o número [ ])( tR φ , donde )( tφ es el término 
en una distribución y es continua, es cero fuera de un intervalo y tiene derivadas continuas 
de todo orden. 
 
El número asignado para la función )(tφ para la distribución g (t) está dado por: 
 

      [ ]∫
∞

∞−
= )()()( tRdtttg φφ            1.52 

 
 
Donde el lado izquierdo de la ecuación es definido por el número [ ])( tR φ= asignado 
por la distribución g (t) 
 
 
El subsuelo es modelado como un sistema lineal (Liu, 1975). 

                        
Figura 1.4.- Sistema Lineal, donde la salida en tiempo está dado por la integral de  convolución 
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Donde la salida en tiempo es dado por la integral de convolución: 
 

   ∫
∞

∞−
−= dttthtvth )()()( 0            1.53 

 
Y h(t) es la respuesta en el dominio del tiempo del sistema, ésta respuesta es considerada 
como una distribución particular para cada sistema con diferentes características internas, 
para una misma entrada el resultado esta dado por diferentes respuestas, donde la integral 
de convolución toma la forma de: 
 
 

   [ ]∫ = ),(),()( 00 ttRdttttv φφ           1.54 

 
Así, para cada entrada de la fuente la respuesta R es un número dependiendo en el sistema 
de la función ),( 0ttφ , de tal manera que se asume que hay una fuente que causa la respuesta 
y que el método de caracterización de la fuente es por medio de la distribución. 
 
Si tenemos una función δ  que es una distribución particular, que asigna a la distribución 

)(tφ  el número )0(φ : 
    

   ∫ = )0()()( φφδ dttt            1.55 

 
Para evaluar la integral de convolución, el tipo más simple, es cuando una u otra función x 
(t) o h (t) es una función impulso definida ésta como (función “delta” δ ) 
 
   
  0)( 0 =− ttδ      0tt ≠  

 
 

  ∫ =− 1)( 0 dtttδ              1.56 

 
Es decir, se  define a la función δ  como una magnitud indefinida en tiempo de ocurrencia 
y cero en cualquier otro parte, con la propiedad adicional que el área bajo la función es 1. 
Obviamente para una señal física relacionar un impulso es muy difícil, sin embargo, se 
puede tomar un  impulso como una forma de onda (pulso) de muy larga magnitud e 
infinitamente pequeña de duración, tal que el área del pulso es la unidad. 
 
La convolución x (t) con una función impulso es evaluada por simple reconstrucción de x 
(t) con la posición de la función impulso reemplazando la ordenada de x (t), la capacidad de 
visualizar la convolución involucrando la función impulso es de considerable importancia. 
 
La convolución de dos funciones en un sistema lineal, está caracterizado por una salida que 
es determinada por la convolución del sistema de entrada y el sistema de impulso respuesta. 
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Si el sistema de entrada es un impulso el sistema de salida es la respuesta que permite 
expresar la salida en términos del impulso. 
 
Si se asume que el sistema es invariante en el tiempo, esto es, si el impulso es retrasado por 
un tiempo t= τ  donde la respuesta de salida es sólo retrasada por la misma duración de 
tiempo tenemos que: 
 
  entrada    )( τδ −t    salida   )( τ−th  
 
Y como se asume que el sistema es lineal, donde  si la entrada x ( t ) produce una salida    y 
( t ) tenemos: 
 
 

entrada → k1  x  ( t )  +  k2  x ( t )       salida → k1 y1  ( t )  +  k2  y2 ( t ) 
 
 
Si la entrada se compone de una serie de impulsos retrasados o de campo de amplitud 
variable, la salida se compondrá de una serie de impulsos respuestas retrasados, cuyas 
amplitudes son determinadas por la amplitud del impulso de entrada causando la respuesta. 
 
La suma de estos impulsos respuesta individual, es el sistema de salida y es calculada por la 
suma de: 
 

   ∑
=

−=
3

1

)()(
i

ii tkty τ                1.57 

 
Para extender esta ecuación a una forma general de onda, si se divide la entrada en 
pequeños elementos que tienen una altura de )( τξnx  y un ancho de τξ  y asumimos que 

este elemento representa el impulso con área de [ ])( τξnx [ ]τξ , se conoce que la salida 

correspondiente a este impulso es [ ] [ ] [ ]τττ ξξξ )()( nxnth − , y para determinar la 

salida debida a todos los elementos se calcula la suma: 
 
 

  [ ] [ ] [ ]τττ ξξξ )()()( nxnthty
n
∑

∞

−∞=

−=     1.58 

 
Si permitimos que 0→τξ  y  ∞→n  tal que τξτ →n  se obtiene: 
 

  ∫ −= τττ dxthty )()()(       1.59 

 
En el análisis moderno la relación  entre la ecuación anterior y su Transformada de Fourier 
es conocida como el Teorema de la Convolución y da la libertad para realizar la operación 
de convolución matemática o visual en el dominio del tiempo o una simple multiplicación 
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en el dominio de la frecuencia, esto es si la función h ( t ) tiene Transformada de Fourier H 
( f ) y la función x ( t ) tiene Transformada de Fourier X ( f ), donde h ( t ) * x ( t ) tienen 
Transformada de Fourier H ( f ) X ( f ). Resumidamente el Teorema de Convolución está 
dado por ( Hsu, 1973). 
                                              
   )()( txth ∗    H ( f ) X ( f )                     1.60 
 
Una de las contribuciones de los resultados de la teoría de distribución, es que el producto 
de una función continua y una función  impulso, está bien definido,  por lo tanto,  si h ( t ) 
es continua en t  =  t0 donde: 
 
   )()()()( 000 ttthttth −=− δδ            1.61 
 
Este resultado junto con el Teorema de Convolución, elimina la tediosa derivación de 
muchas Transformaciones pares de Fourier y nos permite cambiar una operación de 
convolución matemática en el dominio del tiempo a una multiplicación en el dominio de la 
frecuencia, lo que permite resolver de manera directa problemas difíciles de manejar.  
 
ONDICULA DE RICKER. 
 
Para obtener el radagrama sintético  en el dominio de la frecuencia basta realizar el 
producto del campo eléctrico obtenido por un pulso, en este caso se utiliza el pulso de 
Ricker (Lázaro-Mancilla y Gómez-Treviño, 1996; Díaz-Molina, 2003). 
 
La expresión para el pulso de Ricker es: 
 

                    
2

2

2

2

)( cf

f

c

e
f

f
fS =

                       1.62 
 
En donde f es la frecuencia y fc es la frecuencia central oscilación del pulso (Ricker, 1977). 
 
La cual se caracteriza por tener una construcción lenta y un decaimiento de energía en los 
extremos de la función, en la que el estándar de esta ondícula es suave y continua en su 1ª y 
2ª derivada y puede ser optimizada para satisfacer la frecuencia central de una antena de 
GPR, que es diseñada para igualar la entrada de impedancia en el punto central de 
alimentación y el origen de la ondícula es usado para forzar el vector de campo eléctrico en 
el punto central de alimentación, (Daniels, 2004; Cassidy, 2000).  
 
Esto se hace a través del Teorema de Convolución. 
 
Así de esta manera el radagrama sintético R ( f ) está dado en el dominio de las frecuencias 
por: 
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                 R ( f ) = E ( f ) S ( f )             1.63 
 
 
donde:  
 
  E ( f ) es el campo eléctrico en el dominio de las frecuencias 
  S ( f ) es el pulso de Ricker en el dominio de las frecuencias 
 
Para darle sentido físico al radagrama, es necesario llevarlo al dominio del tiempo mediante 
el cálculo de su transformada inversa de Fourier. 
 
         { })()()( 1 fsfEFtR −=                       1.64 

 
En este caso, se ha acoplado un pulso ondicular de Ricker con el campo eléctrico obtenido 
y con esto, se tiene el radagrama sintético del modelo propuesto.  
 
 
CONCLUSIONES. 
 
En base a la Teoría Electromagnética se estudia la propagación de una onda 
electromagnética en un medio y se establece  la relación que existe entre los campos 
eléctricos y magnéticos y entre las fuentes que los generan como está definido por las 
ecuaciones de Maxwell. Weng (1995) propone como solución al problema del empleo del 
modelo directo que permite establecer ecuaciones  para un medio estatificado 
unidimensional en el que hacen variar las propiedades electromagnéticas de cada estrato. A 
partir de una relación de recurrencia para la determinación de las constantes de amplitud y 
fase de los campos en cada estrato es posible simular la prospección con el GPR en un 
medio geológico. En este capítulo se plantea un modelo directo para  obtener una traza de 
radagrama sintético para simular  el comportamiento de la respuesta del terreno. 

Las propiedades electromagnéticas de los materiales del subsuelo se comportan como 
materiales dieléctricos disipativos en el rango de frecuencia en el que trabaja el GPR. 
Cuando éstas varían en la dirección z la ecuación de onda vectorial no se resuelve en forma 
completa.  El campo eléctrico representado en su variación temporal, para el caso de fuente 
libre es reducido a dos ecuaciones escalares desacopladas que se pueden resolver 
asumiendo dos tipos de polarización, la transversal eléctrica y la transversal magnética. En 
este trabajo se utiliza la polarización transversal eléctrica que define la constante de 
propagación del medio; al resolver las dos ecuaciones escalares se determinan los 
coeficientes de reflexión y de transmisión de Fresnel para el campo eléctrico y para el 
campo magnético. 

Mediante el planteamiento de ecuaciones recursivas atribuidas a Stokes, (Bellman and 
Wing, 1975), se establece un coeficiente de reflexión generalizado para N-capas que 
expresa un coeficiente de  la onda electromagnética en la i-esima región del medio 
estratificado. Una vez establecido el coeficiente de reflexión se asume la forma para la 
ecuación del campo eléctrico recursivamente en todas las regiones, esto permite obtener el 
campo eléctrico del modelo estratificado del subsuelo de n- estratos homogéneos. Las 
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propiedades del medio varían de estrato a estrato en un frente de onda plana incidiendo 
normalmente sobre el modelo en la dirección z.  

En el dominio de la frecuencia se utiliza el teorema de convolución para acoplar al campo 
eléctrico el pulso eléctrico de Ricker, que se caracteriza por tener una construcción lenta y 
un decaimiento de energía en los extremos de la función. La ondícula de Ricker se diseña 
para igualar la impedancia en el punto central de la alimentación. El origen de la ondícula 
se usa para forzar al vector del campo eléctrico  en el punto central de la alimentación  y así 
se obtiene la traza del radagrama sintético. 

El radagrama sintético se lleva al dominio del tiempo mediante la transformada de Fourier 
para darle un sentido físico, con lo que se obtiene la traza en el dominio del tiempo del 
modelo propuesto. Con esta metodología se determinaron diferentes radagramas sintéticos 
estableciendo las características electromagnéticas del medio a modelar mediante la 
aplicación del método GPR.  
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CAPITULO II   

ANÁLISIS DE SEÑALES EN TIEMPO-FRECUENCIA. 

 

OBJETIVO. 
 
Analizar las señales de GPR en tiempo-frecuencia para el procesamiento e interpretación de 
anomalías de interés geológico. 
 
INTRODUCCIÓN. 
 
En las observaciones de los campos geofísicos se estudian diferentes tipos de señales 
(impulso físico detectable, a través del cual puede transmitirse información en función del 
tiempo), estas pueden ser electromagnéticas, sísmicas, gravitacionales, etc. 
 
Estas señales pueden ser estacionarias (no sufren cambios apreciables con respecto al paso 
del tiempo). Sin embargo, la mayor parte de los fenómenos físicos que ocurren cuando los 
diferentes campos geofísicos se propagan en el interior de la tierra, experimentan 
transformaciones o variaciones a través del tiempo, por lo que estas señales son no 
estacionarias o transitorias. 
 
Para superar las desventajas de las señales estacionarias y sus algoritmos como por 
ejemplo, la transformada de Fourier ( FT ), han surgido  técnicas que consideran el carácter 
transitorio de las señales.  
 
La información  obtenida es una representación en tiempo, que usualmente involucra 
muestras derivadas de cantidades estadísticas y ésta representación es la primera 
descripción de la señal. Las cantidades estadísticas nos dan sólo una  idea, dentro de los 
diferentes tipos  de señales, de cómo son mezcladas cuando se hace el registro. 
 
Sin embargo, resulta provechoso disponer de una representación en el dominio de la 
frecuencia, este tipo de representación como la (FT) permiten extraer características que 
suelen no estar evidenciadas en el dominio temporal y que son de utilidad para comprender 
su naturaleza. 
 
Aún mejor, se puede apreciar cómo han evolucionado las componentes frecuenciales a lo 
largo del tramo de tiempo analizado, esto consiste de una superficie tridimensional, en la 
cual para conocer la forma de la señal en un plano tiempo-frecuencia y obtener el valor de 
la concentración de intensidad en cada punto se utiliza una distribución. 

 
La Transformación de Wigner-Ville, presenta el mejor conjunto de propiedades útiles, esta 
distribución cobra interés en el análisis de señales, porque no existe ni suavizado y no toma 
tramos de tiempo, por lo que sólo es necesario especificar la longitud del segmento 
temporal y del segmento frecuencial, para obtener la resolución deseada y ver cómo van 
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evolucionando las componentes frecuenciales a lo largo del tiempo analizado y el valor de 
la amplitud de cada par (t, f). 
 
CARACTERISTICAS DE LA SEÑAL. 
 
En el GPR, las ondas que se reflejan en las diferentes capas del subsuelo, son registradas en 
forma de señal y contienen información que es necesaria,  más ruido. 
 
El análisis y proceso de la información tiene por objeto lograr a partir de un número finito 
de datos obtener información referida a un fenómeno o sistema que ellos representen, las 
señales tienen características como son la longitud de onda, que es la distancia entre dos 
frentes de onda que están en la misma fase y se mide en m; la amplitud, que es la máxima 
elongación de su posición de equilibrio que alcanza la onda; el período, que es el tiempo 
que tarda en realizarse un ciclo de la onda y finalmente, la frecuencia,  que es el número de 
ondas emitidas por el centro emisor en un segundo, se mide en Hertz. 
 
Para poder utilizar este tipo de señales hay que discretizar o digitalizar la señal, en un 
período de tiempo el cual contiene un pedazo de la información. Para clasificar esta 
información,  se dice que la señal es de tipo continuo si esta señal puede tomar cualquier 
forma o bien, de tipo discreto si la señal toma únicamente ciertos valores. Para trabajar con 
la señal existen varios procesos de clasificación que son: 
 
En los procesos estacionarios y los procesos no estacionarios, las señales que ocurren 
generalmente en la naturaleza, son no estacionarias, es decir, son aquellas cuyas 
propiedades varían a lo largo del tiempo, esto nos lleva a que la variable intrínseca sea el 
tiempo y que en la obtención o generación de la señal tenga como paso imprescindible el 
tratamiento de la señal en el dominio temporal.   
 
El concepto de estacionariedad, implica que sus propiedades o momentos estadísticos no 
varían a lo largo del tiempo y en sentido amplio, permite realizar estimaciones bastante 
fiables (Porat, 1994). Esta suposición restringe el ámbito de aplicación ya que en el caso de 
señales no estacionarias la señal varía en el tiempo, por lo tanto, al aplicar métodos para 
señales estacionarias, los resultados no siempre son los esperados. 
 
Los procesos también pueden ser de tipo deterministico cuando el argumento de la señal 
está definido en cada momento del tiempo, o bien, procesos aleatorios donde el argumento 
de la señal no está determinado en un tiempo. 
 
Las señales del GPR son digitalizadas en un periodo de tiempo, de forma continua 
mediante un proceso no estacionario  aleatorio y son editadas y verificadas  por un  
receptor. 
 
Las señales vienen dadas como funciones en el dominio del tiempo, desde el punto de vista 
matemático pueden venir descritas de muy diferentes maneras, pero en el estudio de señales 
resulta provechoso disponer de una representación en el dominio de la frecuencia, este tipo 
de representación permite extraer características que suelen no estar evidenciadas en el 
dominio temporal y que son de utilidad para comprender su naturaleza. 
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Una función en el dominio temporal indica como la amplitud cambia con respecto al 
tiempo, su representación en el dominio de la frecuencia nos permite conocer, que tan a 
menudo esos cambios tienen lugar. 
La señal en el dominio temporal se define a través de dos características especiales: el 
tiempo medio y la duración.  
 
Al momento en el tiempo en el que ambos lados de él se concentra la densidad de energía 
de la señal corresponde al Tiempo Medio.  Peebles, (1987) lo define como el valor absoluto 
de t, o como el valor absoluto de 2t :  

 

∫= dttStt
2

)(              2.1 

 

dttStt
222 )(∫=             2.2 

 
donde: S ( t ) es la señal en el dominio temporal 
 
A la desviación estándar de la señal o momento central de segundo orden, se define como 
duración (Kay, 1993),  esto nos indica el tiempo alrededor del tiempo medio en el cual la 
señal persiste y nos dice si una serie de datos están muy alejados respecto a la media de esta 
serie. 
 

222 ttt −=σ              2.3 

 
 

La representación de una señal observada en el dominio de la frecuencia permite: 
 
1ª  Conocer el origen de la señal en el análisis espectral. 
 
2º Conocer los diferentes medios por el que viaja una señal, esto es porque la frecuencia  
varía con el medio que atraviesa. 
 
3º La simplicidad, debida a que una sencilla suma de sinusoides se reduce a elementos 
frecuenciales puntuales mediante la transformada de Fourier. 
4º Que las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales sean una herramienta muy 
potente para su solución. 
 
TRANSFORMADA DE FOURIER. 
 
La Transformada de Fourier ( FT ) cuya idea fundamental es descomponer a la señal en una 
suma pesada de funciones sinusoidales, de diferentes frecuencias (Proakis, 1997), brinda la 
vinculación entre el dominio del tiempo y el dominio de las frecuencias, cada sinusoide de 
frecuencia ω  contribuye a la formación de  la señal  s ( t ) en una cantidad que se conoce 
como espectro de la señal S (ω ).  
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La expresión de la Transformada de  Fourier es: 
 
   M	(<) = N �(1)	��O78	PQ∞�∞                2.4 
 
En el dominio de la frecuencia, también se define una densidad de energía, que localiza las 
frecuencias más relevantes contenidas en la señal, en una media frecuencial, así como su 
desviación estándar  conocida como “ancho de banda”. 
  

S (ω ) = ∫ dtets tj ω

π
)(

2

1
          2.5 

 
 

   x (ω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tvj π2)(                       2.6 

 
Comparar señales de radar con señales sinusoidales que se extienden en el tiempo de −∞ a 
∞ no resulta ser lo más adecuado , porque en la expresión de Fourier se observa que es 
necesario el conocer toda la información temporal de la señal para su análisis de frecuencia, 
por lo que está transformación  no es posible utilizarla para aplicaciones en tiempo real, 
pues se carece de información sobre la evolución  de la señal en el futuro, también se 
desconocen discontinuidades o transiciones abruptas debidas a características de la 
información o por adición de ruido en un instante determinado, que producen efectos que se 
extienden sobre todo el rango de frecuencias (Williams, 1998). 
 
En el análisis de Fourier existe una hipótesis implícita que es la estacionariedad de la señal 
en estudio y esta es la razón de estos inconvenientes, por lo que una limitación importante 
de la Transformada de Fourier es que no es posible analizar la evolución de los contenidos 
de frecuencia de la señal en tiempo.  
 
En efecto cuando se pasa del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia se pierde toda 
la información temporal, por lo que no se puede determinar el instante en que la señal 
presente cambios, alteraciones o rupturas. 
  
Un camino sencillo para caracterizar una señal simultáneamente en el tiempo y en la 
frecuencia, es considerar su localización y dispersión  en cada una de estas 
representaciones, esto puede obtenerse considerando  | x  ( t )  |2    y   | X ( ω ) |2  como una 
distribución de probabilidad y viendo su valor medio y su desviación estándar. Auger 
(1991). 
 
Así tenemos   

 

tm = 
xE

1
 ∫

∞

∞−

2
)( txt dt                        Promedio de tiempo         2.7  
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vm = 
xE

1
 ωωω dX∫

∞

∞−

2
)(             Promedio de frecuencia         2.8 

 

T2 = ∫
∞

∞−
− dttxtt

E m
x

22 )()(
4π

                Tiempo expandido            2.9 

 
 

B2 = ∫
∞

∞−
− ωωωωπ

dX
E m

x

22 )()(
4

    Frecuencia expandida          2.10 

 
 

donde: Ex es la energía de la señal limitada: 
 
 

  Ex  = ∞<∫
∞

∞−
dttx

2
)(               2.11 

 
 
Por lo tanto, una señal puede ser caracterizada en el plano tiempo-frecuencia por su 
posición media ( tm, vm )  y en el dominio de localización de energía media, donde el área es 
proporcional al producto tiempo de observación-ancho de banda, T x B. 
 
Una interesante propiedad de este producto es que su límite inferior: T x B ≥ 1,  es 
conocido como la Ecuación de Heisenberg – Gabor, la cual muestra que una señal no puede 
tener al mismo tiempo un soporte en el tiempo y  en la frecuencia, debido a la definición de 
la Transformada de Fourier. 
 
Cuando el límite del producto T x  B  =  1 que es alcanzado por la función gaussiana: 
 
  x  ( t )  =  C exp [ ])(2)( 2

mmm ttvjtt −+−− πα       2.12  

 
 
donde:  C∈ ℜ    y   +ℜ∈α   
 
Por lo tanto,  las señales gaussianas  son aquellas en las cuales se minimiza el producto T  x  
B acordado  por la desigualdad de Heisenberg – Gabor (Auger, 1996). 
 
Esta propiedad supone una restricción importante para las representaciones Tiempo-
Frecuencia, por ello, conociendo la aplicación en la que se va utilizar y las características 
de resolución temporal y espectral de cada transformada Tiempo –Frecuencia en particular, 
habrá que decidir en cada caso la representación más apropiada. 
 
La frecuencia instantánea y el grupo de retardo  son otro camino para describir la señal en 
tiempo y en  frecuencia, para ello necesitamos introducir el concepto de señal analítica. 
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Si en una señal real  obtenemos su espectro, veremos que es simétrico con respecto al 
origen, esta característica no es deseable para las representaciones Tiempo - Frecuencia, 
porque tendríamos  un plano con información duplicada añadiendo interferencia a la 
distribución.  
 
En la obtención de una representación Tiempo - Frecuencia se debe tener en cuenta las 
señales que intervienen para calcular cada punto ( t, f ), por que provocaría una distorsión 
en la representación. La señal analítica intenta evitar este problema. De tal forma que, la 
señal analítica es una señal compleja que tiene como característica principal, poseer un 
espectro positivo, eliminando información redundante (Cohen, 1995). 
 
Si tenemos una señal temporal real, la parte real de la señal analítica se obtiene 
conservando la misma señal original, y la parte compleja se obtiene aplicando la 
transformada de Hilbert  ( HT ) a la señal real x ( t )  (Kay, 1993). 
Para una señal real 
 

 [ ] [ ] [ ] ∫ −
=⇐+= τ

τπ
d

t

tx
txHTtxTHjtxtx a

)(1
)()()()(            2.13 

 
 �	�	(	1	)	�R  Es  llamada la señal analítica asociada a la señal t ( x ) 
 
Para un tratamiento discreto de la señal, en el caso de las representaciones Tiempo-
Frecuencia, es necesario muestrear la señal a 4 veces la frecuencia de Nyquist, para evitar 
el aliasing, o bien, obtener la señal analítica, para que la frecuencia de 2 veces la frecuencia  
de Nyquist sea un valor suficiente. Esto es porque la versión discreta de estas 
representaciones se ve afectada por un aliasing espectral, en particular si la señal es 
muestreada a la frecuencia de Nyquist, consecuentemente el número de términos de 
interferencia disminuyen significativamente 
 
En algunas señales la no estacionariedad se refleja en tener un espectro variable en el 
tiempo, un índice de esta variación la da la Frecuencia instantánea de la señal compleja x ( t 
), que es el cambio instantáneo en la frecuencia, definida como la derivada de la fase con 
respecto al tiempo 
 
 

   Q#		(	1	) 	 = 	 S�T UU8 	(	arg �	(	1	)	)            2.14 

 
Una cantidad similar es el Grupo de retardo,  que es el retardo de una señal que se compone 
de oscilaciones de un determinado grupo de frecuencias definido por: 
 

   1#	(	<	) = − UU7 	(	arg M	(	<	)                                            2.15 

 
 
En el que   JY�M	(	<	) corresponde a la fase del espectro. El grupo de retardo es 
significativo cuando x ( t ) es la respuesta al impulso del sistema, bajo estas condiciones 
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1#	(	<	) puede ser interpretado como el tiempo de retardo introducido por el sistema 
(Hlawatsch 1992a). 
 
Sin embargo la frecuencia instantánea y el grupo de retardo son solo capaces de describir 
adecuadamente la localización de componentes espectrales para una restringida grupo de 
señales, porque la hipótesis claramente  es que una frecuencia dada está concentrada 
alrededor de un instante de tiempo.  
 
Y estas describen a la señal por una curva en una dimensión, esto podría ser solucionado si 
la señal fuera representada en dos dimensiones de aquí la necesidad de un análisis conjunto 
Tiempo-Frecuencia, que al realizar el análisis de la señal  en una función de dos variables el 
tiempo y la frecuencia que muestre la localización temporal del espectro de la señal. 
 
Donde se crea una situación de compromiso conocida como Principio de Incertidumbre de 
Haisenberg, este principio supone que una transformación en tiempo-frecuencia llega a un 
punto límite en el que la duración, para frecuencia y tiempo respectivamente, no puede ser 
mejorado simultáneamente y solo impone que la distribución tiempo-frecuencia cumpla con 
la propiedad de los marginales (Cohen, 1989). 
 
REPRESENTACIÓN TIEMPO-FRECUENCIA. 
  
En el intento de obtener las funciones capaces de representar simultáneamente el hecho 
físico de la variación del espectro de frecuencias con respecto al tiempo y utilizar esta 
función, tal como se emplea la función de densidad de energía. Se han desarrollado serie de 
representaciones Tiempo-Frecuencia, en donde se puede apreciar cómo han evolucionado 
las componentes frecuenciales a lo largo del tramo de tiempo analizado.  
 
Consiste de una superficie tridimensional, cuyos ejes son el tiempo, la frecuencia y  para 
cada par  ( t, f ), se dispone de un valor de amplitud al que se le va a llamar “energía”  del 
punto. Se emplea para conocer la forma de la señal en el plano tiempo-frecuencia y obtener 
el valor de la concentración de intensidad en cada punto de la distribución, apreciando la 
evolución de dicha amplitud  tanto en el tiempo como en la frecuencia. 
 
Dependiendo de la aplicación  de las representaciones Tiempo-Frecuencia, resulta 
conveniente que satisfagan diferentes propiedades o que tengan características de 
resolución y términos de interferencia concretos, para ello se han desarrollado diferentes  
representaciones: 
 
Las representaciones Tiempo-Frecuencia Lineales, donde se muestra la señal descompuesta 
en el plano tiempo frecuencia basada en la amplitud de la señal temporal (Hlawatsch, 
1991). Se basan en comparar la señal a analizar con un conjunto de funciones 
adecuadamente seleccionadas, la diferencia entre ellas estriba en cómo son construidos los 
conjuntos de funciones elementales de referencia. Debido a su sencillez y similitud en 
cuanto a concepto y estrategia de cálculo con los métodos espectrales clásicos, las 
representaciones Tiempo-Frecuencia lineales son ampliamente utilizadas (Callahan, 1976; 
Portnoff, 1981; Allen, 1982). 
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Estas representaciones cumplen el principio de superposición y también se le llama 
descomposiciones atómicas, ya que proyectan la señal en el plano de forma que se obtienen 
celdas, que conforman la representación. 
 
Posteriormente se desarrolla una amplia gama de diferentes representaciones que se pueden 
agrupar dentro de las llamadas representaciones Tiempo-Frecuencia cuadráticas o Bi-
lineales. En las representaciones cuadráticas, la distribución  en el plano tiempo-frecuencia  
es la energía de la señal, que para obtenerse se requiere de la señal al cuadrado.  Esto  
permite asumir que se trata de una distribución energética dado que la energía es una 
representación cuadrática de la señal, por ello también se les llama “representaciones 
energéticas” y tratan de combinar los conceptos de potencia instantánea y densidad 
espectral de energía. Es decir, para una señal s ( t ): 
 

 x ( t ) = 
2

)( ts     y     X ( f ) = 
2

)( fS , respectivamente          2.16  

 
Aunque no siempre pueden ser interpretadas como energía, ya que para ello deben cumplir 
las propiedades marginales. A través de la representación Tiempo-Frecuencia, siempre es 
posible hacerse una idea de la distribución energética aproximada de la señal analizada. 
 
Los términos de interferencia o cruzados, son los principales inconvenientes de las 
representaciones Tiempo-Frecuencia Bi-lineales. Estos términos se generan debido a la 
presencia cuadrática de la señal que contiene varias componentes frecuenciales incluyendo 
el ruido (Señal multi-componente).  
 
Para una señal formada por la suma de dos señales mono-frecuenciales se tiene que: 
 
 
 s ( t ) = s 1 ( t )  +  s 2 ( t ) =  ej2 tf ⋅⋅ 1π   +  ej2 tf ⋅⋅ 2π                            2.17  
 
 
Donde, la transformada Tiempo-Frecuencia de s ( t ) está dada por dos términos llamados  
“auto términos”  correspondientes a la representación Tiempo- Frecuencia de cada señal 
mono-frecuencial, más dos términos cruzados (Loughlin, 1993). 
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                 2.18
 

 
En estas representaciones, los términos cruzados o de interferencia  generan contribuciones 
inexistentes, de hecho, ocurre que aparecen términos de energía en zonas donde resulta 
incongruente tenerlos. Para cualquier  señal, se genera su correspondiente término cruzado, 
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donde la señal útil puede ser perjudicada por la presencia de un gran número de 
componentes añadidas. 
 
La representación Tiempo-Frecuencia para una señal que contenga N componentes 
frecuenciales, estará constituida por N términos de señal más N(N-1)/2 términos cruzados, 
por lo que su número crece de forma cuadrática con el número de componentes. 
 
Esto es un serio problema para poder realizar un análisis en las representaciones Tiempo-
Frecuencia. Los términos de interferencia  pueden enmascarar términos propios, sobre todo 
en las representaciones que proporcionan resultados reales, esto es debido a que si no existe 
alguna atenuación, la amplitud de los términos cruzados es el doble que los términos 
propios o auto términos. 
 
Los llamados “kernel” se utilizan para atenuar los términos cruzados, proporcionando más 
intensidad a los términos propios, en muchas ocasiones consisten en filtros bidimensionales 
(Claasen, 1980).  
 
Son muchos los autores que proponen diferentes tipos de kernel, cada uno de ellos posee 
diferentes propiedades en cuanto a atenuación de términos cruzados. Algunos de ellos dejan 
de satisfacer las propiedades de las representaciones, debido a la inclusión del kernel, 
disminuyendo la resolución que se produce por el filtrado a que se somete la señal, 
generando una dispersión de energía en los ejes temporal y frecuencial. 
 
PROPIEDADES GENERALES DE LAS REPRESENTACIONES TIEMPO-
FRECUENCIA. 
 
Las condiciones que  se deben cumplir para que una representación Tiempo-Frecuencia 
corresponda con una densidad de energía, en el sentido estricto de la palabra son las 
siguientes: 
 
Marginales. 
 
Las condiciones marginales de tiempo y frecuencia establecen, que  cuando se suman todos 
los términos de la distribución correspondientes a un mismo tiempo y frecuencia, se obtiene 
la energía instantánea y el espectro de densidad de energía respectivamente. 
Flandrin, ( 1993 ); Auger ( 1996 ); Rosado, ( 1998 ). 
 
 

  ∫ == 2
)(),()( ωωω SdttPP             2.19 

 
 

  ∫ == 2
)(),()( tsdtPtP ωω               2.20 
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Donde  ),( ωtP  corresponde con la intensidad en el punto ( t ,  ω ) del plano tiempo-

frecuencia, 
2

)( ts  es la intensidad de la señal en el tiempo t, y 
2

)( ωS la intensidad 

en la frecuencia ω.  
 
Energía Total. 
 
Si a la  transformada de tiempo- frecuencia corresponde con una densidad de energía, se 
debe cumplir que: 
 
 

  ∫∫ ∫ ∫== 22
)()(),( ωωω SdttsdtdtP dw       2.21 

 
Si los marginales  cumplen, esta propiedad de energía total se cumple automáticamente, 
aunque lo contrario no siempre es cierto. 
 
Invarianza ante Desplazamientos Temporales y Frecuenciales. 
 
Sea una señal s ( t ), en la cual respectivamente se tiene desplazamiento en el tiempo, o 
existe un desplazamiento en frecuencia: 
 
   )()( 0ttsts −=               2.22 
 

   
tj

etsts 0)()( ω=                      2.23 
 
Donde, la representación Tiempo-Frecuencia correspondiente a dicha señal cumple la 
propiedad de invarianza respectivamente ante desplazamientos temporales y frecuenciales  
si: 
 
   ),(),( 0 ωω ttPtP xx −=              2.24 
 
   ),(),( 0ωωω −= tPtP xx              2.25 
 
Escalado Lineal. 
 
La versión escalada de una señal s ( t ) dada es: 
 

)()( tasatsc ⋅=               2.26 
 
Con lo que  )( tsc  es expandida o reducida dependiendo si a es mayor o menor que la 

unidad. 
 
Al obtener el espectro de la señal: 
 



ANÁLISIS DE SEÑALES EN TIEMPO-FRECUENCIA 

40 
 

)(
1

)(
a

S
a

Ss

ωω =               2.27 

 
Si la señal se comprime, el espectro se expande y viceversa. Para que esta propiedad se 
cumpla en las distribuciones Tiempo-Frecuencia, debemos obtener que: 
 

),(),(
a

taPtP
ωω =                  2.28 

 
Esta propiedad resulta bastante útil en señales con transitorios de corta duración, pues ello 
permite una mejor apreciación, dependiendo de la escala que emplee. 
 
Soporte Finito de la Señal. 
 
Esta condición se cumple si la representación Tiempo-Frecuencia no toma valores mientras 
no lo hace la señal. Matemáticamente la propiedad viene expresada de la siguiente forma: 
 
 

0),( =ωtP   para ),( 21 ttt ∉  ,  si 0)( =ts  para cualquier ),( 21 ttt ∉  2.29 
 
 

0),( =ωtP  para ),( 21 ωωω ∉ , si 0)( =ωS  para cualquier ),( 21 ωωω ∉    2.30 
 
 
Esto parece obvio, pero no siempre se cumple, es la condición de que la representación 
Tiempo-Frecuencia no comience mientras la señal no lo haya hecho (comienzo de la señal 
en tiempo t1) y que no se siga manteniendo una vez que la señal ha finalizado (finalización 
de la señal en el tiempo t2). 
 
Distribuciones Reales y Positivas. 
 
También es necesario que se cumplan las propiedades de valor positivo y su pertenencia al 
conjunto de números reales definidas como: 
 

),(),( ωω tPtP ∗=             2.31 
 

      0),( ≥ωtP             2.32 
 
Esto es, porque es importante que los resultados que la distribución Tiempo-Frecuencia 
proporciona, sean fácilmente manejables. 
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Frecuencia Instantánea y Grupo de Retardo. 
 
La frecuencia instantánea y grupo de retardo, vienen definidos por la derivada en el tiempo 
de fase de la señal y la derivada en la frecuencia de la parte imaginaria de la transformada 
de Fourier de la señal, respectivamente: 
 

⇒=
dt

txd
t

)(arg

2

1
)('

π
φ Frecuencia Instantánea          2.33 

 

  ⇒−=
ω

ωψ
d

tXd )(arg
)(' Retardo de Grupo          2.34 

 
Para señales con determinadas propiedades, una de las formas de describir la evolución 
frecuencial de la señal a lo largo del tiempo y que puede ser válida para su caracterización, 
es a través de ellas. 
 
La frecuencia instantánea nos da idea del valor de la frecuencia imperante en un 
determinado momento y que, a su vez, puede ser suma de varias componentes de 
frecuencia, así decimos que una representación Tiempo-Frecuencia cumple la propiedad de 
Frecuencia Instantánea si: 
 

)(
),(

),(
' t

dtP

dtP
φ

ωω

ωωω
=

∫
∫                        2.35 

 
Es decir, la frecuencia media de la representación Tiempo-Frecuencia en un determinado 
momento coincide con la frecuencia instantánea de la señal en ese instante, esta magnitud 
proporciona información útil sólo si la señal contiene en cada instante un rango de 
frecuencias estrecho. 
 
En el plano temporal, se define el grupo de retardo, que nos proporciona una idea del 
tiempo medio de llegada de una determinada frecuencia dentro de la señal analizada, dentro 
de las transformadas Tiempo-Frecuencia, se dice que cumplen la propiedad del grupo de 
retraso si: 
 

   )(
),(

),(
' ωψ

ω
ω

=∫
dttP

dttPt
           2.36 

 
El centro de gravedad o media en la dirección temporal debe ser igual al grupo de retardo. 
 
TIPO DE REPRESENTACIONES TIEMPO FRECUENCIA. 
 
Básicamente estas transformaciones se dividen en transformaciones tiempo-frecuencia 
lineales y en transformaciones tiempo-frecuencia cuadráticas. 
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Las trasformaciones tiempo-frecuencia lineales, son ampliamente empleadas debido a su 
sencillez y similitud con los métodos espectrales clásicos. Estas representaciones cumplen 
con el principio de superposición y proyectan la señal en el plano de forma que se obtienen 
celdas (cuyo tamaño depende del tipo de representación, frecuencia de muestreo, número 
de puntos elegidos, etc.) que conforman la representación. Como representantes principales 
se encuentra la transformada corta de Fourier, la transformada de Gabor y la transformada 
de ondícula (Wavelet). 
 
Las transformadas de tiempo cuadráticas o bilineales, son aquellas en la que la dependencia 
con respecto a la señal es cuadrática y nos permiten asumir que se trata de una distribución 
energética. En estas transformaciones se desarrolla un amplio abanico de diferentes 
transformaciones tiempo-frecuencia que se pueden agrupar dentro de las llamadas Clase 
Cohen y Clase Afín. Su principal inconveniente son los términos de interferencia o 
cruzados,  que se generan debido a la presencia cuadrática. 
 
 
CLASE COHEN. 
 
Las representaciones tiempo-frecuencia que cumplen con todas las condiciones 
anteriormente mencionadas,  se engloban en la denominación de miembros de la Clase 
Cohen, cuyo objetivo principal no solo es preservar las propiedades de una transformación 
tiempo-frecuencia, sino que también reducir la interferencia de los términos cruzados 
(Cohen, 1998).  
 
Su principal representante es sin duda la Transformación de Wigner-Ville la cual, presenta 
el mejor conjunto de propiedades útiles, las otras distribuciones parten de la premisa de 
tratar de eliminar los términos de interferencia, intentando mantener la mayor cantidad 
posible de propiedades de la distribución de Wigner. 
 
La distribución  Wigner es una transformación bilineal que sirve de base para expresar 
cualquier distribución tiempo-frecuencia en función de ella, debido a su similitud con la 
función de ambigüedad, la relación entre ellas constituye lo que se llama par de Fourier 
(Claasen, 1980c). Esta transformada cumple con la mayoría de las propiedades generales de 
las transformadas tiempo-frecuencia y nos interesa porque no existe  un suavizado, tan poco 
se utilizan tramos de la señal debido a que su kernel = 1, únicamente se debe especificar  la 
longitud del segmento temporal y la resolución espectral deseada. 
 
CLASE AFIN. 
 
Existen distribuciones que no pertenecen a la Clase Cohen ya que no son covariantes por 
corrimiento en tiempo y en frecuencia,  son las distribuciones Afines (A), basadas en la 
propiedad de covarianza por corrimientos en tiempo y dilatación o escala. Comprenden a 
las Transformaciones que preservan el escalamiento en tiempo, duplicando la escala de 
tiempo de la señal, también se duplica la escala de tiempo en la representación tiempo-
frecuencia mientras divide por dos la escala de frecuencias y preservan los corrimientos en 
tiempo.  Rioul, (1992); Hlawatsch, (1992) Boudreaux-Bartels, (1995) 
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FUNCIÓN DE AMBIGÜEDAD. 
 
Esta función permite sintetizar señales con propiedades muy específicas, si se genera una 
señal que tenga una función de ambigüedad concreta y que cumpla ciertas características en 
el plano ambiguo, las propiedades que tendrá a nivel temporal y frecuencial serán las que 
concretamente se han definido. 
 
Esta función fue empleada originalmente para aplicaciones de radar, (Rihaczeck, 1969; 
Steiner, 1981; Lieb, 1990); y fue definida por, Woodward, (1953), aunque Ville, (1948)  y 
Moyal, (1949) ya habían sentado las bases para su obtención, puede interpretarse como una 
función de correlación tiempo-frecuencia,  recordando que la función de auto-correlación 
que depende del  tiempo es de la forma: 
 

  )
2

()
2

(),(
τττ −∗+= txtxtR            2.37 

 
A partir de esta ecuación se obtiene la expresión de Wigner-Ville 
 

  ∫
−−∗+= τττ

π
ω ωτ detxtxtWV j)

2
()

2
(

2

1
),(                2.38 

 
Si se cambia la variable de integración y tomamos la transformada de Fourier con respecto 
a t, tendremos la función de ambigüedad simétrica (Woodward, 1953; Van Trees, 1971). 
 

  ∫
−−∗+= dtetxtxtAF tj νπττν 2)

2
()

2
(),(                       2.39 

 
Si tomamos dos señales diferentes, en lugar de tomar la misma señal para el producto de la 
señal y su conjugado, se obtiene la función de ambigüedad cruzada. Esta representación no 
nos proporciona información respecto a las variables absolutas de tiempo y frecuencia, sino 
respecto a las ordenadas relativas τ  y  ν, llamadas retardo y doppler respectivamente 
debido a su amplia utilización en radar. 
 
Esta función sirve de base, para poder expresar cualquier distribución Tiempo-Frecuencia 
en función de ella, debido a su gran similitud con la distribución Wigner-Ville, resulta 
inmediata la relación entre ambas, constituyendo lo que se llama un “par de Fourier” 
(Claasen, c, 1980), esto quiere decir, que la función de ambigüedad se obtiene con la 
transformada doble de Fourier de la distribución Wigner-Ville y viceversa.  
 
Es importante que  AFx   ( 0 , 0 )  =  1, para una representación normalizada, es decir, para 
una representación de la función de ambigüedad es necesario tener en cuenta la 
característica por la que el valor máximo de energía de la representación se produce en el 
origen de la distribución AFx  ( 0 , 0 ) (Hlawatsch, 1992). 
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La función de ambigüedad, genera términos cruzados, donde los términos propios de la 
señal se localizan alrededor del origen, dejando a los términos de interferencia como los 
más alejados del origen. 
 
Una representación Tiempo-Frecuencia, se puede expresar como la función de ambigüedad 
más un kernel añadido que será el que modifica el comportamiento, permitiendo la 
atenuación de los términos cruzados e intentando dejar los términos propios intactos. Este 
kernel se suele expresar en el plano ambiguo porque su caracterización resulta más precisa, 
con lo que la función de suavizado que se defina se podrá adoptar más a las necesidades 
planteadas. 
 
LA TRANSFORMADA DE WIGNER- VILLE . 
 
La distribución Wigner y la función de ambigüedad, no se utilizan en el análisis de señales, 
por la presencia de términos de interferencia  o cruzados, que en el plano Tiempo-
Frecuencia, pueden llegar a confundir la interpretación de la señal. Al tratar de discretizar la 
distribución Wigner,  Clossen,  (1983) y Jean y Williams (1992) se dieron cuenta que no 
era tan sencilla como la Transformada de Fourier con Ventanas, porque es una función de 
período de ½  en frecuencia y para señales de banda limitada exige que la señal s ( t ) se 
haya muestreado a una frecuencia superior a la de Nyquist, si se quiere evitar el aliassin de 
la señal. Por esta razón, se utiliza la señal analítica de la señal evitando el doblamiento de la 
señal  en frecuencia de muestreo. 
 
La distribución Wigner de la señal analítica obtenida  a partir de la señal real, se 
acostumbra llamar transformada de Wigner-Ville. A partir de la función de auto-correlación 
dependiente del tiempo que es de la misma forma que la ecuación 2.37. Se obtiene la 
expresión de la Transformación Wigner-Ville como se menciona en la ecuación 2.38: 
 
Y que es la base sobre la cual se puede construir el resto de las Transformada; (Wigner, 
1932; Ville, 1948; Cohen, 1966). Esta distribución es muy importante y de gran interés 
debido a que cumple las siguientes propiedades: 
 
1.- Conservación de la energía. 
 
2.- Propiedades marginales 
 
3.- Pertenencia a los Reales 
 
4.- Invarianza ante traslación 
 
5.- Invarianza ante dilataciones 
 
6.- Propiedad de la frecuencia instantánea 
 
7.- Propiedad de retardo de grupo 
 



ANÁLISIS DE SEÑALES EN TIEMPO-FRECUENCIA 

45 
 

Todas ellas descritas anteriormente. Su principal problema reside en la gran cantidad de 
términos de interferencia que genera, de tal manera que una regla para conocer la situación 
de estos términos  fue dada por (Auger, 1997) y es la siguiente: 
 
“Dos puntos del plano Tiempo-Frecuencia, generan un tercer punto localizado en el punto 
medio geométrico entre ambos. Además, estos términos oscilan perpendicularmente a la 
línea que une los dos puntos de origen, con una frecuencia proporcional a la distancia que 
separa los puntos de origen”. 
 
Recordando que en la distribución Wigner-Ville, los términos cruzados se sitúan a medio 
camino entre dos contribuciones de señal de radar diferentes en tiempo y/o frecuencia. 
 
El kernel correspondiente a la ecuación: 
 

 ∫∫
−Φ= ντντντ

π
ω των ddeAFtTFR tj )((),(),(

2

1
),(     2.40 

 
 
Para la distribución Wigner-Ville la función Kernel es: 
 
  1),( =Φ ντ    
 
Debido a su kernel = 1, esta transformada cobra interés en el análisis de señales porque  no 
existe ni suavizado ni se toma ningún tramo ni en tiempo ni en frecuencia, por lo que sólo 
es necesario especificar la longitud del segmento temporal y frecuencial, para obtener la 
resolución deseada.  
 
Para ver cómo van evolucionando las componentes frecuenciales a lo largo del tiempo 
analizado y el valor de la amplitud de cada par (t, f), se empleará esta transformación para 
hacer el análisis tiempo-frecuencia de las señales utilizadas y obtenidas con el sistema de 
GPR y con ella se obtendrá el espectro de tiempo-frecuencia para obtener atributos de la 
señal.  
 
 
 
CONCLUSIONES. 
 
La señal de radar se obtiene mediante un receptor, cuyas propiedades se digitalizan de 
manera continua mediante un proceso no estacionario y para darles un sentido físico se dan 
de forma matemática en funciones en el dominio del tiempo. 
 
La señal obtenida de radar se analiza para conocer sus características en el dominio del 
tiempo, esta representación   muestra físicamente  como cambia con respecto al tiempo,  su 
amplitud, nos define su tiempo medio y su duración, pero para conocer que tan a menudo 
son esos cambios de características es necesario pasar al dominio de las frecuencia, lo cual 
permite conocer, el origen de la señal, que en nuestro caso es electromagnética, los 
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diferentes medios por los que viaja, es decir el rango de frecuencia, que para la señal de  
radar analizada, es un intervalo de alta frecuencia de 1Mhz. a 1.2Ghz.  
 
Esta vinculación se hace mediante la transformada de Fourier, cuya idea fundamental es 
descomponer la señal en una suma pesada de funciones sinusoidales, de diferentes 
frecuencias, donde cada sinusoide contribuye a la formación de la señal, cantidad conocida 
como espectro de la señal.  
 
Se define en el dominio de la frecuencia su ancho de banda, que es una densidad de energía 
que localiza las frecuencias contenidas en la señal, pero analizar la señal de radar con 
señales sinusoidales que se extienden de -∞ a ∞ no resulta ser lo más adecuado, porque 
para utilizar la expresión de Fourier, es necesario conocer toda la información temporal 
para el análisis de frecuencia, lo que para una aplicación de este tipo, que es en tiempo real, 
se carece de la información sobre la evolución en el futuro, se desconoce también sus 
discontinuidades o transiciones abruptas debidas a las características de la información 
contenida en la señal o por adición de ruido en un instante determinado, que producen 
efectos sobre todo el rango de frecuencias. 
 
Se comprueba que cuando se pasa del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia se 
pierde la información temporal, por lo que no se puede determinar el instante en que la 
señal presenta cambios, alteraciones o rupturas.  
 
Se  utiliza una representación que es capaz de mostrar el hecho físico de la variación del 
espectro de frecuencias con respecto al tiempo y utilizar la función, tal como se emplea la 
función de densidad de energía,  para ello se analiza un grupo de representaciones, en 
donde se aprecia cómo van evolucionando las componentes frecuenciales con respecto al 
tiempo,  en una superficie tridimensional, cuyos ejes son el tiempo, la frecuencia y para 
cada par (t, f), se dispone de un valor de amplitud al que se le llama energía del punto. 
 
Resulta conveniente que estas representaciones cumplan con diferentes propiedades o que 
tengan características de resolución y términos de interferencia concretos, se obtienen 
diferentes representaciones Tiempo-Frecuencia. Estas se dividen en dos, el primer grupo de 
representaciones de  tiempo-frecuencia lineales  o atómicas, las cuales proyectan a la señal 
en el plano de forma que se obtienen celdas que conforman la representación. 
 
El otro grupo de representaciones llamadas cuadráticas, bi-lineales  o energéticas, en las 
que la distribución del plano es la energía de la señal, se obtienen teniendo  la señal al 
cuadrado y combinan los conceptos  potencia y densidad de energía espectral.   
 
Se enfoca el estudio en la transformada de Wigner:Ville, porque es la base para la 
construcción de las demás representaciones, cumple con  las propiedades de estas 
distribuciones y además  los términos de interferencia se sitúan a medio camino entre dos 
contribuciones de la señal de radar en tiempo y/o en frecuencia por lo que se pueden 
distinguir, su Kernel es 1 y no toma tramos de la señal, con lo cual no es necesario 
especificar la longitud del segmento temporal y frecuencial para obtener la resolución 
deseada. 
 



ANÁLISIS DE SEÑALES EN TIEMPO-FRECUENCIA 

47 
 

Por lo que esta transformación en tiempo-frecuencia de Wigner-Ville, suministra otra 
visión de la señal de GPR, que complementa los otros mecanismos de análisis de señales,  
nos provee una representación más precisa en la evolución de la señal no estacionaria 
ayudándonos a realizar un análisis más completo de la señal, facilitando su clasificación, 
modelado y determinación de características que se puedan presentar en la señal. 
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CAPITULO III.   

 

EXTRACCIÓN DEL ATRIBUTO DE FRECUENCIA INSTANTÁNEA 
DE LA TRAZA DE RADAR EN EL ESPECTRO TIEMPO-
FRECUENCIA. 
 
OBJETIVO. 
 
Mediante los atributos de traza compleja que se obtienen del análisis de tiempo-frecuencia 
de la transformada de Wigner –Ville, utilizar el atributo de frecuencia instantánea para  
observar características propias de los datos de GPR, como la forma de su onda, que 
permitan  ayudar a interpretar y seguir eventos débiles en la señal.  
 
INTRODUCCIÓN. 
 
Los atributos de una señal sirven para interpretar mejor los datos, ya sea combinándolos o 
midiendo una sola característica específica de la señal. Existen varios métodos para obtener 
una descomposición espectral, una de ellas es el espectro de frecuencias de Fourier, 
caracterizado por emplear mediciones promedio. 
Cohen (1989), llegó a un resultado desde la teoría de la probabilidad y lo presenta en forma 
de traza compleja, para enfatizar la medición de propiedades promedio espectrales en el 
tiempo, proponiendo aplicaciones útiles. 
Basándose, en que una traza de radar es una función real y recordando que la frecuencia 
negativa del espectro puede ser ignorada, porque es la imagen espejo de la frecuencia 
positiva, se obtiene el atributo de traza compleja de frecuencia instantánea utilizando la 
señal analítica de la traza de radar. 
Esto se logra utilizando los atributos de traza compleja derivados como parámetros que 
describen la distribución de Wigne-Ville de una señal. Utilizando la propiedad de 
frecuencia instantánea de traza compleja lo que nos permite es precisar mejor la ubicación 
de los reflectores de la señal de radar, produciendo un modelo de frecuencia que cambia su 
carácter de la misma forma en que cambian los efectos de la señal en su viaje por el 
subsuelo, como por ejemplo al pasar por los diferentes espesores de los estratos. 
 
SIGNIFICADO DE LOS ATRIBUTOS DE LA SEÑAL. 
 
Se denomina atributo a las características propias de los datos, los atributos son utilizados 
para la estimación de propiedades y pueden ayudar a interpretar y seguir eventos débiles. 
Desde su aparición en los 70’s, han surgido cientos de atributos a partir de diferentes 
métodos computacionales 
Existen atributos que pueden medir una sola característica,  pero que al combinarlos a 
través de la estadística, redes neuronales o manipulaciones matemáticas, se obtienen 
mayores y mejores características de la señal (Taner, 2002). 
La frecuencia instantánea es un atributo básico basado en la amplitud de la traza, en este 
caso de la traza de radar, también es una medida específica de características geométricas 
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y/o estadísticas derivadas de la información de la traza. La frecuencia instantánea está 
clasificada entre los atributos de frecuencia y está representada en tiempo, debido a que la 
precisión de la ubicación de los reflectores es mayor, por lo que no necesita conversiones 
que pudieran arrastrar errores, lo que implica una mayor exactitud en los resultados. 
Además este atributo provee información acerca de la frecuencia característica de los 
eventos, mediante una reflexión individual, que puede ser producida por un efecto, por 
ejemplo el fracturamiento de la roca.  La reflexión compuesta se caracteriza por la 
superposición de reflexiones individuales, produciendo un modelo de frecuencia que  
cambia su carácter, de la misma manera en que cambian los efectos, como  la litología,  el 
espesor de los estratos, etc. 
También la frecuencia instantánea es uno de los parámetros básicos de las señales no 
estacionarias, la cual provee información de los cambios de la variación espectral  en el 
tiempo. 
Los atributos espectrales son usados como herramienta para caracterizar propiedades 
dependientes de la frecuencia, por lo que una señal de radar es descompuesta en su espectro 
tiempo y frecuencia, con el fin de revelar a partir de la información contenida en la traza de 
radar, las características de la variación frecuencial en el tiempo.  
 
 
MEDICIONES EXPECTRALES 
 
Existen varios métodos para obtener la descomposición espectral, uno de ellos es el 
espectro de frecuencia de Fourier, caracterizado por emplear mediciones promedio, como  
la frecuencia central, la frecuencia dominante y la banda ancha espectral, que son 
cantidades familiares en la teoría de la probabilidad (Anstey, 1977; Widess, 1982; 
Kalwietand Wood,1982; Berkout,1984). 
La banda ancha y la frecuencia dominante, complementan la frecuencia instantánea y 
encuentran su aplicación en el análisis de las propiedades de variación del tiempo y de la 
información espectral. Para que estas medidas sean instantáneas en tiempo, es necesario 
representarlas a través de sus promedios y completar el espectro de potencia instantáneo. 
Los atributos espectrales, también son usados para  revelar las propiedades de variación 
espectral de la información en el tiempo y pueden ayudar en la búsqueda de frecuencias 
ocultas o bajas, en el análisis de cambios de frecuencia debidas al proceso para obtener la 
información. 
Para poder introducir las mediciones espectrales promedio es necesario revisar las 
definiciones de frecuencia central, banda ancha espectral y frecuencia dominante desde el 
espectro de potencia de Fourier que nos provee las bases, así la frecuencia central del 
espectro de Fourier es definida como (Berkhout, 1984; Cohen, 1989; Cohen and Lee, 
1990): 
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donde: f es la frecuencia 
La varianza de la frecuencia sobre esta media 
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Donde la cantidad fb es la desviación estándar de la frecuencia central y es dada como una 
medida de la banda ancha (Gram-Hansen, 1991). 
Otra medida espectral promedio es el segundo momento del espectro de potencia dado por: 
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Esta medida es una medida promedio de la frecuencia cero cruzada y es el número de ceros 
que ocurren en la traza,  dividida por el doble de la longitud de la traza, es una función de la 
amplitud espectral y de la fase espectral de la información. 
Observando las ecuaciones anteriores se llega a un resultado familiar desde la teoría de la 
probabilidad obtenida por (Cohen, 1989). 
 
     222

bcr fff +=                          3.4 

 
Estos conceptos se  presentan como mediciones instantáneas del espectro de potencia, son 
reducidas a fórmulas simples en forma de traza compleja, cuyo objetivo es, presentar los 
atributos de esta manera para enfatizar como la medición de propiedades promedio 
espectrales variante en el tiempo, propone aplicaciones útiles de manera atractiva. 
El desarrollo matemático de estos conceptos en el espectro de Fourier,  nos proporcionan 
las bases para introducir las mediciones espectrales correspondientes, reduciéndolas a 
atributos de la traza compleja. 
El desarrollo de las fórmulas considera un solo lado del espectro de poder, basándose en 
que una traza de radar es una función puramente real (e.g. Berkhout, 1984) y recordando 
que la frecuencia negativa del espectro, es la imagen espejo de la frecuencia positiva por tal 
razón, la frecuencia negativa puede ser ignorada, obviando la necesidad de  considerar 
valores absolutos de frecuencia (e.g. McCarley, 1985). Lo anterior solo es aplicable si la 
traza de radar es transformada a una señal analítica. 
Para poder describir las propiedades de la señal dependientes del tiempo, estas son 
extraídas desde el espectro tiempo-frecuencia.  
 
ATRIBUTOS BÁSICOS OBTENIDOS A PARTIR DE LA TRAZA CO MPLEJA. 
 
Cualquier distribución tiempo-frecuencia puede ser caracterizada por varios momentos de 
sus espectros de poder instantáneos. En la  reflexión de la señal de radar el espectro de 
frecuencias es caracterizado por varios parámetros promedio como la frecuencia central, la 
banda ancha espectral y la frecuencia dominante  (Ansley 1977). 
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La frecuencia central es comúnmente definida como el promedio de la frecuencia del 
espectro de potencia, la banda ancha como la desviación estándar sobre la frecuencia 
central, estas mediciones son un tanto intuitivas y sugieren mediciones instantáneas (Cohen 
and Lee 1988, Cohen 1989, Jones and Boashash 1990). Mientras que la frecuencia 
dominante, es comparada con la velocidad, definida en términos de la densidad de  
amplitud máxima y como una medida práctica de la frecuencia dominante, la podemos 
obtener mediante la raíz cuadrada del 2º momento del espectro de potencia. 
Estas cantidades son calculadas como atributos de la traza de radar compleja, encontrando 
su aplicación en el análisis de las propiedades de la información espectral  y su variación 
con el tiempo. 
El desarrollo matemático de estos conceptos en el espectro de Fourier, nos proporcionan las 
bases para introducir las mediciones espectrales correspondientes, reduciéndolas a atributos 
de la traza compleja. 
Lo atributos de traza compleja fueron introducidos por primera vez en la interpretación 
sísmica por Taner and Sheriff (1977), estos se utilizan para la caracterización de la forma 
de onda en una señal. La relación entre los atributos que se obtienen del análisis de la señal 
analítica y de las representaciones tiempo-frecuencia de clase cuadrática, se describe a 
continuación. 
En el contexto de la señal analítica, los atributos de la traza compleja son usados en la 
interpretación de trazas, (Taner et.al., 1979). La parte imaginaria de la señal analítica de 
radar, es encontrada por la transformada de Hilbert de la señal real de radar s ( t ), de la 
siguiente manera: 
 
   Z[	\	]R	^	(	1	) 	 = 	�	\	_	(	1	)	^          3.5 
 
Donde �	\	_	^, denota la transformada de Hilbert de u con respecto al tiempo. Para obtener 
la señal analítica, de una señal dada: 
 
 
            ]R	(	1	) 	 = 	_	(	1	) 	 + 	-	�	\	_	^	(	1	) 	 = 	J	(	1	)exp	(	-	2	�	∅	(	1	)	)          3.6 
 
 

Donde J(1) = e	_	(	1	)� 	 + 	�	\	_	^	(	1	)�   es el modulo o envolvente.  
 
 

         ∅	(	1	) = 	 tan�S	 h		i	\	j	^	(	8	)j	(	8	) 	k	  es el argumento o fase. 

 
La envolvente y la fase de la señal analítica son funciones de tiempo, para la función 
espectral de amplitud y de fase, estas son llamadas frecuentemente  amplitud instantánea y 
fase instantánea. 
La frecuencia instantánea es un parámetro significativo derivado de la fase con respecto al 
tiempo, denotado como    Ql 	(	1	):      
 
 

                                                                  Ql 	(	1	) 	 = 	 S�T 	U∅	(	8	)U8                                                  3.7  
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En el análisis de señales, la amplitud instantánea, la fase instantánea y la frecuencia 
instantánea son llamados atributos de traza compleja. 

Las ecuaciones anteriores son simples, consistentes y están  relacionadas útilmente e 
independientes de la fase. Por lo tanto nos conducen directamente a las mediciones 
instantáneas de frecuencia central, banda ancha espectral y frecuencia dominante, las cuales 
son definidas para relacionar el espectro de potencia de Fourier  P ( f ) con el espectro de 
potencia instantáneo en tiempo y frecuencia  E ( t , f ). 
Donde la frecuencia instantánea está dada por la ecuación: 
 
 

                
dfftE

dfftEf
tf i

∫

∫
∞

∞

=

0

0

),(

),(
)(      3.8 

 
 
La banda ancha espectral instantánea por:  
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Y la llamada frecuencia dominante instantánea dada por (Barnes, 1993). 
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Y donde estas mediciones son relacionadas por (Cohen and Lee, 1988, 1990; Cohen, 1989; 
Jones and Boashash, 1990). 
 
   )()()( 222 ttftf fid σ+=      3.11 

 
Que es equivalente a la ecuación de dada por (Cohen en 1989). 
 
ATRIBUTOS DE TRAZA COMPLEJA Y LA DISTRIBUCIÓN DE WI GNER. 
 
Los atributos de traza compleja los podemos derivar como parámetros que describen la 
distribución de Wigner de una señal. La distribución de Wigner es un espectro de potencia 
que es obtenido por una transformación de Fourier de una función de  autocorrelación local 
Steeghs and Drijkoningen (2001), en donde la función de autocorrelación instantánea de 
una señal u ( t ) es  definida de la siguiente manera:  
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                        m	(	1	; 	o	) 	 = 	]	 D	1	 + 	 S� 	o	F	]∗ 	D	1	 − 	 S� 	o	F                        3.12  

 
donde:   u* es el complejo conjugado de la función u y τ es la traslación de tiempo a lo 
largo del eje. 
Y la distribución de Wigner W ( t; f ) de una señal u ( t ) está dada por: 
 
 

p	(	1	; 	Q	) 	 = 		 q 	exp 	(	−	-	2	�	Q	o	)	 ]	 C	1	 + 	 12 	o	H	]∗ 	C	1	–	12 	o	H 	Po		

s∈ℝ
 

																 																																						= vs�S	\	m	(	1	; 	o	)^	                                                                 3.13 
  
Donde el asterisco denota el complejo conjugado. 
La distribución de Wigner tiene muchas propiedades matemáticas atractivas (Cohen, 1995; 
Steeghs, 1997), algunas de estas propiedades son de interés particular en términos de 
análisis de atributos de la señal. 
La integración de la distribución Wigner sobre el tiempo produce el espectro de densidad 
de energía espectral E (f) de una señal, es decir: 
 
  
 																w	(	Q	) 	 = 	 N 	p	(	1	; 	Q	)	PQ	 = 	 |	]	y 	(	Q	)		|�		8∈ℝ                             3.14 
 
 
Del mismo modo,  la integración de la distribución de Wigner sobre la frecuencia produce 
la energía instantánea de la señal 
 
 
                        w	(	1	) 	 = 	 N p	(	1	; 	Q	)		P1 = 	 |	]	(	1	)|�		z∈ℝ		                                 3.15 

 
 
Para una señal analítica,  E ( t ) es el poder instantáneo de la fuerza de reflexión, la cual es 
el cuadrado de la amplitud instantánea o envolvente de la señal, en donde la E ( f ) y E ( t ) 
son llamadas  respectivamente la frecuencia marginal y tiempo marginal de la distribución.  
La frecuencia instantánea de una traza compleja, es igual a la frecuencia media como una 
función de tiempo de la distribución de Wigner. El primer momento relativo de la 
distribución de Wigner con respecto a la frecuencia está dado por: 
 
 

  〈	Q	〉8 	 = 		 S}	(	8	) 	N 	Q	p	(	1	; 	Q	)	PQ		z∈ℝ                                           3.16 

 
 
donde, los corchetes denotan el promedio y el subíndice  t  que este promedio es tomado 
para todo el tiempo t.  
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Por lo que, se necesita obtener la frecuencia promedio de la distribución Wigner 
directamente de la señal, para obtener la frecuencia instantánea de la traza compleja, para 
ello en la ecuación anterior se obtiene la transformada inversa de Fourier 
 

  〈Q〉8 	 = 	 S	}	(	8	)	 	vz~	\	Q	p	(	1	; 	Q	)	^	(	1	; 	o	 = 	0	)                       3.17 

 
donde se puede obtener el producto f W, a partir de la definición de la distribución de 
Wigner. 
 

  Q	p	(	1	; 	Q	) 	 = 	 S	O	�T	 	vs�	\	:s	m	(	1	; 	o	)	^                                  3.18 

 
 
y sustituyendo este resultado, se produce: 
 
 

                           	〈	Q	〉8 	 = 	 � SO	�T	}	(	8	)	 	:s	m	(	1	; 	o	)	�	s	�	$                         3.19 

 
 
Con la definición de la función de autocorrelación instantánea, se obtiene  la diferenciación,  
y el resultado es una expresión de la frecuencia promedio en términos de la señal un ( t ) 
dada por: 
 

   〈	Q	〉8	 = 	 O�T	}	(	8	)	 	 �	]	(	1	)	:8 	]∗	(	1	) 	 −	 ]∗	(	1	)	:8	]	(	1	)	�	        3.20 

 
 
Usando la energía instantánea de la señal.  w	(	1	) 	 = 	]	(	1	)	]∗	(	1	) se puede simplificar 
este resultado y llegar a: 
 
 

        〈	Q	〉8	 = 	 S�T 	Z[	 h	�4		(	8	)		�	(	8	)	 	k 	 = 	 S�T 	Z[	\		:8 	ln 	 ]	(	1	)	^                  3.21 

 
 
Donde u ( t ) es la señal analítica, por lo que tenemos 
 
 	〈	Q	〉8	 = 	 S�T 	Z[	\	:8		 ln 	 �		J	(	1	) exp 	 (	-	∅	(	1	)	)	�		^ 	 = 	 S�T 		:8	∅	(	1	) 	 = 	 Ql	(	1	)        3.22 

 
 
Donde ∅	(	1	) es la fase instantánea y Ql 	(	1	) es la frecuencia instantánea de la señal 
analítica, por lo que se obtuvo la frecuencia instantánea de una señal, como una función de 
tiempo de la distribución de Wigner de la señal. 
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De manera general, una representación tiempo-frecuencia P  ( t ;  f ),  es relacionada a su 
función característica  por una transformación de Fourier con respecto a las variables de 
correlación υ y τ, en el caso de la distribución de Wigner,  es la función de ambigüedad 
dada por: 
  
            
	(	�	; 	o	) 	 = 	 ∬ exp 	 (	−	 -	2�	�	�	1	– 	Q	o	�	p	(	1	, Q	)	P1	PQ                       3.23 
 
Si se aplica un filtro a la función de ambigüedad, obtenemos una nueva representación 
tiempo-frecuencia donde la función característica es una función de ambigüedad pesada, en 
una representación tiempo-frecuencia de clase general, se necesita retener la propiedad en 
la cual, al integrar la distribución de Wigner sobre la frecuencia se produce la energía 
instantánea de la señal en un tiempo marginal.  
Para ello se requiere que  
 
                  N 	�	(	1	; 	Q	)	PQ	 = 	 |	]	(	1	)|�		z∈ℝ                                           3.24 

 
Y esto solo es posible si: 
 
                    Ψ	(	�	; 	0	) 	 = 	1       para   � ∈ ℝ 
 
También se requiere conservar la propiedad de frecuencia marginal 
 
                N 		p	(	1	;			8∈ℝ Q	)	P1 = 	 |	]	(	Q	)|�                                        3.25 
 
Lo que conduce a la condición: 
 
                   Ψ	(	0	; 	o	) 	 = 	1      para  o ∈ ℝ 
 
Por lo que, en una representación tiempo-frecuencia P (t; f), la frecuencia media o 
frecuencia instantánea central como una función de tiempo está dada por: 
 

              		Q� 	(	1	) 	 = 	 N 	z	�	(	8	;	z	)		Uz	�∈ℝN 	�	(	8	;	z	)		Uz		�∈ℝ = Ql		(1	)                                3.26 

 
Que es el primer momento a lo largo de la abscisa de frecuencia, en una representación 
tiempo-frecuencia y es solo una frecuencia promedio. 
En la teoría de la probabilidad estos momentos son una medida para caracterizar la 
distribución y en una señal son medidas de sus propiedades espectrales (Barnes, 1993). 
 
ATRIBUTOS DE TRAZA COMPLEJA EN LA TRANSFORMADA DE W IGNER-
VILLE. 
 
La definición del atributo de frecuencia instantánea es  aplicable a las propiedades 
espectrales de cualquier espectro tiempo-frecuencia, los términos cruzados de la 
distribución Wigner son fuertemente oscilantes,  resultan de su naturaleza cuadrática. La 
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extracción de atributos es menos conveniente por el esfuerzo computacional que se requiere 
para adaptar la función kernel en cada muestreo de tiempo.  
Además, desafortunadamente esta estimación es altamente susceptible a ruido, sin embargo 
la frecuencia instantánea solo puede ser estimada desde la representación tiempo 
frecuencia, en donde para la distribución Wigner, la frecuencia instantánea de la traza 
compleja y la frecuencia media son equivalentes.  
En la extracción de atributos, es preferible usar un kernel tiempo-frecuencia para calcular el 
promedio frecuencial, donde se conserven las propiedades de la frecuencia instantánea de la 
traza compleja y su tendencia a ser negativa y su sensibilidad al ruido pueden ser evitados. 
La distribución de Wigner de una señal analítica obtenida a partir de la señal real, se 
acostumbra llamar la Transformada de Wigner-Ville, esta distribución cumple con la 
propiedad de frecuencia instantánea como vimos en al capítulo II, recordando que esta 
distribución los términos cruzados se sitúan a medio camino entre dos contribuciones 
diferentes de la señal en tiempo y/o en frecuencia. 
La ecuación de la representación tiempo–frecuencia de esta distribución está dada por: 
 

  ∫∫
−Φ= ντντντ

π
ω των ddeFAtTFR tj )((),(),(

2

1
),(     3.27 

 
Y el kernel para la distribución Wigner-Ville es: 
 
      1),( =Φ ντ  
 
El análisis tiempo-frecuencia, es por sí mismo, un método efectivo para estudiar el 
contenido espectral de la contribución  de las reflexiones del subsuelo en la información de 
la señal. Una imagen legible del contenido espectral de la información, puede ser obtenida 
por usar una representación tiempo-frecuencia que es adaptada a la señal  estudiada, en este 
caso la de GPR. 
La teoría de las representaciones tiempo-frecuencia proveen una estructura para la 
extracción de atributos de traza compleja, en esta estructura, los atributos son parámetros 
que describen la forma de un  espectro local como un promedio tanto de frecuencia como 
de banda ancha y usando estas representaciones, la proporción de ruido de la señal con la 
extracción del atributo puede ser mejorada,  sin una resolución significantemente menor de 
tiempo.  
Un mayor refinamiento del método es adaptar la forma del kernel como una función de 
tiempo, por lo que se utiliza la transformada de Wigner-Ville cuyo Kernel es 1, y a partir 
del espectro tiempo-frecuencia obtenido con esta transformación de la señal de GPR, se 
extrae  el atributo de frecuencia instantánea. 
Recordando que, la transformada de Wigner-Ville satisface un largo número de 
propiedades deseables y en particular siempre valores reales. 
El desarrollo solo considera la parte real del espectro de poder de la traza de radar, esto es 
justificado por que la traza de radar es puramente real, obviando la necesidad de considerar 
valores absolutos. 
Para ello es necesario utiliza la señal analítica, donde la parte negativa de su espectro de 
potencia es cero y puede ser discontinuo. 
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Las mediciones instantáneas, dependen del espectro de potencia particularmente planteado, 
su forma exacta  no necesita ser especificada si considero dos condiciones. La primera, es 
que la frecuencia central instantánea es frecuencia instantánea en sí misma Y la segunda, es 
que la banda ancha espectral es siempre real y positiva, esto nos permite expresar a la 
banda ancha como una medida de la velocidad del cambio relativo de amplitud, es decir, a 
largas velocidades de cambio en amplitud relativa asociadas con señales limitadas, resultan 
largas bandas anchas, mientras cambios de velocidades pequeñas en amplitud relativa son 
asociadas a señales anchas que resultan en cortas bandas anchas. 
Estos conceptos pueden ser utilizados como atributo de la traza de GPR compleja y 
complementan el análisis general de la información.   
 
CONCLUSIONES. 
 
Se investigaron los atributos espectrales más utilizados para la estimación de propiedades 
de los datos de una señal. Dentro de los estudios de las representaciones tiempo frecuencia, 
que proveen una estructura adecuada para la extracción de atributos de traza compleja, que 
describen la forma de un espectro local, como un promedio tanto de frecuencia como de 
banda ancha, se logra que la proporción de ruido de la señal al extraer el atributo deseado,  
pueda ser mejorada sin que la resolución sea significativamente menor en el tiempo. 

Se escogió el atributo de frecuencia instantánea como un atributo que puede ayudar a 
interpretar y seguir eventos débiles en la señal de radar. Basado en la amplitud de la traza 
compleja, da una medida específica de las características geométricas y/o estadísticas de la 
información contenida en la señal, es un atributo de frecuencia y está representado en 
tiempo, lo que nos permite una mayor ubicación de los reflectores en la traza de radar, esto 
se logra sin la necesidad de conversiones que puedan arrastrar errores, lo que nos permite 
una mayor exactitud en los resultados.  

Se derivan las formulas para obtener los atributos de traza compleja en la señal de radar, 
usando las definiciones de atributos espectrales instantáneos desde el plano tiempo-
frecuencia de Wigner-Ville y se presenta el atributo de frecuencia instantánea para enfatizar 
sus reglas como una medición de sus propiedades promedio espectrales variantes en el 
tiempo. 

Se adapta la función de tiempo-frecuencia de Wigner-Ville cuyo kernel es 1, para obtener 
el espectro tiempo-frecuencia y a partir de este se obtiene el atributo de frecuencia 
instantánea en  la traza compleja de la distribución.  

Este atributo permite establecer información de la frecuencia característica de los eventos, 
mediante una reflexión individual que fue producida por un solo efecto,  mediante la 
caracterización de la reflexión compuesta se produce un modelo de frecuencia que cambia 
su carácter, de la misma manera que cambian los efectos en la señal. También, se pueden 
establecer los cambios en la variación espectral en el tiempo.  

El espectro de potencia particularmente planteado por la distribución de Wigner-Ville, 
considera que la frecuencia central instantánea es frecuencia instantánea por sí misma y que 
la banda ancha espectral es siempre real y positiva, lo que permite expresar la banda ancha 
como una medida de la velocidad de cambio relativo de amplitud.  



ANÁLISIS DE LA FRECUENCIA INSTANTÁNEA DE LA SEÑAL 

DEGPR MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE WIGNER-VILLE 

58 
 

CAPITULO IV 

 
ANÁLISIS DE LA FRECUENCIA INSTANTÁNEA DE LA SEÑAL D E 
GPR MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE WIGNER-VILLE.  
 

OBJETIVO. 
 
Presentar una metodología para analizar la información de GPR y poder realzar eventos que 
no están claramente definidos, para localizar las anomalías en la señal e interpretar de 
manera más adecuada las características del subsuelo.  
  
Implementar el algoritmo de proceso para la obtención del radagrama sintético, de la 
transformación en tiempo-frecuencia de Wigner-Ville y el atributo en la traza compleja de 
frecuencia instantánea.  
 
INTRODUCCIÓN. 
 
La señal generada por el GPR generalmente contiene altos niveles de ruido, eventos que no 
están claramente definidos, energía electromagnética absorbida y anomalías  encubiertas en 
el perfil. La interpretación por medio de la técnica tradicional se realiza mediante la 
Transformada de Fourier, con la que se obtiene el espectro de frecuencias, que define las 
frecuencias que se encuentran en un periodo de tiempo y para las cuales podemos diseñar 
filtros y  visualizar algunas de las frecuencias de interés, sin que conozcamos  exactamente 
el momento en el cual cada una de las frecuencias  ocurre.         
 
Todo esto nos lleva a analizar con mayor detenimiento la información proporcionada por el  
GPR  para poder  interpretarla de una manera más adecuada, lo que se hace necesario llevar 
un proceso que permita mejorar la técnica de interpretación y procesamiento de la señal. 
 
Para modelar  datos de GPR se necesita conocer la forma de propagación de la onda 
electromagnética a través del medio y conocer los parámetros de ese medio, para hacerlo  
en este caso utilizaremos el método de radagramas sintéticos. 
  
La solución al problema del  método de radagramas sintéticos, permite establecer primero 
un modelo directo, en el que se plantea el problema y posteriormente un modelo inverso, 
por medio del cual se establece la estimación de los parámetros necesarios. 
 
El modelo directo consiste en obtener el campo eléctrico en la superficie de la Tierra, se 
hace a través de la teoría electromagnética,  asociando un modelo para un medio 
estratificado, al que se acopla un pulso eléctrico, en este caso un pulso de Ricker y se tiene 
obtiene la traza del radagrama sintético, posteriormente  se calibra el modelo. 
 
El modelo estratificado es  homogéneo e isótropo en una dimensión,  la solución a este tipo 
de modelo fue encontrada por Chew (1970), utilizando las ecuaciones de Maxwell,  las 
relaciones constitutivas y la relación empírica de la ley de Ohm, lo cual se describe 
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detalladamente en el capítulo I. Se establece entonces, la ecuación de onda y se resuelve 
considerando la propagación de la onda electromagnética mediante una polarización 
transversal de eléctrica y el concepto de onda plana, en un medio dieléctrico disipativo, se 
fijan las condiciones de frontera siguientes: 
 

�  Separación de medios en una superficie lisa 

� Los parámetros de los medios son constantes 

� La componente normal del campo magnético es continua 

� La componente del flujo varía discontinuamente 

� En la componente tangencial del campo la corriente eléctrica superficial es cero  

Con las cuales se llega a  los llamados coeficientes de transmisión y reflexión de Fresnel, 
estos coeficientes se generalizan para obtener el coeficiente generalizado para  n-capas o 
estratos del subsuelo,  con lo que se tiene  la formula de recurrencia con la que se obtiene el 
campo eléctrico en la superficie del  terreno.   
 
Al campo eléctrico obtenido en el dominio de las frecuencias, se le acopla  un pulso 
eléctrico, en este caso se utilizó el pulso de Ricker, esto se hace mediante el Teorema de 
Convolución y se pasa al dominio del tiempo mediante la Transformada de Fourier. 
 
PRUEBA DEL MODELO DIRECTO. 
 
Se implemento el algoritmo del proceso para la obtención de la traza del radagrama 
sintético y se prueba el modelo para ver su eficacia,  utilizando como herramienta de 
programación  las librerías de MATLAB, que tiene incluida una colección de archivos  
desarrollados para el análisis de señales no estacionarias usando transformaciones en 
tiempo-frecuencia, (Auger, et. al. 1996). 
 
Para calibrar el modelo directo, se adopta uno similar al empleado por Annan y Chua 
(1992) y Díaz (2003), mostrado en la figura (4.1), considerando las condiciones de frontera 
para  un modelo en un medio estratificado, isótropo y homogéneo. 
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Figura 4.1.- Modelo para un medio estratificado, isótropo y homogéneo  en 1-dimensión similar al de Annan 
y Chua, (1992); Díaz (2003). En el cual se definen sus características y  las condiciones de frontera. 
 
El modelo consta de tres capas o estratos,  una primera capa de roca caliza, una segunda 
capa que representa una caverna o cavidad definida por aire y una tercera capa de roca 
caliza. 
 
CARACTERISTICAS DEL SUBSUELO.  
 
Se calcula la traza del radagrama sintético,  usando las características de cada capa 
indicadas en la Tabla No. 1, como son tipo de material, profundidad, permeabilidad 
magnética, conductividad eléctrica y permitividad eléctrica, propiedades que varían entre 
capa y capa del subsuelo. 
 
 
Tabla 1.- Características de las capas que forman el modelo de prueba de tres capas, caliza-aire-caliza. 
CAPA 

 
MATERIAL PROFUNDIDAD 

(M) 
PERMEABILIDAD 

MAGNÉTICA 
(H/M) 

CONDUCTIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(S/M) 

PERMITIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(F/M) 
1 Caliza 0 

 0µ   
0.002 6ε0 

2 Aire 4 
0µ  

0 ε0 

3 Caliza 6 
0µ  

0.002 6ε0 

 
De acuerdo a los principios del método, la permeabilidad magnética se considera constante 
en cada una de las capas, siendo su valor el del espacio libre. 
 
DEFINICION DE PARÁMETROS. 
 
Tomando los parámetros de la Tabla 1 y la formulación matemática mostrada en el capítulo 
I, permite denotar una serie de tiempo continua, especificada solo en  tiempo discreto en el 
cual se define una ventana de muestreo de 200 ns y se toman 512 muestras por registro, 
para obtener el campo eléctrico en la superficie del terreno. 
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Usando el análisis de Fourier para estimar el espectro de potencia, es posible reproducir la 
señal original como una suma se senos y cosenos de diferente amplitud y fase, en el 
dominio de la frecuencia. 
 
Para mejorar las características del radagrama en el dominio del tiempo, se consideró la 
frecuencia de Nyquist y se hizo variar la frecuencia central del sistema en 200, 100 y 40 
MHz, aplicando en algunos casos  un factor de desplazamiento de 10 ns para visualizar 
mejor las reflexiones. 
 
Esto con la intención de ver como las características de la antena seleccionada, puede dar 
lugar a que rasgos importantes sean atenuados o perdido por completo. Los modelos que se 
describen a continuación. 
 
 
 
MODELO UTILIZANDO UNA FRECUENCIA  CENTRAL DE 200 MH z. EN EL 
SISTEMA. 
 
 
Para obtener la traza del radagrama sintético, se le asigna al modelo un valor de frecuencia 
central de 200 MHz,  empleando la ecuación para calcular el campo eléctrico, desarrollada 
en el capítulo I y con la información del modelo representado en las características  de la 
Tabla 1,  obtenemos una serie de tiempo, a cual aplicamos el análisis de Fourier y 
desplegamos la componente real y la componente imaginaria del campo eléctrico en la 
superficie de la Tierra, en el dominio de la frecuencia, donde la frecuencia y la forma de los 
armónicos tienen una amplitud y fase, como se muestra en las gráficas de la Figura No. 4.2. 
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Figura 4.2.-    Campo eléctrico obtenido en la superficie del terreno con una frecuencia central de 200 MHz, 
en el dominio de la frecuencia, en su parte real y su parte imaginaria.  
 
 
Posteriormente se requiere acoplar un pulso a la señal del campo eléctrico obtenido, en 
nuestro caso se escogió el pulso de Ricker, resolviéndose su ecuación, descrita  también en 
el capítulo I, con una frecuencia central de oscilación de 200 MHz que  es representado en 
tiempo y frecuencia en la Figura No.4.3. En la cual se puede ver las características de 
frecuencia, amplitud y longitud de onda específicas para el pulso. 
 

 
Figura 4.3.- Pulso de Ricker, representado en el dominio del tiempo y en el dominio de  la frecuencia, con una 
frecuencia central de 200 MHz. 
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Mediante el teorema de la convolución en el dominio de las frecuencias, se acopla la señal 
obtenida del pulso de Ricker con la señal del campo eléctrico  en la superficie de la Tierra. 
En la Figura No.4.4 se ve la traza del radagrama sintético en el dominio de la frecuencia, 
resultado de convolucionar la señal del campo eléctrico con la ondícula de Ricker. Así 
mismo, se aprecia la parte real e imaginaria de la traza del radagrama, donde se puede ver 
que la parte más alta de la envolvente muestra la frecuencia central.  
 

 
Figura 4.4.- Parte real y parte imaginaria de la traza del radagrama sintético en el dominio de la frecuencia, en 
donde la frecuencia central está definida en la parte más alta de las  dos envolventes  y es de 200 MHz. 
 
Los impulsos que representan las zonas de contraste o las interfaces, de las propiedades 
eléctricas propuestas por el modelo de prueba, son posibles de observar en la transformada 
inversa de Fourier del campo eléctrico, regresando al dominio del tiempo. La respuesta del 
medio estratificado se puede apreciar en la señal de la traza del radagrama sintético, en el 
dominio del tiempo, el cual también se obtiene mediante la transformada inversa de 
Fourier. 
 
Ambos conceptos son mostrados en la Figura No.4.5, para ver la amplitud relativa de cada 
una de las reflexiones en el radagrama y confirmar que el fenómeno físico es reproducido 
adecuadamente por el proceso, se verifica que la amplitud de la ondícula disminuya 
conforme ésta atraviese el medio estratificado. 
 
En la gráfica superior de la Figura No.4.5 se observan los pulsos, estos se dan, cuando se 
producen los cambios en las propiedades del subsuelo y se ven reflejados en el campo 
eléctrico sobre  la superficie de la Tierra, en el dominio del tiempo,  aproximadamente a 65  
y 78 ns. respectivamente. En la gráfica inferior de la misma figura, se ve la traza del 
radagrama sintético, en donde observamos el resultado de la convolución entre el campo 
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eléctrico y el pulso de Ricker, y vemos los pulsos con la forma obtenida a partir de esta 
operación, también en el dominio del tiempo. 
 
Los pulsos observados corresponden a la primera y segunda capa, propuesta en el modelo 
estratificado utilizando la frecuencia de 200 MHz.  Además vemos, que el procedimiento 
desarrollado no produce múltiples, ya que la traza se ve limpia, este comportamiento se 
debe, a que no se utilizó la solución homogénea de la función de Green, en la resolución de 
la ecuación de onda, ver capítulo I. 
 
 

 
Figura 4.5.- En la grafica superior se ven los pulsos de la primera y segunda capa del subsuelo, que aparecen 
aproximadamente en 65  y 78 ns respectivamente en el campo eléctrico, obtenido en la superficie de la Tierra 
en el dominio del tiempo.  En la grafica inferior se tiene la traza del radagrama sintético, en donde 
observamos la forma de los pulsos debidos al proceso de la convolución, entre el campo eléctrico y el pulso 
de Ricker,  en el dominio del tiempo. 
 
 
En el espectro de potencia de Fourier se puede ver bien definida la frecuencia central, en el 
pico más alto de la envolvente, que es de 200 MHz. Situación que se aprecia en la Figura 
No.4.6   
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Figura4.6.- Espectro de potencia  de Fourier de la traza del radagrama, con una frecuencia central en la parte 
más alta de la envolvente de 200 MHz. 
 
 
MODELO UTILIZANDO UNA FRECUENCIA CENTRAL DE 100 MHz . EN EL 
SISTEMA. 
 
 
Los resultados obtenidos con una frecuencia central de 100 MHz. se muestran a 
continuación. 
 
El campo eléctrico es resuelto asignándole ahora una frecuencia central de 100 MHz, la 
serie de tiempo es representada mediante el análisis de Fourier, desplegando la parte real y 
la parte imaginaria del campo. 
 
Si comparamos la Figura No.4.7 con la Figura No.4.2, podemos apreciar que la frecuencia 
y la forma de los armónicos en la señal del campo eléctrico cambian. La longitud de onda 
es mayor en el armónico. 
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Figura 4.7.-  Campo eléctrico obtenido en superficie de la Tierra, con 100 MHz de frecuencia central. Se 
muestra su componente real en la parte superior y su componente imaginaria en la parte inferior, en el 
dominio de la frecuencia 
 
El pulso de de Ricker, es calculado para una frecuencia central de 100 MHz, las 
características de frecuencia, amplitud y longitud de onda específicas para el pulso, se 
muestran en el dominio del tiempo y de la frecuencia, en la Figura No.4.8. 
 
 

                     
Figura 4.8.- Pulso de Ricker en el dominio del tiempo y su espectro de amplitud con 100 MHz de frecuencia 
central. 
 
La traza del radagrama sintético en el dominio de la frecuencia como resultado de 
convolucionar el campo eléctrico con la ondícula de Ricker, se aprecia en la Figura No.4.9 
en donde se ven sus componentes real e imaginaria.   
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Figura 4.9.- Componentes real e imaginaria de la traza del radagrama sintético en el dominio, obtenido con 
una frecuencia central de 100 MHz, la cual se observa en la parte más alta de la envolvente. 
 
Si comparamos la Figura No.4.4 con la Figura No.4.9, el valor de la longitud de onda en 
este caso aumenta en los armónicos de la señal.  
 
En la transformada inversa de Fourier del campo eléctrico obtenido, se ven los impulsos 
que representan las zonas de contraste de las propiedades electromagnéticas propuestas por 
el modelo, este concepto es mostrado en la grafica superior de la Figura No.4.10. 
 
En la grafica inferior de la Figura No.4.10, la transformada inversa de Fourier del 
radagrama sintético, en el dominio de la frecuencia, muestra la respuesta del medio 
estratificado, lo cual se puede apreciar en la señal de la traza sintética del radagrama, en el 
dominio del tiempo. Si se compara la Figura No.4.10 con la Figura No.4.5, los valores de la 
longitud de la onda aumentan así como la relación de la longitud de onda entre el espesor 
entre capas, por lo que todavía es posible diferenciar completamente la forma de los 
reflejos entre la primera capa y la segunda capa. 
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Figura 4.10.- Campo eléctrico en la superficie de la Tierra y la traza del radagrama sintético ambos conceptos 
en el dominio del  tiempo. Para el modelo con una frecuencia central de 100 MHz. La relación entre la 
longitud de la onda y el espesor de la capa, todavía permite diferenciar completamente los reflejos entre la 
primera capa y la segunda capa del medio estratificado. 
 
 
MODELO CON UNA FRECUENCIA CENTRAL DE 40 MHz. EN EL SISTEMA . 
 
              
Ahora se muestra el modelo con una frecuencia central de 40 MHz. 
 
La serie de tiempo  para el campo eléctrico es calculada con  la ecuación del campo 
eléctrico al asignar el valor de la frecuencia central de 40 MHz., al modelo, y se representan 
sus componentes real e imaginaria en la Figura No. 4.11 en el dominio de la frecuencia 
obtenidas mediante el análisis de Fourier. 
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Figura 4.11.-  Componentes real y imaginaria del campo eléctrico obtenido en la superficie del Tierra, en el 
dominio de la frecuencia, con una frecuencia central asignada de 40 MHz., se aprecia que la frecuencia y 
forma de los armónicos son mucho más amplios.  
 
Se observa en la Figura No. 4.11 que la frecuencia y la forma de los armónicos en la señal 
del campo eléctrico nuevamente cambian al comparar las Figuras No. 4.11, 4.7 y 4.2, donde 
se puede apreciar que la longitud de onda en los armónicos es mayor. 
 
Las características de frecuencia, amplitud y longitud de onda específicas para el pulso de 
Ricker son calculadas nuevamente, con una frecuencia central de 40 MHz., se muestran en 
el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia en la Figura No.4.12  

                      
Figura 4.12.- Pulso de Ricker en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia  con una frecuencia 
central de 40 MHz.  
 
 
Nuevamente obtenemos la traza de radagrama sintético como resultado de convolucionar el 
campo eléctrico con la ondícula de Ricker, ahora con una frecuencia de 40 MHz, en la 
Figura No. 4.13 se muestra la componente real y la componente imaginaria, en el dominio 
de la frecuencia. 
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Figura 4.13.-Las componentes de la trazas del radagrama sintético en el dominio de la frecuencia, con una 
frecuencia de 40 MHz., en la parte más alta de la envolvente. 
 
En la Figura No.4.13,   notamos que el valor de la longitud de onda en este caso aumenta en 
los armónicos de la señal, al compararlo con los resultados de los modelos a los cuales se 
asignaron valores de 200 y 100 MHz., mostrados en las Figuras  números 4. 4 y 4.9  
 
Al obtener la transformada inversa de Fourier, tanto del campo eléctrico obtenido en 
superficie de la Tierra, como de la traza de radagrama sintético resultado de la convolución 
entre el pulso de Ricker y el campo eléctrico, se obtiene la serie de tiempo del campo 
eléctrico y la traza de radagrama sintético ambos en el dominio del tiempo. Esto se ve en la 
Figura No. 4.14. 
 
 
 

 
 

Figura 4.14.- Campo eléctrico obtenido en el dominio del tiempo y la traza del radagrama sintético  con una 
frecuencia central de 40 MHz., la forma de la señal es diferente, el valor de la longitud de onda aumenta. 
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Al comparar las Figuras números 4.5 y 4.10 con la Figura No. 4.14, se puede percatar que  
la forma de la señal ha cambiado, el valor de la longitud de onda aumenta así como la 
relación entre la longitud de onda y el espesor de la capa, en el radagrama sintético 
calculado con una frecuencia central de 40 MHz, no se diferencia entre la primera y 
segunda capa, la forma de la onda se mezcla una con otra formando un solo reflejo. 
 
El fin de visualizar este fenómeno, el cual nos permite diferenciar la forma en que los 
reflejos se muestran en la señal, es porque la longitud de la onda afecta, la capacidad del 
GPR para identificar los estratos en un medio. Razón por la cual es necesario conocer la 
forma que tiene de entrada el sistema, o pulso que envía el GPR, el cual se simula con el 
pulso de Ricker, para dar la forma a la señal. Las diferentes antenas del GPR, nos permiten 
visualizar que cuando ellas transmiten altas frecuencias, se obtiene una mejor resolución de 
capas, pero baja penetración en profundidad y las bajas frecuencias en la antena permiten 
más penetración pero poca resolución de los estratos. 
 
Conociendo estos modelos en los cuales se ve la forma del pulso producida por el modelo 
en el sistema de GPR, permite analizar de mejor manera las características con las cuales 
debemos utilizar las antenas, para obtener mejores resultados en un estudio real. 
Por lo que es muy importante, hacer la selección de la antena del radar según los 
requerimientos del objetivo de estudio que se realice, se debe hacer con cuidado para no 
perder rasgos o características por completo, o bien, que sean atenuadas de tal forma que no 
se distingan en el estudio.   
 
MODELO INTRODUCIENDO UN DESPLAZAMIENTO DE 15 (ns). 
 
El mismo modelo estratificado de la sección anterior es utilizado para obtener una traza de 
radagrama pero en él se introduce un desplazamiento de 15 ns, esto se consigue 
multiplicando en frecuencia el pulso de Ricker por un factor de  ��6�z�  donde fd es la 
frecuencia de desplazamiento, la ondícula del pulso de Ricker es mostrado en la Figura No. 
4.15 y se representa con el fin de ver en el dominio del tiempo,  la ondícula del pulso de 
Ricker completa: 

                     
Figura 4.15.- Pulso de Ricker con desplazamiento de 15 (ns) en el dominio del tiempo. 
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En la Figura No.4.16, es mostrada la traza de radagrama sintético en el dominio de la 
frecuencia con el mismo desplazamiento de 15 ns. 
 

                     
Figura 4.16.- Traza del radagrama  sintético en el dominio de la frecuencia con un desplazamiento de 15 ns. 
 
A continuación se muestra en la Figura No. 4.17, la traza del radagrama sintético en el 
dominio del tiempo con desplazamiento de 15 ns, el cual varia en apariencia pues ahora es 
posible ver completamente el pulso que representa la incidencia de la energía en la 
superficie del Terreno, las posiciones de las reflexiones y sus amplitudes son consistentes 
en relación al modelo sin desplazar. 

                      
    Figura 4. 17.- Traza del radagrama sintético con desplazamiento de 15 (ns). 
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MODELO CON CONTRASTES DE PERMITIVIDAD ELÉCTRICA. 
 
Según Davis y Annan (1989), la permitividad eléctrica es suficiente para caracterizar 
eléctricamente a los materiales en altas frecuencias, esto es deducido dado que las 
propiedades de polarización dominan a las propiedades conductivas para la mayoría de los 
materiales geológicos. Sin embargo, en algunas ocasiones las secciones típicas de radar 
muestran reflejos múltiples de los reflejos relacionados únicamente a permitividad eléctrica 
y existe la posibilidad como se discutió en el Capítulo I, que alguna de estas reflexiones se 
relacione con la conductividad eléctrica. 
  
Por esta razón, se analizó el comportamiento del método ante variaciones de permitividad. 
El escenario consiste en dos modelos M1 y M2, como en el modelo anterior las 
características son mostradas en la Tabla 2:  
 
Las características de los modelos son: el tipo de material, la profundidad de las capas, la 
permeabilidad magnética, la conductividad eléctrica y la permitividad eléctrica de cada uno 
de los modelos, M1 y M2, propiedades que varían entre capa y capa del subsuelo. 
 
Tabla 2.- Modelos M1 y M2 con diferente contraste de permitividad, en M1 cambia la permitividad de mayor 
a menor y en M2 cambia de menor a mayor en las capas. 
CAPA MATERIAL PROFUNDIDAD 

(M) 
PERMEABILIDAD 

MAGNÉTICA 
(H/M) 

CONDUCTIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(S/M) 

PERMITIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(F/M) - M1 

PERMITIVIDAD 
ELÉCTRICA 
(F/M) – M2 

1 Caliza 0 
0µ  

0.002 10ε0 5ε0 

2 Aire 4 
0µ  

0 5Ε0 10Ε0 

3 Caliza 6 
0µ  

0.002 10ε0 5ε0 

  
Los resultados de las trazas del los radagramas sintéticos se muestran en la Figura No. 4.18, 
en gráfica superior se compara la forma de la reflexión, se ve que la reflexión  se invierte al 
pasar de una capa de mayor permitividad a otra de menor permitividad, conforme al 
modelo M1, lo anterior es claro si tenemos en cuenta la expresión para el cálculo del 
coeficiente de reflexión (R), donde R es negativo si  12 εε > , esto se puede ver en el 
capítulo I,  de aquí la inversión de la forma del pulso. Además la amplitud de reflejo en la 
segunda capa disminuye. 
 
Se puede ver también en la Figura No.4.18, en la gráfica inferior que cuando la reflexión 
pasa de una capa de menor permitividad a otra de mayor permitividad, de acuerdo a las 
características del modelo M2 donde la aparición del reflejo de la primera capa cambia de 
forma y al pasar al segundo reflejo regresa a la forma normal del reflejo y este reflejo toma 
más tiempo en aparecer, como se muestra al comparar las gráficas superior e inferior de la 
figura, esto es debido a que la energía adquiere mayor velocidad en presencia de materiales 
con menor permitividad dieléctrica. 
  
Esto permite visualizar en una traza real, que la aparición del reflejo en el radagrama puede 
variar en tiempo o el reflejo puede estar invertido, esto es dependiendo del contraste de 
permitividad que se tiene en el medio. 
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Figura 4.18.- Trazas de los radagramas sintéticos  con contrastes de permitividad, en ellas se distingue 
como,  la reflexión  se invierte al pasar de una capa de mayor permitividad a otra de menor permitividad, 
también la aparición del reflejo toma más tiempo en el modelo, cuando la reflexión pasa de una capa de 
menor permitividad a otra de mayor permitividad, como se muestra al comparar las gráficas superior e 
inferior. 
 
 
 MODELO CON CONTRASTE DE RESISTIVIDAD. 
 
A continuación veremos los resultados del método ante variaciones de resistividad. Para 
esto se empleo otra vez dos modelos, M1 y M2,  en los que cambiamos la entrada de 
conductividad eléctrica la cual es el inverso de la resistividad,  mostrados en la Tabla 3: 
  
 
Tabla 3.-  Modelos M1 y M2 con contraste de resistividad. El modelo M1 cambia la conductividad eléctrica 
de menor a mayor y en el modelo cambia la conductividad de mayor a menor en las capas. 
CAPA MATERIAL PROFUNDIDAD 

(M) 
PERMEABILIDAD 

MAGNÉTICA 
(H/M) 

CONDUCTIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(S/M)-M1 

CONDUCTIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(S/M)-M2 

PERMITIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(F/M) - 
1 Caliza 0 

0µ  
0.0001 0.002 6ε0 

2 Aire 2 
0µ  

0.002 0.0001 Ε0 

3 Caliza 4 
0µ  

0.0001 0.002 6ε0 

  
Los radagramas resultantes son mostrados en la Figura No. 4.19, se puede visualizar los 
reflejos de los modelos anteriores, comparando la amplitud de las reflexiones al pasar de un 
medio de menor conductividad a otro de mayor conductividad (M1) y cuando se pasa de 
uno de mayor conductividad a otro de menor conductividad (M2). Este comportamiento es 
reproducido por el método adecuadamente, recordando que a mayor resistividad 
corresponde un factor de atenuación menor y consecuentemente una menor amplitud de 
onda. 
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Figura 4.19.- Trazas de los Radagramas sintéticos de los modelos M1 y M2, con cambios de resistividad, 
donde se puede ver la diferencia de amplitud en las reflexiones. 
 
Esto nos permite ver el tiempo y la forma de aparición de los reflejos con el modelo, lo que 
nos permite reconocer en un estudio real lo que podríamos estar esperando en la señal real 
de GPR. 
 
 
MODELO VARIANDO EL ESPESOR DE LAS CAPAS.  
 
 
Se obtuvieron 7 trazas, con una diferente variación en profundidad entre las capas 
representadas en los modelos (M1, M2, M3, M4, M5, M6 y M7) de la Tabla 5, todos ellos 
con las mismas características de tipo de material, permeabilidad magnética, conductividad 
eléctrica y permitividad eléctrica, representadas en la Tabla 4. 
 
Esto hizo variar el tiempo de aparición de los reflejos en cada una de las 7 trazas, los cuales 
representan las capas y sus espesores en profundidad.  
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Tabla 4.- Características de las capas del modelo para formar las 7 trazas del radagrama sintético con la 
variación en profundidad. 
 

CAPA MATERIAL PERMEABILIDAD 
MAGNÉTICA 

(H/M) 

CONDUCTIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(S/M) 

PERMITIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(F/M) 
1 Caliza 

 0µ   
0.002 6ε0 

2 Aire 
0µ  

0 ε0 

3 Caliza 
0µ  

0.002 6ε0 

 
Tabla 5.- Variación de profundidad de las capas en los diferentes modelos para las trazas  7 del radagrama 
sintético. 

 
CAPA 

MODELO        
(M1) 

MODELO 
(M2) 

MODELO 
(M3) 

MODELO 
(M4) 

MODELO 
(M5) 

MODELO 
(M6) 

MODELO 
(M7) 

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
2 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 
3 7.0 6.0 5.0 4.0 3.0 2.0 1.0 

 
Para visualizar con mayor claridad la variación de la profundidad en las trazas, se tomaron 
las 7 trazas obtenidas en los modelos anteriores y se repitieron para representar un pequeño 
radagrama sintético de 13 trazas, iniciando en la traza M7 a la M1 y a partir de esta se 
repitieron  de la M2 a la M7, como se muestra en la Figura No. 4.20. 
 
La variación a la profundidad en las características del modelo es importante, porque 
pueden definir las geometrías que podrían ser identificadas más claramente en el 
radagrama, las cuales se forman con los reflejos,  al juntar varias trazas de GPR. 
 
Las 13 trazas del radagrama sintético, forman parte de un modelo en una dimensión, lo cual 
nos permitió ver la forma en que los reflejos definen una geometría  al ir variando la 
profundidad de las capas, con esto se empezó a visualizar la forma de una parábola, que es 
una forma característica de la representación del GPR, la cual muestra cambios en las 
características de cada una de las capas en el medio.  
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MODELO EN 1- DIMENSIÓN . 

                  
 
Figura 4.20.- Modelo en una dimensión del radagrama sintético, conformado por 13 trazas sintéticas de los7 
modelos de la Tabla 5,  en los que se hizo variar la profundidad de las capas y representadas iniciando en la 
traza M7 a la M1 y a partir de esta se repitieron  de la M2 a la M7 
 
TRANSFORMADA DE WIGNER-VILLE. 
 
Una vez formado el modelo en una dimensión, se hace el análisis tiempo-frecuencia por 
traza del modelo para un medio estratificado, isótropo y homogéneo  en 1-dimensión 
similar al de Annan y Chua, (1992); Díaz (2003). Utilizando las características de la Tabla 
1 y  las condiciones de frontera. 
 
Se obtiene la transformada de Wigner-Ville de la señal original del modelo, recordando 
cómo se explicó en el capítulo II, que esta transformación no es suavizada, ni se ha tomado 
un tramo específico de la señal y su  kernel es la unidad, por lo que únicamente se debe 
especificar la longitud del segmento temporal.  
Por regla general y mientras no se indique lo contrario, se tomaran matrices de N x N, 
donde N es el número de muestras del segmento temporal analizado, de esta forma, se 
mantiene el equilibrio del producto de la resolución espectral por la resolución temporal, 
debido al principio de incertidumbre de Heisenberg. 
 
Se utiliza el algoritmo de proceso de la Transformada de tiempo-frecuencia de Wigner-
Ville, desarrollado por Auger, et.al. (1996), en los cuales se usa la función de densidad de 



ANÁLISIS DE LA FRECUENCIA INSTANTÁNEA DE LA SEÑAL 

DEGPR MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE WIGNER-VILLE 

78 
 

energía para la descripción  de señales en tiempo y en frecuencia simultáneamente, cuyo 
interés principal es ver el contenido de los cambios de frecuencia en el tiempo. 
 
MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMACIÓN DE WI GNER-
VILLE UTILIZANDO UNA FRECUENCIA CENTRAL DE 200 MHz.  
 
Para este modelo, se utiliza la traza del radagrama sintético obtenida anteriormente,  
utilizando su segmento temporal y aplicando  el algoritmo de proceso para la 
transformación de Wigner-Ville. 
 
En la Figura No. 4. 21 se muestra los resultados en diferentes gráficas:  
 
En la gráfica superior se representa, la traza del radagrama sintético para el modelo 
utilizando la frecuencia central de 200 MHz. en el que se observa el tiempo de aparición de 
los reflejos entre 65  y 78 ns.  
 
La siguiente gráfica corresponde al plano tiempo-frecuencia de la transformación de 
Wigner-Ville, manteniendo un tamaño de 512 muestras en la ventana temporal completa, la 
cual corre de manera horizontal mostrando la resolución temporal y donde nuevamente se 
ve el tiempo de aparición de los reflejos en entre 65  y 78 ns., además la frecuencia corre 
verticalmente y muestra la resolución frecuencial, donde se ve la frecuencia y la forma de 
los armónicos en amplitud y fase,  los colores muestran el nivel de energía de la 
transformación.  
 
La tercer gráfica muestra una grafica en 3D de la misma traza, donde los ejes X, Y y Z 
representan respectivamente el tiempo, la frecuencia y el nivel de energía de la 
transformación de Wigner-Ville.  
 
Finalmente, la cuarta y última gráfica representa el espectro de potencia de la transformada 
de Fourier, en donde podemos ver la frecuencia central de 200 MHz, en la parte central de 
la envolvente. Si se analiza la información podemos ver que el espectro de poder de Fourier 
corresponde con la información obtenida en el espectro tiempo-frecuencia, dado por la 
transformación de Wigner-Ville. 
 
Esta versión discreta de la señal, puede ser afectada por aliasing, en particular si la señal es 
valuada y a la velocidad de Nyquist, a causa de la naturaleza cuadrática de la 
transformación de Wigner-Ville. Si muestreamos s con un periodo T, escrita x[n] = x[nT] y 
evaluamos la transformación en los puntos nT en tiempo, se obtiene una expresión discreta 
de tiempo continuo-frecuencia en la cual el periodo es 1/2T (diferente al periodo 1/T 
obtenido por Fourier de una señal muestreada a la velocidad de Nyquist). 
  
Recordando que si se considera la transformación de Wigner-Ville de la misma señal pero 
en su forma analítica el efecto aliasing desaparecerá, tal como los términos de interferencia 
entre componentes de frecuencia negativa y positivas (Cassande-Mottin, (2005). Por lo que 
se muestra la ventana correspondiente a la información útil de la señal analizada. 
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Figura 4.21.- La primer grafica muestra la traza del radagrama sintético con una frecuencia de 200 MHz., la 
segunda gráfica muestra el plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville, la tercera gráfica 
muestra la transformda tiempo-frecuencia de Wigner-Ville en 3D, la cuarta gráfica muestra el espectro de 
potencia de la transformada de Fourier. 
      
 
Para tener una visualización más clara de la segunda y de la tercer  gráfica de la figura 
No.4. 21, se muestra a continuación una ampliación de ellas en la Figura No. 4.22. 
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Figura 4.22.- La Gráfica superior muestra el plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville  y la 
grafica inferior muestra la transformación  tiempo-frecuencia de Wigner-Ville en 3D. 
 
MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMACIÓN DE WI GNER-
VILLE UTILIZANDO UNA FRECUENCIA CENTRAL DE 100 Mhz.   
 
Utilizando el segmento temporal de la traza del radagrama sintético obtenida con una 
frecuencia central de 100 MHz., en el cual se calcula mediante el algoritmo de proceso, la 
transformación de Wigner-Ville. 
 
Los resultados obtenidos se muestran en la Figura No. 4.23 donde se presentan cuatro 
graficas. 
 
En la grafica superior se ve la aparición de los reflejos de la señal, los cuales se presentan 
entre 65 y 78 ns., se aprecia como los valores de longitud de la onda aumentan, así como la 
relación de la longitud de onda del reflejo en la capa y el espesor entre capas,  con respecto 
a la grafica superior de la Figura No. 4.21, por lo que es todavía posible diferenciar los 
reflejos entre la primera y la segunda capa.  
 
El plano tiempo-frecuencia obtenido mediante la transformación de Wigner-Ville, se 
muestra en la segunda gráfica, en el se puede ver la ventana temporal en eje horizontal, 
definiendo la resolución temporal y mostrando la aparición de los reflejos entre 65 y 78 ns. 
En los reflejos se observa el aumento de los valores de longitud de la onda, así como la 
relación que guardan la longitud de onda y el espesor entre capas. En el eje vertical, se ve la 
frecuencia definiendo la resolución frecuencial, donde cambia la frecuencia y la forma de 
los armónicos en amplitud y fase, se nota que la longitud de onda es mayor. El nivel de 
energía de la transformación se muestra en colores.  
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En la tercer gráfica se muestra una gráfica en 3D de la transformada de Wigner-Ville, de la 
misma traza del radagrama sintético, donde el tiempo, la frecuencia y el nivel de energía de 
la transformación son representados en los ejes X, Y y Z respectivamente.  
 
Finalmente se muestra en la cuarta grafica el espectro de potencia de Fourier, de la traza del 
radagrama sintético, en donde se puede ver la frecuencia central de 100 MHz.,en la parte 
central de la envolvente. Donde la forma del armónico es mayor que en el de la Figura No. 
4.21. Si analizamos la información podemos ver que el espectro de poder de Fourier 
corresponde con la información obtenida en el espectro tiempo-frecuencia de Wigner-Ville. 
 
En la Figura No.4.24 se muestran la segunda y terceras gráficas de la Figura No. 4.23, con 
el fin de tener una mayor visualización de los cambios que aparecen en el plano tiempo-
frecuencia, entre el modelo de la traza de radagrama sintético con una frecuencia de 200 
MHz de la Figura No .4.21 y el modelo de la traza de radagrama sintético con una 
frecuencia de 100 MHz. de la Figura No. 4.23. 
 
 
  

    
Figura 4.23.- La primer grafica muestra la traza del radagrama sintético con una frecuencia de 100 MHz., la 
segunda gráfica muestra el plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville, la tercera gráfica 
muestra la transformada en tiempo-frecuencia de la tranformación de Wigner-Ville en 3D, la cuarta gráfica 
muestra el espectro de potencia de la transformada de Fourier.      
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Figura 24.- La grafica superior muestra, el plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville  de la 
traza del radagrama sintético obtenido con una frecuencia central 100 MHz. La grafica inferior muestra la 
transformación tiempo-frecuencia de Wigner-Ville en 3D 
 
MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMACIÓN DE WI GNER-
VILLE UTILIZANDO UNA FRECUENCIA CENTRAL DE 40 MHz. 
 
En este modelo, nuevamente utilizamos la traza de radagrama sintético pero ahora obtenido 
con una frecuencia central de 40 MHz., en el cual se calcula nuevamente mediante el 
algoritmo de proceso, la transformación de Wigner-Ville. 
 
Los resultados se muestran en cuatro gráficas en la Figura No. 4.25. 
 
En la primera gráfica de la Figura No.4.25, se muestra la traza del radagrama sintético 
obtenido para una frecuencia central de 40 MHz., donde se puede apreciar  que el valor de 
la longitud de onda aumenta así como la relación entre la longitud de onda y el espesor de 
la capa, con respectos a las Figuras No.4.21 y 4.23, en este radagrama sintético calculado 
con una frecuencia central de 40 MHz, no se visualiza la segunda capa. 
 
En la segunda gráfica se muestra el plano tiempo-frecuencia obtenido mediante la 
transformación de Wigner-Ville, en el se puede ver la ventana temporal en eje horizontal, 
donde se pierde un poco la resolución temporal y mostrando la aparición de un solo reflejo 
que abarca desde 65 y 85 ns. En los reflejos se observa el aumento de los valores de 
longitud de la onda, donde se pierde la relación que guardan la longitud de onda y el 
espesor entre capas, por lo que en el plano no se diferencian las dos capas. En el eje 
vertical, se ve la frecuencia definiendo la resolución frecuencial, donde cambia la 
frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y fase, se nota que la longitud de onda 
es mayor que con respecto a las figuras números 4.21 y 4.23. El nivel de energía de la 
transformación se muestra en colores.  
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En la tercer gráfica se muestra una gráfica en 3D de la misma traza del radagrama sintético, 
en la que se calculo la transformada de Wigner-Ville, donde el tiempo, la frecuencia y el 
nivel de energía de la transformación son representados en los ejes X, Y y Z 
respectivamente.  
 
Finalmente se muestra en la cuarta gráfica el espectro de potencia de Fourier, en donde se 
puede ver la frecuencia central de 40 MHz, en la parte central de la envolvente, si 
analizamos la información podemos ver que el espectro de poder de Fourier corresponde 
con la información obtenida en el espectro tiempo-frecuencia de Wigner-Ville, donde la 
forma de los armónicos es más amplia que en las figuras números 4.21 y 4.23. 
 
En la Figura No. 4.26, se muestran la segunda y tercera gráfica de la Figura No. 4.25, con el 
fin de tener una mayor visualización de los cambios que aparecen en el plano tiempo- 
frecuencia de la transformada de Wigner-Ville, entre los modelos de la traza con una 
frecuencia de 200 MHz de la Figura No. 4.21, el modelo de la traza con una frecuencia de 
100 MHz. de la Figura No. 4.23 y el modelo de la traza de la Figura No. 4.25. 
    

             
 
Figura 4.25.- La primer grafica muestra la traza del radagrama sintético con una frecuencia de 40 MHz., la 
segunda gráfica muestra el plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville, en la que se pierde 
resolución temporal y no se visualiza la diferencia entre la primera y segunda capa, la tercera gráfica muestra 
la transformada en tiempo-frecuencia de la tranformación de Wigner-Ville en 3D, donde se ve la mayor 
longitud de onda,  la cuarta gráfica muestra el espectro de potencia de la transformada de Fourier.      
 
 
 



ANÁLISIS DE LA FRECUENCIA INSTANTÁNEA DE LA SEÑAL 

DEGPR MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE WIGNER-VILLE 

84 
 

 
 

                 
 
Figura 4.26.- La gráfica superior muestra, el plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville,  de 
la traza del radagrama sintético obtenido con una frecuencia central 40 Mhz. La gráfica inferior muestra la 
transformación tiempo-frecuencia de Wigner-Ville en 3D. 
 
 
MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMACIÓN DE WI GNER-
VILLE INTRODUCIENDO UN DESPLAZAMIENTO. 
 
A la traza del radagrama sintético obtenida con una frecuencia central de 100 MHz., se le 
introduce un desplazamiento de 25 ns, se obtiene el plano tiempo-frecuencia mediante la 
transformada de Wigner-Ville, los resultados se muestran en la Figura No. 4.27, en donde 
se muestra en la gráfica superior, el plano tiempo-frecuencia obtenido mediante la 
transformada de Wigner-Ville, la ondícula del pulso de Ricker se ve desplazada y reflejada 
completamente, los reflejos de la primera y segunda capas también se ven desplazados y 
reflejados. 
 
En la gráfica inferior de la Figura No.4.27 se ven la transformada de Wigner-Ville en 3D, el 
desplazamiento y el reflejo de la ondícula del pulso de Ricker  de forma completa y los 
desplazamientos y los  reflejos de la primera y segunda capa.  
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Figura 4.27.- La gráfica superior muestra el plano tiempo-frecuencia de la Transformada de Wigner-Ville de 
la traza del radagrama sintético obtenida con un desplazamiento de 25 ns. La gráfica inferior muestra la 
transformada de Wigner-Ville de la traza del radagrama sintético. 
 
 
MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMADA DE WIGN ER-
VILLE CON CONTRASTES DE PERMITIVIDAD. 
 
Para mostrar este modelo se utilizaran los resultados del método ante variaciones de 
permitividad, en el que se emplearon dos modelos, M1 y M2,  en los que se cambia la 
entrada de permitividad eléctrica, mostrada en la Tabla 2. 
 
A las trazas de los modelos M1 y M2, en las cuales se obtuvo la transformada de Wigner-
Ville, los resultados son mostrados en las figura números 4.28 y 4.29. 
 
En la gráfica superior de la Figura No. 4.28, se muestran  los resultados de las traza del 
modelo (M1), donde se pasa de una capa de mayor permitividad a una capa de menor 
permitividad. El plano tiempo-frecuencia obtenido mediante la transformada de Wigner-
Ville, muestra que el reflejo de la primera capa se presenta a los 65 ns, y absorbe la mayor 
parte de energía de la señal, el reflejo de la segunda capa tarda en presentarse y lo hace en 
los 87 ns, donde la energía en la señal se debilita. 
 
En la gráfica inferior de Figura No. 28, se muestra el resultado de la traza del modelo (M2), 
donde se pasa de una capa de menor permitividad a otra capa de mayor permitividad. El 
plano tiempo-frecuencia obtenido mediante la transformada de Wigner-Ville, muestra que 
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los reflejos con este comportamiento son reproducidos por el método adecuadamente, 
recordando que a mayor permitividad corresponde un factor de atenuación menor y 
consecuentemente una mayor amplitud de onda. 
 
En la Figura No.4.29, se muestran dos gráficas que muestra la transformada de Wigner-
Ville  en 3D, con los resultados del método con las variaciones de permitividad, donde en la 
gráfica superior muestra los resultados  de modelos M1 y en la gráfica inferior se muestran 
los resultados del modelo M2  
 
 
 

          
Figura 4.28.- Se muestran los planos tiempo-frecuencia obtenidos mediante la transformada de Wigner-Ville, 
en la gráfica superior se ven los cambios de permitividad del modelo (M1) y en la gráfica inferior se muestra 
los cambios de permitividad del modelo (M2). 
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Figura 4.29.- Se muestra la transformada de Wigner-Ville de las trazas de los modelos M1 y M2 en 3D, 
obtenidos con diferentes contrastes de resistividad. 
 
 
MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMADA WIGNER- VILLE 
CON CONTRASTES DE RESISTIVIDAD. 
 
Para mostrar este modelo, se analizan las trazas de los modelos obtenidos anteriormente 
ante variaciones de resistividad, donde se emplearon los dos modelos M1 y M2 mostrados 
en la Tabla 3, con los cambios en la entrada de conductividad eléctrica la cual es el inverso 
de la resistividad. 
 
La transformada de Wigner-Ville es aplicada a las trazas de los modelos M1 y M2,  los 
resultados son mostrados en las figuras números 4.30 y 4.31. 
 
En la Figura No.4.30, se representa el plano tiempo-frecuencia obtenido mediante la 
transformación de Wigner-Ville, en la gráfica superior, en el plano se visualiza la amplitud 
de la reflexión al pasar de un medio de mayor resistividad a uno de menor resistividad, en 
este caso sólo uno de los reflejos,  el que representa la primera capa del modelo se puede 
ver, esto es porque en esta capa se absorbe la energía de la señal. 
En la gráfica inferior, en el plano tiempo-frecuencia se observa como la amplitud de la 
reflexión pasa de medio de menor resistividad a uno de mayor resistividad, en este caso el 
factor de atenuación es mayor porque la primera capa representa una resistividad menor y 
consecuentemente se produce una menor amplitud de la onda y el reflejo casi se pierde a la 
vista.     
 
En la Figura No. 4.31 se ve la representación de transformada de Wigner-Ville, en dos 
gráficas en 3D, la grafica superior muestra los resultados para el modelo M1 y la gráfica 
inferior se visualizan los resultados para el modelo M2. 
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Figura 4.30.- El plano tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville es representado y en la gráfica 
superior se ven los contrastes de resistividad para el modelo M1, en el sólo se percibe el reflejo de la primera 
capa y en la gráfica inferior se ven los contrastes de reistividad para el modelo M2, el reflejo de la primera 
capa es casi imperceptible. 
       

 
Figura 4.31.- La transformada de Wigner-Ville es representada en 3D, obtenida mediante las trazas con 
contrastes de resistividad, en la gráfica superior se muestra la traza del modelo M1 y en la gráfica inferior se 
muestra la traza del modelo M2. 
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MODELO TIEMPO-FRECUENCIA DE LA TRANSFORMADA DE WIGN ER-
VILLE VARIANDO EL ESPESOR DE LAS CAPAS. 
 
Las 7 trazas obtenidas, con una diferente variación en profundidad entre las capas 
representadas en los modelos (M1, M2, M3, M4, M5, M6 y M7) de la Tabla 5 y utilizando 
la características de la Tabla 4, que hicieron variar el tiempo de aparición de los reflejos, se 
obtuvieron las transformadas de Wigner-Ville, para obtener los planos de tiempo-
frecuencia de cada una de las trazas. 
 
Los planos tiempo-frecuencia de la transformación de Wigner-Ville, mantienen el tamaño 
de la ventana temporal completa en cada una de las trazas, la cual corre de manera 
horizontal mostrando la resolución temporal y donde nuevamente se ve el tiempo de 
aparición de los reflejos con la variación en profundidad de cada una de las trazas. Además 
la frecuencia corre verticalmente y muestra la resolución frecuencial, donde se ve la 
frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y fase,  los colores muestran el nivel de 
energía de la transformación.  
 
Para visualizar con mayor claridad la variación de la profundidad en las trazas en la 
transformada de Wigner-Ville, se tomaron las 7 trazas obtenidas en los modelos y se 
repitieron para representar los planos tiempo-frecuencia de 13 trazas, iniciando en la traza 
M7 a la M1 y a partir de esta se repitieron  de la M2 a la M7, como se muestra en la Figura 
No. 4.32. 
 
Las 13 trazas de los planos tiempo-frecuencia, forman parte de un modelo en una 
dimension, las trazas van definiendo también la forma característica de la representación de 
la señal de GPR,  
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MODELO EN 2- DIMENSIÓN. 
 
 

  
Figura 4.32.- Los planos tiempo-frecuencia de la transformada de Wigne-Ville de 13 trazas, iniciando en la 
traza M7 a la M1 y a partir de esta se repitieron  de la M2 a la M7 
 
 
En la Figuran No.4.33 podemos ver, los planos tiempo-frecuencias de la transformada de 
Wigner-Ville de las trazas obtenidas con los modelos del M1 al M7, en graficas 3D y en 
orden descendente. 
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Figura 4.33.-Planos tiempo-frecuencias de la transformada de Wigner-Ville de las trazas obtenidas con los 
modelos del M1 al M7, representados en graficas 3D en orden descendente. 
 
MODELO 3 - DIMENSIONES. 
 
Con las 13 trazas representadas en el modelo en 2-Dimensión, se genera el modelo en 3-
Dimensiones que se muestra en la Figura No. 4.34, con lo que podemos visualizar lo que en 
un radagrama real podría representar una anomalía en forma  de parábola. 
 
En el eje X mantienen el tamaño de la ventana temporal completa en cada una de las trazas, 
la cual corre de manera horizontal mostrando la resolución temporal y donde nuevamente 
se ve el tiempo de aparición de los reflejos con la variación en profundidad de cada una de 
las trazas. Además, en el eje Y, se ve  la frecuencia que corre verticalmente y muestra la 
resolución frecuencial, donde se ve la frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y 
fase,  en el eje Z se representan las trazas y  los colores muestran el nivel de energía de la 
transformación.  
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Figura 4.34.- Las 13 trazas representadas en un modelo 3-Dimensiones, con lo que podemos visualizar lo que 
en un radagrama real podría representar una anomalía en forma  de parábola. 
 
 
MODELO DE FRECUENCIA INSTANTÁNEA DE TRAZA COMPLEJA EN EL 
PLANO TIEMPO FRECUENCIA. 
 
Para  revelar las propiedades de variación espectral de la información en  tiempo y poder 
ayudar en la búsqueda de frecuencias ocultas o bajas, se utiliza la frecuencia instantánea, 
que es un atributo de frecuencia que está representada en tiempo, proporcionando una 
mejor precisión de la ubicación de los reflectores, como no necesita conversiones que 
pudieran arrastrar errores, implica una mayor exactitud en los resultados, ver capítulo III. 
 
Utilizando el algoritmo de proceso, desarrollo para obtener de cada una de las 13 trazas a 
partir del espectro de tiempo-frecuencia de Wigner-Ville, se obtuvo el atributo de traza 
compleja de frecuencia instantánea, con el que se construye un modelo. 
 
La frecuencia instantánea de traza compleja la podemos ver en el modelo  de la Figura 
No.4.35, el cual es construido con las 13 trazas, en las que se obtuvo desde el espectro de 
Wigner-Ville anteriormente. 
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Figura 4.35.- Modelo del atributo de frecuencia instantánea de traza compleja, construido con las 13 trazas en 
las que anteriormente se había obtenido el plano tiempo-frecuencia de Wigner-Ville. 
 
Con este proceso mostrado, podemos implementar una metodología, que nos permita 
obtener para cada una de las zonas que se desea estudiar, un modelo con las características 
que nosotros esperamos de esa zona, utilizando un conocimiento geotécnico y geológico 
previo que nosotros visualizamos de la zona y compararlo con un radagrama real obtenido 
en el lugar el procedimiento se muestra con un ejemplo práctico a continuación. 
 
 
EJEMPLO PRÁCTICO. 
 
Para este estudio, en el que se deseaba controlar de una mejor manera las características del 
subsuelo, se requirió de un lugar para hacerlo. El área de estudio se localizó en una zona de 
transición, de la Cuenca del Valle de México, cerca de la laguna de Zumpango, región que 
pertenece al periodo cuaternario, ver la Figura No 40.  
 
Esta zona es una de las mayores concentraciones de personas, con alrededor de 22 millones 
de personas, el área de estudio se encuentra en el municipio de Teoloyucan en el Estado de 
México, a unos 40 km aproximadamente del centro de la Ciudad de México, ver Figura No 
4.36. 
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Figura 4.36.- El Valle de México o Valle de Anahuac, el pin representa el municipio de Teoloyucan en Estado 
de México, zona en la que se hizo el estudio.  
 
En el municipio de Teoloyucan, en el predio en el que se ubica el Observatorio Magnético 
de la Universidad Nacional Autónoma de México, es lugar en el cual se pretende mostrar el 
método de análisis descrito anteriormente, ver la Figura No, 4.37.  
 
En este predio, primero se definieron las características controladas para la obtención de un 
radagrama sintético, posteriormente, la obtención de datos para definir un radagrama real y 
después comparar los dos radagramas con la finalidad de ver la efectividad del método. 
 

                   
 
Figura 4.37.- Muestra el municipio de Teoloyucan en el Estado de México y el predio del Observatorio 
Magnético de la Universidad Nacional Autónoma de México, lugar donde se realiza el estudio.                  
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 Modelo Propuesto. 
 
Para definir las caracteristicas del modelo propuesto para obtener el radagrama sintético, se 
supone lo siguiente: 
 
Se describe un modelo en el cual la señal que se quiere obtener, atraviesa un estrato de 
suelo poco consolidado y un tambo metálico de 0.60 m de diámetro enterrado a una 
profundidad de 1.60 m, como se muestra en la Figura No.4.38. 
 
En la Figura No. 4.38, también se muestra el lugar donde la traza del radagreama sintético 
es calculada, con el método de radgramas sintéticos y a través de un modelo directo para un 
medio estratificado, isótropo y homogéneo cuyas características se suponen previamente y 
son mostradas en la Tabla 6. 
 

               
 
Figura 4.38.- Muestra el modelo propuesto, la señal que se quiere obtener atraviesa un suelo poco consolidado 
y un tambo metálico enterrado a 1.60 m de profundidad, se muestra también donde se obtiene la traza del 
radagrama sintético. 
 
Tabla  6.- Características del modelo directo propuesto. 

CAPA MATERIAL PROFUNDIDAD 
(M) 

PERMEABILIDAD 
MAGNÉTICA (H/M) 

CONDUCTIVIDAD 
ELÉCTRICA (S/M) 

PERMITIVIDAD 
ELÉCTRICA 

(F/M) 

1 Suelo 
pobremente 
consolidado 

 
0.00 

 

 
15 

 
6ε0 

2 Aire 1.00 
 

0 ε0 

3 Suelo 
pobremente 
consolidado 

 
0.60 

 

 
15 

 
6ε0 

 
 
Para obtener la traza del radagrama sintético, se le asigna al modelo un valor de frecuencia 
central de 270 MHz,  empleando la ecuación para calcular el campo eléctrico, desarrollada 
en el capítulo I y con la información del modelo representado en las características  de la 
Tabla 6. 

0µ

0µ

0µ
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Los resultados del campo eléctrico en la superficie de la Tierra, se muestran en la Figura 
No. 4.39, en una serie de tiempo, a la cual le aplicamos el análisis de Fourier para ver su 
parte real  y su parte imaginaria en el dominio de la frecuencia, se aprecia también la 
frecuencia y la forma de los armónicos, que cambian en amplitud y fase. 

             
 
Figura 4.39.-El campo eléctrico en el dominio de la frecuencia, mostrando su parte real y su parte imaginaria, 
donde se aprecia la frecuencia y la forma en que cambian en amplitud y fase los armónicos. 
 
Para acoplar un pulso eléctrico a la señal del campo eléctrico obtenido, para obtener la traza 
de radagrama sintético, se escogió el pulso de Ricker, se calcula el pulso resolviéndose su 
ecuación, descrita  también en el capítulo I, con una frecuencia central de oscilación de 270 
MHz., es representado en los dominios de tiempo y frecuencia en la Figura No.4.40. En la 
cual se puede ver las características de frecuencia, amplitud y longitud de onda específicas 
para el pulso. 
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Figura 4.40.- Características de frecuencia, amplitud y longitud de onda específicas para el Pulso de Ricker, 
con una frecuencia central de 270 MHz., representado en la gráfica superior en el dominio del tiempo y en la 
gráfica inferior en  el dominio de la frecuencia.   
 
La traza del radagrama sintético en el dominio de la frecuencia es el resultado de 
convolucionar la señal del campo eléctrico con la ondícula de Ricker, mediante el Teorema 
de Convolución, en la Figura No.4.41 se aprecia, su representación en el dominio de la 
frecuencia y podemos ver su parte real y su parte imaginaria. 
 
 

 
Figura 4.41.- La traza del radagrama sintético en el dominio de la frecuencia, se representa en el dominio de 
la frecuencia su parte real y su parte imaginaria. 
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Mediante la trasnsformada de Fourier, podemos obtener el espectro potencia en el dominio 
de la frecuencia de la señal del modelo propuesto, el espectro de potencia  de la traza de 
radagrama sintético y se muestra en la Figura No. 4.42 En el cual en la parte central de su 
envolvente se puede apreciar la frecuencia central de 270 MHz. 
 

                    
 
Figura 4.42.- Espectro de potencia de la señal del modelo propuesto, donde se puede ver la frecuencia central 
de 270 MHz, en la parte central de la envolvente.  
 
El radagrama sintético obtenido en el dominio de la frecuencia, se pasa al dominio del 
tiempo mediante la transformada inversa de Fourier, la traza del radagrama sintético del 
modelo propuesto en el dominio del tiempo se representa en la Figura No.4.43. Los reflejos 
aparecen a los 18 ns. Y 39 ns., los cuales representan la posición del tambo enterrado. 
 

            
 

 
Figura 4.43.- Traza del radagrama sintético del modelo propuesto, representado en el dominio del tiempo, 
donde se ven los reflejos a 18 y 39 ns., que representan entre ellos el lugar donde se encuentra el tambo 
enterrado. 
 
Una vez obtenida la traza de radagrama sintético, para poder compararla con la traza real es 
necesario obtener el radagrama real, en el  lugar donde se decidió obtener los datos. Para 
obtener el radagrama real se utilizo un equipo de GPR, modelo SIR-2003  fabricado por la 
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empresa GSSI, la antena  que se empleo es de 270 Mhz,, la cual trabaja de modo mono 
estático,  es decir, la misma antena transmite y recibe la señal. 
 
La profundidad de penetración del GPR, depende del desempeño del sistema de radar,  la 
atenuación de la onda electromagnética depende de las características de los diferentes 
medios. Las reflexiones se presentan en los cambios de las características  en  las interfaces 
eléctricas. Su rango de operación, de este aparato es de onda corta de muy alta frecuencia y 
cuya resolución se presenta en una gráfica llamada radagrama, de manera  horizontal y 
vertical, como se vio en el capítulo I. 
 
En el predio, se ubicó un área de 8.00 m de longitud y 1.20 m de ancho, en donde se hizo 
una excavación para enterrar el tambo metálico, se definió un Perfil A-A’ del que se obtuvo 
un  radagrama real. Figura No. 4.44. 
 

  
 
Figura 4.44.- Ubicación de la excavación donde se enterró el tambo metálico, en el predio, en donde  se pasó 
el equipo de GPR y en el cual se obtuvo el perfil A-A’ del radagrama real. 
 
Se presenta un croquis, en el cual se ve la forma en que se toman las características de 
cambio de las capas, para generar la traza de radagrama sintético del modelo propuesto  en 
el lugar y tomar un perfil A-A’ que genere un pequeño radagrama real. Este lo podemos ver 
en la Figura No. 4.45.  
 

                  
Figura 4.45.- Croquis de las características de cambio de las capas, para generar la traza de radagrama 
sintético del modelo propuesto  en el lugar y tomar un perfil A-A’ que genere un pequeño radagrama real 
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El GPR generó un radagrama real, en el perfil A-A’ con 1024 muestras por traza, 100 trazas 
por metro, en una ventana de 120 ns., fueron analizadas todas las trazas  y se seleccionaron 
20 trazas, de las 800 trazas obtenidas, en el tramo comprendido de la traza número 275 a la 
número 294. De las 20 trazas seleccionadas, una, la 285, fue con la cual se ejemplificó el 
proceso. En el perfil A-A’, las trazas que fueron seleccionadas se consideraron que 
formaban parte de una zona anómala del radagrama, se puso atención y cuidado en esta 
zona, porque podría ser la señal generada por el tambo metálico enterrado en la zona. La 
frecuencia central de muestro de la antena es 270 MHz., ver la Figura No.4.46. 
 
En la anomalía,  se consideró que era la señal producida por el GPR de los cambios en las 
características del medio.  Se define una figura en forma de parábola que se podía ver más o 
menos de los 15 ns. A los 20 ns., que podía ser el tambo metálico enterrado.  
 
         

      
 
Figura 4.46.- Perfil A-A’, la zona de las traza que fueron seleccionadas y donde se puede ver una anomalía en 
la señal de GPR que puede ser el tambo metálico, se presenta también la traza número 285 con la que se 
ejemplifica el proceso. 
 
 
Traza  sintética. 
 
Se analizó, la traza de radagrama sintético que se obtuvo mediante el modelo propuesto 
para el medio en donde se enterró el tambo metálico. Se calculó el plano tiempo- frecuencia 
de la transformada de Wigner-Ville, y se obtuvo el espectro de potencia de Fourier de la 
traza de radagrama sintética. 
 
En la Figura No.4.47, en la primera gráfica se representa la traza del radagrama sintético, 
en donde podemos ver los reflejos de la señal producidos por el cambio de las 
características del modelo propuesto, estos aparecen a los 18 ns y a los 37 ns.  
 
En la segunda gráfica vemos el plano tiempo frecuencia de la transformada de Wigner-
Ville, donde se ve la ventana temporal completa, la cual corre de manera horizontal 
mostrando la resolución temporal y donde se ve el tiempo de aparición de los reflejos en 
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entre los 18 ns  y los 37 ns., además la frecuencia corre verticalmente y muestra la 
resolución frecuencial, donde se ve la frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y 
fase,  los colores muestran el nivel de energía de la transformación.  
   
En la tercera gráfica se muestra la transformada de Wigner-Ville en 3D, de la misma traza, 
donde los ejes X, Y y Z representan respectivamente el tiempo, la frecuencia y el nivel de 
energía de la transformación de Wigner-Ville. Se ve el tiempo de aparición de los reflejos 
en entre los 18 ns  y los 37 ns., se representan después de estos, múltiples.  
 
En la cuarta gráfica, que aparece en el lado derecho de la Figura No.4.47, se representa el 
espectro de potencia de la transformada de Fourier, en donde se visualiza en la parte central 
de la envolvente  la frecuencia central de 270 MHz.,  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Figura 4.47.- En la gráfica superior se muestra la traza sintética obtenida con el modelo propuesto, en la 
segunda gráfica se presenta el plano tiempo-frecuencia de la transformada  Wigner-Ville, en la tercera gráfica  
se presenta la transformada de Wigner-Ville en 3D y en la cuarta gráfica situada a la derecha se muestra 
espectro de potencia de la transformada de Fourier. 
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Traza real. 
 
Se analizó la señal generada por el GPR, sin embargo pequeños objetivos, tales como un 
cambio de capa o de estrato pueden ser obscurecidos por la onda directa y su reflexión 
superficial, por lo que la onda directa y su reflexión son removidos mediante la aplicación 
de un filtro (un simple promedio de autoregresivo movimiento), para quitar la parte de estos 
ecos no deseados, en el resultado solo vemos las componentes de reflexión de nuestro 
interés, (Lopera, 2007). 
 
Se  utilizaron las 800 trazas generadas por el GPR, a cada una de ellas se calculó la 
Transformada de Wigner-Ville, y para ejemplificar el procedimiento, se muestra la traza 
No. 285, de las 20 trazas seleccionadas en la zona de anomalías del radagrama.  
 
En la Figura No.4.48, se puede ver en la gráfica superior, la traza real número 285, a la cual 
se removió la onda directa y su reflexión, pero en la cual no podemos definir la aparición de 
los reflejos que deberían ser representados de la parte superior e inferior del tambo 
enterrado. 
 
En la segunda gráfica se representa, el plano tiempo-frecuencia de la transformada de 
Wigner-Ville, donde se ve la ventana temporal completa, la cual corre de manera horizontal 
mostrando la resolución temporal y donde se ve el tiempo de aparición de  los reflejos entre 
los 18 ns  y los 37 ns., la forma de los armónicos es más amplia que en las los reflejos 
obtenidos mediante este mismo proceso para la traza de radagrama sintético, sin embargo 
todavía se definen. 
  
Además la frecuencia corre verticalmente y muestra la resolución frecuencial, donde se ve 
la frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y fase,  los colores muestran el nivel 
de energía de la transformación.  
 
En la tercera gráfica se muestra la transformada de Wigner-Ville en 3D, de la misma traza, 
donde los ejes X, Y y Z representan respectivamente el tiempo,  la frecuencia y el nivel de 
energía de la transformación de Wigner-Ville. La resolución temporal se ve mejor definida 
que en la representación del plano tiempo-frecuencia, los reflejos que representa el cambio 
de las características de los estratos, por lo que suponemos se debe al tambo metálico 
previamente enterrado, con lo cual corroboramos  que la traza sintética, nos genera una 
información similar a la traza real. 
 
En la cuarta gráfica que se encuentra a la derecha de la Figura No.4.48,  representa el 
espectro de potencia de la transformada de Fourier, en donde se visualiza la frecuencia 
central de 270 MHz., con lo que corrobora la información del plano tiempo-frecuencia de la 
transformada de Wigner-Ville.  
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Figura 4.48.- Gráfica superior muestra la traza real obtenida con el GPR del radagrama sintético, a la cual se 
removió la onda directa y su reflexión, la segunda gráfica muestra el plano tiempo-frecuencia de la 
transformada de Wigner-Ville, la tercera gráfica de la transformada de Wigner-Ville en 3D y la cuarta grafica 
situada a la derecha de la figura muestra el espectro de potencia de la transformada de Fourier. 
 
En estas representaciones graficas, denotamos claramente la zona de cambios en tiempo, 
frecuencia y densidad de energía, que representa el cambio de las características del medio, 
por lo que se supone que se debe tratar del tambo metálico previamente enterrado. En los 
reflejos se observa el aumento de los valores de longitud de la onda, donde casi se pierde la 
relación que guardan la longitud de onda y el espesor entre capas, por lo que en el plano 
todavía se diferencian las dos capas. 
 
Al visualizar este fenómeno, nos permite diferenciar la forma en que los reflejos se 
muestran en la señal, se hace necesario conocer la forma que tiene la entrada del sistema de 
GPR. En el modelo se ve la forma del pulso producida por modelo, lo que permite analizar 
de mejor manera los resultados del estudio real. 
 
La selección que se hizo de la antena del radar, según los requerimientos del objetivo de 
estudio que se realiza, nos permitió ver los rasgos o características del modelo propuesto, 
de manera que aún se permitían distinguir en el estudio, sin embargo la resolución en 
tiempo fue menor y se podría haber mejorado con otra frecuencia central.  
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Modelo en 1-D sintético de la traza real.  
 
Con la misma información y siguiendo el proceso de análisis, se tomaron los mismos 
parámetros de la traza sintética del modelo propuesto, se generaron nuevamente diferentes 
trazas sintéticas en las que se fue variando la profundidad conforme el perímetro del tambo 
metálico y de la misma manera que en los modelos M1 al M7 de la Tabla 5, obteniendo un 
modelo en una dimensión, que define  una parábola que  representa al tambo metálico, lo 
que se puede ver en la Figura No. 4.49. 
 
 

             
 
Figura 4.49.- Las 13 trazas sintéticas del modelo propuesto, en donde se varió la profundidad de las 
características del medio, conforme al perímetro del tambo metálico, iniciando en la traza M7 a la M1 y a 
partir de esta se repitieron  de la M2 a la M7 y en las que se pueden ver los reflejos.   
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Modelo en 2-D sintético de la traza real. 
 
Posteriormente se representaron los planos tiempo-frecuencia obtenidos, para forman parte 
de un modelo en dos dimensiones, las cuales van definiendo también la forma característica 
de la representación de la señal de GPR. 
 
En la Figura No. 4.50, podemos ver la representación de estos planos tiempo-frecuencia en 
los que se ve la forma característica de la representación parabólica de la señal de GPR, 
donde se ve la ventana temporal completa de cada una de las trazas, la cual corre de manera 
horizontal mostrando la resolución temporal y donde se ve el tiempo de aparición de  los 
reflejos. Se puede ver también la frecuencia que corre verticalmente y muestra la resolución 
frecuencial, donde se ve la frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y fase y  los 
colores muestran el nivel de energía de la transformación..  

                           

               
 
Figura 4.50.- Planos tiempo-frecuencia de la transformada de Wigner-Ville, con las características de la señal 
y la variación en profundidad de las 13 trazas del modelo propuesto. 
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Modelo en 3-D sintético de la traza real. 
 
Con estas trazas16 trazas sintéticas del modelo propuesto, y aumentando tres traza más  
calculadas, se genera el modelo 3-dimensiones que se representa en la Figura No. 4.51, con 
lo que podemos visualizar lo que en un radagrama real podría representar una anomalía en 
forma  de parábola. 
 
En el eje X mantienen el tamaño de la ventana temporal completa en cada una de las trazas, 
el cual corre de manera horizontal mostrando la resolución temporal y donde nuevamente 
se ve el tiempo de aparición de los reflejos con la variación en profundidad de cada una de 
las trazas. Además, en el eje Y, se ve  la frecuencia que corre verticalmente y muestra la 
resolución frecuencial, donde se ve la frecuencia y la forma de los armónicos en amplitud y 
fase,  en el eje Z se representan las trazas y  los colores muestran el nivel de energía de la 
transformación.  

                    
 
Figura No. 4.51.- Las 16 trazas del modelo propuesto representadas en un modelo 3-Dimensiones, con lo que 
podemos visualizar como se representarían en el radagrama real, y lo que sería una anomalía en forma  de 
parábola. 
 
Se hizo el proceso para todas las trazas del radagrama real,  
 
Se tomaron 16 de las 20 trazas seleccionadas del radagrama real, con obtuvo un modelo en 
3-D, donde se define la parábola que también  representa el tambo metálico. Esto lo 
podemos ver en la Figura No. 4.52. 
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Modelo en 3-D  de la traza real. 

                       
Figura No. 4.52.- Las 16 trazas del modelo real representadas en un modelo 3-Dimensiones, con lo que 
podemos visualizar la representación real del radagrama, y lo que sería la forma de la anomalía real. 
 
Modelo de frecuencia instantánea de las trazas complejas sintéticas del modelo real. 
 
Y se genera el modelo de frecuencias instantáneas de las trazas sintéticas a partir del 
espectro de tiempo-frecuencia de Wigner-Ville. Ver figura No. 4.53. 
 
Primero considerando la traza sintética y después eliminando la onda directa y su reflexión 
son removidos mediante la aplicación de un filtro (un simple promedio de autoregresivo 
movimiento), para quitar la parte de estos ecos no deseados  

                                  
Figura No 4.53.- Las 16 trazas del modelo sintético representadas en un modelo 3-Dimensiones, con lo que 
podemos visualizar la representación del atributo de frecuencia instantánea en el  radagrama sintético y lo que 
sería la forma de la anomalía. 
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Modelo de frecuencia instantánea de las trazas complejas sintéticas de las trazas 
reales removiendo ecos no deseados. 

            
Figura No. 4.54.- Las 16 trazas del modelo sintético representadas en un modelo de 3-Dimensiones, con lo 
que podemos visualizar la representación del atributo de frecuencia instantánea en el  radagrama sintético y lo 
que sería la forma de la anomalía, removiendo los ecos no deseados. 
 
Modelo de las trazas reales.  
 
Ahora tomamos las trazas del radagrama  real para obtener desde el espectro tiempo-
frecuencia de Wigner-Ville el atributo de frecuencia instantánea y obtenemos. Figura 4.55. 

                 
Figura No. 4.55.- Las 16 trazas del modelo real representadas en un modelo 3-Dimensiones, en las que no 
distinguimos una anomalía específica. 
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Modelo de frecuencia instantánea de las trazas complejas del modelo real. 
 
De genera el modelo de frecuencias instantáneas de las trazas complejas del modelo real 
ver figura No 4.56.  
 
 

                
Figura No. 4.56.- Las 16 trazas del modelo real representadas en un modelo 3-Dimensiones, con lo que 
podemos visualizar la representación del atributo de frecuencia instantánea en el  radagrama real y lo que 
sería la forma de la anomalía. 
 
REPRESENTACIÓN DEL RADAGRAMA REAL. 
 
Se representa el modelo real en la figura no. 4.57. 
 

 
Figura 4.57.- Radagrama real. 



ANÁLISIS DE LA FRECUENCIA INSTANTÁNEA DE LA SEÑAL 

DEGPR MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE WIGNER-VILLE 

110 
 

 
 
REPRESENTACIÓN DEL RADAGRAMA DE FRECUENCIAS INSTANT ÁNEAS 
DEL RADAGRAMA REAL. 
 
El análisis se realiza en todas las trazas, del radagrama real a continuación se presenta en la 
Figura 4.58 se presenta el radagrama analizado con el atributo de frecuencia instantánea 
obtenido finalmente en el análisis. En el podemos visualizar el tiempo de aparición de  los 
reflejos entre los 18 ns.,  para lo que representaría el tambo que fue enterrado 
 
 
 
 

 
 
Figura 4.58.- Se presenta el radagrama de las frecuencias instantáneas donde podemos visualizar con más 
precisión el lugar de la anomalía que produce el tambo enterrado en el lugar de estudio  
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CONCLUSIONES 
 
Para analizar los datos de GPR y  realzar eventos que no se encontraban claramente 
definidos en la señal, se presenta una secuencia de análisis, que permite interpretar de 
manera más adecuada las características del subsuelo y localizar anomalías en el cambio de 
características de la señal. 

Se implementa el algoritmo en el proceso para la obtención del radagrama sintético, 
simulando el medio geológico en el que se realiza la prospección, usando las características 
de cada capa o estrato, como son; el tipo de material, la profundidad, la permeabilidad 
magnética, la conductividad eléctrica, etc., las cuales varían en cada capa del subsuelo. 

Con los parámetros anteriores se obtiene una serie de tiempo continua, especificada en 
tiempo discreto, donde definimos una ventana de tiempo determinada, con un número fijo 
de muestras por registro, con lo que se resuelve el modelo directo,  obteniendo el campo 
eléctrico en la superficie del terreno. 

Mediante el Teorema de la Convolución en el dominio de la frecuencia, se opera el campo 
eléctrico  obtenido  con un pulso eléctrico,  en este caso el pulso de Ricker,  definiendo la 
traza del radagrama sintético y mediante la Transformada de Fourier se pasa al dominio del 
tiempo 

Las características del radagrama sintético obtenido en el dominio del tiempo, se mejoran 
considerando la frecuencia de Nyquist,  variando la frecuencia del sistema  se logra ver la 
relación entre la longitud de onda y el espesor de la capa, además se visualiza la diferencia 
en la forma de los reflejos en cada capa. 

Al visualizar el fenómeno anterior, también se ve que la longitud de la onda afecta la 
capacidad del GPR para identificar los estratos en un medio geológico. Las diferentes 
antenas del GPR, cuando transmiten frecuencias altas, obtienen una mejor resolución de las 
capas, pero la profundidad de penetración disminuye mientras que si las antenas transmiten  
frecuencias bajas, consiguen más penetración en los estratos del subsuelo pero menor 
resolución en las capas. 

Es posible introducir un factor de desplazamiento para visualizar mejor las reflexiones de la 
onda directa al entrar al subsuelo y poder apreciar la incidencia de energía en la superficie 
del terreno. 

En ocasiones las secciones típicas de radar muestran múltiples reflejos relacionados 
únicamente a permitividad eléctrica, algunas de estas reflexiones se relacionan  con la 
conductividad eléctrica. Al analizar el comportamiento del radar, se observa que la 
reflexión se invierte al pasar de una capa de mayor permitividad a otra de menor 
permitividad y la amplitud del reflejo de la segunda capa disminuye.  

Cuando la reflexión pasa de una capa de menor permitividad a otra de mayor permitividad  
la aparición del reflejo en la primera capa cambia de forma, al pasar a la siguiente capa el 
reflejo regresa a su forma original, además a este reflejo le toma más tiempo en aparecer. 
Lo que permite ver en una traza real, que la aparición del reflejo del radar en el radagrama  
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puede variar en tiempo o que el reflejo puede estar invertido,  esto depende del contraste de 
permitividad en el medio. 

Al variar el contraste de resistividad  se logra ver  que a mayor resistividad, corresponde un 
factor de atenuación menor y consecuentemente una menor amplitud de onda, por lo que se 
debe cuidar esta variación en un medio geológico. 

Cuando se pasa de un medio de menor conductividad a otro de mayor conductividad o a la 
inversa, se debe cuidar el cambio debido a que el tiempo y la forma de aparición de los 
reflejos se presentan  de manera diferente en la señal de GPR.  

Cambiando la profundidad de las condiciones geológicas, la aparición de los reflejos es de 
tal manera que se pueden identificar  geometrías características,  uniendo varias trazas se 
forma un modelo en una dimensión, identificándose  la forma de una parábola, además se  
observa el cambio de características en cada una de las capas o estratos, forma que 
comúnmente se presenta en los radagramas.    

A la traza del radagrama sintético, obtenida del modelo para un medio estratificado isótropo 
y homogéneo en una dimensión, se analiza utilizando el algoritmo desarrollado por Auger, 
et. al. (1996) para la transformada de Wigner –Ville, especificando su segmento temporal, 
manteniendo el producto de la resolución espectral por la resolución temporal, debido al 
principio de incertidumbre de Heisenberg y se logran ver los cambios de frecuencia en el 
tiempo. 

Los resultados se indican en cuatro  gráficas, la primera muestra la traza de radar analizada, 
la segunda muestra el  plano tiempo-frecuencia en dos dimensiones, el tiempo en el eje 
horizontal,  la frecuencia en el eje vertical y en colores la energía de la transformación. La 
tercera es una gráfica  en 3D que muestra un espacio tiempo- frecuencia y amplitud. En la 
cuarta gráfica se muestra el espectro de potencia  de Fourier, el cual corrobora como la 
frecuencia central del sistema  se está manejando.   

Siguiendo la secuencia de análisis utilizada anteriormente,  se hace variar la frecuencia 
central del sistema de radar y se ve como en cada uno de los casos se mantiene la ventana 
temporal completa que corre de manera horizontal, mostrando la resolución temporal, en 
donde los reflejos se presentan nuevamente al mismo tiempo. La frecuencia corre de 
manera vertical mostrando la resolución frecuencial, donde la forma de los armónicos se 
presenta de la misma manera en su amplitud y fase. Por último los colores indican el nivel 
de energía de la transformación. 

Cuando varía la frecuencia en el plano tiempo frecuencia en la ventana temporal,  los 
valores de la longitud de onda, así como la relación que guardan la longitud de onda y el 
espesor de la capa también varían. La frecuencia cambia así como la forma de los 
armónicos cambia en amplitud y fase, al disminuir la frecuencia de 200 MHz a 100 MHz y 
luego a 40 MHz, se nota como aumenta la longitud de la onda, en los 40 MHz se pierde la 
relación que guarda la longitud de onda y el espesor de la capa, por lo que no se pueden 
diferenciar las dos capas mostradas. 

Al aplicar un desplazamiento se observa cómo la ondícula de Ricker se desplaza y se refleja 
completamente, así como, la primera y la segunda capa. 
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Al hacer los contrastes de permitividad en las capas, se muestra que el reflejo de la capa 
con mas permitividad absorbe la mayor parte de la energía de la señal, el reflejo de la 
segunda capa, de menor permitividad, tarda en presentarse y la energía se debilita. 

Los contrastes de resistividad se muestran y se aprecian como de mayor a menor 
resistividad, en la primera capa se absorbe la energía de la señal por lo que se hace visible 
en el plano tiempo-frecuencia, al contrario si se pasa de uno de menor resistividad a otro de 
mayor, el factor de atenuación es mayor, porque la primera capa produce una menor 
amplitud de la onda y el reflejo casi se pierde. 

Una vez revisado el procedimiento para cada traza, se forma un modelo en dos dimensiones 
con  trece trazas obtenidas, posteriormente se construye un modelo en tres dimensiones que 
nos permite visualizar la señal no estacionaria en donde vemos como evoluciona la 
frecuencia en el tiempo y la geometría esperada de la parábola. 

El atributo de frecuencia instantánea extraído del plano tiempo-frecuencia nos revela 
propiedades de variación espectral en el tiempo que pudieron ayudar en la búsqueda de 
frecuencias ocultas o bajas, pudiendo seguir eventos débiles que pueden ayudar a la 
interpretación de la señal, dándonos una reflexión más definida permitiendo ubicar mejor 
los reflectores, que en este caso fue producida por el tambo enterrado a una específica 
profundidad, permitiendo su localización de manera más precisa 
 

Utilizando el atributo de frecuencia instantánea, obtenido mediante la traza compleja en el 
plano tiempo-frecuencia, se logra ver la anomalía, en nuestro caso el tambo metálico, con 
una mejor resolución en el radagrama reconstruido.  

Todos estos procedimientos se aplican en el modelo, en el cual vemos que las 
consideraciones hechas aplican de manera correcta, ubicando el tambo metálico enterrado 
en el subsuelo con la ventaja de ser una metodología en tres dimensiones en las cuales no se 
pierde ni se distorsiona la llegada de los reflejos proporcionados por la reflexión de la señal 
de GPR.   

Por lo que el empleo de la transformada de Wigner-Ville suministra otra visión  de la señal 
de GPR, que complementa lo que otros mecanismos pueden lograr, proveyéndonos una 
representación más precisa de la evolución de la señal, facilitando su clasificación,  
modelado y determinación de las anomalías en la señal permitiendo interpretar de manera 
más exacta las características del subsuelo. 
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El sistema GPR es una técnica de exploración geofísica en donde se consideran diversos 
parámetros para su utilización, pues presenta limitaciones en términos de eficiencia y 
ganancia de las antenas que emplea. Su éxito depende de que el compromiso entre la 
resolución y la profundidad sea alcanzado, por lo que en el modelado de GPR hay que 
determinar las ecuaciones  para el medio geológico en el que se realice la prospección.  
 
Para que la  antena que se elija  no dé lugar a que rasgos importantes sean atenuados o 
perdidos por completo, estas  deben ser cuidadosamente seleccionadas en función del 
objetivo de estudio. 
 
Con el fin de cuantificar la proporción de las corrientes de conducción y de desplazamiento 
de la onda electromagnética y poderlas comparar con  el rango de frecuencias del GPR, es 
necesario  conocer  la proporción que guardan, tanto la permitividad, como la 
conductividad eléctrica  de los materiales en el medio geológico,  considerando que la 
permeabilidad magnética tiene una  contribución al campo eléctrico.  
 
El método directo obtiene radagramas por variaciones verticales de cualquiera de las 
propiedades eléctricas y magnéticas,  este método se realiza en el dominio de la frecuencia, 
que de manera rápida calcula las amplitudes del campo eléctrico de cada capa, dando 
información sobre la forma en que la onda electromagnética se propaga en el medio y así    
modelar y definir los parámetros del radagrama.  
 
Para ver la incidencia de  las componentes de la señal de GPR en la modificación de los 
parámetros electromagnéticos, se construyen los radagramas sintéticos y se  aplica  la 
transformación tiempo-frecuencia para visualizar sus características. 
 
Al recordar las representaciones en el dominio del tiempo y en el de la frecuencia, se 
observa claramente que la transformada de Fourier no es apta para el análisis de señales no 
estacionarias. Esto debido a que en esta transformación de la señal en ondas infinitas 
sinusoidales, las señales no estacionarias no son localizadas en el tiempo.  
 
Se introduce el concepto de localización tiempo-frecuencia y el producto tiempo-banda 
ancha, asociado al principio de incertidumbre de Heisenberg. Es ahí donde los operadores 
de las variables no conmutan, es decir, se trata de dos variables relacionadas entre sí, donde 
existe alguna propiedad que no se puede cumplir al mismo tiempo para ambas. Lo que nos 
puede dar un efecto de mejora en la primera variable, implica forzosamente la pérdida de 
resolución en la segunda, de tal forma, que en una transformada tiempo-frecuencia se llega 
a un punto límite, en el cual la duración para frecuencia y tiempo respectivamente, no 
puede ser mejorada simultáneamente. 
 
En la representación tiempo-frecuencia se aprecia cómo van evolucionando las 
componentes de frecuencia a lo largo del tiempo analizado y el valor de la amplitud es cada 
par dado por las coordenadas (tiempo, frecuencia). En los últimos años, diferentes 
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representaciones tiempo-frecuencia se han desarrollado dependiendo de su aplicación, 
resulta conveniente que satisfagan diferentes propiedades, que tengan sus características de 
resolución y que sus términos de interferencia sean concretos. 
 
Frente a una aproximación clásica, podemos decir que mediante una representación tiempo-
frecuencia, normalmente se tiene una prueba de decisión más sencilla a la hora de resolver 
problemas de clasificación o detección. Cuando en la teoría de decisión no  existe un 
criterio totalmente establecido, es posible formular soluciones basadas en una mejor 
comprensión de la señal y así modificar el algoritmo de detección para mejorarlo. 
 
En la interpretación de la señal de radar, la unión en el dominio tiempo-frecuencia provee 
una nueva herramienta para el análisis y proceso de la señal. Las propiedades no 
estacionarias de la señal de GPR permiten la aplicación de la transformada de Wigner-
Ville, con la cual, se obtiene un plano tiempo-frecuencia que determina el rango de 
frecuencia que contribuye a la señal en una escala de tiempo estudiado. El análisis espectral 
es llevado al dominio de Wigner-Ville y este proceso permitió observar cambios en la señal 
en forma de reflectores en tiempo, para un rango de frecuencias. 
 
Al usar las definiciones de atributos espectrales desde el plano tiempo-frecuencia, en la 
distribución de Wigner-Ville, cuyo kernel es 1, se obtiene el atributo de frecuencia 
instantánea en la traza compleja de la distribución, ayudando a seguir eventos débiles en la 
señal de radar. Esto se puede emplear en la interpretación estratigráfica o para definir 
geometrías internas de estratos, como fallas o fracturas, o bien objetos como tuberías, acero 
de refuerzo en concreto, etc. También se puede revelar patrones relacionados con ambientes 
de sedimentación y/o contaminación, entre otros. 
 
Es posible determinar cualitativamente la profundidad de los reflectores ocurridos, con la 
ayuda de la información estratigráfica  obtenida en pozos. 
 
El método de solución resuelve la ecuación de onda para el campo eléctrico, los radagramas 
obtenidos son consistentes con la física del problema ante diferentes situaciones de 
contrastes de las propiedades electromagnéticas, como la resistividad, la permitividad, y 
también  la variación  en el espesor de capa. 
 

Actualmente el desarrollo de las técnicas de procesamiento en tiempo-frecuencia, es motivo 
de profundas investigaciones que tienen por finalidad el poder enfrentar con una mayor 
certidumbre los problemas de identificación de características de la señal, para así poder 
comprender mejor la evolución de señales en el subsuelo. 

La técnica desarrollada puede ser empleada para predecir o corroborar la respuesta de 
diferentes modelos, los que se relacionan a trabajos de campo y también apoyan  la 
definición de los parámetros de ganancia en los equipos utilizados. 

El método determina correctamente los pulsos primarios en cuanto a su forma y al tiempo 
de aparición y es eficiente en términos de recursos de cómputo. 
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El empleo del modelo directo permite obtener para un modelo estratificado unidimensional, 
variando las propiedades electromagnéticas de cada estrato mediante una relación de 
recurrencia, la traza de radar sintética, simulando el comportamiento del subsuelo. Con esta 
metodología se determinan diferentes trazas sintéticas al establecer las características del 
medio para diferentes sistemas. 
 
La transformada de tiempo-frecuencia de Wigner-Ville mejora las técnicas de análisis de 
señales, mostrándonos otra visión de la señal de GPR al ser más precisa en la evolución de 
la señal, facilitando su clasificación, modelado y determinación de características que 
presentan las señales. 
 
Basado en la amplitud de la  traza compleja, el atributo de frecuencia instantánea, nos 
ayuda a interpretar y seguir los eventos de las señales más débiles, porque nos da una 
medida específica de las características geométricas y /o estadísticas de la información 
contenida en la señal.  
 
Este atributo también establece la información de frecuencia característica de los eventos, 
esto lo hace mediante una reflexión individual que se produce por un solo efecto. A través 
de la reflexión compuesta se produce un modelo que cambia su carácter de la misma forma 
que cambian los efectos de la señal.    
 

Como se ha visto que se pueden combinar los atributos de la señal a través de la estadística, 
las redes neuronales o las manipulaciones matemáticas, los atributos de traza compleja se 
siguen investigando con la finalidad de obtener  más y mejores características de la señal.  

Con lo desarrollado en el trabajo anterior, podemos concluir que se presenta uno de los 
primeros trabajos que se hacen de GPR, con un análisis espectral en tiempo- frecuencia 
mediante la transformación de Wigner-Ville, mejorando y complementando lo que otros 
métodos han hecho. Por ser una transformación con un operador bi-lineal, abre nuevos y 
más campos de investigación que permiten mayor exactitud en la interpretación de la señal.  
 

Continuando con el modelo inverso, se pretende conocer desde la representación del  
modelo directo, las características de la señal con la que fue construido o registrado, de tal 
manera que es necesario implementar en estudios posteriores el algoritmo para la 
transformación inversa de Wigner-Ville, investigando también otras transformaciones en 
tiempo-frecuencia bi-lineales que tengan propiedades y kernels diferentes, con el fin de 
conocer características determinadas de la señal. 

Se pretende continuar el trabajo con el atributo de banda ancha compleja, con lo que se  
complementaría el análisis general de las trazas complejas de una señal de  GPR. 
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