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Índice general iii





Agradecimientos

A mi familia y amigos por su apoyo incondicional.

A mi asesor Mustapha Lahyane por todas sus enseñanzas y por todo el apoyo que me ha brin-
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Introducción General

Este trabajo de tesis consta de dos partes. En la primera parte se muestra la existencia de fami-
lias de códigos algebraico geométricos construidos a partir de superficies de Hirzebruch, además,
probamos que algunos de estos códigos mejoran ciertos códigos lineales ya existentes. Los resulta-
dos principales de esta parte son los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5.

En la segunda parte se da un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies extrema-
les, y dos caracterizaciones de la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales anticanóni-
cas y superficies fraccionalmente un lápiz. Estos resultados están en los Teoremas 8.1.2, 8.2.6 y
8.3.3.

Para mayor información del contenido de las dos partes ver las introducciones de cada una.
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Notaciones y Terminologı́a

A lo largo de esta tesis, si X es un espacio topológico, entonces denotaremos por τX al conjunto
de los conjuntos abiertos de X.

An
k y Pn

k denotarán el espacio afı́n y proyectivo, respectivamente, sobre un campo k de dimensión
n.

N, Z y Z+ denotarán los conjuntos de los números naturales, enteros y enteros no negativos,
respectivamente.

Los anillos considerados en este trabajo son anillos conmutativos unitarios.
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Parte 1

Códigos Algebraico Geométricos en Dimensión
Superior



Introducción

El problema a solucionar en esta parte es el de construir códigos algebraico geométicos (X,P,D),
donde la superficie X será una superficie de Hirzebruch definida sobre un campo finito, el conjun-
to P será la superficie de Hirzebruch menos los puntos del soporte de un divisor D sobre dicha
superficie. A lo largo de esta primera parte estudiaremos algunas herramientas necesarias para la
construcción de códigos algebraico geométricos, algunas de ellas son las superficies de Hirzebruch
y sus geometrı́as.

En los años sesentas, se desarrollaron una familia de códigos conocida actualmente como códi-
gos BCH y códigos de Reed-Solomon (ver por ejemplo [25]), el éxito de dichos códigos fue es-
pectacular, en efecto, el método algebraico llamado el sı́ndrome de la decodificacón, permite una
decodificación muy sencilla, y por otro lado, en el año 1977 se implementaron en el programa Vo-
yager, y en el año 1982 en el uso de los discos compactos. En la actualidad, el uso de estos sigue
siendo de gran interés, por ejemplo en la producción de DVDs.

En 1981, Valerii Denisovich Goppa descubrió una generalización de los códigos de Reed-
Solomon y los códigos BCH a partir de curvas algebraicas definidas sobre campos finitos (ver las
referencias [14], [15] y [16]). Esta clase de códigos es conocida como códigos algebraico geométri-
cos. Luego, en 1982 en el trabajo de Tsfasman, Vlǎdut y Zink [33] fueron usadas curvas modulares,
para construir una secuencia de códigos con mejores parámetros que algunos códigos conocidos.

Ası́ surge la siguiente pregunta: ¿Es posible construir códigos algebraico geométricos utilizando
variedades proyectivas de dimensión mayor o igual a dos?

Esto ha dado pie al desarrollo de trabajos cuando la variedad es de dimensión dos, es decir una
superficie, como por ejemplo, el trabajo realizado por Failla, Lahyane y Molica [10] donde se cons-
truyen códigos algebraicos geométricos con buenos parámetros, usando la geometrı́a de superficies
fibradas, y en el trabajo de tesis de maestrı́a [7] se construyó una familia de códigos algebraico
geométricos usando la geometrı́a del plano proyectivo sobre un campo finito con técnicas de la
geometrı́a algebraica. Más trabajos recientes se pueden hallar en [3], [4], [11], [12] y [27], por
mencionar algunos.
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2 INTRODUCCIÓN

A continuación se procederá a dar la descripción del contenido de esta parte de la tesis, la cual
consta de cinco capı́tulos.

Capı́tulo 1: Este capı́tulo consiste en revisar algunas herramientas necesarias para estudiar
un esquema y el grupo de Picard. Dicho capı́tulo está formado por tres secciones, las cuales
decribiremos enseguida: en la Sección 1.1 realizaremos un recordatorio de ciertos concep-
tos básicos que permitirán introducir la noción de un esquema. En breve, la Sección 1.2
presenta ciertos conceptos elementales y propiedades útiles relacionadas con el estudio de
los OX−módulos y sus morfismos. Finalmente, en la Sección 1.3 asociaremos a un espacio
anillado dado un grupo abeliano conocido como el grupo de Picard.

Capı́tulo 2: Aquı́ definiremos los grupos de cohomologı́a de una gavilla. Además enuncia-
remos el teorema de Riemann-Roch para una superficie proyectiva racional lisa definida
sobre un campo arbitrario. Este capı́tulo está dividido en tres secciones: en la Sección 2.1
se dará la noción de la resolución fofa canónica de una gavilla. Enseguida, en la Sección
2.2 se definirán los grupos de cohomologı́a de una gavilla, y se mostrará que el grupo cero
de cohomologı́a de una gavilla coincide con las secciones globales de dicha gavilla. Por
último, en la Sección 2.3 enunciaremos el teorema de Riemann-Roch para superficies pro-
yectivas lisas definidas sobre cualquier campo.

Capı́tulo 3: Este capı́tulo contiene dos secciones: en la Sección 3.1 mostraremos el concepto
de una explosión de un esquema con respecto a un subesquema cerrado, y en la Sección 3.2
se mostrará la noción de un diagrama decorado de Enriques, dicho concepto permitirá co-
nocer mejor la explosión.

Capı́tulo 4: El propósito de este capı́tulo es de introducir las superficies de Hirzebruch y aso-
ciar dos monoides a las superficies proyectivas definidas sobre un campo arbitrario. En la
Sección 4.1 se presentarán los divisores primos de cierto esquema, y a partir de estos se
definirán los divisores de Weil de dicho esquema. Luego, en la Sección 4.2 introduciremos
el número de intersección entre divisores sobre cierto esquema, después daremos una re-
lación entre divisores, y a partir de esta definiremos el grupo de Nerón-Severi, el monoide
efectivo y el monoide Nef. Por último, en la Sección 4.3 se estudiarán algunas nociones
básicas asociadas a una superficie reglada para dar lugar a la definición de una superficie
de Hirzebruch.
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Capı́tulo 5: Aquı́ se presentan los resultados principales de la primera parte de esta tesis.
Utilizando la geometrı́a de las superficies de Hirzebruch se generarán códigos algebraico
geométricos con muy buenos parámetros. En la Sección 5.1 definiremos los códigos li-
neales y algunos ingredientes necesarios para su estudio. Por otro lado, en la Sección 5.2
se presentará una construcción de un código lineal a partir de una superficie racional pro-
yectiva lisa definida sobre un campo finito. Enseguida, en la Sección 5.3 mostraremos la
existencia de familias de códigos algebraico geométricos utilizando las superficies de Hir-
zebruch (ver los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5). Para finalizar este capı́tulo, en la
Sección 5.4 daremos una serie de cuadros donde se muestra que algunos de los códigos
algebraico geométricos con muy buenos parámetros obtenidos de las familias de la Sección
5.3 mejoran notablemente a algunos códigos lineales ya existentes.





Capı́tulo 1

Esquemas y el Grupo de Picard

Este capı́tulo consiste en recordar ciertos conceptos básicos como son un esquema y el Grupo
de Picard. Nuestras referencias son principalmente [19], [34] y [35].

1.1. Esquemas

Un esquema es un objeto geométrico que generaliza a las variedades algebraicas clásicas. Dicho
objeto constituye un caso especial de un espacio anillado que definiremos a continuación:

Definición 1.1.1. Un espacio anillado es una pareja (X,OX) donde X es un espacio topológico y OX

es una gavilla de anillos sobre X.

Enseguida, presentamos un ejemplo estándar y clásico de un espacio anillado que es bien co-
nocido como el espectro de un anillo (ver [19, Proposición 2.3 (a), p. 73]).

Ejemplo 1.1.2. Dado un anillo A se tiene que (Spec(A),OSpec(A)), donde OSpec(A) es la gavilla estruc-
tural de Spec(A), es un espacio anillado.

Aquı́ viene la noción de un morfismo entre espacios anillados.

Definición 1.1.3. Sean (X,OX) y (Y,OY) espacios anillados. Un morfismo de espacios anillados
entre (X,OX) y (Y,OY) es una pareja ( f , f �), donde f : X −→ Y es una aplicación continua y
f � : OY −→ f∗OX es un morfismo de gavillas sobre Y .

Un ejemplo natural de un morfismo entre espacios anillados es el siguiente:

Ejemplo 1.1.4. Sean A y B anillos, un morfismo de espacios anillados entre (Spec(B),OSpec(B)) y
(Spec(A),OSpec(A)) es simplemente un homomorfismo de anillos entre A y B (ver [19, Proposición
2.3 (b) y (c), p. 73]).

Un caso especial de un espacio anillado es un espacio localmente anillado que definiremos a
continuación:

5



6 1. ESQUEMAS Y EL GRUPO DE PICARD

Definición 1.1.5. Un espacio anillado (X,OX) es localmente anillado si para cada elemento p de X,
el anillo de gérmenes OX,p de OX en p es local.

Un claro ejemplo de un espacio localmente anillado es (ver [19, Proposición 2.3 (a), p. 73]):

Ejemplo 1.1.6. El espectro (Spec(A),OSpec(A)) de un anillo A es un espacio localmente anillado. En
particular para cada entero positivo n, el espacio afı́n An

k de dimensión n sobre un campo k es un
espacio localmente anillado pues es el espectro del anillo k[x1, x2, . . . , xn], donde x1, x2, . . . , xn son
variables sobre k.

Una correspondencia entre espacios localmente anillados está dada como sigue:

Definición 1.1.7. Sean (X,OX) y (Y,OY) espacios localmente anillados. Un morfismo de espacios
localmente anillados entre (X,OX) y (Y,OY) es un morfismo de espacios anillados

( f , f �) : (X,OX) −→ (Y,OY),

tal que para cualquier elemento p de X, se tiene que

f �p : OY, f (p) −→ OX,p,

es un homomorfismo local, es decir,

f �p
−1

(MX,p) = MY, f (p),

dondeMX,p yMY, f (p) denotan los ideales maximales de los anillos locales OX,p y OY, f (p), respectiva-
mente.

Ejemplo 1.1.8. El morfismo del Ejemplo 1.1.4 es un morfismo entre espacios localmente anillados.

Observación 1.1.9. En lo sucesivo, si no existe confusión nos referiremos a un morfismo entre
espacios localmente anillados ( f , f �) : (X,OX) −→ (Y,OY), solo como f : X −→ Y.

Un caso muy especial de un espacio localmente anillado es el siguiente:

Definición 1.1.10. Un espacio localmente anillado (X,OX) es un esquema afı́n si existe un anillo A
tal que los espacios localmente anillados (X,OX) y (Spec(A),OSpec(A)) son isomorfos.

Otro caso particular y de gran interés de un espacio localmente anillado está dado a continua-
ción:
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Definición 1.1.11. Sea (X,OX) un espacio localmente anillado. (X,OX) es un esquema si X tiene
una cubierta abierta (Ui)i∈I , tal que el espacio localmente anillado (U j,OX |U j) es un esquema afı́n
para cada j ∈ I.Además, si V es un conjunto abierto de X que satisface que (V,OX |V) es un esquema
afı́n, entonces V será llamado un abierto afı́n.

Observación 1.1.12. Si no existe confusión, en ciertas ocasiones, sustituiremos la notación de un
esquema (X,OX) únicamente por X.

Ejemplo 1.1.13. Para cada entero positivo r, el espacio afı́n Ar
k y el espacio proyectivo Pr

k de di-
mensión r sobre un campo k son obviamente esquemas.

A continuación daremos el concepto de un morfismo entre esquemas:

Definición 1.1.14. Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados.

Ciertas clases de gran interés de esquemas son las siguientes:

Definición 1.1.15. Sea (X,OX) un esquema. (X,OX) es Noetheriano si X tiene una cubierta abierta
finita (Ui)i∈I tal que U j es un abierto afı́n y OX(U j) es un anillo Noetheriano para cada j ∈ I.

Ejemplo 1.1.16. El espectro de un anillo A es un esquema Noetheriano si y solo si A es un anillo
Noetheriano (ver [19, Proposición 3.2, p. 83]).

Definición 1.1.17. Un esquema (X,OX) es irreducible si X es un espacio topológico irreducible.

El siguiente ejemplo muestra una caracterización de la irreducibilidad de un esquema afı́n.

Ejemplo 1.1.18. El espectro de un anillo A es un esquema irreducible si y solo si el nilradical
Nil(A) de A es un ideal primo. En efecto, es claro que Nil(A) es un subconjunto propio de A.
Ahora, supongamos que Spec(A) es irreducible. Sean a, b ∈ A tales que ab ∈ Nil(A), se sigue que
ab ∈ P para cada P ∈ Spec(A), ası́ el abierto básico D(ab) asociado al elemento ab es vacı́o. Luego,

Spec(A) = Spec(A) \ D(ab) = Spec(A) \ (D(a) ∩ D(b)) = (Spec(A) \ D(a)) ∪ (Spec(A) \ D(b)).

Por la irreducibilidad tenemos que Spec(A) \ D(a) = Spec(A) o Spec(A) \ D(b) = Spec(A), y esto
implica que a ∈ Nil(A) o b ∈ Nil(A), ası́, Nil(A) ∈ Spec(A). Recı́procamente, supongamos que
existen I y J ideales de A tales que Spec(A) = V(I) ∪ V(J), donde V(Q) = {P ∈ Spec(A) | Q ⊆ P}
para cualquier ideal Q de A, de modo que Nil(A) ∈ V(I) o Nil(A) ∈ V(J). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Nil(A) ∈ V(I). Por otro lado, si P ∈ Spec(A), entonces Nil(A) ⊆ P, lo cual
implica que I ⊆ P, y consecuentemente P ∈ V(I). Por lo tanto, Spec(A) = V(I).
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Definición 1.1.19. Un esquema (X,OX) es reducido si para cada conjunto abierto U de X, el anillo
OX(U) es reducido (es decir, no tiene elementos nilpotentes no nulos).

A continuación presentamos un criterio para determinar si un esquema afı́n es reducido.

Ejemplo 1.1.20. Con las notaciones del Ejemplo 1.1.18, el espectro de un anillo A es un esquema
reducido si y solo si el nilradical de A es el ideal cero. En efecto, si Spec(A) es reducido, entonces
OSpec(A)(Spec(A)) es reducido, lo que implica que A no tiene elementos nilpotentes no nulos, pues
sabemos que OSpec(A)(Spec(A)) es isomorfo a A. Recı́procamente, sea U un conjunto abierto no
vacı́o de Spec(A) y sea s ∈ Nil(OSpec(A)(U)) tal que existe un entero positivo n con sn = 0OSpec(A)(U).
Consideremos una cubierta abierta de U formada por abiertos básicos, U = ∪ f∈ID( f ) para cierto
ideal I. Si f ∈ I, entonces las secciones (ρOSpec(A)

U
D( f )(s))n y 0OSpec(A)(D( f )) son iguales. Puesto que Af no

tiene elementos nilpontentes, se sigue que ρOSpec(A)
U
D( f )(s) = 0OSpec(A)(D( f )). Por lo tanto, s = 0OSpec(A)(U).

Definición 1.1.21. Un esquema (X,OX) es entero si para cada conjunto abierto U de X, el anillo
OX(U) es un dominio entero.

Observación 1.1.22. Se puede ver que un esquema es entero si y solo si es reducido e irreducible.

Definición 1.1.23. Un esquema (X,OX) es regular en codimensión uno si para cada elemento p de
X, el anillo local OX,p de dimensión uno es regular.

Lo que sigue es definir un esquema separado, sin embargo, para ello necesitaremos introdu-
cir los conceptos de producto fibrado de esquemas, morfismo diagonal e inmersión cerrada entre
esquemas.

Definición 1.1.24. Sean (X,OX) y (S ,OS ) esquemas. X es un S−esquema o es un esquema sobre
S , si existe un morfismo de esquemas ϕ : X −→ S .

Teorema 1.1.25. Sean (X,OX) y (Y,OY) esquemas sobre un esquema (S ,OS ). Existe un S−esquema,
denotado por X ×S Y, con morfismos p1 : X ×S Y −→ X y p2 : X ×S Y −→ Y que hacen que el
siguiente diagrama conmute:

X ×S Y
p2−−−−−→ Y

p1

�
�

X −−−−−→ S
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y se satisface la siguiente propiedad universal: Para cualquier S−esquema Z y para cualesquier
morfismos f : Z −→ X y g : Z −→ Y de modo que el siguiente diagrama conmuta:

Z
g−−−−−→ Y

f
�

�

X −−−−−→ S
se cumple que existe un único morfismo ( f , g) : Z −→ X×S Y tal que f = p1◦ ( f , g) y g = p2◦ ( f , g).

Demostración. Ver [19, Teorema 3.3, p. 87].

Definición 1.1.26. Con las notaciones del Teorema 1.1.25, el esquema X×S Y es el producto fibrado
de X y Y sobre S .

Definición 1.1.27. Sean X y Y esquemas, y sea f : X −→ Y un morfismo. El morfismo diagonal es
el único morfismo ∆ f : X −→ X ×Y X cuya composición con los morfismos p1 : X ×Y X −→ X y
p2 : X ×Y X −→ X es el morfismo identidad sobre X.

Definición 1.1.28. Un morfismo de esquemas ( f , f �) : (X,OX) −→ (Y,OY) es una inmersión cerrada
si cumple las dos propiedades siguientes:

1. f es un homeomorfismo entre X y un conjunto cerrado de Y, y
2. para cada elemento p de X, el homomorfismo f �p : OY, f (p) −→ OX,p es sobreyectivo.

Un ejemplo clásico de una inmersión cerrada es el siguiente:

Ejemplo 1.1.29. Sea I un ideal de un anillo A, y sea r un entero positivo. El morfismo natural entre
Spec(A/Ir) y Spec(A) es una inmersión cerrada.

Definición 1.1.30. Un morfismo f : X −→ Y de esquemas es separado si el morfismo diagonal ∆ f

es una inmersión cerrada. En este caso, X es un esquema separado sobre Y. Más aún, un esquema
X es separado si es separado sobre Spec(Z).

Para finalizar esta sección, definiremos un subesquema cerrado. Dicho concepto será utilizado
en la Sección 4.1 del Capı́tulo 4.

Definición 1.1.31. Sea (X,OX) un esquema y sea D un subconjunto cerrado de X. D es un subes-
quema cerrado de X si (D,OX |D) es un esquema, y existe una inmersión cerrada

(i, i�) : (D,OX |D) −→ (X,OX),

tal que i es la inclusión.
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1.2. Algunas Propiedades de los OX−módulos y sus Morfismos

El objetivo principal de esta sección es revisar ciertas nociones elementales y propiedades útiles
relacionadas con el estudio de los OX−módulos y sus morfismos.

Definición 1.2.1. Sea (X,OX) un espacio anillado. Una gavilla de OX−módulos es una gavilla de
grupos abelianos F sobre X tal que para cada conjunto abierto U de X el grupo abeliano F (U) es un
OX(U)−módulo, y para cualesquiera conjuntos abiertos U y V de X con V ⊆ U, el homomorfismo
restricción ρF U

V : F (U) −→ F (V) es compatible con la estructura de módulo via el homomorfismo
restricción ρOX

U
V : OX(U) −→ OX(V), esto es, el siguiente diagrama conmuta:

OX(U) × F (U) −−−−−→ F (U)

ρOX
U
V ×ρF

U
V

�
�ρF U

V

OX(V) × F (V) −−−−−→ F (V)

En la definición anterior lo que nos dice el diagrama es que para cada sección λ de OX sobre U,
y para cada sección s de F sobre U se tiene que ρF U

V (λ · s) = ρOX
U
V (λ) · ρF U

V (s).

De ahora en adelante, algunas veces al hablar de una gavilla de OX−módulos solo diremos que
es un OX−módulo. Con esto, pasamos a la siguiente definición:

Definición 1.2.2. Sean F y G gavillas de OX−módulos sobre un espacio anillado (X,OX). Un mor-
fismo de OX−módulos ϕ : F −→ G es un morfismo de gavillas tal que para cada conjunto abierto
U de X el homomorfismo de grupos ϕU es una aplicación OX(U)−lineal.

A continuación se mostrará que el conjunto de morfismos entre los OX−módulos F y G, deno-
tado por HomOX (F ,G), tiene una estructura algebraica de un módulo sobre el anillo OX(X).

Lema 1.2.3. Si F y G son gavillas de OX−módulos sobre un espacio anillado (X,OX), entonces
HomOX (F ,G) es un OX(X)−módulo.

Demostración. Equipemos al conjunto HomOX (F ,G) con la operación adición definida por

+ : HomOX (F ,G) × HomOX (F ,G) −→ HomOX (F ,G)
(ϕ,ψ) �−→ ϕ + ψ,

donde para cada conjunto abierto U de X, (ϕ + ψ)U = ϕU + ψU , y con la multiplicación por un
escalar está definida por

· : OX(X) × HomOX (F ,G) −→ HomOX (F ,G)
(λ,ϕ) �−→ λ · ϕ,
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donde para cada conjunto abierto U de X, (λ ·ϕ)U = ρOX
X
U(λ) ·ϕU . Con estas operaciones el conjunto

HomOX (F ,G) tendrá una estructura algebraica de OX(X)−módulo. Enseguida, vamos a probar que
dichas operaciones están bien definidas.

Sean ϕ y ψ elementos de HomOX (F ,G), probaremos que ϕ + ψ ∈ HomOX (F ,G). Tenemos que
para cada conjunto abierto U de X, (ϕ+ψ)U = ϕU +ψU es una aplicación OX(U)−lineal, pues ϕ y ψ
son morfismos de OX−módulos. Sean U y V conjuntos abiertos de X tal que V ⊆ U. Falta mostrar
que el siguiente diagrama conmuta:

F (U)
(ϕ+ψ)U−−−−−→ G(U)

ρF U
V

�
�ρGU

V

F (V)
(ϕ+ψ)V−−−−−→ G(V)

Sea s ∈ F (U), puesto que ϕ y ψ son morfismos de OX−módulos, se sigue que

ρGU
V ◦ (ϕ + ψ)U(s) = ρGU

V (ϕU(s) + ψU(s))
= ρGU

V ◦ ϕU(s) + ρGU
V ◦ ψU(s)

= ϕV ◦ ρF U
V (s) + ψV ◦ ρF U

V (s)
= (ϕV + ψV) ◦ ρF U

V (s)
= (ϕ + ψ)V ◦ ρF U

V (s).

Ası́, ϕ + ψ es un elemento de HomOX (F ,G). Ahora, sean ϕ,ψ,ϕ� y ψ� elementos de HomOX (F ,G)
tales que (ϕ,ψ) = (ϕ�,ψ�). Si U es un conjunto abierto de X, entonces

(ϕ + ψ)U = ϕU + ψU = ϕ
�
U + ψ

�
U = (ϕ� + ψ�)U .

Por tanto, la operación adición + está bien definida.

Por otro lado, sean λ ∈ OX(X) y ϕ ∈ HomOX (F ,G). Para un conjunto abierto U de X, se tiene
que (λ · ϕ)U = ρOX

X
U(λ) · ϕU es una aplicación OX(U)−lineal, pues ϕU lo es. Luego, sean U y V

conjuntos abiertos de X con V ⊆ U, se probará que el siguiente diagrama conmuta:

F (U)
(λ·ϕ)U−−−−−→ G(U)

ρF U
V

�
�ρGU

V

F (V)
(λ·ϕ)V−−−−−→ G(V)
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En efecto, sea s ∈ F (U),

ρGU
V ◦ (λ · ϕ)U(s) = ρGU

V ◦ (ρOX
X
U(λ) · ϕU)(s)

= ρGU
V (ρOX

X
U(λ) · ϕU(s))

= ρOX
X
V(λ) · ρGU

V (ϕU(s))
= ρOX

X
V(λ) · ϕV(ρF U

V (s))
= (λ · ϕ)V ◦ ρF U

V (s).

Por consiguiente, λ · ϕ ∈ HomOX (F ,G). Ahora, sean λ, λ� ∈ OX(X) y ϕ,ϕ� ∈ HomOX (F ,G) tales
que (λ,ϕ) = (λ�,ϕ�). Sea U un conjunto abierto de X y sea s ∈ F (U), se tiene que

(λ · ϕ)U(s) = ρOX
X
U(λ) · ϕU(s)

= ρOX
X
U(λ�) · ϕ�U(s)

= (λ� · ϕ�)U(s).

De esto se sigue que la multiplicación por un escalar · está bien definida.

Una vez con esto no es difı́cil verificar que HomOX (F ,G) es un OX(X)−módulo.

La siguiente definición nos ayudará a mostrar algunas propiedades interesantes de los OX−mó-
dulos.

Definición 1.2.4. Sean F y G gavillas de OX−módulos sobre un espacio anillado (X,OX), y sea
ϕ ∈ HomOX (F ,G). El morfismo ϕ es un isomorfismo de OX−módulos si para cada elemento p de
X el morfismo inducido ϕp es un isomorfismo de OX,p−módulos.

Proposición 1.2.5. Si F es un OX−módulo sobre un espacio anillado (X,OX), entonces los OX−mó-
dulos OX ⊗OX F y F son isomorfos.

Demostración. Necesitamos construir un morfismo OX ⊗OX F −→ F , para esto debemos construir
una familia de aplicaciones lineales parametrizada por los conjuntos abiertos de X. Enseguida, sea
U un conjunto abierto de X, consideremos la asignación σ dada por:

σ : OX(U) × F (U) −→ F (U)
(α, s) �−→ α · s.

De forma inmediata se verifica que σ es una aplicación OX(U)−bilineal. Ası́, existe una aplicación
OX(U)−lineal ϕU : OX(U) ⊗OX(U) F (U) −→ F (U) tal que

OX(U) × F (U)
σ

��

φ
��

F (U)

OX(U) ⊗OX(U) F (U)
ϕU

��������������
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es un diagrama conmutativo, donde φ es la aplicación natural dada por:

φ : OX(U) × F (U) −→ OX(U) ⊗OX(U) F (U)
(α, s) �−→ α ⊗ s.

Por otro lado, sean U y V conjuntos abiertos de X con V ⊆ U, se tiene que el siguiente diagrama es
conmutativo:

OX(U) ⊗OX(U) F (U)
ϕU−−−−−→ F (U)

ρU
V

�
�ρF U

V

OX(V) ⊗OX(V) F (V)
ϕV−−−−−→ F (V)

Con lo anterior, la familia (ϕU)U∈τX define un morfismo de pregavillas ϕ : (OX ⊗OX F )− −→ F . De
la propiedad universal de la gavilla asociada existe un morfismo de gavillas ϕ+ : OX ⊗OX F −→ F
tal que hace que el siguiente diagrama conmute:

(1.2.1) (OX ⊗OX F )−
ϕ

��

θ
��

F

OX ⊗OX F
ϕ+

�������������

donde θ : (OX ⊗OX F )− −→ OX ⊗OX F es el morfismo canónico. Lo que sigue es mostrar que el
morfismo inducido ϕ+p es un isomorfismo para todo p ∈ X. Sea p ∈ X, en primer lugar probaremos
que ϕ+p es inyectivo. Sea γ ∈ (OX ⊗OX F )p tal que ϕ+p(γ) = 0Fp . Sabemos que existe un conjunto
abierto V de X que contiene a p y existe

��
i=1 αi ⊗ si un elemento de OX(V) ⊗OX(V) F (V) con

θp([(V,
��

i=1 αi ⊗ si)]) = γ para algún � ∈ N, pues θp es sobreyectivo. Del Diagrama 1.2.1 se tiene
que ϕp([(V,

��
i=1 αi ⊗ si)]) = 0Fp , ası́ [(V,

��
i=1 αi · si)] = 0Fp , y consecuentemente existe un conjunto

abierto W de X que contiene a p y está contenido en V tal que (
��

i=1 αi · si)|W = 0F (W), luego,

[(V,
��

i=1

αi ⊗ si)] = [(V, 1OX(V) ⊗
��

i=1

αi · si)] = [(W, 1OX(W) ⊗ (
��

i=1

αi · si)|W)] = 0(OX⊗OXF )−p .

Esto implica que γ = 0(OX⊗OXF )p , de lo cual concluimos que ϕ+p es inyectivo. Para la sobreyectividad,
sea t ∈ F (U) con U cierto conjunto abierto de X que contiene a p. Tenemos que

ϕ+p(θp([(U, 1OX(U) ⊗ t)])) = ϕp([(U, 1OX(U) ⊗ t)]) = [(U,ϕU(1OX(U) ⊗ t))] = [(U, t)].
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Ahora continuaremos con la construcción de una gavilla especial que servirá para definir el
grupo de Picard. Sea (X,OX) un espacio anillado, y sean F y G gavillas de OX−módulos. Conside-
remos la aplicaciónHomOX (F ,G) dada como sigue: Para un conjunto abierto U de X,

HomOX (F ,G)(U) =



{0}, si U = ∅, y

HomOX |U (F |U ,G|U), si U � ∅.
Enseguida, para conjuntos abiertos U y V de X con V ⊆ U, el homomorfismo restricción es dado
por:

ρHom
U
V : HomOX (F ,G)(U) −→ HomOX (F ,G)(V)

ϕ �−→ ϕ|V ,
donde ϕ|V denota la restricción usual de morfismos.

Lema 1.2.6. Con las notaciones anteriores,HomOX (F ,G) es un OX−módulo.

Demostración. Empezaremos con probar que HomOX (F ,G) es una pregavilla. Tenemos que el
conjunto HomOX (F ,G)(U) es un OX(U)−módulo para cada conjunto abierto U de X. Por otro
lado, la primera condición de pregavilla se satisface inmediatamente, ya que por construcción
HomOX (F ,G)(∅) = {0}. Para la segunda condición de pregavilla, sea U un conjunto abierto de
X, se sigue que ρHom

U
U = idHomOX (F ,G)(U). Por último, sean U,V y W conjuntos abiertos de X tales

que W ⊆ V ⊆ U y sea ϕ ∈ HomOX (F ,G)(U), luego,

ρHom
V
W ◦ ρHom

U
V (ϕ) = ρHom

V
W(ϕ|V) = (ϕ|V)|W = ϕ|W = ρHom

U
W(ϕ).

Por tanto,HomOX (F ,G) es una pregavilla.

Continuemos con la prueba de que HomOX (F ,G) es una gavilla. Sea U un conjunto abierto de X
y sea (Ui)i∈I una cubierta abierta de U para cierto conjunto I. Para la primera condición de gavilla,
sea ϕ ∈ HomOX (F ,G)(U) tal que ϕ|Ui = 0HomOX (F ,G)(Ui). Mostraremos que ϕ = 0HomOX (F ,G)(U). Sea
W un conjunto abierto de U, verificaremos que ϕW es igual a la aplicación OX(W)−lineal nula. Por
tanto, sea p ∈ W, ası́, se tiene que existe i ∈ I tal que p ∈ Ui, luego, como ϕ|Ui = 0HomOX (F ,G)(Ui), y
para cualquier sección s de F sobre W, se sigue que

�
ϕW(s)

�
p =

�
ρGW

W∩Ui
(ϕW(s))

�
p

=
�
ϕW∩Ui(ρFW

W∩Ui
(s))
�

p

=
�
0G(W∩Ui)

�
p

= 0Gp .

De modo que, ϕW(s) = 0G(W), y ası́, ϕ = 0HomOX (F ,G)(U). Para la segunda condición de gavilla,
sea {ϕi ∈ HomOX (F ,G)(Ui) | i ∈ I} una colección de morfimos de modo que para cada par
(i, j) ∈ I2, ϕi|Ui∩U j = ϕ j|Ui∩U j . Probaremos que existe ψ ∈ HomOX (F ,G)(U) tal que ψ|Ui = ϕi.
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A continuación construiremos la aplicación ψ : F |U −→ G|U . Sea V un conjunto abierto U y sea
s ∈ F (V), tenemos que (V ∩Ui)i∈I es una cubierta abierta de V. De esto, consideremos la colección
{ϕi,V∩Ui( ρF V

V∩Ui
(s) ) ∈ G(V ∩ Ui) | i ∈ I} de secciones de G. Ahora, sea (i, j) ∈ I2, se tiene que

ρG
V∩Ui
V∩Ui∩U j

(ϕi,V∩Ui( ρF V
V∩Ui

(s) ) ) = ϕi,V∩Ui∩U j( ρF V
V∩Ui∩U j

(s) )
= ϕ j,V∩Ui∩U j( ρF V

V∩Ui∩U j
(s) )

= ρG
V∩U j
V∩Ui∩U j

(ϕ j,V∩U j( ρF V
V∩U j

(s) ) ).

Puesto que G es una gavilla, se sigue que existe γs ∈ G(V) tal que ρGV
V∩Ui

(γs) = ϕi,V∩Ui( ρF V
V∩Ui

(s) )
para todo i ∈ I, con esto ψ : F |U −→ G|U está definida de la siguiente manera: Para cada conjunto
abierto V de U,

ψV : F (V) −→ G(V)
s �→ ψV(s) := γs.

Veamos que ψV es una aplicación OX(V)−lineal. En efecto, sean s y t secciones de F sobre V tales
que s = t. Si p ∈ V, entonces existe i ∈ I tal que p ∈ Ui, de manera que

(γs)p = ( ρGV
V∩Ui

(γs) )p = (ϕi,V∩Ui( ρF
V
V∩Ui

(s) ))p = (ϕi,V∩Ui( ρF
V
V∩Ui

(t) ))p = ( ρGV
V∩Ui

(γt) )p = (γt)p,

por tanto, ψV está bien definida. Ahora, sean s y t elementos de F (V), y sea p ∈ V, ası́ existe i ∈ I
tal que p ∈ Ui, luego

(γs+t)p = (ρGV
V∩Ui

(γs+t))p

= (ϕi,V∩Ui(ρF V
V∩Ui

(s + t)))p

= (ϕi,V∩Ui(ρF V
V∩Ui

(s)))p + (ϕi,V∩Ui(ρF V
V∩Ui

(t)))p

= (ρGV
V∩Ui

(γs))p + (ρGV
V∩Ui

(γt))p

= (γs)p + (γt)p,

por consiguiente, ψV(s + t) = ψV(s) + ψV(t). Enseguida, sean α ∈ OX(V), s ∈ F (V), y p ∈ V,
ası́ existe i ∈ I tal que p ∈ Ui. De esto,

(γα·s)p = (ρGV
V∩Ui

(γα·s))p

= (ϕi,V∩Ui(ρF V
V∩Ui

(α · s)))p

= (ϕi,V∩Ui(ρOX
V
V∩Ui

(α) · ρF V
V∩Ui

(s)))p

= (ρOX
V
V∩Ui

(α) · ϕi,V∩Ui(ρF V
V∩Ui

(s)))p

= (ρOX
V
V∩Ui

(α) · ρGV
V∩Ui

(γs))p

= (ρGV
V∩Ui

(α · γs))p

= (α · γs)p.

Ası́ que, ψV(α · s) = α · ψV(s), y por lo tanto ψV es una aplicación OX(V)−lineal. Más aún, ψ es un
elemento de HomOX (F ,G)(U). Ahora bien, sea i ∈ I, vamos a mostrar que ψ|Ui = ϕi. Para esto,
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sean W un conjunto abierto de Ui, p ∈ W y s ∈ F (W), luego

(ψW(s))p = (γs)p = (ρGW
W∩Ui

(γs))p = (ϕi,W∩Ui(ρF
W
W∩Ui

(s)))p = (ϕi,W(s))p,

de manera que, ψ|Ui = ϕi.

Para terminar, sean U y V conjuntos abiertos de X con V ⊆ U, lo que sigue es mostrar que el
diagrama

OX(U) ×HomOX (F ,G)(U) −−−−−→ HomOX (F ,G)(U)

ρOX
U
V × ρHom

U
V

�
�ρHom

U
V

OX(V) ×HomOX (F ,G)(V) −−−−−→ HomOX (F ,G)(V)

conmuta. En efecto, sean α ∈ OX(U) y ϕ ∈ HomOX (F ,G)(U), veamos que (α ·ϕ)|V = ρOX
U
V (α) ·ϕ|V .

Sea W un conjunto abierto de V y sea s ∈ F (W), ası́ tenemos que

(α · ϕ)W(s) = ρOX
U
W(α) · ϕW(s) = (ρOX

U
V (α) · ϕ|V)W(s).

Por lo tanto, (α · ϕ)|V = ρOX
U
V (α) · ϕ|V , y en definitiva,HomOX (F ,G) es un OX−módulo.

A continuación daremos algunas propiedades de la gavillaHomOX (F ,G).

Proposición 1.2.7. Sea (X,OX) un espacio anillado y seaG unOX−módulo. Se tiene que elOX−mó-
duloHomOX (OX,G) es isomorfo a G.

Demostración. Consideremos la asignación ψ : HomOX (OX,G) −→ G dada de la siguiente manera:
Si U es un conjunto abierto de X, entonces

ψU : HomOX (OX,G)(U) −→ G(U)
f �−→ fU(1OX(U)).

Sean f y g elementos deHomOX (OX,G)(U) tales que f = g, luego,

ψU( f ) = fU(1OX(U)) = gU(1OX(U)) = ψU(g),

ası́, ψU está bien definida. Por otro lado, sean f , g ∈ HomOX (OX,G)(U), se sigue que

ψU( f + g) = ( f + g)U(1OX(U)) = fU(1OX(U)) + gU(1OX(U)) = ψU( f ) + ψU(g).

Enseguida, sean α ∈ OX(U) y f ∈ HomOX (OX,G)(U), tenemos que

ψU(α · f ) = (α · f )U(1OX(U)) = α · fU(1OX(U)) = α · ψU( f ).
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Por lo tanto, ψU es una aplicación OX(U)−lineal. Ahora, sean U y V conjuntos abiertos de X con
V ⊆ U, mostraremos que el siguiente diagrama conmuta:

HomOX (OX,G)(U)
ψU−−−−−→ G(U)

ρHom
U
V

�
�ρGU

V

HomOX (OX,G)(V)
ψV−−−−−→ G(V)

Sea f ∈ HomOX (OX,G)(U), luego, ρGU
V ◦ ψU( f ) = ρGU

V ( fU(1OX(U))) = fV(1OX(V)) = ψV ◦ ρHom
U
V ( f ),

de modo que ψ es un morfismo de OX−módulos.

Ahora, sea p ∈ X, vamos a probar que ψp es un isomorfismo. Sean U un conjunto abierto de X
que contiene a p y f ∈ HomOX (OX,G)(U) tales que ψp([(U, f )]) = 0Gp . De esto, existe un conjunto
abierto V de X contenido en U y que contiene a p tal que fV(1OX(V)) = 0G(V). Si W es un conjunto
abierto de V, y si s es un elemento de OX(W), entonces fW(s) = s · fW(1OX(W)) = 0G(W). Ası́ que,

[(U, f )] = [(V, f |V)] = 0HomOX (OX ,G)p ,

mostrando con esto que ψp es una aplicación inyectiva. Para la sobreyectividad, sea U un conjunto
abierto de X con p ∈ U, y sea t ∈ G(U). Consideremos la asignación f : OX |U −→ G|U dada como
sigue: Si V es un conjunto abierto de U, entonces

fV : OX(V) −→ G(V)
s �−→ s · ρGU

V (t).

Se tiene que fV es una aplicación OX(V)−lineal. En efecto, sean s, s� ∈ OX(V) tales que s = s�, se
satisface que fV(s) = s · ρGU

V (t) = s� · ρGU
V (t) = fV(s�), de esto, fV está bien definida. Luego, sean

α,α�, s y s� elementos de OX(V), por tanto,

fV(α · s+ α� · s�) = (α · s+ α� · s�) · ρGU
V (t) = α · (s · ρGU

V (t))+ α� · (s� · ρGU
V (t)) = α · fV(s)+ α� · fV(s�),

esto implica que fV es una aplicación OX(V)−lineal. Por otro lado, sean V y W conjuntos abiertos
de U con W ⊆ V, se sigue que el diagrama

OX(V)
fV−−−−−→ G(V)

ρOX
V
W

�
�ρGV

W

OX(W)
fW−−−−−→ G(W)

es conmutativo pues para s ∈ OX(V), tenemos que

ρG
V
W ◦ fV(s) = ρGV

W(s · ρGU
V (t)) = ρOX

V
W(s) · ρGU

W(t) = fW(ρOX
V
W(s)) = fW ◦ ρOX

V
W(s),

de modo que, f es un morfismo. Por lo tanto,

ψp([(U, f )]) = [(U,ψU( f ))] = [(U, fU(1OX(U)))] = [(U, t)].



18 1. ESQUEMAS Y EL GRUPO DE PICARD

Finalmente, de la Definición 1.2.4 se sigue que ψ es un isomorfismo.

1.3. Grupo de Picard

Dado un espacio anillado le podemos asociar un grupo abeliano bien conocido como el Grupo
de Picard del espacio anillado. A continuación, intentaremos introducir suavemente dicho grupo y
lo determinaremos para ciertos espacios anillados. Enseguida daremos tres conceptos que serán de
utilidad para nuestra construcción.

Definición 1.3.1. Sea (X,OX) un espacio anillado y sea F un OX−módulo. La gavilla dual de F es
la gavillaHomOX (F ,OX), y será denotada por F ∨.

Definición 1.3.2. Sea F un OX−módulo sobre un espacio anillado (X,OX). F es localmente libre
de rango n, con n un entero no negativo, si para cada p ∈ X existe un conjunto abierto U de X con
p ∈ U tal que F |U � On

X |U .

Definición 1.3.3. Sea (X,OX) un espacio anillado. Una gavilla de OX−módulos es invertible si es
localmente libre de rango uno.

Observación 1.3.4. En el caso de que (X,OX) es un esquema Noetheriano, entero, separado y lo-
calmente factorial se tiene que para cada divisor sobre X existe una gavilla invertible sobre X (ver
[19, Corolario 6.16, p. 145]).

Enseguida, mostraremos que la propiedad de que una gavilla sea invertible es preservada por la
dualidad.

Proposición 1.3.5. Sea (X,OX) un espacio anillado. Si F es un OX−módulo invertible, entonces
F ∨ también lo es.

Demostración. Sea p ∈ X, tenemos que existe un conjunto abierto U de X con p ∈ U tal que
F |U � OX |U , luego,

F ∨|U = HomOX (F ,OX)|U
= HomOX |U (F |U ,OX |U)
� HomOX |U (OX |U ,OX |U)
� OX |U .

Por lo tanto, F ∨ es invertible.

Una de las propiedades agradables de la gavilla dual es el siguiente resultado:
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Proposición 1.3.6. Sea F un OX−módulo invertible sobre un espacio anillado (X,OX), se satisface
que F ∨ ⊗OX F es isomorfo a OX.

Demostración. Debemos construir un morfismo ψ : F ∨ ⊗OX F −→ OX y mostrar que el morfismo
inducido ψp es un isomorfismo para cada p ∈ X. Para esto, sea U un conjunto abierto de X, ahora
consideremos la siguiente aplicación OX(U)−bilineal:

φ : F ∨(U) × F (U) −→ OX(U)
( f , s) �−→ fU(s).

De la propiedad universal del producto tensorial existe una aplicación OX(U)−lineal

ϕU : F ∨(U) ⊗OX(U) F (U) −→ OX(U),

tal que hace que el siguiente diagrama conmute:

F ∨(U) × F (U)
φ

��

��

OX(U)

F ∨(U) ⊗OX(U) F (U)
ϕU

��������������

Enseguida, sean U y V conjuntos abiertos de X con V ⊆ U, tenemos que el siguiente diagrama
conmuta:

F ∨(U) ⊗OX(U) F (U)
ϕU−−−−−→ OX(U)

ρ(F∨⊗OX
F )−

U
V

�
�ρOX

U
V

F ∨(V) ⊗OX(V) F (V)
ϕV−−−−−→ OX(V)

En efecto, sea
��

i=1 fi ⊗ si un elemento de F ∨(U) ⊗OX(U) F (U), luego,

ρOX
U
V ◦ ϕU

���
i=1 fi ⊗ si

�
= ρOX

U
V
���

i=1 fi,U(si)
�

=
��

i=1 fi,V
�
ρF U

V (si)
�

= ϕV
���

i=1(ρF ∨U
V ( fi)) ⊗ ρF U

V (si)
�

= ϕV ◦ ρ(F ∨⊗OXF )−
U
V

(
��

i=1 fi ⊗ si).

Con lo anterior, la familia (ϕU)U∈τX de aplicaciones lineales define un morfismo de pregavillas

ϕ : (F ∨ ⊗OX F )− −→ OX.
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Utilizando la propiedad universal de la gavilla asociada existe un morfismo ψ : F ∨ ⊗OX F −→ OX

de gavillas tal que el siguiente diagrama conmuta:

(1.3.1) (F ∨ ⊗OX F )−
ϕ

��

θ
��

OX

F ∨ ⊗OX F
ψ

�������������

donde θ es el morfismo canónico.

A continuación, sea p ∈ X, se mostrará que ψp es inyectivo. Sea λ ∈ (F ∨ ⊗OX F )p tal que
ψp(λ) = 0OX,p . Sabemos que existe un conjunto abierto U de X que contiene a p y existe

��
i=1 fi ⊗ si

un elemento de F ∨(U) ⊗OX(U) F (U) tales que λ = θp([(U,
��

i=1 fi ⊗ si)]). Por tanto, usando el
Diagrama 1.3.1 obtenemos que ϕp([(U,

��
i=1 fi ⊗ si)]) = 0OX,p , ası́, existe un conjunto abierto W de

X con W ⊆ U y p ∈ W tal que ϕW
���

i=1(ρF ∨U
W( fi)) ⊗ (ρF U

W(si))
�
= 0OX(W), de lo cual se tiene que

��
i=1 fi,W(ρF U

W(si)) = 0OX(W). Por otro lado, puesto que F es invertible existe un conjunto abierto Γ
de X, con p ∈ Γ, tal que σ : OX |Γ −→ F |Γ es un isomorfismo. Luego, existe αi ∈ OX(W ∩ Γ) tal que
ρF U

W∩Γ(si) = σW∩Γ(αi). Por consiguiente,

ρ(F ∨⊗OXF )−
U
W∩Γ
���

i=1 fi ⊗ si
�
=
��

i=1(ρF ∨U
W∩Γ( fi)) ⊗ (σW∩Γ(αi))

= (
��

i=1 αi · ρF ∨U
W∩Γ( fi)) ⊗ σW∩Γ(1OX(W∩Γ)).

Veamos que
��

i=1 αi·ρF ∨U
W∩Γ( fi) = 0F ∨(W∩Γ), para esto sea Y un conjunto abierto de X, con Y ⊆ W∩Γ,

y sea r ∈ OX(Y), se sigue que,

(
��

i=1 αi · ρF ∨U
W∩Γ( fi))Y(σY(r)) =

��
i=1 ρOX

W∩Γ
Y (αi) · fi,Y(σY(r))

=
��

i=1 fi,Y
�
σY(ρOX

W∩Γ
Y (αi)r)

�

= r ·��i=1 fi,Y
�
σY(ρOX

W∩Γ
Y (αi))

�

= r ·��i=1 fi,Y
�
ρF U

Y (si)
�

= 0OX(Y).

Por lo tanto, [(U,
��

i=1 fi⊗si)] = 0(F ∨⊗OXF )−p , y ası́, λ = 0(F ∨⊗OXF )p . Continuemos con la prueba de que
ψp es sobreyectivo. Sean U un conjunto abierto de X que contiene a p y r ∈ OX(U), consideremos
el elemento [(U ∩ Γ,σ−1

U∩Γ ⊗ σU∩Γ(ρOX
U
U∩Γ(r)))] de (F ∨ ⊗OX F )−p , luego,

ψp
�
θp([(U ∩ Γ,σ−1

U∩Γ ⊗ σU∩Γ(ρOX
U
U∩Γ(r)))])

�
= ϕp([(U ∩ Γ,σ−1

U∩Γ ⊗ σU∩Γ(ρOX
U
U∩Γ(r)))])

= [(U ∩ Γ,ϕU∩Γ(σ−1
U∩Γ ⊗ σU∩Γ(ρOX

U
U∩Γ(r))))]

= [(U ∩ Γ, ρOX
U
U∩Γ(r))]

= [(U, r)].

Finalmente, F ∨ ⊗OX F es isomorfo a OX como OX−módulos.
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El siguiente resultado muestra que la propiedad de que una pareja de gavillas sea invertible es
preservada por el producto tensorial.

Proposición 1.3.7. Si F y G son OX−módulos invertibles sobre un espacio anillado (X,OX), enton-
ces F ⊗OX G es un OX−módulo invertible.

Demostración. Sea p ∈ X, existen conjuntos abiertos U y V de X con p ∈ U ∩ V de tal manera que
F |U � OX |U y G|V � OX |V . Enseguida,

(F ⊗OX G)|U∩V � F |U∩V ⊗OX |U∩V G|U∩V ,

� OX |U∩V ⊗OX |U∩V OX |U∩V ,

� OX |U∩V .

Por tanto, F ⊗OX G es invertible.

Sea (X,OX) un espacio anillado, consideremos el conjunto

∆ = {F | F es un OX −módulo invertible}.

Observemos que ∆ es un conjunto no vacı́o, pues OX es un elemento de él. Tomando en cuenta esto
podemos definir una relación sobre este conjunto como sigue: SeanF yG OX−módulos invertibles,
diremos que F ∼ G si y solo si F � G. Se tiene que ∼ es una relación de equivalencia. En efecto,
sea F un OX−módulo invertible, luego F ∼ F , pues F � F . Luego, sean F y G OX−módulos
invertibles tales que F ∼ G, se sigue que G ∼ F , ya que G � F . Por último sean F ,G y H
OX−módulos invertibles tales que F ∼ G y G ∼ H , de este modo, F ∼ H pues F � G y G � H .

Proposición 1.3.8. Con las notaciones anteriores,
∆

∼ es un grupo abeliano.

Demostración. Consideremos la operación + definida por:

+ :
∆

∼ ×
∆

∼ −→ ∆

∼
([F ], [G]) �→ [F ] + [G] = [F ⊗OX G].

Vamos a probar que + está bien definida: Sean F y G gavillas invertibles de OX−módulos, se

tiene que [F ] + [G] es un elemento de
∆

∼ , pues F ⊗OX G es invertible. Ahora, sean F ,F �,G y G�
OX−módulos invertibles tales que [F ] = [F �] y [G] = [G�], luego,

[F ] + [G] = [F ⊗OX G] = [F � ⊗OX G�] = [F �] + [G�],

ya que F ⊗OX G � F � ⊗OX G�.
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[Asociatividad] Sean F ,G yH OX−módulos invertibles, tenemos que

[F ] + ([G] + [H]) = [F ] + [G ⊗OX H]
= [F ⊗OX (G ⊗OX H)]
= [(F ⊗OX G) ⊗OX H]
= [F ⊗OX G] + [H]
= ([F ] + [G]) + [H].

[Conmutatividad] Sean F y G gavillas de OX−módulos invertibles, luego,

[F ] + [G] = [F ⊗OX G] = [G ⊗OX F ] = [G] + [F ].

[Elemento neutro] El elemento neutro de
∆

∼ es [OX], pues [OX] + [F ] = [OX ⊗OX F ] = [F ], para

cada [F ] ∈ ∆∼ .

[Inverso] Sea [F ] ∈ ∆∼ , tenemos que [F ∨] es el inverso de [F ], ya que

[F ] + [F ∨] = [F ⊗OX F ∨] = [OX].

Ası́, concluimos que
∆

∼ es un grupo abeliano.

La proposición anterior permite dar la siguiente definición:

Definición 1.3.9. Con las notaciones de la Proposición 1.3.8, el grupo de Picard de X es el grupo

abeliano
∆

∼ , y será denotado por Pic(X).

Ejemplo 1.3.10. El grupo de Picard Pic(Pr
k) de espacio proyectivo de dimensión r sobre un campo

k es isomorfo a Z pues Pic(Pr
k) = {

�OPr
k
(1)
�⊗n | n ∈ Z} (ver [19, Corolario 6.17, p. 145]).

Observación 1.3.11. No es difı́cil probar que si dos espacios anillados son isomorfos, entonces sus
grupos de Picard también lo son. Sin embargo, el recı́proco es falso (ver Ejemplo 1.3.10).



Capı́tulo 2

Cohomologı́a

El propósito de este capı́tulo es definir los grupos de cohomologı́a de una gavilla (ver Definición
2.2.1). Para llevarlo a cabo, presentaremos los conceptos de gavilla fofa y resolución fofa (ver
Definciones 2.1.1 y 2.1.3). Para finalizar el capı́tulo enunciaremos el teorema de Riemann-Roch
para una superficie proyectiva racional lisa definida sobre un campo arbitrario (ver Teorema 2.3.3),
la importancia de dicho teorema se verá reflejada en la Sección 5.2 del Capı́tulo 5.

2.1. Resolución Fofa

En esta sección daremos la noción de la resolución fofa canónica de una gavilla, para ello
defiremos en primer lugar una gavilla fofa como sigue:

Definición 2.1.1. Una gavilla de grupos abelianos F sobre un espacio topológico X es fofa, si para
cada conjunto abierto U de X la aplicación restricción ρF X

U : F (X) −→ F (U) es sobreyectiva.

Veamos un ejemplo de una gavilla fofa.

Ejemplo 2.1.2 (La gavilla rascacielos es una gavilla fofa). Sea G un grupo abeliano, y sea X un
espacio topológico no vacı́o. Fijemos un punto p de X, la gavilla rascacielos G(p)

X asociada a G en p
está definida de la siguiente manera:

Para cada conjunto abierto U de X, el grupo abeliano G(p)
X (U) es igual a:

G(p)
X (U) =




G, si p ∈ U, y

{0G}, en otro caso.

Para cualesquiera conjuntos abiertos U y V de X con V ⊆ U, la aplicación restricción ρG(p)
X

U
V

está da-
da por:

ρG(p)
X

U
V
=




idG, si p ∈ V, y

0, en otro caso

donde idG denota la aplicación identidad en G y 0 denota la aplicación nula.
23
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Es claro que ρG(p)
X

X
U

es sobreyectiva para cualquier conjunto abierto U de X. Por lo tanto, G(p)
X es una

gavilla fofa.

A continuación, sea F una gavilla sobre un espacio topológico X, a partir de F vamos a cons-
truir una gavilla fofa. Ası́, fijemos un conjunto abierto U de X, y consideremos el conjunto:

CF (U) =


s : U −→

�

p∈U
Fp | s(p) ∈ Fp para cada p ∈ U




este conjunto tiene una estructura de grupo abeliano. Más aún, se tiene que la familia de grupos
abelianos (CF (U))U∈τX junto con cierta aplicación restricción definen una gavilla de grupos abelia-
nos sobre X, la cual denotaremos por CF , esto es, CF asigna a cada conjunto abierto U de X el
grupo abeliano CF (U), y la aplicación restricción ρCF está dada por:

ρCF
U
V : CF (U) −→ CF (V)

s �−→ s|V ,
donde s|V es la aplicación definida de la siguiente manera:

s|V : V −→ �
q∈V Fq

p �−→ s(p),

para cualesquiera conjuntos abiertos U y V de X con V ⊆ U. Cabe mencionar que CF es una gavilla
fofa, pues, sea U un conjunto abierto de X, y sea t una sección de CF sobre U. Consideremos la
siguiente asignación:

s : X −→ �
p∈X Fp

q �−→



t(q), si q ∈ U, y

0Fq , en otro caso.

Es claro que, s es una sección de CF sobre X tal que s|U = t. Por lo tanto, CF es una gavilla fofa.

Enseguida, definiremos una resoloción fofa de una gavilla:

Definición 2.1.3. Sea F una gavilla sobre un espacio topológico X, una resolución fofa de F es
una sucesión exacta de gavillas de la forma:

0 −→ F −→ G0 −→ G1 −→ G2 −→ · · ·

donde G j es una gavilla fofa para cada j ∈ Z+.

A cada gavilla se le puede asociar de una manera natural una resolución fofa que llamaremos
la resolución fofa canónica. Antes de hacer la construcción de la resolución fofa canónica de una
gavilla F sobre un espacio topológico X, observemos que podemos ver a F como una subgavilla de
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CF , es decir, existe un morfismo inyectivo entre las gavillas F y CF . En efecto, para cada conjunto
abierto U de X consideremos la asignación iU definida como:

iU : F (U) −→ CF (U)
s �−→ iU(s),

donde iU(s) está dada por:
iU(s) : U −→ �

p∈U Fp

q �−→ sq.

De forma inmediata se tiene que iU es un homomorfismo de grupos. Ahora bien, sean U y V
conjuntos abiertos de X con V ⊆ U, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

F (U)
iU−−−−−→ CF (U)

ρF U
V

�
�ρCF

U
V

F (V)
iV−−−−−→ CF (V)

lo cual implica que la familia (iU)U∈τX define un morfismo de gavillas, y será denotado por iF .
Enseguida, vamos a mostrar que iF es un morfismo inyectivo. Sea U un conjunto abierto de X, y
sea s ∈ F (U) tal que iU(s) = 0CF (U), esto es, sq = 0Fq para cada q ∈ U. Por tanto, s = 0F (U), y ası́,
tenemos que ker (iU) = {0F (U)}. Luego, iU es un homomorfismo inyectivo, y en conclusión, iF es
un morfismo inyectivo. De esto, tenemos que

0 −→ F iF−→ CF

es una sucesión exacta de gavillas sobre X. Ahora, si F1 =
CF

iF (F )
, entonces la siguiente sucesión

es exacta:
0 −→ F iF−→ CF

η1−→ F1 −→ 0,

De manera analoga, se sigue que la sucesión

0 −→ F1
iF1−→ CF1

η2−→ F2 −→ 0,

es exacta, donde F2 =
CF1

iF1(F1)
, y ası́, tenemos la exactitud en la siguiente sucesión:

0 −→ F iF−→ CF
iF1◦η1−→ CF1 ,

Siguiendo este proceso, obtenemos que

(2.1.1) 0 −→ F iF−→ CF
δ0−→ CF1

δ1−→ · · · δ
n−1

−→ CFn

δn−→ · · · ,

es una sucesión exacta, donde Fn =
CFn−1

iFn−1(Fn−1)
y δn = iFn+1 ◦ ηn+1 para n ∈ N, donde F0 = F . De

esto, la sucesión exacta (2.1.1) es una resolución fofa y será llamada la resolución fofa canónica de
F .
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2.2. Grupos de Cohomologı́a

Aquı́ definiremos los grupos de cohomologı́a de una gavilla, y mostraremos que el grupo cero
de cohomologı́a de una gavilla siempre coincide con las secciones globales de dicha gavilla (ver
Lema 2.2.4).

Sea F una gavilla sobre un espacio topológico X. Consideremos una resolución fofa de F como
sigue:

(2.2.1) 0 −→ F i−→ G0 δ0−→ G1 δ1−→ G2 δ2−→ · · ·

Por consiguiente, sabemos que δn+1 ◦ δn = 0Gn+2 para cada n ∈ Z+. Ası́ que, δn+1
X ◦ δn

X = 0Gn+2(X) para
todo n ∈ Z+.

Definición 2.2.1. Con notaciones anteriores, el n−ésimo grupo de cohomologı́a de F es:

Hn(X,F ) =
ker(δn

X)
im(δn−1

X )
,

para cada n ∈ Z+, donde δ−1
X es la aplicación nula.

El siguiente resultado nos muestra que los grupos de cohomologı́a pueden ser calculados para
cualquier resolución fofa.

Teorema 2.2.2. Sea F una gavilla sobre un espacio topológico X. Los grupos de cohomologı́a de
F son únicamente determinados por F y X, independientemente de la elección de la resolución
fofa de F .

Demostración. Ver [34, Teorema 6.8, p. 120].

El siguiente ejemplo muestra los grupos de cohomologı́a de una gavilla rascacielos.

Ejemplo 2.2.3 (Grupos de cohomologı́a de la gavilla rascacielos). Con las notaciones del Ejemplo
2.1.2, consideremos una resolución fofa de G(p)

X de la siguiente manera:

0 −→ G(p)
X

i−→ G(p)
X

δ0−→ 0
δ1−→ 0 −→ · · · ,

Se sigue que,

0 −→ G(p)
X (X)

iX−→ G(p)
X (X)

δ0X−→ 0
δ1X−→ 0 −→ · · · ,

es una sucesión exacta, pues G(p)
X es una gavilla fofa. Más aún, tenemos que

H0(X,G(p)
X ) = ker(δ0

X) = G.
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Ahora, para n ∈ N se satisface que Hn(X,G(p)
X ) = {0}, pues ker(δn

X) = im(δn−1
X ).

En el próximo resultado determinaremos el grupo cero de cohomologı́a de cualquier gavilla.

Lema 2.2.4. Si F es una gavilla sobre un espacio topológico X, entonces el grupo cero de coho-
mologı́a H0(X,F ) de F es isomorfo a las secciones globales de F .

Demostración. Observemos que H0(X,F ) = ker(δ0
X), y de la resolución fofa (2.2.1) tenemos que

0 −→ F (X)
iX−→ G0(X)

δ0X−→ G1(X) es una sucesión exacta de grupos abelianos. Por tanto, im(iX) es
igual a ker(δ0

X), y ası́ podemos considerar la siguiente asignación:

φ : H0(X,F ) −→ F (X)
s �−→ t,

donde iX(t) = s. Luego, debido a que iX es inyectivo, y a que im(iX) = ker(δ0
X), se sigue que φ es un

homomorfismo de grupos biyectivo. Finalmente, H0(X,F ) � F (X).

Observación 2.2.5. Aquı́ hemos definido los grupos de cohomologı́a de una gavilla de grupos abe-
lianos sobre un espacio topológico, y por construcción estos son grupos abelianos. Ahora bien,
si tomamos una gavilla de OX−módulos coherente sobre un esquema proyectivo (X,OX) defini-
do sobre un campo k, entonces los grupos de cohomologı́a tienen naturalmente una estructura de
k−espacio vectorial de dimensión finita sobre k (ver [19, Teorema 5.2 (a), p.228]).

El siguiente resultado es de gran interés, ya que nos dice en cierto sentido que las dimensiones
de los grupos de cohomologı́a sobre un campo y sobre su cerradura algebraica son iguales:

Proposición 2.2.6. Sea f : X −→ Spec(k) un morfismo separado y casicompacto, donde k es un
campo. Sea Xk̄ = X ×Spec(k) Spec(k̄) y sea π1 el morfismo proyección (ver Teorema 1.1.25). Si k̄ es
una k−álgebra plana, F es una gavilla casicoherente sobre X y si m ∈ Z+, entonces

Hm(X,F ) ⊗k k̄ � Hm(Xk̄, π
∗
1(F )),

donde k̄ denota la cerradura algebraica de k. En particular, la dimensión de Hm(X,F ) sobre k es
igual a la dimensión de Hm(Xk̄, π

∗
1(F )) sobre k̄ para todo m ∈ Z+.

Demostración. Ver [26, Corolario 2.27, p. 189].
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2.3. El Teorema de Riemann-Roch

En está sección enunciaremos el teorema de Riemann-Roch para superficies proyectivas lisas
definidas sobre cualquier campo. En primer lugar tenemos la siguiente definición:

Definición 2.3.1. Sea Z una variedad proyectiva lisa definida sobre un campo k, y sea F una gavilla
de OZ−módulos coherente. La caracterı́stica de Euler-Poincaré de F es:

X(F ) =
�

i∈Z+
(−1)idimk(Hi(Z,F )).

Para enunciar el teorema de Riemann-Roch, necesitaremos el concepto del grupo de Néron-
Severi de una superficie proyectiva lisa X y la noción del número de intersección entre divisores
sobre X, los cuales están definidos en la Sección 4.2 del Capı́tulo 4.

Teorema 2.3.2. Sea X una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo k. Si D es un divisor
sobre X, entonces

h0(X,OX(D)) − h1(X,OX(D)) + h2(X,OX(D)) = X(OX) +
1
2

�
OX(D)2 −KX.OX(D)

�
,

donde KX es la clase de un divisor canónico en el grupo de Néron-Severi de X, y h j(X,OX(D)) es
igual a dimk(H j(X,OX(D))) para cada j ∈ {0, 1, 2}.

Demostración. Ver el Teorema 1.6 de [19], página 362.

En el caso cuando tenemos una superficie proyectiva lisa racional definida sobre un campo el
teorema de Riemann-Roch es el siguiente:

Teorema 2.3.3. Sea X una superficie proyectiva lisa racional definida sobre un campo. Si D es un
divisor sobre X, entonces

h0(X,OX(D)) − h1(X,OX(D)) + h2(X,OX(D)) = 1 +
1
2

�
OX(D)2 −KX.OX(D)

�
.

Demostración. La demostración se sigue del Teorema 2.3.2 y del hecho de que X(OX) = 1, pues
h0(X,OX) = 1, y h1(X,OX) = h2(X,OX) = 0.



Capı́tulo 3

Explosiones y Diagramas Decorados de Enriques

El propósito de este capı́tulo es de introducir de manera breve el concepto de una explosión de
un esquema con respecto a un subesquema cerrado, asimismo, revisaremos algunas de sus propie-
dades clásicas. Además, el concepto de los diagramas decorados de Enriques será exhibido en la
segunda sección de este capı́tulo, dicho concepto permitirá conocer mejor la explosión, para mayor
información ver [22]. Ambos conceptos serán utilizados implı́citamente en capı́tulos posteriores.

3.1. Explosiones

Consideremos una gavilla L de OX−módulos casicoherente sobre un esquema Noetheriano
(X,OX), la cual tiene una estructura de una gavilla graduada de OX−álgebras, con graduación�

d∈Z+ Ld, donde Ld es la parte homogénea de L de grado d. Además, asumiremos lo siguien-
te:

1. L0 = OX,

2. L1 es un OX−módulo coherente, y
3. L es localmente generada por L1 como una OX−álgebra.

Ahora bien, sea U un abierto afı́n de X, ası́, podemos tomar Proj(L(U)) y su morfismo natural
πU : Proj(L(U)) → U. Por consiguiente, si f ∈ OX(U), entonces Proj(L(U f )) � π−1

U (U f ), donde
U f = Spec(OX(U) f ), ya que L es casicoherente. Enseguida, si U y V son abiertos afines de X, se
tiene que π−1

U (U ∩ V) � π−1
V (U ∩ V). De esto, pegando los esquemas Proj(L(U)) obtenemos un

esquema Proj(L) junto con un morfismo π : Proj(L) → X tal que para cada abierto afı́n U de X,
π−1(U) � Proj(L(U)). Con esta construcción tenemos el siguiente concepto:

Definición 3.1.1. Sean (X,OX) un esquema Noetheriano e I una gavilla coherente de ideales sobre
X. Consideremos la gavilla LI =

�
d∈Z+ I

d, donde Id es la d−ésima potencia del ideal I, y sea
I0 = OX. La explosión de X con respecto a la gavilla coherente de ideales I es el esquema Proj(LI)
y será denotada por Bl(X). Si Y es el subesquema cerrado de X correspondiente a I, entonces el
esquema Proj(LI) será llamado la explosión de X a lo largo de Y, y será denotado por BlY(X).

29
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En algunas ocasiones, si no causa confusión, diremos que la explosión de un esquema Noethe-
riano X es el morfismo π : Bl(X) −→ X.

Ejemplo 3.1.2 (La explosión del espacio afı́n An
k de dimensión n sobre un campo k). La explosión

del espacio afı́n An
k de dimensión n sobre un campo k en el origen está constituida por un espacio

proyectivo de dimensión n − 1 y de una copia de An
k \ {0An

k
}.

Ahora bien, si f : X → Y es un morfismo de esquemas y si I es una gavilla de ideales de OY ,

entonces f −1(I) es una gavilla de ideales en la gavilla de anillos f −1(OY) sobre X. Además, existe
un morfismo natural ϕ : f −1(OY)→ OX de gavillas de anillos sobre X. Esto nos sugiere la siguiente
definición:

Definición 3.1.3. Con notaciones anteriores, la gavilla ideal generada por la imagen de f −1(I) bajo
ϕ es la gavilla de ideales imagen inversa de I sobre X, y será denotada por f −1(I) · OX.

En el siguiente resultado, se muestran algunas propiedades de una gavilla de ideales imagen
inversa para el caso de la explosión π : Bl(X) −→ X de un esquema Noetheriano con respecto a una
gavilla coherente de ideales I sobre X.

Proposición 3.1.4. Sea X un esquema Noetheriano, y sean I una gavilla coherente de ideales y
π : Bl(X)→ X la explosión de X con respecto a I. Se satisface que:

1. La gavilla de ideales imagen inversa π−1(I) · OBl(X) es una gavilla invertible sobre Bl(X).
2. Si Y es el subesquema cerrado correspondiente a I y si U = X \ Y, entonces el morfismo
π|π−1(U) : π−1(U)→ U es un isomorfismo.

Demostración. Ver [19, Propisición 7.13, p.164].

Enseguida tenemos la propiedad universal de la explosión:

Proposición 3.1.5 (Propiedad Universal de la Explosión). Sean X un esquema Noetheriano, I una
gavilla de ideales coherente, y π : Bl(X) → X la explosión con respecto a I. Si f : Z → X es
cualquier morfismo tal que f −1(I) · OZ es una gavilla invertible de ideales sobre Z, entonces existe
un único morfismo g : Z → Bl(X) factorizando f .

Z
g

�����

f
��

��
��

��
��

� Bl(X)

π

��

X
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Demostración. Ver [19, Proposición 7.14, p.164].

Corolario 3.1.6. Sean f : Y → X un morfismo de esquemas Noetherianos, e I una gavilla
coherente de ideales sobre X. Si Bl(X) es la explosión de X con respecto a I y si Bl(Y) es la
explosión de Y con respecto a la gavilla de ideales imagen inversa f −1(I) · OY sobre Y, entonces
existe un único morfismo f̃ : Bl(Y)→ Bl(X) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Bl(Y)

��

f̃
����� Bl(X)

��

Y
f

�� X

Más aún, si f es una inmersión cerrada, entonces f̃ también lo es.

Demostración. Ver [19, Corolario 7.15, p. 165].

Definición 3.1.7. Con la notaciones del Corolario 3.1.6, si Y es un subesquema cerrado de X, el
subesquema cerrado Bl(Y) de Bl(X) será llamado la transformada estricta de Y bajo la explosión
π : Bl(X) −→ X.

Proposición 3.1.8. Sea X una variedad sobre un campo k y sea I una gavilla coherente de ideales
de OX no trivial. Si π : Bl(X) −→ X es la explosión de X con respecto a I, entonces:

1. Bl(X) es también una variedad sobre k.
2. π es un morfismo birracional, propio y sobreyectivo.
3. Si X es casiproyectiva (respectivamente, proyectiva) sobre k, entonces Bl(X) también lo es,

y π es un morfismo proyectivo.

Demostración. Ver [19, Proposición 7.16, p. 166].

3.2. Diagramas Decorados de Enriques

Sea X una superficie proyectiva no singular definida sobre un campo algebraicamente cerrado
de cualquier caracterı́stica y sea η un punto de X.

Definición 3.2.1. La primera vecindad infinitesimal de η es el soporte del divisor excepcional de
η en la explosión Blη(X) de X en η.
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Definición 3.2.2. Una constelación C con origen η de X es una unión finita de conjuntos C =
�n

i=0 Ci, para algún n ∈ Z+, donde C0 = {η},C1 es un subconjunto finito de la primera vecindad infi-
nitesimal de η, C2 es un subconjunto finito de las primeras vecindades infinitesimales de puntos de
C1, y de una manera recursiva, Ci+1 es un subconjunto finito de las primeras vecindades infinitesi-
males de puntos de Ci para cada i ∈ {3, ..., n−1}. En particular, si |Ci| = 1 para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
la constelación C se llama cadena con origen η.

Figura 1. Los puntos amarillos, negros y el punto rojo forman una constelación con
origen p de P2

k .

Si C es una constelación con origen η de X y si D es un divisor efectivo no nulo sobre X,
entonces la multiplicidad de D en un punto de C es igual a la multiplicidad de la transformada
estricta de D (correspondiente) en dicho punto.

Definición 3.2.3. Con la notación anterior, una D−constelación con origen η de X es una cons-
telación C con origen η de X tal que la multiplicidad de D en cada punto de C es diferente de
cero.

Ejemplo 3.2.4. Los puntos amarillos y el punto rojo de la Figura 1 forman una (L1+L2)−constelación
con origen p de P2

k , sin embargo, observemos que los puntos negros y el punto rojo no constituyen
una (L1 + L2)−constelación con origen p.
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En la siguiente figura mostramos un ejemplo de una L−constelación:

Figura 2. Los puntos amarillos forman una L−constelación con origen p de P2
k .

Definición 3.2.5. Sea C una D−constelación con origen η. El diagrama decorado de Enriques aso-
ciado a C es el árbol, es decir, es una gráfica acı́clica, con raı́z η, cuyos vértices son los puntos de
C y cuyas aristas están determinadas como sigue: Sean p y q elementos de C,

1. Si p está en la primera vecindad infinitesimal de q, entonces hay una arista que conecta a q
con p. Esta arista es un segmento de recta que une a p con q etiquetada con la letra D.

2. Si p no está en la primera vecindad infinitesimal de q, entonces p y q no se conectan.

Ejemplo 3.2.6 (El diagrama decorado de Enriques de una L−constelación con origen un punto del
plano proyectivo). Sea L una recta de P2

k que pasa a través de un punto p de P2
k . El siguiente dibujo

muestra el diagrama decorado de Enriques de una L−constelación con origen de p:
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Figura 3. Diagrama decorado de Enriques de la L−constelación de la Figura 2.

Ejemplo 3.2.7 (El diagrama decorado de Enriques de una D−constelación con origen un punto del
plano proyectivo, donde D no es curva entera sobre el plano proyectivo). Si L1 y L2 son dos rectas
de P2

k y si p es el punto de intersección de L1 y L2, entonces el siguiente dibujo muestra el diagrama
decorado de Enriques de una (L1 + L2)−constelación con origen p:

Figura 4. Diagrama decorado de Enriques de la (L1 + L2)−constelación de la Figura 1.



Capı́tulo 4

Forma de Intersección

El objetivo primordial de este capı́tulo es de introducir las superficies de Hirzebruch y los
monoides efectivos y Nef de una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo. Estas herrra-
mientas serán utilizadas en la construcción de códigos algebraico geométricos con muy buenos
parámetros en el capı́tulo posterior.

4.1. Divisores de Weil

En lo concerniente a esta sección, X será un esquema Noetheriano, entero, separado y regular
en codimensión uno. Para dicho esquema vamos a presentar una clase de subesquemas cerrados,
conocidos como divisores primos (ver Definición 4.1.1), y a partir de estos definiremos los divisores
de Weil sobre X (ver Definición 4.1.3), estos últimos formarán un conjunto que tendrá una estructura
de Z−módulo, este módulo será denotado por Div(X). Además, a cada función racional no nula
sobre X se le asignará un divisor de Weil (ver Definición 4.1.7).

Definición 4.1.1. Un divisor primo sobre X es un subesquema cerrado Γ de X que satisface lo
siguiente:

1. (Γ,OX |Γ) es un esquema entero, y
2. dim(Γ) = dim(X) − 1.

Ejemplo 4.1.2. Un divisor primo sobre P2
k es nada más que una curva entera sobre P2

k .

Una vez definidos los divisores primos se presenta el siguiente concepto:

Definición 4.1.3. Un divisor de Weil sobre X es un elemento del Z−módulo libre generado por los
divisores primos sobre X. Denotaremos dicho módulo por Div(X).

En ocasiones, al referirnos a un divisor de Weil sobre X solo diremos que es un divisor sobre X.

Ejemplo 4.1.4. Si L y C son una recta y una cónica entera sobre P2
k , respectivamente, entonces

3L − 7C es un divisor de Weil sobre P2
k .

35
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Ahora fijemos el conjunto Ω = {Γ | Γ es un divisor primo sobre X}. Observemos que para cada
divisor de Weil D sobre X existen � ∈ N, n1, n2, . . . , n� ∈ Z y Γi ∈ Ω para cada i ∈ {1, 2, . . . , �} tales
que D = n1Γ1 + n2Γ2 + · · · + n�Γ�. Con esta descripción tenemos la siguiente definición:

Definición 4.1.5. Con las notaciones anteriores, un divisor D sobre X es efectivo si ni ∈ Z+ para
cada i ∈ {1, 2, . . . , �}.

Ejemplo 4.1.6 (Divisor efectivo). Con las notaciones del Ejemplo 4.1.4, el divisor 5L + 3C es un
divisor efectivo sobre P2

k .

Enseguida, si Γ ∈ Ω y si p es el punto genérico de Γ, entonces OX,p es un anillo de valora-
ción discreta. De esta forma, podemos considerar una valoración discreta νΓ asociada a Γ. De esto
tenemos la siguiente definición:

Definición 4.1.7. Sea f un elemento del campo de funciones racionales sobre X no nulo. El divisor
asociado a f es:

( f ) :=
�

Γ∈Ω
νΓ( f )Γ.

Ejemplo 4.1.8. Consideremos la función racional
x1

x2
sobre P2

k . El divisor asociado a
x1

x2
es igual a:

�
x1

x2

�
= V(x1) − V(x2),

donde V(p(x0, x1, x2)) es el conjunto de ceros del polinomio homogéneo p(x0, x1, x2) de k[x0, x1, x2]
con x0, x1 y x2 variables sobre k.

El siguiente resultado nos dice que un divisor asociado a un elemento del campo de funciones
racionales no nulo es un divisor de Weil.

Lema 4.1.9. Sea f un elemento del campo de funciones racionales sobre X no nulo. Se sigue que
νΓ( f ) = 0, para casi todo divisor primo sobre X.

Demostración. Ver [19, Lema 6.1, p. 131].

Para concluir la sección presentaremos un conjunto de divisores sobre X que serán de interés
más adelante.

Definición 4.1.10. Un divisor D sobre X es un divisor principal si existe una función racional f
sobre X no nula tal que D = ( f ).
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4.2. Forma de Intersección

A lo largo de esta sección, X será una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo al-
gebraicamente cerrado k. En lo siguiente definiremos el número de intersección entre divisores
sobre X (ver Definición 4.2.1). A partir de esto, daremos una relación entre divisores (ver Defi-
nición 4.2.2), lo que dará lugar a unos conjuntos especiales asociados a X, estos son el grupo de
Néron-Severi, el monoide efectivo y el monoide Nef (ver Definiciones 4.2.9, 4.2.16 y 4.2.22).

Definición 4.2.1. Sean C y D divisores sobre X, y sean F y G las gavillas invertibles correspon-
dientes (ver Observación 1.3.4). El número de intersección de C y D es:

C.D = X(OX) − X(F −1) − X(G−1) + X(F −1 ⊗OX G−1),

donde X(H) es la caracterı́stica de Euler-Poincaré de una gavilla invertibleH .Más aún, D.D es el
número de autointersección de D y es denotado por D2.

Ahora bien, si C1,C2 y D son divisores sobre X, entonces se satisfacen los siguientes enunciados
(ver [19, Teorema 1.1, p. 357]):

1. C1.D = D.C1.

2. (C1 +C2).D = C1.D +C2.D.
3. Si C1 es linealmente equivalente a C2 (ver Definición 6.1.1), entonces C1.D = C2.D.

Una vez definido el número de intersección entre divisores podemos definir una relación entre
ellos como sigue:

Definición 4.2.2. Sean D y E divisores sobre X. D es numéricamente equivalente a E si D.Γ = E.Γ
para todo divisor Γ sobre X, y denotemos este hecho por D ≡ E.

En la siguiente observación tenemos que si dos curvas enteras sobre P2
k son numéricamente

equivalentes, entonces sus grados son iguales:

Observación 4.2.3. Sean C1 y C2 curvas enteras sobre P2
k . Si C1 ≡ C2, entonces deg(C1) = deg(C2),

donde deg(C) denota el grado de una curva C sobre P2
k . En efecto, sea L una recta sobre P2

k de tal
manera que C1 � L y C2 � L. Por tanto, C1.L = C2.L, y aplicando el Teorema de Bézout (ver [19,
Corolario 7.8, p. 54]) se sigue que deg(C1) = deg(C2).

Ahora determinemos el número de intersección de dos curvas enteras sobre P2
k .

Lema 4.2.4. Si C1 y C2 son curvas enteras sobre P2
k , entonces C1.C2 = deg(C1)deg(C2).
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Demostración. Supongamos que C1 � C2, ası́ que por el Teorema de Bézout (ver [19, Corolario
7.8, p. 54]) tenemos que C1.C2 = deg(C1)deg(C2). Por otro lado, si C1 = C2, consideremos una
curva entera D sobre P2

k distinta a C1 tal que C1 ≡ D, de esto C1.C2 = D.C2, y del caso anterior
se puede concluir que D.C2 = deg(D)deg(C2). Finalmente, de la Observación 4.2.3 se sigue que
C1.C2 = deg(C1)deg(C2).

La siguiente definición nos brinda otra clase de divisores:

Definición 4.2.5. Sea D un divisor sobre X. D es numéricamente efectivo si D.C ≥ 0 para cada
curva entera C sobre X.

De ahora en adelante, si D es un divisor numéricamente efectivo sobre X, diremos que es nef. En
los siguientes ejemplos mostraremos la existencia de divisores nef y que también existe un divisor
que no es nef.

Ejemplo 4.2.6 (Un divisor que es nef ). Sean L1 y L2 dos rectas distintas sobre P2
k . El divisor L1−L2

es nef. En efecto, sea C una curva entera sobre P2
k , luego, (L1 − L2).C = L1.C − L2.C. Del Lema

4.2.4, tenemos que (L1 − L2).C = 0, y por lo tanto, L1 − L2 es nef.

Ejemplo 4.2.7 (Un divisor que no es nef ). Sean L y D una recta y una cónica entera sobre P2
k ,

respectivamente. El divisor L − D no es nef pues

(L − D).L = L.L − D.L = −1.

El siguiente resultado nos muestra una caracterización de los divisores nef.

Proposición 4.2.8. Sea D ∈ Div(X). El divisor D es nef si y solo si D.C ≥ 0 para cualquier divisor
efectivo C sobre X.

Demostración. Supongamos que D es nef. Sea C un divisor efectivo sobre X, luego, C es de la
forma C = n1Γ1 + n2Γ2 + · · · + nrΓr para cierto r ∈ N, donde ni es un entero no negativo y Γi es una
curva entera sobre X, para todo i ∈ {1, 2, . . . , r}. De esto, D.C = n1D.Γ1 + n2D.Γ2 + · · · + nrD.Γr,

además, D.Γi ≥ 0 para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, pues D es nef. Ası́, D.C ≥ 0. Recı́procamente, sea E
una curva entera sobre X, en particular E es un divisor efectivo, esto implica que D.E ≥ 0, y por lo
tanto, D es nef.

Por otro lado, la relación ≡ de la Definción 4.2.2 es una relación de equivalencia en Div(X) y
será llamada la equivalencia numérica. Esta relación es compatible con la estructura algebraica de
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Div(X), ası́, podemos construir el grupo cociente Div(X) módulo la equivalencia numérica, lo cual
da paso a la siguiente definición:

Definición 4.2.9. El grupo de Néron-Severi de X es el grupo cociente Div(X) módulo la equivalen-
cia numérica, y es denotado por NS (X).

A continuación, daremos dos ejemplos donde calculamos el grupo de Néron-Severi de ciertas
superficies.

Ejemplo 4.2.10 (El grupo de Néron-Severi de P2
k). El grupo de Néron-Severi del plano proyectivo

P2
k sobre k es igual a ZE0, donde E0 es la clase de una recta sobre P2

k módulo la equivalencia
numérica. Esto es debido a que E0 es un elemento de NS (X), y por otro lado, si Γ es la clase de
una curva entera sobre P2

k módulo la equivalencia numérica, entonces Γ es igual a dE0 donde d es
el grado de la curva entera.

Ejemplo 4.2.11 (El grupo de Néron-Severi de una superficie racional básica). Una superficie ra-
cional básica Y es la explosión del plano proyectivo P2

k en r puntos, con r un entero natural. Se
tiene que NS (Y) es un Z−módulo libre de rango r + 1, pues es una consecuencia del resultado de
[19, Proposición 3.2, p. 386] y del hecho que la equivalencia numérica sobre Y coincide con la
equivalencia lineal.

Enseguida definamos el número de intersección entre los elementos del grupo de Néron-Severi
de X.

Definición 4.2.12. SeanD y E elementos de NS (X), el número de intersección deD y E es igual a
D.E, donde D y E son ciertos representantes deD y E, respectivamente, y será denotado porD.E.

Ahora definamos un elemento efectivo y un elemento nef del grupo de Néron-Severi de X.

Definición 4.2.13. Un elemento γ de NS (X) es efectivo (respectivamente, nef ) si existe un divisor
efectivo Γ sobre X (respectivamente, nef ) tal que γ es la clase de Γ en NS (X).

En los siguientes ejemplos mostramos algunos elementos del grupo de Néron-Severi de ciertas
superficies que son nef.

Ejemplo 4.2.14 (Un divisor nef de NS (P2
k)). La clase de una recta de P2

k es nef.

Ejemplo 4.2.15 (Divisores nef de NS (Blp(P2
k))). Tenemos que E0 y E0 − E1 son nef, pues son las

clases de la transformada estricta de una recta de P2
k que no pasa a través de p y de la trasformada

estricta de una recta de P2
k que pasa a través de p, respectivamente.
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Del hecho de que el conjunto de todas las clases de divisores efectivos sobre X de NS (X) tiene
una estructura de un monoide, se tiene el siguiente concepto:

Definición 4.2.16. El monoide efectivo de X es el conjunto de todas las clases de divisores efectivos
sobre X, y se denotará por M(X).Más aún, un elemento de M(X) es una clase efectiva de NS (X).

Ejemplo 4.2.17 (El monoide efectivo de P2
k). Con las notaciones del Ejemplo 4.2.10, tenemos que

M(P2
k) = Z+E0.

En los siguientes ejemplos vamos a determinar el monoide efectivo de la explosión del plano
proyectivo en un número finito de puntos. Antes de esto, fijemos algunas notaciones. El grupo de
Néron-Severi de la explosión del plano proyectivo en r puntos es igual a ZE0 −

�r
i=1 ZEi, donde E0

es la clase de la transformada estricta de una recta L en P2
k que no pasa a través de los r puntos y

E j es la clase del divisor excepcional del j−ésimo punto para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} con E2
0 = 1,

E2
j = −1 para todo j ∈ {1, 2, . . . , r} y E�.E j = 0 para � y j elementos de {0, 1, 2, . . . , r} con � � j.

Ejemplo 4.2.18 (El monoide efectivo de la explosión del plano proyectivo en un número finito de
puntos colineales y ordinarios). Con notaciones anteriores. Si Y es la explosión del plano proyectivo
en r puntos colineales y ordinarios con r ∈ N, entonces

M(Y) = Z+


E0 −

r�

i=1

Ei


 +

r�

i=1

Z+Ei.

En efecto, es evidente que E0 −
�r

i=1 Ei y E j son clases efectivas para todo j ∈ {1, 2, . . . , r}. Ası́,
concluimos que Z+(E0−

�r
i=1 Ei)+

�r
i=1 Z+Ei ⊆ M(Y). Por otro lado, sea z un elemento de M(Y), de

esto, existen enteros aj para cada j ∈ {0, 1, . . . , r} tal que z = a0E0 −
�r

i=1 aiEi. Luego, tenemos que
z = a0(E0 −

�r
i=1 Ei) +

�r
i=1(a0 − ai)Ei. Solo falta mostrar que a0 y a0 − aj son enteros no negativos

para cada j ∈ {1, 2, . . . , r}. Puesto que E0 y E0 − E j son nef con j ∈ {1, 2, . . . , r}, se sigue que
z.E0 ≥ 0 y z.(E0 −E j) ≥ 0 para cualquier j ∈ {1, 2, . . . , r}, y por lo tanto, a0 y a0 − aj son enteros no
negativos para cada j ∈ {1, 2, . . . , r}. En definitiva, M(Y) ⊆ Z+(E0 −

�r
i=1 Ei) +

�r
i=1 Z+Ei.

Ejemplo 4.2.19 (El monoide efectivo de la explosión del plano proyectivo en dos puntos donde uno
es infinitamente cercano al otro). Sea Y la explosión del plano proyectivo en los puntos p1 y p2,

donde p2 es infinitamente cercano al punto ordinario p1. Se tiene que,

M(Y) = Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E1 − E2) + Z+E2.

Es claro que, E0 −E1 −E2, E1 −E2 y E2 son clases efectivas, pues son las clases de la transformada
estricta de una recta en P2

k que pasa a través de p1 y p2, de la transformada estricta del divisor
excepcional de p1 y del divisor excepcional de p2, respectivamente. Ası́,

Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E1 − E2) + Z+E2 ⊆ M(Y).
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Por otro lado, es suficiente mostrar que cada elemento irreducible de M(Y) diferente a E0 −E1 −E2

es un elemento de Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E1 − E2) + Z+E2. Sea z un elemento irreducible de M(Y)
distinto a E0 − E1 − E2, luego, existen enteros a0, a1 y a2 tales que z = a0E0 − a1E1 − a2E2. De esto,
se sigue que z = a0(E0 − E1 − E2) + (a0 − a1)(E1 − E2) + (2a0 − a1 − a2)E2. Los enteros a0, (a0 − a1)
y (2a0 − a1 − a2) son no negativos ya que E0 y E0 − E1 son nef, y z.(E0 − E1 − E2) ≥ 0. Finalmente,
z ∈ Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E1 − E2) + Z+E2.

Ejemplo 4.2.20 (El monoide efectivo de la explosión del plano proyectivo en tres puntos en posición
general). Si Y es la explosión del plano proyectivo en 3 puntos en posición general, entonces

M(Y) = Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E0 − E1 − E3) + Z+(E0 − E2 − E3) + Z+E1 + Z+E2 + Z+E3.

Claramente, E0−E1−E2,E0−E1−E3,E0−E2−E3,E1,E2 y E3 son clases efectivas, pues E0−E1−E2

es la clase de la transformada estricta de una recta en P2
k que pasa a través de p1 y p2, E0−E1−E3 es

la clase de la transformada estricta de una recta en P2
k que pasa a través de p1 y p3, y E0−E2−E3 es

la clase de la transformada estricta de una recta en P2
k que pasa a través de p2 y p3. Por consiguiente,

Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E0 − E1 − E3) + Z+(E0 − E2 − E3) + Z+E1 + Z+E2 + Z+E3 ⊆ M(Y).

Enseguida, sea z un elemento de M(Y), luego, z = a0E0 − a1E1 − a2E2 − a3E3 para ciertos enteros
a0, a1, a2 y a3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z es irreducible, y además, z no
pertenece a {E0 − E1 − E3,E0 − E2 − E3,E1,E3}. Se sigue que,

z = a1(E0−E1−E2)+a3(E0−E1−E3)+(a0−a1−a3)(E0−E2−E3)+a3E1+(a0−a2−a3)E2+(a0−a1−a3)E3.

Ahora, tenemos que z.(E0 − E1 − E2) ≥ 0, z.(E0 − E2 − E3) ≥ 0, z.E1 ≥ 0 y z.E3 ≥ 0, lo que implica
que a1, a3, (a0 − a1 − a3), (a3, a0 − a2 − a3) y (a0 − a1 − a3) son enteros no negativos, y por lo tanto,

z ∈ Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E0 − E1 − E3) + Z+(E0 − E2 − E3) + Z+E1 + Z+E2 + Z+E3.

Ejemplo 4.2.21 (El monoide efectivo de la explosión del plano proyectivo en tres puntos donde
un punto es infinitamente cercano a otro). Sea Y la explosión del plano proyectivo en los puntos
p1, p2 y p3, donde p3 es infinitamente cercano a p2, y los puntos p1 y p2 son ordinarios. El monoide
efectivo de Y es igual a

Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E0 − E2 − E3) + Z+E1 + Z+(E2 − E3) + Z+E3.

Se verifica de inmediato que E0−E1−E2,E0−E2−E3 y E2−E3 son clases efectivas, pues E0−E1−E2

es la clase de la transformada estricta de una recta en P2
k que pasa a través de p1 y p2, E0 − E2 − E3

es la clase de la transformada estricta de una recta en P2
k que pasa a través de p2 y p3, y E2 − E3 es

la clase de la transformada estricta de E2. Esto implica que,

Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E0 − E2 − E3) + Z+E1 + Z+(E2 − E3) + Z+E3 ⊆ M(Y).
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Por otro lado, sea z ∈ M(Y) y sean a0, a1, a2 y a3 enteros tales que z = a0E0 − a1E1 − a2E2 − a3E3.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z es irreducible y que z es distinto de E0−E2−E3,

más aún, tenemos que

z = a0(E0 − E1 − E2) + (a0 − a1)E1 + (a0 − a2)(E2 − E3) + (a0 − a2 − a3)E3.

Puesto que, E0 − E1,E0 − E2 y E0 son nef, se tiene que a0, (a0 − a1), (a0 − a2) y (a0 − a2 − a3) son
enteros no negativos. Ası́,

z ∈ Z+(E0 − E1 − E2) + Z+(E0 − E2 − E3) + Z+E1 + Z+(E2 − E3) + Z+E3.

Puesto que el conjunto de todas las clases de divisores nef de NS (X) tiene obviamente una
estructura algebraica de un monoide, se sugiere la siguiente definición:

Definición 4.2.22. El monoide Nef de X es el conjunto de todas las clases de divisores nef de
NS (X), y será denotado por Nef (X).

En los siguientes ejemplos se determinará el monoide Nef de algunas superficies.

Ejemplo 4.2.23 (El monoide Nef (P2
k)). El monoide Nef (P2

k) es igual a Z+E0. Del Ejemplo 4.2.14 se
sigue que E0 es nef, esto implica que Z+E0 ⊆ Nef(P2

k). Por otro lado, sea z ∈ Nef(P2
k), ası́, existe un

entero m tal que z = mE0. Luego, como E0 es efectivo, se sigue que z.E0 ≥ 0, y por consiguiente,
m ∈ Z+.

Ejemplo 4.2.24 (El monoide Nef de la explosión del plano proyectivo en un número finito de puntos
colineales y ordinarios). Sea Y la explosión del plano proyectivo en r puntos colineales y ordinarios
con r ∈ N. Con las notaciones del Ejemplo 4.2.18, se tiene que

Nef(Y) = Z+E0 +

r�

j=1

Z+(E0 − E j).

En efecto, es evidente que E0 y E0−E j para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} son elementos de Nef(Y). Por otro
lado, sea z ∈ Nef(Y), ası́, existen enteros a0 y aj con j ∈ {1, 2, . . . , r} tales que z = a0E0 −

�r
i=1 aiEi.

Por tanto, z = (a0−
�r

i=1 ai)E0+
�r

i=1 ai(E0−Ei). Como z es nef se sigue que los enteros (a0−
�r

i=1 ai)
y aj para cualquier j ∈ {1, 2, . . . , r} son no negativos. Consecuentemente, obtenemos que Nef(Y)
está contenido en Z+E0 +

�r
j=1 Z+(E0 − E j).

Ejemplo 4.2.25 (El monoide Nef de la explosión del plano proyectivo en dos puntos donde un
punto es infinitamente cercano a un punto ordinario). Si Y es la explosión del plano proyectivo en
los puntos p1 y p2, donde p2 es infinitamente cercano al punto ordinario p1, entonces

Nef(Y) = Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(2E0 − E1 − E2).
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En efecto, E0, E0 − E1 y 2E0 − E1 − E2 son nef, de esto, Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(2E0 − E1 − E2)
está contenido en Nef(Y). Por otro lado, sea z ∈ Nef(Y), ası́, z = a0E0 − a1E1 − a2E2 para ciertos
enteros a0, a1 y a2. Luego, z = (a0−a1−a2)E0+ (a1−a2)(E0−E1)+a2(E0−E2). Del Ejemplo 4.2.19
se tiene que E0 − E1 − E2,E1 − E2 y E2 son efectivos. De esto, z.(E0 − E1 − E2) ≥ 0, z.(E1 − E2) ≥ 0
y z.E2 ≥ 0, y esto implica que, (a0 − a1 − a2), (a1 − a2) y a2 son enteros no negativos. Finalmente,
Nef (Y) es un subconjunto de Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(2E0 − E1 − E2).

Ejemplo 4.2.26 (El monoide Nef de la explosión en tres puntos en posición general). Si Y es la
explosión del plano proyectivo de tres puntos en posición general, entonces

Nef(Y) = Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(E0 − E2) + Z+(E0 − E3) + Z+(2E0 − E1 − E2 − E3).

En efecto, es claro que Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(E0 − E2) + Z+(E0 − E3) + Z+(2E0 − E1 − E2 − E3)
es un subconjunto de Nef(Y). Por otro lado, sea z ∈ Nef(Y), con z = a0E0 − a1E1 − a2E2 − a2E3 para
ciertos enteros a0, a1, a2 y a3. Ası́, tenemos que

z = (a0−a1−a2−a3−α)E0+(a1−α)(E0−E1)+(a2−α)(E0−E2)+(a3−α)(E0−E3)+α(2E0−E1−E2−E3),

donde α = min{a1, a2, a3}. Luego, como E0 − E1 − E2,E0 − E1 − E3,E0 − E2 − E3,E1,E2 y E3 son
efectivos (ver Ejemplo 4.2.20), tenemos que (a0 − a1 − a2 − a3 − α), (a1 − α), (a2 − α), (a3 − α) y α
son enteros no negativos. De esto, podemos concluir que

Nef(Y) ⊆ Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(E0 − E2) + Z+(E0 − E3) + Z+(2E0 − E1 − E2 − E3).

Ejemplo 4.2.27 (El monoide Nef de la explosión en tres puntos donde uno de ellos es infinitamente
cercano a otro). Sea Y la explosión del plano proyectivo en los puntos p1, p2 y p3 donde p3 es
infinitamente cercano a p2, y los puntos p1 y p2 son ordinarios. Tenemos que

Nef(Y) = Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(E0 − E2) + Z+(2E0 − E2 − E3) + Z+(2E0 − E1 − E2 − E3).

En efecto, Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(E0 − E2) + Z+(2E0 − E2 − E3) + Z+(2E0 − E1 − E2 − E3) es
un subconjunto de Nef(Y). A continuación, sea z ∈ Nef(Y), existe enteros a0, a1, a2 y a3 tales que
z = a0E0 − a1E1 − a2E2 − a3E3. Luego, podemos reescribir a z como:

(a0−a1−a2−a3+α)E0+(a1−α)(E0−E1)+(a2−a3)(E0−E2)+(a3−α)(2E0−E2−E3)+α(2E0−E1−E2−E3),

donde α = min{a1, a3}. Enseguida, los enteros (a0 − a1 − a2 − a3 + α), (a1 − α), (a2 − a3), (a3 − α)
y α son no negativos pues z.(E0 − E1 − E2) ≥ 0, z.(E0 − E2 − E3) ≥ 0, z.E1 ≥ 0, z.(E2 − E3) ≥ 0 y
z.E3 ≥ 0 (ver Ejemplo 4.2.21). Por lo tanto,

z ∈ Z+E0 + Z+(E0 − E1) + Z+(E0 − E2) + Z+(2E0 − E2 − E3) + Z+(2E0 − E1 − E2 − E3).
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4.3. Superficies de Hirzebruch

El propósito de esta sección es definir una superficie de Hirzebruch (ver Definición 4.3.5), para
ello definiremos una una superficie reglada sobre una curva (ver Definición 4.3.1). Además, se
determinará el monoide efectivo y el monoide Nef de una superficie de Hirzebruch (ver Lema
4.3.7).

A lo largo de esta sección C será una curva proyectiva lisa definida sobre un campo k.

Definición 4.3.1. Una superficie reglada sobre C es una superficie X proyectiva lisa definida sobre
k junto con un morfismo sobreyectivo π : X → C, tal que la fibra Xy asociada a y es isomorfa a P1

k ,

para cualquier elemento y de C, y de tal manera que existe un morfismo σ : C → X con π◦σ = idC.

La existencia del morfismo σ en el Definición 4.3.1 se va a traducir en decir que el morfismo π
admite una sección o que la superficie X tiene una sección. En este caso dicha sección se refiere a
σ(C). Además, nos referiremos a una fibra del morfismo π como una fibra de X. Ahora veamos un
ejemplo.

Ejemplo 4.3.2. La superficie C × P1
k junto con el morfismo dado por:

π1 : C × P1
k −→ C

(α, β) �−→ α,

donde π1 es la primer proyección, es reglada. En efecto, π1 es un morfismo sobreyectivo, además,
la fibra (C × P1

k)z es isomorfa a P1
k para cualquier z ∈ C, y π1 admite una sección σ, por ejemplo,

dada por:
σ : C −→ C × P1

k

α �−→ (α, (1 : 0)).

Los siguientes resultados nos ayudarán a definir una superficie de Hirzebruch.

Proposición 4.3.3. Con las notaciones de la Definición 4.3.1, sea X una superficie reglada, y sean
C0 y f una sección y una fibra de X, respectivamente. Se tiene que Pic(X) = ZC0⊕π∗

�
Pic(C)

�
.Más

aún, se satisface que C0. f = 1 y f 2 = 0.

Demostración. Ver [19, Proposición 2.3, p. 370].

Proposición 4.3.4. Con las notaciones de la Definición 4.3.1, si X es una superficie reglada, en-
tonces existe una gavilla localmente libre L de rango 2 sobre C tal que X � P(L)1 sobre C.
Inversamente, P(L) es una superficie reglada.

1P(L) denota el espacio proyectivo asociado a L.
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Demostración. Ver [19, Proposición 2.2, p. 370].

Enseguida consideremos Σn := P(OP1
k
⊕ OP1

k
(−n)), con n ∈ Z+. De la Proposición 4.3.4 tene-

mos que Σn es una superficie reglada sobre P1
k para cada n ∈ Z+. Ahora, para n ∈ Z+ la sección

excepcional de Σn es Cn := P(OP1
k
(−n)).

Definición 4.3.5. Con las notaciones anteriores, Σn es la n−ésima superficie de Hirzebruch.

El grupo de Néron-Severi de Σn es un Z−módulo libre generado por la clase Cn de Cn módulo
la equivalencia numérica y por la clase F de una fibra f de Σn módulo la equivalencia numérica,
esto es, NS (Σn) = ZCn + ZF . Además, se tiene que C2

n = −n, F 2 = 0 y Cn.F = 1. El siguiente
ejemplo muestra algunas clases nef de Σn.

Ejemplo 4.3.6 (Cn + nF y F son nef ). Con las notaciones anteriores, los elementos Cn + nF y
F de NS (Σn) son nef. En efecto, sea Γ una curva entera sobre Σn, en los siguientes casos vamos a
verificar que (Cn + nF ).[Γ] ≥ 0 y F .[Γ] ≥ 0 :

1. Si Γ es distinta de Cn y f , entonces obviamente (Cn + nF ).[Γ] ≥ 0, y F .[Γ] ≥ 0.
2. Si Γ = f , entonces (Cn + nF ).F = 1, y sabemos que F 2 = 0.
3. Si Γ = Cn, entonces (Cn + nF ).Cn = 0.

Ahora determinemos el monoide efectivo y el monoide nef de la n−ésima superficie de Hirze-
bruch.

Lema 4.3.7. Con notaciones anteriores, se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. El monoide efectivo de Σn es igual a Z+Cn + Z+F .
2. El monoide Nef de Σn es igual a Z+(Cn + nF ) + Z+F .

Demostración.

1. Puesto que Cn y F son clases efectivas, se sigue que Z+Cn +Z+F está contenido en M(Σn).
Ahora bien, sea z un elemento de M(Σn), ası́, existen enteros α y β tales que z = αCn + βF .
Como Cn+nF y F son nef (ver Ejemplo 4.3.6), tenemos que α y β son enteros no negativos
pues α = z.F y β = z.(Cn + nF ). Con lo anterior, concluimos que M(Σn) es un subconjunto
de Z+Cn + Z+F .

2. Del Ejemplo 4.3.6 tenemos que Z+(Cn + nF ) + Z+F ⊆ Nef(Σn). Ahora, sea z ∈ Nef(Σn), si
z = αCn + βF para ciertos enteros α y β, entonces z = α(Cn + nF ) + (β − nα)F . Luego,
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como F y Cn son clases efectivas, y α = z.F y β − nα = z.Cn, tenemos que α y (β − nα)
son enteros no negativos. En definitiva, Nef (Σn) = Z+(Cn + nF ) + Z+F .

Para finalizar esta sección calcularemos el monoide efectivo y el monoide Nef de la explosión
de una superficie de Hirzebruch en cierto punto.

Ejemplo 4.3.8 ( Cn + nF , F y Cn + nF − E son nef ). Si Y es la explosión de la n−ésima supeficie
de Hirzebruch en un punto p que no pasa a través de Cn, entonces Cn + nF , F y Cn + nF − E son
elementos del monoide Nef de Y, donde E es la clase del divisor excepcional E de p en NS (Y). En
efecto, Cn+nF es nef pues es la clase de la transformada estricta de Cn+n f con p � Supp(Cn+n f )
en NS (Y). Luego, F es nef ya que es la clase de la transformada estricta de una fibra f de Σn en
NS (Y) tal que p � Supp( f ), y por último, Cn + nF − E es nef pues es la clase de la transformada
estricta de Cn + n f en NS (Y) tal que p ∈ Supp(Cn + n f ).

Ejemplo 4.3.9 (El monoide efectivo de la explosión de una superficie de Hirzebruch en cierto
punto). Con notaciones anteriores, sea Y la explosión de la n−ésima superficie de Hirzebruch Σn en
un punto p que no pasa a través de Cn, para cierto n ∈ N. Tenemos que el grupo de Néron-Severi de
Y es igual a ZCn + ZF − ZE, donde E es la clase del divisor excepcional de p en NS (Y). Vamos a
probar que M(Y) = Z+Cn+Z+(F −E)+Z+E. Se sigue que Cn y F −E son clases efectivas en NS (Y)
pues son las clases de las trasformadas estrictas de Cn y f , respectivamente, tal que p ∈ Supp( f ), y,
obviamente E una clase efectiva en NS (Y). Ası́, Z+Cn + Z+(F − E) + Z+E está contenido en M(Y).
Por otro lado, si z ∈ M(Y), entonces z = a0Cn + a1F − a2E para algunos enteros a0, a1 y a2. De
esto, z = a0Cn + a1(F − E) + (a1 − a2)E. Ahora, el Ejemplo 4.3.8 implica que los enteros a0, a1 y
(a1 − a2) son no negativos, ya que a0 = z.F , a1 = z.(Cn + nF ) y (a1 − a2) = z.(Cn + nF − E). En
definitiva, M(Y) es un subconjunto de Z+Cn + Z+(F − E) + Z+E.

Ejemplo 4.3.10 (El monoide Nef de la explosión de una superficie de Hirzebruch en cierto punto).
Si Y es la explosión de la n−ésima superficie de Hirzebruch Σn en un punto p que no pasa a través
de Cn, para cierto n ∈ N, entonces Nef (Y) es igual a Z+(Cn + nF ) + Z+F + Z+(Cn + nF − E). En
efecto, se satisface de inmediato que Z+(Cn+nF )+Z+F +Z+(Cn+nF −E) ⊆ Nef(Y) (ver Ejemplo
4.3.8). Ahora, sea z ∈ Nef(Y) con z = a0Cn + a1F − a2E para ciertos enteros a0, a1 y a2. Se tiene
que z = (a0 − a2)(Cn + nF ) + (a1 − na0)F + a2(Cn + nF − E). Luego, z.Cn ≥ 0, z.(F − E) ≥ 0 y
z.E ≥ 0 (ver Ejemplo 4.3.9). Ası́, (a0 − a2), (a1 − na0) y a2 son enteros no negativos, y finalmente,
Nef(Y) ⊆ Z+(Cn + nF ) + Z+F + Z+(Cn + nF − E).



Capı́tulo 5

Códigos Algebraico Geométricos

En este capı́tulo utilizaremos la geometrı́a de las superficies de Hirzebruch para generar códigos
algebraico geométricos con muy buenos parámetros. Nuestros resultados principales se encuentran
en los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5.

5.1. Códigos Lineales

El propósito de esta sección es definir códigos lineales y algunos ingredientes necesarios para
el estudio de ellos (ver por ejemplo la Definición 5.1.1 y la Definición 5.1.6). Además, daremos
una relación entre los ingredientes, esta relación es llamada la cota de Singleton (ver Proposición
5.1.8).

Enseguida, sea Fq un campo finito con q elementos. Una palabra sobre Fq es un elemento de Fn
q

para algún entero positivo n, dicho entero será conocido como la longitud de la palabra. Con esto
tenemos la siguiente definición:

Definición 5.1.1. Sea m un entero positivo. Un código lineal C de longitud m es un subespacio
vectorial de Fm

q , y sus elementos serán llamados palabras código.

A continuación presentaremos algunos ejemplos estándares.

Ejemplo 5.1.2 (Código lineal de longitud 3). El conjunto {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1)} es un
código lineal de longitud 3 sobre el campo finito de 2 elementos.

Ejemplo 5.1.3 (Código Reed-Solomon). Consideremos la recta afı́n A1
Fq

sobre el campo finito Fq

de q elementos, y sea P = A1
Fq
\ {0Fq}. Para un entero positivo � con � ≤ q − 1, tenemos que el

conjunto
E� = { f ∈ Fq[x] | deg( f ) ≤ � − 1},

es un espacio vectorial sobre Fq de dimensión �. Ahora, sea σ la aplicación Fq−lineal dada por:

σ : E� −→ Fq−1
q

f �−→ ( f (α1), f (α2), . . . , f (αq−1)),

47
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donde {α1,α2, . . . ,αq−1} = P. De esto, se sigue que la imagen de σ es un código lineal de longitud
q − 1. Este código lineal es conocido como código Reed-Solomon.

Luego, a un código lineal C de longitud m le vamos a asociar ciertos parámetros, uno de ellos es
la dimensión de C que será denotada por κ. Para caracterizar el código lineal C sobre Fq de longitud
m y dimensión κ, diremos que es un (m, κ)−código lineal.

Ejemplo 5.1.4. La dimensión del código del Ejemplo 5.1.2 es igual a 2. Ası́, tenemos un (3, 2)−códi-
go lineal.

Ejemplo 5.1.5. Con notaciones del Ejemplo 5.1.3, tenemos que un código Reed-Solomon tiene
dimensión �, pues la aplicación σ es inyectiva. En definitiva, se tiene que un código Reed-Solomon
es un (q − 1, �)−código lineal.

Ahora definiremos otro parámetro de un código lineal. Como Fm
q es un espacio vectorial sobre

Fq, podemos definir una función ω llamada el peso de Hamming de la siguiente manera:

ω : Fm
q −→ Z+

(c1, c2, . . . , cm) �−→ |{i ∈ {1, 2, . . . ,m} | ci � 0Fq}|,
esta función da pie a la siguiente definición:

Definición 5.1.6. Sean n y κ enteros no negativos. Sea C un (n, κ)−código lineal. La distancia
mı́nima de C es el entero:

d =




0, si C = {0Fn
q}

min{ω(u) | u ∈ C \ {0Fn
q}}, si C � {0Fn

q}.

Ejemplo 5.1.7. La distancia mı́nima del Ejemplo 5.1.2 es igual a 1.

Si tenemos un (n, κ)−código lineal con distancia mı́nima d, entonces el código será codifi-
cado como un (n, κ, d)−código lineal. La importancia de la distancia mı́nima radica en que un
(n, κ, d)−código lineal puede detectar hasta d − 1 errores y corregir hasta �(d − 1)/2� errores (ver
[25, Teoremas 2.5.6 y 2.5.10, p. 12-13]).

En general, los parámetros de un código lineal no son arbitrarios, por ejemplo la dimensión del
código lineal es menor o igual a su longitud y también se tiene que la distancia mı́nina es menor o
igual a la longitud. Sin embargo, existen algunas otras restricciones entre ellos, una de ellas es la
Cota de Singleton la cual presentamos enseguida:

Proposición 5.1.8 (Cota de Singleton). Sean n, κ y d enteros no negativos y sea C un (n, κ, d)−códi-
go lineal. Se satisface que κ es menor o igual a (n − d + 1).
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Demostración. Consideremos la proyección π entre los Fq−módulos Fn
q y Fn−d+1

q , luego, π|C es
una aplicación inyectiva, ası́, el código lineal π|C(C) es isomorfo al código lineal C. Por tanto, la
dimensión de π|C(C) es igual a la dimensión de C. Consecuentemente, κ ≤ n − d + 1.

En el siguiente ejemplo utilizaremos la cota de Singleton para calcular la distancia mı́nima de
un código Reed-Solomon.

Ejemplo 5.1.9. Con notaciones del Ejemplo 5.1.3, sea f un elemento de E� no nulo, enseguida va-
mos a determinar una cota para el peso de Hamming de la palabra código ( f (α1), f (α2), . . . , f (αq−1)) :

ω( f (α1), f (α2), . . . , f (αq−1)) = |{i ∈ {1, 2, . . . , q − 1} | f (αi) � 0Fq}|
= (q − 1) − |{i ∈ {1, 2, . . . , q − 1} | f (αi) = 0Fq}|
≥ (q − 1) − (� − 1)
≥ q − �.

Ası́ que, la distancia mı́nima d del código Reed-Solomon es mayor o igual a q− �. Por otro lado, la
cota de Singleton nos dice que � ≤ q − d, por tanto, d ≤ q − �. Finalmente, la distancia mı́nima es
igual a q − �. De esto, un código Reed-Solomon es un (q − 1, �, q − �)−código lineal.

Los códigos lineales tales que sus parámetros satisfacen la igualdad de la cota de Singleton son
llamados códigos de máxima distancia de separación (MDS). Un ejemplo de estos es el código

{(a, a, . . . , a) ∈ Fn
q | a ∈ Fq},

con n un entero positivo, este es un (n, 1, n)−código lineal. También, los códigos Reed-Solomon
son MDS (ver Ejemplo 5.1.9).

5.2. Códigos Algebraico Geométricos

En esta sección, se presentará una construcción de un código lineal a partir de una superficie ra-
cional proyectiva lisa definida sobre Fq (ver por ejemplo [20], [30], [32] y [36]). Antes de dar dicha
construcción, se recordarán algunos conceptos y notaciones asociados a una superficie proyectiva
lisa racional X definida sobre Fq, para un estudio amplio de estos se puede consultar el libro [19]:

1. K(X) es el campo de funciones racionales sobre X.
2. X(Fq) es el conjunto de los Fq−puntos racionales de X.
3. Div(X) es el Z−módulo libre generado por los divisores primos sobre X.
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4. H0(X,OX(D)) es el subespacio vectorial de K(X) asociado a un elemento D de Div(X),
donde

H0(X,OX(D)) = { f ∈ K(X)∗ | ( f ) + D es un divisor efectivo} ∪ {0K(X)},

y ( f ) denota el divisor asociado al elemento f no nulo de K(X) (ver la Definición 4.1.7).
5. Bs(|D|) es el conjunto de los puntos base de |D|, donde |D| denota el sistema lineal completo

asociado a un divisor D sobre X (ver las Definiciones 7.1.1 y 7.1.3).

Ahora, supongamos que X(Fq) es un conjunto no vacı́o. Luego, consideremos un subconjunto
finito P no vacı́o de X(Fq) y un elemento D de Div(X) tales que Bs(|D|) ∩ P es vacı́o. Sea ϕP la
aplicación dada por:

ϕP : H0(X,OX(D)) −→ Fn
q,

f �−→ ( f (P1), f (P2), . . . , f (Pn)),

donde P = {P1, P2, . . . , Pn}, con n ∈ N. En general, ϕP es una aplicación Fq−lineal, de tal manera
que su imagen es un código lineal, y será denotado por (X,P,OX(D)).

Definición 5.2.1. Con las notaciones anteriores, un código algebraico geométrico es un código
lineal de la forma (X,P,OX(D)).

Observemos que si la aplicación ϕP es inyectiva, entonces la dimensión del código (X,P,OX(D))
será la dimensión de H0(X,OX(D)). Esto nos sugiere elegir X, P y D adecuadamente, de forma que
ϕP sea una aplicación inyectiva y que se pueda determinar la dimensión de H0(X,OX(D)). Estos son
los principales problemas que se encuentrán en la construcción de los códigos algebraico geométri-
cos.

En el Capı́tulo 6 de [7] se mostró que existe una familia de códigos algebraico geométricos
construidos a partir del plano proyectivo sobre un campo finito, donde el divisor asociado son dos
rectas.

5.3. Nuevas Familias de Códigos Algebraico Geométricos

Aquı́ mostraremos la existencia de familias de códigos algebraico geométricos utilizando las
superficies de Hirzebruch (ver los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5), para ello, se considerarán
ciertos divisores efectivos sobre dichas superficies, y se utilizará una herramienta muy importante
para encontrar uno de los parámetros de estos códigos, la cual será el teorema de Riemann-Roch.
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En la siguiente proposición se determinará la dimensión de las secciones globales de cierto
elemento del grupo de Néron-Severi de la n−ésima superficie de Hirzebruch Σn (definida sobre el
campo finito de q elementos) con n un entero positivo.

Proposición 5.3.1. Sea q la pontencia de algún número primo. Si a, b y n son enteros no negativos
tales que b ≥ an, entonces,

h0(Σn, aCn + bF ) = 1 + a + ab + b − 1
2

na(a + 1),

donde Cn es la clase de la sección excepcional Cn en NS (Σn) y F es la clase de una fibra f de Σn

en NS (Σn).

Demostración. Consideremos el divisor aCn+b f sobre Σn Puesto que b ≥ an, se sigue que aCn+bF
es nef, ası́, de [18, Lema II.2 c), p. 1193] podemos concluir que h2(Σn, aCn + bF ) = 0. Más aún,
se satisface que −KΣn .(aCn + bF ) ≥ 1, donde KΣn es la clase de un divisor canónico sobre Σn en el
grupo de Néron-Severi de Σn de la forma −2Cn− (n+2)F , lo cual implica que h1(Σn, aCn+bF ) = 0
(ver [18, Teorema III.1, p. 1197]). Por lo tanto, del teorema de Riemann-Roch se tiene que

h0(Σn, aCn + bF ) = 1 +
1
2

�
(aCn + bF )2 −KΣn .(aCn + bF )

�
,

Finalmente,

h0(Σn, aCn + bF ) = 1 + a + ab + b − 1
2

na(a + 1).

A continuación se presentan los resultados principales de la primera parte de este trabajo:

Teorema 5.3.2. Sea q la potencia de algún número primo y sea n un entero no negativo menor o
igual a (q − 1). Existe un código algebraico geométrico de longitud q(q + 1), de dimensión n + 2, y
de distancia mı́nima igual a (q2 − n(q − 1) − 1).

Demostración. Consideremos la n−ésima superficie de Hirzebruch Σn definida sobre el campo finito
Fq de q elementos, y sean Cn la sección excepcional y f una fibra de Σn. Luego, tomemos el divisor
Cn + n f sobre Σn, y fijemos el conjunto P = Σn \ Supp(Cn + n f ). Observemos que la cardinalidad
del conjunto P es igual a q(q + 1), de esto, tenemos la aplicación Fq−lineal dada como sigue:

ϕP : H0(Σn,Cn + nF ) −→ Fq(q+1)
q

g �−→ �
g(α1), g(α2), . . . , g(αq(q+1))

�
,

donde {α1,α2, . . . ,αq(q+1)} = P.Una vez fijado lo anterior, lo que sigue es determinar los parámetros
del código algebraico geométrico

�
Σn,P,Cn + n f

�
. Para esto vamos a considerar dos casos: Para
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n = 0 se sigue que la aplicación ϕP es inyectiva pues |Supp(D)∩P| = q+1, donde D es una sección
sobre Σ0 que es linealmente equivalente a C0. Ası́, de la Proposición 5.3.1 se tiene que la dimensión
del código es 2. Por otro lado, la distancia mı́nima del código es q2−1 ya que |Supp(D)∩P| = q+1.
Ahora, para n ≥ 1 tenemos que la aplicación ϕP es inyectiva pues

|Supp(Cn + f1 + f2 + · · · + fn) ∩ P| = q + 1 + n(q − 1),

donde f1, f2, ..., fn son ciertas fibras sobre Σn, esto implica que la dimensión del código es n+2 (ver
Proposición 5.3.1). Por último, puesto que |Supp(Cn + f1 + f2 + · · · + fn)∩P| = q + 1 + n(q − 1), se
sigue que la distancia mı́nima del código es q2 − n(q − 1) − 1.

Teorema 5.3.3. Sea q la potencia de un número primo. Si s es un entero positivo menor o igual a
q, entonces existe un código algebraico geométrico de longitud q(q + 1), de dimensión s + 1, y de
distancia mı́nima igual a (q + 1)(q − s).

Demostración. Consideremos la n−ésima superficie de Hirzebruch Σn definida sobre el campo finito
Fq de q elementos, y sea f una fibra de Σn. Ahora, si P = Σn \ Supp(s f ), entonces la cardinalidad
del conjunto P es igual a q(q+1), de esto, obtenemos que la aplicación Fq−lineal dada como sigue:

ϕP : H0(Σn, sF ) −→ Fq(q+1)
q

g �−→ �
g(α1), g(α2), . . . , g(αq(q+1))

�
,

donde {α1,α2, . . . ,αq(q+1)} = P, es inyectiva pues la cardinalidad de Supp( f1 + f2 + · · · + fs) ∩ P es
igual a s(q + 1), y por hipótesis s ≤ q, donde f1, f2, . . . , fs son algunas s fibras sobre Σn. De modo
que, el código (Σn,P, s f ) tiene longitud q(q + 1) y dimensión igual a s + 1 (ver Proposición 5.3.1).
La distancia mı́nima del código es (q + 1)(q − s) pues |Supp( f1 + f2 + · · · + fs) ∩ P| = s(q + 1).

Teorema 5.3.4. Sean q la potencia de algún número primo, n un entero no negativo menor o igual
a dos y t un entero positivo tales que n ≤ q − 2t − 1. Existe un código algebraico geométrico de
longitud q(q + 1), de dimensión 2t + n + 2, y de distancia mı́nima igual a q2 − q(n + t) + t − 1.

Demostración. Consideremos la n−ésima superficie de Hirzebruch Σn definida sobre el campo finito
Fq de q elementos, y sean Cn la sección excepcional y f una fibra de Σn. Lo que sigue es determinar
los parámetros del código algebraico geométrico

�
Σn,P,Cn+ (n+ t) f

�
, donde el conjunto P es igual

a Σn \ Supp(Cn + (n + t) f ). Observemos que la cardinalidad del conjunto P es igual a q(q + 1), de
esto, la aplicación Fq−lineal dada como sigue:

ϕP : H0(Σn,Cn + (n + t)F ) −→ Fq(q+1)
q

g �−→ �
g(α1), g(α2), . . . , g(αq(q+1))

�
,
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donde {α1,α2, . . . ,αq(q+1)} = P es inyectiva pues la cardinalidad de Supp(Cn+ f1+ f2+ · · ·+ fn+t)∩P
es igual a (q+1−t)+q(n+t), y por las hipótesis se satisface que (q+1−t)+q(n+t) < q(q+1), donde
f1, f2, . . . , fn+t son ciertas n+ t fibras sobre Σn. Ası́, tenemos que el código (Σn,P,Cn+ (n+ t) f ) tiene
longitud q(q+1) y dimensión igual a 2t+n+2. Finalmente, la distancia mı́nima es q2−q(n+t)+t−1,
ya que |Supp(Cn + f1 + f2 + · · · + fn+t) ∩ P| = (q + 1 − t) + q(n + t).

Teorema 5.3.5. Sean q la potencia de algún número primo, n un entero mayor o igual a tres y t un
entero positivo tales que n ≤ q− t−1. Existe un código algebraico geométrico de longitud q(q+1),
de dimensión 2t + n + 2, y de distancia mı́nima igual a q2 − q(n + t) + t − 1.

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema 5.3.4.

5.4. Aplicaciones

A continuación, daremos una serie de cuadros donde mostramos códigos con muy buenos
parámetros, obtenidos de los resultados de la Sección 5.3 de este capı́tulo (ver los Teoremas 5.3.2,
5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5), los cuales aportan parámetros de códigos que, a nuestro saber, no se han publi-
cado. En particular, los resultados de los teoremas anteriores generan códigos sobre campos finitos
de 11 y 13 elementos, los cuales no han podido ser comparados con los datos existentes en [17] y
[31].

Enseguida, en los Cuadros 1, 2, 3 y 4 se determinan los parámetros de algunos códigos alge-
braico geométricos de los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5.

Además, compararemos los datos de dichos cuadros con los parámetros de códigos lineales ya
existentes que se pueden encontrar en [17] (ver los Cuadros 5, 6 y 7).
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q n
Longitud
q(q + 1)

Dimensión
n + 2

Distancia
Mı́nima

q2 − n(q − 1) − 1

Cota de
Singleton

Detecta
Errores

Corrige
Errores

4 1 20 3 12 18 11 5
5 0 30 2 24 29 23 11
7 1 56 3 42 54 41 20
8 2 72 4 49 69 48 24
9 0 90 2 80 89 79 39

11 2 132 4 100 129 99 49
13 1 182 3 156 180 155 77
16 7 272 9 150 264 149 74
256 2 65792 4 65025 65789 65024 32512

Cuadro 1. Datos obtenidos del Teorema 5.3.2.

q s
Longitud
q(q + 1)

Dimensión
s + 1

Distancia
Mı́nima

(q + 1)(q − s)

Cota de
Singleton

Detecta
Errores

Corrige
Errores

4 1 20 2 15 19 14 7
5 2 30 3 18 28 19 9
7 1 56 2 48 55 47 23
8 3 72 4 45 69 44 22
9 2 90 3 70 88 69 34

11 1 132 2 120 131 119 59
13 3 182 4 140 179 139 69
16 3 272 4 221 269 220 110
256 5 65792 6 64507 65787 64506 32253

Cuadro 2. Datos obtenidos del Teorema 5.3.3.
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q t n
Longitud
q(q + 1)

Dimensión
2t + n + 2

Distancia
Mı́nima

q2 − q(n + t) + t − 1

Cota de
Singleton

Detecta
Errores

Corrige
Errores

3 1 0 12 4 6 9 5 2
5 1 0 30 4 20 27 19 9
7 1 1 56 5 35 52 34 17
8 2 0 72 6 49 67 48 24
9 1 0 90 4 72 87 71 35
11 3 1 132 9 79 124 78 39
13 5 0 182 12 108 171 107 53
29 8 2 870 20 558 851 557 278

256 23 2 65792 50 59158 65743 59157 29578

Cuadro 3. Datos obtenidos del Teorema 5.3.4.

q t n
Longitud
q(q + 1)

Dimensión
2t + n + 2

Distancia
Mı́nima

q2 − q(n + t) + t − 1

Cota de
Singleton

Detecta
Errores

Corrige
Errores

5 1 3 30 7 5 24 4 2
7 2 3 56 9 15 48 14 7
8 2 4 72 10 17 63 16 8
9 1 4 90 8 36 83 35 17
11 3 4 132 12 46 121 45 22
13 2 7 182 13 53 170 52 26
29 4 9 870 19 467 852 466 233

256 7 76 65792 92 44294 65701 44293 22146

Cuadro 4. Datos obtenidos del Teorema 5.3.5.
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Códigos Algebraico Geométricos
obtenidos del Teorema 5.3.2

Códigos Lineales
según www.codetables.de y

http://mint.sbg.ac.at/
(20, 3, 12)−código AG sobre F4 (20, 3, 11)−código lineal sobre F2

(30, 2, 24)−código AG sobre F5 (30, 2, 20)−código lineal sobre F2

(56, 3, 42)−código AG sobre F7 (56, 3, 38)−código lineal sobre F3

(72, 4, 49)−código AG sobre F8 (72, 4, 48)−código lineal sobre F3

(90, 2, 80)−código AG sobre F9 (90, 2, 78)−código lineal sobre F7

(132, 4, 100)−código AG sobre F11 (132, 4, 98)−código lineal sobre F4

(182, 3, 156)−código AG sobre F13 (182, 3, 138)−código lineal sobre F4

(272, 9, 150)−código AG sobre F16 No existe
(65792, 4, 65025)−código AG sobre F256 No existe

Cuadro 5. Comparando los datos del Cuadro 1 con códigos existentes.

Códigos Algebraico Geométricos
obtenidos del Teorema 5.3.3

Códigos Lineales
según www.codetables.de y

http://mint.sbg.ac.at/
(20, 2, 15)−código AG sobre F4 (20, 2, 13)−código lineal sobre F2

(30, 3, 18)−código AG sobre F5 (30, 3, 16)−código lineal sobre F2

(56, 2, 48)−código AG sobre F7 (56, 2, 46)−código lineal sobre F5

(72, 4, 45)−código AG sobre F8 (72, 4, 38)−código lineal sobre F2

(90, 3, 70)−código AG sobre F9 (90, 3, 68)−código lineal sobre F4

(132, 2, 120)−código AG sobre F11 (132, 2, 105)−código lineal sobre F4

(182, 4, 140)−código AG sobre F13 (182, 4, 136)−código lineal sobre F4

(272, 4, 221)−código AG sobre F16 No existe
(65792, 6, 64507)−código AG sobre F256 No existe

Cuadro 6. Comparando los códigos del Cuadro 2 con códigos existentes.
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Códigos Algebraico Geométricos
obtenidos del Teorema 5.3.4

Códigos Lineales
según www.codetables.de y

http://mint.sbg.ac.at/
(12, 4, 6)−código AG sobre F3 (12, 4, 6)−código lineal sobre F3

(30, 4, 20)−código AG sobre F5 (30, 4, 19)−código lineal sobre F3

(56, 5, 35)−código AG sobre F7 (56, 5, 28)−código lineal sobre F2

(72, 6, 49)−código AG sobre F8 (72, 6, 45)−código lineal sobre F3

(90, 4, 72)−código AG sobre F9 (90, 4, 60)−código lineal sobre F3

(132, 9, 79)−código AG sobre F11 (132, 9, 63)−código lineal sobre F2

(182, 12, 108)−código AG sobre F13 (182, 12, 105)−código lineal sobre F3

(870, 20, 558)−código AG sobre F29 No existe
(65792, 29, 61707)−código AG sobre F256 No existe

Cuadro 7. Comparando los códigos del Cuadro 3 con códigos existentes.





Parte 2

La Finitud de los Anillos de Cox de Superficies
Racionales





Introducción

Esta parte de la tesis se refiere a los anillos de Cox de variedades proyectivas lisas. La idea es
dar una introducción breve de la noción de anillo de Cox, que es un tema de interés actual. Los
anillos de Cox fueron considerados primero por David A. Cox en su artı́culo [6] para variedades
tóricas, probando en particular, que el anillo de Cox, denotado por Cox(X), de X es una k−álgebra
finitamente generada, donde k es el campo de definición de la variedad tórica X.

Posteriormente, este concepto se extendió a cualquier variedad Z por Hu-Keel (ver [21]) en
donde plantean el problema sobre la finitud de Cox (Z) como una k−álgebra, esto es, ¿para cuáles
Z se satisface que Cox (Z) es finitamente generado? Se puede utilizar un ejemplo de Nagata para
mostrar que si X es la explosión de P2

k en r puntos en posición general, con r ≥ 9, entonces Cox (X)
no es finitamente generado, dejando abierto el problema de clasificar las superficies racionales
proyectivas lisas Y tales que Cox (Y) es finitamente generado. Un trabajo muy significativo se
encuentra en [13, Teorema 1, p. 94]. Más trabajos de interés son [5] y [9].

Hasta ahora se sabı́a que si Y es la explosión de r puntos en posición general con r ≤ 8,
entonces Cox (Y) es finitamente generado (este tipo de superficies se conocen usualmente como
superficies de Del Pezzo), quedando aparentemente pendiente el problema de las superficies que
son explosiones de r puntos no necesariamente en posición general, con r ≤ 8. Ahora, este último
problema ha quedado resuelto como consecuencia inmediata del Teorema 8.1.2.

Esta segunda parte de la tesis está divida en tres capı́tulos que describiremos a continuación.

Capı́tulo 6: En este capı́tulo asociaremos a cada variedad proyectiva lisa definida sobre un
campo una álgebra conocida como el anillo de Cox de dicha variedad. Dicho capı́tulo tiene
tres secciones: la Sección 6.1 relaciona cada elemento del grupo de Picard con un espacio
vectorial. Ahora bien, en la Sección 6.2 se definirá el anillo de Cox de cierta variedad, y se
comprobará que es una álgebra. Por último, en la Sección 6.3 se determinará el anillo de
Cox del espacio proyectivo de dimensión n.

Capı́tulo 7: El objetivo de este capı́tulo es de definir una superficie extremal, para lograr esto
necesitaremos introducir los conceptos de dos monoides especiales. Cabe mencionar, que
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el interés de las superficies extremales se verá reflejado claramente en el capı́tulo poste-
rior. En la Sección 7.1 daremos las nociones de un sistema lineal completo, de un sistema
lineal y del conjunto de los puntos base de un sistema lineal. Finalmente, en la Sección
7.2 mostraremos los conceptos de monoide caracterı́stico y de monoide fraccional de las
clases efectivas sin puntos base asociados a cierta superficie, y estos permitirán definir una
superficie extremal.

Capı́tulo 8: Los resultados principales de esta segunda parte de la tesis (ver los Teoremas
8.1.2, 8.2.6 y 8.3.3) se presentarán en este capı́tulo que consta de tres secciones. En la
Sección 8.1 presentamos un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies
extremales. Luego, en la Sección 8.2 aplicaremos el criterio de la sección anterior para
dar una caracterización geométrica para la finitud de los anillos de Cox de las superficies
racionales anticanónicas. Por último, en la Sección 8.3 mostraremos una caracterización de
la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales fraccionalmente un lápiz.



Capı́tulo 6

Anillos de Cox

En este capı́tulo asociaremos a cada variedad proyectiva lisa definida sobre un campo k una
k−álgebra bien conocida como el anillo de Cox de dicha variedad, ciertos autores también la llaman
el anillo de coordenadas totales o el anillo de coordenadas homogéneas, esta álgebra fue introducida
por primera vez en [6]. Uno de los problemas que hasta el dı́a de hoy es abierto es el de clasificar las
variedades cuyos anillos de Cox son finitamente generados. En el Capı́tulo 8 daremos una respuesta
favorable a dicha clasificación en el caso de superficies racionales (ver los Teoremas 8.2.6 y 8.3.1).

Durante este capı́tulo vamos a suponer que el esquema X es una variedad proyectiva lisa defi-
nida sobre un campo algebraicamente cerrado k.

6.1. Equivalencia Lineal

El objetivo principal de esta sección es asociar a cada elemento del grupo de Picard Pic(X) de X
un espacio vectorial sobre k. Para lograr dicho objetivo vamos a definir una relación de equivalencia,
conocida como equivalencia lineal, en el Z−módulo de divisores Div(X) sobre X.

Definición 6.1.1. Sean D y D� divisores sobre X. Los divisores D y D� son linealmente equivalentes
si D − D� es un divisor principal (ver Definición 4.1.10).

No es difı́cil verificar que la relación de la Definición 6.1.1 es una relación de equivalencia ∼
en Div(X), llamada relación de equivalencia lineal .

Más aún, dicha relación es compatible con la estructura algebraica de Div(X) y ası́, se puede
construir de una manera natural el grupo cociente de Div(X) módulo la relación de equivalencia
lineal. Luego, observemos que dicho grupo coincide con el grupo de Picard de X (ver [19, Corolario
6.16, p. 145]). De ahora en adelante no haremos una diferencia entre estos dos grupos abelianos, es
decir,

Pic(X) =
Div(X)
∼ .

Notemos que si D es un elemento de Div(X), entonces la clase de D en Pic(X) será denotada por
OX(D). Además, recordemos que la estructura de grupo en Pic(X) está dada bajo la operación de
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producto tensorial, esto es

OX(D1 + D2) = OX(D1) ⊗OX OX(D2),
OX(−D1) = OX(D1)−1,

OX(0Div(X)) = OX,

para cualesquier divisores D1 y D2 sobre X.

Por otro lado, consideremos el siguiente conjunto asociado a un divisor D sobre X :

ED = {0k} ∪ { f ∈ K(X)∗ | el divisor D + ( f ) es efectivo}.

El siguiente lema muestra que ED tiene un estructura de espacio vectorial sobre k.

Lema 6.1.2. Con notaciones anteriores, si D es un divisor sobre X, entonces ED es un espacio
vectorial sobre k.

Demostración. ED es un espacio vectorial sobre k, pues ED es un subespacio vectorial de K(X) sobre
k. En efecto, por construcción tenemos que 0k ∈ ED. Ahora, consideremos a D como

�
Γ∈Ω aΓΓ,

donde aΓ = 0 para casi todo Γ ∈ Ω (ver Definición 4.1.3). Sean f y g elementos de ED, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que f , g y f + g no son nulos, ası́, se sigue que

D + ( f + g) =
�

Γ∈Ω
(aΓ + νΓ( f + g))Γ.

Como aΓ + νΓ( f + g) ≥ aΓ + min{νΓ( f ), νΓ(g)}, tenemos que D + ( f + g) es un divisor efectivo.
Por otro lado, si α ∈ k∗, entonces (α f ) = ( f ) (ver la página 94 de [1]), y de esto concluimos que
α f ∈ ED.

Ahora bien, si los divisores D y D� son linealmente equivalentes, entonces los espacios vecto-
riales ED y ED� son isomorfos sobre k, pues la siguiente aplicación es un isomorfismo:

ϕ : ED −→ E�D
f �−→ g f ,

donde g es un elemento de K(X)∗ tal que D − D� = (g).

Esto suguiere la siguiente definición:

Definición 6.1.3. Sea D ∈ Pic(X). Las secciones globales de D sobre X es el espacio vectorial
sobre k dado por:

H0(X,D) := {0k} ∪ { f ∈ K(X)∗ | el divisor D + ( f ) es efectivo},

donde D ∈ Div(X) es un representante deD.
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6.2. Anillo de Cox

En esta sección se definirá el anillo de Cox de X, y comprobaremos que efectivamente es una
k−álgebra.

Utilizando las secciones globales de los elementos de Pic(X) vamos a definir el siguiente
Z−módulo:

Cox(X) =
�

D∈Pic(X)

H0(X,D).

Más aún, el siguiente lema asegura que Cox(X) tiene una estructura algebraica de un anillo.

Lema 6.2.1. El Z−módulo Cox(X) es una k−subálgebra de K(X), y será llamado el anillo de Cox
de X.

Demostración. Es obvio que Cox(X) es un Z−submódulo de K(X), ya que las secciones globales
de cada elemento de Pic(X) es un Z−submódulo de K(X).

Enseguida, sean D1 y D2 elementos de Pic(X), y sea fi ∈ H0(X,Di), donde Di es un representante
deDi, con i ∈ {1, 2} tal que f1 f2 no es nulo, ası́, tenemos que

D1 + D2 + ( f1 f2) =
�
D1 + ( f1)

�
+
�
D2 + ( f2)

�
.

Puesto que,
�
D1 + ( f1)

�
y
�
D2 + ( f2)

�
son divisores efectivos, inmediatamente se sigue que el divisor

D1+D2+( f1 f2) es efectivo. Por lo tanto, f1 f2 es un elemento de H0(X,D1⊗OXD2).Como k ⊆ Cox(X)
se concluye que Cox(X) es una k−subálgebra de K(X).

6.3. Anillo de Cox del Espacio Proyectivo

Lo siguiente es determinar el anillo de Cox del espacio proyectivo de dimensión n. Por defini-
ción sabemos que

Cox(Pn
k) =

�

D∈Pic(Pn
k )

H0(Pn
k ,D).

Esto sugiere que antes debemos calcular el Pic(Pn
k). Sea D ∈ Pic(Pn

k), existe D ∈ Div(X) tal que
D = OPn

k
(D). Supongamos que D =

�r
i=1 aiΓi para ciertos r ∈ N, a1, a2, . . . , ar ∈ Z, y en este

caso cada divisor primo Γi es el conjunto de ceros de un polinomio homogéneo irreducible fi de
k[x0, x1, . . . , xn] de grado di para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}. Luego, sea i ∈ {1, 2, . . . , r}, ası́, se sigue que
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V( fi) ∼ diV(x0), pues V( fi) − diV(x0) =



fi

xdi
0


 . Por lo tanto,

D =
r�

i=1

aiOPn
k
(diV(x0)) =

r�

i=1

aidiOPn
k
(V(x0)) =

� r�

i=1

aidi
�OPn

k
(V(x0)).

Sea L la gavilla invertible OPn
k
(V(x0)), de lo anterior, se concluye que para cada elemento D de

Pic(Pn
k) existe un entero m tal que D = mL. Por otro lado, es claro que mL ∈ Pic(Pn

k) para todo
m ∈ Z. Finalmente, Pic(Pn

k) = ZL.

Usando lo anterior, tenemos que para cada D ∈ Pic(Pn
k) existe m ∈ Z tal que D = mL, con esto

podemos denotar a D como OPn
k
(m), ası́ se puede reescribir el anillo de Cox de Pn

k de la siguiente
manera:

Cox
�
Pn

k
�
=
�

m∈Z
H0�Pn

k ,OPn
k
(m)
�
.

A continuación, el siguiente resultado muestra que las secciones globales deOPn
k
(m) son triviales

para cualquier entero no positivo m.

Lema 6.3.1. Se satisface los siguientes enunciados:

1. H0(Pn
k ,OPn

k
) � k.

2. Si m < 0, entonces H0(Pn
k ,OPn

k
(m)) = {0k}.

Demostración.

1. La dimensión del sistema lineal completo asociado al divisor 0Div(Pn
k ) sobre k es igual a 0,

de modo que dimk
�
H0(Pn

k ,OPn
k
)
�
= 1. Ası́, H0(Pn

k ,OPn
k
) � k.

2. Tenemos que el sistema lineal completo asociado al divisor mV(x0) es vacı́o. Por lo tanto,
dimk
�
H0(Pn

k ,OPn
k
(m))
�
= 0. Con esto concluimos que H0(Pn

k ,OPn
k
(m)) = {0k}.

Para concluir el capı́tulo determinaremos de manera explı́cita el anillo de Cox del espacio pro-
yectivo de dimensión n.

Proposición 6.3.2. El anillo de Cox del espacio proyectivo de dimensión n sobre k es isomorfo al
anillo de polinomios de n + 1 variables sobre k.
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Demostración. El resultado es una consecuencia del hecho de que para cada entero no negativo m
existe un isomorfismo dado por:

H0�Pn
k ,OPn

k
(m)
� −→ k[x0, x1, . . . , xn]h

m

f �−→ xm
0 f ,

donde k[x0, x1, . . . , xn]h
m denota el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado m sobre

k.

Corolario 6.3.3. Cox(P2
k) es isomorfo a k[x0, x1, x2].





Capı́tulo 7

Superficies Extremales y Caracterı́sticamente Extremales

A lo largo de este capı́tulo, S será una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo al-
gebraicamente cerrado k de caracterı́stica arbitraria. Recordemos que Nef (S ) es el monoide de las
clases de divisores numéricamente efectivos en el grupo de Néron-Severi NS (S ) de S . Además,
en este capı́tulo veremos que se puede asociar a S , de una manera natural, otros dos monoides
Char(S ) y [Char(S ) : Nef(S)] (ver Definiciones 7.2.1 y 7.2.6). En el Lema 7.2.7 vamos a mostrar
que [Char(S ) : Nef(S)] es un submonoide de Nef (S ), y en el caso de que [Char(S ) : Nef(S)]∩M(S )
sea igual a Nef(S ) ∩ M(S ), S será llamada extremal (ver Definición 7.2.12), se ofrecerán algu-
nos ejemplos de ellas. También, se mostrará que no toda superficie es extremal (ver Observación
7.2.14). Cabe mencionar, que el interés de las superficies extremales se verá reflejado claramente
en el Teorema 8.1.2 del siguiente capı́tulo.

7.1. Sistemas Lineales y sus Puntos Base

El propósito de esta sección es definir el conjunto de puntos base de un sistema lineal (ver
Definición 7.1.3). Asimismo, ilustraremos en algunos ejemplos que este conjunto puede ser vacı́o,
finito o infinito.

Definición 7.1.1. Un sistema lineal completo |D| asociado a un divisor D sobre S es el conjunto
dado por:

|D| = {Γ ∈ Div(S ) | Γ es un divisor efectivo, y Γ ∼ D},
donde ∼ es la relación de equivalencia lineal definida en la Sección 6.1 del Capı́tulo 6.

Se sabe que un sistema lineal completo es un espacio proyectivo (ver la página 157 de [19]), en
particular, el sistema lineal completo |D| asociado a un divisor D sobre S está en biyección con el

conjunto
H0(S ,OS (D)) \ {0k}

k∗
(ver [19, Proposición 7.7, p. 157]).

Definición 7.1.2. Sea D un divisor sobre S . Un subespacio proyectivo d del espacio proyectivo |D|
es un sistema lineal.

Ahora, lo que sigue es definir el concepto de puntos base de un sistema lineal.
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Definición 7.1.3. Sea D un divisor sobre S . Un elemento p de S es un punto base de un sistema
lineal δ del sistema lineal completo |D|, si p es un elemento del soporte Supp(D�) de D�, para cada
D� ∈ δ, donde Supp(E) denota la unión de los divisores primos de un divisor E sobre S . El conjunto
de los puntos base de δ será denotado por Bs(δ).

A continuación mostraremos que el conjunto de los puntos base de algún sistema lineal puede
ser vacı́o, finito o infinito.

Ejemplo 7.1.4 (Un sistema lineal completo sin puntos base). Sea L una recta en el plano proyectivo
P2

k sobre k. El conjunto Bs(|L|) es vacı́o, pues si p ∈ P2
k fuera un punto base de |L| esto implicarı́a

que todas las rectas de P2
k pasan a través de p, lo cual es una contradicción ya que p puede estar en

el plano afı́n A2
k y la recta al infinito no pasa a través de p.

Ejemplo 7.1.5 (Un sistema lineal con un número finito de puntos base). Sea δ el conjunto de rectas
de P2

k que pasan a través de un punto p ∈ P2
k , se tiene que Bs(δ) = {p}.

Ejemplo 7.1.6 (Un sistema lineal completo con un número infinito de puntos base). Sea q ∈ P2
k

y sea Eq el divisor excepcional de la explosión de P2
k en q. Luego, el sistema lineal completo |Eq|

asociado al divisor efectivo Eq es igual a {Eq}, ası́, la cardinalidad de Bs(|Eq|) es infinita.

El siguiente concepto es bien conocido, y será utlizado para mostrar el Lema 7.2.7:

Definición 7.1.7. Sea D un divisor efectivo sobre S , y sea d un sistema lineal del sistema lineal
completo |D|. Una componente fija E de d es un divisor efectivo sobre S tal que D� − E es efectivo
para cada D� ∈ d. En caso de que d tenga una componente fija, siempre existirá una componente
fija C de d tal que C − E es efectivo, para cualquier componente fija E de d, y dicha componente
fija C será llamada la componente fija de d.

Ejemplo 7.1.8 (Componente fija de |Ep|). Con la notaciones del Ejemplo 7.1.6 tenemos que Ep es
una componente fija de |Ep|.Más aún, Ep es la componente fija de |Ep|.

7.2. Superficies Extremales y Caracterı́sticamente Extremales

Ahora definiremos los conjuntos Char(S ) y [Char(S ) : Nef(S)] asociados a S , como habı́amos
mencionado en la introducción de este capı́tulo, los cuales darán lugar a definir ciertas superficies
especiales (ver las Definiciones 7.2.8 y 7.2.12).

Definición 7.2.1. El monoide caracterı́stico Char(S ) de S es el conjunto de elementosD en NS (S )
tal que existe un divisor efectivo D sobre S conD = [D], y Bs(|D|) = ∅.
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A continuación, daremos un resultado que nos será de gran utilidad en lo sucesivo.

Lema 7.2.2. Con notaciones anteriores, el monoide caracterı́stico de S es un subconjunto de
Nef(S ).

Demostración. Sea z ∈ Char(S ), de este modo, existe un divisor efectivo Γ sobre S tal que z = [Γ]
y Bs(|Γ|) = ∅. En particular, esto implica que |Γ| no tiene componentes fijas, de lo contrario existirı́a
una componente fija E de |Γ|, y sin pérdida de generalidad podrı́amos suponer que E es una curva
entera sobre S . Ası́, todos los puntos de E serı́an puntos base de |Γ|. Por consiguiente, sea H una
curva entera sobre S , y sea Γ = α1Γ1 + α2Γ2 + · · · + αrΓr para ciertos r ∈ N, αi ∈ Z+, donde Γi es
un divisor primo sobre S para cualquier i ∈ {1, 2, . . . , r}. Se puede suponer que H es diferente de Γ j

para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} (pues |Γ| no tiene componentes fijas), por tanto, la desigualdad Γ.H ≥ 0
es obvia ver [19, Proposición 1.4, p. 360]). En definitiva, z es un elemento de Nef(S ).

Ejemplo 7.2.3 (El monoide caracterı́stico de P2
k). Sabemos que Char(P2

k) es un subconjunto de
M(P2

k), y del Ejemplo 4.2.17 tenemos que M(P2
k) = Z+E0, donde E0 es la clase de una recta L

sobre P2
k en NS (P2

k). Puesto que, Bs(|L|) es un conjunto vacı́o (ver Ejemplo 7.1.4), se concluye que
E0 ∈ Char(P2

k). Por lo tanto, Char(P2
k) es igual a Z+E0.

Ejemplo 7.2.4 (El monoide caracterı́stico de la explosión del plano proyectivo en un número finito
de puntos colineales y ordinarios). Con las notaciones del Ejemplo 4.2.24, mostraremos que el
monoide caracterı́stico de Y es igual al monoide Nef de Y. En efecto, solo basta mostrar que E0 y
E0 − E j para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} son elementos de Char(Y), pues Char(Y) ⊆ Nef(Y) (ver Lema
7.2.2). Tenemos que E0 es la transformada estricta L de una recta de P2

k que no pasa a través los r
puntos colineales y ordinarios, y E0−E j es la clase de la transformada estricta C j de una recta en P2

k

que pasa a través del j−ésimo punto con j ∈ {1, 2, . . . , r}. Más aún, los conjuntos Bs(|L|) y Bs(|C j|)
son vacı́os, para cualquier j ∈ {1, 2, . . . , r}. Por lo tanto, Char(Y) es igual a Z+E0+

�r
i=1 Z+(E0−Ei).

Ejemplo 7.2.5 (El monoide caracterı́stico de una superficie de Hirzebruch). Sea Σn la superficie de
Hirzebruch asociada al entero no negativo n. Del inciso 2 del Lema 7.2.2 tenemos que Char(Σn) es
un subconjunto de Nef (Σn), y recordemos que Nef (Σn) es igual a Z+(Cn + nF ) + Z+F (ver Lema
4.3.7), donde Cn y f son “la” sección excepcional y una fibra de Σn, respectivamente. Solo debemos
mostar que Cn + nF y F son elementos de Char(Σn), para esto, observemos que Cn + n f y f son
divisores efectivos sobre Σn, donde sus clases módulo la equivalencia numérica son Cn + nF y
F , respectivamente. De [19, Teorema 2.17 b), p. 379] se tiene que Bs(|Cn + n f |) = ∅. Además,
Bs(| f |) = ∅, pues dos fibras distintas de Σn no se intersectan. Con esto concluimos que Cn + nF y
F son elementos de Char(S ).
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Enseguida, asociaremos otro monoide a S .

Definición 7.2.6. El monoide fraccional de las clases efectivas sin puntos base [Char(S ) : Nef(S)]
de S es el conjunto de elementos D de NS (S ) tal que existe un entero positivo m de manera que
mD es un elemento de Char(S ).

El siguiente resultado muestra que los conjuntos Char(S ) y [Char(S ) : Nef(S )] son submonoi-
des de Nef(S ).

Lema 7.2.7. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. El monoide caracterı́stico Char(S ) de S es un subconjunto del monoide fraccional de las
clases efectivas sin puntos base [Char(S ) : Nef(S)] de S .

2. Char(S ) es un submonoide de Nef(S).
3. [Char(S ) : Nef(S)] es un submonoide de Nef(S).

Demostración.

1. Se sigue inmediatamente de las Definiciones 7.2.1 y 7.2.6.
2. Sabemos que Char(S ) es un subconjunto de Nef(S ) (ver Lema 7.2.2). Ahora, verifiquemos

que Char(S ) es un submonoide de Nef (S ). Es claro que [0Div(S )] es un elemento de Char(S ).
Luego, sean x y z elementos de Char(S ), se requiere probar que x + z es un elemento de
Char(S ). En efecto, se puede escribir x+z = [Γx+Γz], donde Γx y Γz son divisores efectivos
sobre S tales que x = [Γx], z = [Γz], y Bs(|Γx|) = Bs(|Γz|) = ∅. Observemos que Γx + Γz es
un divisor efectivo, más aún, Bs(|Γx + Γz|) = ∅. Finalmente, x + z ∈ Char(S ).

3. SeaD ∈ NS (S ) tal queD ∈ [Char(S ) : Nef(S)], queremos mostrar queD es nef. Por defini-
ción, existe m ∈ N tal que mD ∈ Char(S ), en particular, mD es nef. Luego, sea E un divisor
efectivo sobre S , por tanto, mD.E ≥ 0 donde D es un representante deD. Por consiguiente,
D.E ≥ 0, y ası́, [Char(S ) : Nef(S)] ⊆ Nef(S). Ahora mostremos que [Char(S ) : Nef(S )]
es un submonoide de Nef (S ). Evidentemente, [0Div(S )] pertenece a [Char(S ) : Nef(S )].
Por otro lado, sean D1 y D2 elementos de [Char(S ) : Nef(S )], de esto, existen m1 y m2

enteros positivos tales que m1D1 y m2D2 pertenecen a Char(S ). No es difı́cil ver que
m1m2(D1 +D2) es un elemento de Char(S ), y por lo tanto,D1 +D2 ∈ [Char(S ) : Nef(S )].
En conclusión, [Char(S ) : Nef(S )] es un submonoide de Nef (S ).

Como consecuencia del Lema 7.2.7 se tienen las siguientes contenciones de monoides:

(7.2.1) Char(S ) ⊆ [Char(S ) : Nef(S )] ⊆ Nef(S ).
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Esto sugiere estudiar las superficies que satisfacen la igualdad de las contenciones de (7.2.1).
Las superficies que satisfacen [Char(S ) : Nef(S )] ∩ M(S ) = Nef(S ) ∩ M(S ) serán excelentes
candidatas de superficies con anillos de Cox finitamente generados (ver Teorema 8.1.2). Por ende,
las superficies que satisfagan la igual de los extremos también serán excelentes candidatas para la
finitud de sus anillos de Cox. Estas ideas motivan la siguiente definición:

Definición 7.2.8. Sea Y una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado. Y es caracterı́sticamente extremal si su monoide caracterı́stico Char(Y) es igual a Nef (Y).

A continuación ofrecemos algunos ejemplos de superficies caracterı́sticamente extremales:

Ejemplo 7.2.9 (P2
k es una superficie caracterı́sticamente extremal). Del Ejemplo 4.2.23 sabemos

que Nef(P2
k) es igual a Z+E0, ası́, Char(P2

k) = Nef(P2
k) (ver Ejemplo 7.2.3). Por lo tanto, P2

k es una
superficie caracterı́sticamente extremal.

Ejemplo 7.2.10 (La explosión del plano proyectivo en un número finito de puntos es una superficie
caracterı́sticamente extremal). Si Y es la explosión del plano proyectivo en un número finito de
puntos, entonces Y es una superficie caracterı́sticamente extremal (ver Ejemplo 7.2.4).

El siguiente ejemplo generaliza el resultado del Ejemplo 7.2.10 cuando solo consideramos un
punto:

Ejemplo 7.2.11 (Las superficies de Hirzebruch son caracterı́sticamente extremales). Del Ejemplo
7.2.5, tenemos que toda superficie de Hirzebruch es caracterı́sticamente extremal.

Lo siguiente por introducir es el concepto de las superficies extremales:

Definición 7.2.12. Sea Y una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado. Y es extremal si [Char(Y) : Nef(Y)] ∩ M(Y) es igual a Nef (Y) ∩ M(Y).

Ejemplo 7.2.13. Toda superficie caracterı́sticamente extremal es extremal.

Observación 7.2.14. Las contenciones de (7.2.1) pueden ser estrictas. En efecto, sea Y una super-
ficie proyectiva lista definida sobre un campo algebraicamente cerrado tal que Y es minimal (es
decir, no contiene ninguna curva de autointersección igual a −1), no es birracionalmente equiva-
lente a una supeficie reglada, y el sistema lineal completo |KY | tiene puntos base con K2

Y > 0, donde
KY es un divisor canónico sobre Y. Ası́, del Teorema en [37, p. 613] se sigue que para cierto entero
natural r mayor que dos, el sistema lineal completo |rKY | no tiene puntos base. Por tanto, Char(Y)
está contenido estrictamente en [Char(Y) : Nef(Y)]. Otro ejemplo es la explosión del plano proyec-
tivo en ocho puntos en posición casi general (ver [8, Definición 1, p. 39]). Por otro lado, existe una
superficie que no es extremal (ver [18, Teorema III.1, p. 1197]).





Capı́tulo 8

Finitud de los Anillos de Cox de Superficies Proyectivas

En este capı́tulo daremos un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies pro-
yectivas (ver Teorema 8.1.2), y aplicaremos este criterio para mostrar la finitud de los anillos de
Cox de superficies racionales anticanónicas y superficies racionales fraccionalmente un lápiz (ver
Definiciones 8.2.1 y 8.3.1).

8.1. Un Criterio para la Finitud de los Anillos de Cox de Superficies

En esta sección presentaremos un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies
proyectivas usando la noción de las superficies extremales.

A continuación, el siguiente resultado será muy útil para la prueba del Teorema 8.1.2.

Lema 8.1.1. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente cerra-
do de caracterı́stica arbitraria. Si el monoide efectivo de S es finitamente generado, entonces el
monoide Nef de S es finitamente generado.
Demostración. Supongamos que existen elementosL1,L2, . . . ,Lr de NS (S ) para cierto r ∈ N tales
que M(S ) = Z+L1 + Z+L2 + · · · + Z+Lr. Luego, sabemos que

Nef(S ) = {z ∈ NS (S ) | z.L j ≥ 0 para cada j ∈ {1, 2, . . . , r}}.

Ası́, de [8, Proposición 3, p. 250] se sigue que existen elementos x1, x2, . . . , xm de NS (S ) para algún
m ∈ N tales que Nef(S ) = Z+x1 + Z+x2 + · · · + Z+xm.

Enseguida tenemos el criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies extremales:

Teorema 8.1.2. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado de caracterı́stica arbitraria. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El anillo de Cox de S es finitamente generado.
2. S satisface las siguientes dos propiedades:

a) S es extremal, y
b) el monoide efectivo de S es finitamente generado.

3. S satisface las siguientes dos propiedades:
75
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a) S es extremal, y
b) el monoide Nef de S es finitamente generado.

Demostración. Vamos a mostrar que el inciso 1 implica el inciso 2. Si el anillo de Cox de S es
finitamente generado, entonces el monoide efectivo de S es finitamente generado pues el conjun-
to de los divisores primos sobre S de autointersección negativa es finito, de lo contrario Cox(S )
contendrı́a una k−subálgebra de grado de trascendencia infinito, a saber, esta k−subálgebra serı́a
k⊕ �
�

D∈Υ H0(S ,OS (D))
�
, donde Υ es el conjunto de los divisores primos sobre S de autointersec-

ción negativa. Enseguida, sea z un elemento de Nef(S ) ∩ M(S ), si el sistema lineal completo |z| de
z no tiene puntos base, no hay nada que probar, de lo contrario existe un entero positivo m tal que
mz pertenece a Char(S ). Ası́, S es una superficie extremal.

Luego, del Lema 8.1.1 se sigue que el inciso 2 implica el inciso 3.

Ahora prosigamos con la prueba de que el inciso 3 implica el inciso 1. Si S es una superficie
extremal y Nef(S ) es finitamente generado, entonces Cox(S ) es finitamente generado (ver el trabajo
de Carlos Galindo y Francisco Monserrat en [13]).

8.2. Superficies Racionales Anticanónicas

En esta sección, con la ayuda del Teorema 8.1.2, daremos una caracterización geométrica pa-
ra la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales anticanónicas, estas superficies son
introducidas como sigue:

Definición 8.2.1. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado. S es una superficie racional anticanónica si S es racional y si el sistema lineal completo
| − KS | de −KS no es vacı́o, donde KS denota a un divisor canónico sobre S .

Enseguida ofrecemos algunos ejemplos de superficies racionales anticanónicas.

Ejemplo 8.2.2. Las superficies de Hirzebruch son superficies racionales anticanónicas.

Ejemplo 8.2.3. La explosión del plano proyectivo sobre un campo en un número finito de puntos
colineales (pueden ser infinitamente cercanos) es una superficie racional anticanónica.

Ejemplo 8.2.4. La explosión del plano proyectivo sobre un campo en un número finito de puntos
de una cónica del plano proyectivo es una superficie racional anticanónica.

Lema 8.2.5. Sea S una superficie racional anticanónica. El monoide efectivo M(S ) de S es finita-
mente generado si, y solo si hay un número finito de curvas sobre S de autointersección igual a −1
y de autointersección igual a −2.
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Demostración. Ver [24, Corolario 4.2, p. 109].

Una aplicación del Teorema 8.1.2 es el siguiente resultado, el cual caracteriza geométricamente
la finitud de los anillos de Cox de las superficies racionales anticanónicas:

Teorema 8.2.6. Sea S una superficie racional anticanónica. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. El anillo de Cox de S es finitamente generado.
2. El monoide efectivo de S es finitamente generado.
3. Existen un número finito de curvas sobre S de autointersección igual a −1 y de autointer-

sección igual a −2.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 8.1.2 y del Lema 8.2.5.

Corolario 8.2.7. El anillo de Cox de una superficie de Hirzebruch es finitamente generado.

Corolario 8.2.8. El anillo de Cox de la explosión del plano proyectivo sobre un campo algebrai-
camente cerrado en un número finito de puntos que pertenecen a una curva plana entera de grado
menor o igual a dos es finitamente generado.

Corolario 8.2.9. El anillo de Cox de una superficie de del Pezzo es finitamente generado.

Observación 8.2.10. Sea Y una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado tal que su anillo de Cox es finitamente generado. El determinar explı́citamente los gene-
radores de dicha álgebra Cox(Y) es un problema aún abierto. En el caso de una superficie de del
Pezzo dicho problema está resuelto de una manera satisfactoria, por ejemplo ver el trabajo que se
encuentra en [2].

8.3. Superficies Racionales Fraccionalmente un Lápiz

Un caso especial de las superficies racionales es el de las superficies racionales tal que el sistema
lineal completo de un divisor anticanónico es de dimensión proyectiva uno, estas últimas superficies
son estudiadas en [28] y en [23]. A continuación presentamos un concepto más general.

Definición 8.3.1. Sea S una superficie racional proyectiva lisa definida sobre un campo algebraica-
mente cerrado. S es fraccionalmente un lápiz si existe un entero positivo r tal que el sistema lineal
completo | − rKS | es un lápiz (es decir, es de dimensión proyectiva uno), donde KS es un divisor
canónico sobre S .
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Ejemplo 8.3.2. La explosión del plano proyectivo en la intersección de dos cúbicas planas enteras es
una superficie racional anticanónica y fraccionalmente un lápiz. La clasificación de estas superficies
se puede encontrar en [28].

Aquı́ mostramos una caracterización de la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales
fraccionalmente un lápiz.

Teorema 8.3.3. Sea S una superficie racional fraccionalmente un lápiz. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. Cox(S ) es finitamente generado.
2. Existe un número finito de curvas sobre S de autointersección −1.

Demostración. Aplicando el Teorema 8.1.2 y observando que S tiene un número finito de curvas
de autointersección igual a −2, el resultado se satisface.
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Morfismo de Espacios Anillados, 5
Morfismo de Espacios Localmente Anillados, 6
Morfismo de Esquemas, 7
Morfismo Separado, 9
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