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Capitulo 1

Introduccion

En 1973 el matematico Victor Klee planteé el problema de determinar cuantos guardias
se requieren para vigilar el interior de una galeria de arte, el cual se puede también plantear
en términos de iluminacién, es decir, cudntas lamparas se requieren para iluminar el in-
terior de una galeria de arte. En adelante usaremos indistintamente los términos vigilar e
iluminar, tratando de apegarnos a los términos utilizados en los articulos originales que se
usan de referencia.

Vasek Chvatal establecio en 1976 el primer resultado para este problema, el cual senala
que | 5] guardias son suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar un poligono de n
vértices. En 1978 S. Fisk [10] establece una demostracién concisa y elegante del teorema.

El resultado se presenta a continuacién.

Teorema 1. [10] Si S es un poligono con n vértices, entonces existe un conjunto T con

a lo mds 5 puntos de S, tal que para cada punto q de S, existe un punto p de T con el

segmento pq contenido completamente en S.

Demostracion. Triangule S de tal forma que no se agreguen nuevos vértices. Toda trian-
gulacién tiene una coloracién con tres colores (a,b,c). Sea T} el conjunto de vértices de
color k, y asuma que |T,| < |Ty| < |Te|. Escoger T' = T, implica que |T'| < §. Finalmente,
cada punto ¢ de S se encuentra en algin tridngulo de S, y cada tridangulo de S tiene un
punto p de T en él. Como los tridangulos son convexos, tenemos que pg C .S. O

El problema asi resuelto es de naturaleza combinatoria, ya que responde a la generali-
dad de los poligonos de n vértices. Sin embargo, no todos los poligonos de n lados requieren
ese numero de guardias, por ejemplo, cualquier poligono convexo de n vértices sélo requiere
de un guardia. Entonces tiene sentido preguntarse si existe algtin algoritmo que dado un
poligono P de n vértices calcule el nimero minimo de guardias que lo vigilen. En 1983 J.
O’Rourke y K. J. Supowit en [22], demuestran que encontrar el nimero minimo de guardias
que se requieren para vigilar una galeria de arte modelada como un poligono simple con
agujeros es un problema NP-Completo, en 1986 D. Lee and A. Lin [17], extienden el
resultado para poligonos simples con guardias ubicados en los vértices, demostrando que
también es NP-Completo, asi mismo A. Aggarwal en [22], lo demuestra para guardias

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

ubicados en cualquier punto del poligono. Estos resultados abren el camino para investigar
algoritmos de aproximacién que busquen acercarse al nimero 6ptimo de guardias. Por otro
lado, también surge un gran numero de preguntas, por ejemplo ;Qué sucede si el objeto
a vigilar es un tipo especial de poligono? o ;Qué pasa si se aplican restricciones a los
guardias? Este tipo de preguntas generan nuevas variantes del problema.

En 1987 J. O’'Rourke publica el libro Art Gallery Theorems and Algorithms [20], de-
dicado completamente al estudio de problemas de iluminaciéon de poligonos en el plano.
Posteriormente, surgen los compendios de T. Shermer [26] y J. Urrutia [29].

En 1994 V. Estivill Castro y J. Urrutia establecen reglas que permiten colocar reflec-
tores en vértices de poligonos ortogonales de manera éptima con el objetivo de vigilarlo
[8], en 2011 E. Kranakis, F. MacQuarie, O. Morales Ponce y J. Urrutia presentan las
condiciones que deben cumplir reflectores giratorios para poder vigilar el plano [7]. En
adelante llamaremos radares a los reflectores giratorios.

Inspirados en estos resultados, en la presente investigacion se abordan 3 variantes del
problema de la galeria de arte, dividiendo el trabajo en los siguientes capitulos:

» Capitulo 2 se da una introduccion a la teoria de graficas, mostrando los principales
resultados del area que sirven de base tedrica para nuestra investigacion.

» Capitulo 3 se da una introduccién a los problemas sobre galerias de arte, mostrando
algunos de los principales resultados que han construido la historia del area, y que
al mismo tiempo sirven de base y han inspirado la presente investigacion.

» Capitulo 4 se presentan los resultados principales de la investigacién, se abordan 3
variantes del problema de la galeria de arte:

1. ;Cudntos guardias son suficientes y ocasionalmente necesarios (cota justa) para
vigilar el interior de un poligono ortogonal P? En el que los guardias se
encuentran ubicados en vértices de P, asi mismo los guardias son radares con

. o 3m . . .
un angulo de vigilancia de 5 éstos giran a una misma velocidad constante.

2. ;(Cudl es la cota justa de guardias para vigilar el interior de un poligono
ortogonal con agujeros P? En el que los guardias se encuentran ubicados en
vértices de P, asi mismo los guardias son radares con un angulo de vigilancia

7r 7 . . .
de 5 éstos giran a una misma velocidad constante.

3. (Cuéles la cota justa de guardias para vigilar el interior de un poligono simple
P? En el que los guardias se encuentran ubicados en vértices de P, asi mismo
los guardias son radares con un angulo de vigilancia 7, y éstos giran a una
misma velocidad constante.

En todos los casos, los resultados obtenidos inducen un algoritmo de orden O(n)
para ubicar la posicién y configuracién inicial de los radares. Los algoritmos también
son presentados en el capitulo.



= Capitulo 5 se presenta un resumen de los resultados obtenidos, asi como la direccién
sugerida para nuevas investigaciones.

Los problemas de iluminacion pertenecen a las areas de geometria combinatoria y
geometria computacional. La geometria computacional es una rama de la ciencia de la
computacion con un desarrollo muy activo en los 1ltimos anos. Su objetivo es el estudio
de algoritmos para resolver problemas planteados en términos geométricos. La geometria
combinatoria es la rama de la matematica que estudia a los objetos geométricos consid-
erandolos como entidades discretas.






Capitulo 2

Teoria de graficas

En este capitulo, se presentan definiciones y resultados importantes de teoria de grafi-
cas.

El primer trabajo sobre la teoria de graficas fue escrito por el famoso matemaético
suizo Leonard Euler, y aparecié en 1736. Desde un punto de vista matematico, la teoria
de graficas fue insignificante en un principio, ya que se le asociaba con algunos juegos
de entretenimiento. Pero algunos descubrimientos recientes en matematicas, y particular-
mente en sus aplicaciones, le han dado un gran impulso. Actualmente hay algunos temas
en matematicas puras donde la teoria de gréficas es una herramienta natural, pero hay
muchos otros usos en conexién con preguntas altamente practicas: apareamientos, proble-
mas de transporte, el flujo en redes de tuberias, “programacion” en general. En nuestro
caso para iluminacion, la teoria de graficas es una importante herramienta de apoyo.

La teoria de graficas también hace su aparicion en diversos campos como la economia,
la psicologia y la biologia. En matematicas, la teoria de graficas ha sido clasificada como
una rama de la topologia, pero también estd fuertemente relacionada con el algebra y la
teoria de matrices.

Los resultados presentados a continuacién se pueden consultar en [5].

2.1. Definiciones

Una Gréfica G es un par ordenado (V(G), A(G)) donde V(G) es un conjunto finito
no vacio, cuyos elementos son llamados vértices o nodos, y un conjunto A(G) ajeno de
V(G) de pares no ordenados de elementos distintos {u,v} llamados aristas, juntos con
una funcién fg que asocia con cada arista de G un par no ordenado de vértices de G (no
necesariamente distintos). Por ejemplo una grafica G se define de la siguiente manera, (por
simplicidad denotaremos uv al par no ordenado {u,v}). G = (V, A); V = {v1, va, v3, 04,05},
A = {e1,ez,e3,e4} vy fo es definida: fo(e1) = viva, fale2) = vivs, fa(es) = vovs y
fa(es) = v3vy.

El ntimero de vértices en GG es llamado el orden de G y el nimero de aristas de G es el

11



12 CAPITULO 2. TEORIA DE GRAFICAS

U1

U3 V4

Vs

Figura 2.1: Grafica con cinco vértices y siete aristas.

tamano de G. También es conveniente representar a las graficas por medio de diagramas.
En tal representacién, dibujamos los vértices con puntos o circulos y a las aristas con
segmentos de linea o curvas que unen dos puntos apropiados. Un diagrama de la grafica G
con: V= {vy,vy,v3,v4,05}, A = {e1,ea,€e3,e4,€5,€5,e7} vy faler) = vive, fa(ea) = vyvs,
fa(es) = vivg, fa(es) = vous, fa(es) = vava, fales) = vsva y fa(er) = vavs se muestran
en la figura 2.1.

Sie=uv € A(G) (es decir, si uv es una arista de la grafica G) entonces decimos que e
une a los vértices u y v. Dos vértices u y v son adyacentes en una grafica G si uv € A(G).
Siuv ¢ A(G), entonces u y v son vértices no adyacentes. Si e = uv € A(G) entonces vy v
son cada uno incidentes con e. Si uv y uw son aristas distintas de una grafica G' (es decir
v # w) entonces uv y uw son aristas adyacentes. Asi en la grafica G descrita en la figura
2.1, v1 y v3 son adyacentes pero v; y v5 no son adyacentes.

2.2. Grado de un vértice

Definicién 1. (grado de un vértice)
El ndmero de aristas que inciden en un vértice v de una grdfica G, se le llama el grado
de v en G. El grado de v se denota por gradog(v) o simplemente grado(v).

Definicién 2. (grado mdzimo) (grado minimo)
Se denotard por A(G), al grado mdzimo entre todos los vértices de la grdfica G, asi tam-
bién denotaremos por 6(G), al grado minimo de entre todos los vértices de la grdfica G.
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V1 V2 U3
o ®
V4 Vs Vg
@ o

Figura 2.2: Diferentes grados de los vértices de un grafica.

Para la grafica de la figura 2.2, se tiene que: grado(vi) = 0, grado(va) = 2, grado(vs) =
1, grado(vy) = 2, grado(vs) = 3, grado(vg) = 2.

Por una (p, ¢)-grafica entendemos que es una grafica de orden p y tamano ¢. La grafica
de la figura 2.2 es una (6, 5)-gréfica, ademds la suma de los grados es 10, es decir, 2q.

Teorema 2. Para toda grifica G, la suma de los grados de los vértices es igual a dos

veces el nimero de aristas. Ast, si G es una (p, q)-grdfica con vértices vy, va, ..., v, entonces
p ) —

XY grado(v;) = 2q.

Demostracion. Al sumar los grados de los vértices de una gréfica (G, contamos cada arista
dos veces, una por cada uno de los vértices en que incide la arista. O

Definicién 3. (vértice par o impar)
Un vértice v, es llamado par o impar, de acuerdo a si grado(v) es par o impar.

Teorema 3. Toda grdfica contiene un numero par de vértices de grado impar.

Demostracion. Sea G una grafica. Si G no contiene vértices impares, entonces se cumple
el resultado. Suponga que G contiene k vértices impares, denotados por vy, ve, ...,vg. Si G
contiene vértices pares los denotamos por uy, ug, ..., Un.

Por el Teorema 2, X¥_ grado(v;) + ¥%_1grado(uj) = 2q donde ¢ es el nlimero de aristas
de G. Como cada uno de los nimeros grado(uy), grado(usg), ..., grado(uy,) es par, entonces
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U1

v3

V4 Vs U4 Vs

Figura 2.3: Grafica G y H subgrafica de G.

Y% _1grado(u;) también es par, asi tenemos que ¥k grado(v;) = 2q — ¥ 1grado(uj) es
par, pero cada uno de los numeros grado(vi), grado(vs), ..., grado(vg) es impar. Por lo
tanto, k debe ser par, asi G tiene un nimero par de vértices de grado impar. Si G no tiene
vértices pares, entonces (grado(vy)+ grado(vs)+ ...+ grado(vy)) = 2q de donde concluimos

también que k es par. O

2.3. Subgraficas

Definicién 4. (subgrdfica)
Sea G una grdfica. Una grdfica H es una subgrdfica de G H < G, si H es una grdfica
tal que V(H) CV(G) y A(H) C A(G).

Definicién 5. (supergrdifica)
Cualquier grdfica G', para la cual una grdfica G es una subgrdfica, es llamada una
supergrafica de G.

Definicién 6. (subgrdfica generadora)
Una subgrdfica generadora H de G, es cualquier subgrdfica que tenga el mismo nimero
de vértices.

En la figura 2.3 se muestra una grafica G y H subgrafica de G.
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Definicién 7. (subgrdfica inducida)
Una subgrdfica inducida H de G, es aquella que cumple que V(H) C V(G) y A(H) es
el conjunto de todas las aristas de G con vértices de H .

2.4. Caminos, paseos, trayectorias y ciclos

Definicién 8. (camino)

Un camino en una grifica G, es una secuencia finita de vértices xg, x1, ..., Tn Y aristas
ai,as, ..., a, de G:

To,A1,L1,02, ..., Qp, Ty

donde los puntos finales de a; son x;_1 y x; para cada i. La longitud de un camino es
n.

Definicién 9. (uv — camino)
Un uwv—camino en una grifica G, es un camino que comienza en el vértice u y termina
en el vértice v.

Definicién 10. (uv — paseo)
Un uv — paseo en una grdfica, es un uv — camino que no repite aristas.

Definicién 11. (uv — trayectoria)
Una uwv — trayectoria, es un uv — camino o (uv — paseo) tal que no repite vértices.

Definicién 12. (circuito)
Un uv — paseo en el cual u = v, y que contiene al menos tres aristas es llamado
circuito. Un circuito debe terminar en el mismo vértice en que se empezo.

Definicién 13. (ciclo)
Un circuito que no repite vértices (excepto el primero y el iltimo) es llamado ciclo.

denotaremos un ciclo C' de G como C' = vyv1, ..., VEVg.

Definicién 14. (distancia)
En una grifica G, la distancia entre dos vértices u y v, es la longitud del menor
UV — camino.

Denotaremos d(v, w) como la distancia entre u y v.

Definicién 15. (excentricidad de una grdifica)
La excentricidad e(v) de un vértice v, es el mdximo valor de d(v,w), donde w es
cualquier vértice de la grdfica.

Definicién 16. (radio de una grdfica)
El radio r(G) de G, es la excentricidad del vértice de menor excentricidad.
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Definicién 17. (vértice central)
Un vértice es llamado vértice central, si su excentricidad es igual al radio de la grdfica.

Definicién 18. (centro de una grifica)
El centro ¢(G) de una grdfica, es el conjunto de sus vértices centrales.

2.5. Conexidad

Definicién 19. (vértices conectados)
Dos vértices u y v en una grdafica G, estan conectados siu =1v o si u # v y eriste una
uv — trayectoria en G.

Definicién 20. (grdfica coneza)
Una grifica G es conexa, si todo par de vértices de G estdn conectados. En otro caso
se dice que G es disconexa.

Definicién 21. (componente conexa)

Una subgrdfica conexa H de una grdafica G, es una componente conexa (o simplemente
una componente) de G, si H = H' siempre que H' sea una subgrdfica conexa de G que
contenga a H. Es decir, una componente de una grdfica es una subgrdfica conexa mdrima.

Una grafica es conexa si y solo si el nimero de sus componentes es uno. Denotaremos
por C(G) a las componentes de G.

Definicién 22. (vértice de corte)
Sea G una grdfica, se dice que v es un vértice de corte de G, si C(G —v) > C(G).

Definicién 23. (arista de corte)
Sea G una grdfica, se dice que a es una arista de corte (o puente) de G, si C(G —a) >

C(G).

2.6. Tipos especiales de graficas

Definicién 24. (grdfica bipartita)

Una grdfica G es llamada bipartita, si es posible separar al conjunto V(G) en dos
subconjuntos no vacios Vi y Va, tal que toda arista de G, une a un vértice de Vi con un
vértice de Va.

En la figura 2.4 se presenta una grafica bipartita.

Definicién 25. (grdfica bipartita completa)
La grdfica bipartita completa K, ,, es una grdfica con m vértices en Vi y n vértices
en Vo, en la cual existe una arista entre cada vértice de V1 y de V.
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U1 U3 U5

V2 V4 Vg

Figura 2.4: Gréfica bipartita.

Teorema 4. Una grdfica no trivial es bipartita si y solo si no contiene ciclos de longitud
impar.

Demostracion. Sea G = (V, A) una grafica bipartita, (X,Y") su biparticién, y C' un ciclo en
G, tal que C = vguy, ..., vpvg. Sin pérdida de generalidad supongamos que vy € X, debido
a que vov; € A y dado que G es bipartita, entonces v; € Y.

En general tenemos que vy; € X y v2;41 € Y. Dado que vivg € A tenemos que v, € Y,
por tanto k = 2¢ 4+ 1 para algtin valor de ¢ y se sigue que C' tiene longitud par.

Para demostrar la otra implicacién, sin pérdida de generalidad necesitamos considerar
solo el caso en el que G es conexa. Sea entonces GG una grafica conexa sin ciclos de longitud
impar, para algin u € V, definimos la divisién (X,Y’) como sigue: X = {z € V tal que
d(x,u) es par}, Y = {y € V tal que d(y,u) es impar}.

Sin pérdida de generalidad sean x1 y x2 € X. Sea P el camino més corto que va de
uazxy @ el que va de u a x2. Sea v el Ultimo vértice comin de Py Q. Como Py @
son los caminos maés cortos, entonces también lo son sus secciones que van de u a v y que
por lo tanto tienen la misma longitud. Como las longitudes de P y @ son pares, también
lo es el camino 1 a v a x9, a través de P y @ respectivamente. Si x1 ~ x2, entonces el
camino x1 a T junto con la arista x1xo forman un ciclo de longitud impar, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto ningin vértice en X es adyacente, y G es bipartita. O

Definicién 26. (drbol)
Sea G una grdfica, se dice que G es un drbol si G es una grdfica conera y no tiene
ciclos.
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Figura 2.5: Tlustracién del teorema 5.

Definicién 27. (bosque)
Sea G una grdfica, se dice que G es un bosque si G es una grdfica que no contiene
ciclos. (Puede ser conexa o disconeza).

Teorema 5. Sea G = (V, A) un drbol, entonces para cualesquiera 2 vértices u y v € V,
existe un Unico camino que los une.

Demostracion. Dado que todo arbol es conexo, existe al menos un uv — camino. Supon-
gamos que existe mas de un uv — camino y sean P; y P, dos de estos caminos. Dado
que P} # P, existe al menos una arista zy € P; tal que zy ¢ P>, como se muestra en la
figura 2.5. Entonces (P;|J P2) — zy es conexa, por lo que existe un zy — camino, sea P
tal camino, entonces P | J{xy} forma un ciclo, contradiciendo la hipétesis de que G es un
arbol. O

Teorema 6. Si G = (V, A) un drbol, entonces |A| = |V|— 1.

Demostracion. Por induccién en |V|. Supongamos que |V| = 1, claramente |A| = 0 =
|V| — 1. Supongamos que el teorema es cierto para todo drbol con menos de |V| vértices
con |V| > 2. Tomemos la arista uv € A, por el teorema anterior G — uv es disconexa dado
que no existe otro uv—camino, y C(G—uv) = 2 (el nimero de componentes conexas de G),
sean Hy = (V1, A1) y Hy = (Va, Ay) tales componentes. Vemos que las dos son aciclicas y
por tanto arboles con menos de |V| vértices. Aplicando la hipétesis de induccién tenemos
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que: |A4;] = |Vi| — 1 para (i = 1,2) y ademds sabemos que: |A| = |A1] + |As| + 1y
V| = V1] + |V2| por lo tanto: [A] = (|V4| = 1)+ (V2| —1)+1=|V|-1.0

2.7. Coloracién en vértices

Definicién 28. (k—-coloracion)

Sea G = (V,A) una grdfica, una k-coloracion de los vértices de G es una funcion
c:V = {1,....k}. Una coloracion induce una particion de los vértices de G en conjuntos
de la forma ¢; = {v € V | ¢(v) = i}. Estos conjuntos son llamados las clases cromdticas
inducidas por c. Se dice que una k-coloracion ¢ de G es buena, si para cualesquiera dos
vértices u, v adyacentes en G, se tiene que c(u) # c(v).

2.8. Planaridad

Definicién 29. (grdfica plana)
Una grdfica es plana si tiene una representacion en el plano, de tal manera que dos
aristas tienen un punto comun si y solo si son adyacentes.

Definicién 30. (caras de una grdfica)

Una grdfica plana divide al plano en diferentes regiones conexas, a la cerradura de cada
una de estas regiones se le llama cara de la grdfica, teniendo siempre una cara no acotada
llamada cara exterior. El resto de caras son llamadas caras interiores.

Definicién 31. (caras adyacentes)

Sea F' = {f1,..., fu} el conjunto de caras de G, decimos que dos caras f;, f; son
adyacentes si comparten una arista e en su frontera. Diremos que e es incidente en f; y
fj, de igual forma se dice que f; y f; son incidentes en e.

Euler enuncié el siguiente teorema, el cual define una relacién entre el nimero de
aristas, vértices y caras de una grafica plana, conocido como la férmula de Euler.

Teorema 7. Sea G = (V, A) una grifica conexa dibujada en el plano definiendo el conjunto
de caras F, entonces: |V| — |A| + |F| = 2.

Demostracion. Por induccién sobre |F|. Supongamos que |F| = 1, entonces G tiene una
Unica cara, la cual tendrd que ser su cara exterior, esto implica que G no tiene ciclos, por
lo que al ser también conexa G es un drbol, entonces sabemos que: |A| = |V| — 1. Lo cual
cumple con el teorema.

Ahora supongamos que el teorema es valido para toda grafica plana conexa con menos
de n > 2 caras, sea G una grafica con n caras, y sea e una arista que no sea de corte en
G. Entonces e incide en al menos una cara interior de G. Consideremos la grafica G — e,
se puede ver que las dos caras en las que incide e se convierte en una sola. Entonces G — e
es conexa con n — 1 caras y satisface la hipdtesis de induccién. G — e es una subgréifica
generadora de G, y su nimero de aristas es |A|—1, de modo que: |V |—(JA|-1)+(|F|-1) =
2. Por lo que obtenemos: |V| — |[A] + |F| =2. O
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2.9. Grafica dual

Definicién 32. (grdfica dual)

Sea G una grdfica plana, se puede definir a otra grdfica G* a partir de G de la siguiente
forma: Por cada cara f de G se tiene un vértice f* en G*, y por cada arista e de G, se
consideran las caras f y g, incidentes en e, entonces G* tendrd la arista e* que conecta
a los vértices f* y g*. Decimos que G* es la grifica dual de G, y podemos ver que G* es
también una grdfica plana, pues puede ser dibujada colocando cada vértice f* en el interior
de la cara f, y dibujando la arista €* de forma que cruce sélo en un punto a e sin que
cruce ninguna otra arista de G. Esta forma de dibujarla se puede ver en la figura 2.6.

2.10. Graficas geométricas

Definicién 33. (grdfica geométrica)
Una grdfica geométrica, es una grdfica dibujada en el plano, de tal forma que sus
vértices son puntos, y una arista uv es el segmento uv.



2.10. GRAFICAS GEOMETRICAS

Figura 2.6: Una grafica G, con su gréfica dual G.
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Capitulo 3

Galerias de arte e iluminacion

En 1973 el matematico Victor Klee planteo el problema de determinar cuantos guardias
se requieren para vigilar el interior de una galeria de arte.

Diremos que un punto a vigila un punto b en un poligono simple, si el segmento de
linea ab que los une, se encuentra completamente contenido en el interior del poligono.

El problema de la galeria de arte se puede plantear de la siguiente forma: Dado un
poligono simple P, encontrar el conjunto G de puntos minimo en P, tal que todo punto
de P es vigilado desde un punto de G.

Lee and A. Lin [17], han demostrado que este problema es NP-Completo. Vasek Chvétal
[6] establecié en 1976 que el niimero de puntos de G nunca excederd | % | para un poligono
simple de n lados. Desde entonces se han estudiado muchas variaciones de este problema.

En este capitulo se presentan variantes del problema original, asi como resultados
recientes en el area.

3.1. Definiciones

Una galeria de arte, puede ser modelada como un poligono, simple, ortogonal o con
agujeros, definidos a continuacién junto con otras definiciones que seran utilizadas a lo
largo de la investigacion:

Definicién 34. (Poligono)

Un poligono P es una secuencia ordenada de n puntos en el plano vy, ...,v, (n = 3)
llamados vértices de P, junto con el conjuntos de segmentos de recta que unen v; con viyi
(t=1,...n—1) y v,—1 con vy llamadas aristas de P.

Definicién 35. (Poligono simple)
Un poligono P se dice que es un poligono simple, si y solo si cualquier par de sus

aristas no consecutivas no se intersectan entre si.

23
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Un poligono simple divide al plano en dos regiones, una no acotada llamada exterior
y otra acotada llamada interior. Por simplicidad al decir poligono nos referiremos a un
poligono simple junto con su interior.

Definicién 36. (Poligono ortogonal)
Un poligono P se dice que es un poligono ortogonal, si y solo si sus aristas son paralelas

a alguno de los ejes coordenados, y ademds el dngulo entre dos aristas siempre es 5 o 3777

Definicién 37. (Poligono con agujeros)

Consideremos un poligono P y un conjunto de poligonos Q1, ..., Qn, tales que Q; () Q; =
¢ para (i # 7) yQ; (i =1,...,n) estd totalmente contenido en el interior de P. El conjunto:
H = P —J, interior(Q;) serd llamado poligono con agujeros. En el caso que P y Q;
(i =1,...,n) sean poligonos ortogonales, H serd llamado poligono ortogonal con agujeros.

Definicién 38. (Visibilidad)
Dados dos puntos p y q en un poligono P, se dice que q es visible desde p si y sélo si
el segmento pq estd totalmente contenido en P.

Definicién 39. (Vigilancia, Iluminacion)

Decimos que un subconjunto finito de puntos G, contenido en P, vigila o ilumina a P
si y solo si cualquier punto p € P, es visible desde algun punto de G, de la misma forma
diremos que g € G wvigila o ilumina a p, si p es visible desde g.

Definicién 40. (Diagonal)
Una diagonal de un poligono P es un segmento de recta que conecta dos vértices de P
y estd en el interior de P.

Definicién 41. (Triangulacion)

Una triangulacion T'(P) de un poligono P, es una division del interior de P en tridngu-
los con interiores mutuamente ajenos, de tal forma que las aristas de estos tridngulos
solamente pueden ser aristas o diagonales de P.

Definicién 42. (Reflector)
Un reflector r es una ldmpara que ilumina una zona angular de tamano o, llamaremos
a r un reflector-a, el tamanio de r también serd llamado a. Si un reflector debe ser colocado

en un vértice de un poligono P, se le llamard un vreflector. En el caso que o« = 5

5, T se

llamard un reflector ortogonal.

Al estudiar el problema de vigilancia de galerfas de arte, se pueden establecer restriccio-
nes a la forma de los poligonos utilizados para modelar la galeria, asi como a los guardias, a
los que ademas se les puede restringir respecto a su ubicacién en el poligono, dando origen
variantes interesantes del problema. A continuacién se describen las principales variantes
estudiadas:

De acuerdo al poligono utilizado para modelar la galeria:
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1. Galeria de arte tradicional: La galeria esta formada por un conjunto de habita-
ciones rectangulares, dentro de un edificio rectangular.
2. Galeria ortogonal: Utilizan poligonos ortogonales para modelarla.
3. Galeria con agujeros: Utilizan poligonos con agujeros para modelarla.

4. Jardin de esculturas: En esta variante, la idea es colocar transmisores, que emiten
senales, a partir de las cuales se pretende probar si un punto se encuentra dentro o
fuera de la galeria, en este caso las paredes no interfieren con las senales emitidas
por los transmisores.

A continuacion se mencionan las principales restricciones impuestas a los vigilantes:

1. Puntos guardia (p-guardia): Se colocan en cualquier punto contenido en un
poligono.

2. Vértices guardia (v-guardia): Se colocan sélo en los vértices de un poligono.

w

. Aristas guardia (a-guardia): Los guardias se pueden mover sobre aristas de un
poligono.

4. Guardias moviles (m-guardia): Los guardias se pueden mover sobre diagonales
de un poligono.

5. Reflectores: Vigilan una zona angular de tamano a.

6. Radares: Es un reflector giratorio. Se considerard que uno o mas radares, giran a
una misma velocidad constante de un radian por unidad de tiempo.

7. Modems: Los guardias pueden vigilar a través de un niimero acotado de objetos
(paredes). Un modem m vigila un punto p, si el segmento mp, intersecta a lo mas,
un ntumero acotado de objetos.

3.2. (alerias ortogonales

Como ya se menciond, para modelar galerias ortogonales se utilizan poligonos ortogo-
nales. En 1983 Kahn, Klawe y Keitman [16] demuestran lo siguiente:

Teorema 8. Sea P un poligono ortogonal con n vértices, entonces para wvigilar P son

suficientes y en ocasiones necesarios L%J v-guardias.

Para la demostracién descomponen el poligono en cuadrilateros convexos, se obtiene una

grafica 4-coloreable, de tal forma que cada cuadrilatero tenga un vértice de cada uno de los

cuatro colores, la cual induce una particion de los vértices compuesta por cuatro partes,
n

por lo que una de estas partes estd compuestas por a los mas | 7| vértices, obteniendo
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Figura 3.1: En ocasiones son necesarios |’} | v-guardias, para vigilar un poligono ortogonal.

asi la suficiencia del teorema. Para la necesidad se puede ver que la familia de poligonos
sugerida por la figura 3.1 requiere al menos un guardia por cada lengua.

La mayor parte del articulo estd dedicada a demostrar que todo poligono ortogonal
tiene una descomposicion en cuadrilateros convexos.

Edelsbrunner, O’Rourke y Welzl [11] presentaron un algoritmo que en tiempo O(n)
obtiene un conjunto de | %] p-guardia que vigilan un poligono ortogonal dado. Su algoritmo
se basa en una descomposicién del poligono en subpoligonos con forma de L.

Lubiw, Sack y Toussaint [25] presentaron otro algoritmo lineal para ubicar los p-
guardias, basado en la cuadrilaterizacion del poligono.

A continuacién se presenta el siguiente resultado de Lubiw [18], el cual complementa
al teorema anterior.

Teorema 9. Cualquier poligono ortogonal se puede cuadrilaterizar con cuadrildteros con-
Vexos.

Demostracién: Para este fin se define un poligono P (1 — ortogonal), si cumple con:

1. Todas las aristas de P, con la posible excepcién de una arista distinguida denotada
como e, son paralelas al eje X o eje Y.
2. Con la posible excepcion de e, las aristas horizontales y verticales se alternan.

3

3. Todos los dngulos internos son menores o iguales a <.

4. Ninguin vértice de P se encuentra en el interior de la nariz de la arista inclinada.



3.2. GALERIAS ORTOGONALES 27
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Figura 3.2: Un poligono 1 — ortogonal.

5. P tiene un ntmero par de vértices.

Un ejemplo se presenta en la figura 3.2.

Notemos que un poligono ortogonal es 1 — ortogonal. En la definicién no se prohibe
explicitamente que e sea paralela a los ejes X o Y. Si P es ortogonal, entonces e deberia
ser escogida de entre cualquier arista de P. Si se demuestra que cualquier poligono 1 —
ortogonal se puede descomponer en cuadrilateros convexos, entonces el teorema habra sido
probado.

La nariz de la arista inclinada e de P es el tridngulo T" a la derecha y hacia el interior
de P, tal que:

1. La hipotenusa de T es e.

2. Las otras dos aristas de T son paralelas a los ejes X y Y.

A continuacion se probaré el siguiente resultado:

Teorema 10. [18] Cualquier poligono 1 — ortogonal se puede cuadrilaterizar con cuadri-
lateros converos.

Demostracion. Si P tiene cuatro aristas, debe ser convexo, y por lo tanto se obtiene
el resultado. Ahora se probard que si P tiene méas de cuatro aristas, siempre existe un
cuadrildtero @’ que al ser removido parte a P en dos poligonos 1—ortogonales, y utilizando
induccién se obtiene el resultado.

Supongamos sin pérdida de generalidad que la pendiente de la arista inclinada se
encuentra entre 0 y &, y que los vértices de e son etiquetados con u y v de tal forma que
el vértice u tiene la coordenada y mas pequena. Sea w el tercer vértice de la nariz T de e.

Como P tiene un numero par de aristas, y todos sus angulos internos son de tamano
a lo mas 37”, las dos aristas adyacentes a e son horizontales. Sea €’ la arista horizontal de
P que precede a e en sentido positivo alrededor de la frontera de P. Procedemos ahora a
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Figura 3.3: Encontrando @', caso 1.

encontrar los cuatro vértices de Q’. Los primeros dos vértices de @' son u y v. Sea €’ el
segmento de recta semiabierto que une v con w, abierto en w. Deslice €” hacia la derecha
hasta que choque con un vértice de P. Si e” pega con una arista completa de P, entonces
los puntos finales de esta arista, junto con u y v son los vértices de @', como se muestra
en la figura 3.4 (a). Suponga que €” pega s6lo con un vértice x de P; x es el tercer vértice
de @Q'.

Considere ahora el segmento de linea semiabierto A que une u con la linea vertical que
pasa por z, h no contiene a u, pero contiene su punto final derecho. Deslice h hacia abajo
hasta que choque con un vértice de P, o con una arista horizontal f de P por el interior.
En el primer caso, sea y el punto mas a la derecha al que le pega h. El cuarto vértice de
Q' es y. Este caso se ilustra en la figura 3.3 (b).

Ahora veamos el caso en el que h le pega a una arista f de P. Esto sélo puede pasar
si z es el segundo vértice final de ¢’. Este caso es ilustrado en la figura 3.4. En este caso,
considere el segmento vertical de recta semiabierto A’ que une x con f, cerrado por abajo
y abierto por arriba. Deslice A’ hacia la derecha hasta que pegue con un vértice de P. Si
pega con mas de un vértice, seleccione como y al menor de esos puntos, para ser el ultimo
vértice de Q.

Ahora es facil verificar que se puede dividir P — @’ en dos o tres poligonos 1 —
ortogonales. O

3.3. Galerias de arte con agujeros

O’Rourke en [20], da el siguiente resultado para poligonos con agujeros:

Teorema 11. Sea p’(n,h) el nimero minimo de v-guardias, necesarios para vigilar un
poligono P con n vértices y h agujeros, entonces p¥(n,h) < L"‘E—%j
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Figura 3.4: Encontrando @', caso 2.

La prueba procede eliminando los agujeros uno a la vez, cortando a P sobre una
diagonal que una dos vértices de P, uno de los cuales es vértice de un agujero, y el otro
pertenece a la cara exterior.

Sea pP(n,h) el nimero minimo de p-guardias, necesarios para vigilar un poligono P
con n vértices y h agujeros, Shermer establece que pP(n,h) > L%hj, y conjetura que la
cota es justa, prueba su conjetura para h = 1, para valores mayores que 1 la conjetura
continua abierta, estos resultados se pueden ver en [20].

Para p-guardias Bjorling-Sachs y Souvaine [3] e independientemente Hoffmann, Kauf-
man y Kriegel [9] probaron:

Teorema 12. [%] p-guardias son siempre suficientes y en o0casiones necesarios para
vigilar cualquier poligono P con n vértices y h agujeros.

Bjorling-Sachs y Souvaine [4] presentan un algoritmo de tiempo O(n?) que encuentra
la posicién de tales guardias. La idea principal del resultado de Bjorling-Sachs y Souvaine
consiste en remover un canal de cuatro lados, tal que un vértice nuevo es agregado por cada
canal y ademas existe un tridngulo 7" en el poligono resultante tal que cualquier vértice de
T vigila el interior del canal. Este triangulo es forzado a aparecer en una triangulacién del
poligono resultante, de modo que usando la prueba de Fisk para el teorema de Chvatal se
obtiene el resultado.

Para poligonos ortogonales, el método de O’Rourke se extiende para mostrar el si-
guiente resultado:

Teorema 13. Sea ort’(n,h) el nimero minimo de v-guardias necesarios para vigilar
cualquier poligono ortogonal con n vértices y h agujeros ortogonales, entonces
v n+2h
ort’(n,h) < [*=2].
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Autor Resultado Referencia
O’Rourke p’(n,h) < L%J 20]
Shermer pP(n,h) > LHTMJ 20]
Bjorling-Sachs y Souvaine pP(n, h) < [0 3]
Hoffmann, Kaufman y Kriegel | pP(n,h) < [%1 9]
O’Rourke ort’(n,h) < L"ZQhJ 20]
Hoffman ortP(n,h) < [ %] [12]

Tabla 3.1: pP(n, h) es el niimero minimo de p-guardias, necesarios para vigilar un poligono
P con n vértices y h agujeros, p’(n, h) es el niimero minimo de v-guardias, mismas condi-
ciones, ort(n, h) es el niimero minimo de v-guardias, necesarios para vigilar un poligono
ortogonal P con n vértices y h agujeros, ort?’(n,h) es el nimero minimo de p-guardias,
mismas condiciones.

Sea ortP(n, h) el nimero minimo de p-guardias necesarios para vigilar cualquier poligono
ortogonal con n vértices y h agujeros ortogonales, O’'Rourke en [20] conjetura que ortP(n, h)
es independiente de h: ort?(n, h) < | %], Aggarwal [1] verificé esta conjetura para h =1y
h = 2, y permaneci6 abierta hasta 1990, cuando F. Hoffmann [12] demostro:

Teorema 14. Sea ortP(n,h) el nimero minimo de p-guardias necesarios para vigilar
cualquier poligono ortogonal con n vértices y h agujeros ortogonales, entonces
ortP(n,h) < L%J

Hoffman procedié mostrando que cualquier poligono ortogonal con agujeros puede ser
divido en | %] poligonos en forma de estrella, cada uno con a lo més 16 vértices.

Para v-guardias la cota superior se mantiene en L#J , sin embargo, Shermer conjetura
que L#j v-guardias siempre bastan para vigilar un poligono ortogonal con n vértices y
h agujeros [20].

En el cuadro 3 se presenta un resumen de los resultados sobre Galerias de arte con
agujeros.

3.4. Iluminacion con reflectores

Un problema estudiado sobre iluminacién con reflectores, se conoce como el problema
de la iluminacién de estrados, en [29] J. Urrutia estudié este problema, el cual consiste en
decidir si los reflectores de un teatro pueden ser rotados sobre sus bases de tal manera que
todo el estrado quede iluminado.

Supongamos que tenemos un segmento de linea L y un conjunto de reflectores R =
{ry,...,mn } representados por fuentes de luz que iluminan una zona angular de tamano «;,
(i =1,...,n). Supongamos que los vértices de dichos reflectores estén fijos, y que éstos se
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Figura 3.5: El problema de la iluminacién de estrados.

pueden rotar sobre sus vértices. jSerd posible rotar {rq,...,r,} de tal manera que L quede
iluminado? Un ejemplo se puede ver en la figura 3.5.

En [13] Tto Hiroy, Uehara Hideyuki y Yokoyama Mitsuo demostraron que el problema
es NP-Completo.

Los problemas de iluminaciéon 6ptima de estrados con reflectores han sido estudiados
en [15] y [13], de iluminacién del plano en [27], y de iluminacién de poligonos en [21].

3.4.1. Iluminacion de poligonos simples

A continuacién, se hace un resumen de resultados sobre iluminacién de poligonos u-
sando reflectores, los cuales se pueden ver en [28].

Considere un poligono simple P con n vértices. Supongamos que a cada vértice v; de
P se le asocia un peso «; igual al tamano del dngulo interno de v;, (i = 1,...,n) en P.
Dado un subconjunto S de los vértices de P, asociemos un peso a S igual a la suma de
los pesos de los elementos de S, entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 15. [21] Todo poligono P con n vértices tiene un subconjunto S que lo ilumina

de tal manera que el peso de S es a lo mds @ Para cada € > 0 existen poligonos tales
que no tienen conjuntos de vértices que los iluminen de peso @ — €.

Demostracion. Considere el hecho de que la suma de los angulos internos de cualquier
poligono con n vértices es (n — 2)7. Entonces se triangula P anadiendo n — 3 diagonales
internas, se tres-colorean los vértices de P de tal forma que si dos vértices estan unidos por
una arista de P o por una diagonal, reciben colores diferentes. Esto induce una particion
de los vértices de P en tres partes, cada una de las cuales ilumina P. Por tanto alguna de

ellas tiene peso a lo mas @
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T—d

Figura 3.6: Existen poligonos tales que no tienen conjuntos de vértices que los iluminen
de peso @ — €.

Para probar que @ — € no es suficiente, considere el poligono de la figura 3.6, el

cual contiene n = 3m+ 2 vértices, m vértices de peso m —d. El poligono puede ser escogido
de tal manera que cada vértice de peso m — d es visible s6lo desde los vértices adyacentes
a €él, d puede escogerse tan pequenio como se quiera. Entonces para iluminar dichos puntos
es necesario escoger, para cada uno, un vértice de peso al menos m — d, por lo tanto para
iluminar P se necesita un subconjunto de vértices de peso al menos m(m — d). Si se escoge

0< n3_62 < dy comom = ”T*Q, se tiene que m(m — d) = %(ﬂ'—d} > anZ(Tr_ n3—62) _
—(ngz)ﬂ — €, lo cual prueba el resultado. O

Otro resultado importante es el siguiente:

Teorema 16. [21] Para cualquier ¢ > 0 existen poligonos simples que no pueden ser
iluminados con reflectores de tamano menor o igual a ™ — € aun permitiendo un reflector
por vértice.

Demostracion. Para la demostracién solo se probara que reflectores de tamano menor o
igual a 5, no son suficientes. La prueba general para 7 se obtiene a partir de este resultado,
la prueba completa puede encontrarla en [21].

Considere el poligono P presentado en la figura 3.7. Este poligono es simétrico con
respecto a la vertical por el vértice v,,. Los dngulos internos a los vértices v, vs y v3 son
mayores que 5. Supongamos por ahora que no estd permitido colocar un reflector en el
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vértice vy, y que todos los reflectores que se usan son de tamano a lo mas §

Como el angulo interno a P en v3 es mayor que 3, para iluminar todos los puntos de
P en el entorno de w3, un reflector en v3 no es suficiente. Ademas, si un punto de P esté lo
suficientemente cerca a wvs, éste no es visible desde v9, 1 y v1. Por tanto para iluminar
todos los puntos en el entorno de vz se necesitan utilizar reflectores en v3 y en ro. Esto
implica que el reflector colocado en 75 no ilumina vs.

Utilizando argumentos analogos, se puede ver que para iluminar el entorno de vy se
necesitan los reflectores en v9 y 1. Por tanto para iluminar el entorno de vy sélo se puede
utilizar el reflector en vy. Pero como este reflector no basta por si solo para iluminar el
entorno de vq, esto fuerza a utilizar el reflector en v, para completar la iluminacién de
dicho entorno.

Ya que P es simétrico, para iluminar el entorno de vy también es necesario el reflector
en v,,! Como el reflector en v,, no puede iluminar simultdneamente vy y v; se puede
concluir que no es posible iluminar P con reflectores de tamafio menor o igual a § en cada
vértice.

Se puede ver que el ejemplo de la figura 3.7 puede ser modificado agregando vértices
en ambos lados de P de tal manera que:

1. Cada lado contiene m vértices convexos, y m — 1 concavos

2. Cada v; es visible sélo desde r;—1 y ;, (i = 1,...,m — 1) y vy, es s6lo visible desde

Um—1

3. Para m suficientemente grande los dngulos convexos en los vértices v1, ..., v, son
arbitrariamente cercanos a 7 [21].

n

5| reflectores-

Si permitimos reflectores de tamafio 7 sobre las aristas de P se sabe que |
7 bastan [23]. O

3.4.2. Iluminacion de poligonos ortogonales

En [8] Vladimir Estivill y Jorge Urrutia, asi como en [28] establecen el siguiente resul-
tado.

Teorema 17. Sea P un poligono ortogonal de n vértices, entonces L%J reflectores or-
togonales, ubicados en los vértices, son suficientes y en ocasiones necesarios para iluminar

P.

Para la demostracién primero se establecen cuatro reglas para colocar reflectores (reglas
de iluminacién), donde cada una de ellas es capaz de iluminar el interior de un poligono
ortogonal: {NE,NO,SE,SO}.

Dado un poligono P, una arista e de P se dice que serd una arista norte (arista-N
por simplicidad), si el interior del poligono se encuentra por debajo de e, andlogamente
definimos las aristas sur, este y oeste. Un vértice se dice que es vértice-NE si las aristas
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Vo

Figura 3.7: Para cualquier ¢ > 0 existen poligonos simples que no pueden ser iluminados
con reflectores de tamafio menor o igual a § — € aun permitiendo un reflector por vértice.

del poligono que inciden en el vértice son una arista norte y una arista este. De manera
similar se definen vértice-NO, vértice-SE y vértice-SO, como se ilustra en la figura 3.8.
A continuacion se definen las siguientes reglas de iluminacién:

1. Regla NE: para cada arista norte e del poligono, colocar un reflector ortogonal ali-
neado con e en el vértice este de e, para cada arista este e del poligono, colocar un
reflector ortogonal alineado con e en el vértice norte de e, como se muestra en la
figura 3.9 (a).

2. Las reglas NO, SE, y SO se definen de manera similar.

Veremos que estas reglas de iluminacién, producen una asignacién de los reflectores
ortogonales de tal forma que iluminen el interior de un poligono ortogonal.

Teorema 18. La regla noreste produce una asignacion de reflectores que iluminan el
interior del poligono ortogonal P.

Demostracion. Sea p un punto en el interior del poligono P, sea x el primer punto en la
frontera de P visible por un rayo horizontal que sale de p hacia el este. Entonces = se
encuentra en una arista este e y p es visible desde =x.

Ahora, considere un punto 2’ en e justo arriba de z, y considere el rectdngulo R cuyos
puntos extremos son x’ y p, como se muestra en la figura 3.9 (b). Si 2’ se encuentra lo
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NO NE NO NE
P
P
SO SE SO SE
vértices convexos vértices concavos

Figura 3.8: Los poligonos ortogonales pueden tener 8 tipos de vértices.

]

L K
arista — N arista— FE R e

.—U x

Figura 3.9: Colocacién de los reflectores utilizando la regla NE.
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Reflectores al aplicar
Regla NO las cuatro reglas.
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Figura 3.10: (a) Colocacién de los reflectores utilizando la regla noroeste. (b) Colocacién
de los reflectores utilizando todas las reglas.

suficientemente cerca de x, el rectdangulo R estard contenido en P. Considere mover xz’
hacia el norte, mientras R se mantenga completamente contenido en el interior de P, en
algin momento no se podra continuar. Esto sucede porque:

= 7/ ha alcanzado el vértice norte de e, en cuyo caso, p es iluminado por un reflector
en este punto, como se muestra en la figura 3.9 (c).

= El lado superior del rectangulo R ha coincidido con una arista norte, en cuyo caso, p
es iluminado por un reflector en el punto este de esta arista norte, como se muestra
en la figura 3.9 (d).

En cualquier caso, p es iluminado y la prueba se ha completado. O

La demostracién de las otras reglas es similar.

Demostracion del teorema 17. Por las reglas de iluminacién previamente descritas, el
poligono P puede iluminarse de cuatro maneras diferentes colocando reflectores ortogona-
les en vértices de P.

Los conjuntos de reflectores utilizados en las reglas NO, NE, SE, y SO son ajenos. Se
puede ver que al poner reflectores ortogonales usando simultaneamente las cuatro reglas
de iluminacion, en cada vértice céncavo se pondran exactamente dos reflectores y en cada
vértice convexo uno, como se ilustra en la figura 3.10.

Como el niimero de vértices concavos es ”774, y el niimero de vértices convexos es ”TH

[29], el ntimero total de reflectores utilizado por las cuatro reglas es %. Esto indica que

una de las cuatro reglas de iluminacién utiliza a lo mas L3”8_ 41 reflectores ortogonales.
Para probar que existen poligonos que requieren L%J reflectores ortogonales, con-
sidere los poligonos de la figura 3.11. El primero Pj2, que llamaremos la hélice con cuatro

aspas tiene 12 vértices, y requiere cuatro reflectores ortogonales. El segundo se obtiene
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Py Pia Pro
(a) (b)

Figura 3.11: (a) Una hélice con cuatro aspas y 12 vértices, requiere cuatro reflectores
ortogonales. (b) Pegando dos hélices por un aspa, el nimero de vértices se incrementa en
8, vy el nimero de reflectores requeridos por tres.

pegando dos hélices por un aspa. Se puede ver que el nimero de vértices se incrementa en
8, v el nimero de reflectores requeridos en tres.

Repitiendo esta operacién de pegar copias extras de Pjs se puede obtener una familia
de poligonos con n = 12 + 8m vértices que requieren 4 + 3m reflectores ortogonales, es
decir 4+ 3| 2512] = | 222 ] lo cual prueba nuestra cota inferior. O

A continuacién se presenta la extension del resultado anterior a poligonos ortogonales
con agujeros, el resultado puede consultarse en [14].

Teor((ema) 19. Sea P un poligono ortogonal con n vértices y h agujeros. Un total de
3n+4(h—1
==

3 | reflectores ortogonales son suficientes para iluminar P.
Demostracion. lluminemos P utilizando cada una de las reglas de iluminacién descritas
anteriormente, teorema 18. Sea ||.X|| el nimero de reflectores utilizados por la regla X.

Notemos que cada arista del poligono recibe a lo més dos reflectores (por ejemplo, una
arista norte recibe un reflector en su vértice este con la regla noreste y en su vértice oeste
con la regla noroeste) y los conjuntos de reflectores para cada par de reglas son ajenos. Mds
aun, en la regla noreste, un vértice convexo recibe sélo un reflector. Por lo tanto el niimero
de reflectores | NE||, usados por la regla noreste es |[NE| = ||SE|, + | NOJ|, + |[NE||,
donde [|SE||, es el nimero de vértices sureste concavos, |[NE||. es el nimero de vértices
noreste convexos.

Entonces el nimero total de vértices ortogonales usados por las cuatro reglas esta dado
por [|[NE| + ||[NOJ + ||SE| + [|SO|| = 2r + ¢, donde r es el nimero de vértices concavos
en el poligono P y c es el namero de vértices convexos.

Ya que para un poligono ortogonal sin agujeros ¢ = ”TH yr= "7_4, y COmo para un
poligono ortogonal con agujeros los vértices convexos en el agujero son vértices céncavos
en el poligono, mientras que los vértices concavos en el agujero son vértices convexos en el
poligono, tenemos que la regla de iluminaciéon que utiliza el menor nimero de reflectores
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Figura 3.12: (a) Una hélice con 32 vértices, y un agujero que 12 reflectores ortogonales.
(b) Familia que 32 + 28h vértices que requiere 12 + 11hA reflectores, donde h es el niimero
de agujeros.

utiliza L%J = | (roteit +chi+co+”+ +Thj reflectores, donde ¢; +7; = n; y ¢; es el
numero de vértices convexos en el i-ésimo agujero. Como n = Z,’;Zoni, se tiene que L%J
—4 n;+4 +4 n;—4
o LQ(BQL+E?:127)+E2L+E?:1 L | = |—3n+4(h71)
1 8

Para ver que la cota es justa se tiene el siguiente teorema.

| lo cual completa la prueba. O

Teorema 20. [14] Sea P un poligono ortogonal con n vértices y h agujeros. Un total de
3n44(h—1) . . . .
| =———=] reflectores ortogonales son siempre suficientes y en ocasiones necesarios para

dluminar P.

Demostracion. Para mostrar la necesidad de este nimero de reflectores, considere el
poligono Pso de la figura 3.12(a). Esta contiene 32 vértices, un agujero y requiere 12
reflectores. Evaluando la féormula L%(h_l)j para n = 32 y h = 1 da 12. Para valores
mayores de h pegamos nuevamente copias de P33 a lo largo de una arista vertical como
en la figura 3.12(b). Repitiendo este proceso h veces, se producen poligonos con 32 + 28h

vértices que requieren 12 + 11h reflectores, lo cual prueba el resultado. O
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3.5. Iluminacién con radares

En [7] E. Kranakis, F. MacQuarie, O. Morales y J. Urrutia presentan resultados intere-
santes utilizando radares, con diferentes variantes, a continuacién se presentan algunos de
estos resultados.

Definicién 43. (F(P;R))

Sea P un conjunto de puntos en el plano y R una region plana. Sea F(P;R) el infimo
sobre todos los dngulos o < 27 tal que si radares-a son localizados en los puntos P,
entonces existe una orientacion inicial de los radares de tal forma que toda la region R es
vigilada.

Definicién 44. (F(n;R))
Sea R una region en el plano. Sea F(n; R) el infimo sobre todos los F'(P; R) donde P
es un conjunto de radares-c.

Definicién 45. (sector vigilado)
Considere un radar-a colocado en un punto k que rota en sentido positivo. Definimos
el sector vigilado por el radar en el tiempo t, de la siguiente manera:

= Sea Fi(¢;0) que denota el sector inicial definido por el radar cuando su orientacion
es ¢; éste es el sector circular definido por un circulo de radio infinito centrado en
k y delimitado por kkg¢ y kkyiq.

s Al tiempo t el radar rotard un dngulo de t radianes. Sea Fy(¢,t) que denota el sector
circular al tiempo t, el cual estd definido por un circulo de radio infinito, centrado
en k y delimitado por kky_y y kky_i1q-

Teorema 21. [7] Para cualquier conjunto P de n > 2 radares en una recta L, se tiene
que F(P;L) = 3T,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que la recta L es horizontal. Sea
P = {po,p1,..,Pn—1} un conjunto de n radares-a en L, y sean los puntos tales que la
coordenada = de p; sea menor que la de p;11 (i =0,1,...,n —1).

Primero se probara que el angulo 37” es siempre suficiente. Sea la orientacion inicial de
los radares Fpi("%”;O), para (i =0,1,...,mn — 1), como se muestra en la figura 3.13.

Se define un plano dual de la siguiente manera: cada radar ¢ es un sector circular de un

circulo unitario C' delimitado por z%ﬁ y W, en el tiempo ¢, la recta L es representada

como un segmento dirigido f tal que L cruza el centro de C' y la cabeza de f forma un
angulo ¢ con el eje horizontal, como se muestra en la figura 3.14 (a).

En el plano dual, los radares son estaticos mientras que L rota de manera continua.
La gientaci(’)n L de L preserva la rotacion de los radares en el plano original. La cabeza
de L representa co, mientras que la cola representa —oco del plano original.
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Figura 3.13: Orientacién inicial de radares-a para vigilar una recta L.

Como la suma de dngulos es 37, el sector circular [0,7) de C' en el plano dual es siempre
vigilado por dos conjuntos Si,S2 C P de radares, mientras que el sector circular [, 27)
de C en el plano dual es vigilado por un conjunto S3 C P de radares.

Observe que cada radar en S35 estd entre Sy y Sz en el plano original. Sean a € 51,
b€ Se y c € 53 los radares que vigilan un segmento de L en el tiempo ¢ en el plano dual.
Si a y b vigilan la cabeza de L, c vigila la cola. Por lo tanto, L estd vigilada por ¢ y b en
el plano original. De manera similar si @ y b vigilan la cola de L, c vigila la cabeza. Por
lo tanto, L esta vigilada por a y c en el plano original.

Ahora se probard que un angulo de 37” es siempre necesario. Supongamos por con-
tradiccién que la suma de angulos es menor que 37. Entonces existe un tiempo ¢ cuando
sélo dos radares, supongamos a y b vigilan un segmento de f en el plano dual como se
representa en la figura 3.14 (b). Asuma que a vigila la cola y b la cabeza de f en el plano
dual, como se muestra en la figura 3.14 (b). Por lo tanto, L estd completamente vigilada
en el plano original. Sin embargo, en el tiempo ¢ + 7, a vigila la cabeza y b la cola de f
en plano dual. Por lo tanto, el segmento ab de L en el plano original no esté cubierto. O

Otro resultado interesante es sobre vigilancia del plano con radares de m, el cual tam-
bién se presenta en [7], primero se demostrard un lema.

Lema 1. [7] Sean a y b dos radares-a en una linea horizontal. Asuma que la orientacion
inicial en a y b es Fy(m;0), Fy,(m—a;0) respectivamente, adicionalmente que la coordenada
x de a es menor que la coordenada x de b. Si 0 < t < m, entonces la interseccion de los
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Figura 3.14: (a) Orientacién en t. (b) Si F(n,L) < 2F, L no est4 siempre completamente
vigilada.

sectores circulares de los radares, vigilan un sector de 2a. Sim < t < 2w, entonces los
radares dejan un corredor sin vigilar.

Demostracion. Sean lg, ly, rq v T3 los rayos izquierdo y derecho que definen los conos de los
radares en a y en b respectivamente. Sea h el eje horizontal. Al tiempo ¢, £L(lp, h) = 7 —t.
Observe que A(rq,1) = —a'y £(lp,ls) = . Por lo tanto cuando m < t < 27, los rayos
Tq y Tp 1O se intersectan, es decir Fy(m;t) () Fp(m — ;) = «, ya que la coordenada z de a
es menor que la de b.
Considere la interseccién x entre 7, y lp; como se muestra en la figura 3.15. No es dificil
ver que l, y 1, determinan un cono de vigilancia incidente en x de tamano 2a. O

Teorema 22. [7] Sea P el plano. Se tiene que F(3; P) = .

Demostracidn. Sean p, q, r tres radares-m en el plano. Si los radares son colineales, entonces
se puede verificar, como se vera adelante, que la configuracién inicial de la figura 3.16 es
correcta. Por lo tanto supongamos sin pérdida de generalidad que los radares no son
colineales, ademads se puede asumir que el segmento pr es horizontal y que ¢ se encuentra
arriba de pr. Sea C' el circuncirculo de p, ¢, 7, oriente p como F),(1;0), donde [ es el &ngulo
de la tangente de C en p, ¢ como Fj(m + £gpr;0) y r como F,.(0;0) como se muestra en
la figura 3.17 (a).
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Considere cualquier punto a en la circunferencia C' de pgr, observe que el dngulo que
forma cada radar con a es igual al arco, como se muestra en la figura 3.17 (b). Por lo tanto
se intersectan en a. Se puede verificar que cuando a estd en el arco pr, gr deja un cono sin
vigilar con vértice en a. De cualquier forma, p vigila el cono no vigilado.

Cuando a estd en el arco rq los roles cambian a pq y r respectivamente y cuando a
estd en arco gp, los roles cambian a pr y ¢ respectivamente. Esto prueba la cota si los
puntos son no colineales.

Supongamos que p,q y 7 son colineales. Sin pérdida de generalidad asuma que estan
en una recta horizontal, y que la coordenada x de g es mayor que la coordenada x de p
y menor que la coordenada x de r. Oriente p,q,r como F,(0;0), Fy(m;0) y F(0;0). Por
el lema 1 p y g cubren el plano en el tiempo ¢t < m y ¢ y 7 cubren el plano en el tiempo
T <t<2m.

Para probar que la cota es justa, asuma por contradiccién que F(3, P) = m —e. Asuma
que en el tiempo t los radares vigilan el plano.

Entonces ya que dos radares no pueden cubrir el plano, existe un punto a en el area
vigilada por p donde se intersectan un lado del radar ¢ con otro del radar r, como se
muestra en la figura 3.17 (c¢). Sin embargo a no es vigilado en el tiempo ¢t + 7 ya que
F3,P)=7mm—e O
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2

Figura 3.15: dos radares-a.



44 CAPITULO 3. GALERIAS DE ARTE E ILUMINACION

Figura 3.16: Orientacién inicial 3 radares-a en posicion colineal.

r

(a) (0) (c)

Figura 3.17: (a,b)Tres radares-m, vigilan el plano, (¢) no lo vigilan permanentemente si su
angulo es menor que 7.



Capitulo 4

Vigilancia de poligonos con
radares

4.1. Introduccién

En 1994 V. Estivill Castro y J. Urrutia establecen reglas que permiten colocar reflec-
tores en vértices de poligonos ortogonales de manera éptima con el objetivo de vigilarlos
[8], en 2011 E. Kranakis, F. MacQuarie, O. Morales Ponce y J. Urrutia presentan las
condiciones que deben cumplir radares para poder vigilar el plano [7].

Estos resultados establecen las bases necesarias para poder resolver el problema de
vigilar una galeria de arte con radares. Si la galeria es modelada con un poligono ortogonal,
entonces el problema serd equivalente a utilizar cdmaras moéviles como guardias. Si la
galeria es modelada con un poligono simple, entonces podemos pensar en una region
poligonal ubicada en un mapa, la cual deseamos vigilar con radares.

De esta manera, se combinan resultados anteriores para resolver un problema mas
especifico.

En este capitulo se presentan resultados sobre la vigilancia de poligonos con radares,
primero para vigilar el interior de poligonos ortogonales, después veremos que con algu-
nas observaciones el resultado puede ser extendido a poligonos ortogonales con agujeros.
Finalmente, se abordara el problema sobre poligonos simples.

Para simplificar nuestra exposicion, usaremos indistintamente el término vigilar e ilu-
minar, tratando de acoplarnos a los términos utilizados en los articulos originales que se
usan de referencia.

45
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4.2. Vigilancia de poligonos ortogonales, utilizando radares-
37” ubicados en los vértices

En [8], asf como en [28], Estivill Castro y J. Urrutia establecen que [2%=*| reflec-
tores ortogonales son suficientes y en ocasiones necesarios para iluminar un poligono or-
togonal de n vértices. Durante la demostracién del resultado, se establecen cuatro reglas
{NE,NO,SE, SO} para colocar reflectores (reglas de iluminacién), donde cada una de
ellas es capaz de iluminar el interior de un poligono ortogonal, Estas reglas se pueden
consultar en la subseccién 3.4.2.

Utilizando estas reglas se demostrard el siguiente resultado.

Definicién 46. (orientacion candnica)
La orientacion, donde el dngulo recto sin vigilancia de un mdar—%’r, coincide con el
cuarto cuadrante del plano cartesiano, se denominard orientacion candnica, como se mues-

tra en la figura 4.1 (a).

Teorema 23. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de 2m wvértices son sufi-

cientes m mdares—%”, ubicados en los vértices.

Demostracion. Para vigilar un poligono ortogonal P con radares—%r, bastard ver que en
todo momento esta activa alguna de las reglas de iluminacién mencionadas en la subseccion
3.4.2.

Supongamos que se coloca un Jraudaur—‘%r con orientacion candnica en cada vértice de un
poligono ortogonal P. Los radares al girar de manera continua a una velocidad de 1 radian
por unidad de tiempo, en sentido negativo, completaran un ciclo de 27 en cuatro etapas
de § cada una.

Durante la etapa F1, los radares pasaran de su posicion inicial PO a una posicién P1,
vigilando un area subtendida por un angulo 7 con centro en el radar, como se muestra en
la figura 4.1 (a).

Si se colocan los ejes del plano cartesiano haciendo coincidir el origen con los radares,
entonces durante la etapa E1 los cuadrantes I y I estaran vigilados, como se muestra en
la figura 4.1 (b).

El area vigilada, cuadrantes I y I1, contiene al drea que se obtendria si se utilizaran las
reglas de iluminacién SE y SO con reflectores ortogonales, como se puede ver en la figura
4.2(a), (b), (c) y (d). Si se analizan de manera similar el resto de las etapas, llegaremos al
resumen presentado en la tabla 4.1.

Analizando la tabla 4.1, se puede ver que en cada etapa estd contenida el area vigilada
por dos reglas diferentes. También se puede observar que el conjunto de reglas {NE, SO}
es suficiente para vigilar P durante las cuatro etapas, ya que en cada etapa aparece al
menos una de las reglas. De la misma forma el conjunto de reglas {NO, SE} es suficiente
para vigilar P.

Observemos que los conjuntos de reglas {NE, SO} y {NO, SE} utilizan vértices ajenos
para la colocacion de radares, como se puede ver en la tabla 4.2. Los dos conjuntos de reglas
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Etapas | Cuadrantes | Reglas
F1 Iyl SE,SO
E2 IylIV SO,NO
E3 IVylIll | NONE
E4 11Ty I1 NE,SE
Tabla 4.1: Cuadrantes vigilados por las etapas E1 a F4 con radares—%’r, ubicados en los

vértices, iniciados con orientacién candnica en un poligono ortogonal P, junto con el area
iluminada que se obtendria si se utilizaran reglas de iluminacién con reflectores ortogonales
en P.

Conjunto vértices
{NE,SO} | NE. | SO. | NO, | SE,
{NO,SE} | NE, | SO, | NO. | SE.

Tabla 4.2: Particiéon de los vértices inducida por los conjuntos de reglas {NE, SO} y
{NO, SE}, donde NE, es el vértice convexo NE y NE, es el vértice céncavo N E, el resto
de vértices se definen de manera similar.

utilizan el total de los vértices de P, por lo tanto los conjuntos {NFE,SO} y {NO,SE}
inducen una particién del conjunto de vértices.

La particién inducida por los conjuntos de reglas {NE, SO} y {NO,SE} es de dos
partes, por lo tanto una de ellas estd compuesta por a lo mas m vértices. Si mantenemos
radares en los vértices de esta parte, tendremos que son suficientes m radares para vigilar
el interior de P. O

Maés adelante en el teorema 30 se demostrara que las partes de la particién inducida

por los conjuntos de reglas {NE, SO} y {NO, SE}, utilizan exactamente m radares-2F,
ubicados en los vértices, cada una.
Corolario 1. Sea P un poligono ortogonal. Si se colocan mdares—%’r, ubicados en los

vértices, con orientacion candnica, utilizando el conjunto de reglas de iluminacion {NE, SO}
o {NO,SE}, entonces el interior de P estard vigilado.

Demostracion. El resultado se obtiene de la demostracion del teorema 23. O
Ahora veremos que la cota es justa, primero veremos que un radar no es suficiente para
vigilar un punto en el plano, y que dos radares si lo son.

Teorema 24. Para mantener vigilado permanentemente un punto en el plano, un radar-

37” no es suficiente, mientras que dos, si lo son.
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Figura 4.1: Etapas de vigilancia de un radar—%”, que gira a una velocidad de 1 radian por
unidad de tiempo, en sentido negativo, durante un ciclo completo de 27 y donde cada
etapa dura 7.

Demostracion. Sea p un punto en el plano y A otro punto en que se encuentra un radar—%ﬁ.
Sea t un instante en el que el radar estd justo antes de dejar de vigilar p, es evidente que
un e después p no estara vigilado, como se puede ver la figura 4.3 (a).

Sean A y B dos puntos con radares—%”, que giran a una velocidad de 1 radian por
unidad de tiempo, en sentido negativo. Coloquemos el radar de A en la misma posicién
del caso anterior. Coloquemos el radar de B vigilando p, justo al comienzo de su periodo
de vigilancia, como se muestra en la figura 4.3 (b).

El radar en B vigilara continuamente p por un periodo de 37’7, al finalizar este periodo,
el radar en A se encontrard vigilando a p justo cuando faltan 5 para dejar de hacerlo,
como se muestra en la figura 4.3 (c).

Al finalizar el tltimo periodo de 7 los radares de A y B se encontrardn nuevamente en

la configuracién inicial, vigilando a p continuamente. O

Teorema 25. En ocasiones son necesarios m mdares-‘%ﬂ, ubicados en los vértices, para

vigilar el interior de un poligono ortogonal de 2m vértices.

Demostracion. Consideremos el poligono de la figura 4.4 (a), por el teorema 24, los puntos
a, by ¢ deben ser vigilados por al menos dos radares.
El punto a sélo puede ser vigilado por radares ubicados en los vértices 2, 3, 4 y 5. El
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regla : regla :
SE SO S— —
Interior de P
cuadrante I cuadrante 11 ~. F1 FE1
arista — O arista — E Cl} _C

m| 1 _bEl Ed_

| Interior de P

h ﬂ El+ F1 El1-F1

arista — S arista — S

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.2: (a) El cuadrante I forma un vértice-SO, (b) el cuadrante II forma un vértice-SE
(c) cuadrantes I y II, (d) drea vigilada por un radar-3T, que gira a una velocidad de 1
radian por unidad de tiempo, en sentido negativo, ubicado en cada uno de los 8 tipos de
vértices existentes en un poligono ortogonal, durante la etapa E1, la cual contiene al area

iluminada correspondiente a las reglas SE y SO.

punto b, sélo puede ser vigilado por los vértices 1, 2, 5 y 6. El punto ¢, sé6lo puede ser
vigilado por los vértices 1, 6, 7y 8.

En cualquier seleccion que hagamos de los vértices, al utilizar dos por cada uno de los
puntos a, b y ¢, serd necesario utilizar al menos cuatro de los ocho vértices para ubicar
radares.

Ahora considere la sucesién de poligonos sugerida por el poligono de la figura 4.4 (b).
Al agregar un poligono igual al de la figura 4.4 (a), y unirlos por los vértices 8 y 7 de la
figura original a los vértices 3 y 4 de la nueva copia respectivamente, tendremos la figura
4.4 (b).

Si observamos la figura 4.4 (b), se puede ver que el andlisis previo se mantiene igual
hasta el punto ¢, para los puntos d y e el andlisis es similar, ya que d sélo puede ser vigilado
por los puntos 7, 8, 11 y 12, mientras que e sélo puede ser vigilado por los puntos 8, 9, 10
y 11.

Para éste nuevo poligono se agregaron cuatro vértices, y fue necesario utilizar al
menos dos de ellos para mantener vigilado el poligono, es claro que si seguimos agre-
gando poligonos como los de la figura 4.4 (a) de la misma manera, serd necesario utilizar
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Figura 4.3: Son necesarios al menos dos radares—%’r, para vigilar continuamente un punto
p en el plano.

al menos m vértices para mantener vigilado el nuevo poligono. O

Teorema 26. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de 2m vértices son sufi-

cientes Yy en 0casiones necesarios m mdares-‘%ﬂ, ubicados en los vértices.

Demostracion. Por los teoremas 23 y 25, se obtiene el resultado. O

4.3. Vigilancia de poligonos ortogonales con agujeros, uti-

lizando radares-%”, ubicados en los vértices

En [14] Thomas Shermer, James Abello, Vladimir Estivill y Jorge Urrutia, establecieron
que L?’"MSMJ guardias ortogonales ubicados en vértices, son suficientes y en ocasiones
necesarios para vigilar el interior de un poligono ortogonal de n vértices y h agujeros, ver
teorema 19.

En esta seccion se extenderan estos resultados abordando la variante de radares, de-
mostrando que para vigilar el interior de un poligono ortogonal de h agujeros y 2m vértices
en total, son suficientes y en ocasiones necesarios m radares—%”, ubicados en los vértices.

Comenzaremos por demostrar la suficiencia.

Teorema 27. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de h agujeros y 2m vértices

en total, son suficientes m mdares-%’r, ubicados en los vértices.
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Cé

(a) (b)

Figura 4.4: En ocasiones son necesarios m radares—%’r, ubicados en los vértices, para vigilar
el interior de un poligono ortogonal de 2m vértices. En este ejemplo se utilizan radares en
los vértices {2,5} para vigilar a y b, {1,6} para cy {8,11} parad y e.

Demostracion. Sea H un poligono ortogonal con 2m vértices y h agujeros, definido como
en la definicién 37 del capitulo 3. Observemos lo siguiente:

1. Las cuatro reglas de iluminacién definidas en la subseccién 3.4.2 siguen siendo validas
para iluminar H. La demostraciéon es muy similar, con la tdnica observacién de que
al extender un rayo hacia el este, desde un punto p del interior del poligono, el rayo
se encontrard con una arista este, la cual puede pertenecer al poligono sin agujeros,
o ser de algiin agujero, en cualquier caso, los argumentos de la demostraciéon se
mantienen.

2. La particién de los vértices, inducida por los conjuntos de reglas {NE,SO} y
{NO,SE} del teorema 23, cuadro 4.1, se sigue manteniendo por los mismos ar-
gumentos.

3. Los vértices concavos en un agujero son vértices convexos en H, mientras que los
vértices convexos en el agujero son vértices céncavos en H.

Por las observaciones (1) y (2), podemos afirmar que m radares-3T, ubicados en los
vértices, son suficientes para vigilar H, igual que en el teorema 23. Veamos que la cota no
depende del niimero de agujeros.

Por la observacién (2), tenemos que las dos partes de la particién, inducida por los
conjuntos {NE, SO} y {NO, SE}, utilizan el total de vértices convexos y céncavos.

Denotamos por ¢ al total de vértices convexos en el poligono P,y ¢;, i = {1,2,...,h}

al total de vértices convexos en el agujero i. De la misma manera denotamos por rg al total
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de vértices céncavos en el poligono P,y r;, i = {1,2,...,h} al total de vértices céncavos
en el agujero 1.

Tenemos que ¢; +7; = 2m; y 2m = %_,2m;. Entonces por las observaciones (2) y (3),
tenemos que una de las partes de la particién utiliza a lo mas:

(Co+T1+...+Th)+(T0+Cl —l—...-i—ch)

2
Co+61+...+ch+7‘0+7”1+...+Th .
9 =
hoci + 2k oy _
2
Bl o2mi _
9 =
2m
- =m
2

O
Para ver que la cota es justa sélo falta verificar la necesidad.

Teorema 28. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de h agujeros y 2m vértices

en total, en ocasiones son necesarios m mdares-%’r, ubicados en los vértices.

Demostracion. Considere la familia de poligonos sugerida por la figura 4.5 (a). Por el
teorema 24, el punto a debe ser vigilado por al menos dos radares de los vértices 1,2,5 y
6. De la misma forma el punto b sélo puede ser vigilado por al menos dos de los radares
de los vértices 3,4,7 y 8. Por lo tanto son necesarios al menos cuatro de los ocho vértices
para vigilar los puntos a y b.

En la figura 4.5 (b) un andlisis parecido nos obliga a utilizar al menos ocho de los
dieciséis vértices para vigilar los puntos a, b, c y d.

Finalmente en la figura 4.5 (¢) necesitamos al menos doce de los veinticuatro vértices
para vigilar los puntos a, b, ¢, d, ey f.

En cada nuevo poligono sugerido aumentamos ocho vértices y estamos obligados a
utilizar al menos cuatro de éstos para poder vigilar todos los puntos al interior del poligono.
Por lo tanto para vigilar esta familia de poligonos son necesarios al menos m radares
ubicados en los vértices. O

Teorema 29. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de h agujeros y 2m vértices

en total, son suficientes y en ocasiones necesarios m mdares—%ﬂ, ubicados en los vértices.

Demostracion. Por los teoremas 27 y 28, se obtiene el resultado. O

Los teoremas 23 y 27, inducen el siguiente algoritmo de orden O(n) sobre el nimero de
vértices, el cual sirve para vigilar de manera continua el interior de un poligono ortogonal
P de h agujeros n vértices en total:

Para cada vértice de P:
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Figura 4.5: Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de h agujeros y 2m vértices
en total, a veces son necesarios m radares—%“, ubicados en los vértices.

1. Seleccionar un conjunto de reglas con el que se desea vigilar P, {NE, SO} o {NO, SE}.

2. Para cada vértice v;, {i = 1,2,...,n} de P:

a) Si se escogi6 el conjunto {NE, SO} y v; € {NE., SO.,NO,,SE,}. Agregar un
radar con orientaciéon candnica.

b) Si se escogi6 el conjunto {NO,SE} y v; € {NE,,SO,, NO., SE.}. Agregar un
radar con orientacion candnica.

3. Fin.

Finalmente demostraremos dos propiedades interesantes de los conjuntos de reglas
{NE,SO} y {NO,SE}.

Teorema 30. Las reglas de iluminacion {NE,SO} y {NO,SE}:

1. Inducen una particion de los vértices, cuyas clases de equivalencia tiene la misma

cardinalidad.

2. Producen una asignacion de radares en vértices independientes.

Demostracion. Sea P un poligono ortogonal con 2m vértices. Observemos lo siguiente:

1. En todo vértice inciden dos aristas, una vertical y una horizontal.
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2. Todo poligono ortogonal de 2m vértices tiene m aristas horizontales.

En la demostracién de los teoremas 23 y 27, se vio que los conjuntos de reglas { NE, SO}
y {NO,SE} inducen una particién de los vértices de P. Para ver que sus clases de e-
quivalencia tiene la misma cardinalidad, analicemos los vértices junto con las reglas de
iluminacién.

Supongamos que un vértice vy, es un vértice izquierdo de una arista horizontal norte e.
Entonces la arista vertical de v; puede ir hacia arriba o hacia abajo, formando un vértice
concavo noreste N E,. o un vértice convexo noroeste NO,. respectivamente.

Estos vértices tendran un radar si se esta vigilando con las reglas del conjunto { NO, SE'}
de acuerdo con el cuadro 4.1, como se muestra en la figura 4.6.

Ahora el vértice v9 de la derecha de e, puede tener su arista vertical de tal forma que
se forme un vértice NO, o un vértice NE., en cualquier caso vy tendra radar sélo si se
estan utilizando las reglas del conjunto { N E, SO}, como se puede ver en el cuadro 4.1 y
en la figura 4.6.

Por la observacién (1) basta analizar de manera similar los vértices de una arista
horizontal sur, como se muestra en la figura 4.7. Confirmando que las reglas del conjunto
{NE,SO} o {NO, SE}, utilizan un vértice por cada arista horizontal, el cual es diferente
para cada conjunto de reglas.

De esta forma cada conjunto de reglas asigna radares a conjuntos independientes de
vértices.

Por la observacién (2) tenemos m aristas horizontales, por lo tanto cualquiera de las
dos partes tiene m vértices. O

4.4. Vigilancia de poligonos simples, utilizando radares-m,
ubicados en los vértices

Primero se presentaran resultados de vigilancia en triangulos. Se demostrard que un
triangulo puede ser vigilado con tres radares-m, ubicados en los vértices, y no menos. Este
resultado puede obtenerse como corolario del teorema 6 presentado en [7]. A continuacién
se hara una demostracion diferente, la cual involucra una configuracién inicial diferente,
que sera de gran utilidad.

Teorema 31. Sea T un tridngulo, entonces para vigilar T’ son suficientes tres radares-m,
ubicados en los vértices, todos con la misma configuracion inicial, y no puede ser vigilado
COM MENOS.

Demostracion. Primero se demostrard que tres radares son suficientes: Sea T’ un triangulo
con vértices A, B, C'y dngulos «, (3, vy respectivamente, ademads con radares-m en cada uno
de sus vértices, los cuales estan orientados en la misma direcciéon y giran a una velocidad
constante de un radian por unidad de tiempo.
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Figura 4.6: Si se utilizan las reglas de iluminacién de los conjuntos de reglas {NE, SO} y
{NO, SE}, vértices contiguos de una arista horizontal norte tienen radares colocados por
reglas de conjuntos diferentes.

Sin pérdida de generalidad supongamos que los radares estdn orientados con su base
paralela a la base BC de T, (llamaremos a esta configuracién inicial, configuracién débil),
como se ilustra en la figura 4.8 (a).

Entonces en la configuracién inicial, T" estard vigilado por los dos radares de la base
i.e. los radares By C.

Durante un periodo de tiempo (7 — «), T estard vigilado por el radar en C, como se
puede ver en la figura 4.8 (a), (b) y la figura 4.9. A partir de este punto, los radares estardan
alineados ahora con la base C'A de T.

Durante un periodo de tiempo (7 — «), T estard vigilado por el radar en A, como se
puede ver en la figura 4.8 (b), (c) y la figura 4.9. Ahora los radares estaran alineados con
la base AB de T'.

Finalmente durante un periodo de tiempo (7 — f3), T estara vigilado por el radar en B,
como se puede ver en la figura 4.8 (c), (d) y la figura 4.9. En este punto se alcanza nue-
vamente la configuracion inicial y el ciclo comienza de nuevo. Entonces T estuvo vigilado
por un periodo total de (7 — ) + (7 — ) + (7 — B) = 2w ya que a + B+ v = 7.

A continuacién se demostrard que 1" no puede ser vigilado con menos de tres radares:

Para ver que no es posible vigilar T' con un radar, supongamos sin pérdida de generali-
dad que tenemos tnicamente el radar de B, y supongamos que se encuentra en la posicion
donde su base esta alineada con un punto p sobre T, como se muestra en la figura 4.10
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SE, (NE,50) 5 E SE
S 128 IED vy c (NO,SE)
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Figura 4.7: Si se utilizan las reglas de iluminacién de los conjuntos {NE, SO} y {NO, SE},
vértices contiguos de una arista horizontal sur tienen radares colocados por reglas de
conjuntos diferentes.

(a). Entonces cualquier punto del tridngulo APBC' se encontrara sin vigilar.

Para ver que dos radares tampoco son suficientes, supongamos sin pérdida de genera-
lidad que tenemos los radares de B y C, donde el radar de B se encuentra en la misma
posicién del caso anterior.

Dado que el triangulo APBC no es vigilado por el radar de B, éste debe ser vigilado
por el radar de C'. Para que esto suceda, la posicién del radar de C' debe ser tal que su
base y el lado BC' de T forme un angulo «, con « € [0, ™ — 7], como se muestra en la figura
4.10 (b).

T se encontrara vigilado por C, sin embargo 7 radianes después el triangulo AABP,
se encontrard sin vigilar, como se muestra en la figura 4.10 (b), con lo que se obtiene el
resultado. O

Ahora se demostrard que cualquier poligono simple puede ser triangulado, este resul-
tado se puede consultar en [19].

Teorema 32. Sea P un poligono simple de n vértices, entonces P se puede triangular y
esta triangulacion consta de n — 2 tridngulos.

Demostracion. La demostracién serd por induccion sobre n, si n = 3, P es un tridngulo y
el resultado se cumple. Sea n > 3, y supongamos que el resultado se cumple para m < n.

Primero se probard la existencia de una diagonal en P, sea v el vértice mas a la
izquierda de P, sean u y w los vecinos de v en la frontera de P, si el segmento uw cae
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Figura 4.8: Un tridngulo puede ser vigilado colocando un radar-m en cada vértice, todos
con la misma alineacion.

en el interior de P, habremos encontrado una diagonal, como se muestra en la figura 4.11
(a), en caso contrario debe haber uno o mas vértices en el interior del tridngulo formado
por u, v 'y w, o en la diagonal ww, de esos vértices, sea v’ el més alejado de la recta que
pasa por u y w. El segmento que conecta v’ y v no puede intersectar ninguna arista de P,
porque esa arista tendria un vértice en el interior del tridngulo que estaria mas lejos de la
recta que pasa por u y v, en contradiccién con la definicién de v’. Por lo tanto el segmento
v’ es una diagonal de P, como se muestra en la figura 4.11 (b).

Cualquier diagonal corta P en dos subpoligonos simples P; y P», sean my y msy el
numero de vértices de P; y P» respectivamente. Tanto m, como meo son menores que n,
entonces por induccién P; y P, pueden ser triangulados, y por lo tanto P.

Para probar que cualquier triangulaciéon de P tiene n — 2 tridngulos, considere una
diagonal en cualquier triangulacién Tp, esta diagonal corta a P en dos subpoligonos P; y
P, con my y meo vértices respectivamente. Cada vértice de P pertenece a uno de los dos
subpoligonos, excepto por los vértices que definen la diagonal, los cuales pertenecen a los
dos, por lo tanto mq + mo = n + 2, por induccién cualquier triangulacién de P; consta de
m; — 2 tridngulos, lo cual implica que Tp consta de (mq —2) + (mg —2) = n— 2 tridngulos.
O

Finalmente se abordara el problema de vigilar poligonos simples con radares-m, ubica-
dos en los vértices. Se demostrara que si el poligono cuenta con n vértices, entonces son
suficientes y en ocasiones necesarios n radares.

Teorema 33. Sea P un poligono simple de n vértices, entonces para vigilar P son sufi-
cientes n radares-mw, ubicados en los vértices.

Demostracion. Por el teorema 32, P se puede triangular. Sea T'(P) una triangulacién de



58 CAPITULO 4. VIGILANCIA DE POLIGONOS CON RADARES
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Figura 4.9: Un triangulo puede ser vigilado colocando un radar-m en cada vértice, todos
con la misma alineacion.

P.

Por el teorema 31, cada tridngulo de T'(P) puede ser vigilado colocando un radar-
m, en cada uno de sus vértices. Cada vértice de T'(P) es un vértice de P, al colocar un
radar en cada vértice de T'(P), cada triangulo de T'(P) estard vigilado, y por lo tanto P
estara vigilado con n radares, como se muestra en la figura 4.12. O

El teorema 33, induce el siguiente algoritmo de orden O(n) sobre el niimero de vértices,
el cual sirve para vigilar un poligono simple P de n vértices:

1. Para cada vértice v;, {i = 1,2,...,n} de P:
a) Agregar un radar con configuracién débil.

2. Fin.

Hasta ahora se ha demostrado que para un poligono de n vértices siempre es suficiente
utilizar n radares-m, ubicados en los vértices para vigilarlo, a continuacién se demostraré la
necesidad.

Teorema 34. Sea P un poligono simple de n vértices, entonces para vigilar P en ocasiones
son necesarios n radares-m, ubicados en los vértices.
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Figura 4.10: Para vigilar T" se necesitan al menos tres radares-m, ubicados en los vértices.

Demostracion. Considere el poligono de la figura 4.13, por el teorema 31 un tridngulo sélo
puede ser vigilado por tres radares, ubicados en sus respectivos vértices.

Observemos que para € > 0, un conjunto de puntos A contenidos en la bola de radio
e con centro en el punto a (A C bc(a)), tal que |A| > 1, s6lo puede ser vigilado por los
puntos 4, 5 y 6. Un conjunto de puntos B C b.(b), tal que |B| > 1, s6lo puede ser vigilado
por los puntos 1, 2 y 3. Un conjunto de puntos C' C b.(c), tal que |C| > 1, sélo puede ser
vigilado por los puntos 1’, 2" y 3’. Finalmente un conjunto de puntos D C b.(d), tal que
|D| > 1, sélo puede ser vigilado por los puntos 4’, 5" y 6’. Por lo tanto es necesario ubicar
un radar en cada uno de los vértices de tal manera que los conjuntos A, B, C'y D sean
vigilados. Es claro que por cada oreja, serd necesario agregar un radar en cada vértice de
la oreja. O

Teorema 35. Sea P un poligono simple de n vértices, entonces para vigilar P son sufi-
cientes y en ocasiones son necesarios n radares-m, ubicados en los vértices.

Demostracion. Por los teoremas 33 y 34, se obtiene el resultado. O
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Figura 4.11: En todo poligono simple existe una diagonal.

Figura 4.12: El interior de un poligono simple P, puede ser vigilado colocando n radares-m,
uno en cada vértice de P, todos con la misma orientacién.
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Figura 4.13: Para vigilar un poligono simple de n vértices con radares-m, en ocasiones son
necesarios n radares colocados en cada uno de sus vértices.






Conclusiones y trabajo futuro

A lo largo de la presente investigacion, se han estudiado tres nuevas variantes del
problema de la galeria de arte, respondiendo a la siguiente pregunta:

. Cudntos guardias son suficientes y ocasionalmente necesarios (cota justa) para vigilar
el interior de un poligono P? En donde P es:

1. Ortogonal.
2. Ortogonal con agujeros.

3. Simple.

Los guardias se modelaron como radares ubicados en los vértices de P, los cuales giran
a una misma velocidad constante. Asi mismo, se consideré que cada guardia ilumina o
vigila una zona angular de tamano «.

También se obtuvieron algoritmos que entregan los vértices de P que deben ser utiliza-
dos para ubicar reflectores, asi como la configuracion inicial de los reflectores de tal forma
que P se encuentre siempre vigilado. El resumen de los resultados obtenidos se puede
consultar en la tabla 4.3.

Para futuras investigaciones es interesante extender las capacidades de los guardias
presentadas en este trabajo, agregando la posibilidad de que puedan atravesar un cierto
numero de paredes (modems), combinando asi los resultados del presente trabajo, con
investigaciones como las presentadas en [24] y [2]. También es interesante tratar de extender
los resultados incrementando la dimensién para ubicar las galerfas en R3.

Poligono No. de guardias | Angulo de vigilancia | Complejidad del algoritmo
Ortogonal 5 cota justa. e O(n)
Ortogonal con agujeros | % cota justa. 37” O(n)
Simple n cota justa. 7r O(n)

Tabla 4.3: Resumen de resultados.
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