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Introduccion

El proceso de riesgo clésico de Lundberg es un modelo que describe la reserva de una
compania de seguros y utiliza el proceso de Poisson compuesto para representar el monto
pagado a los asegurados. Dicho modelo contribuye a la toma de decisiones de una compania
de seguros.

Como una compafia desea contar con un capital positivo, tiene sentido preguntarse por la
ruina. Se considera a la ruina como el primer instante en que se tiene un déficit en el capital;
normalmente se desea calcular la probabilidad de ruina bajo las suposiciones de dicho mode-
lo. Debido a la importancia de este evento, la ruina, se han hecho generalizaciones del modelo
de riesgo en diferentes vertientes para tomar mejores decisiones dependiendo del objeto de
interés.

Se pretende en este trabajo dar un modelo de riesgo més rico y realista, en dos direcciones:
la primera, debido a riesgos ajenos al seguro contratado, una compania puede no estar en
condiciones para hacer frente a sus obligaciones, y en este sentido es deseable que la prima
esté relacionada también con este problema y pueda depender del capital disponible en cada
tiempo. La segunda, como rara vez se entrega el pago de la reclamaciéon al tiempo que se
presenta el siniestro, se desea incluir en el modelo un retraso en el pago, para incluir los tan
conocidos “Siniestros Ocurridos pero NO Reportados” (SONOR). El modelo que se presenta
es un modelo de riesgo con prima dependiente de la reserva con reclamaciones que tienen
un defase con respecto al tiempo de ocurrencia del siniestro incluyendo en particular a las
del tipo SONOR, (ver §1.3), el tratamiento que se sigue en este trabajo estd basado en el
articulo [3] de Ganesh, Macci y Torrisi, quienes presentan ahi estimaciones asintdticas a la
probabilidad de ruina y describen la trayectoria mas probable que lleva a la misma.

El modelo de riesgo que se presenta, aunque tiene aspectos més realistas, sigue siendo tra-
table en términos del problema de la ruina, puesto que las estimaciones de la misma aun
pueden ser obtenidas de manera asintdtica. Estas estimaciones estdn basadas en resultados

de la teoria de grandes desviaciones y utilizaremos estos resultados como una herramienta



2 Introduccion

poderosa en la obtencion de probabilidades para eventos raros, como lo es la ruina.

Este andlisis del modelo de riesgo a través de la teoria de grandes desviaciones fue hecho
para el modelo cldsico por Martin-Lof [7] y Djehiche [5], posteriormente en el de prima
dependiente de la reserva por Asmussen y Nielsen [9]. En el articulo de Martin-Lof [7] se
encuentran estimaciones practicas en un sentido numérico. En el articulo de Asmussen y
Nielsen se muestra ademas de estas estimaciones una trayectoria ‘més probable’” a la ruina,
en el sentido de grandes desviaciones.

Las pruebas y notaciones de la teoria de grandes desviaciones aqui utilizadas son tomadas
principalmente del libro de Dembo y Zeitouni [1], algunas més del libro de Frank den Hol-
lander [4], aunque aqui se hacen las demostraciones detalladamente.

Se espera que el lector de este material pueda encontrar aqui vertientes de trabajo que
interesan al sector asegurador: modelos que incluyen casos en que la prima depende de la
reserva y consideraciones econémicas tanto como de seguros respecto al retraso del pago de

la reclamacion.

Se presenta en el capitulo 1 de manera detallada el modelo de riesgo (ver §1.3). Encon-
tramos en el capitulo 2 los teoremas y pruebas de la teoria de grandes desviaciones, entre los
mas utiles y bellos, los teoremas de Gartner-Ellis §2.3.1, Dawson-Gartner §2.5.1 y Principio
de contracciéon §2.2.1, que a lo largo del capitulo 3 son la base para probar que el proceso
Poisson generalizado (ver §1.2) cumple el principio de grandes desviaciones y a su vez, a
través del Principio de contraccion, el modelo de riesgo propuesto cumpla el principio de
grandes desviaciones. Con este panorama, en el capitulo 4 presentamos finalmente la proba-
bilidad de ruina del modelo y la trayectoria més probable a la ruina, ya que puede pensarse
a la ruina como un evento raro en términos de la teoria de grandes desviaciones y con el-
lo se pueden aprovechar los resultados del capitulo 3. Aunque se puede encontrar material
en Grandes Desviaciones en esta tesis, el objetivo aqui es presentar esta teoria como una

herramienta practica y tratable para el problema de la ruina en cuestién.



Capitulo 1

Generalizaciones al modelo clasico:
Modelo de prima dependiente que
considera retrasos en el pago de la

reclamacion.

El proceso de riesgo cldsico se define como un proceso estocéstico {Xy(¢)} de la forma
Xo(t) =u+bt —C(t), t>0,

donde u > 0 es el capital inicial, b > 0 representa los ingresos obtenidos por las primas y

N()

Ct)y=>Y 2,

es el proceso de reclamaciones, donde {N;} es un proceso Poisson con intensidad A\ > 0,
{Z,} son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, no negativas y
{N(t),Z, : t > 0,n € N} son independientes. Ademas se requiere que Ee*?! < oo para
algin u > 0.

Todas las variables aleatorias en este trabajo son definidas en algin espacio de probabil-
idad (Q2, A, P).
Para obtener modelos mas realistas, el modelo clasico de riesgo se ha generalizado en varias

direcciones. En este capitulo se muestran algunas de ellas y posteriormente el modelo que

3



41. PROCESO DE RIESGO: GENERALIZACIONES AL MODELO CLASICO

en particular es de nuestro interés.

§1.1. Proceso de prima dependiente

El caso donde las primas dependen de la reserva actual ha sido ya considerado por muchos
autores, por ejemplo Djehiche [5], Asmussen y Nielsen [9]. Todos estos autores consideran el

proceso de riesgo de la forma
t
Xi(t) =u +/ b(X1(s))ds — C(t), t >0,
0

donde b es una funcién medible (ver apéndice §A.2)no negativa. En el trabajo de Amussen
y Nielsen [9] se prueba una desigualdad (la de Lundberg ) para la probabilidad de ruina en
un horizonte infinito y también se presenta una aproximacion para esta.

La falta de regulacién en el sector asegurador estadounidense daba pauta a companias con
poca responsabilidad social a defraudar a sus clientes, manteniendo una reserva muy por
debajo de lo necesario para hacer frente a sus obligaciones, lo que llevé a intentar diferentes
modelados para resolver este problema. Hacer la prima depender de la reserva es uno de
ellos. Aunque los calculos para las primas siempre estaban basados en el siniestro que se
aseguraba, el riesgo de que la compania se fuera a la ruina hacia que muchos modelos,
aunque bien calculados en términos de la frecuencia en que ocurrian los siniestros, seguian
sin asegurarle al contratante que su poliza pudiera ser ejercida en el momento necesario.
De este modo se busco flexibilizar las primas permitiendo estimar sus riesgos. Asi que se
centraron en modelos que consideraran este fendmeno, haciendo asi a la prima de la pdliza

depender de la cantidad en reserva de la compania.

§1.2. Retraso en el pago de la reclamacién: El modelo

Poisson generalizado

Otro tipo de generalizaciones del modelo clasico toman en cuenta el retraso en el pago
de las reclamaciones, para modelar como un caso particular los Siniestros Ocurridos pero No
Reportados. Muchos trabajos que describen este fenémeno proponen el modelo en términos
del Poisson generalizado, véase [9], Nielsen y Asmussen, por ejemplo.

La influencia de factores macroeconémicos en la reserva de una compania de seguros ha

sido estudiada por varios autores. Muchos de ellos supusieron que se presentaba el pago de la

4



§1.3. EL MODELO 5

reclamaciéon al momento de la misma, aunque de hecho siempre existe un tiempo de defase

entre ambos eventos. Desde el punto de vista econémico, cuando ni la tasa de inflaciéon ni la
de interés tienen algin impacto directo sobre la reserva de la compania como en el modelo
clasico, el defase parece no tener impacto sobre la reserva.

Como es usual, las reclamaciones son contadas por un proceso {NV; : t € R, }, el cual
consideramos un Poisson homogéneo con pardmetro A > 0. Los momentos de ocurrencia
de las reclamaciones subsecuentes son representadas por T,, n € Ny = N\ {0}, es decir,
T,={inft >0 ; N(t) =n} con Ty =0 como el evento {T,, <t} es equivalente al evento
{N(t) > n}, T ~ G(n,5) y los tiempos interarribo de las reclamaciones son representados
por U, ,n € N, es decir U, = T, — T,,_1. En trabajos previos como el de Boogaert y

Haezendonck se define un proceso aleatorio mas general {SH : ¢t € R, }
SH = H(t-T,, 2 (1.1)

donde {Z, : n € N} es una sucesién de vectores aleatorios en R? es independiente del

proceso de conteo {N; :t e Ry} y H
(t,2) € Ry x RY — H(t,2) € R,.

es una funcién medible tal que para cada z fija H(t,z) es una funcién de t no decreciente
y cadlag (continua por la derecha y con limites por la izquierda). Este es el modelo que

considereramos para las reclamaciones.

§1.3. El modelo

Combinando las ideas presentadas en las secciones anteriores, un proceso que generalice
en el sentido que considere a la prima como una funcién de la reserva y al mismo tiempo
que considere el retraso en el pago de la reclamacién, nos lleva a proponer un proceso de la

siguiente forma:

X(t) =u+ /t b(X(s))ds — S(t), t >0, (1.2)

donde S = SH, es un proceso Poisson generalizado como en §1.2.
Este modelo es mas realista en estas dos direcciones, pero tiene aun la ventaja de ser traba-

jable con herramientas de la teoria de grandes desviaciones. En el capitulo 2 se detallaran



61. PROCESO DE RIESGO: GENERALIZACIONES AL MODELO CLASICO
més a fondo las siguientes funciones, puesto que se desea describir a S(t) y posteriormente a

X (S) en el sentido de grandes desviaciones. Empezamos por definir; con la misma notacién:
At (6) = Iog B[] A(g) = N(era® — 1)
donde H (oo, Zy) = lim; o H(t, Z1) y A* es la transformada de Legendre de A:

A*(x) = sup[fx — A(0)].
9eR

A continuacion presentaremos las hipdtesis necesarias:
(1) Existe L > 0 tal que |[b(z) — b(y)| < L]z — y| para toda x,y € R. En otras palabras, b es
Lipschitz continua.
(2) Af(so,z)(0) < oo para toda § € R y en consecuencia A(f) < oo para toda 6 € R. Esta
condicién significa que la cola de H (oo, Z;) se va a cero mas rapido que cualquier tasa ex-
ponencial y es til para las grandes desviaciones.
(3) Existe B > 0 tal que lim, ., b(z) = B. Esto nos da un comportamiento asintético aco-
tado para b.
(4) b = inf,erb(z) > A'(0). Como por ende B > A’(0), esta condicién corresponde a la
clasica de ganancia neta. La interpretacion de la condicién de ganancia neta es intuitiva en
el sentido que por cada unidad de tiempo, el tamano esperado de la reclamacién tiene que ser
‘mdas pequeno’ que el de la prima. En otras palabras, el flujo de efectivo (los ingresos debido

a la prima menos los egresos debido a las reclamaciones) debe ser en promedio positivo.

Como la esperanza de un proceso estocastico es relativamente poco informativa con re-
specto a las fluctuaciones del proceso, no significa que bajo la condicién (4) se evite ente-
ramente la ruina, es por ello de interés calcular la probabilidad de ruina, lo hacemos en el
capitulo 4.

Bajo estas hipotesis se muestra que el modelo propuesto cumple el principio de grandes

desviaciones.



Capitulo 2
Grandes desviaciones

En este capitulo presentamos las nociones y teoremas de grandes desviaciones. Se intro-
duce primero el principio de grandes desviaciones, qué se pretende describir con este principio
y como se relaciona con la ruina. Posteriormente se prueba el teorema de Gartner-Ellis, el
cual presenta un principio de grandes desviaciones para familias de medidas de probabilidad
indexadas a los naturales. Este resultado se extiende a conjuntos no numerables a través del

teorema de Dawson-Géartner.

§2.1. Preliminares

A continuacion se presentara la notacion y algunas definiciones importantes para grandes
desviaciones en probabilidad y en convexidad. Primero para ello se aclararan algunas nota-

ciones basicas. Las definiciones de objetos aqui presentados se encuentran en el Apéndice.

Notacion 1. Sea A un conjunto en un espacio topoldgico X. Se denota como A° al interior

del conjunto y como OA a la frontera de dicho conjunto.

Definicién §2.1.1. Sea
f:RY - RU {0}

Se define el dominio esencial de la funcion f como el conjunto
Dy ={t e R*: f(t) < oo}

Sea Z,, para cada n € N, un vector en R? definido en el espacio de probabilidad
(R?, B(RY), P).
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Definicién §2.1.2. Funcion Generadora de Momentos
Denotaremos a la funcion generadora de momentos (también conocida como transformada

de Laplace) de la siguiente manera:
on(t) =K% t e R neN sila esperanza existe.
Notacién 2. Se denota como A,(t) : R — R a la funcion

A(t) = log @, (t) sila esperanza existe
" 00 81 no existe

conocida como el logaritmo de la funcion generadora de momentos.

Definicién §2.1.3. Para cada t € R? yn € N definase A(-) como el limite

A(t) = { lim,, o0 %An(nt) st existe

00 st el limite no existe

Observacién. Si Zi, Z,, ... son idénticamente distribuidas entonces Ay = Ay = --- = A,,,

pero en otro caso A ya no tiene por qué ser el logaritmo de una generadora.

Definicién §2.1.4. Transformada de Legendre, Fenchel-Legendre o conjugada convexa.

Se define A*, la transformada de Legendre de A, como

A (z) = sup[(z,t) — A(t)], = eR<

teDp

Notacién 3. Para un conjunto S, se denota como A*(S) =

inf,es A*(z) si S CRY
00 si S =10
Definicién §2.1.5. Un punto x € R es llamado expuesto para A si existe un puntot € R

tal que
A (y) = Aa) > (y—a,t) Vy#a,yeR

Estet es llamado “el plano de exposicion” para x, pues define un plano. Es abuso de notacion,

pero también se llama punto expuesto para x. Al conjunto de tales puntost se le denota como

F.
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92.2. Principios de grandes desviaciones y contracion

Sea Z, = X1+ -4+ X, n € N con Xy, X, ... variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas tales que EX; = u € R. Se puede pensar a los eventos {Z, >
(u+a)n} a >0, como eventos ‘de valores grandes’, pues Z,, se ‘aleja’ de la media p por
una cantidad proporcional a n, esta desviacién de la media queda fuera de lo que se espera
con normalidad, es decir, estos eventos son raros en términos de ocurrencia, asi que se desea

medir la rareza de estos eventos. Se propone para ello la siguiente funcion:

JinoloélogP(Zn >(u+an)=—-I(a) <0, a>0,
como una tasa a la cual esto sucede. El empleo del logaritmo es en realidad arbitrario,
y se encuentra util para una comparacion porque se espera que esta probabilidad tienda
exponencialmente a cero respecto a n. Como lo que se busca medir es cémo en promedio cada
X, se desvia una cantidad a de la media, se divide entre n. Se busca eliminar esta dependencia
con n y describir un comportamiento limite. Se hace una caraterizacién a través de cotas
asintoticas superior e inferior, pues brindan informacién acerca de este comportamiento ain

cuando no se es posibe encontrar dicho limite.

Definicién §2.2.1. Funcion de tasa
Definase una funcion de tasa I como aquella I : X — R tal que sus conjuntos de nivel
Ui(c) = {z|I(x) < ¢} son subconjuntos cerrados de X Ve € R. Llamamos funcion de tasa

buena aquella que sus conjuntos de nivel son compactos.

Definicién §2.2.2. Principio de grandes desviaciones
Se dice que una familia de medidas de probabilidad {y.}e>o definidas en el mismo espacio

satisface el principio de grandes desviaciones con funcion de tasa I si

limsup elog i (C) < —=I1(C) VC C Xcerrado (2.1)
e—0

lim ionfelog 1e(0) > —1(0) YO C Xabierto (2.2)
e—

con I una funcion de tasa.

Muchas veces + hard la funcién de e cuando p(-) = ]P’(% € +) = un(+) y se considerara el

limite cuando n tiende a infinito.
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Definicién §2.2.3. Principio débil de grandes desviaciones

a) Para cada o < 0o y cada conjunto T' medible con T' C Wy () (W () es el comple-
mento del conjunto de nivel)
lim sup € log p(I') < —a. (2.3)

e—0

b) Para cualquier x € Dy y cualquier conjunto medible I' con x € T'°,
lfim ionf elog (') > —I(x). (2.4)
e—

Definicién §2.2.4. Una familia de medidas de probabilidad {jic}e>0 en X es exponencial-

mente tensa si para cada o < 00, existe un conjunto compacto K, C X tal que

lim sup € log pe (K) < —a.

e—0

Si no se especifica otra cosa, X pertenece a los borelianos con la topologia usual. Como
se trabajara con cotas asintéticas al logaritmo de la generadora de momentos, se encuentra

de valiosa ayuda el siguiente lema en la prueba de varios teoremas de grandes desviaciones.

Lema §2.2.1. Sea N un entero fijo. Entonces, para cada a' > 0,

N
lim sup € log <Z ai) = max limsupelog at.

e—0 i1 i=1L,..,N 50

Demostracion.

N

Zai < N- mix a’
— i=1,0,N
N € €
% < . 4 i
- () = (vps)
N €
i < € ¢ i
= elogZae < log (N (iflL??fNae) )
N
= elogZai < elog(N) + elog méx a,
N
i _ ‘v i<
= elog'ZaE elogi:rrl{??,(Nag,_ elog(N)

10



§2.2. PRINCIPIO DE GRANDES DESVIACIONES 11
como se cumple para toda €, entonces

N
= 0 <limsup (e log Z ai) — lim sup e log '_méXN al, < limsup elog(N)

e—0 ‘7 e—0 i=1,..., €0
i=n

y como N es fija, elog N tiende a cero cuando € tiende a cero, y por lo tanto

i=1,...,

limsupelog [ max a, | = max;—;, . nlimsupelog(ay).
e—0 = e—0

Lema §2.2.2. Sea {jc}e>0 una familia exponencialmente tensa.

a)Si la cota superior como en 2.8 se cumple para alguna o < 0o y todo subconjunto compacto
de Wr(a)e, entonces también se cumple para todo conjunto medible T' con T' C V(o). En
particular, st Bx C B y la cota superior 2.1 se cumple para conjuntos compactos, entonces
también se cumple para conjuntos cerrados.

b)Si la cota inferior 2.4 (la cota inferior en el caso By C B) se cumple para todo conjunto

abierto medible, entonces 1(-) es una funcion de tasa buena.

Esto significa que cuando una familia de medidas de probabilidad exponencialmente tensa
satisface el principio de grandes desviaciones débil con funcién de tasa I(-), entonces I es

una funcién de tasa buena y el principio de grandes desviaciones también se cumple.

Demostracion. a) Para establecer 2.3 se toma un conjunto I' € By a < oo tal que I' C
U (a)°. Sea K, un conjunto compacto como en la definicién §2.2.4, nétese que ambos ['NK, €

By que K¢ € B. Entonces,

pe(l) < pe(U' N Ka) + pe(K3).

Nétese que I'N K, C W;(a)¢, entonces inf,crqg, I(z) > a. Combinando la desigualdad de
la definicién §2.2.4, la cota superior 2.3 para el conjunto compacto I' N K, v el lema §2.2.1,
resulta en limsup,_,, €log p.(I') < —a. (b)Aplicando la cota inferior 2.4 al conjunto abierto
K¢ € B, se concluye de la desigualdad de la definicién §2.2.4 que el inf,cxe I(x) > a. Por lo
tanto V;(«) C K, deriva en la compacidad del conjunto de nivel cerrado W;(«). Como esto
se satisface para cualquier o < 0o, se sigue que I(+) es una funcién de tasa buena.

Se recuerdan al lector las cotas de Chernoff:

P{X >a} <e "p(t) Vt>0

11



12 2. GRANDES DESVIACIONES
P{X <a} <e"p(t) Vt<O0

donde ¢(t) es la generadora de momentos de X.

Teorema §2.2.1 (Principio de Contraccion). Sea {Q.}e>0 una familia de medidas de pro-

babilidad en un espacio X que satisface el principio de grandes desviaciones. Sean

y un espacio métrico completo,
T: X =Y un mapeo continuo,

fe = Q.oT™r wuna medida de probabilidad imagen

Entonces, {pc}eso satisface el principio de grandes desviaciones en Y con funcion de tasa

buena J dada por J(y) = inf,cx.r)=y [(x), con la convencion de que infy I = oo.

Demostracién. Como T es continua , 7-! manda conjuntos abiertos en abiertos y cerrados
en cerrados. Como {Q.}.>¢ satisface el principio de grandes desviaciones se sigue que para
C C Y cerrado

limsup €log 1. (C) = limsupelog Q. (T *(C))

e—0 e—0

< —I(T-1(C))

= — fof I
xeTn}l(C) (z)

= —inf inf I(2)
yeC zeT~ ' ({y})
= —inf J(y) =—-J(CO).

yel

De manera analoga se tiene para O C )Y abierto. Para probar que J es una funcién de

tasa buena se muestra primero que
Di={xe X :I(x)<oco}#0
lo cual implica que el conjunto

Dy={ye¥:Jy) <oo}#0.

Como I tiene conjuntos de nivel compactos debido a que iméagenes continuas de compactos
son conjuntos compactos, entonces J tiene conjuntos de nivel compactos. ]
A lo largo de este capitulo la siguientes suposiciones serdn esenciales para que una fa-

milia de probabilidades u,(+), que no necesariamente sean la distribucién de una suma de n

12



§2.3. TEOREMA DE GARTNER-ELLIS 13
variables aleatorias idénticamente distribuidas, cumplan el principio de grandes desviaciones.

Suposicién §2.2.1. Supdngase que A cumple:
1. im0 %An(nt) = A(t) € [—00, 0] y en particular dicho limite eziste.
2. 0€int(Dy), con Dy ={tecRIA(t) < oo}

Lema §2.2.3. Supdngase §2.2.1. Entonces:

A(+) es convexa, A(-) > —oo y A*(+) es una funcion de tasa buena y es convezxa.

Demostracion. Como A, es convexa para toda n, entonces también A es convexa. Ya que
A(0) = 0, por convexidad y en combinacién con la Suposicién §2.2.1 implica que A > —oco.
A* es semicontinua inferior y convexa porque es el supremo de funciones lineales. Como
0 € D{ existe d > 0 tal que Bys(0) C D3. Ya que A es convexa, es continua en Dy y entonces

se tiene que supep; (o) A(t) = ¢ < oo. Por lo tanto

A*(z) > sup [(x,t) — A(t)] > d|z| —c.

teB;s(0)

En consecuencia, A* tiene conjuntos de nivel acotados.

§2.3. Teorema de Gartner-Ellis

Teorema §2.3.1. Gdrtner-Ellis.

Sea {Z, }nen una familia de vectores aleatorios en R?. Supdngase §2.2.1, es decir:
1. MMy, 00 A, (nt) = A(t) € [—00,00]  emiste,
2. 0€Df, con Dy={teRIA(t) < oo}.

Sea p,(-) = P(S, € -). Entonces,

1
lim sup —log u,(C) < —A*(C) VYO C R? cerrado, (2.5)
n—oo
1
lim inf - log 11, (0) > —A*(ONJF) VYO c R? abierto. (2.6)
n—oo

donde F es el conjunto de los puntos expuestos t tales que A(x) — A(y) > (z — y,1).

St ademds A satisface las siguientes condiciones:

a) A es semicontinua inferiormente

13



14 2. GRANDES DESVIACIONES
b) A es diferenciable en DY

C) hmt%aDAJEDA |VA<t)‘ = 00,
entonces i, (+) satisface el principio de grandes desviaciones en R? con funcion de tasa buena

A*(4).

Demostracion. Prueba del Teorema §2.3.1
(2.5) Cota superior:
Primero se probara para conjuntos compactos y después se extendera a conjuntos cerrados

probando la tensién exponencial de pu, (véase la Definicién §2.2.4).

A lo largo de esta seccion sera de utilidad la siguiente definicion

Definicién §2.3.1. Sea § > 0. Para v € R?, definase
* z. * 1
Aj(x) = min {A (x) — 4, 5} .
Sea I' C R? compacto. Témese § > 0, entonces para cada = € I existe ¢, € R? tal que

supl(@,6) = A(1)) 2 (&, 1,) = Alts) > sup(a,£) = A1) = 6 = Aj().

t

Elijase p, > 0 tal que p.|t.] <y sea
Yo =A{y: |z —yl <pa.}.

De ahi que

inf <t$, xr — y) < px‘tz|7
YEYx

es decir que

YEYx

Entonces, para cualquier x € I,
— inf (t,,y) < pelte] — (te,z) <6 — (tz, x)
YEYx

por lo tanto,
inf (y — x,t,) > —0.

Y€V

14



62.3. TEOREMA DE GARTNER-ELLIS 15
Se tiene

P(Zn S 'Yx)
P((Zy — x,t,) > —0)

eJnE(GMZn—x,tz))

fn (V)

IN

IN

eéngpn (ntx)efn(a:,tﬁ )

Como I' C R? es compacto, la cubierta formada por {7, }.cr tiene una subcubierta finita
{7a; }i=1...x- Usando el Lema §2.2.1,

%log(un(r)) < Liog (ZM%))

n
1 .

< —log(N mdx pin(72,))
1 1

< —log(N)+ — 'HllaXN(én +log pn(nt,,) — n{x;, ty,))  por (2.7)
n ni=1,...

1 1
< - — mi i lay) — — :
< log(N) 40— min ({z5,ts,) — —logpn(nts,))

1
lim sup — log ,Un(F> < 00— ,1Im (<$Za txz> A(tl‘z))
n—soo N i=1,..., N
< . ;
= 0 A Aste)
< 60— A;D)

Cuando ¢ tiende a cero se obtiene

1
limsup — log i, (I') < —A*(['). O

n—oo TN

Ahora se mostrard la tensién exponencial de {u,}. Se sabe que todo conjunto C' cerrado
y acotado en R? es compacto, en particular C' N [—N, N]¢ es compacto para toda N > 0.

Entonces si se combinan la tltima desigualdad obtenida y el Lema §2.2.1, se tiene:

1
lim sup — log 1, (C) < méx{—A*(C N [-N, N]%), =My} VN >0,

n—oo T

15



16 2. GRANDES DESVIACIONES
donde —My = limsup,,_,, + 10g 11, (RN [—N, N]%). Asi que se reduce a probar que el

lim My =

N—oo

ya que por otro lado

lim A*(C N [=N, N%) = A*(O).

N—oo

Entiéndanse el, . .., e? como los vectores unitarios en R%. Como 0 € Dg por la Hipdtesis §2.2.1,

existe § > 0 tal que A(—de') < oo y A(de') < oo paratodai =1,...,d. Las cotas de Chernoff

nuevamente son 1tiles y se tienen asi dos desigualdades que se cumplen para toda i:
]P)(<Znaei> < _N) < e_néN@n(_néei)v y

P((Z,, ei> > N) < e_"éngn(néei).

Apliquese nuevamente el Lema §2.2.1,

1 1 .
—My = lfmsup — logun(Rd\[—N,N]d) < limsup ~logP, (3ie{1,...,d}|Z. ¢ [-N,N])

n—oQ n—o0

IN

lim sup — logz ~N)+P,(Z, > N))

n—oo 1

—ON + maxdmaX{A( e'), A(6e')}.

.....

IN

Hagase N tender a infinito:

Iim méax[—A*(C' N [-N, N]%), —My] = —A*(O)

N—oo
por lo tanto

1
lim sup - log 1 (C) < —A*(C).

n—o0

(2.6) Cota inferior (cota inferior del principio de grandes desviaciones restringida al con-

junto de puntos expuestos):
Sea B.(r), la bola de radio € con centro en x. Basta con probar que

lim lim mf log pn(Be(x)) > —A*(z) Vx € F,

e—-0 n—oo N

16



§2.3. TEOREMA DE GARTNER-ELLIS 17
pues de hecho, para cualquier conjunto abierto O se tiene que

pn(O) > pn(Be(z)) Ve ONF Ve < elx).

Se recuerda que F es la notacién para el conjunto de los puntos expuestos. Sea x € F, y
sea n € D} un plano de exposicién para x. Entonces ¢, (nn) < oo para n lo suficientemente
grande, por ello se puede definir una nueva medida de probabilidad f en términos de p de

la siguiente manera:
djiy, 1
d—(y) =
in pn(n1))

Se verifica facilmente que fi,, es, en efecto, una medida de probabilidad. El argumento del

en<y’7]>7 Y c Rd.

cambio de medida de la original a una nueva medida, es una técnica muy utilizada en esta
teoria, parece un truco pero en realidad es mas que eso, es decir que el evento raro se
convierte en uno tipico gracias a la “direcciéon” en la que se modifica p,,. Una desviacién no
se produce de manera arbitraria, sino mas bien “en el modo mas probable” y esto se refleja

en las funciones tasa. Obsérvese que

1

1
—log pin(Be(x)) = —log/ L,
Jogm(Bw) = Jlog [

N
s

ey (dy)

._
o
oo

1
n

o

—
8

N

1
= —logpa(n) + e g (dy)

e~ M@ m) o —nly—a.m) (dy)

=
OQ

S|= 3|~ 3|
2
m\m@;\m\
S
v@

1
= —logyn(nn) +
n

o

—~
8

N

1

ZEM%W%QM+I%/U6@”(M

Sl 3=

1 —n{e,n) ~
> —logon(nn) — (z,n) + log/()e € i, (dy)

1 1.
> —log ©n(nn) — (z,n) — €ln| + —log fin(Be(x))

donde la pentiltima desigualdad utiliza que |y —z| < e para y € B(x). Cuando se aplican

los limites correspondientes llegamos a que

lim lim mf —log pin(Be(x)) > [A(n) — (z,n)] + lim lim 1nf = log fir(Be(z)) (2.7)

e—~0 n—oo N e—0 n—oo

17



18 2. GRANDES DESVIACIONES
Sea ¢, la notacién para la funciéon generadora de momentos asociada con ji,,. Se tiene entonces

la relacién (n(t )

N n(n(t +

Gn(nt) = P\ T 1))
©n(nn)

y asi ¢, §2.2.1 (1)

A(t) = lim —log g, (nt) = Alt+1) — A(n), Vb€ RY

n—oo 1M

y como consecuencia de la anterior identidad, 0 € D por lo tanto también cumple §2.2.1(2).

Incluso se tiene la siguiente relacion entre A* y A*:

A*(@) = supl{w.?) = A(t)] = A (x) = (z,n) + A(n). (2.8)
te
Por el lema §2.2.3 A* es una funcién de tasa y por ende se puede aplicar (2.5) a (fi,) para

asi obtener .
lim sup - 10g fin(RT = \B.(2)) < —A*(R?\ B.(z)) Ve >0

n—oo
Una funcién semicontinua inferiormente alcanza un minimo en cada conjunto compacto no

vacfo. Como A satisface las hipétesis del Lema §2.2.3, entonces
AR\ B.(z)) = A () para alginzy € B.(z).
Como z € F y n € D es un plano de exposicién para z, se tiene por la relacién (2.8)
A*(wg) = N*(x0) — (wo,m) + A1),

y entonces,

A (o) == [N (o) — (o, )] — [A*(2) — (z, m)] > 0,

por lo tanto limsup,,_,, +10g fin(R? \ Be()) < 0, para toda € > 0 ya que fi,(R?) = 1 para
toda n. Esto implica que

1
lim lim inf — log fi,(B(z)) = 0.

e—0 n—oo N

Entonces, de la ecuacién ( 2.7) :

1 1
lim lim inf — log pu,(Be(x)) > [A(n) — (x,n)] + lim lim inf — log fi,,(B.(x))

e—~0 n—oo N e—~0 n—oo N

18



§2.3. TEOREMA DE GARTNER-ELLIS 19

se tiene

1
lim lim inf — log p,, (B (7)) > —A*(z).

e—0 n—oo N -

c)Extensién a cualquier conjunto abierto.

Definicién §2.3.2. Sea A C R? no vacio y convezo. Entonces el interior relativo de A

se define como
ri(A)={z € A:Yye A Je>0 tal que v — e(y — x) € A}.

Nétese que ri(A) D A°. Si A = {x}, entonces A° = (), mientras que ri(A) = A. Bas-
tard con mostrar que A*(O Nri(Dy~)) < A*(O).
Sea y € ONri(Dp+) y z en 1i(Dy+). Entonces para 6 > 0 suficientemente pequena,

0z 4+ (1 =90)y € ONri(Dy~).

Se sigue que
A (ONri(Da) < %ir%A*(dz +(1—-90)y) < A*(y),
—

donde la tiltima desigualdad utiliza que A* es continua en ri(Dy-) y convexa en RY. Tomando
infimo sobre y € O N ri(Da+).

Por lo tanto se cumple el principio de grandes desviaciones sobre cualquier conjunto

abierto para funciones A semicontinua inferiormente, diferenciable y esencialmente suave. []

Teorema §2.3.2 (Principio de contraccién inversa). Sean X y ) espacios topoldgicos de
Hausdorff. Supdngase que g : Y — X es una biyeccion continua, y que {fic}e>o €s una familia
medidas de probabilidad exponencialmente tensa en ). Si {u. o g1} satisface el principio
de grandes desviaciones con funcion de tasa I : X — [0,00], entonces {i}tes0 satisface el

principio de grandes desviaciones con funcion de tasa buena I'(-) = I(g(-)).

Demostracion. Nétese que para cada ov < 0o, por la continuidad de g, el conjunto de nivel {y :
I'(y) < a} = g Y (¥r(a)) es cerrado. Ademds I’ > 0, y por lo tanto I’ es una funcién de tasa.
Como {fi}e>0 es una familia exponencialmente tensa es suficiente probar las desigualdades
2.3y 2.4 con la funcién de tasa I'(+).

Cota superior: Sea K C Y un conjunto arbitrario y compacto. Apliquese la cota superior

del principio de grandes desviaciones para {j. o g~ }.>o en el conjunto compacto g(K) para

19



20 2. GRANDES DESVIACIONES
obtener

limsup elog p.(K) = limsup elogfu. o g (g(K))]

e—0 e—0

< — inf I(z)
z€g(K)

= —inf I
inf I'(y),
lo cual es en efecto la cota superior para {fi}e>o-
Cota inferior: Fijese y € Y con I'(y) = I(g(y)) = @ < oo y una vecindad compacta G de y.

Dado que {u.} es exponencialmente tensa, existe un conjunto compacto K, C ) tal que

limsup €log u(K5) < —a. (2.9)

e—0
Debido a que g es una biyeccion K¢ = g o g(K¢) y g(K¢) = g(K,)¢. Ya que g es continua
el conjunto g(K,) es compacto y en consecuencia g(K,)¢ es un conjunto abierto. Entonces,

la cota inferior del principio de grandes desviaciones para la familia {z 0 g7} >0 resulta en

— xegr(l[f(g)](x) < ligiglfelog pe(KS) < —a.
Como I(g(y)) = a, y por la desigualdad anterior entonces se tiene que y € K,. Ya que g
es una biyeccién continua, es un homeomorfismo entre los conjuntos compactos K, por lo
tanto el conjunto g(G' N K,) es una vecindad de g(y) en g(K,) € X. Por ello existe una
vecindad G’ de ¢g(y) en X tal que

G'Cg(GNKa)Ug(Ka)® = g(GUKD),

donde la tultima igualdad se cumple porque g es una biyeccion. En consecuencia para cada

e >0,
,UE(G) + ﬂe(Kg) > e © gil(G/)a

y por el principio de grandes desviaciones (que se cumple para {u. 0 g7 }c>0),

Vv

max{lim ionf elog 11 (G), limsup € log pe (K3) }
€E—>

e—0

lim inf € log e 0 g~ (G")
e—0

—1(9(y))
—I'(y).

v

20



§2.4. LIMITES PROYECTIVOS 21
Debido a que I'(y) = «, lo anterior y en combinacién con la desigualdad §2.3, se tiene que

lim inf elog u.(G) > —1I'(y).
e—0

Como lo anterior se cumple para cada y € Y y cada vecindad G de y, entonces se tiene la

cota inferior.

Corolario 1. Sea {j}e>0 una familia de medidas de probabilidad exponencialmente tensa en
X con la topologia 1. Si {c}te>0 satisface el principio de grandes desviaciones con respecto
a una topologia Hausdorff 7o en X que es mds rudimentaria que 1, (ver apéndice §A.1),
entonces el mismo principio de grandes desviaciones se cumple con respecto a la topologia

T1.

Demostracion. Se usa g como el encaje natural de (X, 7) en (X, 7), la cual es continua
porque 71 es mds fina que 7. Nétese que debido a la continuidad de g, las medidas {p}e>o

estan bien definidas como medidas de Borel (ver Apéndice §A.2) en (X, 7).

§2.4. Limites proyectivos

En esta seccién veremos como extender el principio de grandes desviaciones de espa-
cios ‘pequenos’ a un espacio mas grande que coincide ser el limite proyectivo (ver apéndice
§A.1) de los ‘pequenos’. La motivacién principal es aprovechar que se cumple el principio
de grandes desviaciones en secuencias numerables de variables aleatorias en R? mientras el
cero pertenece al dominio esencial y el limite del logaritmo de la generadora de momentos
existe (vease §2.3.1). Usamos la idea de que las distribuciones finitamente dimensionales que

corresponden a la proyeccién de un proceso indexado al tiempo caracterizan a dicho proceso.

Un sistema proyectivo (Y, p;;)i<j<s consiste de espacios topolégicos de Hausdorff ij cJ

y mapeos continuos p;; : Y; — Y; tales que p;j = p;j o pji donde ¢ < j < k.

Definicién §2.4.1. El limite proyectivo de este sistema, denotado por X = @E, es el
congunto del espacio del producto topologico Y = HJEJ Y;, consistente de todos los elementos

x = (y;)jes para lo cual y; = pi;j(y;) con it < j, equipado con la topologia inducida porY .

21



22 2. GRANDES DESVIACIONES
32.5. Teorema de Dawson-Gartner

Teorema §2.5.1. Sea p.o una familia de medidas de probabilidad en X, tal que para
cualquier j € J la familia de medidas { . Op;l}ez() en X; satisface grandes desviaciones con
funcion de tasa buena I;(-). Entonces, . satisface el principio de grandes desviaciones con

funcion de tasa buena
1) = sup (py(a)), x € X
jeJ
Demostracion. Al ser I(-) supremo de funciones no negativas es entonces no negativa. De-
mostraremos ahora que la funciéon de tasa es efectivamente buena. Para cualquier o €
[0,00) y j € J recordemos que ¥y (c) es la notaciéon para el conjunto de nivel compacto
de I;,es decir ¥y () = {z; : I;(z;) < a}. Como para cualquier i < j € J, pg;: X; — X es

un mapeo continuo (véase apéndice en la seccién de topologia),
-1 _ -1 -1
e o ;= (e °p; ) ©Dij s
usando el principio de contraccion se tiene que

fﬁjGPfjl(ﬂii)
y alternativamente Wy, (a) = pi;(V1, (o))

Por lo tanto,
V() =[] s (a).
j€J

Por el teorema de Tychonoff (ver apéndice), el limite proyectivo de subconjuntos compactos
de X;,j € J es un subconjunto compacto de X

Posteriormente mostraremos la desigualdad inferior con ideas distintas a las que se usan
en Gértner y Ellis (sin usar tensién exponencial) que es una técnica comin en Grandes Devia-
ciones. Esta vez se aprovechara que bajo funciones continuas, en este caso las proyecciones,
imdgenes inversas de abiertos son también abiertos. (Ver por Dembo y Zeitouni[l])

Bastara con probar que para cada conjunto medible (ver apéndice §A.2) A C X y cada

x € A° existe j € J tal que
ltm inf elog re(4) > ~ 1, (s (x).
e—

Como la coleccién {p; ' (U;)|U; C X;} es abierta entonces es una base de la topologfa de

22



§2.5. TEOREMA DE DAWSON-GARTNER 23
X, existe una j € J y un conjunto abierto U; C & tal que x € pj_l(Uj) C A°. Entonces, por

la cota inferior que se tiene de {pu. o pj_l},

h’ren_}&lf eloguc.(A) > lirgl_%lf elog(pe o p; 1 (U;))
Z — inf ]j
zeU;
> —1;(p;(x))

Ahora se probara la cota superior. Sea A C X un conjunto medible y sea A; = p;(A).
Entonces, A; = p;;j(A;) para cualquier i < j, implica que p;;j(4;) C A; por que las p;; son
continuas. Por lo tanto A C l'&n%@. Para probar la otra contencién, se elije x € (A)°¢ = (A°)°.
Como (A)° es un subconjunto abierto de X, existe alguna j € J y un conjunto abierto U; C X
tal que = € p; ' (U;) € (A)°. En consecuencia para este valor j, p;(x) € U; € AS lo cual

implica que p;(x) ¢ A;. Por lo tanto,

Combinandose este resultado con el hecho de que el limite proyectivo (ver Apéndice) de

;. () coincide con el conjunto de nivel de I, se tiene para cada a < oo,
AN (a) = l'&l(ﬁj NV (a)).

Sea a < inf,c 5 I (), para aquellas A N W (a) = (. Entonces,
AN ¥y (a) = 0 para alguna j € J. Como A C pj_l(fij), por el principio de grandes

desviaciones que cumple {0 p; '},

lim sup € log . (A) < lim sup € log p, o pj_l(/Ij) < —a.

e—0 e—0

Esta desigualdad se cumple para cada A medible y o < oo tal que AN ¥;(a) = 0. En

consecuencia se tiene la cota superior del principio de grandes desviaciones para{ i }e>o-
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Capitulo 3

Grandes desviaciones en el modelo

propuesto

En este capitulo probaremos que el modelo con prima dependiente de la reserva cumple
el principio de grandes desviaciones, con el fin de encontrar posteriormente aproximaciones
asintoticas a la probabilidad de ruina. Lo primero que se probara es una discretizacién
del proceso Poisson generalizado y después con la ayuda de los teoremas anteriormente

presentados se hace a un tiempo continuo.

§3.1. Grandes desviaciones para el proceso Poisson ge-

neralizado

El objetivo de esta seccién es probar que el proceso Poisson generalizado satisface el
principio de grandes desviaciones. Para este fin utilizaremos el teorema de Géartner-Ellis y
después extenderemos este resultado con el teorema de Dawson-Gérner gracias a un coro-
lario que se desprende del teorema de contraccion inverso. La mayoria del material en este
capitulo se encuentra en los articulos de Ganesh, Macci y Torrisi [2], [3].

Con la notacién y resultados que se han presentado en el Capitulo 2 se verificard que
(S(aty), ..., (at,)) satisface el principio de grandes desviaciones, este como una discretizacién

y rescalamiento del proceso de reclamaciones original (ver por ejemplo Asmussen y Nielsen

[9])-

Para poder cumplir con la primera hipotesis del teorema de Gartner-Ellis; se verifica

25



26 3. GRANDES DESVIACIONES EN EL MODELO PROPUESTO
primero que el imite del logaritmo de la funcién generadora de momentos para esta dis-

cretizacion existe.

Lema §3.1.1. El limite,

1
Ay 4, (01...,0,) = lim —logE

exp (aiﬁis(ati)>] ,

a—o0 (Y
existe.
Vedse primero que
i=1 i=1 =1
n 1 N(atk)
= 91 H(OétZ—T’J,Z])
=1 k=1 j:N(atk,1)+1
n n N Oétk)

= 02 Z H(a(ti—tk)+atk—7},Zj).

k‘Zl ’L:k j:N(atk_l)-f—l
Tomando las esperanzas y condicionando al tamano del salto en el proceso Poisson,

N(aty)

E[expz 0;S(at;)] = H]E epo@i Z H(a(t; — ty) + aty, — 1j, Z;)]

J=N(atp_1)+1

N(aty)

= E|E|exp) 6; >  H(a(ti —t) + oty — Tj, Z;)
i=k

J=N(aty_1)+1

N(aty) — N(atk_l)]

Como 7 esta uniformemente distribuido en (adty,, aty) con N(aty_1)+1 < j < N(aty) cuan-
do se condiciona como en la dltima igualdad, entonces también se puede ver que (aty — 1j)
se distribuye uniformemente en (0, a(tx, — tx—1)). Denotaremos por U ](k) a la variable aleato-
ria que distribuye uniformemente sobre el intervalo anterior. Condicionamos con respecto al
evento N(aty) — N(atg_1) = m:
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§3.1. GRANDES DESVIACIONES PARA EL PROCESO POISSON
GENERALIZADO 27

N(atk)

E epoGi Z H(a(t; —tg) + U;k)a Zj)
i—k

J=N(atp_1)+1

N(aty) — N(atg—1) =m

- 2 o303t )+ 0. 2ot - Vo)
L i=k j=1
m i n —Aa(tp—tr—1) )\ te —t m
= H]E expzeiﬂ(a(tl —ty) —i—UJ(k),Z]) ¢ ( Oi( k= te1)
j=1 L i=k m:
= J]E|E [expd_0:H(a(t; —t2) + U, Z;)| [UP
7=1 i=k
O‘(tk tk—1) 1
= H/ epoQH a(t; —ty) + s, Z;) (tk )
— k-1

1 m
0, H(a(t; — ty) )| ————
eXpZ k +S 1) O{(tk—tk_l)> )

/a(tk_tk—l)
B 0

si hacemos «(t — tx_1) = wy, entonces

N(otk)
E|E expz 0; Z H(a(t; — te) + oty — Tj, Z)) ]N(atk) — N(aty-1)

i=k j:N(atk,1)+1

_ ( [
_ <f0 Elexp i, 0:H(at; — ty + s, Z1)] w%)m (Awy)™

%
— e—)\wk E '
=0 m.

w
= e_’\w’“exp{)\/ E
0

exp Z 0;H(at; — ty + s, 77)

L)m e (Awg)"

Wy m!

epoQiH(ati —trp+s,71)| ds}.

i=k

Tomando logaritmos resulta:

exp Zn: HiS(ati)] =A

i=1

exp Z 0;H(at; — ty + s, 77)
i=k

log £

ds—wk] ,

W
/]E
0
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28 3. GRANDES DESVIACIONES EN EL MODELO PROPUESTO
dividiendo entre o« y multiplicando por 1

1 n
“logE 6:5(at;
~logElexp ) _0:5(at;)]

i=1

1 Wk
-t [ﬁ [
= )\(tk—tk_l)]k(a)

exp Z 0;H(at; — ty + s, 27)

i=k

— 1]ds]

donde
1 ot —trp—1)
[k(a):a—)/ E[epo@H( (t; —tp) + s, 21 — 1)ds
- 0

combinando los resultados anteriores se tiene que

n

Liog Blexp 3 0:8(at)] = A 3 (0 — b))

1=1 k=1

En el caso que (61,...,6,) € R tal que ), 0; pertenezca al dominio esencial, existe 0*
tal que * >0y 6* > >" 6, paratodak=1,...,n

Lema §3.1.2. Sea (61,...,60,) € R" y sea wy,...,w, > 0 tal que wy < w,. Entonces
Yo Ow; < 0*w* para toda k € 1,...,n para cualquier 0* > mix{mix{> ; , 0; : k €
{1,...,n}},0} para cualquier w* > w,.

Demostracion. Supongase se cumple para alguna k > 1. Se tiene:

Z Ojw; = Zgiwi+9k—lwk—l

i=k—1 i=k
< Z Oiw; + <Z 0w 0" — Z 9i> Wk—1
; ' i=k
= ZQ — Wg— 1 +Q WE—1
< 9*(w — W_1) + 0 wg_q

= d'w".
Debido a que H (a(t; —tx) + s, Z1) > H(a(t;—1 —tx) + s, Z1) para toda s y Z; fijo se tiene
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por el lema anterior:

> 0:H(olt; — t) + 5, Z1) < 0"H(c0, Zy).

i=k

Si se toma el limite y después se aplica el teorema de la convergencia dominada (véase
apéndice §A.2)

lim [k(a) = E[QZL;@ eiH(OO,Z1)] — 1= eAH(OOvZ)(Z?:k 0i) _ 1.

a—r00
Por lo tanto,
) 1 n n n
Jlim ~logElexp } _0:S(ati)] = > (ts — t-1)AY_0:)
i=1 k=1 i=k
En el caso que (64, ...,60,) € R tal que Z?:j f; pertenezca al dominio esencial para alguna
7=1,...,n,
1 atj—tj—1) n
]j(oz) = — / E[GXP(Z 02‘]192.<0H(Oz(t2‘ - tj) + S, Zl)
alt;y —ti-1) Jo p
+ Z 0ilp,~oH (a(ti — 1) + s, Z1))] — 1
i=j
1 a(tj—tj-1) n
_ Elex 01y, c.oH (00, Z
> i) xp(Y 6l (09, 71)

=7

+ZQiH0¢>OH<a(ti —t)+s, 7)) -1

1=j

v
—_

Tomando el limite cuando s tiende a infinito

lim E

§—00

exp (Z O, <oH (00, Z1) + Y Oillg, o H (aults — t;) + s, Z1)>

=7 =7

=E

exp (Z Oillg,<oH (00, Z1) + Y 6illg, =0 H (o, Zl))

=7 =7
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30 3. GRANDES DESVIACIONES EN EL MODELO PROPUESTO
donde la igualdad se cumple por el teorema de la convergencia mondtona (véase apéndice§A.2).

Por lo tanto,

Iim I;(a) > E

a—00

exp (i 6;H (oo, Z1)> - 1]

i=j
— eAH(OO7Z1)(ZZn=j 02-) — 1 = 00.

Lema §3.1.3. A satisface las hipotesis del teorema de Gartner-Ellis, es decir

1. Ewiste lim,,_, %An(nt) =Ny (1),
2. 0€Dy,

:, €es semicontinua inferior en R,

-----

4. Ny, 4, diferenciable en DS, y

5. Da = R% bien A es empinada en su frontera ODa.

Demostracion. 1. Es el lema anterior §3.1.1.
2. Se cumple por hipdtesis.

3. Recordemos que
AO) = Atreat)
)\(elogsﬂ(9)H(oo,Z)—1)

= A(SOH(OO,Z)(G) - 1)7

y como 1og Y (,z)(f) es semicontinua inferior, entonces A(f) es semicontinua inferior. Por
lo tanto, A, 4, (01,...,0,) =D 1 (tk — ti1)A(D 1, 0;) es también semicontinua inferior.
4. Debido a que A(f) es diferenciable en el interior del su dominio esencial, implica que
Ayt (01,...,0,) es diferenciable.

5. 81 D(A) # R, Ap(o,z) €s el logaritmo de una generadora de momentos de una variable
aleatoria no negativa entonces, D(A) = D(Ag(00,2)) = (—00,0) 0 (—00, 0] para alguna 6 en
Ry como Af(se,7)(f) < 00 en una vecindad alrededor del cero, entonces 6> 0.

Sea {#(™)},,~1 una sucesién en el interior del dominio esencial de A, ;, tal que 8™ tiende a
0 € Ry ademas 6 € 9(Dy,, ,, ). Entonces, > ", Hgm) <@ paratodam>1yconl<k<n
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y existe 7 tal que Z?:j 0, = 0. Ya que 6 pertenece al interior Dhy, s

o6\™

J

9 J
—)At1...tn(0(m)) = (tr — ti1) 29
k=1

Debido a que A es empmada implica que A'(>"7, 91( )) tiende a infinito conforme m lo hace,

puesto que Zi:k ) ™ tiende a 6. Por lo tanto

es decir, Ay, 4, (0) es empinada. O

S(aty) _S(c;fw) satisface el princi-

o g oo ey

Por el teorema de Géartner-Ellis se puede concluir que (

pio de grandes desviaciones en R? con funcién de tasa

A>tk1 ..... tn = Sup [Z 92337, - At1 ..... tn (917 cee 7971)] .
=1

Nétese que > " Oix; => ", 0; Z;Zl(mj —xjq) =0 > bi(z; — xj1), entonces

n

Ly, (1, —supzze — 1) Z(tj—tjfl)A@@-)]

0cR

7=1 1=j 7=1
Si se hace v; = Z?:j f; con j =1,...,n, se tiene la siguiente identidad:
n n
Lyt (@1, an) = supD> vy — 2500) = (= ti-1)A(v))]
OeR 4] =
Considérese para cada j = 1,...,n una sucesién de valores reales tal que {v;}ren tal que

muwﬁ;ﬁg_M%w:N(ﬁ;ﬁg)

k—o0 t;, — tj,1 tj — tj,1

Esta sucesion existe por la definicién de A* como un supremo, entonces se tiene
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32 3. GRANDES DESVIACIONES EN EL MODELO PROPUESTO
Si se hace k tender a infinito se cumple la siguiente desigualdad:

n

T; —Ti1
I m) > ) (b — o)A 2 )
t1,..y tn(xlv y L )—;(] J 1) (tj_tj—l)

Lema §3.1.4. {%} satisface el principio de grandes desviaciones.

Sea X el conjunto de todos los mapeos de [0,1] a R? tal que ¢t = 0 es enviado al origen,

y & es equipado con la topologia de convergencia puntual (véase apéndice §A.1) en [0, 1].

Definicién §3.1.1. Un orden parcial por inclusiones se define en J el conjunto de todas
las particiones en [0,1], de la siguiente manera: para 1,5 € J, @ = {s1,...,8,} < J =

{ti.. .t} sisp =ty para alguna q(1), q : 1,...,|i| = 1,...,|j| inyectiva.

Para ¢« < j € J, la proyeccion candnica
. (e li dyli

es la restriccién de las proyecciones coordenadas de ); a Y;. Notar que son funciones con-
tinuas. Sea X el limite proyectivo de {); = (R%)I71},c; con respecto a las proyecciones p;;.
Entonces, X' puede ser identificado con el espacio X'. Cada g € X corresponde a (p;(g));ecs,
la cual pertenece a X ya que p;(g) = pij(p;(g9)) para i < j € J. En el caso contrario, cada
x = (1;);e; de X puede ser identificado a través del siguiente mapeo f : [0, 1] — R? tal que
f(t) = xy parat > 0y f(0) = 0. Las funciones tasa en cada Y}, I;, son como en §3.1 y
de hecho son funciones de tasa buena. Entonces aplicando el teorema de Dawson-Gartner se

tiene el principio de grandes desviaciones para S(-) con funcién de tasa buena

%9 en cualquier otro caso

1) = {fo A*(f(t))dt, sif€AC, f(0)=0

Demostracion. Considérese f € AC (el conjunto de las funciones absolutamente continuas,

—_ 4@

= =5~ yparak >1se define

ver apéndice). Sea ¢g(t)

([kt]+1) 1
0=k [ glds te). g1 =k [ gls)ds
(k] /K 1-
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Obsérvese que

L) > > 1 (p-1))

k—oo 4=
1

= h'ininf/ A*(g"(t))dt.
— 00 0

Por el teorema de Lebesgue (vedse apéndice §A.2), limy o g*(t) = g(t) casi donde sea en

[0,1]. Por lo tanto por el lema de Fatou (vedse apéndice §A.2)y la semicontinuidad de A*(-),

1 1
lim inf / A*(g"(t))dt > / lim inf A*(g*(¢))dt
0 0

k—o0 k—o0

> / A (g(t))dt
"

De la identidad en §4.2 se tiene que

k

sup > [(0)(f(t) = f(tim1) = (= ti1)A(v)))]

O<t1<ta<...<tp -1
k k

— sup > [(v)(f(s)ds —  sup Y (L= ti_1)A(vy))]

0<t1<ta<...<ty —1 0<t1<t2<...<ty —1

< | sup[{v;, f(s)ds)) — A(vy))]
=/ A*(f(s))ds
= I(f)
Por lo tanto
k
Iy = sup D @) (f(t) = ftia)) = (= tia)Awy))] < I(f)

0<t1<ta<...<tg,01,..., 01 =1

Finalmente supéngase que no es absolutamente continua. Entonces existen 6 > 0y {s] <

th < --- < sp < ty,} una sucesién de particiones en [0, 1] tal que Zfﬁl(zﬁf — s7') tiende a
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34 3. GRANDES DESVIACIONES EN ELL MODELO PROPUESTO
cero y Zﬁl |f(t) — f(s7)| > 6. Nétese que debido a que A* es no negativa y por §4.2

k

Ix(f) = sup > 61 f(t) = ftim1) = (= ti)A(6))]

0<t1<te<..<tybi,...,0,ERI =1
k

sup D L0 (1) = f(s0)) = (= s)AG)].

0<s1<t1<s2<ta < <8 <tpb1,....0nERY ||

v

Por lo tanto para t; = ¢}, s; = s}, y una 6, en la direccién de f(t;) — f(s;) y con |6;] = p se

tiene la siguiente cota:

L) = timsupl Y- 15(0) ~ F(s5)] = [sup A Y07 7))
> po. ! )

La arbitrariedad de p implica que Ix(f) = oc.

§3.2. Grandes desviaciones para el modelo de riesgo

Teorema §3.2.1. Supdnganse

1. b es Lipschitz continua,

2. Np(oo,z)(0) < 00 para toda 6 € R y también A(0) < oo para toda § € R,
3. existe B > 0 tal que el lim,_,., b(x) = B,

4. b=1inf,ecg b(x) > N(0).

Entonces (X) cumple el principio de grandes desviaciones con funcidn de tasa buena

CA*(—¢ . B—A'(0)
J@:{ J2° A (=g (t) + blg(t))dt si g € AC[0,00) N DEO)

%9 en cualquier otro caso.

Demostracion. Como se mencioné anteriormente S(-) satisface el principio de grandes desvia-

(0)

ciones en Dg " con funcién de tasa I. Considerar el funcional definido en Dg © por F(f) =g,

donde g es la unica solucién cadlag de la ecuacién integral

g(t) =u+ /Ot b(g(s))ds — f(t), t>0
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63.2. GRANDES DESVIACIONES PARA EL MODELO DE RIESGO 35
No vamos a probar que la ecuacién tiene solucién unica. Esto se puede ver en [8]: S satisface

las condiciones para ser una semimartingala. Por ultimo, al ser la funcién de primas Lipschitz
continua y el proceso de reclamaciones una semimartingala se puede mostrar (Teorema 7 pag
197 [8]) que existe en efecto una solucion tnica fuerte. (Los resultados que aqui se mencionan
se encuentran en el apéndice §A.4). Basta con probar que el funcional F' es continuo, asi se

puede aplicar posteriormente el principio de contraccién §2.2.1 a F'(S(-)).

Notacidén 4. Sea D0, 00) el conjunto de funciones cadlag con valores en los reales en [0, 00).

Definimos el conjunto
t
Dy ={f € D[0,00): f(0) =ay lim —= = u}
Se equipa a D¥ con la métrica

o) = =

Veamos que F(f) € DENO Por definicién de F , g = F(g) es una funcién cadlag, y
g(0) = u — f(0) = u. Elijamos ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que A’(0) + ¢ < b, lo cual
es posible por (N). Como f € DSV(O), existe una 17" > 0 tal que

QY
—= —N(0)| <
H A

para toda t > T. Pero g(t) > u + bt — f(t) de lo que se sigue g(t) — oo cuando ¢ — oo.
En consecuencia podemos elegir T tal que |b(g(s)) — B| < ¢ para toda s > T". Ahora, por la
desigualdad del triangulo, tenemos para t > T que

|42 - 15 o <

1+t

u+ [} blg(s))ds — B(1+T)
1+1¢

Jylblg(s)) — Blds
1+t

_|_

|l

El primer término en la derecha se va a cero conforme ¢ tiende a infinito pues el numerador
es una constante. El segundo y tercer término son acotados por €. Entonces el término de la
izquierda esta acotado por 3¢ para t suficientemente grande. Al ser € > 0 arbitrario se sigue
que g € DE_A/(O).

Se prueba a continuacién la continuidad de F'. Por (A), existe K > 0 tal que |b(x)—B| < ¢
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36 3. GRANDES DESVIACIONES EN EL MODELO PROPUESTO

para toda z > K. Fijamos f € D([)v(o)

y € > 0 suficientemente pequefia tal que b— A’(0) > 2,

lo cual es posible por (N). Entonces, podemos encontrar 7' > 0 tal que

S

1 A'(O)' <ey u—bt—(N(0)+2)(1+1t) > K,

para todo t > T'. Ahora se toma ¢ = W y sea f1 € Dé\/(o) tal que doaro)(f, f1) <0
Se definen g1 = F'(f1) y g = F(f). Obsérvese que para todo ¢ > 0,

9(t) — ()] _

= dOA,@fwat/w ) = bloa(s))lds

<5+L/ la(s) = g1(5)]
1+ s

donde L es la constante de Lipschitz para b(-). Por lo tanto, por el lema de Gronwall (véase
apéndice §A.2),
|9(t) — g1(¢)]

<delt<e Wt<T.
14+t

De ahora en adelante sea ¢t > T fija y arbitraria. Como do ar)(f, f1) <&y |14 1+t —N0)] <e

se sigue que
Al < FO +6(1+1) < (N0) +e+0)(1+18) < (A0) +2e)(1+1).
Entonces, se tiene que
a(t) =u+ /Otb(gl(s))ds — fi(t) > u+0bt — (A'(0) +2¢)(1 + ) > K,
y de ese modo, g(t) > K. Asi,

[b(g(8)) = b(g2(D))] < [b(g(1)) — Bl +|B — b(ga(1))] < 2e.

Se tiene también que
t

9(t) = g1(t) = g(T") — u(T) + / [b(g(s5)) = b(g1(s)lds — (f(t) = f1(t)) + (f(T) = fo(T)).

T
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63.2. GRANDES DESVIACIONES PARA EL MODELO DE RIESGO 37
De la ecuacién anterior y la cota obtenemos que para t < T

9®) — ()] _ 20— 1)

25 < 5e.
T+t =TTy teoseE

Lo cual resulta en la continuidad de F' en f. Como f € D(/)\ O fye arbitaria, entonces F' es

continua en DQ 0 []
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Capitulo 4
Trayectoria mas probable a la ruina

En la primera seccién de este capitulo se verifica que en el principio de grandes desvia-
ciones probado en el capitulo anterior se cumple la igualdad para el conjunto definido como
ruina, en la segunda seccién se encuentra una expresion explicita de la probabilidad de ruina
bajo la condicién clésica de Cramér y por ultimo en la tercera seccién se muestra que se
puede encontrar una trayectoria que conduce a la ruina tal que satisface condiciones de las

proposiciones siguientes.

§4.1. Probabilidad de Ruina

En esta seccion se muestran algunas estimaciones a través de grandes desviaciones para

obtener cotas asintdticas a la probabilidad de ruina del proceso
t
X(t)=u +/ b(X(s))ds — S(t), t>0,
0

donde S = SF, es un proceso Poisson generalizado como en §1.2.

Notacién 5. Sea u > 0. Se define como
Y(u)=P(Ft >0: X(t) <0/X(0) =u)

a la probabilidad de ruina.

Para ¢ > 0, sea ¢.(u) evaluada para el proceso {Xf} definido como arriba sélo con A
remplazado por ? y H(t, Z;) por eH(t,Z;).
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40 4. TRAYECTORIA MAS PROBABLE A LA RUINA
Notacién 6. Para 0 <v < u, y J la funcion de tasa

J(g) = 22 A (=g(t) + b(g(t))dt si g € AC[0,00) N DY,
! o0 en CU;CLZQ'U/I;GT' otro caso

como en §3.2.1.

Sea w(u,v) :
w(u,v) = inf{J(g) : g € AC[0,00) N DENO 4 4(t) = v para alguna t > 0},

donde D" = {f € D[0,00) : f(0) =a limy_o 1 = p}.

Proposicion §4.1.1. Bajo la suposiciones:
1. b es Lipschitz continua,
2. Np(oo,z)(0) < 00 para toda 6 € R y también A(0) < oo para toda § € R,
3. existe B > 0 tal que el lim,_,.., b(x) = B,
4. b= inf,erb(x) > N(0),
se tiene que
lim < log . (u) = —w(u, 0)

para cualquier u > 0.

B—A(0)

Demostracion. Consideramos la funcion Q) : D, — (—o0, u] dada por

Q(g) = inf{g(t) : t > 0}.
Como @ es continua y por el principio de grandes desviaciones para X¢(-) se cumple que

—inf{J(g) : Q(g) <0} liminf. o € log ¢ (u)
lim SUPg 0 € log 1/}5 (u)

—nf{J(g) : Q(g) < 0}

IAIACIA

Como J es una funcién de tasa buena, el infimo sobre el abierto se alcanza en alguna
h € AC[0,00) N DENO ¢l que Q(h) < 0. Nétese que el conjunto {g : Q(g) < 0} es
cerrado por la continuidad de (). Como J es una funcién de tasa buena, alcanza su minimo
en conjuntos compactos por ser semicontinua inferior. Como B — A’(0) > 0 por hipdtesis y
he DENO por cémo se eligié h, entonces lim; o, h(t) = oo, ya que lim;_, ?(—3 = B—N\(0).
Debido a que Q(h) = infy>q h(t) < 0, existe una to > 0 tal que h(ty) = 0. Considérese g tal
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§4.1. PROBABILIDAD DE RUINA 41
que

gn(t) = b(gn(t)) — A'(0) sit > to.
Asi, se tiene Q(gp) = inf{gn(t) : t > 0} < 0 porque gy(to) =0 .

o) - /OtOA*<—h<>+b
A (—h(t) 4D

_ /0 A (=t (h(t)))dt+/tooA*(A’(0))

{ gn(t) = h(t) sit <to,

(o))t + [ A Iban(0) — N O) + blan(e))e

to

Por lo tanto J(gn) < J(h). Se puede suponer sin pérdida de generalidad que h entonces

también satisface
hto) =0y h(t) = b(h(t)) — N'(0)t > to,

para alguna ¢y > 0. Por lo tanto, se obtiene

inf{J(g) : Q) < 0} = J(h) = / "N + RO = w(w,0), (1)

donde la primera igualdad se cumple por definicion de h, la segunda por el Teorema §3.2.1
y la ultima por la continuidad de J y la definicién de w.

Se mostrard a continuacién que inf{J(g) : Q(g) < 0} = J(h). Sea a > 0 fija. Para cualquier
0 > 0, se denota g5 a

h(t) sit <t
gs(t) = ¢ —a(t —to) sito<t<to+d
—ad + ftz+5 b(gs(s))ds — N (0)[t — (to + 0)] sito+d <t
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42 4. TRAYECTORIA MAS PROBABLE A LA RUINA
Entonces se sigue de la segunda linea de la definicién de g5 que Q(gs) <0y

J(9s)

A (Caslt) + blos(t)))dt

to 0

A*(=h(t) 4+ b(h(t)))dt + /w A (o 4 b(—alt —tg)))dt + A*(—gs + blgs))dt

A (—h(t) + b(h(t)))dt + / " At (ot — to)))dt +

to

I
o— — S—

t"; A*(=b(gs(t)) + A'(0) + b(gs(t)))dt

to 0

A*(=h(t) + b(h(t)))dt + / tOMA*(aer(—oz(t—to)))dtJr / A*(A'(0))dt

I
S—

— I+ / " At At — o)),

to

ya que A*(A’(0)) =0, y por §4.1.

Finalmente,

J(h) inf{J(g) : Qg) < 0}
mf{.J(g) : Q(g) < 0}
J(95)

J(h) + / " Aot b(—alt — o).

to

IA

IN

La primera igualdad es por definicién de h, y la tercera desigualdad por definicion de
infimo ya que es cota para cualquiera, en este caso gs. Ahora bien, al tender § a cero, y como

A*(x) es finita para todo x positivo, se obtiene la igualdad.

§4.2. Condicion de Cramér

Una expresion explicita para la probabilidad de ruina puede ser obtenida cuando se tiene

la siguiente condicién, la cual corresponde a la condicién clésica de Cramér, es decir:

Suposicién §4.2.1. Condicion de Cramér

Para toda ¢ > inf,er b(x), existe v, > 0 tal que A(7y.) — ¢y. = 0.

42



§4.2. CONDICION DE CRAMER 43
Recordemos que la funcién A(t) = lfm,_, £ A, (nt) cuando el limite existe donde A,,(t) =

log ¢, (t) el es logaritmo de la funcién generadora de momentos.

Es necesario que la constante ¢ sea mayor que el infimo de la funcién de primas b. Esta
a su vez satisface la condiciéon de ganancia neta, la cual en promedio hara que el modelo
mantenga el capital positivo en promedio, pero no es del todo suficiente para alejarse de
la ruina. De esta forma, bajo las mismas hipétesis, f'(7.) = A'(7.) — ¢ > 0. (Los valores
{7Ve: ¢ > inf,er b(x)} se llaman coeficientes de ajuste local.) Cuando la Suposicién §4.2.1 se

cumple, para cualquier ¢ > inf,cg b(z), tenemos la siguiente identidad

1 A" (N (7))
{ f A>|< —_ = - 4.2
fuf ¢ <t+c> N —c e (4.2)
y el infimo se alcanza tnicamente en t = m

Probemos la identidad §4.2 ocurre. Se ve primero la tltima igualdad:

AW () sup{(97 (7)) — A(9)}
Al(’Yc) —C A'(’yc) —C

si y solo si 6 es la solucion de la ecuacién
N (7)) = N(0) =0,

por lo tanto # = ~.; de ahi que

AN () 7N (e) — Ae)
A/('Vc) —C A/(’Yc) —C
fYcA/(’Yc)) — CYc
N(ve) —c
'YC[A/('VC)) — C]
N(ye) —e

1
A,("/c)_c ’

fnf 1A G + c) ~ fuftsup (9 G + c)) _ A0
= 125 S%p{t (9 G + c)) —tA(9)}

Ahora se muestra que el infimo se alcanza justamente en t =
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44 4. TRAYECTORIA MAS PROBABLE A LA RUINA
Derivando con respecto a ¢ la funcién f(t) =t (6 (3 +c)) — tA(9)

Oc — A(6) (4.3)

Derivando con respecto a 6 la funcién f(0) = ¢(6(3 + c)) — tA(6)

(1 —te) —tA'(9), (4.4)
se iguala §4.2 a cero,
Oc—A0)=0
por lo tanto, de la identidad de Cramér §4.2.1 se tiene que 6 = 7.. Ahora, si §4.2 se iguala a
cero
I1+tle—=A() = 0
S t(AN@B)—c) = 1
1
& —— =t

AN(O) —c

finalmente se sustituye 6 = ..

Por ultimo mostraremos la primera igualdad.

nf £A* (;) ANV =)+ o)

Teorema §4.2.1. Bajo las suposiciones:
1. b es Lipschitz continua,
2. Np(oo,z)(0) < 00 para toda 6 € R y también A(0) < oo para toda § € R,
3. Existe B > 0 tal que el lim, .. b(x) = B,
4. b=1inf,ep b(x) > N'(0),
se tiene que .
li_r}réslogm(u) = —/0 Voydr u >0

Probaremos primero el siguiente lema:

Lema §4.2.1. Para cualquier 0 < v < u se tiene w(u,0) = w(u,v) + w(v,0).
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§4.2. CONDICION DE CRAMER 45

Demostracion. Se tiene que w(r,r) = 0 para cualquier r > 0, se verifica ahora para el caso

0 < v < u. Probaremos primero que w(u,0) < w(u,v) + w(v,0). Sean f y g tales que
alcanzan el infimo en la definiciéon de w(u,v) y w(v,0) respectivamente. La existencia de
estas funciones se asegura de la bondad de J(-). Existe ¢, tal que f(to) = vy so > 0 tal que
g(so) = 0. Si se define h como:

o) :{ F(b) si t <t

g(t — to) sit > .

La funcién h es absolutamente continua porque fy g lo son y también h(tg+s¢) = g(so) = 0.

Por lo tanto

() < I = | U IO 0+ [Nt~ )+ b o))

< J(f)+ J(g) = w(u,v) + w(v,0).

Ahora se probard w(u,0) > w(u,v) +w(v,0). Sea h tal que alcanza el infimo de la definicién
de w(u,0). Como Q(h) = inf;>¢h(t) < 0 existe una to > 0 tal que h(ty) = 0. Debido a que
h(0) = wy h es continua, exite una sy € (0, %) tal que h(sg) = v. Ahora sean f y g funciones

continuas definidas por

{ F(t) = h(t) si0<t< s,
F) =b(f(t)) — N(0) sit>sg

g(t) = h(t + so) si0<t<ty— so,
{ g(t) =b(g(t)) — A'(0) sit>ty— sp.

Asi entonces, f(0) = u, f(so) =wv, g(0) = vy g(ty — so) = 0. Por lo tanto, w(u,v) < J(f),

w(v,0) < J(g), se tiene

w(u,0) = J(h)z/otOA*(_h(t)+b(h(t)))dt

to

_ /%mpj@+wg@»ﬁ+/‘NG@@—%HW@@—%mﬁ

0 S0

= J(f)+ J(g) > w(u,v) + w(v,0)
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46 4. TRAYECTORIA MAS PROBABLE A LA RUINA
por lo tanto, w(u,0) > w(u,v) + w(v,0) con lo cual se obtiene la segunda desigualdad y se

prueba el lema.

Demostracion. (Teorema §4.2)

Se probara que la igualdad siguiente se cumple:

w/(u> 0) = Vb(u)»

donde w'(-,-) es la derivada de w(-,-) con respecto al primer argumento. Para este fin se

revisa que el limite por la izquierda y el limite por la izquierda coincidan. Tenemos que

w(u+9,0) —w(u,0) w(u—6,0) —w(u,0)

lim lim
d—0t ) d—0t
por el lema anterior puede escribirse como:
w(u+ 9, u) w(u,u—0)
lim ———y lim —
6—07+ ) Y d—0+ )

Considérese el limite por la derecha. Nétese que w(u + d,u) = inf{.J(g) : ¢ € Sus} Sus =
{9 € Df;;A,(O) : g(t) = uparaalgunat > 0y {g(s) : s € [0,t]} C [u,u+ 6]}. Sea g €
AC[0,00) NS, s fija, pero arbitaria. Para una ¢ tal que se cumplan las propiedades de g,

J(g) > / A*(—4(s) + b(g(s)))ds

usando la desigualdad de Jensen ya que A* es convexa,

/Ot A*(=g(s) + b(g(s)))ds > tA* (% /Ot(—g(s) + b(g(s)))ds)

integrando y evaluando en ¢g(t) = u y g(0) = u + 4,

- (31 [ biatonas)

por la linealidad de b, usando el hecho de que g(s) € [u, u + 6],

J(g) > inf tA*(g + b(s))

T s€u,utd]
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84.3. TRAYECTORIA ‘MAS PROBABLE’ A LA RUINA 47
por definicién de infimo,

t 1
>¢0 inf inf-A"(++b(s))

s€u,u+d] t>0 5

=0 Inf s
s€[u,u+d] ToGs)

usando la identidad §4.2.
Entonces w(u + d,u) > 6 Infscpuuts) Yo(s)-
Ahora sea g € S, s N ACy[0, 00) definida como

J— —6 1 —6
9(t) = u = (M) = b))t — w5 m) 810 <t < w5
g(t) = b(g(t)) — N(0) sit > ot

Se tiene

w5y < [T R (g00) + bgle))a

= [T AW ) = ) + gl

y al sustituir con la definicién de g,

6 * !/ _ U s
= W) — 0] s ) D)

utilizando propiedades de integrales.

Entonces,

) A (N (Ve
lim sup wlutd,u) ( (%( ))) = Yb(u)>

50 J = N (V) — b(u)

nuevamente por la identidad que se deriva de la condicién de Cramér, la continuidad de A* y

w(u+0,u)

de b(-). En conclusion, lim;_,o+ =5 = y3(). Lo que significa que la probabilidad de ruina

se acerca a la cota de Cramér conforme € tiende a cero.

§4.3. Trayectoria ‘mas probable’ a la ruina

Existen varias trayectorias del proceso (X;) que iniciando con un capital incial u para
algin ¢y, Xy, = 0, es decir que estas conducen a la ruina. Una vez que es de interés este
conjunto de trayectorias, nos interesa en particular aquella que es mas probable’, entendemos
por la més probable aquella que su funcién de tasa corresponda a la de la probabilidad de

ruina.
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48 4. TRAYECTORIA MAS PROBABLE A LA RUINA
Teorema §4.3.1. Supdonganse

1. b es Lipschitz continua,

2. Np(oo,z)(0) < 00 para toda 6 € R y también A(0) < oo para toda 6 € R,
3. existe B > 0 tal que el lim,_,., b(x) = B,

4. b= nf,erb(x) > N(0),

y sea g la solucion de

9(t) = =N (n(g(t)) + blg(t)) (4.5)
con la condicion inicial g(0) = u. Entonces existe to > 0 tal que g(ty) =0 y

/ " A (=4() + blg(t))dt = [

Demostracion. Sea ¢ > b fija, pero arbitaria. Recordemos que Ay = log E[eGH(‘X”Z)] y que

A(0) = Aferre2) — 1]. Por la condicién de Cramer §4.2.1 se tiene ¢ = % y por lo tanto

Al
N(ve) = At o (ye) — ¢ = At 0N (1) — (7—7)
)\[eAH(oo,Z) _ 1]
- )\eAH(oo,Z)('YC)A/I{(qu) (P)/C) —Cc = AeAH(OO‘Z)(VC)A/I{(oo,Z) (,-)/c) _ -

/ AH(c0,2)(Ve) ( A! )\eAH_l
N(ye) —c = Aelfienire)( H(c0,2) (Ve) — ~
Y AH(oo,Z)(%)(A/ ( ) _ l) + i
= e H(oo,2)\ Ve e e

A
= —E [’YCH(OO, Z1)6%H(OO’Z1) — GWCH(OO’ZI) + 1} .
Ve

La funcién f(z) = ze® — e® 4+ 1 es convexa y alcanza su minimo en z = 0. Por ello
A'(7.) — ¢ > 0 para toda v, > 0 y por lo tanto para toda ¢ > b. Ademés por la suposicién de
que la variable aleatoria no negativa H (oo, Z1) no es idénticamente cero, el lado derecho de

la ultima igualdad tiende a infinito cuando 7. tiende a infinito. En consecuencia, se tiene

inf A'(y.) — ¢ > 0.

c>b
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De esto se sigue que existe tg > 0 tal que g(to) = 0. Recuérdese que

9(t) = =N (n(g(t))) + blg(t)),

ahora nétese que

/0 OA*(—g(t)+b(g(t)))dt= /O OA*(A'(%(g(m))dt

cuando se sustituye se elimina b(g(s)),

to
= /0 Ao [N (egg(ey)) — blg(t))]dt

usamos la identidad de Cramer §4.2,

to u
= / Yoty [—9(t)]dt = / Vo(z) d
0 0

se obtiene de la definicién de g.

La primera igualdad se cumple por hipdtesis, la segunda se sigue de la identidad §4.2,
la tercera también por hipdtesis. Por iltimo la cuarta desigualdad se obtiene haciendo el
cambio de variable z = g(t) donde g(ty) =0y u = g(0).

Este teorema no presenta de manera explicita la trayectoria que lleva a la ruina sino se
presenta como la solucion de la ecuacion §4.3.1. Se considera la ‘més probable’ en términos
de grandes desviaciones.

El modelo presentado en el Capitulo 1 encuentra finalmente aqui la probabilidad de ruina y
describimos como es que se llega, mostrando “el camino méas probable”. Estimar la ruina es
el objeto de nuestro interés y para ello se presentaron aqui técnicas de grandes desviaciones

(ver Capitulo 2) aplicadas a este modelo §1.3 (ver Capitulo 3).
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Apéndice A

Apéndice

§A.1. Topologia

Un conjunto dirigido es un conjunto A equipado con la relacién binaria < tal que

1. a £ a para toda a € A;
2. Sia < By B Sy entonces a S

3. para cualquier a, 5 € A existe y € Atal que a Svy 5 <.

Una red en un conjunto X es un mapeo o — z, de un conjunto dirigido de un conjunto A
a un conjunto X. Denotado como (z,)aea 0 solamente por (z,) si A se sobreentiende y se

dice que (z,) es indexado por A.

Definicién §A.1.1. Sea X # 0, una topologia en X es una familia T de subconjuntos de X,
que contiene a ) y X, es cerrado bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas, es decir,

{Ua}pea C 7, entonces

y st Uy, ..., U, €T, entonces

(X, 7) es llamado un espacio topoldgico.

Definicién §A.1.2. Una base para T es una familia B C 7 que contiene una vecindad base

para T en cada x € X.
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52 A. APENDICE
Definicién §A.1.3. Vecindad Base

St T topologia en X, una vecindad base para 7 en x € X es una familia N C 7 tal que

mzeV, VYWeN
s siUer z€eUdVeN VCU

Sea F'(Q,Q4) la coleccién de todas las funciones de el conjunto 2 a €. Si A es una
familia de subconjuntos de €2, la topologia 74 de convergencia uniforme en miembros de A

tiene como vecindad base los conjuntos

{9 € F(Q, M) : supd(g(x), f(x)) < 0},

T€A
fer(Q,0), AcA §>0,deD.

Convergencia relativa a 74 significa convergencia uniforme en cada A € A. Por ejemplo, si
A = Q obtenemos la topologia de la convergencia uniforme en €2; Si A es la coleccion

de todos los singuletes {z}, x € Q, se tiene la topologia de la convergencia puntual.

Definicién §A.1.4. Si 7 y 7o son topologias en X tales que Ty C T, se dice que 71 es mds

débil o rudimentaria que T, o inversamente que T es mads fuerte o fina.

Si X es cualquier conjunto y {fa : X — X,}aca es una familia de mapeos de X en los
espacios topolégicos X, hay una tnica topologia més debil generada por {f,}aca. En otras
palabras, 7 es una topologia generada por los conjuntos de la forma f;'(U,) donde a € A y
U, es abierto en X, El ejemplo que es de relevancia de esta construccién para este trabajo es
el producto Cartesiano de espacios topolégicos. Si { X, }aeca es cualquier familia de espacios

topoldgicos, el producto topoldgico en X = []._, X, es la topologia débil generada por

acA
los mapeos cordenados 7, : X — X,. Cuando se considera un producto Cartesiano de es-
pecios topologicos, siempre es provisto con el producto topoldgico a menos que se especifique
de otra forma. Una base para el producto topoldgico es dado por los conjuntos de la forma

n —

Nj=1Ta;1(Ua;) donde n pertence a los naturales y Us; es abierto en X,; para 1 < j <n.

Un sistema proyectivo (Yj, pi;)i<j<s consiste de espacios topoldgicos de Hausdorff ij cJ

y mapeos continuos p;; : Y; — Y; tales que p;j = p;j o pjp donde ¢ < j < k.

Definicién §A.1.5. El limite proyectivo de este sistema, denotado por X = @E, es el
congunto del espacio del producto topologico Y = Hjej Y;, consistente de todos los elementos
x = (y;)jes para lo cual y; = pi;j(y;) con it < j, equipado con la topologia inducida porY .
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§A.1. TOPOLOGIA 53

Teorema §A.1.1. Si X es un espacio topoldgico, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es compacto.
2. Cada sucesion en X tiene un punto de acumulacion.
3. Cada sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Proposiciéon §A.1.1. Si (x,)aeca €s una sucesion en un espacio topoldgico X, entonces
x € X es un punto de acumulacion de (x,) si y solo si (x,) tiene una subsucesion que

converge a x.

Teorema §A.1.2 (Tychonoff). Un producto de espacios compactos es compactos

Si {Xo}aca es cualquier familia de espacios topologicos compactos, entonces X =[] .4 Xa

acA
es compacto.

Demostracion. Es suficiente mostrar que cualquier sucesion (x;);c; in X tiene un punto
de acumulacion. Debemos hacer esto al examinar puntos de acumulacién de las sucesiones

(mp(x;)) en los subproductos de X. Sea

P = U {pe H X, : p es un punto de acumulacion de (wp(x;))}
BeA aeB

P es no vacio, debido a que cada X, es compacto y entonces (mp(z;)) tiene puntos de
acumulaciéon cuando B = {a}. Ademés, P es parcialmente ordenado por extension; es decir,
p < ¢ si g es una extension definida como arriba.

Supéngase que {p; : | € L} es un subconjunto linealmente ordenado de P, donde p; €
HaeBl Xo. Sean B* = |J,c;, By, y p* el tnico elemento de ]

dice que p* € P, de hecho, de la definicion de producto topolégico, cualquier vecindad de p*

wep* Xa que extiende cada p;. Se
contiene un conjunto de la forma Hae g+ Uq donde U, es abierto en X, y U, = X,, para casi
toda alfa excepto un nimero finito de ellas a4, ..., a,. Cada una de estas oj con j = 1,...,n
pertenece a alguna B;, entonces por el ordenamiento todas ellas pertenecen a una sola B;.

U, es una vecindad de p;, entonces (7p,(z;)) es frecuente en [] Uai

Pero entonces [ ] e, Uas

aEB;

por lo tanto (mp«(x;)) es frecuente en || U,, entonces p* es un punto de acumulacién de

acB*
(mp«(x;)). Por ende p* es una cota superior para {p;} en P.

Por el lema de Zorn, entonces P tiene un elemento maximo p € []. .5 x.- Supoéngase que
A # B, elijase v € A\ B. Por la proposiciéon anterior hay una subsucesién (mg(z;;)))jecs

de (mg(x;)) que tiende a algin p, ya que X, es compacto hay una subred (7, (z;(;(x))))kex
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54 A. APENDICE
de (my(zi(;))) que tiende a alguna p, € X,. Sea ¢ el tnico elemento de J,cz,(,y Ua que

extiende ambos p y p,; entonces la sucesion (7u¢3 (Zigix)))) kex tiende a g y por lo tanto g
es un punto de acumulacién de (mp,y(7;)) lo cual contradice la maximalidad de p. Por lo

tanto p es un punto de acumulacion de (x;).

Teorema §A.1.3. Una funcion semicontinua inferior f alcanza su minimo sobre cualquier

conjunto compacto K.

Demostracion. Supéngase que f no tiene un minimo y sea o« = inf f(K'). Entonces para cada

x € K, se tiene a < f(x) y existe (x) > 0 que satisface:

a< f(x) —e(z).

Entonces por la semicontinuidad inferior, existe una vecindad de U(x) de x tal que
f(x)—e(x) < f(y) para toda y € U(z). Ahora U(x) es una cubierta de K, entonces hay una
cantidad finita de zq,...,z, € K tales que

KcU(x)U---U---UU(zy).

Sea # dado por 8 = min f(zg) —e(xg) : k= 1,...,n. Entonces a < (3, y para cualquier
y € K, y € U(zg) para alguna k y por lo tanto 8 < f(x) — (k) < f(y), lo cual significa
g < inf f(K) = «, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f debe alcanzar su minimo en

algin punto en K.

§A.2. Analisis

Sea X un conjunto no vacio. Un algebra de conjuntos en X es un una coleccién no
vacia A de subconjuntos de X que es cerrada bajo uniones finitas y complementos, en otras
palabras, si Iy,. .., E, € Aentonces UTE; € A;ysi € Aentonces E° € A. Una o-algebra
es un algebra que es cerrada bajo uniones numerables. Si X es un espacio métrico , o mas
general un espacio topoldgico, la o-algebra generada por la familia de conjuntos abiertos en
X (o equivalentemente , por la familia de conjuntos cerrados en X) es llamada la o-algebra
de Borel en X y se denota por Bx. Sus miembros son llamados los conjuntos de Borel.
Sea X un conjunto equipado con una o-dlgebra M. Una medida en M es una funcién

w: M —[0,00):
L p(0) =0,
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§A.2. ANALISIS 55
2. si {E;}52, conjuntos ajenos en M, entonces (U E;) = > 17 u(Ej).

Definicién §A.2.1. Si X es un conjunto y M C P(X) es una o-dlgebra, (X, M) es llamado
un espacto medible y los conjuntos en M son llamados conjuntos medibles. Si p es una
medida en (X, M), entonces (X, M, u) es llamado un espacio de medida.

Sea f una funcion definida en el espacio medible X, con valores en los reales extendidos. f

se dice una funciéon medible si el conjunto {x|f(x) > a} es medible para cada real a.

Teorema §A.2.1. (Convergencia Mondtona) Sea (X,F,u) un espacio de medida y sea
(fu)nen € M(X,F,[0,00)) una sucesion creciente. Denotamos por g : X — [0,00) a la
funcion limite

g= lim f,.
n—oo

/gdu: lim / frndpe.
X n—oo X

Corolario 2. (Lema de Fatou) Sea (f,) una sucesion de funciones en M*(X, S) entonces:
S limy oo frdpy < Mmoo [ fodp para todo E € S

Entonces g € M(X,F,[0,00)) y
Ver pdginas 48 y 49 [6]

Ver pégina 51 [6]

Definicién §A.2.2. Una funcion F' : R — C es llamada absolutamente continua

si para cada € > 0 existe & > 0 tal que para cada conjunto finito de intervalos ajenos
(ah bl)a ceey (CLN, bN)7
N N
> (b —a;) <= _|F(b;) - Fla;)] <e.
1 1
Al conjunto de tales funciones F' lo de notamos como AC. Sea f : R C R* =+ R, Dyp
denota al conjunto de puntos en R en los que f no es continua, es decir,

D¢ r ={z € R|f no es contina en x}

Teorema §A.2.2. (de Lebesgue) Sea f: R C R™ — R acotada, f es integrable sobre R si y

sélo st Dy g tiene medida de Lebesgue cero.
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56 A. APENDICE

Teorema §A.2.3. (Teorema de la convergencia dominada) Sea {f,} una sucesion de fun-

ciones medibles sobre E que converge puntualmente a la funcion [ y supongamos que existe

una funcion F integrable sobre E tal que |f,| < F para todo p, entonces

1. f es integrable sobre E,
2. [, f=1lm [, [,

Lema §A.2.1. (de Gronwall) Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas y tal que g(t) > 0
para todo t € |a,b]. Sea y : [a,b] — R, funcion continua tal que

o) < )+ | ()u(s)ds, V€ [,

entonces

y(t) < F(t) + / £(5)g(s) exp( / 9(u)du)ds.

§A.3. Convexidad

Definicién §A.3.1. Una funcion f : A — R es convexa si y solo si para todo par de puntos

x1, 29 € A y todo nimero 0 € [0, 1] se cumple la desigualdad
fOx 4 (1 = 0)xz) < Of (21) + (1 —0) f(22).

Lema §A.3.1. (desigualdad de Jensen) Si (X, F, 1) es un espacio de medida con pu(X) =1,
g:X — (a,b) con g€ L' (u) y F convexa en (a,b) entonces

F(/gd,u) S/Fogdﬂ.

Lema §A.3.2. Sea f una funcion esencialmente suave y convexa. Si f(0) =0y f*(x) =0

para alguna x € R? entonces 0 € int(Dy)
Ver péagina 342 [1]

Teorema §A.3.1. (Rockafellar) Si A : R — (—o00,00] es una funcion esencialmente suave,

semicontinua inferior, convexa, entonces ri(Dy+) C F.

El subdiferencial de cualquier funcién convexa g(z) en x es el conjunto {\ : g(y) >
9(z) + (A y — 2)¥y € R}
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Demostracion. Supdngase que Dy« # (). Sea un punto fijo 2 € ri(Dy+) y se define la funcién
FA) = A = (X x) + A ().

Si f(A) = 0, entonces \ pertenece al subdiferencial de A*(+) en z. La prueba de que z € F
estd basada en mostrar que tal A (como en la definicién) existe y que pertenece a D3. Observa
que f: R — [0,00) es una funcién convexa, semicontinua inferior y que infycga f(A) = 0.
Se corrobora entonces que la transformada de Legendre de f(-) es f*(-) = A*(- +x) — A*(z).
Por lo tanto, con = € ri(Dy~) se sigue que 0 € 7i(Dy+). Por el lema anterior existe una
n € Dy- tal que f(n) = 0. Sea A(-) = A(- +n) — A(). Por hipétesis, A es una funcién
esencialmente suave, convexa y A(0) = 0. Ademés A*(z) = f(n) = 0. En consecuencia por
el Lema §A.3.2 /~\() es finita en una vecindad al origen. Por lo tanto, n € DY y por hipdtesis
f(+) es diferenciable en 7. Més ain, f(n) = infycga f(A), lo que implica que Vf(n) = 0, es
decir, x = VA(n). Por lo tanto z € F.

§A.4. Integracién estocastica

En un espacio de probabilidad completo (€2, F, P). Ademads se provee de una filtracién

(Ft)o<t<oo- Una filtracién es una familia de o-dlgebras (F;)o<t<oo creciente: Fy C Fy si s < t.

Definicién §A.4.1. Una variable aleatoria T : Q — [0,00] es un tiempo de paro si el
evento {T <t} € F; con 0 <t < o00.

Un proceso estocastico X en (2, F, P) es una coleccién de variables aleatorias (X;)o<t<oo-
El proceso X se dice adaptado si X; € F; (es decir, es F; medible) para cada t. Las funciones

t — X;(w) mapeo [0,00) en R son llamadas trayectorias muestra del proceso estocastico
X.

Definicién §A.4.2. Un proceso estocdstico X se dice cadlag si tiene trayectorias que son

continuas por la derecha con limites por la izquierda, casi sequramente.

Definicién §A.4.3. Un proceso H se dice ser predecible simple si H tiene una repre-
sentacion .
Hy = Holoy (t) + Z HiH(Ti,TiH}(t)
i=1
donde 0 =Ty < --- < T, es una secuencia finita de tiempos de paro, H; € Fr, con |H;| < oo

con 0 <1 < n, casi sequramente.
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La coleccién de procesos predecibles simpres se denota por S. Si equipamos a S por la

topologia de la convergencia uniforme en (¢,w) se denota por S,. Al espacio de variables
aleatorias con valores finitos con la topologia de la convergencia en probabilidad se denota
por LV,

Para un proceso dado X se define un mapeo lineal Ix : S — L° como sigue:

]X(H) = HOXO + ZHi(XTi+1 - XTi)?

=1

donde H € S tiene la representacion

H, = Holy + > Hilir,1,...

i=1

Definicién §A.4.4. Un proceso X es una semimartingala total si X es cadlag, adaptado

yIx:S, — L° es continua.
Para un proceso X y un tiempo de paro T, la notacién X7 denota el proceso (Xia7)i>o-

Definicién §A.4.5. Un proceso X es llamado semimartingala si para cada t € [0, 00),

X! es una semimartingala total.

Teorema §A.4.1. Cada proceso adaptado con trayectorias cadlag de variacion finita en

compactos es una semimartingala.

Demostracion. Basta observar que |Ix(H)| < |H|, [;° [dXs]

El proceso H pertence a L si es de trayectorias cadlag y es adaptado.

Definicién §A.4.6. Un operador F' es un funcional de Lipschitz si para cada X,Y en

D satisface las siguientes dos condiciones
1. para cualquier tiempo de paro T, XT= = YT~ implica F(X)T~ = F(Y)T~
2. existe un proceso creciente finito K = (Ky)i>o tal que
|[F(X)e = F(Y):| < K| X =Y,
cast sequramente para cada t > 0.
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Teorema §A.4.2. Sea Z una semimartingala, Zy = 0, el proceso J € D y el operador F

funcional de Lipschitz, entonces la ecuacion
t
Xi=J; +/ F(X),.dZ,
0

tiene una solucion en D y es unica. Ademas si J es una semimartingala entonces también

X es una semimartingala.

Demostracion. ver pagina 197 Protter [8].
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