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A mi abuela Graciela Salicrup






Cambia lo superficial
Cambia también lo profundo
Cambia el modo de pensar
Cambia todo en este mundo

Cambia el clima con los anos
Cambia el pastor su rebano
Y asi como todo cambia

Que yo cambie no es extrano

Cambia el mas fino brillante
De mano en mano su brillo
Cambia el nido el pajarillo
Cambia el sentir un amante

Cambia el rumbo el caminante
Aunque esto le cause dano

Y asi como todo cambia

Que yo cambie no es extrano

Cambia, todo cambia
Cambia, todo cambia

Fragmento de Todo cambia de Julio Numhauser
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Introducciéon

Este trabajo tiene como objetivo desarrollar la teoria necesaria para poder com-
prender a profundidad el articulo The associated random walk and martingales in
random walks with stationary increments publicado en el afio 2010 por D. R. Grey
[8]. En dicho articulo se define y estudia el concepto de caminata aleatoria asociada y
martingala de Wald, se dan las condiciones para poder generalizarlo y finalmente se
analizan ejemplos que cumplen dichas condiciones.

En el capitulo introductorio demostraremos las leyes 0-1: de Lévy y de Hewitt-
Savage. Después introduciremos el concepto de caminata aleatoria y veremos como
a partir de la Ley 0-1 de Hewitt-Savage podemos caracterizar su comportamiento
asintotico.

Posteriormente estudiaremos el caso en que la transformada de Laplace de una
caminata aleatoria satisface la condicion de Cramer. En tal caso se puede construir la
caminata aleatoria asociada . Mostraremos que si una caminata aleatoria satisface
que lim,_,, .S, = 00 c. s. entonces su caminata aleatoria asociada cumplird que
lim, 0 S} = —o0 c. s.. También construiremos la martingala de Wald a partir de
una caminata aleatoria con condicién de Cramer.

En el capitulo siguiente observaremos que para generalizar el concepto de caminata
aleatoria asociado es necesario un proceso erdodico (X, )nen que cumpla una condicion
similar a la de Cramer. Asi construiremos un proceso asociado de manera anéloga al
caso de la caminata aleatoria asociada.

Es particularmente interesante la Proposicion 3.18 donde se construye la medida
de probabilidad para el proceso asociado, dicha demostracion no esté desarollada con
detalle en el articulo de Grey. Para poder hacer esta demostracion, utilizamos una
técnica similar a la que se usa para probar el Teorema de Extension de Kolmogorov,
en la cual es fundamental que en un espacio de probabilidad definido en B(R™) todo
evento puede ser aproximado por un conjunto compacto.

Una vez dadas las condiciones para generalizar consideramos dos ejemplos que las
satisfacen
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1. Una cadena de Markov con incrementos estacionarios (Capitulo 4).
2. Un proceso con incrementos estacionarios gaussianos (Capitulo 5).

En la Proposicion 4.11 se muestra que una cadena de Markov irreducible con
incrementos estacionarios es ergodica. De la misma manera en la Proposicion 5.9 se
muestra que un proceso con incrementos estacionarios gaussianos cuyos coeficientes de
correlacion convergen a cero es ergdodico. Nada de esto es trivial ni esta desarrollado
en el articulo de Grey. Para poder hacer la demostraciéon es necesario utilizar la
convergencia de funciones caracteristicas.

Otro detalle muy importante es que en el capitulo de caminata aleatoria asociada
observamos que se satisface una relacion de dualidad, si una caminata aleatoria S,
tiene caminata asociada .S, entonces esta tambien tendra caminata asociada y volvera
a ser la inicial es decir S;:* = S,,. Al generalizar, dicha dualidad no siempre es valida,
este resultado no es analizado a profundidad en este trabajo, para mayor informacion
constltese la tercer seccion del articulo de Gray [8]. En los casos estudiados en los
capitulos 3 y 4 si se satisface la dualidad.

En el dltimo capitulo extendemos estas nociones al caso de procesos en tiempo
continuo (que no es tratado en el articulo de Grey), y se trabaja con procesos de
Lévy. Se hace una breve introducciéon a los procesos de Lévy y nos planteamos bajo
qué condiciones un proceso de Lévy tiene proceso de Lévy asociado y cuéles de las
propiedades de las caminatas aleatorias se preservan en este caso. La condicién de
Cramer para procesos de Lévy es fundamental en este capitulo.

Para poder leer esta tesis es altamente recomendado tener los conocimientos de
un primer curso de probabilidad a nivel licenciatura asi como los de un curso basico
de teoria de la medida, ademas de comprender el concepto de esperanza condicional
con respecto a una o-algebra. Toda la demas teoria se desarrolla en la tesis o se da la
referencia exacta para poder consultarla.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo probaremos dos generalizaciones de la Ley 0-1 de Kolmogorov:
La Ley 0-1 de Lévy y la Ley 0-1 de Hewitt Savage. La Ley 0-1 de Lévy nos sera tutil
mas adelante. Al final de este capitulo utilizaremos la Ley 0-1 de Hewitt Savage para
caracterizar el comportamiento asintético de las caminatas aleatorias.

1.1. Ley 0-1 de Lévy y de Kolmogorov

Definiciéon 1.1. Sea (F,)nen una filtracion en un espacio de probabilidad (2, F, P),
es decir una sucesion de o-dlgebras que satisface F,, C F,11 C F para toda n € N.

a) Decimos que (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias estd adaptada a (F,)nen
si X, es F,-medible para toda n € N.

b) Si (Xp)nen cumple que
1. E(|X,|) < oo para todan € N .

2. (Xp)nen esta adaptada a (F,)npen-
3. E(X,1|Fn) = X, para toda n € N.

Diremos que (X,)nen €s martingala con respecto a (Fp)nen-

Una martingala se puede interpretar como un fenémeno aleatorio que evoluciona
en el tiempo y cuya informacion al tiempo n esté descrita por F,,. Un ejemplo de esto
serfa un modelo para el desarrollo de un juego justo.

El siguiente resultado se puede consultar en [5] Teo 5.2.8.
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1.1. LEY 0-1 DE LEVY Y DE KOLMOGOROV

Teorema 1.2 (Convergencia de martingalas). Sea (X, )nen una martingala con
respecto a una filtracion (F,)nen tal que sup{ E(X;")}nen < 00 entonces existe X una

variable aleatoria, O'(U Fn)-medible tal que
neN

a) E|X]| < o0.
b) lim X, = X c.s.

n—o0

Aplicando este resultado podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.3 (Teorema de Lévy hacia adelante). Sea (2, F, P) un espacio de proba-

bilidad, si tenemos una filtracion (Gp)nen, G = O'(U Gn) y'Y una variable aleatoria

neN
integrable F-medible entonces

lim E(Y|G,) = E(Y|G) c.s. y en L*.
n—oo

Demostracion. La sucesion de variables aleatorias { X, = E(Y|G,) }nen es martingala.
En efecto
1. Para toda n € N,

E([Xal) = E(EY]G,)]) < E(E(Y]] Ga) = E(JY]) < 00

ya que Y es integrable, por lo que se cumple la condicion de integrabilidad.

2. Por definicion de esperanza condicional (X,,).en estéd adaptada a (G, )nen-

3. Para toda n € N, E(X,11|G,) = E(E(Y|G1+1)|Gn) = E(Y|Gn) = E(X,) va
que G, C Gny1, (por la propiedad de anidamiento de la esperanza condicional).

Por 1. tenemos que para toda n € N

sup{ (X)) nen < sup{ E(|Xa|) }nen < E(JY]) < 00

y por el Teorema de Convergencia de Martingalas existe una variable aleatoria X
integrable y G-medible tal que

lim X, = X cs.
n—oo
y el Teorema de Covergencia Dominada nos permite afirmar que la convergencia
también es valida en L.
Nos resta que verificar que X = E(Y|G) c.s., observemos que se tienen las
siguientes propiedades:
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. X es G-medible pues es limite de funciones G-medibles.
2. Sea A € G,,. Para toda n > ny

/XndP:/E(Y|Qn)dP:/YdP
A A A

por que A € G,, C G,. Por el Teorema de Convergencia Dominada

lim XndP:/ lim XndP:/XdP:/YdP.
A A A

n—oo A n—oo

En consecuencia para toda A € U G, se cumple la igualdad anterior y como U Gn
neN neN
es un m-sistema en U(U G,) tenemos que para toda A € G

neN
/XdP—/YdP.
A A

Por los dos puntos anteriores y por la unicidad de la esperanza condicional X = E(Y|G)
c.s.

]

Corolario 1.4. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, si tenemos una filtracion

(Gn)nen, G = U(U Gn) ¥y Y una variable aleatoria integrable y medible con respecto a

neN
g entonces

lim E(Y|G,) =Y c.s. yen L.

n—o0

Demostracion. Es claro por el Teorema 1.3 ya que como Y es una variable aleatoria
G medible
E(Y|G) =Y cs.

O

Corolario 1.5 (Ley 0-1 de Lévy). Sea (Q2,F,P) un espacio de probabilidad. Si

tenemos una filtracion (Gp)nen, G = U(U Gn) y A € G entonces
neN

lim E(14]G,) =14 c.5. y en L*.

n—oo

Demostracion. Es claro inmediato del Corolario 1.4 pues 14 es G-medible. O]
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1.2. LEY 0-1 DE HEWITT SAVAGE Y DE KOLMOGOROV

Con esto queda demostrada la ley 0-1 de Lévy la cual utilizaremos posteriormente
en la tesis. Por completez deseamos dar una demostracion de la ley 0-1 de Kolmogorov
usando el resultado anterior. La ley 0-1 de Kolmogorov esta relacionada con la
o-algebra cola misma que definiremos a continuacion.

Definicion 1.6. Sean (X;);en una coleccion de variables aleatorias en un espacio de

probabilidad, sea T, = o(X,, Xpi1,...), sea T = ﬂ T;. T se llama la o-dlgebra cola
ieN

de (Tn)nen 0 de (X;)ien.

Intuitivamente un elemento de la o-algebra cola se caracteriza por que si cambiamos
un numero finito de valores no afecta su ocurrencia, es decir el evento depende
unicamente de la cola de la sucesion de variables aleatorias.

Teorema 1.7 (Ley 0-1 de Kolmogorov). Sean (X;)ien una coleccion de variables
aleatorias independientes en un espacio de probabilidad, sea A € T un evento en la
o-dlgebra cola de (X;);en entonces

P(A) € {0,1}.
Demostracion. Sea A € T, sean F,, = 0(Xy,..X,), F = U(U Fi). Es claro que
ieN
T C F por lo cual A € F. Como A € T en particular A € o(X,,, X411, ...), por lo
cual A es independiente de F, y asi

E(14|F,) = P(A).
Como A € F por la Ley 0-1 de Lévy al ser (F,,)nen una filtracion
P(A) = lim E(14]F,) =14
n—oo

de donde concluimos P(A) € {0,1}.

1.2. Ley 0-1 de Hewitt Savage y de Kolmogorov

Para poder analizar el comportamiento asintético de las caminatas aleatorias es
necesario contar con un resultado que generalice la Ley 0-1 de Kolmogorov: la Ley
0-1 de Hewitt Savage.

Observemos primero que la construcciéon de los borelianos en R™ puede ser exten-
dida para construir los borelianos del espacio

RY := {(z1,29,...) : 2; € R}.

18



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.8. Sea C la familia de los cilindros finito dimensionales en RY es decir
C:={RCRY:R=(a1,b] % ... X (an,bn] x RN, —00 < a; < b; < c0}.
Definimos a los borelianos de RN como B(RY) = o(C).

El Teorema de Extension de Kolmogorov nos da condiciones bajo las cuales si
tenemos una coleccion de medidas {P", B(R")},en se pueden extender de manera
tinica a una medida en B(RY), la demostracion se puede consultar en [5] Teo A.3.1.

Teorema 1.9 (Teorema de Extension de Kolmogorov). Sean (P"),en una sucesion
de medidas de probabilidad consistentes en (R™, B(R")),en es decir que para toda
n € N y toda a; < b;, 1 = 1,2...,n se tiene

P ((ay,by] X ... X (an, by] x R) = P"((ay,b1] X ... X (an, by)).
Entonces existe una tinica medida de probabilidad P en (RN, B(RY)) tal que
P((ay,b1] X ... X (an, by] x RYY = P™*((ay,by] X ... X (an,by)).
En particular podemos usar este teorema cuando (X,,),en son variables aleatorias

i.i.d. Para cadan € Ny Ay, ...A, € B(R) definimos

n

P"(Ay x Ay X .. x Ay) = P(X1 € Ay, .. X, € A,) = [[ P(X; € 4))

=1

y se puede extender a B(R™) de manera tnica ya que B(R") es la o-algebra generada
por los cilindros finito dimensionales y obtenemos asi el espacio de probabilidad
(R™, B(R™), P™).

Es claro que la familia (P"),cn es una sucesion de medidas consistentes y por el
Teorema de Extension de Kolmogorov existe una tinica medida de probabilidad PN

en (RN, B(RY)) tal que para todan € N, X := (X1, Xy, ...):
PY(X € B) = P"((Xy,...,X,) € B), B € B(R"),
donde
{XeB}={weQ: (Xi(w),..,X,(w)) € B; Xj(w) e R,j #1..n}.

Ahora vamos a ver un resultado que nos permitira aproximar a los borelianos de
RN y que nos ser4 1til para demostrar la Ley 0-1 de Hewitt Savage. Sean (F;);en las
sub o-algebras de B(RY) definidas por

Fi={AecBRY): A= B xR B < BR")},
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1.2. LEY 0-1 DE HEWITT SAVAGE Y DE KOLMOGOROV

y consideremos a las familias C y D definidas a continuacion

C:= UE)

i€EN

D :={A € B(RY) : para toda ¢ > 0, existe B € C tal que P"(A A B) < &}.

Proposicion 1.10. D = B(RY), es decir la familia C nos permite aproximar a
cualquier conjunto de B(RY).

Demostracion. Observemos que C es un 7-sistema pues:

1.RY eC.

2. Sean A, B € C entonces A = C x RN, B =D xRN con C € B(R"), D € B(R™).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer m = n + [, asi tenemos que AN B =
(CxRHYNB) xRY y como (C xRYNBeR™ ANB eC.

Veamos que D es un A-sistema. De hecho probaremos que es una o-algebra y en
consecuencia es A-sistema.

Es claro que RY € D, por que RY € F, para toda i € N.

Ahora veamos que si A € D entonces A € D. Sea € > 0, existe B € C tal que
PY(AA B) <e. Como A € B(RY), B € C es claro que A° € B(RY), B¢ € C y como
es una propiedad de la diferencia simétrica que A A B = A° A C¢, PN(AA B) =
PN(Ac A C°) por lo cual A° € D.

Por ltimo veremos que si Ay, A, ... € D entonces | J;-; A; € D. Primero se vera el
resultado para uniones finitas y esto se hara por induccion. Sean Aq, Ag, ... € D tales
que A;NAj = () para i # j. Primero probemos por induccion que |J;_, A; € D,Vn € N.

Para n =1 es trivial.

H.I. Supongamos que | J;, A; € D entonces existe B € C tal que

o™

P JAiaB) <
=1

Como A, 11 € D, existe C € C tal que

PN(An+1 A C) <

DO ™

20



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observemos que

PN(U A A (BUC)) = PN(U A;) — QPN(U A,N(BUC))+PYBUC)
= PN(LnJ A;) + PY(Apir) — 2[PN(CJ AN (BUCQ))

+ PY(A,.1N(BUC))] + PY(BUC)

pues A; N A; = 0,4 # j. Continuando con el desarrollo

— PN(O A) + PN(App) —2 [PN(O A;NB) + PN(O AN (B°NQC))
+ PN(L+1 NC)+ PY(A N (B ;WCC))] + PY(B UZEZ’)
< PN(O Ag) 4+ PY(Any) — Q[PN(O A; N B)

+ PY(A,p1 N C)] + PY(B) + PY(C)

=P JAiAB)+ PYA 1 AC) <e.

i=1
Asi U?jll A; € D y por induccion | J;_, A; € D para toda n € N.

Ahora probemos que | J;.y Ai € D. Sabemos que existe n € N tal que
PN(U Az) < E
i=n 2

pues A;NA; = 0,4 # j. Por la observacion anterior existe B € D tal que PN(U?Z_I1 AN
B) < 5. Por lo cual

PN(G A; A B) = PN(G A;\ B) + PY(B\ [OJ A;

i=1 i=1 i=1

- PN(U A;\ B) +PN(U A\ B) +PN(B\UAi)

21



1.2. LEY 0-1 DE HEWITT SAVAGE Y DE KOLMOGOROV

pues A; N A; = 0,4 # j. Continuando con el desarrollo
n—1 (o] n—1
<P J A\ B)+ P JA)+PYB\ | 4A)
i=1 i=n i=1

— pN(nU A; A B) + PN(G A) <e

=1 i=n

y se concluye que | J;=, A; € D.

Es decir hemos probado que D es un A-sistema. El Teorema de la Clase Mono6tona
nos permite afirmar que ¢(C) € D C B(RY) y como o(C) = B(RY) concluimos
D = B(RY).

O

Con los resultados anteriores podremos estudiar la Ley 0-1 de Hewitt Savage para
lo cual solo nos falta definir un par de nuevos conceptos.

Definicion 1.11. Sea 7 : N — N decimos que 7 es una permutacion finita si es
biyectiva y m(n) = n para todo n excepto en un nuimero finito de casos.

Si (X;)ien es una sucesion de variables aleatorias y X = (Xj, Xy, ...)un vector
aleatorio infinito decimal definimos

W(X) = (XW(1)7XW(2), )
Si A= {X € B} con B € B(RY) denotamos
7(A) .= {n(X) € B}.

Definicion 1.12. Decimos que un evento A = {X € B} con B € B(RY) es simétrico
si m(A) = A, para toda permutacion finita .

Teorema 1.13 (Ley 0-1 de Hewitt Savage). Sean (X;);en una sucesion de variables
aleatorias i.i.d. y sea A = {X € B} un evento simétrico entonces PN(A) € {0,1}.

Demostracion. Sea A = {X € B} un evento simétrico. Por la Proposicion 1.10 para
cada n € N podemos escoger B, € B(RY) tal que si

A, ={X € B, x RY € B(RM)}

entonces
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

lim PY(A A A,) = 0.

Consideremos la siguiente permutacion finita

ntfm sil<m<n
T(m): =< m-n sin<m<2n
m si 2n < m.

Como las variables aleatorias (X;);en son i.i.d para toda n € N
PY(X € B) = PN(m,(X) € B).

Asi
PY(AA A,) = Px(BA B,) = P, (x)(BAB,).

Como A es simétrico se tiene que
A={X € B} =m(A) ={m.(X) € B}
y en consecuencia

P..x)(B A B,) = PY((m,(X) € B) A (m,(X) € By))

= PY((X € B) A (ma(X) € By)) = PY(A A ma(A)).

Asi por (1.2) y (1.3) tenemos
PYANAA,) = PYAAT(A)).
Es una propiedad de la diferencia simétrica que
AN (A, Nma(A4,)) CAAA)U(AAT,(A)).

Por (1.4)

PYANA (A, N7, (A4,) < PNANA A) + PYAAT,(A))

=2PN(A A A)
por lo cual por (1.1)
lim PY(A A (A, N7a(Ay))) = 0.

n—o0
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1.2. LEY 0-1 DE HEWITT SAVAGE Y DE KOLMOGOROV

Como PN(AAA,) = PN(A\A,)+PN(A,\ A) por (1.1) tenemos que lim PY(A\A,) =
lim PY(A, \ A) =0, por lo cual

n—oo

0= lim (PY(A\ 4,) — PY(4, \ A))

n—oo
= lim (PN(A) — PY(AN A,) + PY(AN A,) — PY(A,))
n—oo
= lim (PN(A) — PN(A,))
n—oo
es decir
. N 1t N
g PHA) = lim P4 (16)

Analogamente por (1.4) usando (1.1)

lim PY(m,(A,)) = lim PY(A) (1.7)
n—oo n—oo
y por (1.5)
lim PY(A, N7,(A,)) = lim PY(A). (1.8)
n—oo n—oo

Finalmente por la independencia de (X;);en

PY(A, N (Ay) = PY(X € B, x RY 7, (X) € B, x RY)

(
= P"((X1, Xa, ... Xn) € Bu, (Xr,(1)s Xen(2)s - Xen(n)) € Bn)
= P"((X1, X2, ... Xy) € By, (Xni1, Xnio, - Xon) € By)
= P"((X1, Xy, .. X,) € Bo)P"((Xpi1, Xngo, .. Xon) € By)
= P"((X1, X2, ...X») € By) P"((Xng1, Xng2, .. Xon) € By)
= PY(X € B,)PY(m,(X) € B,)
= P(A,) P (1 (4,))

y por (1.6), (1.7) y (1.8), PN(A) = PN(A)? por lo cual

PY(A) € {0,1}.
O

Por ultimo igual que en la secciéon anterior podemos ofrecemos nueva demostracion
de la Ley 0-1 de Kolmogorov.
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Teorema 1.14 (Ley 0-1 de Kolmogorov). Sean (X;);en una coleccion de variables
aleatorias independientes en un mismo espacio de probabilidad, sea A € T un evento
en la o-dlgebra de cola entonces

P(A) € {0,1}.

Demostracion. Sea A € T, sea m una permutacion finita, entonces existe ng € N
tal que si n > ng, m(n) = n. Como A esté en la o-algebra de cola entonces A €
0(Xngs Xng+1...) por lo cual m(A) = Ay asi A es un evento simétrico, en consecuencia,
por la Ley 0-1 de Hewitt Savage,

P(A) € {0,1}.

O

1.3. Comportamiento asintético de caminatas alea-
torias

El comportamiento asintotico de las caminatas aleatorias seré central en esta tesis,
en esta secciéon demostraremos que se puede caracterizar de una manera bastante
simple.

Definicion 1.15. Sean (X;);en una sucesion de variables aleatorias i.i.d. definidas
n

en un espacio de probabilidad (Q, F, P), al proceso {S,, = E X }nen, se le conoce
i=1

como caminata aleatoria.

El siguiente teorema caracteriza el comportamiento de las caminatas aleatorias
para demostrarlo utilizaremos la Ley 0-1 de Hewitt Savage.

Teorema 1.16. Sea (S, )nen entonces

1. limsup S, y liminf S, no son ambos finitos salvo en el caso trivial cuando
n—00 n—o0

Sp =0 c.s. para toda n € N.
2. Las siguientes tres posibilidades son excluyentes
(a) lim S, = o0 c.s.
n—oo

(b) —oo =liminf S, < limsup S, = oo c.s.
n—00 n—00
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(¢c) lim S, = —o0 c.s.
n—oo

Demostracion. Sean Y = limsup S, Ay = {w € Q: Y (w) = b,b € [—00,00]}. Sea 7
n—oo
una permutacion finita entonces existe ng € N tal que si n > ng 7(n) = n. Asi

limsup S,, = lim (sup S,,) = lim ( sup S,,) = lim ( sup S,,)
n—00 n—00 m>n n—=00 m>n>ng =00 m>n>ng
= lim ( sup S,) = limsup Sy

n—o0 W(m)ZTL n—o00

entonces A, es simétrico. Por la Ley 0-1 de Hewitt-Savage A, tiene probabilidad 0 ¢ 1
y asi existe ¢ € [—00, 00| tal que lim sup S,, = ¢ c.s. Analogamente existe d € [—o0, ]

n—o0
tal que liminf .S, = d c.s.
n—o0

Tenemos tres casos:

Caso 1) ceR.
n+1

. . o . . !

Como las variables aleatorias son i.i.d. si S, = 5 X, tenemos que

i=2

¢ =limsup S,, = X; + limsup S; =X;+cecs.
n—o0 n—oo
Asi X7 = 0 c.s. e inductivamente S,, = 0 para toda n € N c.s. y se cumple el caso
trivial. Ahora veamos que en los demas casos sucede lo enunciado en el inciso 2. de
este teorema.
Caso 2) ¢ = oc.

Observemos que si d € R como liminf S,, = d entonces de manera anéloga al caso
n—oo

anterior concluimos que S,, = 0 para toda n € N c.s. lo cual contradice que ¢ = oo.
Asi solo tenemos dos posibilidades:
Subcaso 1) d = co.
Entonces lim inf S,, = limsup .S,, = oo por lo que nh_)rgo S, = o0 c¢.8. y se cumple

n—o0 n—00
2.(a).
Subcaso 2) d = —cc.
Entonces liminf S,, = —co c.s, limsup S,, = oo ¢.s. y se cumple 2.(b).
n—00 n—oo
Caso 3) ¢ = —oc.
Como —oo = liminf 5,, < limsup S,, = —o0, se satisface
n—oo n—00
lim S,, = —oo c.s. correspondiente al inciso 2.(c).
n—0o0
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Capitulo 2

La caminata aleatoria asociada y la
martingala de Wald

En este capitulo definiremos el concepto de caminata aleatoria asociada y analiza-
remos algunas de sus propiedades, también construiremos la martingala de Wald.

2.1. La caminata aleatoria asociada

En el capitulo anterior demostramos que las caminatas aleatorias tienen cuatro
posibles tipos de comportamiento asintético. Si determinamos el valor de la esperanza
de X7, en algunos casos podremos conocer el comportamiento asintético de la caminata
aleatoria.

Proposicion 2.1. Sea (S,,)nen una caminata aleatoria tal que
0 < E(X3) < o0, entonces

lim S,, = o c.s.

n—oo
Demostracion. Sea ¢ = E(X7) por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros tenemos
que

’ n
lim — =cec.s.
n—oo M

Como ¢ > 0 existe € > 0 tal que ¢ — ¢ > 0, ademas por el limite anterior existe
ng € N tal que si n > ny,

S,

|— —c| <c—e.
n
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200 T T T T
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a0
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Figura 2.1: Primeros 50 pasos de una caminata aleatoria con distribucién uniforme
discreta en {1,2,3,4,5,6} es decir con E(X;) =2

En particular

c— L <c—c¢
despejando
ne < S,.

Haciendo tender n a infinito

lim S, = o c.s.
n—oo

La siguiente proposiciéon es analoga:

Proposicion 2.2. Sea (S,,)nen una caminata aleatoria tal que
—o00 < E(X;) <0 entonces

lim S, = —>0 c.s.
n—o0
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Definiciéon 2.3. Sea (S,,)nen una caminata aleatoria con 0 < E(X;) < 0o 6 —o0 <
E(X;) <0y F la funcion de distribucion de Xy, si existe 6 # 0 tal que

E(e™%%) = /OO e dF(z) =1

decimos que cumple la condicion de Crdmer. En tal caso definimos la funcion de
distribucion

F*(s) := / S e "dF(x).

o0

La caminata aleatoria S} = ZX: tal que X} tiene funcion de distribucion

i=1 neN
F* es la caminata aleatoria asociada de (Sy)nen-

En la siguiente proposiciéon mostramos las propiedades principales de la caminata
aleatoria asociada:

Proposicion 2.4. Sea (S,,)nen una caminata aleatoria tal que
0 < E(X)) < 0o con caminata aleatoria asociada entonces

1. 6 es positivo.
. 0 es unico.
. Xi no puede ser constante c.s. y en consecuencia X; tampoco.

2
3

4. B(X7) <0.
5. (F*)*=F.
6

. La caminata aleatoria asociada tiene caminata aleatoria asociada y es la cami-

nata aleatoria original.
Demostracion. 1. Sea ¢(x) := e

la desigualdad de Jensen

<;§(/_ xdF (x

—GE

, ¢ € R, es claro que ¢ es convexa. Entonces por

88

/ e "dF(z) =1
1

| /\
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2.1. LA CAMINATA ALEATORIA ASOCIADA

como la funcién exponencial es creciente y € = 1
—0E(X;) <0.

Asi como 0 # 0y E(X;) > 0 concluimos 6 > 0.
2. Sea K > 0 una constante positiva. Observemos que por la Proposicion 2.1
tenemos que

lim S,, = o0 c.s.
n—oo

Por lo que, como 6 es positivo

lim —6S,, = —oo c.s.
n—oo

lo que implica, por continuidad de la funciéon exponencial que
lim e %" =0 cs.
n—oo

—05. < 9K Asi tenemos la siguiente

Si S, > —K entonces como 6 es positivo e
desigualdad
6793"]1{&2—[(} S eeKﬂ{SnZ—K} S €0K.

Como la funcién constante /&

Dominada

es integrable entonces por el Teorema de Convergencia

lim E(e "8, > —K) = lim E(e " 15,5 1))

n—oo n—o0

= E(lim e ""15,5> ) = E(0) = 0.

n—oo
Asf debido a que E(e7%") = E(e %" S, > —K) + E(e7%";S,, < —K) y por la
independencia de las v.a. tenemos que
lim E(e %) = lim E(e )" =1 (2.1)

n—o0 n—o0

en consecuencia
lim E(e S, < —K) = 1.

n—oo

Supongamos que existe otro real positivo a # 6 tal que E(e %%i) = 1, tenemos dos
casos:

Caso 1) 0 < a < . Una vez més tenemos que si S, < —K por la desigualdad
anterior

Sp(0—a) < —K(0 —a)
—aS, < —K(@ —a)— 5,0
e—aSn < eK(O—a)—SnG
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en consecuencia

limsup E(e™*"; S, < —K) < lim E(e—K(G—a)—SnQ) — o (0-0K

n—00 n—0o0

la ultima igualdad es debida a (2.1).
Por un razonamiento anélogo al que se hizo con 6, si a satisface las hipotesis de esta
proposicion

lim E(e*") = limsup E(e"*"; S, < —K) < e~ 0-9K

n—0o0 n—00

Como K es positiva y arbitraria al hacer tender n a infinito, concluimos que

lim E(e~"*") = 0 lo cual es una contradiccion pues este limite debe de ser uno.
n—oo

Caso 2) 0 < a.
De manera analoga tendriamos que

e~ =K <— 1m E(e *) = liminf E(e **"; S, < —K).

n—oo n—o0

Como K es positiva y arbitraria conluiriamos que lim F (6_“5”) = 00, lo cual es
n—oo
una contradicciéon pues este limite debe de ser uno. Una vez agotados los dos casos
posibles tenemos que # es tnica.
3. Supongamos que X; = ¢ c.s. entonces
E(e™ %) =¢e 0 =1
—0c=0
Como 0 es distinto de cero ¢ = 0, lo cual es una contradiccion pues X; tiene esperanza

distinta de cero.
* __
Ahora supongamos que X = ¢ c.s. tenemos que

e = B’ = / " dF* (z) = / e " dF (x)

—00 [e.9]

—/:dF(a;)—1

entonces 8¢ = 0. Como 6 es distinto de cero entonces ¢ = 0. Por lo cual la funcién de
distribucion F™* estaria dada por

. e 0 sis<O,
F(S>:/ 60dF(I):{1 si0<s

[e.9]
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como la funcion exponencial es estrictamente positiva y F' es la funcion de distribucion
de X tendriamos que X = 0 c.s. lo cual es una contradicciéon pues la esperanza de X
es positiva.

4. Razonemos de manera anéloga al inciso 1. de esta proposicion sea p(z) := e”*. ¢
es estrictamente convexa pues 6 es distinto de cero, ademas como X es no constante
por la desigualdad estricta de Jensen

Ox

go(/_oo :ch*(:L')) < /00 o(x)dF*(x)

S(E(X?)) < / AP (z) = / dF(z) = 1.
Es decir,
IEXD) = p(B(X])) < 1.

Como la funcién exponencial es estrictamente creciente y e = 1
0E(X]) <0.

)

Como 6 > 0 concluimos F(X;) < 0.
5. Definamos las siguientes medidas de probabilidad en B(R). Si E € B(R)

u(B) = [ aP@AE) = [

Por la definicién de F* tenemos que

A(E)—/Ee_‘%du

Lo que muestra que p es absolutamete continua con respecto a A ya que si para algin
E € B(R)

AME) = / e " dy = 0.
E

Entonces como e % > 0, u(E) = / dp = 0.

E
Asi por la Proposicion A.4 del apéndice y por la unicidad de la derivada de Radon-

Nikodym
/eezd)\ = /eexe_exdu = /d,u =1
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En consecuencia por la definiciéon de A

B = / T dF* () = / e d\ = 1.

[e.9]

Por lo cual

(s = [ dF@) = P

o
6. Esta afirmacion es inmediata por los incisos anteriores.

]

De manera analoga si la caminata aleatoria tuviera esperanza negativa tendriamos
el siguiente resultado:

Proposicion 2.5. Sea (S,)nen una caminata aleatoria tal que
—00 < E(X1) <0 con caminata aleatoria asociada entonces

1. 6 es negativo.

0 es unico.

X; no puede ser constante c.s. y en consecuencia X; tampoco.
E(XY) > 0.

(F*)*=F.

S v e

La caminata aleatoria asociada tiene caminata aleatoria asociada y es la cami-
nata aleatoria original.

Observemos que por la Proposiciones 2.1, 2.4 y 2.5 si una caminata aleatoria S,
tiene comportamiento asintotico

lim S, = > c.s.
n—oo

Entonces su caminata aleatoria asociada S} tiene comportamiento asintético

lim S = —o0 c.s.
n—oo

De la misma forma si tiene comportamiento asintotico

lim S,, = — c.s.
n—oo

Entonces su caminata aleatoria asociada S} tiene comportamiento asintético

lim S;, = oo c.s.
n—o0
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2.2. La martingala de Wald

La existencia de la caminata aleatoria asociada tamibién nos permite la construir
una martingala:

Proposicion 2.6. Sea (S,)nen una caminata aleatoria con caminata aleatoria asocia-
da (S)nen es decir que satisface la condicion de Cramer entonces (V,, := e~ %n)
es martingala con respecto a la filtracion (o(X1, ..., Xpn))nen-

neN

Demostracion. Como e~% > 0y (X;);en son independientes tenemos que
BV, = B(e™) = (B(e™"))" =1
pues E(e %) = 1, lo que prueba que V,, es integrable para toda n € N y es inmediato
comprobar que V;, es (X7, ..., X,,)-medible.
Finalmente utilizando propiedades bésicas de la esperanza condicional
E(Vyilo(Xy, ..., X)) = BE(e %re ™ nt110(X, .. X))
= e P Be 1 0(X, ..., X,))
— G—QSnE(e—GXn+1) — 6_0Sn — Vn
ya que E(e 0Xn+1) = 1.
m

Definicion 2.7. Si una caminata aleatoria (S, )nen tiene caminata aleatoria asociada
(SH)nen decimos que (Vy,)nen es la martingala de Wald asociada a (Sy)nen-

2.3. Ejemplos

En general no todas las caminatas aleatorias tienen caminata aleatoria asociada,
a continuaciéon un par de ejemplos.

Ejemplo 2.1 (Distribucion de Poisson). Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d. con
distribucion de Poisson Pois()). En este caso la caminata aleatoria no tiene caminata
aleatoria asociada pues

O o—thg—A )k

bit) = Ble) = )

k=1
) o e—tk/\k ) 0 (e—t>\>k
=€ Z o © Z A
k=1 k=1
— 6—A€€7t>\ _ ek(e*t—l).
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\

v

4+

Figura 2.2: ¢ en el caso Pois(1)

Como A > 0, ¢(t) =1 siy solo sit =0.

Ejemplo 2.2 (Distribucion uniforme). Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d. con
distribucion uniforme U(a,b). Para poder obtener la caminata aleatoria asociada
supondremos que —oco < a < 0 <b<ooya+b>0.Asi tenemos que utilizando las
propiedades de la distribuciéon uniforme

B(x) =20 2o

b(t) = B(e™™) = { g Y

“io-a) D otro caso

por el Teorema de L‘Hopital

/ %_b Si t - 0
P (t)= e~ tatD) [t (at4-1)—e? (bt41)]

2(a=b) en otro caso.
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5 0 5 10

5T

Figura 2.3: ¢ en el caso U(—1,2)
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L J

Figura 2.4: F* en el caso U(—1,2)

Asi ¢'(0) < 0 y la funcion es decreciente en un intervalo alrededor del cero. Como
th’m Y(t) = 0o, ¥(0) = 1 y 9 es continua entonces existe 6 > 0 tal que ¥(0) =1y
—00

esta caminata aleatoria tiene caminata aleatoria asociada.
Por el célculo anterior tenemos que existe # > 0 tal que

b 0z o—0b _ o—ba
dz = —1
/a b—a ' —0(b—a)

Por lo cual la funcion de distribucién de la caminata aleatoria asociada estaria
dada por

0 sis<a
s e—@:v 6—98_6—0(1
F* = der = ———— ia<s<b
(s) /ab—ax - sia<s<
1 sib < s.

Ejemplo 2.3 (Distribucion de Laplace). Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d. con
distribucion de Laplace L(u,b). Para poder obtener la caminata aleatoria asociada
supondremos que 0 < p < oo, ademas recordemos que se debe satisfacer 0 < b < oc.
Utilizando las propiedades de la distribucién de Laplace

e Mt 1

N — — —tXiy — -
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4+

Figura 2.5: ¢ en el caso L(1,1)

Siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior

oy e (bt — 1) 4 2b°t)
1b (t) - (1 o b2t2)2

Asi ¢'(0) = —p < 0 y la funcion es decreciente en un intervalo alrededor del cero.
Como h’rrll Y(t) = 00, ¥(0) = 1y 1 es continua entonces existe 6 > 0 tal que ¥(0) = 1
t =

b
y esta caminata aleatoria tiene caminata aleatoria asociada.

Ejemplo 2.4 (Distribucién Normal). Sean (X;);ey variables aleatorias i.i.d. con
distribucién Normal N(u,0?). Para poder obtener la caminata aleatoria asociada
supondremos que 0 < j < 0o, 0 < 02 < 0o0. Es una propiedad de la distribucion

Normal que
o242

Y(t) = B(e™) = e,

Como queremos que la funcién generadora valga 1, y la funcién exponencial es
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inyectiva queremos encontrar las soluciones a la ecuacion

o*t?
pt + 5 = 0
que son t; =0, ty = 3—‘2‘ Si tomamos el primer valor construimos la misma funcion de
distribucion, por lo cual tomamos 6 = i—‘; y tenemos que la funcién de distribucion de
la caminata aleatoria asociada esta dada por

1 S, _@-w? 1 S (ew?
F*(s) = e o2 20?2 dx = e 202 du.
—0o0 —0o0

oV 2 oV 2T

Por lo que la caminata aleatoria asociada tiene distribucion Normal N(—pu, o?). En el
quinto capitulo de esta tesis estudiaremos condiciones mas generales bajo las cuales
un proceso gaussiano tiene un proceso asociado.
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Capitulo 3

La generalizacion

En el capitulo anterior consideramos (X;);cy variables aleatorias i.i.d., ahora
estudiaremos un caso mas general en el cual las variables aleatorias son ergodicas.

3.1. Generalizacion de la caminata aleatoria asocia-
da

Definicion 3.1. Sea (X;)ien una sucesion de variables aleatorias en un espacio
de probabilidad (2, F, P). Decimos que dicha sucesion es estacionaria si para toda
m,k €N

(X1, Xon) 2 (Xiihs ooy Xonth)-

Definiciéon 3.2. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y (X;)ien una sucesion
de variables aleatorias en dicho espacio. Un evento A € F es invariante con respecto
a la sucesion si existe B € B(RY) tal que para toda n € N

A={w: ( Xy, Xpt1,...) € B} ={w: (X1, Xy,...) € B}.

En particular es claro que cuando (X;);en son i.i.d. también son estacionarias sin
embargo la estacionariedad no implica forzosamente la independecia, los ejemplos
analizados en los siguientes dos capitulos son muestra de lo anterior.

Proposicion 3.3. Sean (Q, F, P) un espacio de probabilidad y (X;);en una sucesion
de variables aleatorias en dicho espacio. St

T :={A € F|A es invariante con respecto a (X;)ien}

entonces I es una o-dlgebra.
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Demostracion. Usaremos sistematicamente el hecho de que para todan € N, Y,, :=
(X, Xng1, o) 1 © — RY es una funcion y las propiedades de la imagen inversa de
funciones: Es claro que para todan € N, Q = Y1 (RY) y 0 = Y 1() por lo que
0,0eT.

Ademés si A € Z, existe B € B(RY) tal que A = (Y,, € B) para toda n € N; en
consecuencia A° = (Y,, € B¢) para toda n € N, es decir A° € Z.

Finalmente si 4; € Z,i = 1,2,... existen B; € B(RY),i = 1,2,... tales que
A; = (Y, € B;),n=1,2,... Entonces U, A; = U2, (Y, € B;), para toda n € N. Por
lo que Z es o-algebra. O]

Finalmente podemos definir el concepto que nos ayudara a generalizar la caminata
aleatoria asociada:

Definicién 3.4. Sea (X;);en una sucesion estacionaria de variables aleatorias decimos
que dicha sucesion es ergodica st L la o-dlgebra de los conjuntos invariantes es trivial
i.e. para todo A € T

P(A) € {0,1}.

Una vez mas, en el caso i.i.d. las variables aleatorias son ergodicas, en efecto
tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.5. Sea (X;)ien una sucesion de variables aleatorias i.i.d. entonces
dicha sucesion es ergodica.

Demostracion. Debido a que las variables aleatorias son i.i.d. es claro que la sucesion
es estacionaria. Sea A un conjunto invariante. Existe B € B(RY) tal que para toda
neN

A=A{w: (X,, Xps1,...) € B}

En consecuencia A es un evento cola y por la Ley 0-1 de Kolmogorov
P(A) € {0,1}, es decir, la sucesion es ergodica.
O

La importancia de las sucesiones estacionarias y ergddicas se manifiesta en el
siguiente teorema el cual generaliza la Ley de los Grandes Numeros, su demostracion
se puede consultar en [14] Teo 3 pp 413.

Teorema 3.6 (Teorema Ergodico de Birkhoff). Sea (X;);en una sucesion de variables
aleatorias estacionarias en un espacio de probabilidad (2, F, P) tal que E(|X1]) < oo.

Entonces
n

1
lim — X, =E(X4|Z) c.s. y en L.
n—o00 N, P
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Ademds si la sucesion es ergodica

1
lim —
n—oo M

n
ZX" = FE(Xy) c.s. yen Ly.
i=1
De manera similar a la Proposicién 2.1 tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.7. Sea {5, = ZXZ'}”EN con (X;)ien una sucesion ergodica tal que
—1

0< E(X)) <00, (—oo < E(X1) <0) entonces

lim S,, = o0 c.s., (lim S, = —00 c.s.)
n—oo n—oo

Demostracion. Es analoga a la Proposicion 2.1.
O

Las condiciones para construir la caminata aleatoria asociada fueron dadas en la
Definicion 2.3. Ahora enumeraremos las condiciones necesarias para poder generalizar,
las primeras dos son:

Condicion 1. La sucesion (X;);en de variables aleatorias es ergddica y
0 < E(X;) < o0, (—oo < E(X;) <0).

Condicién 2. Ezxiste 0 > 0, (6 < 0) tal que

q = lim E(e” %),

n—oo
es positivo y finito.
Esto se satisface en el caso de la caminata aleatoria asociada:

Proposicion 3.8. Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d. con caminata aleatoria
asociada, entonces satisfacen la Condicion 2.

Demostracion. Como las (X;);en tienen caminata aleatoria asociada entonces existe
0 # 0 tal que para todan € N
E(e7 %) = 1.

Como son independientes

lim E(e %) = lim E(e %" =1,

n—oo n—oo

yq=1 m
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Las dos condiciones anteriores son suficientes para garantizar la unicidad de 6.
Notese como el poder describir el comportamiento asintotico de las variables aleatorias
que es una consecuencia directa de la ergodicidad, es central en la demostracion.

Proposicion 3.9. Sea (X;);en una sucesion ergddica de variables aleatorias que
satisface las Condiciones 1 y 2 entonces 0 es unico.

Demostracion. Por comodidad supondremos E(X;) > 0y 6 > 0, el otro caso es
analogo. Sea K > (0 una constante positiva. Observemos que por la Proposicion 3.7

lim S, = oo c.s.
n—oo
Como 6 es positivo

lim —6S, = —o0 c.s.
n—0o0

Lo cual implica

lim e % = 0 c.s.
n—oo

Si S, > —K entonces, como 6 es positivo, e < K Asi tenemos la siguiente
desigualdad
6795"]1{572—[(} S egKIL{SnZ—K} S e@K.

Por el Teorema de Convergencia Dominada

lim E(e " 1g,5ry) = E( lim e " 15,5 K1) = E(0) = 0.
Debido a que E(e %") = E(e7%"; S, > —K) + E(e %", S, < —K) y por hipétesis
tenemos que
lim E(e %) = ¢ (3.1)

n—oo

y concluimos que
lim E(e™%: S, < —-K) =q.

n—o0

Ahora supongamos que existe otro real positivo a # 6 tal que

lim E(e~"*") = q. Por convexidad necesariamente a > 0 y tenemos dos casos:
n—oo

Caso 1) 0<a<¥é.
Una vez mas tenemos que si S,, < —K por la desigualdad anterior

Sp(0 —a) < —K(0 —a)
—aS, < —K(0—a)— 5,0
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€_aS" S eK(G—a)—SnG'
En consecuencia

limsup E(e™%"; S, < —K) < lim E(eK0-0)=5:0) — o~(6-ak,
n—00 n—00
la ultima igualdad se sigue por (3.1).
Por un razonamiento analogo al que se hizo con 0 si a satisface las hipotesis de
esta proposicion
lim E(e~ ") = limsup E(e %"; S, < —K) < e~ =9K,

n—0o0 n—o00

—aSn)

Como K es positiva y arbitraria concluimos que lim FE(e = 0 lo cual es una

n—oo
contradiccion pues este limite debe de ser finito.

Caso 2) 6 < a.
De manera anéloga tendriamos que

e 0-IKy <= lim E(e ") = liminf E(e~*"; S, < —K).

n—oo n—oo

Como K es positiva y arbitraria conluiriamos que lim FE(e™**") = oo lo cual es
n—oo

una contradiccion pues este limite debe de ser positivo.

Una vez agotados los dos casos posibles tenemos que # es tnica.
m

Hasta ahora solo hemos considerado variables aleatorias cuyo indice corre en
los nimeros naturales, teniendo cuidado se puede construir de manera analoga la
teoria para variables aleatorias con indices en los niimeros enteros, estas se pueden
interpretar como un proceso con pasado y futuro.

Para hacer la construccién de manera ordenada es necesario definir R™™" que es
esencialmente lo mismo que R™7+!

R™™™ = {(% s Tty oy Tno1, L), T; € R}
Nuestro objetivo es poder extender los borelianos a
RZ := {(...,x_1, 70,21, ...) : 7; € R}.
Definicién 3.10. Sean C los cilindros finito dimensionales en R% es decir
C={RCRP:R=R ™" x(a_p,b_pm] X ...
X (@, by] x R™TE® 00 < a; < by < o0},

Definimos a los borelianos como B(RZ) = o(C)
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El Teorema de Extension de Kolmogorov nos provee condiciones bajo las cuales si
tenemos una coleccién de medidas P" en B(R™™") podemos extenderlas de manera
tinica a B(RZ). La demostracién es analoga al caso de los naturales y se puede
consultar en [5] Teo A.3.1.

Teorema 3.11 (Teorema de Extension de Kolmogorov). Sean (P™)nen una sucesion
de medidas de probabilidad consistentes en (R™™" B(R™™")) es decir tales que para
toda n € N

P R X (@, by] X oo X (@, bp] X R) = P*((a_p, bp] X ... X (@, bp))-

Entonces existe una tinica medida de probabilidad P en (RZ, B(R?)) tal que para toda
neN

PR X (a_p, by] X ... X (G, bp] X R77™7) = P ((a_p,,b_y] X ... X (ap, by))
El concepto de estacionariedad también puede ser extendido.

Definicion 3.12. Sea (X;)icz una sucesion de variables aleatorias, decimos que es
una sucesion estacionaria, si para toda m € N, k € Z

(X1, ooy Xon) 2 (Xt ooos Xonsk)-

Toda sucesién de variables aleatorias estacionarias con indice en los naturales se
puede encajar en una sucesion estacionaria con indice en los enteros, la construccion
se realiza a continuacion:

Proposicion 3.13. Sea (X;)ien una sucesion estacionaria de variables aleatorias

entonces puede ser encajada en una sucesion estacionaria (X;)iez, i.€ una sucesion
estacionaria tal que para toda m € N

(X1, X)) 2 (X1, ey Xon).

Demostracion. Para el espacio (R™™" B(R™™")) si tenemos A € B(R™™") definimos
la medida de probabilidad

Pn(A) = P((Xl, ...,X2n+1) c A)

Como (X;);en es una sucesion estacionaria (P™),ecy es una sucesion de medidas de
probabilidad consistentes y por el Teorema de Extension de Kolmogorov existe una
medida de probabilidad PZ en (RZ, B(RZ)) tal que para toda A € B(R™™")

PZ(A) = P"(A).
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Asi la sucesion estacionaria (X;);cz que buscabamos es aquella para la cual se cumple
que para toda A € B(R™"™™)

P((X_p, ..., X)) € A) = PE(A).
Lo cual es mas que suficiente para definirla, ademas de que para toda m € N
(X1, Xom) 2 (X1, o, Xon).
O

Para continuar con nuestra generalizacion utilizamos la sucesion ergodica (X;);en
que satisface las Condiciones 1 y 2 denotamos por (X );cz a la sucesion estacionaria
contruida en la Proposicion 3.13. Asi para m,n € Z tales que n > m definimos

S 1= zn:)_(i, Fom = 0(Xpy . X)),

La siguiente condicién es:

Condicion 3. Sean (X;);en variables aleatorias que satisfacen las Condiciones 1y 2,
sea (S_mn)mmnen la sucesion construida en la Proposicion 3.13. Para toda B € F_ 1
con k€ N

¢(B) := lim E(e”?-mr;B)
m,n—00
existe donde 0 es como en la Condicion 2.

Esto se satiface en el caso de la caminata aleatoria asociada:

Proposicion 3.14. Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d. con caminata aleatoria
asociada, entonces satisfacen la condicion anterior.

Demostracion. El limite existe pues si B € F_j y m,n > k por la independecia de
las variables aleatorias y la condicién de Cramer se tiene que

B(e~05-m; B) = B(e™%S-ms) B(e"5-44; B)B(e *%im) = B(e'5-44; B),

y obtenemos que ¢(B) = E(e_es—k,k; B).
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Una vez que construimos la sucesion (X;);cz queremos encontrar una sucesion
(X:")iez que sea equivalente a la caminata aleatoria asociada del capitulo anterior,
para esto necesitaremos un resultado de convergencia de medidas de probabilidad.
Esta demostracion fue desarrollada a partir de [7].

Proposicion 3.15. Sean (P,)nen una coleccion de medidas de probabilidad sobre un
espacio (§2, F). Si tenemos que para toda A € F, el siguiente limite existe

lim P,(A)
y definimos P(A) como el valor de dicho limite, i.e.

P(A) := lim P,(A).

n—o0

Entonces P es una medida de probabilidad en (£, F)
Demostracion. Se probaréan los siguientes resultados:

1. P(Q)=1>P(A) > P(0) = 0 para todo A € F.

2. P UA ZP ) para A; € Fi=1,. ktalesqueAiﬂAj:@

sw;ﬁy,zg-l k.

3. P UA ZP )para A; € Fi=1,..,k talesque A,NA; =0
$2#L2J—1 k.
4. P es una medida de probabilidad en (2, F).
1. Como (P, ),en son medidas de probabilidad tenemos que
Pu(Q) = 1> Py(A) > Pu(0) =0
por lo cual

lfm P,(Q) = 1> lim Pu(4) > lim P.(0) =0

n—oo n—o0 n—oo

y debido a la existencia del limite
PQ)=1>P(A) > P)=0.
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2. Aditividad finita: Lo demostraremos para k = 2, sean A;, Ay € F eventos
excluyentes como (P,),en son medidas de probabilidad

Pn(Al U A2) - Pn(Al) + Pn<A2)

por lo cual
lim P,(A; U Ay) = lim P,(A;) + lim P,(Ay)
n—o0 n—oo n—oo
y en consecuencia
P(A; U Ay) = P(Ay) + P(Ay).

Una vez probado para k = 2 es claro que por induccién

para A; € F,i=1,2,....k eventos ajenos dos a dos.
3. Aditividad numerable: Sean A; € F i = 1,2... tales que A; N A; = () si i # j,
primero mostraremos que

o0
lim P(| |A;) =0.
Para ello construiremos dos sucesiones jg < ko < j1 < k1... ¥y
my < ng < my < ni... que nos auxiliardn. Sea € > 0, definamos los primeros términos
de la sucesion.

Sea jo = 1. Como por hipotesis las medidas de probabilidad P, convergen a P

existe mg € N tal que
o o c
P (| JA) > P JA) - e
i=1 i=1

Como FP,,, es medida de probabilidad existe ky > mg tal que

o0

Puo( | A < Z

i=ko+1

y en consecuencia debido a que F,,, es medida de probabilidad y por las altimas dos
desigualdades

ko o0 o0 o
Pl 40 = ProlJ 40— Prol U 40> P40~

i=k+1
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es decir i
0 oo c
ﬂMUA0>HUA0—5
i=1 i=1

Finalmente una vez mas como las medidas convergen a P existe ng > my tal que
k‘o k?() €
Pn(ZLJl A) < P(H A+ g paran > ny.

Asi hemos construido el primer término cada una de las sucesiones buscadas, para
construir los siguientes definimos el siguiente conjunto

r ks

B, = U U A;parar=0,1,2..

s=01i=js

Observemos que se cumplen las siguientes propiedades

ko
By = | J A
=Jo
k1
B, =ByU | J A
=J1

Finalmente

ky
Br - Brfl U U Al (32)
i=jr
Ahora supondremos que hemos construido los términos j,_1, k,._1,m_1,n,_1 y cons-
truiremos j,, k., m,,n,. Como P, , es medida de probabilidad existe j, > k,_; tal
que

> 9
P (JA) <5 (3.3)
=Jr

Como las medidas de probabilidad convergen a P existe m,. > n,_; tal que

P, (Br—1 U G A;) > P(B,_, U G A) —

i=ir i=jr

=1 M
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Observemos que como se pidio que j, > k.; B,_1 y ;- i A; son conjuntos ajenos
por lo cual al ser P, medida de probabilidad existe k, > 7, tal que

y en consecuencia debido a que P, es medida de probabilidad y por las tltimas dos
desigualdades

k.- 00 0o
P (Bror U | A) = Po (B U | A) = P (| A

1=Jr 1=]Jr i=kq+1
> £
> P, (B, U U Ai) =5
1=Jr
> £ * 9
> P(B,_; U UAZ-)————_P(BT_lu UAZ)—5
1=Jr 1=Jr
es decir i
r oo e
P, (B,_1 U U A) > P(B, U A) - > (3.4)
1=7r 1=]r

Pn(U A;) < P(U A;) + % para n > n,. (3.5)

i:jr i:jr
Una vez construida la sucesion definamos

ook

r=0i=j,
Asi tenemos que por (3.4)
k'r
P, (B) = P, (By) = Py, (By—1 U U A;) (3.6)
1=Jr
> P(B,1 U | A) - (3.7)
i=jr
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P(B, U G A;) —g

7;:j'r+1

= P(B)+P( ] A)-
7;:j'erl
(3.6) es cierta debido a que B, C By por (3.2).
(3.7) es cierta por (3.4).

€
2

o0
A; € B, U A
=Jr
(3.9) es cierta por el inciso 2 de esta proposicion.
Por lo cual tenemos que

(3.8) es cierta por que B, U|J;~

1=jr+1

P,.(B) > P(B,) + P( G A —

7;:j'r#»l

€
5
Ahora usando que P, es medida de probabilidad tenemos que

r

P, (B) = nTUUA + P, ( U UA

s=01=js s=r+1i=js

UA + P, ( U UA

s=0 i=Js s=r+1i=js

UA +P,( U A;)

i= ]s 1= ]r+1

r ks
£ S
< (P(UAi)Jrﬁ)ﬂLZ

5=0 1=Js
r ks
< Z(P U A;) + g
s=0 1=Js

— P(B,) + g

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.11) es cierta porque P, es medida de probabilidad y los eventos son ajenos.
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o) ks 00
(3.12) se cumple porque U U A; C U A,
s=r+1i=js 1=Jr+1

(3.13) es consecuencia de (3.5) y (3.3).
El inciso 2 de esta proposicién muestra (3.14).
Por lo todo lo anterior tenemos que

P, (B) < P(B,) + % (3.15)

En consecuencia de (3.10) y (3.15) se deduce que

P (B) ~ P (B) > P( | A

Z.:j’rul»l

Como n,41 > myy1 > n, > m, y como las sucesiones (P, )ren ¥ (P, )ren
convergen a un mismo limite, por la desigualdad anterior

£ > TIL%OP(’ U A;) > 0.
1=Jr+1

Como ¢ es estrictamente porsitiva y arbitraria, se concluye que

lfm P G A;) = 0. (3.16)

r—00 3 N
1=]Jr+1

Ahora por los incisos 1 y 2 tenemos que para toda j,. < k < 7,41

P( | Ai)SP(UAi)SP(UAi)

1=Jr41 =jr

por lo cual podemos concluir que

lim P<‘LJk A;) =0.

Finalmente tenemos que por la aditividad finita de P, se tiene

P(UAz‘) ZZP(Az‘)+P(UAi)
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y por (3.16)
P(JA) =D PAy).

Es decir P es medida de probabilidad en F.
m

Corolario 3.16. Sean (P, .,)mnen una coleccion de medidas de probabilidad sobre
un espacio (2, F) si tenemos que para toda A € F el siguiente limite existe

lim P, ,(A)

m,n—00
y definimos P(A) como el valor de dicho limite, i.e.

P(A):= lim P, ,(A)

m,n—00

entonces P es una medida de probabilidad en (§2, F).
Demostracion. Sea P,(A) := P, ,(A) tenemos que

lfm Py(A) = lim Ppn(A) = P(A).

n—oo m,n—0o0

Asi P, cumple las hipotesis de la Proposicion 3.15 lo que implica que P es una medida
de probabilidad en (92, F).
m

En el siguiente ejemplo se observa por que la hipdtesis de que las medidas convergan
es necesaria.

Ejemplo 3.1. Sean (N, oNT P,) una colecciéon de espacios de probabilidad cuya
medida esta definida de la siguiente manera

L sit<m<n

Py ={ g

sin < m.
Sea
A={13U{4,5,6}U{13,14,...,24}... = {1} U [ J{B3 2" +1,..,3- 221},
k=0
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Tenemos que

Pg.QZn(A) = P3,22n<{1} U U{3 . 22k + 1’ - 3. 22k+1})

k=0
n—1
= Py ({1} U [ J{3- 2" +1,..,3- 271}
k=0
1 n—1
_ 2k+1 2k
_322n1+232 —3.2%%)
1 2 1
=— (1 _22n_1__22n_1
1
=3

Por otra parte

Ps3.92n41 (A) = P3'22n+1({1} U U{3 . 22k +1,...,3- 22k+1})
k=0

= P3_22n+1<{]_} U U{3 . 22k + 17 - 3 . 22k+1})

k=0
22n+1 + Z 22k+1 22k))
R o0 R B
3. 22l 3 3
2
3

La probabilidad del evento A no puede converger a ningun valor, pues oscila entre
% y % Por lo tanto estas medidas de probabilidad no convergen a ninguna funcion. Asi
la hipoétesis de la convergencia es necesaria si se quiere construir una nueva medida
de probabilidad.

Regresando a nuestra generalizacion utilizaremos las Condiciones 1, 2, 3 y el
Corolario 3.16 para construir una nueva medida de probabilidad en F_j .

Proposicién 3.17. Sean (X;);en que satisfagan las Condiciones 1, 2y 3 sea S_, 5,
la suma construida a partir de ellos. Para k € N y m,n > k tenemos que
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1.
. E(e05-mn: B)
Pm’n = E(e_es—m,n) con B € f_k’k
es una medida de probabilidad en F_j .
2.

B
P(B):= lim P} (B)= (B con B € F_ix

m,n—00 ) q

es una medida de probabilidad en F_j .

Demostracion. 1. P;z,n esta bien definida pues si B € F_j; entonces B € F,,
cuando m,n > k ademas como la funciéon exponencial es estrictamente positiva
E(e7%=mmn) > 0.

Py, es medida de probabilidad pues

a)
E(e05-mn ()

E(e795-mn: Q)
E(e=08-mn)

b) Si B € F_, entonces () C B C Q por lo cual como la funciéon exponencial es
positiva

Py (0) = = 0,P;,,(Q) = 1

E(e7%5-mn. () < E(e7%-mn: B) < B(e "5-mn; Q)

y por el inciso a) concluimos

Bra@) =0<F;(B) <1= P (Q).
c¢) Por las propiedades de la esperanza y como se definié Py, la aditividad
numerable se satisface claramente.
2. Por el inciso 1. B, ., es una coleccién de medidas de probabilidad en F_y ;. Por

las Condiciones 2, 3 y por la ergodicidad, para todo B € F_j

lim E(e %-mn: B) lim  E(e %-mn: B)

h,m P* B _ m,n—oo _ m,n—roo
m,n—00 ma(B) lim F(e %9-mn) lim E(e %)
m,n—roo n—oo
a«B) _ .
== = BB)

Por lo cual las medidas de probabilidad convergen a una funcién y por el Corolario
3.16, P} es una medida de probabilidad.
O
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Una funcion @ : A :— R donde A es un édlgebra de subconjuntos de €2 se llama
medida de probabilidad en el algebra A si

1. Es finitamente aditiva.

2. Es continua en el vacio i.e. si para A, C Ap, Ay € An=1,2,...yN A, =0
entonces lim,,_,., Q(A4,) = 0.

Nosotros hemos construido una medida de probabilidad P} para cada kK € Ny
podemos definir una medida en Uj2, F_j  de la siguiente forma

P*(B) := P;(B) si B € F_j.

Esta nueva medida se puede extender de manera tnica a

Fooooo = 0(Upt 1 Fkk)-
La idea se demuestra en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.18. Tenemos que

1. Upl  F_j es una dlgebra.
2. P* estd bien definida y es medida de probabilidad en Uy F_j .
3. P* se puede extender de manera inica a F_o -

Demostracion. 1. Sean A, B € Uy F_yx asi A € F_yy, B € F_;; para algin
[,m € N por lo cual

a) A° € F_i vy en consecuencia A° € UpZ  F_k .

b) Sin pérdida de generalidad supongamos que k£ < [ esto implica que F_j;, C F_;;,
por lo cual AU B € F_;; y en consecuencia AU B € U2 F_ .

Por lo anterior U2, F_j i es un algebra.

2. P* esta bien definida: si B € F_;; N F_;; por como se definieron P} y P es
claro que

P*(B) = P{(B) = F/(B).

Primero demostraremos que P* es finitamente aditiva, asi sean
By, ..., B, € U2 F_i una cantidad finita de eventos tales que B; N B; = 0 si i # j.
Entonces existe | € N tal que By, ..., B, € F_;, por lo cual

n n

r(JB)=r(JB) = ZPf(Bi) = ZP*(B»

i=1 =1
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3.1. GENERALIZACION DE LA CAMINATA ALEATORIA ASOCIADA

y P* es finitamente aditiva. Ahora sea B,, € U2, F_j ) una sucesién de eventos tal
que Bni1 C B,y (o~ B, = 0. Queremos demostrar que

lfm P*(B,) = 0.

n—oo
Como B, C B, para todan € N
P*(Boi1) < P*(B,).

Asi el limite que queremos calcular existe, procederemos por contradiccién suponiendo
que existe 6 > 0 tal que
lim P*(B,) = 0.

n—oo
Por la dltima desigualdad y el limite anterior para toda n € N

P*(B,) > 6. (3.17)

Sin perdida de generalidad asumiremos que para toda n € N, B, € F_,,. En
consecuencia existe B, € B(R™™") tal que

B, ={(X_,...X,) € B,}.

Como P, es medida de probabilidad existe A, € B(R~™™") compacto (Constltese
[14] Cap I1.3 Pr 9) tal que A,, C B,, y definimos

A, = {(X_,, ... X,) € A, ).

Entonces 5
P*(Bu\ An) < 5o (3.18)
Sean
Coo= Ak = [ Xk, . Xi) € A} = {(X_, ., X,) € G} (3.19)
k=1 k=1
C,=(R"* x A, x R"* € BR™")

Tenemos que
P*(B,\ C,) = P*(B, \ﬂAk <ZP* 2\ Ar)

58



CAPITULO 3. LA GENERALIZACION

3

< P*(Bg \ Ag) <

< (3.20)

l\DIOq

La primer desigualdad es una propiedad de las medidas de probabilidad (aunque
estamos demostrando que P* es medida de probabilidad es claro que esto es cierto
por como se defini6 P* al ser una cantidad finita de eventos), la segunda desigualdad
es consecuencia de que B ; C B para toda [ € N, la tltima desigualdad es debida a
(3.18).

Por construccion C),, C B, por lo cual

P*(B,) = P*(C,) + P*(B,\ C,).

Combinando esto con (3.17) y (3.20) tenemos que para toda n € N

o
P (C,) > =
(€)= 7
Esto implica que para toda n €N, C, # () y en consecuencia C, # (). As1 para cada
n € N tomese (2™, ...z} € C,. Por lo cual para k > n, (x (_k,)l, 2P e A,
(k) (k) (k)

En particular para k > 1, (2], 2y, 2y) € A, pero A es compacto por lo cual
podemos encontrar una subsucesmn (n1) tal que

lim (x( 1),x(()m), x%"l))
niy—oo

== (27_1, Zo, xl)

con (x_q,x0,21) € Ay
Analogamente tenemos que para k > 2, (x(kQ),x( 1), xék),xgk),xz ) € Ag, pero A,
es compacto por lo cual podemos encontrar una subsucesion (ny) de (n1) tal que

lim (22, 2" 1),x(()n2),:v§”2),x(2"2)) = (x_9,2_1,%0, T1,T2)
ng—r0o0
©) .(0) .(0)  (0) _(0)

con (x4, x 1,2y , Xy Ty ) E A,. Siguiendo el proceso inductivamente encontramos
(e Ty ooy Ty -..) € RZ tal que para todan € N (z_,,,...,z,) € A,

Esto implica que () _; A4, # 0 y como A, C B, para toda n € N, entonces
N—, Bn # 0. Lo cual es una contradiccion pues habiamos supuesto lo contrario, en
conclusion tenemos que P* es finitamente aditiva y continua en el vacio por lo cual
por [3] Prop 1.2.4. P* es una medida de probabilidad en Uy F_j k.

3. Demostramos que Up—; F_j i es un algebra y P* una medida de probabilidad
en ella. Como F_  es generada por esta algebra debido al Teorema de Extension
de Carathéodory (Consultese [5]A.1.3.), existe una unica medida de probabilidad que
extienda P* a F_ -

O
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3.1. GENERALIZACION DE LA CAMINATA ALEATORIA ASOCIADA

Tenemos una nueva medida de probabilidad P* en (€2, F_o o). Observemos que

A

podemos asignarle a (X;);ez la funcion de distribucion
P (X_,,..X,€B),BeBR™").
Finalmente hemos construido el proceso estacionario asociado.

Definicion 3.19. Sean (X;);en que satisfagan las Condiciones 1, 2y 3. Al espacio
(Q, F_oo00, P*) junto con las variables aleatorias (X;)iez con funcion de distribucion

P*((X_p,...,X,) € B), Be BR™")
lo llamamos el proceso estacionario asociado al espacio (2, F_oo 00, P).

Las condiciones con las que hemos generalizado no son suficientes para poder
asegurar la dualidad, ni siquiera podremos asegurar la ergodicidad en la medida de
probabilidad P*, este tema todavia no ha sido investigado a profundidad, pero para
darse una idea de las condiciones que podrian funcionar consultese |7] Secciéon 3. En
los siguientes capitulos veremos dos ejemplos en los que si se dara la dualidad. Lo
que si es posible es asegurar es que la medida P* es estacionaria.

Proposicion 3.20. Sean (X;);en que satisfagan las Condiciones 1, 2 y 3 entonces el
espacio (2, F_ s 00 P*) es estacionario i.e. para toda m € N, k € Z, B € B(R™)

P*((Xy,...., Xn) € B) = P (X4t oo, Xomss) € B)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos que k£ € N, la demostracion
en el otro caso es analoga. Sean B; := R™*! x B, B, := R™*?* x B Tenemos que

e - B(e%Smn; By)
Py Xm) € B) = M =P

E 795_m,n.B
— 1w 2 B)

™m,n—0o0 E(G—QS,myn) =P ((Xl-l-k‘a "'7Xm+k) S B)

En la segunda igualdad usamos que el espacio (£, F_w o0, P) €s estacionario y por
lo tanto para m, n suficientemente grandes

E(e%mm By) = E(e” %™ By).
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CAPITULO 3. LA GENERALIZACION

En el caso en el que (X;);en son i.i.d. hemos construido la misma caminata aleatoria
que en el capitulo anterior.

Proposicion 3.21. Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d. con caminata aleatoria
asociada, entonces el espacio (£, F_oo 00, P*) estd formado con variables aleatorias
1.1.d. tales que

P*(Xy, < a) = E(e %% (00, 23]).

Demostracion. Como (X;);en son i.i.d. entonces el espacio (2, F_o o0, P) esté formado
por variables i.i.d. por lo cual

P*(Xl S Xy, ,Xk S Ik)

E(@,gs_myn;R2k+l X (—m’xl] X ... X (—0071%])

- m}%gloo E(eﬂgs—mm)
= lim E(e‘exl; (—o0, xl])...E(e_eX’“; (—o00, xk))
m,n—00

= P*(X, < x1)..P*(Xp < ).

En la segunda igualdad usamos la independencia y que E(e %) = 1. De las
igualdades anteriores también se deduce que

P*(Xk <ag) = E(e_eX’“; (—o00, xk)).

3.2. Generalizacion de la martingala de Wald

Ahora daremos la condicién necesaria para poder construir la martingala, esta es
muy similar a la Condicién 3. Sea Fj, := F .

Condicion 4. Para toda B € Fj, con k € N

r(B) := lim E(e %" B)

n—oo

existe donde 6 es como en la Condicion 2.

Proposicion 3.22. Sean B € F, con k € N yr(B) como en la Condicion 4 tenemos
que
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3.2. GENERALIZACION DE LA MARTINGALA DE WALD

1. r: Fr — R es una medida en (2, Fy) con masa total q.
2. r es absolutamente continua con respecto a P.

3. r tiene derivada de Radon-Nikodym V), con respecto a P la cual satisface
/ Vi.dP = r(B) para todo B € F
B

donde V}, es Fj-medible.

Demostracion. 1. De manera anédloga a la Proposicién 3.17 tenemos que si para
B € F;, definimos
E(e %" B)

E(e—esn)

es una medida de probabilidad en Fj, asi por la Proposicion 3.15

b, (B) =

lim P(B) = r(B)

n—oo q

es una medida de probabilidad en Fy, lo cual implica que r(B) es una medida en Fy,
con masa total q.
2. Sea B € Fj, tal que P(B) = 0 entonces

/ e %ndP = ( para toda n € N.
B

Por lo cual
r(B) = lim E(e” %" B), lim [ e ""dP = 0.

n—oo n—oo B

Asi r es absolutamente continua con respecto a P.

3. Por los incisos 1. y 2. tenemos dos medidas P, r en JFj, que son o-finitas, ademas
r es absolutamente continua con respecto a P. Por el Teorema de Radon Nikodym
existe una funcion Vi, € MT(Q, F) la cual satisface

/ VidP = r(B) para todo B € F.
B

]

Proposicion 3.23. Sea (Vi)ren como en la Proposicion 3.22 entonces (Vi)pen €S
martingala con respecto a (Fi)ren-
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CAPITULO 3. LA GENERALIZACION

Demostracion. 1. Por la Proposicion 3.22 tenemos que Vi, € MT(Q, Fy), ademés
como es la derivada de Radon-Nikodym

E[Vi| = E(V) = /dep — Q).

Por la Condicién 2
r(Q) = lim E(e™) = ¢ < o0

n—o0

por lo cual

2. Es claro ya que la Proposicion 3.22, nos dice que Vi, € M* (9, Fy).
3. Tenemos que Vi, € M (), Fy). Por como se constuyeron Vj y Vi1 para todo

B e F,
B B

Asi Vi es una version de F(Vi11|Fk) y por la unicidad de la esperanza condicional
Vi = E(Vis1| Fi).
O

Hemos construido una martingala que generaliza la martingala de Wald, pues en
el caso i.i.d. para B € Fj usando 3.14

lim E(e~%"; B) = E(e”*; B) = r(B)

n—o0

v Vi = e %% es la misma martingala construida en el Capitulo 2.
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Capitulo 4

Incrementos estacionarios en cadenas
de Markov

En este capitulo estudiaremos el proceso estacionario asociado a una cadena de
Markov. Para comenzar definamos qué es una cadena de Markov.

Definicién 4.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y E un subconjunto no
vacio, finito o numerable de los nimeros reales. Una sucesion de variables aleatorias

{X,:Q— E,;neN}

se llama cadena de Markov con espacio de estados E st satisface la condicion de
Markov, esto es si para todo n > 1 y toda sucesion xg, T, ...,Tn_2,2,y € E se cumple

P(Xn = y‘Xn—l =2, Xpn_2 = Tp_a, -'-7XO = xO) = P(Xn = y’Xn—l = x)

siempre que los eventos por los que se estd condicionando tengan probabilidad positiva.
La distribucion de Xo se llama distribucion inicial y la denotaremos utilizando el
vector

T i= (ﬂ'z)xEE = {P(XO = m)}acGE

Nos limitaremos a estudiar las cadenas de Markov homogéneas cuya definicion se
da a continuacion:

Definicion 4.2. Sea (X,,)nen una cadena de Markov, si para toda x,y € E y toda
m,n € N se cumple que

P(X, =yl X1 =2) = P(X,, =y|Xin_1 =),
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se dice que la cadena de Markov es homogénea.

Al no depender de n, P(X,, = y|X,—1 = x) se denota por p,,. En el caso finito
a la matriz (Pyy)zyer se le llama matriz de transicion, en el caso numerable por
extension se le llama igual.

A partir de ahora supondremos que la cadena de Markov es homogénea y no lo
mencionaremos mas. Asi podemos definir qué es un vector invariante.

Definicion 4.3. Sea (X,)nen una cadena de Markov con matriz de transicion P =
(Pay)ayer Siexiste un vector m = (7;)zep tal que todas sus entradas son no negativas,
la suma de ellas es 1 y

TP=nm

dectmos que dicho vector es de probabilidad invariante o que la cadena tiene distribu-
c1on estacionaria.

La siguiente proposiciéon muestra las implicaciones de la existencia de un vector
invariante, la demostracion se puede consultar en [2| Prop 1.4.3.

Proposicion 4.4. Sea (X,,)nen una cadena de Markov con espacio de estados E y
con vector de probabilidad invariante ™ = (7,)zcp. Si Xo tiene distribucion inicial 7
entonces

1. X, tiene la misma distribucion que Xy para toda n € N.

2. Para toda n,k € N y para x; € E, 1 = 0,1...,n la distribucion conjunta es
wmwvariante bajo corrimientos es decir

P(X, =zp, ..., Xo =20) = P(Xoik = T, ..., X = Tp)

. . A .
lo cual implica que (Xo, ..., Xn) = (X, ..., Xpik) y en consecuencia la cadena
de Markov es estacionaria.

3. Stx,y € E satisfacen que m, > 0 y 7, = 0 entonces p,, = 0.

La Proposicién 4.4 nos ensena la importancia de la existencia de un vector
invariante, pues se muestra que si una cadena tiene vector invariante y X se distribuye
como dicho vector entonces la cadena es estacionaria, esta condicién fue pedida para
generalizar la caminata aleatoria asociada. El siguiente corolario prueba que dicha
propiedad se puede extender a B(EY).
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CAPITULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

Corolario 4.5. Sea (X,,)nen una cadena de Markov con espacio de estados E y con
vector de probabilidad invariante © = (my)pep. Sea B € B(EY) y supongamos que X,
tiene distribucion inicial ™ entonces para n,k € N se cumple

(*)P((Xo,Xl, ~--;Xi7 ) € B) = P((XkJrl, ...,XkJr,L', ) S B)
Demostracion. Sea
T:={DeBR"):D=]]Dn DncBR)}
n=1

Es claro que Z es un m-sistema tal que

o(Z) = B(RM).

Veremos que si D = H D,, € I entonces (x) se cumple, sean

n=1
A=A{w: (X1, Xp..) € D}, Ay = {w: (X1,.., X)) € [ D}
m=1

Tenemos que por defincion A,, decrece a A. En consecuencia
lim,, oo P(A,,) = P(A) y finalmente
P(A) = lim P((X,..X,) € [] Dw)

n—00
m=1

= lfm P((Xp, - Xisn) € JJ 28
= P((Xk, coey Xhtms ) S D)
O

Los siguientes resultados son importantes en la teoria de cadenas de Markov para
un entendimiento méas completo consultese [2].

Definicion 4.6. Sea (X,,)nen una cadena de Markov con espacio de estados E, para
x,y € E se dice que

1. De x se accede a y si existe n > 0 tal que Pm(g,) > 0 y se denota por x — .
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2. x se comunica con y, st x — Yy ey — x lo que se denota por x <> y.
3. C(z) :=={y € E|lx <> y} es la clase de comunicacion de x.

4. La cadena es irreducible si para todo x € E, C(x) = E.

5. d(x) = mcd{n|P;,EZ) > 0} es el periodo de x donde mcd significa mdzimo comin
divisor.

6. Un estado es aperiddico si d(z) = 1 y la cadena es aperiddica si todos los estados
lo son.

Lema 4.7. Sea (X,,)nen una cadena de Markov irreducible y aperiddica con espacio
de estados E y con vector de probabilidad invariante m = (7;)zer, entonces

my > 0 para todo y € E.

Teorema 4.8 (Teorema de Convergencia). Sea (X,)nen una cadena de Markov
wrreducible y aperiodica con espacio de estados E y con vector de probabilidad invariante
T = (Ty)zer, entonces

lim p™ = 7,
n—>oopx’y Y

Aunque para construir la cadena de Markov asociada utilizaremos cadenas de
Markov irreducibles, para poder asegurar la ergodicidad de una cadena de Markov es
necesaria una condicién mas débil, la idea se resume a continuacion:

Definicién 4.9. Sea (X,)nen una cadena de Markov con espacio de estados E,

decimos que la cadena es descomponible si existen dos subconjuntos ajenos no vacios
Ay, Ay de FE tales que

Z Pz = 1,1'1' S Ak7k = 1a2

:L‘jeAk

Si no se puede descomponer en dichos subconjuntos decimos que la cadena es no
descomponible.

Proposicion 4.10. Sea (X,,)nen una cadena de Markov irreducible entonces es no
descomponible.

Demostracion. Supongamos que la cadena es descomponible entonces existen dos
subconjuntos ajenos no vacios Ay, As de E tales que

Y Pow, =Lz € A k=12

ZBJ'EAk
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CAPITULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

Al ser no vacios y ajenos existen x; € Ay, x5 € Ay y por la igualdad anterior
Clr1) € E\{za} # E

y la cadena no es irreducible lo cual es una contradiccion.
O

Observemos que no toda cadena de Markov no descomponible es irreducible por
lo cual los conceptos no son equivalentes.

Ejemplo 4.1. Consideremos una cadena de Markov con el siguiente diagrama de
transicion ﬂ

OO
esta cadena no es irreducible pues 1 - 0.
La tinica manera de descomponer los estados seria

Ay ={0}, A = {1}.

Sin embargo

Z pxi,:vj = O,ZL‘Z‘ S AO

T €A

por lo cual la cadena es no descomponible.

Una vez hechas estas observaciones podemos encontrar las condiciones para que
una cadena de Markov sea ergddica en el sentido de la Definicion 3.4.

Proposicion 4.11. Sea (X,,)nen una cadena de Markov no descomponible con espacio
de estados E y con vector de probabilidad invariante m = (7;)zep. Si Xo tiene
distribucion w entonces la cadena de Markov es ergddica.

Demostracion. Sea A un evento invariante entonces existe B € B(RY) tal que para
todan € N

A={w: (X0, X1,..) € B} = {w: (Xu, Xp11,...) € B}.

Sea F':= {z; € E|r,, > 0}.
Como la cadena es estacionaria, con un razonamiento analogo al Corolario 4.5, se
tiene que para cada z; € E

P(AIX, =z;) = P{w: (X1, Xy, ...) € B} X = z;)
= P{w: (X0, X1,...) € B}/ Xy =x;) = P(A| Xy = z;).
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Inductivamente para toda n € Ny toda z; € E
P(A|X,, = x;) = P(A| X, = ;). (4.1)
Ademas

P(A|X0 = $j) = E(P(A|X1,X0)|XO = $j)
= E(P(A|X1)|Xo = ;)
Z P<A|X1 - xi)]l(Xlixi)]l(Xoixj)

r,eR P(XO - xj)
P(Xl = .Z'Z',XO = .T)
:WZG:E P(X() = $j>
=Y P(AIX) = 2;)ps, a,. (4.2)
T, €EF

La Ley 0-1 de Lévy dice que para F,, = o(Xy, X1, ..., Xp)
lfim P(A|F,) =14 (4.3)

n—0o0

Como (X, )nen es cadena de Markov, para toda n € N
P(A|F,) = P(A[X,)

y al ser estacionaria

P(A|X,) = P(A|X,). (4.4)
Asi por (4.3) y (4.4) para toda n € N
P(A|X,) = P(A|Xo) = 14. (4.5)

Es claro que 0 < P(A|X,) < 1y por el Teorema de Convergencia Dominada,
usando (4.1) y (4.5)

E(P(A]X)))(1 = P(A]X5))) = lim E(P(A[X,))(1 = P(A]X5)))
= B(14(1—14)) = E(1y—14) = 0.

Una vez mas como 0 < P(A]X,) < 1 implica que 0 < P(A]X,)? < P(A|Xp) vy 0 <
P(A|Xo)—P(A|Xy)?* = P(A|Xo)(1—P(A|Xy)). Como mostramos que E(P(A|Xy)(1—
P(A|Xy))) = 0 concluimos

P(A[Xo)(1 = P(A]Xo)) = 0.
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CAPITULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

Lo cual implica que P(A|X, = x;) solo puede ser 0 6 1 cuando 7,; > 0.
Sean

Ay = {J]Z € E|7T$l > 0, P(A|X0 = ZL’Z) = O}
Se sigue de (4.2) y de la Proposiciéon 4.4 que si x; € Ay

= P<A|X0 - xj) = Z P(A|X1 - Ij)przﬂ?j

IEjGF

- Z P(A|Xo = 7)Po, 0, = Z Dasay- (4.6)

.’DJEAl :EJEAI

Analogamente de (4.2) también obtenemos que

— P(A|Xg=m;)=1— Y  P(A[Xo = 2;)pa,.z,

IjEF
=D Pavay = P(AXo = 25)pei; = ) (1= P(A[Xo = 2))pr
z;eF r;eF

Utilizando esta igualdad si z; € Ay

1= Z (1 - P(A|X0 = ‘Tj>>p90¢,£j = Z (1 - P(A‘XO = ‘Tj>>pw¢,$j

z;€F x; €A

=Y Priay. (4.7)

.’EjGAQ

Por (4.6) y (4.7) y como la cadena es no descomponible A; 6 Ay deben de ser
vacios, asi tenemos dos casos

Caso 1) A; =0 asi P(A|Xo) =0y P(A) = E(P(A|X,) = 0.
Caso 2) Ay = 0 asi P(A|Xy) = 1y P(A) = E(P(A|Xo)) = 1y la cadena es
ergodica.

]

El siguiente corolario es una clara clara consecuencia de las Proposiciones 4.11 y
4.10 :

Corolario 4.12. Sea (X,,)nen una cadena de Markov irreducible con espacio de

estados E y con vector de probabilidad invariante m = (m,)zep. St Xo tiene distribucion
m entonces la cadena de Markov es ergddica.
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A partir de ahora supondremos que estamos trabajando con una cadena de Markov
irreducible (X,,),en con vector invariante 7 y que Xj tiene distribucién 7. Por el
Corolario 4.12 se sabe que es ergbdica, es decir, que satisface la Condicién 1 del
Capitulo 3.

Ademés impondremos las condiciones adicionales:

1. La cadena es aperitdica.

2. Para alguna 6 # 0 la matriz Q := (p,, e~ %), er tiene valor propio 1 y es
regular, es decir existen dos vectores v, ¢, tales que

(R1) vTe=1

(R2) vTQ =T
(R3) Qe=c¢

(R4) nh_}r& Q" = cv’

A esta condicion se le llama condicion de regularidad.

Teorema 4.13. Sea (X,)nen una cadena de Markov, irreducible, aperiddica, con vec-
tor invariante y distribucion inicial T que ademds satisface la condicion de reqularidad

1. 8§15, = ZX" entonces S,, cumple la Condicion 2 del Capitulo 3, es decir
i=1

lim E(e %n)

n—o0

existe.

2. St Sy es la sucesion doblemente infinita construida en el Capitulo 3 entonces
para toda B € Fp = 0( Xy Xing1, oo Xn—1, Xn)

lim E(e~%-mn; B)
n—oo

existe, es decir se satisface la Condicion 3 del Capitulo 3.

Demostracion.
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CAPITULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

1. Utlizando propiedades bésicas de cadenas de Markov

_GSH Z Z Z (X1 =21, Xo =29, .. X, = a;n)e—G(w1+...+mn)

r1€EE x0€F rn€R

- Z Z : Z 7T:v1pac1,x2 Pzy_1,2,€ —0(z1+...+an)

r1ER x2€FE Tn€R

_ —0x1 —0xo —0xp,
—E E 5 Ty € Py, 22€ o Drp_1,2,€ "

r1€l xock Tn€R
=711Q"1.
Por lo cual

lim E(e7%") = lim 77Q"1 = 77’1
n—o0 n—oQ

es decir el limite existe y se cumple la Condicién 2.
2. Sea B € F_j ) como el espacio de estados es numerable sin pérdida de generali-
dad bastara demostrarlo cuando B satisface

B={X_j=a_4,...,Xp=a1},7; € E.
Usando propiedades de la esperanza condicional
E(e%-mn B) = E(e” " mrlp) = BE(E(e " 1| F_i))
_ E(E(e_e(s—m*—’“‘1+S—’“v’“+s’“+1v“)]lB|]-"_k,k))
= E(E(e_es—"“—k—l]lBe_es—’“”“]IBe_esk“’”]lB|.7:_k7k))
= E(efesf’“»’“]IBE(e*GS*mv*kfl]lBe*eS’““v"]lB |\ F_kk))
_ 679(2*”"'”’“)E(E(efesfmv*’“*]lBe*QSk+1*"]lB|.7-"_k7k))

— E(€_957m’7k71 |X1k — x_k)6—0(m,k+.‘.+xk)P<B>E(6—95k+1,n |Xk — I.k) (48)

Si definimos ji, := m,e % 2 € E, por el Lema 4.7 7, # 0, por lo cual y, # 0y en
consecuencia

E(G_es_m’_k_l|X—k — x—k) — E(G—OS_k—1+m|XO = :L'—k:)

(T—m~+.FT_f—1) Pr_j_1,m_p
7T-‘T—mpff—m7"E—m+1"'
Ty

T_ mEE’ r_p_1€EE —k

0@ i1t Aa_y)

Iuw—mpm—mﬂvferl"'prkflasz
Frx_nm€E T_p_1€F
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Asi

nil_rféo E(e S-m—r1|X_, = z_;) = WP_I)%O g (WQ™ ).,

_ -1 T
=y Vx_ JV C.

Noétese que como c es eigenvector derecho de )

T . o —0x;
we= E P Co; = E Mg, € ey,

z;€E z;€E
o § E —0x; o E E —0Ox;
- ijpxi,zje chj - T(Ii pazi,xje chj
z;€F z,€F z;€E z;€E
= E T;C; = 7TTC.
r,€F

Sustituyendo en (4.9)

lim E(e’eS*mv*k*\XLk =x_y) = ,u;lkULkWTc.
m—o00 -

Por otra parte
6_0(zik+.‘.+$k)P(X_k =T k..., Xk = xk)
_ e_g(x_k-i-...—l-xk)P(XO =2_g,..., sz = xk)
_ e—e(x_k+---+rk)7rx7kPL,C,L,HI---kaflvl‘k‘

Finalmente tenemos que
E(e™wtin| Xy = 2) = E(e %040 | X = ap,)
_ E E —0(x +..Fxn . n—k
= cee e ( k+1 )pzk7xk+1...pxn71’xn - (Q 1)1‘k'
Tp1€EE Tn€EE

Por lo cual por

lim E(e” 10| X = 2;) = lim (Q"*1),, = ¢, 0" 1.
n—o0 n—oo

Utilizando (4.8) (4.10) (4.11) y (4.12) podemos concluir
lim E(e”%-mn: B)

m,n—00

= (pz ! 0o, 7 ) (€T T, Py o Ponran) (€207 )

_ 79(1‘,k+1+...+$k) T .,.T
(e px,k,:p,kJrl---pzkil,szku‘rik)(ﬂ' CU 1)

Por lo que el limite existe y se satisface la condicion requerida.
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CAPITULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

Recordemos que en el Capitulo 3 construimos la medida de probabilidad del
proceso estacionario asociado. En este caso con unos cuantos calculos podremos
caracterizar el proceso asociado de la cadena de Markov, este resultara ser ergodico y
cumplira la dualidad.

Proposicion 4.14. Sea (X,)neny una cadena de Markov como en Teorema 4.13

entonces su proceso estacionario asociado satisface:
1. P*(X_k =X gy, X = [L’k) = ¢ 0@—kt1t+2x) p

T joy Tkt 1 "‘szflvzk Ca,Uz_y -

2. La caminata aleatoria asociada es una cadena de Markov estacionaria con
distribucion inicial ™ = (cvy)zep Yy matriz de trancision

c
Pt = (P;,y)x,yEE = (Px,yeigyc_y)x,yGE'
X

3. P(X;E = xk,thl = 2p11) # 0 si y solo si
P*(X*k = xk,X*k—I—l = ZL’k+1) 7é 0.

4. FEs estacionaria, irreducible y aperiodica como la original.
5. (P*)* = P es decir en este caso se cumple la dualidad.
Demostracion. 1. Por el Teorema 4.13 y como S_,, ,, £ min tEnemos que

lim E(e %-mn) = lim E(e™%") = nTev’1.
m,n—00 n—oo

Combinando esto con (4.13) tenemos que
P*(X_k =T _ky ey Xk = {L‘k) = P;(X_k = T_k, ,Xk = Ik)
h,mmm%oo E(e‘esfm!"; X*,k =Ty oeny X*k = .Z'k)

a lim  E(e~"%-mn)

m,n— 00

_ —0($,k+1+...+2k)
=e€ Pfﬂfk’szqtl"'Pwk—lywkcwkvmfk‘

2. Por el inciso 1. es claro que 7* es la distribucion inicial. Por como se construyeron
¢y v son vectores derecho e izquierdo de Perron-Frobenius con respecto a la matriz )
la cual tiene entradas positivas, asi podemos asegurar que para toda z € E, c,v, > 0.
Claramente por el inciso 1. cumple la condicion de Markov y

P P*<X0 = anl = y) _ e_gyP%yCyUfE - p —0y Gy
x,Y - * (Y, — o N x7y€
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por lo cual es cadena de Markov.
Por ultimo para probar que la cadena es estacionaria observemos que por la
condiciéon de regularidad (R2)

c
P = W*(Pz,ye_eyc_y)m,yGE = 7T*(C_(Si,i)mi,yjGEQ(Cyj(sj,j)mi,ijE

T T;

1
T
= (cyvy)yeE (C_(Si,i)xi,ijEQ(cyj 5j,j)xi,yj€E

z;
= 'UTQ(CyjéjJ)zi,ijE = UT(Cyjde)mi,ijE ="

3. Para demostrar la ida supongamos que P(Xk = 2, X1 = Tpy1) # 0 asi
Tk Pry 2., 7 0 lo cual recordando que para toda j, e % #£0, ¢; # 0y por como se
definieron 7y , Py 2., implica que P*(X* = xp, X*pp1 = 2pp1) # 0.

El regreso es anéalogo a la ida.

4. En el segundo inciso probamos que la cadena es estacionaria.

Observemos que el inciso 3. de esta demostracion implica que dos estados se
comunican entre si en la cadena si y solo si se comunican en la cadena asociada, lo
cual implica que la cadena es irreducible y aperiddica si y sélo si la cadena asociada
lo es. Como la cadena es irreducible y aperiddica la asociada también.

5. Sean P = (P, ). ycr la matriz de transicion de la cadena y
QF = (P;ye@y):,;,ye £). Queremos demostrar que @* cumple las condiciones de regu-
laridad . Como la cadena es estacionaria, irreducible y aperiédica por el Teorema
4.8

1. 7P =7xT

2. lim P" = 1«7,

n—o0

Por el inciso 1. de esta proposicion

Q* - ( ;i,yjeeyj)xi,ijE = (szyyj C_yj)xi,ijE
T4
1
= (_6i,i)mi7?/jeEP(Cyj6jaj)$i7yjeE'

€Ty

* x 1
Sean v* = (7m,,Cz,)u,em, ¢ = (;)xe £, veamos que estos vectores cumplen las

condiciones de regularidad

(R*1) v*Ter = Z 7., = 1 pues 7 es vector de probabilidad
r,€R
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CAPITULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

(R*2)
1
*T
v QT = (Trl'ic-fi)ieE(;5i7i>Iivyj€EP(cyj5j7j)$i7ijE
= WP(Cyjéj,j)wi,yjeE = W(Cyjdﬁj)xi,ijE = U*T
(R*3)
. 1 1
Q¢ = (—_5i,z‘)a:i,yjeEP(Cyj5j,j)xi,yjeE(7)zieE
1 1 X
= (—0ii)eiy,eePl = (—04i)z,y,erl = C
Ca, Ca,
(R*4)

7 *T 7’ ]‘ n
lim Q™" = lim ((C_éi,i)zi7yj€EP<cyj5j,j)w¢,yj€E)

n—o0 n—o0 T
2

i 1
- Jggo(c_‘si,i)mi,yjeEPn(cyjdjvj)xivyﬂ'eE
T4
1 ; n
= (Zfslﬂ)z“y]EE(nh_{lgoP )(Cyj(sj’j)ﬁi»yjeE
1 T x 0 *\T
= (_5i,i)$i7?/j€E17T (Cyjéjvj)xivyjeE =¢ (’U ) )

€T

Por lo cual la cadena asociada tiene cadena asociada. Usando el inciso 1. de esta
proposicion la cadena asociada debe satisfacer

*
C C C
xx __ px Oy Y __ —0y -y Oy T __
Py = P2 = Pe L — P,
x €z Y

—_— * —_—
T, = CRU, = Ty

y la cadena asociada a la cadena asociada es la original.

Observemos que se cumple la condiciéon para poder construir la martingala
Proposicion 4.15. Sea (X,,)nen una cadena de Markov como en la Proposicion 4.14

entonces se cumple la Condicion 4 del Capitulo 8 y en consecuencia Vi, = e %kex vl
es martingala con respecto a Fy,.
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Demostracion. Para mostrar que se cumple la Condicion 4 seré suficiente suponer

que
B= {Xl =T, Xk = $k},xi € E.

Asi
E( —0Sn . B Z Z O(x1+.. +ﬂcn (B)ka,ﬂfk+1'”Pxn*17rn

Ik+1€E Tn€R

P(B) —0(z1+...4xk) § § Ik+1+ -‘ril?n)ka@]H_l Pl‘n717$n‘

:Dk+1€E zn€E

Repitiendo el mismo procedimiento que se hizo en (4.12) obtenemos que

lim E(e %"; B) = P(B)€—9(w1+-.-+xk)cxva1 = 7(B)

n—oo

y se cumple la Condicién 4.
Por tltimo observemos que

/ VidP = E(Vy; B) = E(e” " cx, v'1; B)
B

= P(B)e tort-tane T1 = r(B)

por lo cual V} es la martingala pedida.
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Capitulo 5

Incrementos estacionarios gaussianos

En este capitulo encontraremos las condiciones para la existencia del proceso
estacionario asociado en procesos gaussianos.

Definicion 5.1. Sean u, 0 € R. Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion
normal o gaussiana con pardmetros p y o2 si la funcion

Fr(o) = — = expl 5 (o — p)?)

o\ 2T

es una funcion de densidad de X . También decimos que X tiene distribucion normal

N(u,0?). Decimos que una variable con distribucion normal es estdndar si =0 y
2

o =1.

El siguiente resultado se puede consultar en cualquier libro elemental de probabi-

lidad.

Proposicion 5.2. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion gaussiana con

pardmetros p y o* entonces E(X) = pu y Var(X) = o2,

Una vez definida la distribucion normal, se puede construir la distribucién normal
multivariada.

Definiciéon 5.3. Se dice que una vector aleatorio (X1, ..., X,,) es un vector gaussiano
si existen n vartables aleatorias independientes Uy, ..., U, con distribucion normal
estandar, una matriz de n X n invertible A y un vector n-dimensional tales que
X = AU + p, en donde
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Las siguientes proposiciones se pueden encontrar en [6] Cap III:

Proposicion 5.4. Sea (X, ..., X,,) un vector gaussiano y sean A, U y p tales que
X = AU + p entonces pn y C' = AA' son respectivamente el vector de esperanzas y la
matriz de covarianzas de (Xy, ..., X,) es decir satisfacen

n= (E(Xz))zzln yC = (OOU<Xi7Xj))i,j:1,...,n-

Ademds la funcion

Y |1 1 T ~—1
[xix, (@) = am eXP{—§(I — ) O (x—p)}

es la densidad de (X7, ..., X,,).

Proposicion 5.5. Sean (X, ..., X,) y (Y1, ..., Ys) vectores aleatorios gaussianos en-
tonces tienen la misma funcion de distribucion si y sdlo si para toda i,5 € {1,...,n}
E(X;) = E(Y:) y tienen la misma matriz de covarianzas es decir para toda i,j €

{1,...,n}
Cov(X;, X;) = Cov(Y,,Y)).

Si un vector gaussiano tiene vector de esperanzas p y matriz de covarianzas C'
diremos que tiene su distribucion normal N(u,C). Finalmente podemos definir que
es un proceso gaussiano.

Definiciéon 5.6. Sean (X;);en un conjunto de variables aleatorias en un espacio de
probabilidad, decimos que son un proceso gaussiano si para toda n € N, el vector
(X1, ..., X,) tiene distribucion normal multivariada.

A partir de este momento supondremos que (X;);eny €8s un proceso gaussiano
estacionario y satisface que

p=FE(X;)>00*=Var(X;) > 0.

Por ser estacionario 1 y o no dependen de 1.
Para todo par de variables aleatorias con varianza positiva en un mismo espacio
de probabilidad se puede definir el coeficiente de correlacion.

Definiciéon 5.7. Sean X,Y dos variables aleatorias en un mismo espacio de probabi-
lidad tales que tienen varianza positiva definimos su coeficiente de correlacion pxy
como

P Cov(X,Y)
e \/VGT(X) \/VCLT(Y) '
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CAPITULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

Proposicion 5.8. Sea (X;);en un proceso gaussiano estacionario con varianza posi-
tiva entonces para toda n,m,r € N los coeficientes de correlacion satisfacen

pX'ran-Hﬂ = pXm7Xm+r *

Definimos p, como

pT = anvX'rH»r'

Demostracion. Como el proceso es estacionario tenemos que

()(n7 ceey Xn+7-> - (XWU ceey Xm+7-)

Cov(X,, Xpir) = Cov( Xy, Xinar)

por lo cual
B Cov( Xy, Xnir) ~ Cov(Xy, Xpnir)
P Kot VVar(X,)/Var(Xosr) o?
~ Cov( Xy, Xnyr) Cov( X, Xonar) B
o? VVar(X,)/Var(Xpr) Pm X

]

Para poder construir el proceso estacionario asociado es necesario agregar la
siguiente condicion de regularidad:
o0
(R1) 3 rlp] < o0

r=1

A continuacién se enuncia y demuestra una propiedad muy importante de los
procesos gaussianos, a saber, si los coeficientes de correlaccion tienden a cero entonces
el proceso es asintoticamente independiente. Esta es la herramienta bésica para probar
que un proceso gaussiano es ergodico.

Proposicion 5.9. Sea (X;);en un proceso gaussiano estacionario con varianza es-
trictamente positiva tal que
lim p, =0

r—00

entonces el proceso tiene las siguientes propiedades:
1. Sea B e BR™) y A, = {(Xn, .., Xosm_1) € B} se cumple
lim P(A4; N A,) = P(A)*.
n—oo

81



2. (X;)ien es ergodico.
Demostracion. 1. Tenemos que
P(AoNA,) = P((Xy, ooy Xony Xty ooy, Xnem—1) € B X B).

Sea Y, = (X1, ..., Xon, Xon, ooy Xntm—1) como (X;);en €8 un proceso gaussiano se tiene
que Y, es un vector gaussiano.
Denotemos por C,, a la matriz de covarianzas de Y,, la cual que se puede escribir

como
D E,
o=(x )
donde
o’ o’pr o 07pmat
2 2 2
o o ce O P
D P1 P' 2
02pm—1 Uzpm—2 T 02
O Ppim—1 O Ppgm—z -+ Opn
En _ 0—2pn.+m72 0—2pn.+m71 e U2p.n+1
UQpn UQpn+1 U U2pn+m71
Por otra parte por hipotesis:
lim p, =0
r—00
lo cual implica que
lim E, = 0.
n—o0
En consecuencia
, D 0
Ci= lim Cn = (0 D) '

Sea Z = (Wh, ..., Wap,) un vector normal con matriz de covarianzas C'y vector de
esperanzas it = (E(Xp)). Como Y,, es un vector normal su funcion caracteristica esté
dada por

1
by, (t) = exp(it’ u — §tTCnt)
por lo cual

1
lim ¢y, (t) = lim exp(it’ p — 5tTCnt)
n—oo

n—oo
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CAPITULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

1
= exp(it’ y — §tTC't) = ¢z(1).

Como las funciones caracteristicas de (Y}, ),en convergen puntualmente a la funcion
caracteristica de Z y como

P(Ze€0d(BxB))=0

pues la distribucion de Z es absolutamente continua, se concluye que (Y}, ),en converge
débilmente a Z, es decir que

lim P(Y, € Bx B) = P(Z € B x B).

n—oo

Por ultimo la matriz de covarianzas de Z es de la forma
“~ (4 »)
lo que muestra que (Y1, ..., Y5,) y (Yii1, -, Yom) son independientes. En consecuencia
P(Z € B x B) = P((Yy, ..., Yn) € B)P((Yons1, ..., Yom) € B) = P(Ap)?
y finalmente
7~}I—>HC>10 P(Ag N Ay) = P(Ap)?.
2. Sea S un evento invariante entonces existe B € B(RY) tal que para toda n € N
S ={w: (Xo,X1,...) € B} ={w: (X, Xp41,...) € B} = 5,.
Sea € > 0 sabemos que por la Proposicion 1.10 existen m € Ny A € B(RY) tales que
A={w:(Xo,...., X;m-1) € B}, B, € B(R™)
P(SAA)<e (5.1)

Sea A, ={w: (Xn, ..., Xntm-1) € Bn}, Bn € B(R™), como el proceso es estacio-
nario tenemos que para toda n € N

P(SAA) =P(S, AA) < e

lo cual como S es invariante implica que

P(SAA,) <e.
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Es una propiedad de la diferencia simétrica que por (5.1)
|P(S)— P(A)| <e.
Observemos que
|IP(SNS,) —P(ANA,)| <|P(SNS,) —P(SNA,)|+|P(SNA,) —P(ANA,)]
=|P(S,) — P(SNA,)|+|P(SNA,) —P(ANA,)|
<SPSy A A+ P((SNA) A (AN A))
<SPS, ANA,)+P(SAA) < 2e.
Como S es un evento invariante S = S,, y asi
|P(S)— P(ANA,)| < 2¢
pero ademas por el primer inciso de esta proposicién

lim P(ANA,) = P(A)?

n—oo

por lo cual
|P(S) — P(A)?| < 2e.

Finalmente
|P(S) = P(S)?] < |P(S) — P(A)?| + |P(A)* = P(S)’|

= |P(S) = P(A)’| + (P(A) + P(S))|P(A) — P(S5)|
< |P(S) — P(A)?| 4 2|P(A) — P(S)] < 2.
Asi P(S) — P(S)? =0y P(S) € {0,1}, es decir, el proceso es ergodico.
[

Corolario 5.10. Sea (X;)ien un proceso gaussiano estacionario con esperanza y
varianza positiva tal que cumple la condicion de regularidad (R1), entonces el proceso
cumple la Condicion 1 del Capitulo 3 es decir es ergodico.

Demostracion. Es una propiedad de las series que si se cumple la condicion (R1)
implica que lim p, = 0 y asi por la Proposicion 5.9 el proceso es ergodico.
r—00
O
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CAPITULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

Definamos las siguientes series

o0

Rr:Zpr

r=1

S = i TPy
r=1

que como consecuencia de (R1) también convergen.
Proposicion 5.11. Sea (X;)eny un proceso gaussiano estacionario con varianza y
esperanza positiva entonces la variable aleatoria S, = Y .| X; tiene distribucion

normal con pardmetros nE(X,) y o2(n + 23"~/ (n —1)p,).

Demostracion. La suma de las variables de un vector normal multivariada tienen
distribuciéon normal por lo cual solo tenemos que calcular los parametros.

E(S,) = E(Z Xi) = ZE(XZ) = nE(Xy)

n

Var(S,) = Var(z X;) = 2”: Var(X;) + 2 Z Cov(X;, X;)

i=1 1<i<j<n
n—1
=no’ + 2 E o’pj_i = no® + 20° E (n—1)pr
1<i<j<n r=1

n—1

=o*(n+2 Z(n —7)pyp).

r=1

]

Proposicion 5.12. Sea (X;);en un proceso gaussiano estacionario con esperanza y

varianza positivas, que cumple la condicion de regularidad (R1) entonces la variable

aleatoria S, = > ¢ X; cumple la Condicion 2 del Capitulo 3 si y sélo si R > —%.
Si se cumple la Condicion 2 tenemos que

= ——" lim E ") = St ek ¥ At
(14 2R) A Ble) = expd
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Demostracion. Por la Proposicion 5.11, S, tiene distribuciéon normal de parametros
nE(X1)y o?(n+23."Z, (n—7r)p,). En consecuencia E(e~%5n) es la funcion generadora
de momentos de una variable aleatoria normal y

n—1

B(e5) = exp{—nE(X)0 + %a% +23 (0= r)p)6%).

Asi la Condicién 2 se cumplira si y solo si

n—1
X L, 2
nh_)IIolo —nE(X1)0 + 3¢ (n+2 E_l(n —1)p)0

existe.
Demostremos la ida de esta proposiciéon. Supongamos que

n—1

) L, 2
lim —nE(X;)0 + 20 (n+ QZ(n —r)p,)0

n—o00
r=1

existe.
Observemos que

n—o0

n—1
) L, 2
lim —nE(X1)0 + 20 (n+2 Tg_l (n—r)p.)0

n—oo

n—1 n—1
1
= lim n{—FE(X,)0 + 502(1 + 22@092} — 02 ZTPTQQ
r=1 r=1

n—1

, 1
= lim n{~E(X)0 + 50*(1+2_ p,)0°} — 0*S6”
r=1
Tenemos que
n—1
lim —E(X,)0 + 10—2(1 + 22 0% = —E(X1)0 + 102(1 + 2R)6*
n—00 ! 2 — Pr ! 2

Asi para que el limite exista se debe de cumplir
1
—EB(X,)0 + 502(1 +2R)6? =0
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CAPITULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

esto implica que

Queremos que # > 0 pues si no estariamos en el caso trivial y las hipétesis piden que
E(X;) > 0,02 > 0 entonces se debe satisfacer
1
R>——
2
y descartamos el primer valor de 6.
Demostremos el regreso de esta proposiciéon. Supongamos que R > —%. Sea

2E(X
_ 2B (5.2)
o%(1+2R)
Lo cual implica que como E(X;) > 0,02 > 0 entonces § > 0 y ademas
1
—E(X,)0 + 502(1 +2R)6* = 0. (5.3)
Veamos que para ese valor de @ el limite existe
n—1
nh_)rglO —nE(X)0 + 20 n + 221 n—r)p, )0
n—1 n—1
nh_)rrgon{ E(X1)9+ —o? 1+22p,« )6} erTQQ
r=1
= lim n{— E(X1)9+ 50 2(14+2(R - Zpr )%} — o%56?
n—oo
nll_)IIolo n{—E(X1)0 + = a (14 2R)0 qun92 o> S6?
e 2 20p2 _ _ _20p2
= nlglgo anré’ oS0 o°50°. (5.4)

r=n

En la penultima igualdad se utilizo (5.3) y en la ultima que por la condicion de
regularidad (R1)
n| Zpr| < Z [rp,| < 00
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lo cual implica que
(o)
pr— l/ _— p—
Jin 0D pr =0
r=n

completando asi el regreso de esta proposicion.
Por ultimo observemos que por (5.4) y (5.2)

n—1
) 1
lim —nB(X1)0 + 50 (n +2 Zm —1)p)0? =
AB(X,)%S

_ 2 2 — o\~

R T TR
y finalmente
. AE(X,)%S
. 0SnY\ __ .
A B = expt= oy

Ahora veamos que la Condicién 3 del Capitulo 3 se satisface si R > %

Proposicion 5.13. Sea (X;)en un proceso gaussiano estacionario con esperanza y
varianza positivas, que cumple la condicion de regularidad (R1) entonces la variable
aleatoria S, = > ¢ | X; cumple la Condicion 3 del Capitulo 3 si R > %

Demostracion. Observemos que S_,, ,, = (17 X* +Y_,, ) donde
Xk = (Xflw ) Xk); Yfm,n = S,m7,k,1 + Sk+1,n-

X% es una vector normal con vector de esperanzas constante u, a su matriz de
covarianzas la denotaremos por Cj.

Por una razonamiento anéalogo a la Proposicién 5.11, Y_,, ,, es una variable aleatoria
normal tal que

E(Y_jmn) = E(S_pm 1) + E(Sks1n) = E(Xo)(m +n — 2k) (5.5)
denotaremos a la esperanza y la varianza como

E(Y_imn) = Amn, Var(Y_,un) = 72

—m,n*

Sea v* el vector de covarianzas entre Y_,,,, y X* es decir

o = (COU(Y—me Xi))ie{fk,...,k}-

—m,n
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Por la bilinealidad de la covarianza

Cov(Y i, Xi) = Cov(S_pm k-1 + Sky1., X;)

—k—1 i+m
E Cov(X E Cov(X), X;) = o E Pr + E or)
j=—m I=k+1 r=i+k+1 r=k+1—1
por lo cual
+m
lim Cov(Y_,,,, Xi) = lm o? E por+ g or)
m,n— 00 m,n— 00
r=i+k+1 r=k+1—1i
i+k

_'U 2}2 jg:/L‘ j{:f%
k

Asi el vector v*, . tiene limite cuando m,n tienden a infinito, denotaremos por v* a
este limite es decir

i+k
im0, = RR=D - Zﬂr Dtie—b...k
i+k k—i
= (0’2R+1-1- Zpr - Zpr)){ze—k ..... k}
r=1 r=1
= 0?(2R+ 1)1 + C1. (5.6)

Como S_,,, ¥ Sm4n+1 tienen la misma distribucion, por la Proposicién 5.11

m+n

Var(S_mn) = Var(Smini1) = o*(m+n+1+2 Z(m +n+1-1r)p).

r=1
Por otro lado
Var(S_mn) =Var(I'X +Y_,) = Var(1"X) + Cov(1* X, Y_ ) + Var(Y_,.,)
=1"Cp1+ 217"+ 72
Usando las dos igualdades anteriores tenemos que

2 =1+ 2R](m+n+1)

—m,n
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m+n

=o*(m+n+1+2 Z(m+n—|—1—r)pr)—1TC’k1—21T F

vf =01+ 2R](m+n+1)
r=1
m—+n m+n
:202(m+n+1){2pr—R}—2022Tpr—1 Cpl —21%0%
r=1 r=1
m+n
= —202{ Z (m+n+1 pr}—20 err—lTC’kl 2170 mn
r=m-+n-+1

r=1
y por un razonamiento anélogo a (5.4)

m 7, — o[l +2R](m +n+1) = —2025 — 17C;1 — 217" (5.7)
m,n—o0

Es una propiedad de los vectores normales (Constltese [12] Teo 3.2.4) que la
distribucion de Y_,, , condicionada en X =24,

. Xk = l‘k 6 X* = x es normal
de la forma N(A_,,, + vF

mnTClzl(I_u)7T3mn_v— O

s m,n —m n)
Asi su funcion generadora de momentos debe ser

E(e70=mn|X* = 1)

1
= eXp{_[/\—m,n + UTm,nC’k_l(aj - /J“)]Q +3

E To-1k 2
92 [Tfm,n —VUimn Ck Ufm,n]e }
Observemos que

1
_[)‘—m,n + Ulim,nTClgl(w - IU’)]G + é[sz,n - Ulim,nTCl;lvk ]92

1
= {= Ay + §T3m’n92}+

T 1 T
{_[Uﬁm,n Ck 1(3j - /L)]e + 5[_Uﬁm,n Ck; Luﬁm,n]eQ}'

Por una parte tenemos que

m —A_p.0 + =72, .07

m,n—00 9 —mn

lim —A_,,.0+ {T

m,n—o0

n— 0L+ 2R(m+n+1) 4+ *[1+2R](m+n+ 1)}6°

= lim —A_,.0+ 5{02[1 +2R)(m +n+1)}6* —
m,n—o0

1
oS — 51TC,€1 — 1Ty*
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_ 1 1
= lim —FE(Xo)(m+n—2k)0+ 5{02[1 +2R](m+n+1)}0% — oS — 51TO,€1 — 1%k

m,n—00

= lim (m+n){-E(Xo)0 + 302[1 + 2R]6°} + 2kE(X,)0

m,n— 00

1 1
+§o—2[1 +2R])0* — 0*S — 51Tc,€1 — 17k

_ 1 1
= 2kE(X,)0 + 502[1 +2R)0? — 08 — 51TC,€1 — 17k

en la segunda igualdad usamos (5.7), en la tercera (5.5) y en la dltima (5.3).
Por otra parte tenemos que

1
mlir—{loo —[UTm7nC];1($ - /’L)]e + 5 [_v]im,nTC(kilvﬁm,n]92
T 1 1 kT -1, k192
= Oy (@ — )b + 5[_2’ Cp v']0
por lo cual podemos concluir que
1
lim _[)\*m,n + Uﬁm nTCil(x - M)]e + 5[7—3771 n Uﬁm nTC?lUEm n]92
m,n—00 ’ ’ ’ ’
= Oé{.f(f + Bk
donde
af = —HUkTCk_l

1 _
B =" Cr b + 5[-%05&]9? +2kE(X,)0

—i—%az[l +2R]0* — 0%S — %1T0k1 — 1%
Observemos que por (5.6) y (5.2)
of = —GvaC',gl = —0(c*2R+ 11" — 17!
=-2u’Ct + 017
asi tenemos que

lim  E(e”?=mn|X* = 2) = exp(a} = + ).

m,n— 00
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Lo cual implica que existen ay, by tales que para toda m,n € N
E(e™"=mn| X% = ) < exp(alx + by).
Sea B € F_j; = o(X"). Es una propiedad de la esperanza condicional que
E(exp(—0S_nn)15|X") = BE(exp(—=0(Y_pn + 17 X" )1 5| X")
= exp(—017 X*) 1 g E(exp(—0Y_,,..)| X")
por lo cual tenemos que
E(exp(—0S_nn); B) = E(exp(—0S_nn)1p) = E(E(exp(—05_,,)15|X")))-
E(exp(—01" X" g E(exp(—0Y_,,..)| X")).
Por tltimo como para toda m,n € N
exp(—01" X¥)1 g E(exp(—0Y_,,.,)| X") < exp(—017 X*) exp(aj X* + by
y como X* tiene distribucién normal
E(exp(—017 X*) exp(a} X* + b)) < .
Por el Teorema de Convergencia Dominada

lim  E(exp(—0S_,,n; B)) = Elexp(—017 X*)1 g exp(af X + B))

m,n—00

= E(exp(—@lTXk + ozZX + Bx); B) = E(exp(—2uC’k_1Xk + Bx); B)

y se cumple la Condiciéon 3.

Con los célculos anteriores podemos caracterizar el proceso asociado al proceso

gaussiano.

Proposicion 5.14. Sea (X,,)nen un proceso gaussiano como en la Proposicion 5.13

entonces el proceso estacionario asociado satisface:

1. Es un proceso gaussiano con misma matriz de covarianzas y vector de esperanzas

—p.
2. (P*)* = P es decir se cumple la dualidad.
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Demostracion. 1. En la Proposicion 5.13 verificamos que

lim  E(exp(—0S_n; B)) = E(exp(—2uC; ' X" + B;); B)

m,n—00

y en este caso la medida de probabilidad del proceso asociado cumple que para todo
B e JT';k,k
E(exp(—2uCy ' X* + 8); B)
E(exp(—2uCy ' X* + 34))
_ E(exp(=2pCy ' X*); B)
~ B(exp(—2uC, ' X*))
Asisi fxr(z) es la funcion de densidad de X* esto implica que la funcién de densidad
del proceso asociado X** esta dada por

(20 1) s (2)
fen(@) = E(exp(—2];LCk_1Xk)) '

P*(B) =

Como X** es vector normal
exp(—2uCy X" fxr (x)

o

(@)2k+1
VICH

__VIE exp{—%(l’ + M)Tczgl(x + )}

(\/g)%ﬂ

De la misma manera usando su funcion generadora de momentos

= exp(—2uC}, ') exp{—%(x — e x - p)}

1
E(exp(—2uCy ' X*) = exp{—2uC;  u + 5(—2#0,;1)016(—0,;12#)}

=’ =1.

Sustituyendo las dos ultimas igualdades tenemos que la densidad de X** esta dada

por
RS
fxer(z) = (Vam)rt

por lo cual X** es normal multivariada con matriz de covarianzas Cj, y vector de
esperanzas —[i.

exp{— 5 + ) G (a + )
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2. Es claro pues en el inciso anterior vimos que el proceso asociado tiene la misma
matriz de covarianza, es decir cumple con las condiciones de regularidad. Ademas
su vector de esperanzas es —pu, por lo cual si construyéramos su proceso asociado
tendriamos un proceso gaussiano con matriz de covarianzas Cy y vector de esperanzas

—(—p) = p es decir regresamos al proceso original.
O

Verifiquemos que se cumple la condicion para construir la martingala.

Proposicion 5.15. Sea (X;);en un proceso gaussiano como en la Proposicion 5.13
entonces S, =Y i, X; cumple la Condicion 4 del Capitulo 3 y en consecuencia la
martingala asociada es de la forma

Vi, = exp(—017 X* 44T X* 4 65))
con X, = (Xq,..X3)T.

Demostracion. Observemos que S, = (17 X* +Y,,) donde X* = (X1, ..., X), Y, =

>t 41 Xi- Por un lado tenemos que X* es una vector normal con vector de esperanzas

constante p = (E(X1))ieq1,.. k), & su matriz de covarianzas la denotaremos por C.
Por otro lado por un razonamiento analogo a la Proposicion 5.11 Y,, es una variable
aleatoria normal tal que

E(Y,)=E(Y_ X:)=E(X1)(n-k). (5.8)
i=k+1
Para ahorrar espacio denotaremos esta esperanza como
EY,) =X\,

también la varianza como

Var(Y,) = 72.

Sea v¥ el vector de covarianzas entre Y, y X" es decir
Uﬁ = (OOU(YmXi))ie{l,...,k}-

Por la bilinearidad de la covarianza

Cov(Yy, X;) = Cov( i X, X;) = i Cov(X;, X;) = o? i Or

i=k+1 I=k+1 r=k+1—1
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por lo cual

JLIEIOCOU(Yn,X —Jg&a Z pr = 0> R—Zpr).

r=k+1—1
Asi el vector vf tiene limite cuando n tiende a infinito, denotaremos por v* a este
limite es decir
nh_)rgovk =o* = Zpr ie{l,..k
Por la Proposiciéon 5.11
n—1
Var(S,) = o*(n+2 Z(n —7)py)
r=1
por otro lado
Var(S,) = Var(1*X* +Y,) = Var(1* X*) + Cov(1" X*)Y,)) + Var(Y;)
=17Cp1 + 2170F + 72,
Usando las dos igualdades anteriores tenemos que
2 — 0?1+ 2R]n
n—1
=0’(n+2) (n—r)p) —1"C1 = 2170} — o*[1 + 2R]n
r=1
n—1 n—1
= 20271{2 pr — R} — 20° Z rp, — 17 Cpl — 2170F
r=1 r=1
00 n—1
= —202{2 np,} — 20° err —17C1 — 2170k,
r=n r=1
Por un razonamiento analogo a (5.4)
lim 7, — 0?[1 4+ 2RJn = —202S — 1701 — 217", (5.9)

n—oo

Es una propiedad de los vectores normales (consultese [12] Teo 3.2.4) que la
distribucién de Y, condicionada en X; = x4, ..., X = 2, 6 X* = 2 es normal de la
forma N(A, + 05 C; (@ — p), 72 — oF O k).
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Utilizando la férmula de la funciéon generadora de momentos de una distribucion

normal
E(e™| X" = 1)

= exp{— P+ o5 O (& — )]0 + 2172, — ok O N6,

2.
Observemos que

1
S o ¢ ) [/

2[T —of C’ V62

={-\.0+ 7'2(92}—1—

1
{—loh (= )6+ 5[0k O ooy

Por una parte tenemos que
lim —\,0 + 7'26’2

n—oo

= lim —\,0 + = {7' — 0?[1 4 2Rn + o*[1 + 2R]n}6?

n—oo

= lim —\,0+ = {a [1+2R]n}o* — 0°S — EITC’kl — 17k

n—oo

n—oo

= lim —E(X1)(n — k)0 + —{02[1 + 2R|n}6? — oS — %1TC,€1 —1T*

n—0o0

1
= lim n{—E(X)0 + 0 214 2R)0*} + kE(X,)0 — oS — §1T(Jk1 — 17"

= kE(X,)0 — 025 — §1Tck1 — 17"

en la segunda igualdad usamos (5.9), en la tercera (5.8) y en la tltima (5.3).
Por otra parte tenemos que

O = e+ ol O e

lim —[vy,

n—0o0

T, 1 T\
= —[* O Nz — w0+ 5[—vk C )62,

Por lo cual podemos concluir que

1
lim —[)\n—l—vZTCk_l( ) + =2 —of C’ Lok16?

n—oo 2
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=+ Ok
donde .
v = —0v" C
1 1
5y = oM O b + 5[—vac,;1vk]92 +kE(X1)0 — 0*S — 51TO,§1 — 17k

y tenemos que
; T
lim E(e QY”\Xk =z)=en*" %

Lo cual ademas implica qzz(:}dsten ¢, dy tales que para todan € N
E(e™™|XF = 2) < exp(cia + dy).
Sea B € F, = o(X*), es una propiedad de la esperanza condicional que
E(exp(—0S,)1p|X*) = E(exp(—0(Y,, + 17 X"))1 5| X*)
= exp(—017 X*) 1 g E(exp(—0Y;,)| X ")
por lo cual tenemos que
Blexp(—0S,; B) = E(exp(—0S,)15) = E(E(exp(—65,)15/X"))).

E(exp(—017 X1 5 E(exp(—0Y,,)| X*)).

Como para toda n € N
exp(—017 X*)1 g E(exp(—0Y,,)| X*) < exp(—017 X*) exp (b X* + ¢;)

y como X* tiene distribucién normal

E(exp(—017 X*) exp (bl X* 4 ¢1)) < oo0.
Por el Teorema de Convergencia Dominada

nh_)nolo E(exp(—0Sy; B) = E(exp(—01" X*)1 g exp(v{ X* + &)
= E(exp(—01" X* + [ X" + 64); B) = r(B)

y se cumple la Condicién 4.
Por dltimo

[ VidP = Blexp(—017 X" 451X 45 B) = £(B)
B

por lo cual Vj, es la martingala pedida.
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Capitulo 6

La transformada de Esscher, el
proceso de Lévy asociado y la
martingala de Wald

Hasta ahora solo hemos analizado ejemplos de procesos aleatorios cuyos indices
corren en un espacio discreto (ya sean los nimeros naturales o los numeros enteros).
Una pregunta interesante es si es posible generalizar el concepto de caminata alea-
toria a procesos cuyos indices sean no numerables, la respuesta es que si. En este
capitulo definiremos los procesos de Lévy(cuyo indice corre en los nimeros reales) y
construiremos su proceso asociado.

6.1. Procesos de Lévy

Definicién 6.1. Un proceso real valuado X = {X; : t > 0} definido en un espacio
de probabilidad (2, F, P) es un proceso de Lévy si

1. Tiene incrementos independientes i.e. para todan > 1y
0<ty) <..<tyn, Xiy, Xyy — Xty..., Xy, — Xy, _, son independientes.
2. Xog=0 c.s.
3. Tiene incrementos estacionarios i.e. la distribucion de Xsi ¢ — X5 no depende
de s.

4. Tiene trayectorias cadlag c.s. es decir para casi todo w € €2 la funcion f :
Rt — R

f(t) = Xi(w)
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tiene limite por la izquierda y es continua por la derecha en todos sus puntos.

Definicién 6.2. Sea X una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (2, F, P)
decimos que X es infinitamente divisible si para toda n € N existen (Xn,i)ie{l,...,n}
variables aleatorias i.i.d. tales que

X - i Xn,i-
i=1

Existe una estrecha relacion entre los procesos de Lévy y las variables aleatorias
infinitamente divisibles ya que es una propiedad que los caracteriza. La siguiente
demostracion se puede consultar en [13] Teo 7.10.

Proposicion 6.3. Sea (Xi;)i>0 un proceso de Lévy entonces X; es infinitamente
diwvsible para toda t > 0.

La funcion caracteristica de una variable aleatoria infinitamente divisible es distinta
de cero para todo nimero real. Una demostracion se puede consultar en [5] Ej 3.8.3.

Proposicion 6.4. Sea X una variable aleatoria infinitamente divisible entonces su
funcion caracteristica

o(t) = E(e")
Es distinta de cero para toda t € R.

Asi podemos fijar una rama del logaritmo y definir el exponente caracteristico de
un proceso de Lévy.

Definicion 6.5. Sea (X;):i>o un proceso de Lévy, decimos que la funcion ¢ : R — C
»(0) = —log B(e"™)
es su exponente caracteristico pues satisface
e V0 = p(e1).
Es facil ver que 1 caracteriza a todo el proceso pues para toda ¢t > 0
E(eXt) = =)

es decir 1) determina su funciéon caracteristica.

Uno de los teoremas més importantes en la teoria de procesos de Lévy es la
formula de Lévy-Khintchine, la cual da una descripcion explicita de su exponente
caracteristico, su demostracion se puede encontrar en [13| Teo 8.1 .
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MARTINGALA DE WALD

Teorema 6.6 (Formula de Lévy-Khintchine). Sea (X;)i>0 un proceso de Lévy entonces
su exponente caracteristico satisface que para toda 6 € R

1 ,
¢(9) = iaf + 50'292 + /R(l — et 4 Z'Qxl(‘xkl))dﬂ

donde a € R, 0 > 0 y II es una medida concentrada en R\ {0} tal que [,(1Ax?)dIl <
00. A la terna (a,o0,11) se le llama la tripleta caracteristica del proceso de Lévy.

Inversamente si tenemos una tripleta caracteristica (a,o,1l) existe un proceso de
Lévy X = {X; : t > 0} definido en un espacio de probabilidad (2, F, P) con dicha
tripleta caracteristica.

A partir de todo proceso de Lévy se puede construir una caminata aleatoria:

Proposicion 6.7. Si (X;)i>o es un proceso de Lévy entonces (X, )nen €s una caminata
aleatoria.

Demostracion. Sea Y, = X,, — X,,—1 como (X;);>o es un proceso de Lévy tenemos
que (Y,)nen son ii.d. ademas

zn:Yk:Xn—onXn

k=1
v (X)nen €s una caminata aleatoria. O

Sin embargo no toda caminata aleatoria puede ser extendida a un proceso de
Lévy:

Ejemplo 6.1 (Distribucion uniforme). Sean (X;);en variables aleatorias i.i.d con
distribucion uniforme #/(0, 1) entonces S, = >~ | X; es una caminata aleatoria. Su-
pongamos que se puede extender a un proceso de Lévy, entonces X seria infinitamente
divisible y para toda n € N existirfan X 1, ..., X, i.i.d. tales que

Xi=) X
1=1

asi como X; toma valores en [0, 1] esto implica que para 1 <i < n,

1
0 S Xl,i S — C.S.
n
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y en consecuencia

Por lo cual para toda n € N

Var(Xy) = nVar(X11) = n{E(X?,) — BE(X11)"}

< nE(X12,1> <

S|

y esto es una contradiccion ya que Var(X;) = %

6.2. La transformada de Esscher

Si un proceso de Lévy cumple condiciones similares e incluso mas generales que en
el caso de la caminata aleatoria asociada podemos construir un nuevo proceso de Lévy
utilizando la transformada de Esscher. Para poder hacerlo definamos el exponente de
Laplace.

Definiciéon 6.8. Sea (X;)i>o un proceso de Lévy, si E(ePX1) < oo para B € I, (I un
intervalo) se dice que

p(B) = log E(e”™)

es su exponente de Laplace pues satisface
e?(B) — E(eﬁXl).

Asi podemos construir un nuevo proceso de Lévy, para una demostracion constultese

[10] Teo 3.6, Teo 3.9.

Teorema 6.9. Sea (X;);>0 un proceso de Lévy con tripleta caracteristica (a,o,11), si
existe § € R tal que
E(e’*1) < 0.

Entonces bajo el cambio de medida
P*(X; € B) = E(¢?X%®). B) B € B(R)
el proceso (X;)i>0 €s un proceso de Lévy con tripleta caracteristica (a*,0*,11*) donde
a* =a— Bo* + / (1 — €™ xdll, 0" = o, dIT* = e**dIl.
lz|]<1
Al cambio de medida P* lo llamamos la transformada de Esscher.
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MARTINGALA DE WALD

Proposicion 6.10. Sea (X;)i>o un proceso de Lévy, si existe f € R tal que
E(ePX) < 0.

Entonces V, := ePXt=¢(B)t ¢4 martingala con respecto a Fy = o(Xs: s <t) pues

1. E|V{] < 0.
2. Vi estd adaptada a F;.
E(Vi|Fs) =V para s < t.

Demostracion. 1. Sea § € Q, tenemos que

E(exp(ﬂXp = expﬁZXz le

- Xi1)) = B(exp(BX1))

q

»Q\“

p
-]zt

Con un razonamiento anélogo obtenemos que

E(exp(6X1)) = E(exp(BX1))".

Utilizando las tltimas dos cadenas de igualdades

r
q

E(exp(8X2)) = E(exp(8X1))s.

Como X, es proceso de Lévy tiene trayectorias cadlag y al satisfacerse la igualdad

para los racionales tenemos que para toda t > 0

E(exp(8X;)) = E(exp(8X1))". (6.1)

Como e” > 0 tenemos que

E(|Vi]) = B(e" 00 = B(exp(BX; — log(E(e™))t))

eBXt E’(eﬁXt)
= E(E(eﬂxl>t = E(eﬁXl)t =1 < Q.

2. Es claro.

103



6.3. EL PROCESO DE LEVY ASOCIADO

3. Como X; es proceso de Lévy utilizando la igualdad calculada en el primer inciso
tenemos que

E(V|Fs) = E(eﬁXsw(ﬁ)teﬁ(XﬁXs) F) = eﬁero(ﬁ)tE@ﬁ(XﬁXs)

ft)

— eﬁXs—sO(B)sE(eﬁ(Xt—Xs) fs)e—w(ﬁ)(t—S) — ‘/SE(QB(Xt_Xs))e_W(/B)(t_S)

— ‘/;E(eﬁ(Xz—s))e*S@(ﬂ)(tfs) — VSE(eﬁ)ﬁ)tﬁSe*gp(ﬁ)(tfs)
= V,e?B)t=s)o—0B)(t=s) — 1/

6.3. El proceso de Lévy asociado

Con la transformada de Esscher podemos construir el analogo a la caminata
aleatoria asociada. Los procesos de Lévy también cumplen la Ley de los Grandes
Numeros, la demostracion se puede consultar en [13] Teo 36.5.

Teorema 6.11. Sea (X;)i>o un proceso de Lévy si E(|X;|) < oo entonces
X
lim =% = B(X;) c.s.
t—oco T
La demostracion de la siguiente proposicion es completamente analoga a la Pro-

posicion 2.1.

Proposicion 6.12. Sea (X;)i>o un proceso de Lévy tal que
0< E(X;) < 00,(—00 < E(X;) <0) entonces

lim X; = co(—00) e.s.
t—r00

Asi podemos definir el proceso de Lévy asociado:

s

Definicion 6.13. Sea (X;)i>0 un proceso de Lévy con 0 < E(X;) < 0o ¢ —o0 <
E(X1) <0y F la funcion de distribucion de Xy, si existe 0 # 0 tal que

BetXs) = /_ R () = 1.

[e.9]

Definimos la funcion de distribucion

F(s) = /_ T e (),

o0

El proceso de Lévy (X[ )i>o tal que X7 tiene funcion de distribucion F* es el proceso
de Lévy asociado a X;.
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Comprobemos que el proceso de Lévy asociado esta bien definido es decir que
(X/)t>0 es un proceso de Lévy:

Proposicion 6.14. Sea (X;)i>o un proceso de Lévy que satisface las condiciones de
la Definicion 6.13 entonces (X[ )i>0 es un proceso de Lévy.

Demostracion. (X;)i>o satisface las condiciones del Teorema 6.9 para 8 = —6 y bajo
el cambio de medida

P*(X, € B) = E(¢?¥). B), B € B(R)
Xi)i>0 es un proceso de Lévy. Observemos que
(Xt)e> p y q
p(B) = log E(e™"*1) = log(1) = 0.

Sustituyendo
P*(X, € B) = E(¢’**; B), B € B(R).

Por como se defini6
P(X; € B) = E(¢’**; B) = P*(X, € B), B € B(R)

por lo cual (X} )0 es un proceso de Lévy.
[

El proceso de Lévy asociado tendréd exactamente las mismas propiedades que la
caminata aleatoria asociada:

Proposicion 6.15. Sea (X;)i>0 un proceso de Levy en tal que
0 < E(X;) < 0o con proceso de Levy asociado entonces

1. 6 es positivo.
. 0 es unico.
. Xy no puede ser constante c.s. y en consecuencia X; tampoco.

2
3
4. E(X7) <0.
5. (F*)*=F.
6

. El proceso de Lévy asociado tiene proceso de Lévy asociado y es el proceso de
Lévy original.
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6.3. EL PROCESO DE LEVY ASOCIADO

Demostracion. 1. Sean

flx):==x
P(w) = e

1 es convexa entonces por la desigualdad de Jensen

& / Zf(x)dF(w)) < / wa(x))dF(x)

WE(X)) < / PP (z) = 1

—0o0

e IE(X) < .
Como la funcién exponencial es creciente y e = 1
—0E(X;) <0

por lo cual como 6 # 0y E(X;) > 0 concluimos 6 > 0.
2. Sea K > 0 una constante positiva. Observemos que por la Proposicion 6.12

lim X; = oo c.s.
t—o00

Por lo cual como 6 es positivo

lim —0X, = —c0 c.s.
n—oo

Es una propiedad de la funciéon exponencial que

lim e %% =0 c.s.
t—o0

Si X; > —K entonces como 6 es positivo e %%t < /% Asi tenemos la siguiente
desigualdad
e xaag < e lixeory <

Por el Teorema de Convergencia Dominada

lim E(e™® X, > —K) = lim E(e "1 x,5>_x})

t—o00 t—o00

= E(lim e "1 ,x,>_xy) = E(0) = 0.

t—o0
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Debido a que E(e7%%t) = E(e7%%; X; > —K) + E(e %%t; X, < —K) y por (6.1)
tenemos que
lim (e %%t) =1 (6.2)

t—o0

por lo cual concluimos que,

lim E(e %% X, < —K) = 1.

Supongamos que existe otro real positivo a # @ tal que E(e~**1) = 1, tenemos
dos casos

Caso 1) 0<a< 6.

Una vez mas tenemos que si X; < —K por la desigualdad anterior

X0 —a) < —K(0—a)

—aX, < —K(0—a)— X,0
e—aXt S eK(G—a)—XtG'

En consecuencia

limsup E(e " X, < —K) < lim E(eK0-0-%X0) — o~(0-)K

t—00 t—o0

la ultima igualdad es debida a (6.2).
Por un razonamiento analogo al que se hizo con @ si a satisface las hipotesis de
esta proposicion

lim E(e~%%t) = limsup E(e”***; X, < —K) < e~ -0k,

t—o0 n—00

Como K es positiva y arbitraria al hacer tender K a infinito concluiriamos que
lim E(e™***) = 0 lo cual es una contradiccion pues este limite debe de ser uno.
t—00

Caso 2) 0 < a. De manera analoga tendriamos que

™R <= lim B(e™) = liminf B(e™*; X; < —K).
—00

t—o00

Como K es positiva y arbitraria conluiriamos que lfm E(e™***) = oo lo cual es
t—o00

una contradiccion pues este limite debe de ser uno.
Una vez agotados los dos casos posibles tenemos que # es tnica.
3. Supongamos que X; = ¢ c.s. entonces

E(e )= =1
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6.3. EL PROCESO DE LEVY ASOCIADO

—0c = 0.

Como 6 es distinto de cero entonces ¢ = 0 lo cual es una contradiccion pues X; tiene
esperanza distinta de cero. Ahora supongamos que X; = ¢ c.s. entonces tenemos que

e’ = BT = / M dF* (z) = / e " dF ()

—00 [e.9]

:/jﬂF@):l

fc = 0.

Como 8 es distinto de cero ¢ = 0. Por lo cual la funcién de distribucién F™* estaria
dada por

* e 0 sis<O
F(S):/ 69dF(x):{1 si0<s

o
como la funcién exponencial es estrictamente positiva y F' es la funcion de distribuciéon
de X, tendriamos que X; = 0 c.s. lo cual es una contradicciéon pues la esperanza de
X1 es positiva.
4. Razonando de manera analoga a 1 sea

x(x) :=e

X es estrictamente convexa pues 6 es distinto de cero, ademés como X7 es no constante
entonces por la desigualdad estricta de Jensen

N / Zf(x)dF*(w)) < / Z (@) dF* ()

X(E(X)) < / T dF* () = / dF(z) =1
PN = \(B(X7)) < 1.
Como la funcién exponencial es estrictamente creciente y €? = 1

0E(X7) <0

como 6 > 0 concluimos E(X7) < 0.
5. Definamos las siguientes medidas de probabilidad

u(B) = [ arG)
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AE) = /EdF*(x) con E € B(R).

Por como se construyé F* tenemos que

ME) = / e "dy,
E
esto implica que A es absolutamente continua con respecto a i ya que si
ME) = / e " dy =0
E
para algin F € B(R), entonces como e % > 0 se sigue que

w(E) =0.

Por la Proposicion A.4 del apéndice y por la unicidad de la derivada de Radon-

Nykodim
/Gadi:/nge_gxd,u

:/duzl.

En consecuencia por como se definié A
E(eX1) :/ TdF* (z) = /eezdz\ =1

Por lo cual

FY6) = [ @) = FG),

[ee]

6. Es claro por los incisos anteriores.
m

De manera analoga si el proceso de Lévy tuviera esperanza negativa tendriamos
el siguiente resultado:

Proposicion 6.16. Sea (X;);>0 un proceso de Lévy tal que —oo < E(X;) < 0 con
proceso de Lévy asociado entonces

1. 0 es negativo.

2. 0 es unico.
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3. X1 no puede ser constante c.s. y en consecuencia X; tampoco.

4. BE(XT)>0.

5. (F*)" =F.

6. El proceso de Lévy asociado tiene proceso de Lévy asociado y es el proceso de
Lévy original.

Observemos que por la Proposicion 6.2 y el inciso 4 de la prueba anterior si un
proceso de Lévy (X;):>o tiene comportamiento asintotico

lim X; = oo c.s.
t—o0

Entonces su proceso de Lévy asociado (X;)¢>o tiene comportamiento asintotico

lim X = —o0 c.s.
t—o00

De la misma forma si tiene comportamiento asintético

lim X; = —o0 c.s.
t—o00

Entonces su proceso de Lévy asociado tiene comportamiento asintotico
lim X} = oo c.s.

t—o00

6.4. La martingala de Wald

Como lo hicimos en los capitulos anteriores la existencia del proceso de Lévy
asociado nos permite construir una martingala.

Proposicion 6.17. Sea (X;)i>0 un proceso de Lévy con proceso de Lévy asociado X/
entonces V; := e~ %%t es martingala con respecto a
Fi=0(Xs:s5<t).

Demostracion. Como (X;)>o tiene proceso de Lévy asociado cumple con las hipotesis
de la Proposicion 6.10 para 3 = —6 entonces e?X+=%(#* es martingala con respecto a
Fi =0(Xs: s <t). Observemos que

¢(B) =log E(e”**) =log(1) =0

en consecuencia V; es martingala.

]

Definicién 6.18. Si un proceso de Lévy (X;)i>o tiene proceso de Lévy asociado X}
decimos que Vi es la martingala de Wald asociada a X;.
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25T

Figura 6.1: La transformada de Laplace en un proceso de Poisson compuesto con
Pois(1) y caminata aleatoria con distribucion uniforme U (—1, 2)

6.5. Ejemplos

En general no todas los procesos de Lévy tienen proceso de Lévy asociado a
continuaciéon un ejemplo:

Ejemplo 6.2 (Proceso de Poisson homogéneo). Sea (X;)¢>o un proceso de Poisson
homogéneo con parametro ¢ > 0 i.e. un proceso de Lévy tal que X; se distribuye
como Poisson Pois(At).

El argumento para demostrar que no tiene proceso de Lévy asociado es completa-
mente analogo al Ejemplo 2.1.

Sin embargo observemos como a partir de una caminata aleatoria S, con caminata
aleatoria asociada y un proceso de Poisson podemos construir un proceso de Lévy
con proceso de Lévy asociado.

Ejemplo 6.3 (Proceso de Poisson compuesto). Sea (X;);>o un proceso de Poisson
compuesto i.e. X¢(w) = Sy, (w)(w) donde S, = Y"p_, Y, es una caminata aleatoria, NV,
es independiente de la caminata y se distribuye como Poisson Pois(At), A # 0.
Tenemos que
E(e™) = E(E(e™™|N)) =Y E(e”™|Ny = k)P(N, = k)

k=1
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- —tv] - Ly k€A
=Y E(e™)P(Ny=k) =Y E(™) —
k=

1 k=1

e B E(e=tY1)A
=e Z i =e e
k=1

— MEEP)-1)

Por lo cual X; tiene proceso de Lévy asociado si y sélo si para alguna 6 > 0,
E(e1) = 1, es decir que la caminata aleatoria S, tenga caminata aleatoria asociada.
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Apéndice A

Propiedad de la derivada de
Radon-Nikodym

Uno de los resultados mas importantes de teoria de la medida es el Teorema de
Radon-Nikodym, en esta seccion lo utilizaremos pero no lo demostraremos. Recorde-
mos las siguientes definiciones:

Definicién A.1. Sea p una medida en un espacio de medida (X, ) si existen A; € X
tales que pu(A;) < oo y U2 A; = X decimos que p es o-finita.

Definicion A.2. Sean \ y p medidas en un espacio de medida (X, %) si para todo
E € X tal que p(E) = 0 tenemos que \(E) = 0 decimos que \ es absolutamente
continua con respecto a [.

Asi podemos enunciar el Teorema de Radon-Nikodym para una demostracion
constltese [1] Teo 8.9.

Teorema A.3 (Teorema de Radon-Nikodym). Sean A y u medidas o-finitas en un
espacio de medida (X,X) si X es absolutamente continua con respecto a p entonces
existe una funcion f en M+ (X,X) tal que

ANE) = /Efdu,VE =

Mas ain la funcion queda determinada de manera unica p casi seqguramente.

A la funcion f obtenida en el Teorema A.3 la nombramos la derivada de Radon-
Nikodym de A con respecto a p y la denotamos por f = %. A continuacién una
propiedad de dicha derivada.
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Proposicion A.4. Sean A\ y p medidas o-finitas en un espacio de medida (X, %) si
: _ dA
A es absolutamente continua con respecto a 1y f = rE
Entonces para todo g € M (X, %

)
/gdk: /gfdu-

Demostracion. Como es usual dividiremos la demostraciéon en varios pasos:
1. g(z) = 1p(x) con B € B(R). Por la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym

tenemos que
/gd>\ = /]IBd)\ = \(B)

:/deuz/]leduz/gfdu

asi la igualdad se cumple en este caso.
n

2. g(x) = Zai]lBi(m) con a; € R, B; € B(R) es decir g es simple. Utilizando el
i=1
inciso anterior y las propiedades béasicas de la integral

/gdA:/iai]lBid)\:iai/ﬂBid)\
i=1 i=1
=1 i=1

asi se cumple la igualdad.
3.9 € MT(X,X). Como g € MT(X,X) sabemos que existe una sucesion monotona
creciente de funciones simples g, en M1 (X, ¥) tales que

lim g,(z) = g(x) para toda = € X.
n—oo
Debido a que f = % es la derivada de Radon-Nikodym f € M+ (X,Y) y asi

gnJ es una sucesion monoétona creciente de funciones en M+ (X, ¥) que por el limite
anterior satisfacen

h;m gn(z) f(x) = g(z) f(x) para toda = € X.

Utilizando el inciso 2, los dos limites anteriores y el Teorema de Convergencia
Monétona obtenemos

/gd)\: lim [ g,d\ = lim /gnfd,u:/gfd,u.
n—oo n—oo
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Apéndice B

El Teorema de la derivacion bajo el
signo de integral

A continuacién demostraremos un teorema que en ciertos casos nos permite derivar
funciones.

Teorema B.1 (Teorema de la derivacion bajo el signo de integral). Sean X, =
X(w,t)w € Q, t € [a,b] una coleccion de v.a. en (2, F,P) un espacio de probabilidad.
Si la funcion t — Xy es continua en [a,b] c.s., con derivada continua y acotada por
Y wuna v.a. aleatoria integrable en (a,b) c.s. Entonces t — E(X;) es derivable en
(a,0) y
dE(X,)
dt

dXt)
dt

= FE(
Demostracion. Queremos probar que para todo ¢y € (a,b)

dX;

Hm E(Xt'i‘t()) - E(Xto) %)

t—0 t

:E(

Sea (tn)nen una sucesion tal que t,, — 0y ¢y € (a,b), sin pérdida de generalidad
supongamos que t, + to € (a,b) para toda n € N.

Sea
o) o= Kol = X
Entonces
BSsu) = BOw) _ [ s =) [ 14
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Sea
A:={w € Q: Xi(w) es continua en [a, bl

su derivada es continua y acotada por una v.a. integrable Y en (a,b)}.

Por hipétesis si w € A entonces por el Teorema del Valor Medio

X - X X
fo(w) = oo (wi w() _d to;;" () para algun |0,| < t,.

Debido a que la derivada es continua

X
lim f,(w) = d tto siwe A

n—oo d

por la pentultima igualdad y por hipotesis

|fu(w)| <Y (w)siwe A con E(Y) < .

Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

dXx,
lim E(f,) =F 0
s B(fa) = EC5)
y en consecuencia por como se defini6 f,
dE(Xy,) dX;
@B A t) _ pdiioy
dt ( dt )

116



Bibliografia

[1] R. G. Bartle, The Elements of Integration and Lebesgue Measure,Wiley Classics
Library Edition, 1995.

[2] M. E. Caballero, V. M. Rivero, G. Uribe Bravo, C. Velarde, Cadenas de Markov:
Un enfoque elemental, Segunda Edicion, Aportaciones Matematicas SMM, 2008.

[3] D. L. Cohn, Measure Theory, Birkhduser Boston, 1980.

[4] J. G. Conlon, Notas del curso Probability and Random Processes, University of
Michigan, 2010.

[5] R. Durrett, Probability, Theory and Ezamples, Cuarta edicion, Cambridge Uni-
versity Press, 2010.

[6] M. A. Garcia, Introduccion a la teoria de la probabilidad, Sequndo Curso, Fondo
de Cultura Econémica, 2005.

[7] D. R. Grey, A note on convergence of probability measures, Journal of Applied
Probability, 38, pp 1055-1058, 2001.

[8] D. R. Grey, The associated random walk and martingales in random walks with

stationary increments, London Mathematical Society Lecture Note Series, 378,
pp 345-357, 2010.

[9] O. Kallenberg, Foundations of Modern Probability, Springer-Verlag, 1997.

[10] A. E. Kyprianou, Introductory lectures on fluctuations of Lévy Processes with
applications, Springer-Verlag, 2006.

[11] G. Lindgren, Lectures on Stationary Stochastic Processes; a course of PhD
students in Mathematical Statistics and other fields, Lund Institute of Technology,
1999.

117



BIBLIOGRAFIA

[12] K. V. Mardia, J. T. Kent, J. M. Bibby, Multivariate Analysis, New York: Academic
Press, 1979.

[13] K. I. Sato, Lévy processes and infinitely divisible distributions, Cambridge Uni-
versity Press, 1999.

[14] A. N. Shiryaev, Probability, Segunda edicion, Springer-Verlag.

[15] D. Williams, Probability with Martingales, Segunda edicion, Cambridge University
Press, 1991.

118



	Portada

	Introducción

	Índice General

	Capítulo 1. Preliminares

	Capítulo
2. La Caminata Aleatoria Asociada y la Martingala de Wald
	Capítulo 3. La Generalización 
	Capítulo 4. Incrementos Estacionarios en Cadenas de Markov 
	Capítulo 5. Incrementos Estacionarios Gaussianos 
	Capítulo 6. La Transformada de Esscher, el Proceso de Lévy Asociado y la Martingala de Wald 
	A. Propiedad de la Derivada de Radon-Nikodym

	Bibliografía


