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Introducción

Este trabajo tiene como objetivo desarrollar la teoría necesaria para poder com-
prender a profundidad el artículo The associated random walk and martingales in
random walks with stationary increments publicado en el año 2010 por D. R. Grey
[8]. En dicho artículo se define y estudia el concepto de caminata aleatoria asociada y
martingala de Wald, se dan las condiciones para poder generalizarlo y finalmente se
analizan ejemplos que cumplen dichas condiciones.

En el capítulo introductorio demostraremos las leyes 0-1: de Lévy y de Hewitt-
Savage. Después introduciremos el concepto de caminata aleatoria y veremos como
a partir de la Ley 0-1 de Hewitt-Savage podemos caracterizar su comportamiento
asintótico.

Posteriormente estudiaremos el caso en que la transformada de Laplace de una
caminata aleatoria satisface la condición de Crámer. En tal caso se puede construir la
caminata aleatoria asociada . Mostraremos que si una caminata aleatoria satisface
que ĺımn→∞ Sn = ∞ c. s. entonces su caminata aleatoria asociada cumplirá que
ĺımn→∞ S

∗
n = −∞ c. s.. También construiremos la martingala de Wald a partir de

una caminata aleatoria con condición de Crámer.
En el capítulo siguiente observaremos que para generalizar el concepto de caminata

aleatoria asociado es necesario un proceso erdódico (Xn)n∈N que cumpla una condición
similar a la de Crámer. Así construiremos un proceso asociado de manera análoga al
caso de la caminata aleatoria asociada.

Es particularmente interesante la Proposición 3.18 donde se construye la medida
de probabilidad para el proceso asociado, dicha demostración no está desarollada con
detalle en el artículo de Grey. Para poder hacer esta demostración, utilizamos una
técnica similar a la que se usa para probar el Teorema de Extensión de Kolmogorov,
en la cual es fundamental que en un espacio de probabilidad definido en B(Rn) todo
evento puede ser aproximado por un conjunto compacto.

Una vez dadas las condiciones para generalizar consideramos dos ejemplos que las
satisfacen
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1. Una cadena de Markov con incrementos estacionarios (Capítulo 4).

2. Un proceso con incrementos estacionarios gaussianos (Capítulo 5).

En la Proposicion 4.11 se muestra que una cadena de Markov irreducible con
incrementos estacionarios es ergódica. De la misma manera en la Proposición 5.9 se
muestra que un proceso con incrementos estacionarios gaussianos cuyos coeficientes de
correlación convergen a cero es ergódico. Nada de esto es trivial ni está desarrollado
en el artículo de Grey. Para poder hacer la demostración es necesario utilizar la
convergencia de funciones características.

Otro detalle muy importante es que en el capítulo de caminata aleatoria asociada
observamos que se satisface una relación de dualidad, si una caminata aleatoria Sn
tiene caminata asociada S∗n entonces esta tambien tendrá caminata asociada y volverá
a ser la inicial es decir S∗n

∗ = Sn. Al generalizar, dicha dualidad no siempre es válida,
este resultado no es analizado a profundidad en este trabajo, para mayor información
consúltese la tercer sección del artículo de Gray [8]. En los casos estudiados en los
capítulos 3 y 4 si se satisface la dualidad.

En el último capítulo extendemos estas nociones al caso de procesos en tiempo
continuo (que no es tratado en el artículo de Grey), y se trabaja con procesos de
Lévy. Se hace una breve introducción a los procesos de Lévy y nos planteamos bajo
qué condiciones un proceso de Lévy tiene proceso de Lévy asociado y cuáles de las
propiedades de las caminatas aleatorias se preservan en este caso. La condición de
Crámer para procesos de Lévy es fundamental en este capítulo.

Para poder leer esta tesis es altamente recomendado tener los conocimientos de
un primer curso de probabilidad a nivel licenciatura así como los de un curso básico
de teoría de la medida, además de comprender el concepto de esperanza condicional
con respecto a una σ-álgebra. Toda la demás teoría se desarrolla en la tesis o se da la
referencia exacta para poder consultarla.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo probaremos dos generalizaciones de la Ley 0-1 de Kolmogorov:
La Ley 0-1 de Lévy y la Ley 0-1 de Hewitt Savage. La Ley 0-1 de Lévy nos será útil
más adelante. Al final de este capítulo utilizaremos la Ley 0-1 de Hewitt Savage para
caracterizar el comportamiento asintótico de las caminatas aleatorias.

1.1. Ley 0-1 de Lévy y de Kolmogorov

Definición 1.1. Sea (Fn)n∈N una filtración en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ),
es decir una sucesión de σ-álgebras que satisface Fn ⊂ Fn+1 ⊂ F para toda n ∈ N.

a) Decimos que (Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias está adaptada a (Fn)n∈N
si Xn es Fn-medible para toda n ∈ N.

b) Si (Xn)n∈N cumple que

1. E(|Xn|) <∞ para toda n ∈ N .

2. (Xn)n∈N esta adaptada a (Fn)n∈N.

3. E(Xn+1|Fn) = Xn para toda n ∈ N.

Diremos que (Xn)n∈N es martingala con respecto a (Fn)n∈N.

Una martingala se puede interpretar como un fenómeno aleatorio que evoluciona
en el tiempo y cuya información al tiempo n está descrita por Fn. Un ejemplo de esto
sería un modelo para el desarrollo de un juego justo.

El siguiente resultado se puede consultar en [5] Teo 5.2.8.
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1.1. LEY 0-1 DE LÉVY Y DE KOLMOGOROV

Teorema 1.2 (Convergencia de martingalas). Sea (Xn)n∈N una martingala con
respecto a una filtración (Fn)n∈N tal que sup{E(X+

n )}n∈N <∞ entonces existe X una
variable aleatoria, σ(

⋃
n∈N

Fn)-medible tal que

a) E|X| <∞.

b) ĺım
n→∞

Xn = X c.s.

Aplicando este resultado podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.3 (Teorema de Lévy hacia adelante). Sea (Ω,F , P ) un espacio de proba-
bilidad, si tenemos una filtración (Gn)n∈N, G = σ(

⋃
n∈N

Gn) y Y una variable aleatoria

integrable F-medible entonces

ĺım
n→∞

E(Y |Gn) = E(Y |G) c.s. y en L1.

Demostración. La sucesión de variables aleatorias {Xn = E(Y |Gn)}n∈N es martingala.
En efecto

1. Para toda n ∈ N,

E(|Xn|) = E(|E(Y |Gn)|) ≤ E(E(|Y | | Gn) = E(|Y |) <∞

ya que Y es integrable, por lo que se cumple la condición de integrabilidad.
2. Por definición de esperanza condicional (Xn)n∈N está adaptada a (Gn)n∈N.
3. Para toda n ∈ N, E(Xn+1|Gn) = E(E(Y |Gn+1)|Gn) = E(Y |Gn) = E(Xn) ya

que Gn ⊂ Gn+1, (por la propiedad de anidamiento de la esperanza condicional).
Por 1. tenemos que para toda n ∈ N

sup{E(X+
n )}n∈N ≤ sup{E(|Xn|)}n∈N ≤ E(|Y |) <∞

y por el Teorema de Convergencia de Martingalas existe una variable aleatoria X
integrable y G-medible tal que

ĺım
n→∞

Xn = X c.s.

y el Teorema de Covergencia Dominada nos permite afirmar que la convergencia
también es válida en L1.

Nos resta que verificar que X = E(Y |G) c.s., observemos que se tienen las
siguientes propiedades:
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1. X es G-medible pues es límite de funciones G-medibles.
2. Sea A ∈ Gn0 . Para toda n ≥ n0∫

A

XndP =

∫
A

E(Y |Gn)dP =

∫
A

Y dP

por que A ∈ Gn0 ⊂ Gn. Por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
n→∞

∫
A

XndP =

∫
A

ĺım
n→∞

XndP =

∫
A

XdP =

∫
A

Y dP.

En consecuencia para toda A ∈
⋃
n∈N

Gn se cumple la igualdad anterior y como
⋃
n∈N

Gn

es un π-sistema en σ(
⋃
n∈N

Gn) tenemos que para toda A ∈ G

∫
A

XdP =

∫
A

Y dP.

Por los dos puntos anteriores y por la unicidad de la esperanza condicionalX = E(Y |G)
c.s.

Corolario 1.4. Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, si tenemos una filtración
(Gn)n∈N, G = σ(

⋃
n∈N

Gn) y Y una variable aleatoria integrable y medible con respecto a

G entonces
ĺım
n→∞

E(Y |Gn) = Y c.s. y en L1.

Demostración. Es claro por el Teorema 1.3 ya que como Y es una variable aleatoria
G medible

E(Y |G) = Y c.s.

Corolario 1.5 (Ley 0-1 de Lévy). Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Si
tenemos una filtración (Gn)n∈N, G = σ(

⋃
n∈N

Gn) y A ∈ G entonces

ĺım
n→∞

E(1A|Gn) = 1A c.s. y en L1.

Demostración. Es claro inmediato del Corolario 1.4 pues 1A es G-medible.
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1.2. LEY 0-1 DE HEWITT SAVAGE Y DE KOLMOGOROV

Con esto queda demostrada la ley 0-1 de Lévy la cual utilizaremos posteriormente
en la tesis. Por completez deseamos dar una demostración de la ley 0-1 de Kolmogorov
usando el resultado anterior. La ley 0-1 de Kolmogorov está relacionada con la
σ-álgebra cola misma que definiremos a continuación.

Definición 1.6. Sean (Xi)i∈N una colección de variables aleatorias en un espacio de
probabilidad, sea Tn := σ(Xn, Xn+1, ...), sea T :=

⋂
i∈N

Ti. T se llama la σ-álgebra cola

de (Tn)n∈N o de (Xi)i∈N.

Intuitivamente un elemento de la σ-álgebra cola se caracteriza por que si cambiamos
un número finito de valores no afecta su ocurrencia, es decir el evento depende
unicamente de la cola de la sucesión de variables aleatorias.

Teorema 1.7 (Ley 0-1 de Kolmogorov). Sean (Xi)i∈N una colección de variables
aleatorias independientes en un espacio de probabilidad, sea A ∈ T un evento en la
σ-álgebra cola de (Xi)i∈N entonces

P (A) ∈ {0, 1}.

Demostración. Sea A ∈ T , sean Fn = σ(X0, ...Xn), F = σ(
⋃
i∈N

Fi). Es claro que

T ⊂ F por lo cual A ∈ F . Como A ∈ T en particular A ∈ σ(Xn, Xn+1, ...), por lo
cual A es independiente de Fn y así

E(1A|Fn) = P (A).

Como A ∈ F por la Ley 0-1 de Lévy al ser (Fn)n∈N una filtración

P (A) = ĺım
n→∞

E(1A|Fn) = 1A

de donde concluimos P (A) ∈ {0, 1}.

1.2. Ley 0-1 de Hewitt Savage y de Kolmogorov
Para poder analizar el comportamiento asintótico de las caminatas aleatorias es

necesario contar con un resultado que generalice la Ley 0-1 de Kolmogorov: la Ley
0-1 de Hewitt Savage.

Observemos primero que la construcción de los borelianos en Rn puede ser exten-
dida para construir los borelianos del espacio

RN := {(x1, x2, ...) : xi ∈ R}.

18



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.8. Sea C la familia de los cilindros finito dimensionales en RN es decir

C := {R ⊂ RN : R = (a1, b1]× ...× (an, bn]× RN,−∞ ≤ ai < bi ≤ ∞}.

Definimos a los borelianos de RN como B(RN) = σ(C).

El Teorema de Extensión de Kolmogorov nos da condiciones bajo las cuales si
tenemos una colección de medidas {P n,B(Rn)}n∈N se pueden extender de manera
única a una medida en B(RN), la demostración se puede consultar en [5] Teo A.3.1.

Teorema 1.9 (Teorema de Extensión de Kolmogorov). Sean (P n)n∈N una sucesión
de medidas de probabilidad consistentes en (Rn,B(Rn))n∈N es decir que para toda
n ∈ N y toda ai < bi, i = 1, 2..., n se tiene

P n+1((a1, b1]× ...× (an, bn]× R) = P n((a1, b1]× ...× (an, bn]).

Entonces existe una única medida de probabilidad P en (RN,B(RN)) tal que

P ((a1, b1]× ...× (an, bn]× RN) = P n((a1, b1]× ...× (an, bn]).

En particular podemos usar este teorema cuando (Xn)n∈N son variables aleatorias
i.i.d. Para cada n ∈ N y A1, ...An ∈ B(R) definimos

P n(A1 × A2 × ...× An) := P (X1 ∈ A1, ...Xn ∈ An) =
n∏
i=1

P (Xi ∈ Ai)

y se puede extender a B(Rn) de manera única ya que B(Rn) es la σ-álgebra generada
por los cilindros finito dimensionales y obtenemos así el espacio de probabilidad
(Rn,B(Rn), P n).

Es claro que la familia (P n)n∈N es una sucesión de medidas consistentes y por el
Teorema de Extensión de Kolmogorov existe una única medida de probabilidad PN

en (RN,B(RN)) tal que para toda n ∈ N, X := (X1, X2, ...):

PN(X ∈ B) = P n((X1, ..., Xn) ∈ B), B ∈ B(Rn),

donde

{X ∈ B} = {ω ∈ Ω : (X1(ω), ..., Xn(ω)) ∈ B;Xj(ω) ∈ R, j 6= 1...n}.

Ahora vamos a ver un resultado que nos permitirá aproximar a los borelianos de
RN y que nos será útil para demostrar la Ley 0-1 de Hewitt Savage. Sean (Fi)i∈N las
sub σ-álgebras de B(RN) definidas por

Fi := {A ∈ B(RN) : A = B × RN, B ∈ B(Rn)},

19



1.2. LEY 0-1 DE HEWITT SAVAGE Y DE KOLMOGOROV

y consideremos a las familias C y D definidas a continuación

C :=
⋃
i∈N

Fi,

D := {A ∈ B(RN) : para toda ε > 0, existe B ∈ C tal que PN(A4B) < ε}.

Proposición 1.10. D = B(RN), es decir la familia C nos permite aproximar a
cualquier conjunto de B(RN).

Demostración. Observemos que C es un π-sistema pues:
1. RN ∈ C.
2. Sean A,B ∈ C entonces A = C ×RN,B = D×RN con C ∈ B(Rn), D ∈ B(Rm).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer m = n+ l, así tenemos que A ∩ B =
((C × Rl) ∩B)× RN y como (C × Rl) ∩B ∈ Rm, A ∩B ∈ C.

Veamos que D es un λ-sistema. De hecho probaremos que es una σ-álgebra y en
consecuencia es λ-sistema.

Es claro que RN ∈ D, por que RN ∈ Fi para toda i ∈ N.
Ahora veamos que si A ∈ D entonces Ac ∈ D. Sea ε > 0, existe B ∈ C tal que

PN(A4B) < ε. Como A ∈ B(RN), B ∈ C es claro que Ac ∈ B(RN), Bc ∈ C y como
es una propiedad de la diferencia simétrica que A4 B = Ac 4 Cc, PN(A4 B) =
PN(Ac4 Cc) por lo cual Ac ∈ D.

Por último veremos que si A1, A2, ... ∈ D entonces
⋃∞
i=1Ai ∈ D. Primero se verá el

resultado para uniones finitas y esto se hará por inducción. Sean A1, A2, ... ∈ D tales
que Ai∩Aj = ∅ para i 6= j. Primero probemos por inducción que

⋃n
i=1Ai ∈ D,∀n ∈ N.

Para n = 1 es trivial.
H.I. Supongamos que

⋃n
i=1Ai ∈ D entonces existe B ∈ C tal que

PN(
n⋃
i=1

Ai4B) <
ε

2
.

Como An+1 ∈ D, existe C ∈ C tal que

PN(An+14 c) <
ε

2
.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Observemos que

PN(
n+1⋃
i=1

Ai4 (B ∪ C)) = PN(
n+1⋃
i=1

Ai)− 2PN(
n+1⋃
i=1

Ai ∩ (B ∪ C)) + PN(B ∪ C)

= PN(
n⋃
i=1

Ai) + PN(An+1)− 2
[
PN(

n⋃
i=1

Ai ∩ (B ∪ C))

+ PN(An+1 ∩ (B ∪ C))
]

+ PN(B ∪ C)

pues Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j. Continuando con el desarrollo

= PN(
n⋃
i=1

Ai) + PN(An+1)− 2
[
PN(

n⋃
i=1

Ai ∩B) + PN(
n⋃
i=1

Ai ∩ (Bc ∩ C))

+ PN(An+1 ∩ C) + PN(An+1 ∩ (B ∩ Cc))
]

+ PN(B ∪ C)

≤ PN(
n⋃
i=1

Ai) + PN(An+1)− 2
[
PN(

n⋃
i=1

Ai ∩B)

+ PN(An+1 ∩ C)
]

+ PN(B) + PN(C)

= PN(
n⋃
i=1

Ai4B) + PN(An+14 C) < ε.

Así
⋃n+1
i=1 Ai ∈ D y por inducción

⋃n
i=1Ai ∈ D para toda n ∈ N.

Ahora probemos que
⋃
i∈NAi ∈ D. Sabemos que existe n ∈ N tal que

PN(
∞⋃
i=n

Ai) <
ε

2

pues Ai∩Aj = ∅, i 6= j. Por la observación anterior existe B ∈ D tal que PN(
⋃n−1
i=1 Ai4

B) < ε
2
. Por lo cual

PN(
∞⋃
i=1

Ai4B) = PN(
∞⋃
i=1

Ai \B) + PN(B \
∞⋃
i=1

Ai

= PN(
n−1⋃
i=1

Ai \B) + PN(
∞⋃
i=n

Ai \B) + PN(B \
∞⋃
i=1

Ai)
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pues Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j. Continuando con el desarrollo

≤ PN(
n−1⋃
i=1

Ai \B) + PN(
∞⋃
i=n

Ai) + PN(B \
n−1⋃
i=1

Ai)

= PN(
n−1⋃
i=1

Ai4B) + PN(
∞⋃
i=n

Ai) < ε

y se concluye que
⋃∞
i=1Ai ∈ D.

Es decir hemos probado que D es un λ-sistema. El Teorema de la Clase Monótona
nos permite afirmar que σ(C) ⊆ D ⊆ B(RN) y como σ(C) = B(RN) concluimos
D = B(RN).

Con los resultados anteriores podremos estudiar la Ley 0-1 de Hewitt Savage para
lo cual solo nos falta definir un par de nuevos conceptos.

Definición 1.11. Sea π : N −→ N decimos que π es una permutación finita si es
biyectiva y π(n) = n para todo n excepto en un número finito de casos.

Si (Xi)i∈N es una sucesión de variables aleatorias y X = (X1, X2, ...)un vector
aleatorio infinito decimal definimos

π(X) := (Xπ(1), Xπ(2), ...).

Si A = {X ∈ B} con B ∈ B(RN) denotamos

π(A) := {π(X) ∈ B}.

Definición 1.12. Decimos que un evento A = {X ∈ B} con B ∈ B(RN) es simétrico
si π(A) = A, para toda permutación finita π.

Teorema 1.13 (Ley 0-1 de Hewitt Savage). Sean (Xi)i∈N una sucesión de variables
aleatorias i.i.d. y sea A = {X ∈ B} un evento simétrico entonces PN(A) ∈ {0, 1}.

Demostración. Sea A = {X ∈ B} un evento simétrico. Por la Proposición 1.10 para
cada n ∈ N podemos escoger Bn ∈ B(RN) tal que si

An := {X ∈ Bn × RN ∈ B(RN)}

entonces
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ĺım
n→∞

PN(A4 An) = 0. (1.1)

Consideremos la siguiente permutación finita

πn(m) :=


n+m si 1 ≤ m ≤ n
m - n si n < m < 2n
m si 2n < m.

Como las variables aleatorias (Xi)i∈N son i.i.d para toda n ∈ N

PN(X ∈ B) = PN(πn(X) ∈ B).

Así
PN(A4 An) = PX(B 4Bn) = Pπn(X)(B 4Bn). (1.2)

Como A es simétrico se tiene que

A = {X ∈ B} = πn(A) = {πn(X) ∈ B}

y en consecuencia

Pπn(X)(B 4Bn) = PN((πn(X) ∈ B)4 (πn(X) ∈ Bn))

= PN((X ∈ B)4 (πn(X) ∈ Bn)) = PN(A4 πn(An)).
(1.3)

Así por (1.2) y (1.3) tenemos

PN(A4 An) = PN(A4 πn(An)). (1.4)

Es una propiedad de la diferencia simétrica que

A4 (An ∩ πn(An)) ⊆ (A4 An) ∪ (A4 πn(An)).

Por (1.4)

PN(A4 (An ∩ πn(An))) ≤ PN(A4 An) + PN(A4 πn(An))

= 2PN(A4 An)

por lo cual por (1.1)
ĺım
n→∞

PN(A4 (An ∩ πn(An))) = 0. (1.5)
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Como PN(A4An) = PN(A\An)+PN(An\A) por (1.1) tenemos que ĺım
n→∞

PN(A\An) =

ĺım
n→∞

PN(An \ A) = 0, por lo cual

0 = ĺım
n→∞

(PN(A \ An)− PN(An \ A))

= ĺım
n→∞

(PN(A)− PN(A ∩ An) + PN(A ∩ An)− PN(An))

= ĺım
n→∞

(PN(A)− PN(An))

es decir
ĺım
n→∞

PN(An) = ĺım
n→∞

PN(A). (1.6)

Análogamente por (1.4) usando (1.1)

ĺım
n→∞

PN(πn(An)) = ĺım
n→∞

PN(A) (1.7)

y por (1.5)
ĺım
n→∞

PN(An ∩ πn(An)) = ĺım
n→∞

PN(A). (1.8)

Finalmente por la independencia de (Xi)i∈N

PN(An ∩ πn(An)) = PN(X ∈ Bn × RN, πn(X) ∈ Bn × RN)

= P n((X1, X2, ...Xn) ∈ Bn, (Xπn(1), Xπn(2), ...Xπn(n)) ∈ Bn)

= P n((X1, X2, ...Xn) ∈ Bn, (Xn+1, Xn+2, ...X2n) ∈ Bn)

= P n((X1, X2, ...Xn) ∈ Bn)P n((Xn+1, Xn+2, ...X2n) ∈ Bn)

= P n((X1, X2, ...Xn) ∈ Bn)P n((Xn+1, Xn+2, ...X2n) ∈ Bn)

= PN(X ∈ Bn)PN(πn(X) ∈ Bn)

= PN(An)PN(πn(An))

y por (1.6), (1.7) y (1.8), PN(A) = PN(A)2 por lo cual

PN(A) ∈ {0, 1}.

Por último igual que en la sección anterior podemos ofrecemos nueva demostración
de la Ley 0-1 de Kolmogorov.
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Teorema 1.14 (Ley 0-1 de Kolmogorov). Sean (Xi)i∈N una colección de variables
aleatorias independientes en un mismo espacio de probabilidad, sea A ∈ T un evento
en la σ-álgebra de cola entonces

P (A) ∈ {0, 1}.

Demostración. Sea A ∈ T , sea π una permutación finita, entonces existe n0 ∈ N
tal que si n ≥ n0, π(n) = n. Como A está en la σ-álgebra de cola entonces A ∈
σ(Xn0 , Xn0+1,...) por lo cual π(A) = A y así A es un evento simétrico, en consecuencia,
por la Ley 0-1 de Hewitt Savage,

P (A) ∈ {0, 1}.

1.3. Comportamiento asintótico de caminatas alea-
torias

El comportamiento asíntótico de las caminatas aleatorias será central en esta tesis,
en esta sección demostraremos que se puede caracterizar de una manera bastante
simple.

Definición 1.15. Sean (Xi)i∈N una sucesión de variables aleatorias i.i.d. definidas

en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), al proceso {Sn =
n∑
i=1

Xi}n∈N, se le conoce

como caminata aleatoria.

El siguiente teorema caracteriza el comportamiento de las caminatas aleatorias
para demostrarlo utilizaremos la Ley 0-1 de Hewitt Savage.

Teorema 1.16. Sea (Sn)n∈N entonces

1. ĺım sup
n→∞

Sn y ĺım inf
n→∞

Sn no son ambos finitos salvo en el caso trivial cuando

Sn = 0 c.s. para toda n ∈ N.

2. Las siguientes tres posibilidades son excluyentes

(a) ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s.

(b) −∞ = ĺım inf
n→∞

Sn < ĺım sup
n→∞

Sn =∞ c.s.
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(c) ĺım
n→∞

Sn = −∞ c.s.

Demostración. Sean Y = ĺım sup
n→∞

Sn, Ab = {ω ∈ Ω : Y (ω) = b, b ∈ [−∞,∞]}. Sea π

una permutación finita entonces existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 π(n) = n. Así

ĺım sup
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(sup
m≥n

Sm) = ĺım
n→∞

( sup
m≥n≥n0

Sm) = ĺım
n→∞

( sup
m≥n≥n0

Sm)

= ĺım
n→∞

( sup
π(m)≥n

Sm) = ĺım sup
n→∞

Sπ(n)

entonces Ab es simétrico. Por la Ley 0-1 de Hewitt-Savage Ab tiene probabilidad 0 ó 1
y así existe c ∈ [−∞,∞] tal que ĺım sup

n→∞
Sn = c c.s. Análogamente existe d ∈ [−∞,∞]

tal que ĺım inf
n→∞

Sn = d c.s.
Tenemos tres casos:
Caso 1) c ∈ R.

Como las variables aleatorias son i.i.d. si S ′n =
n+1∑
i=2

Xi tenemos que

c = ĺım sup
n→∞

Sn = X1 + ĺım sup
n→∞

S
′

n = X1 + c c.s.

Así X1 = 0 c.s. e inductivamente Sn = 0 para toda n ∈ N c.s. y se cumple el caso
trivial. Ahora veamos que en los demás casos sucede lo enunciado en el inciso 2. de
este teorema.

Caso 2) c =∞.
Observemos que si d ∈ R como ĺım inf

n→∞
Sn = d entonces de manera análoga al caso

anterior concluimos que Sn = 0 para toda n ∈ N c.s. lo cual contradice que c =∞.
Así solo tenemos dos posibilidades:
Subcaso 1) d =∞.
Entonces ĺım inf

n→∞
Sn = ĺım sup

n→∞
Sn = ∞ por lo que ĺım

n→∞
Sn = ∞ c.s. y se cumple

2.(a).
Subcaso 2) d = −∞.
Entonces ĺım inf

n→∞
Sn = −∞ c.s, ĺım sup

n→∞
Sn =∞ c.s. y se cumple 2.(b).

Caso 3) c = −∞.
Como −∞ = ĺım inf

n→∞
Sn ≤ ĺım sup

n→∞
Sn = −∞, se satisface

ĺım
n→∞

Sn = −∞ c.s. correspondiente al inciso 2.(c).
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Capítulo 2

La caminata aleatoria asociada y la
martingala de Wald

En este capítulo definiremos el concepto de caminata aleatoria asociada y analiza-
remos algunas de sus propiedades, también construiremos la martingala de Wald.

2.1. La caminata aleatoria asociada

En el capítulo anterior demostramos que las caminatas aleatorias tienen cuatro
posibles tipos de comportamiento asintótico. Si determinamos el valor de la esperanza
deX1, en algunos casos podremos conocer el comportamiento asintótico de la caminata
aleatoria.

Proposición 2.1. Sea (Sn)n∈N una caminata aleatoria tal que
0 < E(X1) <∞, entonces

ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s.

Demostración. Sea c = E(X1) por la Ley Fuerte de los Grandes Números tenemos
que

ĺım
n→∞

Sn
n

= c c.s.

Como c > 0 existe ε > 0 tal que c− ε > 0, además por el límite anterior existe
n0 ∈ N tal que si n ≥ n0,

|Sn
n
− c| < c− ε.
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Figura 2.1: Primeros 50 pasos de una caminata aleatoria con distribución uniforme
discreta en {1, 2, 3, 4, 5, 6} es decir con E(X1) = 7

2

En particular

c− Sn
n
< c− ε

despejando

nε < Sn.

Haciendo tender n a infinito

ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s.

La siguiente proposición es análoga:

Proposición 2.2. Sea (Sn)n∈N una caminata aleatoria tal que
−∞ < E(X1) < 0 entonces

ĺım
n→∞

Sn = −∞ c.s.
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Definición 2.3. Sea (Sn)n∈N una caminata aleatoria con 0 < E(Xi) <∞ ó −∞ <
E(Xi) < 0 y F la función de distribución de X1, si existe θ 6= 0 tal que

E(e−θXi) =

∫ ∞
−∞

e−θxdF (x) = 1

decimos que cumple la condición de Crámer. En tal caso definimos la función de
distribución

F ∗(s) :=

∫ s

−∞
e−θxdF (x).

La caminata aleatoria S∗n =
n∑
i=1

X∗i
n∈N

tal que X∗i tiene función de distribución

F ∗ es la caminata aleatoria asociada de (Sn)n∈N.

En la siguiente proposición mostramos las propiedades principales de la caminata
aleatoria asociada:

Proposición 2.4. Sea (Sn)n∈N una caminata aleatoria tal que
0 < E(X1) <∞ con caminata aleatoria asociada entonces

1. θ es positivo.

2. θ es único.

3. Xi no puede ser constante c.s. y en consecuencia X∗i tampoco.

4. E(X∗1 ) < 0.

5. (F ∗)∗ = F .

6. La caminata aleatoria asociada tiene caminata aleatoria asociada y es la cami-
nata aleatoria original.

Demostración. 1. Sea φ(x) := e−θx, x ∈ R, es claro que φ es convexa. Entonces por
la desigualdad de Jensen

φ
( ∫ ∞
−∞

xdF (x)
)
≤
∫ ∞
−∞

φ(x)dF (x)

φ(E(Xi)) ≤
∫ ∞
−∞

e−θxdF (x) = 1

e−θE(Xi) ≤ 1
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como la función exponencial es creciente y e0 = 1

−θE(Xi) ≤ 0.

Así como θ 6= 0 y E(Xi) > 0 concluímos θ > 0.
2. Sea K > 0 una constante positiva. Observemos que por la Proposición 2.1

tenemos que
ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s.

Por lo que, como θ es positivo

ĺım
n→∞

−θSn = −∞ c.s.

lo que implica, por continuidad de la función exponencial que

ĺım
n→∞

e−θSn = 0 c.s.

Si Sn ≥ −K entonces como θ es positivo e−θSn ≤ eθK . Así tenemos la siguiente
desigualdad

e−θSn1{Sn≥−K} ≤ eθK1{Sn≥−K} ≤ eθK .

Como la función constante eθK es integrable entonces por el Teorema de Convergencia
Dominada

ĺım
n→∞

E(e−θSn ;Sn ≥ −K) = ĺım
n→∞

E(e−θSn1{Sn≥−K})

= E( ĺım
n→∞

e−θSn1{Sn≥−K}) = E(0) = 0.

Así debido a que E(e−θSn) = E(e−θSn ;Sn ≥ −K) + E(e−θSn ;Sn ≤ −K) y por la
independencia de las v.a. tenemos que

ĺım
n→∞

E(e−θSn) = ĺım
n→∞

E(e−θXi)n = 1 (2.1)

en consecuencia
ĺım
n→∞

E(e−θSn ;Sn ≤ −K) = 1.

Supongamos que existe otro real positivo a 6= θ tal que E(e−aXi) = 1, tenemos dos
casos:

Caso 1) 0 < a < θ. Una vez más tenemos que si Sn ≤ −K por la desigualdad
anterior

Sn(θ − a) ≤ −K(θ − a)

−aSn ≤ −K(θ − a)− Snθ
e−aSn ≤ eK(θ−a)−Snθ
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en consecuencia

ĺım sup
n→∞

E(e−aSn ;Sn ≤ −K) ≤ ĺım
n→∞

E(e−K(θ−a)−Snθ) = e−(θ−a)K

la última igualdad es debida a (2.1).
Por un razonamiento análogo al que se hizo con θ, si a satisface las hipótesis de esta
proposición

ĺım
n→∞

E(e−aSn) = ĺım sup
n→∞

E(e−aSn ;Sn ≤ −K) ≤ e−(θ−a)K .

Como K es positiva y arbitraria al hacer tender n a infinito, concluimos que
ĺım
n→∞

E(e−aSn) = 0 lo cual es una contradicción pues este límite debe de ser uno.
Caso 2) θ < a.
De manera análoga tendríamos que

e−(θ−a)K ≤= ĺım
n→∞

E(e−aSn) = ĺım inf
n→∞

E(e−aSn ;Sn ≤ −K).

Como K es positiva y arbitraria conluíriamos que ĺım
n→∞

E(e−aSn) = ∞, lo cual es
una contradicción pues este límite debe de ser uno. Una vez agotados los dos casos
posibles tenemos que θ es única.

3. Supongamos que Xi = c c.s. entonces

E(e−θXi) = e−θc = 1

−θc = 0.

Como θ es distinto de cero c = 0, lo cual es una contradicción pues Xi tiene esperanza
distinta de cero.

Ahora supongamos que X∗i = c c.s. tenemos que

eθc = E(eθX
∗
i ) =

∫ ∞
−∞

eθxdF ∗(x) =

∫ ∞
−∞

eθxe−θxdF (x)

=

∫ ∞
−∞

dF (x) = 1

entonces θc = 0. Como θ es distinto de cero entonces c = 0. Por lo cual la función de
distribución F ∗ estaría dada por

F ∗(s) =

∫ s

−∞
e−θxdF (x) =

{
0 si s < 0,
1 si 0 ≤ s,
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como la función exponencial es estrictamente positiva y F es la función de distribución
de X tendríamos que X = 0 c.s. lo cual es una contradicción pues la esperanza de X
es positiva.

4. Razonemos de manera análoga al inciso 1. de esta proposición sea ϕ(x) := eθx. ϕ
es estrictamente convexa pues θ es distinto de cero, además como X∗i es no constante
por la desigualdad estricta de Jensen

ϕ
( ∫ ∞
−∞

xdF ∗(x)
)
<

∫ ∞
−∞

ϕ(x)dF ∗(x)

ϕ(E(X∗i )) <

∫ ∞
−∞

eθxdF ∗(x) =

∫ ∞
−∞

dF (x) = 1.

Es decir,
eθE(X∗i ) = ϕ(E(X∗i )) < 1.

Como la función exponencial es estrictamente creciente y e0 = 1

θE(X∗i ) < 0.

Como θ > 0 concluímos E(X∗i ) < 0.
5. Definamos las siguientes medidas de probabilidad en B(R). Si E ∈ B(R)

µ(E) :=

∫
E

dF (x), λ(E) :=

∫
E

dF ∗(x)

Por la definición de F ∗ tenemos que

λ(E) =

∫
E

e−θxdµ

Lo que muestra que µ es absolutamete continua con respecto a λ ya que si para algún
E ∈ B(R)

λ(E) =

∫
E

e−θxdµ = 0.

Entonces como e−θx > 0, µ(E) =

∫
E

dµ = 0.

Así por la Proposición A.4 del apéndice y por la unicidad de la derivada de Radon-
Nikodym ∫

eθxdλ =

∫
eθxe−θxdµ =

∫
dµ = 1
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En consecuencia por la definición de λ

E(eθX
∗
i ) =

∫ ∞
−∞

eθxdF ∗(x) =

∫
eθxdλ = 1.

Por lo cual
(F ∗)∗(s) =

∫ s

−∞
dF (x) = F (s)

6. Esta afirmación es inmediata por los incisos anteriores.

De manera análoga si la caminata aleatoria tuviera esperanza negativa tendríamos
el siguiente resultado:

Proposición 2.5. Sea (Sn)n∈N una caminata aleatoria tal que
−∞ < E(X1) < 0 con caminata aleatoria asociada entonces

1. θ es negativo.

2. θ es único.

3. Xi no puede ser constante c.s. y en consecuencia X∗i tampoco.

4. E(X∗1 ) > 0.

5. (F ∗)∗ = F .

6. La caminata aleatoria asociada tiene caminata aleatoria asociada y es la cami-
nata aleatoria original.

Observemos que por la Proposiciones 2.1, 2.4 y 2.5 si una caminata aleatoria Sn
tiene comportamiento asintótico

ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s.

Entonces su caminata aleatoria asociada S∗n tiene comportamiento asintótico

ĺım
n→∞

S∗n = −∞ c.s.

De la misma forma si tiene comportamiento asintótico

ĺım
n→∞

Sn = −∞ c.s.

Entonces su caminata aleatoria asociada S∗n tiene comportamiento asintótico

ĺım
n→∞

S∗n =∞ c.s.
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2.2. La martingala de Wald
La existencia de la caminata aleatoria asociada tamibién nos permite la construir

una martingala:

Proposición 2.6. Sea (Sn)n∈N una caminata aleatoria con caminata aleatoria asocia-
da (S∗n)n∈N es decir que satisface la condición de Crámer entonces (Vn := e−θSn)n∈N
es martingala con respecto a la filtración (σ(X1, ..., Xn))n∈N.

Demostración. Como e−θx > 0 y (Xi)i∈N son independientes tenemos que

E|Vn| = E(e−θSn) = (E(e−θXi))n = 1

pues E(e−θXi) = 1, lo que prueba que Vn es integrable para toda n ∈ N y es inmediato
comprobar que Vn es σ(X1, ..., Xn)-medible.

Finalmente utilizando propiedades básicas de la esperanza condicional

E(Vn+1|σ(X1, ..., Xn)) = E(e−θSne−θXn+1|σ(X1, ..., Xn))

= e−θSnE(e−θXn+1|σ(X1, ..., Xn))

= e−θSnE(e−θXn+1) = e−θSn = Vn

ya que E(e−θXn+1) = 1.

Definición 2.7. Si una caminata aleatoria (Sn)n∈N tiene caminata aleatoria asociada
(S∗n)n∈N decimos que (Vn)n∈N es la martingala de Wald asociada a (Sn)n∈N.

2.3. Ejemplos
En general no todas las caminatas aleatorias tienen caminata aleatoria asociada,

a continuación un par de ejemplos.

Ejemplo 2.1 (Distribución de Poisson). Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con
distribución de Poisson Pois(λ). En este caso la caminata aleatoria no tiene caminata
aleatoria asociada pues

ψ(t) = E(e−tXi) =
∞∑
k=1

e−tke−λλk

k!

= e−λ
∞∑
k=1

e−tkλk

k!
= e−λ

∞∑
k=1

(e−tλ)k

k!

= e−λee
−tλ = eλ(e

−t−1).

34



CAPÍTULO 2. LA CAMINATA ALEATORIA ASOCIADA Y LA MARTINGALA DE WALD

Figura 2.2: ψ en el caso Pois(1)

Como λ > 0, ψ(t) = 1 si y sólo si t = 0.

Ejemplo 2.2 (Distribución uniforme). Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con
distribución uniforme U(a, b). Para poder obtener la caminata aleatoria asociada
supondremos que −∞ < a < 0 < b <∞ y a+ b > 0. Así tenemos que utilizando las
propiedades de la distribución uniforme

E(Xi) =
a+ b

2
> 0

ψ(t) = E(e−tXi) =

{
1 si t = 0
e−tb−e−ta
−t(b−a) en otro caso

por el Teorema de L‘Hopital

ψ
′
(t) =

{
−a−b

2
si t = 0

e−t(a+b)[etb(at+1)−eta(bt+1)]
t2(a−b) en otro caso.
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Figura 2.3: ψ en el caso U(−1, 2)
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Figura 2.4: F ∗ en el caso U(−1, 2)

Así ψ′(0) < 0 y la función es decreciente en un intervalo alrededor del cero. Como
ĺım
t→∞

ψ(t) = ∞, ψ(0) = 1 y ψ es continua entonces existe θ > 0 tal que ψ(θ) = 1 y
esta caminata aleatoria tiene caminata aleatoria asociada.

Por el cálculo anterior tenemos que existe θ > 0 tal que∫ b

a

e−θx

b− a
dx =

e−θb − e−θa

−θ(b− a)
= 1

Por lo cual la función de distribución de la caminata aleatoria asociada estaría
dada por

F ∗(s) =


0 si s < a∫ s

a

e−θx

b− a
dx =

e−θs − e−θa

−θ(b− a)
si a ≤ s ≤ b

1 si b < s.

Ejemplo 2.3 (Distribución de Laplace). Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con
distribución de Laplace L(µ, b). Para poder obtener la caminata aleatoria asociada
supondremos que 0 < µ <∞, además recordemos que se debe satisfacer 0 < b <∞.
Utilizando las propiedades de la distribución de Laplace

E(Xi) = µ > 0, ψ(t) = E(e−tXi) =
e−µt

1− b2t2
, |t| < 1

b
.
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Figura 2.5: ψ en el caso L(1, 1)

Siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior

ψ
′
(t) =

e−tµ(µ(b2t2 − 1) + 2b2t)

(1− b2t2)2
.

Así ψ′(0) = −µ < 0 y la función es decreciente en un intervalo alrededor del cero.
Como ĺım

t→ 1
b

ψ(t) =∞, ψ(0) = 1 y ψ es continua entonces existe θ > 0 tal que ψ(θ) = 1

y esta caminata aleatoria tiene caminata aleatoria asociada.

Ejemplo 2.4 (Distribución Normal). Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con
distribución Normal N(µ, σ2). Para poder obtener la caminata aleatoria asociada
supondremos que 0 < µ < ∞, 0 < σ2 < ∞. Es una propiedad de la distribución
Normal que

ψ(t) = E(e−tXi) = e−µt+
σ2t2

2 .

Como queremos que la función generadora valga 1, y la función exponencial es
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inyectiva queremos encontrar las soluciones a la ecuación

−µt+
σ2t2

2
= 0

que son t1 = 0, t2 = 2µ
σ2 . Si tomamos el primer valor construimos la misma función de

distribución, por lo cual tomamos θ = 2µ
σ2 y tenemos que la función de distribución de

la caminata aleatoria asociada está dada por

F ∗(s) =
1

σ
√

2π

∫ s

−∞
e−

2µ

σ2
xe−

(x−µ)2

2σ2 dx =
1

σ
√

2π

∫ s

−∞
e−

(x+µ)2

2σ2 dx.

Por lo que la caminata aleatoria asociada tiene distribución Normal N(−µ, σ2). En el
quinto capítulo de esta tesis estudiaremos condiciones más generales bajo las cuales
un proceso gaussiano tiene un proceso asociado.
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Capítulo 3

La generalización

En el capítulo anterior consideramos (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d., ahora
estudiaremos un caso más general en el cual las variables aleatorias son ergódicas.

3.1. Generalización de la caminata aleatoria asocia-
da

Definición 3.1. Sea (Xi)i∈N una sucesión de variables aleatorias en un espacio
de probabilidad (Ω,F , P ). Decimos que dicha sucesión es estacionaria si para toda
m, k ∈ N

(X1, ..., Xm) , (X1+k, ..., Xm+k).

Definición 3.2. Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y (Xi)i∈N una sucesión
de variables aleatorias en dicho espacio. Un evento A ∈ F es invariante con respecto
a la sucesión si existe B ∈ B(RN) tal que para toda n ∈ N

A = {ω : (Xn, Xn+1, ...) ∈ B} = {ω : (X1, X2, ...) ∈ B}.

En particular es claro que cuando (Xi)i∈N son i.i.d. también son estacionarias sin
embargo la estacionariedad no implica forzosamente la independecia, los ejemplos
analizados en los siguientes dos capítulos son muestra de lo anterior.

Proposición 3.3. Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y (Xi)i∈N una sucesión
de variables aleatorias en dicho espacio. Si

I := {A ∈ F|A es invariante con respecto a (Xi)i∈N}

entonces I es una σ-álgebra.
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Demostración. Usaremos sistemáticamente el hecho de que para toda n ∈ N, Yn :=
(Xn, Xn+1, ...) : Ω −→ RN es una función y las propiedades de la imagen inversa de
funciones: Es claro que para toda n ∈ N, Ω = Y −1n (RN) y ∅ = Y −1n (∅) por lo que
Ω, ∅ ∈ I.

Además si A ∈ I, existe B ∈ B(RN) tal que A = (Yn ∈ B) para toda n ∈ N; en
consecuencia Ac = (Yn ∈ Bc) para toda n ∈ N, es decir Ac ∈ I.

Finalmente si Ai ∈ I, i = 1, 2, ... existen Bi ∈ B(RN), i = 1, 2, ... tales que
Ai = (Yn ∈ Bi), n = 1, 2, .... Entonces ∪∞i=1Ai = ∪∞i=1(Yn ∈ Bi), para toda n ∈ N. Por
lo que I es σ-álgebra.

Finalmente podemos definir el concepto que nos ayudará a generalizar la caminata
aleatoria asociada:

Definición 3.4. Sea (Xi)i∈N una sucesión estacionaria de variables aleatorias decimos
que dicha sucesión es ergódica si I la σ-álgebra de los conjuntos invariantes es trivial
i.e. para todo A ∈ I

P (A) ∈ {0, 1}.

Una vez más, en el caso i.i.d. las variables aleatorias son ergódicas, en efecto
tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.5. Sea (Xi)i∈N una sucesión de variables aleatorias i.i.d. entonces
dicha sucesión es ergódica.

Demostración. Debido a que las variables aleatorias son i.i.d. es claro que la sucesión
es estacionaria. Sea A un conjunto invariante. Existe B ∈ B(RN) tal que para toda
n ∈ N

A = {ω : (Xn, Xn+1, ...) ∈ B}.
En consecuencia A es un evento cola y por la Ley 0-1 de Kolmogorov
P (A) ∈ {0, 1}, es decir, la sucesión es ergódica.

La importancia de las sucesiones estacionarias y ergódicas se manifiesta en el
siguiente teorema el cual generaliza la Ley de los Grandes Números, su demostración
se puede consultar en [14] Teo 3 pp 413.

Teorema 3.6 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Sea (Xi)i∈N una sucesión de variables
aleatorias estacionarias en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) tal que E(|X1|) <∞.
Entonces

ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xn = E(X1|I) c.s. y en L1.
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Además si la sucesión es ergódica

ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xn = E(X1) c.s. y en L1.

De manera similar a la Proposición 2.1 tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.7. Sea {Sn =
n∑
i=1

Xi}n∈N con (Xi)i∈N una sucesión ergódica tal que

0 < E(X1) <∞, (−∞ < E(X1) < 0) entonces

ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s., ( ĺım
n→∞

Sn = −∞ c.s.)

Demostración. Es análoga a la Proposición 2.1.

Las condiciones para construir la caminata aleatoria asociada fueron dadas en la
Definición 2.3. Ahora enumeraremos las condiciones necesarias para poder generalizar,
las primeras dos son:

Condición 1. La sucesión (Xi)i∈N de variables aleatorias es ergódica y
0 < E(Xi) <∞, (−∞ < E(Xi) < 0).

Condición 2. Existe θ > 0, (θ < 0) tal que

q := ĺım
n→∞

E(e−θSn),

es positivo y finito.

Esto se satisface en el caso de la caminata aleatoria asociada:

Proposición 3.8. Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con caminata aleatoria
asociada, entonces satisfacen la Condición 2.

Demostración. Como las (Xi)i∈N tienen caminata aleatoria asociada entonces existe
θ 6= 0 tal que para toda n ∈ N

E(e−θXn) = 1.

Como son independientes

ĺım
n→∞

E(e−θSn) = ĺım
n→∞

E(e−θXi)n = 1,

y q = 1.
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Las dos condiciones anteriores son suficientes para garantizar la unicidad de θ.
Nótese como el poder describir el comportamiento asíntotico de las variables aleatorias
que es una consecuencia directa de la ergodicidad, es central en la demostración.

Proposición 3.9. Sea (Xi)i∈N una sucesión ergódica de variables aleatorias que
satisface las Condiciones 1 y 2 entonces θ es único.

Demostración. Por comodidad supondremos E(Xi) > 0 y θ > 0, el otro caso es
análogo. Sea K > 0 una constante positiva. Observemos que por la Proposición 3.7

ĺım
n→∞

Sn =∞ c.s.

Como θ es positivo
ĺım
n→∞

−θSn = −∞ c.s.

Lo cual implica
ĺım
n→∞

e−θSn = 0 c.s.

Si Sn ≥ −K entonces, como θ es positivo, e−θSn ≤ eθK . Así tenemos la siguiente
desigualdad

e−θSn1{Sn≥−K} ≤ eθK1{Sn≥−K} ≤ eθK .

Por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
n→∞

E(e−θSn1{Sn≥−K}) = E( ĺım
n→∞

e−θSn1{Sn≥−K}) = E(0) = 0.

Debido a que E(e−θSn) = E(e−θSn ;Sn ≥ −K) + E(e−θSn ;Sn ≤ −K) y por hipótesis
tenemos que

ĺım
n→∞

E(e−θSn) = q (3.1)

y concluímos que
ĺım
n→∞

E(e−θSn ;Sn ≤ −K) = q.

Ahora supongamos que existe otro real positivo a 6= θ tal que
ĺım
n→∞

E(e−aSn) = q. Por convexidad necesariamente a > 0 y tenemos dos casos:
Caso 1) 0 < a < θ.
Una vez más tenemos que si Sn ≤ −K por la desigualdad anterior

Sn(θ − a) ≤ −K(θ − a)

−aSn ≤ −K(θ − a)− Snθ
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e−aSn ≤ eK(θ−a)−Snθ.

En consecuencia

ĺım sup
n→∞

E(e−aSn ;Sn ≤ −K) ≤ ĺım
n→∞

E(eK(θ−a)−Snθ) = e−(θ−a)Kq

la última igualdad se sigue por (3.1).
Por un razonamiento análogo al que se hizo con θ si a satisface las hipótesis de

esta proposición

ĺım
n→∞

E(e−aSn) = ĺım sup
n→∞

E(e−aSn ;Sn ≤ −K) ≤ e−(θ−a)Kq.

Como K es positiva y arbitraria concluimos que ĺım
n→∞

E(e−aSn) = 0 lo cual es una
contradicción pues este límite debe de ser finito.

Caso 2) θ < a.
De manera análoga tendríamos que

e−(θ−a)Kq ≤= ĺım
n→∞

E(e−aSn) = ĺım inf
n→∞

E(e−aSn ;Sn ≤ −K).

Como K es positiva y arbitraria conluíriamos que ĺım
n→∞

E(e−aSn) =∞ lo cual es
una contradicción pues este límite debe de ser positivo.

Una vez agotados los dos casos posibles tenemos que θ es única.

Hasta ahora solo hemos considerado variables aleatorias cuyo índice corre en
los números naturales, teniendo cuidado se puede construir de manera análoga la
teoría para variables aleatorias con índices en los números enteros, estas se pueden
interpretar como un proceso con pasado y futuro.

Para hacer la construcción de manera ordenada es necesario definir R−m,n que es
esencialmente lo mismo que Rm+n+1

R−m,n := {(x−m, x−m+1, ..., xn−1, xn), xi ∈ R}.

Nuestro objetivo es poder extender los borelianos a

RZ := {(..., x−1, x0, x1, ...) : xi ∈ R}.

Definición 3.10. Sean C los cilindros finito dimensionales en RZ es decir

C := {R ⊂ RZ : R = R−∞,−m−1 × (a−m, b−m]× ...

×(an, bn]× Rn+1,∞,−∞ ≤ ai < bi ≤ ∞}.
Definimos a los borelianos como B(RZ) = σ(C)
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El Teorema de Extensión de Kolmogorov nos provee condiciones bajo las cuales si
tenemos una colección de medidas P n en B(R−n,n) podemos extenderlas de manera
única a B(RZ). La demostración es análoga al caso de los naturales y se puede
consultar en [5] Teo A.3.1.

Teorema 3.11 (Teorema de Extensión de Kolmogorov). Sean (P n)n∈N una sucesión
de medidas de probabilidad consistentes en (R−n,n,B(R−n,n)) es decir tales que para
toda n ∈ N

P n+1(R× (a−n, bn]× ...× (an, bn]× R) = P n((a−n, bn]× ...× (an, bn]).

Entonces existe una única medida de probabilidad P en (RZ,B(RZ)) tal que para toda
n ∈ N

P (R−∞,−n × (a−n, bn]× ...× (an, bn]× R−∞,−m−1) = P n((a−n, b−n]× ...× (an, bn])

El concepto de estacionariedad también puede ser extendido.

Definición 3.12. Sea (Xi)i∈Z una sucesión de variables aleatorias, decimos que es
una sucesión estacionaria, si para toda m ∈ N, k ∈ Z

(X1, ..., Xm) , (X1+k, ..., Xm+k).

Toda sucesión de variables aleatorias estacionarias con índice en los naturales se
puede encajar en una sucesión estacionaria con índice en los enteros, la construcción
se realiza a continuación:

Proposición 3.13. Sea (Xi)i∈N una sucesión estacionaria de variables aleatorias
entonces puede ser encajada en una sucesión estacionaria (X̄i)i∈Z, i.e una sucesión
estacionaria tal que para toda m ∈ N

(X̄1, ..., X̄m) , (X1, ..., Xm).

Demostración. Para el espacio (R−n,n,B(R−n,n)) si tenemos A ∈ B(R−n,n) definimos
la medida de probabilidad

P n(A) := P ((X1, ..., X2n+1) ∈ A)

Como (Xi)i∈N es una sucesión estacionaria (P n)n∈N es una sucesión de medidas de
probabilidad consistentes y por el Teorema de Extensión de Kolmogorov existe una
medida de probabilidad P Z en (RZ,B(RZ)) tal que para toda A ∈ B(R−n,n)

P Z(A) = P n(A).
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Así la sucesión estacionaria (X̄i)i∈Z que buscábamos es aquella para la cual se cumple
que para toda A ∈ B(R−n,n)

P ((X−n, ..., Xn) ∈ A) = P Z(A).

Lo cual es más que suficiente para definirla, además de que para toda m ∈ N

(X̄1, ..., X̄m) , (X1, ..., Xm).

Para continuar con nuestra generalización utilizamos la sucesión ergódica (Xi)i∈N
que satisface las Condiciones 1 y 2 denotamos por (X̄)i∈Z a la sucesión estacionaria
contruida en la Proposición 3.13. Así para m,n ∈ Z tales que n ≥ m definimos

Sm,n :=
n∑

i=m

X̄i, Fm,n := σ(X̄m, ...X̄n).

La siguiente condición es:

Condición 3. Sean (Xi)i∈N variables aleatorias que satisfacen las Condiciones 1 y 2,
sea (S−m,n)m,n∈N la sucesión construida en la Proposición 3.13. Para toda B ∈ F−k,k
con k ∈ N

q(B) := ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n ;B)

existe donde θ es como en la Condición 2.

Esto se satiface en el caso de la caminata aleatoria asociada:

Proposición 3.14. Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con caminata aleatoria
asociada, entonces satisfacen la condición anterior.

Demostración. El límite existe pues si B ∈ F−k,k y m,n ≥ k por la independecia de
las variables aleatorias y la condición de Crámer se tiene que

E(e−θS−m,n ;B) = E(e−θS−m,−k−1)E(e−θS−k,k ;B)E(e−θSk+1,n) = E(e−θS−k,k ;B),

y obtenemos que q(B) = E(e−θS−k,k ;B).
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Una vez que construímos la sucesión (X̄i)i∈Z queremos encontrar una sucesión
(X̄i

∗
)i∈Z que sea equivalente a la caminata aleatoria asociada del capítulo anterior,

para esto necesitaremos un resultado de convergencia de medidas de probabilidad.
Esta demostración fue desarrollada a partir de [7].

Proposición 3.15. Sean (Pn)n∈N una colección de medidas de probabilidad sobre un
espacio (Ω,F). Si tenemos que para toda A ∈ F , el siguiente límite existe

ĺım
n→∞

Pn(A)

y definimos P (A) como el valor de dicho límite, i.e.

P (A) := ĺım
n→∞

Pn(A).

Entonces P es una medida de probabilidad en (Ω,F)

Demostración. Se probarán los siguientes resultados:

1. P (Ω) = 1 ≥ P (A) ≥ P (∅) = 0 para todo A ∈ F .

2. P (
k⋃
i=1

Ai) =
k∑
i=1

P (Ai) para Ai ∈ F i = 1, ..., k tales que Ai ∩ Aj = ∅

si i 6= j, i, j = 1, ...k.

3. P (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai) para Ai ∈ F i = 1, ..., k tales que Ai ∩ Aj = ∅

si i 6= j, i, j = 1, ...k.

4. P es una medida de probabilidad en (Ω,F).

1. Como (Pn)n∈N son medidas de probabilidad tenemos que

Pn(Ω) = 1 ≥ Pn(A) ≥ Pn(∅) = 0

por lo cual
ĺım
n→∞

Pn(Ω) = 1 ≥ ĺım
n→∞

Pn(A) ≥ ĺım
n→∞

Pn(∅) = 0

y debido a la existencia del límite

P (Ω) = 1 ≥ P (A) ≥ P (∅) = 0.
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2. Aditividad finita: Lo demostraremos para k = 2, sean A1, A2 ∈ F eventos
excluyentes como (Pn)n∈N son medidas de probabilidad

Pn(A1 ∪ A2) = Pn(A1) + Pn(A2)

por lo cual
ĺım
n→∞

Pn(A1 ∪ A2) = ĺım
n→∞

Pn(A1) + ĺım
n→∞

Pn(A2)

y en consecuencia
P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2).

Una vez probado para k = 2 es claro que por inducción

P (
k⋃
i=1

Ai) =
k∑
i=1

P (Ai)

para Ai ∈ F , i = 1, 2, ..., k eventos ajenos dos a dos.
3. Aditividad numerable: Sean Ai ∈ F i = 1, 2... tales que Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j,

primero mostraremos que

ĺım
j→∞

P (
∞⋃
i=j

Ai) = 0.

Para ello construiremos dos sucesiones j0 < k0 < j1 < k1... y
m0 < n0 < m1 < n1... que nos auxiliarán. Sea ε > 0, definamos los primeros términos
de la sucesión.

Sea j0 = 1. Como por hipótesis las medidas de probabilidad Pn convergen a P
existe m0 ∈ N tal que

Pm0(
∞⋃
i=1

Ai) > P (
∞⋃
i=1

Ai)−
ε

4
.

Como Pm0 es medida de probabilidad existe k0 > m0 tal que

Pm0(
∞⋃

i=k0+1

Ai) <
ε

4
.

y en consecuencia debido a que Pm0 es medida de probabilidad y por las últimas dos
desigualdades

Pm0(

k0⋃
i=1

Ai) = Pm0(
∞⋃
i=1

Ai)− Pm0(
∞⋃

i=k+1

Ai) > Pm0(
∞⋃
i=1

Ai)−
ε

4
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> P (
∞⋃
i=1

Ai)−
ε

4
− ε

4
= P (

∞⋃
i=1

Ai)−
ε

2

es decir

Pm0(

k0⋃
i=1

Ai) > P (
∞⋃
i=1

Ai)−
ε

2
.

Finalmente una vez más como las medidas convergen a P existe n0 > m0 tal que

Pn(

k0⋃
i=1

Ai) < P (

k0⋃
i=1

Ai) +
ε

8
para n ≥ n0.

Así hemos construído el primer término cada una de las sucesiones buscadas, para
construir los siguientes definimos el siguiente conjunto

Br :=
r⋃
s=0

ks⋃
i=js

Ai para r = 0, 1, 2...

Observemos que se cumplen las siguientes propiedades

B0 =

k0⋃
i=j0

Ai

B1 = B0 ∪
k1⋃
i=j1

Ai.

Finalmente

Br = Br−1 ∪
kr⋃
i=jr

Ai. (3.2)

Ahora supondremos que hemos construído los términos jr−1, kr−1,mr−1, nr−1 y cons-
truiremos jr, kr,mr, nr. Como Pnr−1 es medida de probabilidad existe jr > kr−1 tal
que

Pnr−1(
∞⋃
i=jr

Ai) <
ε

4
. (3.3)

Como las medidas de probabilidad convergen a P existe mr > nr−1 tal que

Pmr(Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai) > P (Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai)−
ε

4
.
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Observemos que como se pidío que jr > kr; Br−1 y
⋃∞
i=jr

Ai son conjuntos ajenos
por lo cual al ser Pmr medida de probabilidad existe kr > jr tal que

Pmr(
∞⋃

i=kr+1

Ai) <
ε

4

y en consecuencia debido a que Pmr es medida de probabilidad y por las últimas dos
desigualdades

Pmr(Br−1 ∪
kr⋃
i=jr

Ai) = Pmr(Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai)− Pmr(
∞⋃

i=kr+1

Ai)

> Pmr(Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai)−
ε

4

> P (Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai)−
ε

4
− ε

4
= P (Br−1 ∪

∞⋃
i=jr

Ai)−
ε

2

es decir

Pmr(Br−1 ∪
kr⋃
i=jr

Ai) > P (Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai)−
ε

2
. (3.4)

Finalmente una vez más como las medidas convergen a P existe nr > mr tal que

Pn(
kr⋃
i=jr

Ai) < P (
kr⋃
i=jr

Ai) +
ε

2r+3
para n ≥ nr. (3.5)

Una vez construída la sucesión definamos

B :=
∞⋃
r=0

kr⋃
i=jr

Ai

Así tenemos que por (3.4)

Pmr(B) ≥ Pmr(Br) = Pmr(Br−1 ∪
kr⋃
i=jr

Ai) (3.6)

> P (Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai)−
ε

2
(3.7)
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≥ P (Br ∪
∞⋃

i=jr+1

Ai)−
ε

2
(3.8)

= P (Br) + P (
∞⋃

i=jr+1

Ai)−
ε

2
(3.9)

(3.6) es cierta debido a que Br ⊆ B y por (3.2).
(3.7) es cierta por (3.4).

(3.8) es cierta por que Br ∪
⋃∞
i=jr+1

Ai ⊆ Br−1 ∪
∞⋃
i=jr

Ai.

(3.9) es cierta por el inciso 2 de esta proposición.
Por lo cual tenemos que

Pmr(B) > P (Br) + P (
∞⋃

i=jr+1

Ai)−
ε

2
. (3.10)

Ahora usando que Pnr es medida de probabilidad tenemos que

Pnr(B) = Pnr(
r⋃
s=0

ks⋃
i=js

Ai) + Pnr(
∞⋃

s=r+1

ks⋃
i=js

Ai)

=
r∑
s=0

Pnr(
ks⋃
i=js

Ai) + Pnr(
∞⋃

s=r+1

ks⋃
i=js

Ai) (3.11)

≤
r∑
s=0

Pnr(
ks⋃
i=js

Ai) + Pnr(
∞⋃

i=jr+1

Ai) (3.12)

<

r∑
s=0

(P (
ks⋃
i=js

Ai) +
ε

2s+3
) +

ε

4
(3.13)

<

r∑
s=0

(P
ks⋃
i=js

Ai) +
ε

2

= P (Br) +
ε

2
(3.14)

(3.11) es cierta porque Pnr es medida de probabilidad y los eventos son ajenos.
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(3.12) se cumple porque
∞⋃

s=r+1

ks⋃
i=js

Ai ⊆
∞⋃

i=jr+1

Ai.

(3.13) es consecuencia de (3.5) y (3.3).
El inciso 2 de esta proposición muestra (3.14).
Por lo todo lo anterior tenemos que

Pnr(B) < P (Br) +
ε

2
. (3.15)

En consecuencia de (3.10) y (3.15) se deduce que

Pmr(B)− Pnr(B) > P (
∞⋃

i=jr+1

Ai)− ε

Como nr+1 > mr+1 > nr > mr y como las sucesiones (Pnr)r∈N y (Pmr)r∈N
convergen a un mismo límite, por la desigualdad anterior

ε ≥ ĺım
r→∞

P (
∞⋃

i=jr+1

Ai) ≥ 0.

Como ε es estrictamente porsitiva y arbitraria, se concluye que

ĺım
r→∞

P (
∞⋃

i=jr+1

Ai) = 0. (3.16)

Ahora por los incisos 1 y 2 tenemos que para toda jr ≤ k ≤ jr+1

P (
∞⋃

i=jr+1

Ai) ≤ P (
∞⋃
i=k

Ai) ≤ P (
∞⋃
i=jr

Ai)

por lo cual podemos concluir que

ĺım
k→∞

P (
∞⋃
i=k

Ai) = 0.

Finalmente tenemos que por la aditividad finita de P , se tiene

P (
∞⋃
i=1

Ai) =

j−1∑
i=1

P (Ai) + P (
∞⋃
i=j

Ai)
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y por (3.16)

P (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai).

Es decir P es medida de probabilidad en F .

Corolario 3.16. Sean (Pm,n)m,n∈N una colección de medidas de probabilidad sobre
un espacio (Ω,F) si tenemos que para toda A ∈ F el siguiente límite existe

ĺım
m,n→∞

Pm,n(A)

y definimos P (A) como el valor de dicho límite, i.e.

P (A) := ĺım
m,n→∞

Pm,n(A)

entonces P es una medida de probabilidad en (Ω,F).

Demostración. Sea Pn(A) := Pn,n(A) tenemos que

ĺım
n→∞

Pn(A) = ĺım
m,n→∞

Pm,n(A) = P (A).

Así Pn cumple las hipótesis de la Proposición 3.15 lo que implica que P es una medida
de probabilidad en (Ω,F).

En el siguiente ejemplo se observa por que la hipótesis de que las medidas convergan
es necesaria.

Ejemplo 3.1. Sean (N+, 2N+
, Pn) una colección de espacios de probabilidad cuya

medida está definida de la siguiente manera

Pn({m}) :=

{
1
n

si 1 ≤ m ≤ n
0 si n < m.

Sea

A := {1} ∪ {4, 5, 6} ∪ {13, 14, ..., 24}... = {1} ∪
∞⋃
k=0

{3 · 22k + 1, ..., 3 · 22k+1}.
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Tenemos que

P3·22n(A) = P3·22n({1} ∪
∞⋃
k=0

{3 · 22k + 1, ..., 3 · 22k+1})

= P3·22n({1} ∪
n−1⋃
k=0

{3 · 22k + 1, ..., 3 · 22k+1})

=
1

3 · 22n
(1 +

n−1∑
k=0

(3 · 22k+1 − 3 · 22k))

=
1

3 · 22n
(1 + 3(

2

3
(22n − 1)− 1

3
(22n − 1)))

=
1

3
.

Por otra parte

P3·22n+1(A) = P3·22n+1({1} ∪
∞⋃
k=0

{3 · 22k + 1, ..., 3 · 22k+1})

= P3·22n+1({1} ∪
n⋃
k=0

{3 · 22k + 1, ..., 3 · 22k+1})

=
1

3 · 22n+1
(1 +

n∑
k=0

(3 · 22k+1 − 3 · 22k))

=
1

3 · 22n+1
(1 + 3(

2

3
(4 · 22n − 1)− 1

3
(4 · 22n − 1)))

=
2

3
.

La probabilidad del evento A no puede converger a ningún valor, pues oscila entre
1
3
y 2

3
. Por lo tanto estas medidas de probabilidad no convergen a ninguna función. Así

la hipótesis de la convergencia es necesaria si se quiere construir una nueva medida
de probabilidad.

Regresando a nuestra generalización utilizaremos las Condiciones 1, 2, 3 y el
Corolario 3.16 para construir una nueva medida de probabilidad en F−k,k.

Proposición 3.17. Sean (Xi)i∈N que satisfagan las Condiciones 1, 2 y 3 sea S−m,n
la suma construída a partir de ellos. Para k ∈ N y m,n ≥ k tenemos que
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1.

P ∗m,n :=
E(e−θS−m,n ;B)

E(e−θS−m,n)
con B ∈ F−k,k

es una medida de probabilidad en F−k,k.

2.
P ∗k (B) := ĺım

m,n→∞
P ∗m,n(B) =

q(B)

q
con B ∈ F−k,k

es una medida de probabilidad en F−k,k.

Demostración. 1. P ∗m,n está bien definida pues si B ∈ F−k,k entonces B ∈ Fm,n
cuando m,n ≥ k además como la función exponencial es estrictamente positiva
E(e−θS−m,n) > 0.

P ∗m,n es medida de probabilidad pues
a)

P ∗m,n(∅) =
E(e−θS−m,n ; ∅)
E(e−θS−m,n)

= 0, P ∗m,n(Ω) =
E(e−θS−m,n ; Ω)

E(e−θS−m,n)
= 1.

b) Si B ∈ F−k,k entonces ∅ ⊆ B ⊆ Ω por lo cual como la función exponencial es
positiva

E(e−θS−m,n ; ∅) ≤ E(e−θS−m,n ;B) ≤ E(e−θS−m,n ; Ω)

y por el inciso a) concluímos

P ∗m,n(∅) = 0 ≤ P ∗m,n(B) ≤ 1 = P ∗m,n(Ω).

c) Por las propiedades de la esperanza y como se definió P ∗m,n la aditividad
numerable se satisface claramente.

2. Por el inciso 1. P ∗m,n, es una colección de medidas de probabilidad en F−k,k. Por
las Condiciones 2, 3 y por la ergodicidad, para todo B ∈ F−k,k

ĺım
m,n→∞

P ∗m,n(B) =
ĺım

m,n→∞
E(e−θS−m,n ;B)

ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n)
=

ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n ;B)

ĺım
n→∞

E(e−θSn)

=
q(B)

q
= P ∗k (B).

Por lo cual las medidas de probabilidad convergen a una función y por el Corolario
3.16, P ∗k es una medida de probabilidad.
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Una función Q : A :→ R donde A es un álgebra de subconjuntos de Ω se llama
medida de probabilidad en el álgebra A si

1. Es finitamente aditiva.

2. Es continua en el vacío i.e. si para An+1 ⊂ An, An ∈ A, n = 1, 2, ... y ∩∞n=1An = ∅
entonces ĺımn→∞Q(An) = 0.

Nosotros hemos construído una medida de probabilidad P ∗k para cada k ∈ N y
podemos definir una medida en ∪∞k=1F−k,k de la siguiente forma

P ∗(B) := P ∗k (B) si B ∈ F−k,k.

Esta nueva medida se puede extender de manera única a

F−∞,∞ = σ(∪∞k=1F−k,k).

La idea se demuestra en la siguiente proposición:

Proposición 3.18. Tenemos que

1. ∪∞k=1F−k,k es una álgebra.

2. P ∗ está bien definida y es medida de probabilidad en ∪∞k=1F−k,k.

3. P ∗ se puede extender de manera única a F−∞,∞.

Demostración. 1. Sean A,B ∈ ∪∞k=1F−k,k así A ∈ F−k,k, B ∈ F−l,l para algún
l,m ∈ N por lo cual

a) Ac ∈ F−k,k y en consecuencia Ac ∈ ∪∞k=1F−k,k.
b) Sin pérdida de generalidad supongamos que k ≤ l esto implica que F−k,k ⊆ F−l,l,

por lo cual A ∪B ∈ F−l,l y en consecuencia A ∪B ∈ ∪∞k=1F−k,k.
Por lo anterior ∪∞k=1F−k,k es un álgebra.
2. P ∗ está bien definida: si B ∈ F−k,k ∩ F−l,l por como se definieron P ∗k y P ∗l es

claro que
P ∗(B) = P ∗k (B) = P ∗l (B).

Primero demostraremos que P ∗ es finitamente aditiva, así sean
B1, ..., Bn ∈ ∪∞k=1F−k,k una cantidad finita de eventos tales que Bi ∩Bj = ∅ si i 6= j.
Entonces existe l ∈ N tal que B1, ..., Bn ∈ F−l,l, por lo cual

P ∗(
n⋃
i=1

Bi) = P ∗l (
n⋃
i=1

Bi) =
n∑
i=1

P ∗l (Bi) =
n∑
i=1

P ∗(Bi)
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y P ∗ es finitamente aditiva. Ahora sea Bn ∈ ∪∞k=1F−k,k una sucesión de eventos tal
que Bn+1 ⊂ Bn y

⋂∞
n=1Bn = ∅. Queremos demostrar que

ĺım
n→∞

P ∗(Bn) = 0.

Como Bn+1 ⊂ Bn, para toda n ∈ N

P ∗(Bn+1) ≤ P ∗(Bn).

Así el límite que queremos calcular existe, procederemos por contradicción suponiendo
que existe δ > 0 tal que

ĺım
n→∞

P ∗(Bn) = δ.

Por la última desigualdad y el límite anterior para toda n ∈ N

P ∗(Bn) ≥ δ. (3.17)

Sin perdida de generalidad asumiremos que para toda n ∈ N, Bn ∈ F−n,n. En
consecuencia existe B̂n ∈ B(R−n,n) tal que

Bn = {(X̄−n, ..., X̄n) ∈ B̂n}.

Como Pn es medida de probabilidad existe Ân ∈ B(R−n,n) compacto (Consúltese
[14] Cap II.3 Pr 9) tal que Ân ⊂ B̂n y definimos

An := {(X̄−n, ..., X̄n) ∈ Ân}.

Entonces
P ∗(Bn \ An) ≤ δ

2n+1
. (3.18)

Sean

Cn :=
n⋂
k=1

Ak =
n⋂
k=1

{(X̄−k, ..., X̄k) ∈ Âk} = {(X̄−n, ..., X̄n) ∈ Ĉn} (3.19)

Ĉn =
n⋂
k=1

Rn−k × Âk × Rn−k ∈ B(R−n,n).

Tenemos que

P ∗(Bn \ Cn) = P ∗(Bn \
n⋂
k=1

Ak) ≤
n∑
k=1

P ∗(Bn \ Ak)
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≤
n∑
k=1

P ∗(Bk \ Ak) ≤
δ

2
. (3.20)

La primer desigualdad es una propiedad de las medidas de probabilidad (aunque
estamos demostrando que P ∗ es medida de probabilidad es claro que esto es cierto
por cómo se definió P ∗ al ser una cantidad finita de eventos), la segunda desigualdad
es consecuencia de que Bl+1 ⊂ Bl para toda l ∈ N, la última desigualdad es debida a
(3.18).

Por construcción Cn ⊂ Bn, por lo cual

P ∗(Bn) = P ∗(Cn) + P ∗(Bn \ Cn).

Combinando esto con (3.17) y (3.20) tenemos que para toda n ∈ N

P ∗(Cn) ≥ δ

2
.

Esto implica que para toda n ∈ N, Cn 6= ∅ y en consecuencia Ĉn 6= ∅. Así para cada
n ∈ N tómese (x

(n)
−n, ..., x

(n)
n ) ∈ Ĉn. Por lo cual para k ≥ n, (x

(k)
−n, ..., x

(k)
n ) ∈ Ân.

En particular para k ≥ 1, (x
(k)
−1, x

(k)
0 , x

(k)
1 ) ∈ Â1 pero Â1 es compacto por lo cual

podemos encontrar una subsucesión (n1) tal que

ĺım
n1→∞

(x
(n1)
−1 , x

(n1)
0 , x

(n1)
1 ) = (x−1, x0, x1)

con (x−1, x0, x1) ∈ Â1.
Análogamente tenemos que para k ≥ 2, (x

(k)
−2, x

(k)
−1, x

(k)
0 , x

(k)
1 , x

(k)
2 ) ∈ Â2, pero Â2

es compacto por lo cual podemos encontrar una subsucesión (n2) de (n1) tal que

ĺım
n2→∞

(x
(n2)
−2 , x

(n2)
−1 , x

(n2)
0 , x

(n2)
1 , x

(n2)
2 ) = (x−2, x−1, x0, x1, x2)

con (x
(0)
−2, x

(0)
−1, x

(0)
0 , x

(0)
1 , x

(0)
2 ) ∈ Â2. Siguiendo el proceso inductivamente encontramos

(..., x−n, ..., xn, ...) ∈ RZ tal que para toda n ∈ N (x−n, ..., xn) ∈ Ân.
Esto implica que

⋂∞
n=1An 6= ∅ y como An ⊂ Bn para toda n ∈ N, entonces⋂∞

n=1Bn 6= ∅. Lo cual es una contradicción pues habíamos supuesto lo contrario, en
conclusión tenemos que P ∗ es finitamente aditiva y continua en el vacío por lo cual
por [3] Prop 1.2.4. P ∗ es una medida de probabilidad en ∪∞k=1F−k,k.

3. Demostramos que ∪∞k=1F−k,k es un álgebra y P ∗ una medida de probabilidad
en ella. Como F−∞,∞ es generada por esta álgebra debido al Teorema de Extensión
de Carathéodory (Consúltese [5]A.1.3.), existe una única medida de probabilidad que
extienda P ∗ a F−∞,∞.
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Tenemos una nueva medida de probabilidad P ∗ en (Ω,F−∞,∞). Observemos que
podemos asignarle a (X̂i)i∈Z la función de distribución

P ∗(X−n, ...Xn ∈ B), B ∈ B(R−n,n).

Finalmente hemos construído el proceso estacionario asociado.

Definición 3.19. Sean (Xi)i∈N que satisfagan las Condiciones 1, 2 y 3. Al espacio
(Ω,F−∞,∞, P ∗) junto con las variables aleatorias (X̂i)i∈Z con función de distribución

P ∗((X̂−n, ..., X̂n) ∈ B), B ∈ B(R−n.n)

lo llamamos el proceso estacionario asociado al espacio (Ω,F−∞,∞, P ).

Las condiciones con las que hemos generalizado no son suficientes para poder
asegurar la dualidad, ni siquiera podremos asegurar la ergodicidad en la medida de
probabilidad P ∗, este tema todavía no ha sido investigado a profundidad, pero para
darse una idea de las condiciones que podrían funcionar consúltese [7] Sección 3. En
los siguientes capítulos veremos dos ejemplos en los que si se dará la dualidad. Lo
que si es posible es asegurar es que la medida P ∗ es estacionaria.

Proposición 3.20. Sean (Xi)i∈N que satisfagan las Condiciones 1, 2 y 3 entonces el
espacio (Ω,F−∞,∞, P ∗) es estacionario i.e. para toda m ∈ N, k ∈ Z, B ∈ B(Rm)

P ∗((X̂1, ..., X̂m) ∈ B) = P ∗((X̂1+k, ..., X̂m+k) ∈ B)

Demostración. Sin pérdida de generalidad supondremos que k ∈ N, la demostración
en el otro caso es análoga. Sean B1 := Rm+1 ×B, B2 := Rm+2k ×B Tenemos que

P ∗((X̂1, ..., X̂m) ∈ B) = ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n ;B1)

E(e−θS−m,n)

= ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n ;B2)

E(e−θS−m,n)
= P ∗((X̂1+k, ..., X̂m+k) ∈ B).

En la segunda igualdad usamos que el espacio (Ω,F−∞,∞, P ) es estacionario y por
lo tanto para m,n suficientemente grandes

E(e−θS−m,n ;B1) = E(e−θS−m,n ;B2).
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En el caso en el que (Xi)i∈N son i.i.d. hemos construido la misma caminata aleatoria
que en el capítulo anterior.

Proposición 3.21. Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d. con caminata aleatoria
asociada, entonces el espacio (Ω,F−∞,∞, P ∗) está formado con variables aleatorias
i.i.d. tales que

P ∗(X̂k ≤ xk) = E(e−θX̂k ; (−∞, xk]).

Demostración. Como (Xi)i∈N son i.i.d. entonces el espacio (Ω,F−∞,∞, P ) está formado
por variables i.i.d. por lo cual

P ∗(X̂1 ≤ x1, ..., X̂k ≤ xk)

= ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n ;R2k+1 × (−∞, x1]× ...× (−∞, xk])
E(e−θS−m,n)

= ĺım
m,n→∞

E(e−θX̂1 ; (−∞, x1])...E(e−θX̂k ; (−∞, xk])

= P ∗(X̂1 ≤ x1)...P
∗(X̂k ≤ xk).

En la segunda igualdad usamos la independencia y que E(e−θXi) = 1. De las
igualdades anteriores también se deduce que

P ∗(X̂k ≤ xk) = E(e−θX̂k ; (−∞, xk]).

3.2. Generalización de la martingala de Wald
Ahora daremos la condición necesaria para poder construir la martingala, esta es

muy similar a la Condición 3. Sea Fk := F1,k.

Condición 4. Para toda B ∈ Fk con k ∈ N

r(B) := ĺım
n→∞

E(e−θSn ;B)

existe donde θ es como en la Condición 2.

Proposición 3.22. Sean B ∈ Fk con k ∈ N y r(B) como en la Condición 4 tenemos
que
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1. r : Fk −→ R es una medida en (Ω,Fk) con masa total q.

2. r es absolutamente continua con respecto a P .

3. r tiene derivada de Radon-Nikodym Vk con respecto a P la cual satisface∫
B

VkdP = r(B) para todo B ∈ Fk

donde Vk es Fk-medible.

Demostración. 1. De manera análoga a la Proposición 3.17 tenemos que si para
B ∈ Fk definimos

P ∗n(B) =
E(e−θSn ;B)

E(e−θSn)

es una medida de probabilidad en Fk así por la Proposición 3.15

ĺım
n→∞

P ∗n(B) =
r(B)

q

es una medida de probabilidad en Fk, lo cual implica que r(B) es una medida en Fk
con masa total q.

2. Sea B ∈ Fk tal que P (B) = 0 entonces∫
B

e−θSndP = 0 para toda n ∈ N.

Por lo cual
r(B) = ĺım

n→∞
E(e−θSn ;B), ĺım

n→∞

∫
B

e−θSndP = 0.

Así r es absolutamente continua con respecto a P .
3. Por los incisos 1. y 2. tenemos dos medidas P, r en Fk que son σ-finitas, además

r es absolutamente continua con respecto a P . Por el Teorema de Radon Nikodym
existe una función Vk ∈M+(Ω,Fk) la cual satisface∫

B

VkdP = r(B) para todo B ∈ Fk.

Proposición 3.23. Sea (Vk)k∈N como en la Proposición 3.22 entonces (Vk)k∈N es
martingala con respecto a (Fk)k∈N.
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Demostración. 1. Por la Proposición 3.22 tenemos que Vk ∈ M+(Ω,Fk), además
como es la derivada de Radon-Nikodym

E|Vk| = E(Vk) =

∫
VkdP = r(Ω).

Por la Condición 2
r(Ω) = ĺım

n→∞
E(e−θSn) = q <∞

por lo cual
E|Vk| <∞.

2. Es claro ya que la Proposición 3.22, nos dice que Vk ∈M+(Ω,Fk).
3. Tenemos que Vk ∈M+(Ω,Fk). Por como se constuyeron Vk y Vk+1 para todo

B ∈ Fk ∫
B

VkdP =

∫
B

Vk+1dP = r(B).

Así Vk es una versión de E(Vk+1|Fk) y por la unicidad de la esperanza condicional

Vk = E(Vk+1|Fk).

Hemos construído una martingala que generaliza la martingala de Wald, pues en
el caso i.i.d. para B ∈ Fk usando 3.14

ĺım
n→∞

E(e−θSn ;B) = E(e−θSk ;B) = r(B)

y Vk = e−θSk es la misma martingala construída en el Capítulo 2.
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Capítulo 4

Incrementos estacionarios en cadenas
de Markov

En este capítulo estudiaremos el proceso estacionario asociado a una cadena de
Markov. Para comenzar definamos qué es una cadena de Markov.

Definición 4.1. Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y E un subconjunto no
vacío, finito o numerable de los números reales. Una sucesión de variables aleatorias

{Xn : Ω −→ E, n ∈ N}

se llama cadena de Markov con espacio de estados E si satisface la condición de
Markov, esto es si para todo n ≥ 1 y toda sucesión x0, x1, ..., xn−2, x, y ∈ E se cumple

P (Xn = y|Xn−1 = x,Xn−2 = xn−2, ..., X0 = x0) = P (Xn = y|Xn−1 = x)

siempre que los eventos por los que se está condicionando tengan probabilidad positiva.
La distribución de X0 se llama distribución inicial y la denotaremos utilizando el
vector

π := (πx)x∈E = {P (X0 = x)}x∈E.

Nos limitaremos a estudiar las cadenas de Markov homogéneas cuya definición se
da a continuación:

Definición 4.2. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov, si para toda x, y ∈ E y toda
m,n ∈ N se cumple que

P (Xn = y|Xn−1 = x) = P (Xm = y|Xm−1 = x),
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se dice que la cadena de Markov es homogénea.
Al no depender de n, P (Xn = y|Xn−1 = x) se denota por px,y. En el caso finito

a la matriz (px,y)x,y∈E se le llama matriz de transición, en el caso numerable por
extensión se le llama igual.

A partir de ahora supondremos que la cadena de Markov es homogénea y no lo
mencionaremos más. Así podemos definir qué es un vector invariante.

Definición 4.3. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov con matriz de transición P =
(px,y)x,y∈E si existe un vector π = (πx)x∈E tal que todas sus entradas son no negativas,
la suma de ellas es 1 y

πP = π

decimos que dicho vector es de probabilidad invariante o que la cadena tiene distribu-
ción estacionaria.

La siguiente proposición muestra las implicaciones de la existencia de un vector
invariante, la demostración se puede consultar en [2] Prop 1.4.3.

Proposición 4.4. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov con espacio de estados E y
con vector de probabilidad invariante π = (πx)x∈E. Si X0 tiene distribución inicial π
entonces

1. Xn tiene la misma distribución que X0 para toda n ∈ N.

2. Para toda n, k ∈ N y para xi ∈ E, i = 0, 1..., n la distribución conjunta es
invariante bajo corrimientos es decir

P (Xn = xn, ..., X0 = x0) = P (Xn+k = xn, ..., Xk = x0)

lo cual implica que (X0, ..., Xn) , (Xk, ..., Xn+k) y en consecuencia la cadena
de Markov es estacionaria.

3. Si x, y ∈ E satisfacen que πx > 0 y πy = 0 entonces px,y = 0.

La Proposición 4.4 nos enseña la importancia de la existencia de un vector
invariante, pues se muestra que si una cadena tiene vector invariante y X0 se distribuye
como dicho vector entonces la cadena es estacionaria, esta condición fue pedida para
generalizar la caminata aleatoria asociada. El siguiente corolario prueba que dicha
propiedad se puede extender a B(EN).
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Corolario 4.5. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov con espacio de estados E y con
vector de probabilidad invariante π = (πx)x∈E. Sea B ∈ B(EN) y supongamos que X0

tiene distribución inicial π entonces para n, k ∈ N se cumple

(∗)P ((X0, X1, ..., Xi, ...) ∈ B) = P ((Xk+1, ..., Xk+i, ...) ∈ B).

Demostración. Sea

I := {D ∈ B(RN) : D =
∞∏
n=1

Dn, Dn ∈ B(R)}.

Es claro que I es un π-sistema tal que

σ(I) = B(RN).

Veremos que si D =
∞∏
n=1

Dn ∈ I entonces (∗) se cumple, sean

A := {ω : (X1, X2...) ∈ D}, An := {ω : (X1, ..., Xn) ∈
n∏

m=1

Dm}

Tenemos que por definción An decrece a A. En consecuencia
ĺımn→∞ P (An) = P (A) y finalmente

P (A) = ĺım
n→∞

P ((X0, ...Xn) ∈
n∏

m=1

Dm)

= ĺım
n→∞

P ((Xk, ...Xk+n) ∈
n∏

m=1

Dm)

= P ((Xk, ..., Xk+n, ...) ∈ D)

Los siguientes resultados son importantes en la teoría de cadenas de Markov para
un entendimiento más completo consúltese [2].

Definición 4.6. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov con espacio de estados E, para
x, y ∈ E se dice que

1. De x se accede a y si existe n ≥ 0 tal que P (n)
x,y > 0 y se denota por x→ y.
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2. x se comunica con y, si x→ y e y → x lo que se denota por x↔ y.

3. C(x) := {y ∈ E|x↔ y} es la clase de comunicación de x.

4. La cadena es irreducible si para todo x ∈ E, C(x) = E.

5. d(x) := mcd{n|P (n)
x,x > 0} es el periodo de x donde mcd significa máximo común

divisor.

6. Un estado es aperiódico si d(x) = 1 y la cadena es aperiódica si todos los estados
lo son.

Lema 4.7. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov irreducible y aperiódica con espacio
de estados E y con vector de probabilidad invariante π = (πx)x∈E, entonces

πy > 0 para todo y ∈ E.

Teorema 4.8 (Teorema de Convergencia). Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov
irreducible y aperiódica con espacio de estados E y con vector de probabilidad invariante
π = (πx)x∈E, entonces

ĺım
n→∞

p(n)x,y = πy.

Aunque para construir la cadena de Markov asociada utilizaremos cadenas de
Markov irreducibles, para poder asegurar la ergodicidad de una cadena de Markov es
necesaria una condición más débil, la idea se resume a continuación:

Definición 4.9. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov con espacio de estados E,
decimos que la cadena es descomponible si existen dos subconjuntos ajenos no vacíos
A1, A2 de E tales que ∑

xj∈Ak

pxi,xj = 1, xi ∈ Ak, k = 1, 2.

Si no se puede descomponer en dichos subconjuntos decimos que la cadena es no
descomponible.

Proposición 4.10. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov irreducible entonces es no
descomponible.

Demostración. Supongamos que la cadena es descomponible entonces existen dos
subconjuntos ajenos no vacíos A1, A2 de E tales que∑

xj∈Ak

pxi,xj = 1, xi ∈ Ak, k = 1, 2.
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Al ser no vacíos y ajenos existen x1 ∈ A1, x2 ∈ A2 y por la igualdad anterior

C(x1) ⊆ E \ {x2} 6= E

y la cadena no es irreducible lo cual es una contradicción.

Observemos que no toda cadena de Markov no descomponible es irreducible por
lo cual los conceptos no son equivalentes.

Ejemplo 4.1. Consideremos una cadena de Markov con el siguiente diagrama de
transición

0
1 // 1

1��

esta cadena no es irreducible pues 1 9 0.
La única manera de descomponer los estados sería

A0 = {0}, A1 = {1}.

Sin embargo ∑
xj∈A0

pxi,xj = 0, xi ∈ A0

por lo cual la cadena es no descomponible.

Una vez hechas estas observaciones podemos encontrar las condiciones para que
una cadena de Markov sea ergódica en el sentido de la Definición 3.4.

Proposición 4.11. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov no descomponible con espacio
de estados E y con vector de probabilidad invariante π = (πx)x∈E. Si X0 tiene
distribución π entonces la cadena de Markov es ergódica.

Demostración. Sea A un evento invariante entonces existe B ∈ B(RN) tal que para
toda n ∈ N

A = {ω : (X0, X1, ...) ∈ B} = {ω : (Xn, Xn+1, ...) ∈ B}.

Sea F := {xi ∈ E|πxi > 0}.
Como la cadena es estacionaria, con un razonamiento análogo al Corolario 4.5, se

tiene que para cada xj ∈ E

P (A|X1 = xj) = P ({ω : (X1, X2, ...) ∈ B}|X1 = xj)

= P ({ω : (X0, X1, ...) ∈ B}|X0 = xj) = P (A|X0 = xj).
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Inductivamente para toda n ∈ N y toda xj ∈ E

P (A|Xn = xj) = P (A|X0 = xj). (4.1)

Además

P (A|X0 = xj) = E(P (A|X1, X0)|X0 = xj)

= E(P (A|X1)|X0 = xj)

=
∑
xi∈E

P (A|X1 = xi)1(X1=xi)1(X0=xj)

P (X0 = xj)

=
∑
xi∈E

P (A|X1 = xi)
P (X1 = xi, X0 = xj)

P (X0 = xj)

=
∑
xi∈F

P (A|X1 = xi)px1,xj . (4.2)

La Ley 0-1 de Lévy dice que para Fn = σ(X0, X1, ..., Xn)

ĺım
n→∞

P (A|Fn) = 1A (4.3)

Como (Xn)n∈N es cadena de Markov, para toda n ∈ N

P (A|Fn) = P (A|Xn)

y al ser estacionaria
P (A|Xn) = P (A|X0). (4.4)

Así por (4.3) y (4.4) para toda n ∈ N

P (A|Xn) = P (A|X0) = 1A. (4.5)

Es claro que 0 ≤ P (A|Xn) ≤ 1 y por el Teorema de Convergencia Dominada,
usando (4.1) y (4.5)

E(P (A|X0))(1− P (A|Xn))) = ĺım
n→∞

E(P (A|Xn))(1− P (A|Xn)))

= E(1A(1− 1A)) = E(1A − 1A) = 0.

Una vez más como 0 ≤ P (A|X0) ≤ 1 implica que 0 ≤ P (A|X0)
2 ≤ P (A|X0) y 0 ≤

P (A|X0)−P (A|X0)
2 = P (A|X0)(1−P (A|X0)). Como mostramos que E(P (A|X0)(1−

P (A|X0))) = 0 concluímos

P (A|X0)(1− P (A|X0)) = 0.
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Lo cual implica que P (A|X0 = xj) solo puede ser 0 ó 1 cuando πxj > 0.
Sean

A1 := {xi ∈ E|πxi > 0, P (A|X0 = xi) = 1}

A2 := {xi ∈ E|πxi > 0, P (A|X0 = xi) = 0}.

Se sigue de (4.2) y de la Proposición 4.4 que si xi ∈ A1

1 = P (A|X0 = xj) =
∑
xj∈F

P (A|X1 = xj)pxi,xj

=
∑
xj∈A1

P (A|X0 = xj)pxi,xj =
∑
xj∈A1

pxi,xj . (4.6)

Análogamente de (4.2) también obtenemos que

1− P (A|X0 = xj) = 1−
∑
xj∈F

P (A|X0 = xj)pxi,xj

=
∑
xj∈F

pxi,xj − P (A|X0 = xj)pxi,xj =
∑
xj∈F

(1− P (A|X0 = xj))pxi,xj .

Utilizando esta igualdad si xi ∈ A2

1 =
∑
xj∈F

(1− P (A|X0 = xj))pxi,xj =
∑
xj∈A2

(1− P (A|X0 = xj))pxi,xj

=
∑
xj∈A2

pxi,xj . (4.7)

Por (4.6) y (4.7) y como la cadena es no descomponible A1 ó A2 deben de ser
vacíos, así tenemos dos casos

Caso 1) A1 = ∅ así P (A|X0) = 0 y P (A) = E(P (A|X0) = 0.
Caso 2) A2 = ∅ así P (A|X0) = 1 y P (A) = E(P (A|X0)) = 1 y la cadena es

ergódica.

El siguiente corolario es una clara clara consecuencia de las Proposiciones 4.11 y
4.10 :

Corolario 4.12. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados E y con vector de probabilidad invariante π = (πx)x∈E. Si X0 tiene distribución
π entonces la cadena de Markov es ergódica.
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A partir de ahora supondremos que estamos trabajando con una cadena de Markov
irreducible (Xn)n∈N con vector invariante π y que X0 tiene distribución π. Por el
Corolario 4.12 se sabe que es ergódica, es decir, que satisface la Condición 1 del
Capítulo 3.

Además impondremos las condiciones adicionales:

1. La cadena es aperiódica.

2. Para alguna θ 6= 0 la matriz Q := (px,ye
−θy)x,y∈E tiene valor propio 1 y es

regular, es decir existen dos vectores v, c, tales que

(R1) vT c = 1

(R2) vTQ = vT

(R3) Qc = c

(R4) ĺım
n→∞

Qn = cvT .

A esta condición se le llama condición de regularidad.

Teorema 4.13. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov, irreducible, aperiódica, con vec-
tor invariante y distribución inicial π que además satisface la condición de regularidad

1. Si Sn :=
n∑
i=1

Xi entonces Sn cumple la Condición 2 del Capítulo 3, es decir

ĺım
n→∞

E(e−θSn)

existe.

2. Si Sm,n es la sucesión doblemente infinita construída en el Capítulo 3 entonces
para toda B ∈ Fm,n = σ(Xm, Xm+1, ..., Xn−1, Xn)

ĺım
n→∞

E(e−θS−m,n ;B)

existe, es decir se satisface la Condición 3 del Capítulo 3.

Demostración.
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1. Utlizando propiedades básicas de cadenas de Markov

E(e−θSn) =
∑
x1∈E

∑
x2∈E

...
∑
xn∈E

P (X1 = x1, X2 = x2, ...Xn = xn)e−θ(x1+...+xn)

=
∑
x1∈E

∑
x2∈E

...
∑
xn∈E

πx1px1,x2 ...pxn−1,xne
−θ(x1+...+xn)

=
∑
x1∈E

∑
x2∈E

...
∑
xn∈E

πx1e
−θx1px1,x2e

−θx2 ...pxn−1,xne
−θxn

= πTQn1.

Por lo cual
ĺım
n→∞

E(e−θSn) = ĺım
n→∞

πTQn1 = πT cvT1

es decir el límite existe y se cumple la Condición 2.
2. Sea B ∈ F−k,k como el espacio de estados es numerable sin pérdida de generali-

dad bastará demostrarlo cuando B satisface

B = {X̄−k = x−k, ..., X̄k = xk}, xi ∈ E.

Usando propiedades de la esperanza condicional

E(e−θS−m,n ;B) = E(e−θS−m,n1B) = E(E(e−θS−m,n1B|F−k,k))
= E(E(e−θ(S−m,−k−1+S−k,k+Sk+1,n)1B|F−k,k))
= E(E(e−θS−m,−k−11Be

−θS−k,k1Be
−θSk+1,n1B|F−k,k))

= E(e−θS−k,k1BE(e−θS−m,−k−11Be
−θSk+1,n1B|F−k,k))

= e−θ(x−k+...+xk)E(E(e−θS−m,−k−11Be
−θSk+1,n1B|F−k,k))

= E(e−θS−m,−k−1|X̄−k = x−k)e
−θ(x−k+...+xk)P (B)E(e−θSk+1,n|X̄k = xk). (4.8)

Si definimos µx := πxe
−θx, x ∈ E, por el Lema 4.7 πx 6= 0, por lo cual µx 6= 0 y en

consecuencia

E(e−θS−m,−k−1 |X̄−k = x−k) = E(e−θS−k−1+m|X0 = x−k)

=
∑

x−m∈E

...
∑

x−k−1∈E

e−θ(x−m+...+x−k−1)πx−mpx−m,x−m+1 ...
px−k−1,x−k

πx−k

=
1

µx−k

∑
x−m∈E

...
∑

x−k−1∈E

e−θ(x−m+1+...+x−k)µx−mpx−m,x−m+1 ...px−k−1,x−k

= µ−1x−k(µ
TQm−k)x−k .
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Así

ĺım
m→∞

E(e−θS−m,−k−1 |X̄−k = x−k) = ĺım
m→∞

µ−1x−k(µ
TQm−k)x−k

= µ−1x−kvx−kµ
T c. (4.9)

Nótese que como c es eigenvector derecho de Q

µT c =
∑
xj∈E

µxjcxj =
∑
xj∈E

πxje
−θxjcxj

=
∑
xj∈E

∑
xi∈E

πxjpxi,xje
−θxjcxj =

∑
xj∈E

πxi
∑
xj∈E

pxi,xje
−θxjcxj

=
∑
xi∈E

πici = πT c.

Sustituyendo en (4.9)

ĺım
m→∞

E(e−θS−m,−k−1|X̄−k = x−k) = µ−1x−kvx−kπ
T c. (4.10)

Por otra parte

e−θ(x−k+...+xk)P (X̄−k = x−k, ..., X̄k = xk)

= e−θ(x−k+...+xk)P (X0 = x−k, ..., X̄2k = xk)

= e−θ(x−k+...+xk)πx−kPx−k,x−k+1
...Pxk−1,xk . (4.11)

Finalmente tenemos que

E(e−θSk+1,n|X̄k = xk) = E(e−θSn−(k+1)|X0 = xk)

=
∑

xk+1∈E

...
∑
xn∈E

e−θ(xk+1+...+xn)pxk,xk+1
...pxn−1,xn = (Qn−k1)xk .

Por lo cual por

ĺım
n→∞

E(e−θSk+1,n|X̄k = xk) = ĺım
n→∞

(Qn−k1)xk = cxkv
T1. (4.12)

Utilizando (4.8) (4.10) (4.11) y (4.12) podemos concluír

ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n ;B)

= (µ−1x−kvx−kπ
T c)(e−θ(x−k+...+xk)πx−kPx−k,x−k+1

...pxk−1,xk)(cxkv
T1)

= (e−θ(x−k+1+...+xk)px−k,x−k+1
...pxk−1,xkcxkvx−k)(π

T cvT1). (4.13)
Por lo que el límite existe y se satisface la condición requerida.
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Recordemos que en el Capítulo 3 construimos la medida de probabilidad del
proceso estacionario asociado. En este caso con unos cuantos cálculos podremos
caracterizar el proceso asociado de la cadena de Markov, este resultará ser ergódico y
cumplirá la dualidad.

Proposición 4.14. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov como en Teorema 4.13
entonces su proceso estacionario asociado satisface:

1. P ∗(X̄−k = x−k, ..., X̄k = xk) = e−θ(x−k+1+...+xk)Px−k,x−k+1
...Pxk−1,xkcxkvx−k .

2. La caminata aleatoria asociada es una cadena de Markov estacionaria con
distribución inicial π∗ = (cxvx)x∈E y matriz de trancisión

P ∗ = (P ∗x,y)x,y∈E = (Px,ye
−θy cy

cx
)x,y∈E.

3. P (X̄k = xk, X̄k+1 = xk+1) 6= 0 si y sólo si
P ∗(X̄∗k = xk, X̄∗k+1 = xk+1) 6= 0.

4. Es estacionaria, irreducible y aperiódica cómo la original.

5. (P ∗)∗ = P es decir en este caso se cumple la dualidad.

Demostración. 1. Por el Teorema 4.13 y como S−m,n , Sm+n tenemos que

ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n) = ĺım
n→∞

E(e−θSn) = πT cvT1.

Combinando esto con (4.13) tenemos que

P ∗(X̄−k = x−k, ..., X̄k = xk) = P ∗k (X̄−k = x−k, ..., X̄k = xk)

=
ĺımm,n→∞E(e−θS−m,n ; X̄∗−k = x−k, ..., X̄∗k = xk)

ĺım
m,n→∞

E(e−θS−m,n)

= e−θ(x−k+1+...+xk)Px−k,x−k+1
...Pxk−1,xkcxkvx−k .

2. Por el inciso 1. es claro que π∗ es la distribución inicial. Por como se construyeron
c y v son vectores derecho e izquierdo de Perron-Frobenius con respecto a la matriz Q
la cual tiene entradas positivas, así podemos asegurar que para toda x ∈ E, cxvx > 0.
Claramente por el inciso 1. cumple la condición de Markov y

P ∗x,y =
P ∗(X̄0 = x, X̄1 = y)

P ∗(X̄0 = x)
=
e−θyPx,ycyvx

cxvx
= Px,ye

−θy cy
cx
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por lo cual es cadena de Markov.
Por último para probar que la cadena es estacionaria observemos que por la

condición de regularidad (R2)

π∗TP ∗ = π∗(Px,ye
−θy cy

cx
)x,y∈E = π∗(

1

cxi
δi,i)xi,yj∈EQ(cyjδj,j)xi,yj∈E

= (cyvy)y∈E
T (

1

cxi
δi,i)xi,yj∈EQ(cyjδj,j)xi,yj∈E

= vTQ(cyjδj,j)xi,yj∈E = vT (cyjδj,j)xi,yj∈E = π∗T .

3. Para demostrar la ida supongamos que P (X̄k = xk, X̄k+1 = xk+1) 6= 0 así
πkPxk,xk+1

6= 0 lo cual recordando que para toda j, e−θj 6= 0, cj 6= 0 y por como se
definieron π∗xk , P

∗
xk,xk+1

implica que P ∗(X̄∗k = xk, X̄∗k+1 = xk+1) 6= 0.
El regreso es análogo a la ida.
4. En el segundo inciso probamos que la cadena es estacionaria.
Observemos que el inciso 3. de esta demostración implica que dos estados se

comunican entre si en la cadena sí y sólo si se comunican en la cadena asociada, lo
cual implica que la cadena es irreducible y aperiódica sí y sólo si la cadena asociada
lo es. Como la cadena es irreducible y aperiódica la asociada también.

5. Sean P = (Px,y)x,y∈E la matriz de transición de la cadena y
Q∗ := (P ∗x,ye

θy)x,y∈E). Queremos demostrar que Q∗ cumple las condiciones de regu-
laridad . Como la cadena es estacionaria, irreducible y aperiódica por el Teorema
4.8

1. πTP = πT

2. ĺım
n→∞

P n = 1πT .

Por el inciso 1. de esta proposición

Q∗ = (P ∗xi,yje
θyj)xi,yj∈E = (Pxi,yj

cyj
cxi

)xi,yj∈E

= (
1

cxi
δi,i)xi,yj∈EP (cyjδj,j)xi,yj∈E.

Sean v∗ = (πxicxi)xi∈E, c∗ = ( 1
cxi

)xi∈E, veamos que estos vectores cumplen las
condiciones de regularidad

(R*1) v∗T c∗ =
∑
xi∈E

πxi = 1 pues π es vector de probabilidad
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CAPÍTULO 4. INCREMENTOS ESTACIONARIOS EN CADENAS DE MARKOV

(R*2)

v∗TQ∗ = (πxicxi)
T
xi∈E(

1

cxi
δi,i)xi,yj∈EP (cyjδj,j)xi,yj∈E

= πP (cyjδj,j)xi,yj∈E = π(cyjδj,j)xi,yj∈E = v∗T

(R*3)

Q∗c∗ = (
1

cxi
δi,i)xi,yj∈EP (cyjδj,j)xi,yj∈E(

1

cxi
)xi∈E

= (
1

cxi
δi,i)xi,yj∈EP1 = (

1

cxi
δi,i)xi,yj∈E1 = c∗

(R*4)

ĺım
n→∞

Q∗n = ĺım
n→∞

((
1

cxi
δi,i)xi,yj∈EP (cyjδj,j)xi,yj∈E)n

= ĺım
n→∞

(
1

cxi
δi,i)xi,yj∈EP

n(cyjδj,j)xi,yj∈E

= (
1

cxi
δi,i)xi,yj∈E( ĺım

n→∞
P n)(cyjδj,j)xi,yj∈E

= (
1

cxi
δi,i)xi,yj∈E1πT (cyjδj,j)xi,yj∈E = c∗(v∗)T .

Por lo cual la cadena asociada tiene cadena asociada. Usando el inciso 1. de esta
proposición la cadena asociada debe satisfacer

P ∗∗x,y = P ∗x,ye
θy
c∗y
c∗x

= Px,ye
−θy cy

cx
eθy

cx
cy

= Px,y

π∗∗x = c∗xv
∗
x = πx

y la cadena asociada a la cadena asociada es la original.

Observemos que se cumple la condición para poder construir la martingala

Proposición 4.15. Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov como en la Proposición 4.14
entonces se cumple la Condición 4 del Capítulo 3 y en consecuencia Vk = e−θSkcXkv

T1
es martingala con respecto a Fk.
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Demostración. Para mostrar que se cumple la Condición 4 será suficiente suponer
que

B = {X1 = x1, ...Xk = xk}, xi ∈ E.

Así
E(e−θSn ;B) =

∑
xk+1∈E

...
∑
xn∈E

e−θ(x1+...+xn)P (B)Pxk,xk+1
...Pxn−1,xn

= P (B)e−θ(x1+...+xk)
∑

xk+1∈E

...
∑
xn∈E

e−θ(xk+1+...+xn)Pxk,xk+1
...Pxn−1,xn .

Repitiendo el mismo procedimiento que se hizo en (4.12) obtenemos que

ĺım
n→∞

E(e−θSn ;B) = P (B)e−θ(x1+...+xk)cxkv
T1 = r(B)

y se cumple la Condición 4.
Por último observemos que∫

B

VkdP = E(Vk;B) = E(e−θSkcXkv
T1;B)

= P (B)e−θ(x1+...+xk)cxkv
T1 = r(B)

por lo cual Vk es la martingala pedida.
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Capítulo 5

Incrementos estacionarios gaussianos

En este capítulo encontraremos las condiciones para la existencia del proceso
estacionario asociado en procesos gaussianos.

Definición 5.1. Sean µ, σ ∈ R. Se dice que una variable aleatoria X tiene distribución
normal o gaussiana con parámetros µ y σ2 si la función

fX(x) =
1

σ
√

2π
exp{− 1

2σ2
(x− µ)2}

es una función de densidad de X. También decimos que X tiene distribución normal
N(µ, σ2). Decimos que una variable con distribución normal es estándar si µ = 0 y
σ2 = 1.

El siguiente resultado se puede consultar en cualquier libro elemental de probabi-
lidad.

Proposición 5.2. Sea X una variable aleatoria con distribución gaussiana con
parámetros µ y σ2 entonces E(X) = µ y V ar(X) = σ2.

Una vez definida la distribución normal, se puede construir la distribución normal
multivariada.

Definición 5.3. Se dice que una vector aleatorio (X1, ..., Xn) es un vector gaussiano
si existen n variables aleatorias independientes U1, ..., Un con distribución normal
estándar, una matriz de n × n invertible A y un vector n-dimensional tales que
X = AU + µ, en donde

X =

 X1
...
Xn

 y U =

 U1
...
Un

 .
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Las siguientes proposiciones se pueden encontrar en [6] Cap III:

Proposición 5.4. Sea (X1, ..., Xn) un vector gaussiano y sean A, U y µ tales que
X = AU + µ entonces µ y C = AAt son respectivamente el vector de esperanzas y la
matriz de covarianzas de (X1, ..., Xn) es decir satisfacen

µ = (E(Xi))i=1,...,n y C = (Cov(Xi, Xj))i,j=1,...,n.

Además la función

fX1,...,Xn(x) =

√
|C−1|

(
√

2π)n
exp{−1

2
(x− µ)TC−1(x− µ)}

es la densidad de (X1, ..., Xn).

Proposición 5.5. Sean (X1, ..., Xn) y (Y1, ..., Yn) vectores aleatorios gaussianos en-
tonces tienen la misma función de distribución si y sólo si para toda i, j ∈ {1, ..., n}
E(Xi) = E(Yi) y tienen la misma matriz de covarianzas es decir para toda i, j ∈
{1, ..., n}

Cov(Xi, Xj) = Cov(Yi, Yj).

Si un vector gaussiano tiene vector de esperanzas µ y matriz de covarianzas C
diremos que tiene su distribución normal N(µ,C). Finalmente podemos definir que
es un proceso gaussiano.

Definición 5.6. Sean (Xi)i∈N un conjunto de variables aleatorias en un espacio de
probabilidad, decimos que son un proceso gaussiano si para toda n ∈ N, el vector
(X1, ..., Xn) tiene distribución normal multivariada.

A partir de este momento supondremos que (Xi)i∈N es un proceso gaussiano
estacionario y satisface que

µ = E(Xi) > 0, σ2 = V ar(Xi) > 0.

Por ser estacionario µ y σ2 no dependen de i.
Para todo par de variables aleatorias con varianza positiva en un mismo espacio

de probabilidad se puede definir el coeficiente de correlación.

Definición 5.7. Sean X, Y dos variables aleatorias en un mismo espacio de probabi-
lidad tales que tienen varianza positiva definimos su coeficiente de correlación ρX,Y
como

ρX,Y :=
Cov(X, Y )√

V ar(X)
√
V ar(Y )

.
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CAPÍTULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

Proposición 5.8. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano estacionario con varianza posi-
tiva entonces para toda n,m, r ∈ N los coeficientes de correlación satisfacen

ρXn,Xn+r = ρXm,Xm+r .

Definimos ρr como
ρr := ρXn,Xn+r .

Demostración. Como el proceso es estacionario tenemos que

(Xn, ..., Xn+r) = (Xm, ..., Xm+r)

Cov(Xn, Xn+r) = Cov(Xm, Xm+r)

por lo cual

ρXn,Xn+r =
Cov(Xn, Xn+r)√

V ar(Xn)
√
V ar(Xn+r)

=
Cov(Xn, Xn+r)

σ2

=
Cov(Xm, Xm+r)

σ2
=

Cov(Xm, Xm+r)√
V ar(Xm)

√
V ar(Xm+r)

= ρXm,Xm+r .

Para poder construir el proceso estacionario asociado es necesario agregar la
siguiente condición de regularidad:

(R1)
∞∑
r=1

r|ρr| <∞

A continuación se enuncia y demuestra una propiedad muy importante de los
procesos gaussianos, a saber, si los coeficientes de correlacción tienden a cero entonces
el proceso es asintóticamente independiente. Esta es la herramienta básica para probar
que un proceso gaussiano es ergódico.

Proposición 5.9. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano estacionario con varianza es-
trictamente positiva tal que

ĺım
r→∞

ρr = 0

entonces el proceso tiene las siguientes propiedades:

1. Sea B ∈ B(Rm) y An = {(Xn, ..., Xn+m−1) ∈ B} se cumple

ĺım
n→∞

P (A1 ∩ An) = P (A0)
2.
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2. (Xi)i∈N es ergódico.

Demostración. 1. Tenemos que

P (A0 ∩ An) = P ((X1, ..., Xm, Xn, ..., Xn+m−1) ∈ B ×B).

Sea Yn = (X1, ..., Xm, Xn, ..., Xn+m−1) como (Xi)i∈N es un proceso gaussiano se tiene
que Yn es un vector gaussiano.

Denotemos por Cn a la matriz de covarianzas de Yn la cual que se puede escribir
como

Cn =

(
D En
Et
n D

)
donde

D =


σ2 σ2ρ1 · · · σ2ρm−1
σ2ρ1 σ2 · · · σ2ρm−2
...

... . . . ...
σ2ρm−1 σ2ρm−2 · · · σ2



En =


σ2ρn+m−1 σ2ρn+m−2 · · · σ2ρn
σ2ρn+m−2 σ2ρn+m−1 · · · σ2ρn+1

...
... . . . ...

σ2ρn σ2ρn+1 · · · σ2ρn+m−1

 .

Por otra parte por hipótesis:
ĺım
r→∞

ρr = 0

lo cual implica que
ĺım
n→∞

En = 0.

En consecuencia
C := ĺım

n→∞
Cn =

(
D 0
0 D

)
.

Sea Z = (W1, ...,W2m) un vector normal con matriz de covarianzas C y vector de
esperanzas µ = (E(X0)). Como Yn es un vector normal su función característica está
dada por

φYn(t) = exp(itTµ− 1

2
tTCnt)

por lo cual

ĺım
n→∞

φYn(t) = ĺım
n→∞

exp(itTµ− 1

2
tTCnt)
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CAPÍTULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

= exp(itTµ− 1

2
tTCt) = φZ(t).

Como las funciones características de (Yn)n∈N convergen puntualmente a la función
característica de Z y como

P (Z ∈ ∂(B ×B)) = 0

pues la distribución de Z es absolutamente continua, se concluye que (Yn)n∈N converge
débilmente a Z, es decir que

ĺım
n→∞

P (Yn ∈ B ×B) = P (Z ∈ B ×B).

Por último la matriz de covarianzas de Z es de la forma

C =

(
D 0
0 D

)
lo que muestra que (Y1, ..., Ym) y (Ym+1, ..., Y2m) son independientes. En consecuencia

P (Z ∈ B ×B) = P ((Y0, ..., Ym) ∈ B)P ((Ym+1, ..., Y2m) ∈ B) = P (A0)
2

y finalmente
ĺım
n→∞

P (A0 ∩ An) = P (A0)
2.

2. Sea S un evento invariante entonces existe B ∈ B(RN) tal que para toda n ∈ N

S = {ω : (X0, X1, ...) ∈ B} = {ω : (Xn, Xn+1, ...) ∈ B} = Sn.

Sea ε > 0 sabemos que por la Proposición 1.10 existen m ∈ N y A ∈ B(RN) tales que

A = {ω : (X0, ..., Xm−1) ∈ Bm}, Bm ∈ B(Rm)

P (S 4 A) < ε (5.1)

Sea An = {ω : (Xn, ..., Xn+m−1) ∈ Bm}, Bm ∈ B(Rm), como el proceso es estacio-
nario tenemos que para toda n ∈ N

P (A) = P (An),

P (S 4 A) = P (Sn4 An) < ε

lo cual como S es invariante implica que

P (S 4 An) < ε.
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Es una propiedad de la diferencia simétrica que por (5.1)

|P (S)− P (A)| < ε.

Observemos que

|P (S ∩ Sn)− P (A ∩ An)| ≤ |P (S ∩ Sn)− P (S ∩ An)|+ |P (S ∩ An)− P (A ∩ An)|

= |P (Sn)− P (S ∩ An)|+ |P (S ∩ An)− P (A ∩ An)|

= P (Sn\An) + |P (S ∩ An)− P (A ∩ An)|

≤ P (Sn4 An) + P ((S ∩ An)4 (A ∩ An))

≤ P (Sn4 An) + P (S 4 A) < 2ε.

Como S es un evento invariante S = Sn y así

|P (S)− P (A ∩ An)| < 2ε

pero además por el primer inciso de esta proposición

ĺım
n→∞

P (A ∩ An) = P (A)2

por lo cual
|P (S)− P (A)2| < 2ε.

Finalmente

|P (S)− P (S)2| ≤ |P (S)− P (A)2|+ |P (A)2 − P (S)2|

= |P (S)− P (A)2|+ (P (A) + P (S))|P (A)− P (S)|

≤ |P (S)− P (A)2|+ 2|P (A)− P (S)| < 2ε.

Así P (S)− P (S)2 = 0 y P (S) ∈ {0, 1}, es decir, el proceso es ergódico.

Corolario 5.10. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano estacionario con esperanza y
varianza positiva tal que cumple la condición de regularidad (R1), entonces el proceso
cumple la Condición 1 del Capítulo 3 es decir es ergódico.

Demostración. Es una propiedad de las series que si se cumple la condición (R1)
implica que ĺım

r→∞
ρr = 0 y así por la Proposición 5.9 el proceso es ergódico.
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CAPÍTULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

Definamos las siguientes series

R :=
∞∑
r=1

ρr

S :=
∞∑
r=1

rρr

que como consecuencia de (R1) también convergen.

Proposición 5.11. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano estacionario con varianza y
esperanza positiva entonces la variable aleatoria Sn =

∑n
i=1Xi tiene distribución

normal con parámetros nE(X1) y σ2(n+ 2
∑n−1

r=1 (n− r)ρr).

Demostración. La suma de las variables de un vector normal multivariada tienen
distribución normal por lo cual solo tenemos que calcular los parámetros.

E(Sn) = E(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

E(Xi) = nE(X1)

V ar(Sn) = V ar(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

V ar(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj)

= nσ2 + 2
∑

1≤i<j≤n

σ2ρj−i = nσ2 + 2σ2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr

= σ2(n+ 2
n−1∑
r=1

(n− r)ρr).

Proposición 5.12. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano estacionario con esperanza y
varianza positivas, que cumple la condición de regularidad (R1) entonces la variable
aleatoria Sn =

∑n
i=1Xi cumple la Condición 2 del Capítulo 3 si y sólo si R > −1

2
.

Si se cumple la Condición 2 tenemos que

θ =
2E(X1)

σ2(1 + 2R)
, ĺım
n→∞

E(e−θSn) = exp{− 4E(X1)
2S

σ2(1 + 2r)
}.

85



Demostración. Por la Proposición 5.11, Sn tiene distribución normal de parámetros
nE(X1) y σ2(n+2

∑n−1
r=1 (n−r)ρr). En consecuencia E(e−θSn) es la función generadora

de momentos de una variable aleatoria normal y

E(e−θSn) = exp{−nE(X1)θ +
1

2
σ2(n+ 2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr)θ2}.

Así la Condición 2 se cumplirá si y sólo si

ĺım
n→∞

−nE(X1)θ +
1

2
σ2(n+ 2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr)θ2

existe.
Demostremos la ida de esta proposición. Supongamos que

ĺım
n→∞

−nE(X1)θ +
1

2
σ2(n+ 2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr)θ2

existe.
Observemos que

ĺım
n→∞

−nE(X1)θ +
1

2
σ2(n+ 2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr)θ2

= ĺım
n→∞

n{−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2

n−1∑
r=1

ρr)θ
2} − σ2

n−1∑
r=1

rρrθ
2

= ĺım
n→∞

n{−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2

n−1∑
r=1

ρr)θ
2} − σ2Sθ2.

Tenemos que

ĺım
n→∞

−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2

n−1∑
r=1

ρr)θ
2 = −E(X1)θ +

1

2
σ2(1 + 2R)θ2.

Así para que el límite exista se debe de cumplir

−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2R)θ2 = 0
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esto implica que

θ = 0 ó θ =
2E(X1)

σ2(1 + 2R)
.

Queremos que θ > 0 pues si no estaríamos en el caso trivial y las hipótesis piden que
E(X1) > 0, σ2 > 0 entonces se debe satisfacer

R > −1

2

y descartamos el primer valor de θ.
Demostremos el regreso de esta proposición. Supongamos que R > −1

2
. Sea

θ =
2E(X1)

σ2(1 + 2R)
. (5.2)

Lo cual implica que como E(X1) > 0, σ2 > 0 entonces θ > 0 y además

−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2R)θ2 = 0. (5.3)

Veamos que para ese valor de θ el límite existe

ĺım
n→∞

−nE(X1)θ +
1

2
σ2(n+ 2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr)θ2

= ĺım
n→∞

n{−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2

n−1∑
r=1

ρr)θ
2} − σ2

n−1∑
r=1

rρrθ
2

= ĺım
n→∞

n{−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2(R−

∞∑
r=n

ρr)θ
2} − σ2Sθ2

= ĺım
n→∞

n{−E(X1)θ +
1

2
σ2(1 + 2R)θ2 −

∞∑
r=n

ρrθ
2} − σ2Sθ2

= ĺım
n→∞

−n
∞∑
r=n

ρrθ
2 − σ2Sθ2 = −σ2Sθ2. (5.4)

En la penúltima igualdad se utilizó (5.3) y en la última que por la condición de
regularidad (R1)

n|
∞∑
r=n

ρr| ≤
∞∑
r=n

|rρr| <∞
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lo cual implica que

= ĺım
n→∞

−n
∞∑
r=n

ρr = 0

completando así el regreso de esta proposición.
Por último observemos que por (5.4) y (5.2)

ĺım
n→∞

−nE(X1)θ +
1

2
σ2(n+ 2

n−1∑
r=1

(n− r)ρr)θ2 =

−σ2Sθ2 = − 4E(X1)
2S

σ2(1 + 2R)2

y finalmente

ĺım
n→∞

E(e−θSn) = exp{− 4E(X1)
2S

σ2(1 + 2R)2
}.

Ahora veamos que la Condición 3 del Capítulo 3 se satisface si R > 1
2
.

Proposición 5.13. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano estacionario con esperanza y
varianza positivas, que cumple la condición de regularidad (R1) entonces la variable
aleatoria Sn =

∑n
i=1Xi cumple la Condición 3 del Capítulo 3 si R > 1

2
.

Demostración. Observemos que S−m,n = (1TXk + Y−m,n) donde

Xk = (X̄−k, ..., X̄k), Y−m,n = S−m,−k−1 + Sk+1,n.

Xk es una vector normal con vector de esperanzas constante µ, a su matriz de
covarianzas la denotaremos por Ck.

Por una razonamiento análogo a la Proposición 5.11, Y−m,n es una variable aleatoria
normal tal que

E(Y−m,n) = E(S−m,−k−1) + E(Sk+1,n) = E(X̄0)(m+ n− 2k) (5.5)

denotaremos a la esperanza y la varianza como

E(Y−m,n) = λ−m,n, V ar(Y−m,n) = τ 2−m,n.

Sea vk−m,n el vector de covarianzas entre Y−m,n y Xk es decir

vk−m,n = (Cov(Y−m,n, X̄i))i∈{−k,...,k}.
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Por la bilinealidad de la covarianza

Cov(Y−m,n, X̄i) = Cov(S−m,−k−1 + Sk+1,n, X̄i)

=
−k−1∑
j=−m

Cov(X̄j, X̄i) +
n∑

l=k+1

Cov(X̄l, X̄i) = σ2(
i+m∑

r=i+k+1

ρr +
n−i∑

r=k+1−i

ρr)

por lo cual

ĺım
m,n→∞

Cov(Y−m,n, X̄i) = ĺım
m,n→∞

σ2(
i+m∑

r=i+k+1

ρr +
n−i∑

r=k+1−i

ρr)

= σ2(2R−
i+k∑
r=1

ρr −
k−i∑
r=1

ρr).

Así el vector vk−m,n tiene límite cuando m,n tienden a infinito, denotaremos por vk a
este límite es decir

ĺım
m,n→∞

vk−m,n = vk = (σ2(2R−
i+k∑
r=1

ρr −
k−i∑
r=1

ρr)){i∈−k,...,k}

= (σ2(2R + 1− 1−
i+k∑
r=1

ρr −
k−i∑
r=1

ρr)){i∈−k,...,k}

= σ2(2R + 1)1 + Ck1. (5.6)

Como S−m,n y Sm+n+1 tienen la misma distribución, por la Proposición 5.11

V ar(S−m,n) = V ar(Sm+n+1) = σ2(m+ n+ 1 + 2
m+n∑
r=1

(m+ n+ 1− r)ρr).

Por otro lado

V ar(S−m,n) = V ar(1TX + Y−m,n) = V ar(1TX) + Cov(1TX, Y−m,n) + V ar(Y−m,n)

= 1TCk1 + 21Tvk−m,n + τ 2−m,n.

Usando las dos igualdades anteriores tenemos que

τ 2−m,n − σ2[1 + 2R](m+ n+ 1)
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= σ2(m+n+1+2
m+n∑
r=1

(m+n+1−r)ρr)−1TCk1−21Tvk−m,n−σ2[1+2R](m+n+1)

= 2σ2(m+ n+ 1){
m+n∑
r=1

ρr −R} − 2σ2

m+n∑
r=1

rρr − 1TCk1− 21Tvk−m,n

= −2σ2{
∞∑

r=m+n+1

(m+ n+ 1)ρr} − 2σ2

m+n∑
r=1

rρr − 1TCk1− 21Tvk−m,n

y por un razonamiento análogo a (5.4)

ĺım
m,n→∞

τ−m,n − σ2[1 + 2R](m+ n+ 1) = −2σ2S − 1TCk1− 21Tvk. (5.7)

Es una propiedad de los vectores normales (Consúltese [12] Teo 3.2.4) que la
distribución de Y−m,n condicionada en X̄−k = x−k, ..., X̄k = xk ó Xk = x es normal
de la forma N(λ−m,n + vk−m,n

T
C−1k (x− µ), τ 2−m,n − vk−m,n

T
C−1k vk−m,n).

Así su funcion generadora de momentos debe ser

E(e−θY−m,n|Xk = x)

= exp{−[λ−m,n + vT−m,nC
−1
k (x− µ)]θ +

1

2
[τ 2−m,n − vk−m,n

T
C−1k vk−m,n]θ2}.

Observemos que

−[λ−m,n + vk−m,n
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[τ 2−m,n − vk−m,n

T
C−1k vk−m,n]θ2

= {−λ−m,nθ +
1

2
τ 2−m,nθ

2}+

{−[vk−m,n
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[−vk−m,n

T
C−1k vk−m,n]θ2}.

Por una parte tenemos que

ĺım
m,n→∞

−λ−m,nθ +
1

2
τ 2−m,nθ

2

= ĺım
m,n→∞

−λ−m,nθ +
1

2
{τ 2−m,n − σ2[1 + 2R](m+ n+ 1) + σ2[1 + 2R](m+ n+ 1)}θ2

= ĺım
m,n→∞

−λ−m,nθ +
1

2
{σ2[1 + 2R](m+ n+ 1)}θ2 − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk
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= ĺım
m,n→∞

−E(X̄0)(m+n−2k)θ+
1

2
{σ2[1+2R](m+n+1)}θ2−σ2S− 1

2
1TCk1−1Tvk

= ĺım
m,n→∞

(m+ n){−E(X̄0)θ +
1

2
σ2[1 + 2R]θ2}+ 2kE(X̄0)θ

+
1

2
σ2[1 + 2R]θ2 − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

= 2kE(X̄0)θ +
1

2
σ2[1 + 2R]θ2 − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

en la segunda igualdad usamos (5.7), en la tercera (5.5) y en la última (5.3).
Por otra parte tenemos que

ĺım
m,n→∞

−[vT−m,nC
−1
k (x− µ)]θ +

1

2
[−vk−m,n

T
C−1k vk−m,n]θ2

= −[vTC−1k (x− µ)]θ +
1

2
[−vkTC−1k vk]θ2

por lo cual podemos concluir que

ĺım
m,n→∞

−[λ−m,n + vk−m,n
T
C−1(x− µ)]θ +

1

2
[τ 2−m,n − vk−m,n

T
C−1vk−m,n]θ2

= αTk x+ βk

donde
αTk = −θvkTC−1k

β = vk
T
C−1k µθ +

1

2
[−vkTC−1k vk]θ2 + 2kE(X̄0)θ

+
1

2
σ2[1 + 2R]θ2 − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk.

Observemos que por (5.6) y (5.2)

αTk = −θvkTC−1k = −θ(σ2(2R + 1)1T − 1TCT
k )C−1k

= −2µTC−1k + θ1T

así tenemos que

ĺım
m,n→∞

E(e−θY−m,n |Xk = x) = exp(αTk x+ βk).
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Lo cual implica que existen ak, bk tales que para toda m,n ∈ N

E(e−θY−m,n|Xk = x) ≤ exp(aTk x+ bk).

Sea B ∈ F−k,k = σ(Xk). Es una propiedad de la esperanza condicional que

E(exp(−θS−m,n)1B|Xk) = E(exp(−θ(Y−m,n + 1TXk))1B|Xk)

= exp(−θ1TXk)1BE(exp(−θY−m,n)|Xk)

por lo cual tenemos que

E(exp(−θS−m,n);B) = E(exp(−θS−m,n)1B) = E(E(exp(−θS−m,n)1B|Xk)))·

E(exp(−θ1TXk)1BE(exp(−θY−m,n)|Xk)).

Por último como para toda m,n ∈ N

exp(−θ1TXk)1BE(exp(−θY−m,n)|Xk) ≤ exp(−θ1TXk) exp(aTkX
k + bk)

y como Xk tiene distribución normal

E(exp(−θ1TXk) exp(aTkX
k + bk)) <∞.

Por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
m,n→∞

E(exp(−θS−m,n;B)) = E(exp(−θ1TXk)1B exp(αTkX + βk))

= E(exp(−θ1TXk + αTkX + βk);B) = E(exp(−2µC−1k Xk + βk);B)

y se cumple la Condición 3.

Con los cálculos anteriores podemos caracterizar el proceso asociado al proceso
gaussiano.

Proposición 5.14. Sea (Xn)n∈N un proceso gaussiano como en la Proposición 5.13
entonces el proceso estacionario asociado satisface:

1. Es un proceso gaussiano con misma matriz de covarianzas y vector de esperanzas
−µ.

2. (P ∗)∗ = P es decir se cumple la dualidad.
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Demostración. 1. En la Proposición 5.13 verificamos que

ĺım
m,n→∞

E(exp(−θS−m,n;B)) = E(exp(−2µC−1k Xk + βk);B)

y en este caso la medida de probabilidad del proceso asociado cumple que para todo
B ∈ F−k,k

P ∗(B) =
E(exp(−2µC−1k Xk + βk);B)

E(exp(−2µC−1k Xk + βk))

=
E(exp(−2µC−1k Xk);B)

E(exp(−2µC−1k Xk))
.

Así si fXk(x) es la función de densidad de Xk esto implica que la función de densidad
del proceso asociado X∗k está dada por

fX∗k(x) =
exp(−2µC−1k x)fXk(x)

E(exp(−2µC−1k Xk))
.

Como X∗k es vector normal

exp(−2µC−1k Xk)fXk(x)

= exp(−2µC−1k x)

√
|C−1k |

(
√

2π)2k+1
exp{−1

2
(x− µ)TC−1k (x− µ)}

=

√
|C−1k |

(
√

2π)2k+1
exp{−1

2
(x+ µ)TC−1k (x+ µ)}.

De la misma manera usando su función generadora de momentos

E(exp(−2µC−1k Xk) = exp{−2µC−1k µ+
1

2
(−2µC−1k )Ck(−C−1k 2µ)}

= e0 = 1.

Sustituyendo las dos últimas igualdades tenemos que la densidad de X∗k está dada
por

fX∗k(x) =

√
|C−1k |

(
√

2π)2k+1
exp{−1

2
(x+ µ)TC−1k (x+ µ)}

por lo cual X∗k es normal multivariada con matriz de covarianzas Ck y vector de
esperanzas −µ.
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2. Es claro pues en el inciso anterior vimos que el proceso asociado tiene la misma
matriz de covarianza, es decir cumple con las condiciones de regularidad. Además
su vector de esperanzas es −µ, por lo cual si construyéramos su proceso asociado
tendríamos un proceso gaussiano con matriz de covarianzas Ck y vector de esperanzas
−(−µ) = µ es decir regresamos al proceso original.

Verifiquemos que se cumple la condición para construir la martingala.

Proposición 5.15. Sea (Xi)i∈N un proceso gaussiano como en la Proposición 5.13
entonces Sn =

∑n
i=1Xi cumple la Condición 4 del Capítulo 3 y en consecuencia la

martingala asociada es de la forma

Vk = exp(−θ1TXk + γTkX
k + δk)

con Xk = (X1, ...Xk)
T .

Demostración. Observemos que Sn = (1TXk + Yn) donde Xk = (X1, ..., Xk), Yn =∑n
i=k+1Xi. Por un lado tenemos queXk es una vector normal con vector de esperanzas

constante µ = (E(X1))i∈{1,...,k}, a su matriz de covarianzas la denotaremos por Ck.
Por otro lado por un razonamiento análogo a la Proposición 5.11 Yn es una variable

aleatoria normal tal que

E(Yn) = E(
n∑

i=k+1

Xi) = E(X1)(n− k). (5.8)

Para ahorrar espacio denotaremos esta esperanza como

E(Yn) = λn

también la varianza como
V ar(Yn) = τ 2n.

Sea vkn el vector de covarianzas entre Yn y Xk es decir

vkn = (Cov(Yn, Xi))i∈{1,...,k}.

Por la bilinearidad de la covarianza

Cov(Yn, Xi) = Cov(
n∑

i=k+1

Xi, Xi) =
n∑

l=k+1

Cov(Xl, Xi) = σ2

n−i∑
r=k+1−i

ρr
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por lo cual

ĺım
n→∞

Cov(Yn, Xi) = ĺım
n→∞

σ2

n−i∑
r=k+1−i

ρr = σ2(R−
k−i∑
r=1

ρr).

Así el vector vkn tiene límite cuando n tiende a infinito, denotaremos por vk a este
límite es decir

ĺım
n→∞

vkn = vk = (σ2(R−
k−i∑
r=1

ρr))i∈{1,...,k}.

Por la Proposición 5.11

V ar(Sn) = σ2(n+ 2
n−1∑
r=1

(n− r)ρr)

por otro lado

V ar(Sn) = V ar(1TXk + Yn) = V ar(1TXk) + Cov(1TXk, Yn) + V ar(Yn)

= 1TCk1 + 21Tvkn + τ 2n.

Usando las dos igualdades anteriores tenemos que

τ 2n − σ2[1 + 2R]n

= σ2(n+ 2
n−1∑
r=1

(n− r)ρr)− 1TCk1− 21Tvkn − σ2[1 + 2R]n

= 2σ2n{
n−1∑
r=1

ρr −R} − 2σ2

n−1∑
r=1

rρr − 1TCk1− 21Tvkn

= −2σ2{
∞∑
r=n

nρr} − 2σ2

n−1∑
r=1

rρr − 1TCk1− 21Tvkn.

Por un razonamiento análogo a (5.4)

ĺım
n→∞

τn − σ2[1 + 2R]n = −2σ2S − 1TCk1− 21Tvk. (5.9)

Es una propiedad de los vectores normales (consúltese [12] Teo 3.2.4) que la
distribución de Yn condicionada en X1 = x1, ..., Xk = xk ó Xk = x es normal de la
forma N(λn + vkn

T
C−1k (x− µ), τ 2n − vkn

T
C−1k vkn).

95



Utilizando la fórmula de la función generadora de momentos de una distribución
normal

E(e−θYn|Xk = x)

= exp{−[λn + vkn
T
C−1(x− µ)]θ +

1

2
[τ 2−n − vkn

T
C−1k vkn]θ2}.

Observemos que

−[λn + vkn
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[τ 2n − vkn

T
C−1k vkn]θ2

= {−λnθ +
1

2
τ 2nθ

2}+

{−[vkn
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[−vkn

T
C−1k vkn]θ2}.

Por una parte tenemos que

ĺım
n→∞

−λnθ +
1

2
τ 2nθ

2

= ĺım
n→∞

−λnθ +
1

2
{τ 2n − σ2[1 + 2R]n+ σ2[1 + 2R]n}θ2

= ĺım
n→∞

−λnθ +
1

2
{σ2[1 + 2R]n}θ2 − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

= ĺım
n→∞

−E(X1)(n− k)θ +
1

2
{σ2[1 + 2R]n}θ2 − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

= ĺım
n→∞

n{−E(X1)θ +
1

2
σ2[1 + 2R]θ2}+ kE(X1)θ − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

= kE(X1)θ − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

en la segunda igualdad usamos (5.9), en la tercera (5.8) y en la última (5.3).
Por otra parte tenemos que

ĺım
n→∞

−[vkn
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[−vkn

T
C−1k vkn]θ2

= −[vk
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[−vkTC−1k v]θ2.

Por lo cual podemos concluir que

ĺım
n→∞

−[λn + vkn
T
C−1k (x− µ)]θ +

1

2
[τ 2n − vkn

T
C−1k vkn]θ2

96



CAPÍTULO 5. INCREMENTOS ESTACIONARIOS GAUSSIANOS

= γTk x+ δk

donde
γk = −θvkTC−1k

δk = vk
T
C−1k µθ +

1

2
[−vkTC−1k vk]θ2 + kE(X1)θ − σ2S − 1

2
1TCk1− 1Tvk

y tenemos que
ĺım
n→∞

E(e−θYn|Xk = x) = eγ
T
k x+δk .

Lo cual además implica que existen ck, dk tales que para toda n ∈ N

E(e−θYn |Xk = x) ≤ exp(cTk x+ dk).

Sea B ∈ Fk = σ(Xk), es una propiedad de la esperanza condicional que

E(exp(−θSn)1B|Xk) = E(exp(−θ(Yn + 1TXk))1B|Xk)

= exp(−θ1TXk)1BE(exp(−θYn)|Xk)

por lo cual tenemos que

E(exp(−θSn;B) = E(exp(−θSn)1B) = E(E(exp(−θSn)1B|Xk)))·

E(exp(−θ1TXk)1BE(exp(−θYn)|Xk)).

Como para toda n ∈ N

exp(−θ1TXk)1BE(exp(−θYn)|Xk) ≤ exp(−θ1TXk) exp(bTkX
k + ck)

y como Xk tiene distribución normal

E(exp(−θ1TXk) exp(bTkX
k + ck)) <∞.

Por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
n→∞

E(exp(−θSn;B) = E(exp(−θ1TXk)1B exp(γTkX
k + δk))

= E(exp(−θ1TXk + γTkX
k + δk);B) = r(B)

y se cumple la Condición 4.
Por último ∫

B

VkdP = E(exp(−θ1TXk + γTkX
k + δk);B) = r(B)

por lo cual Vk es la martingala pedida.
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Capítulo 6

La transformada de Esscher, el
proceso de Lévy asociado y la
martingala de Wald

Hasta ahora solo hemos analizado ejemplos de procesos aleatorios cuyos índices
corren en un espacio discreto (ya sean los números naturales o los números enteros).
Una pregunta interesante es si es posible generalizar el concepto de caminata alea-
toria a procesos cuyos índices sean no numerables, la respuesta es que si. En este
capítulo definiremos los procesos de Lévy(cuyo índice corre en los números reales) y
construiremos su proceso asociado.

6.1. Procesos de Lévy
Definición 6.1. Un proceso real valuado X = {Xt : t ≥ 0} definido en un espacio
de probabilidad (Ω,F , P ) es un proceso de Lévy si

1. Tiene incrementos independientes i.e. para toda n ≥ 1 y
0 ≤ t0 < ... < tn, Xt0 , Xt1 −Xt0 ..., Xtn −Xtn−1 son independientes.

2. X0 = 0 c.s.

3. Tiene incrementos estacionarios i.e. la distribución de Xs+t −Xs no depende
de s.

4. Tiene trayectorias càdlàg c.s. es decir para casi todo ω ∈ Ω la función f :
R+ −→ R

f(t) = Xt(ω)
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tiene limíte por la izquierda y es continua por la derecha en todos sus puntos.

Definición 6.2. Sea X una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (Ω,F , P )
decimos que X es infinitamente divisible si para toda n ∈ N existen (Xn,i)i∈{1,...,n}
variables aleatorias i.i.d. tales que

X =
n∑
i=1

Xn,i.

Existe una estrecha relación entre los procesos de Lévy y las variables aleatorias
infinitamente divisibles ya que es una propiedad que los caracteriza. La siguiente
demostración se puede consultar en [13] Teo 7.10.

Proposición 6.3. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy entonces Xt es infinitamente
divisible para toda t ≥ 0.

La función característica de una variable aleatoria infinitamente divisible es distinta
de cero para todo número real. Una demostración se puede consultar en [5] Ej 3.8.3.

Proposición 6.4. Sea X una variable aleatoria infinitamente divisible entonces su
función característica

φ(t) = E(eitX)

Es distinta de cero para toda t ∈ R.

Así podemos fijar una rama del logaritmo y definir el exponente característico de
un proceso de Lévy.

Definición 6.5. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy, decimos que la función ψ : R −→ C

ψ(θ) = − logE(eiθX1)

es su exponente característico pues satisface

e−ψ(θ) = E(eiθX1).

Es fácil ver que ψ caracteriza a todo el proceso pues para toda t ≥ 0

E(eiθXt) = e−tψ(θ)

es decir ψ determina su función característica.
Uno de los teoremas más importantes en la teoría de procesos de Lévy es la

fórmula de Lévy-Khintchine, la cual da una descripción explícita de su exponente
característico, su demostración se puede encontrar en [13] Teo 8.1 .
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Teorema 6.6 (Fórmula de Lévy-Khintchine). Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy entonces
su exponente característico satisface que para toda θ ∈ R

ψ(θ) = iaθ +
1

2
σ2θ2 +

∫
R
(1− eiθx + iθx1(|x|<1))dΠ

dónde a ∈ R, σ ≥ 0 y Π es una medida concentrada en R\{0} tal que
∫
R(1∧x2)dΠ <

∞. A la terna (a, σ,Π) se le llama la tripleta característica del proceso de Lévy.
Inversamente si tenemos una tripleta característica (a, σ,Π) existe un proceso de

Lévy X = {Xt : t ≥ 0} definido en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) con dicha
tripleta característica.

A partir de todo proceso de Lévy se puede construir una caminata aleatoria:

Proposición 6.7. Si (Xt)t≥0 es un proceso de Lévy entonces (Xn)n∈N es una caminata
aleatoria.

Demostración. Sea Yn = Xn −Xn−1 como (Xt)t≥0 es un proceso de Lévy tenemos
que (Yn)n∈N son i.i.d. además

n∑
k=1

Yk = Xn −X0 = Xn

y (Xn)n∈N es una caminata aleatoria.

Sin embargo no toda caminata aleatoria puede ser extendida a un proceso de
Lévy:

Ejemplo 6.1 (Distribución uniforme). Sean (Xi)i∈N variables aleatorias i.i.d con
distribución uniforme U(0, 1) entonces Sn =

∑n
i=1Xi es una caminata aleatoria. Su-

pongamos que se puede extender a un proceso de Lévy, entonces X1 sería infinitamente
divisible y para toda n ∈ N existirían X1,1, ..., X1,n i.i.d. tales que

X1 =
n∑
i=1

X1,i

así como X1 toma valores en [0, 1] esto implica que para 1 ≤ i ≤ n,

0 ≤ X1,i ≤
1

n
c.s.
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y en consecuencia

0 ≤ X2
1,i ≤

1

n2
c.s.

Por lo cual para toda n ∈ N

V ar(X1) = nV ar(X1,1) = n{E(X2
1,1)− E(X1,1)

2}

≤ nE(X2
1,1) ≤

1

n

y esto es una contradicción ya que V ar(X1) = 1
12
.

6.2. La transformada de Esscher
Si un proceso de Lévy cumple condiciones similares e incluso más generales que en

el caso de la caminata aleatoria asociada podemos construir un nuevo proceso de Lévy
utilizando la transformada de Esscher. Para poder hacerlo definamos el exponente de
Laplace.

Definición 6.8. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy, si E(eβX1) <∞ para β ∈ I, (I un
intervalo) se dice que

ϕ(β) = logE(eβX1)

es su exponente de Laplace pues satisface

eϕ(β) = E(eβX1).

Así podemos construir un nuevo proceso de Lévy, para una demostración consúltese
[10] Teo 3.6, Teo 3.9.

Teorema 6.9. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy con tripleta característica (a, σ,Π), si
existe β ∈ R tal que

E(eβX1) <∞.
Entonces bajo el cambio de medida

P ∗(Xt ∈ B) = E(eβXt−ϕ(β);B), B ∈ B(R)

el proceso (Xt)t≥0 es un proceso de Lévy con tripleta característica (a∗, σ∗,Π∗) donde

a∗ = a− βσ2 +

∫
|x|<1

(1− eβx)xdΠ, σ∗ = σ, dΠ∗ = eβxdΠ.

Al cambio de medida P ∗ lo llamamos la transformada de Esscher.
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Proposición 6.10. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy, si existe β ∈ R tal que

E(eβX1) <∞.

Entonces Vt := eβXt−ϕ(β)t es martingala con respecto a Ft = σ(Xs : s ≤ t) pues

1. E|Vt| <∞.

2. Vt está adaptada a Ft.

3. E(Vt|Fs) = Vs para s < t.

Demostración. 1. Sea p
q
∈ Q, tenemos que

E(exp(βX p
q
)) = E(exp(β

p∑
i=1

X i
q
−X i−1

q
))

=

p∏
i=1

E(exp(βX i
q
−X i−1

q
)) = E(exp(βX 1

q
))p.

Con un razonamiento análogo obtenemos que

E(exp(βX1)) = E(exp(βX 1
q
))q.

Utilizando las últimas dos cadenas de igualdades

E(exp(βX p
q
)) = E(exp(βX1))

p
q .

Como Xt es proceso de Lévy tiene trayectorias càdlàg y al satisfacerse la igualdad
para los racionales tenemos que para toda t ≥ 0

E(exp(βXt)) = E(exp(βX1))
t. (6.1)

Como ex > 0 tenemos que

E(|Vt|) = E(eβXt+ψ(−iβ)t) = E(exp(βXt − log(E(eβX1))t))

= E(
eβXt

E(eβX1)t
) =

E(eβXt)

E(eβX1)t
= 1 <∞.

2. Es claro.
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3. Como Xt es proceso de Lévy utilizando la igualdad calculada en el primer inciso
tenemos que

E(Vt|Fs) = E(eβXs−ϕ(β)teβ(Xt−Xs)|Ft) = eβXs−ϕ(β)tE(eβ(Xt−Xs)|Ft)

= eβXs−ϕ(β)sE(eβ(Xt−Xs)|Fs)e−ϕ(β)(t−s) = VsE(eβ(Xt−Xs))e−ϕ(β)(t−s)

= VsE(eβ(Xt−s))e−ϕ(β)(t−s) = VsE(eβX1)t−se−ϕ(β)(t−s)

= Vse
ϕ(β)(t−s)e−ϕ(β)(t−s) = Vs.

6.3. El proceso de Lévy asociado
Con la transformada de Esscher podemos construir el análogo a la caminata

aleatoria asociada. Los procesos de Lévy también cumplen la Ley de los Grandes
Números, la demostración se puede consultar en [13] Teo 36.5.

Teorema 6.11. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy si E(|X1|) <∞ entonces

ĺım
t→∞

Xt

t
= E(X1) c.s.

La demostración de la siguiente proposición es completamente análoga a la Pro-
posición 2.1.

Proposición 6.12. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy tal que
0 < E(X1) <∞,(−∞ < E(X1) < 0) entonces

ĺım
t→∞

Xt =∞(−∞) c.s.

Así podemos definir el proceso de Lévy asociado:

Definición 6.13. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy con 0 < E(X1) < ∞ ó −∞ <
E(X1) < 0 y F la función de distribución de X1, si existe θ 6= 0 tal que

E(e−θXi) =

∫ ∞
−∞

e−θxdF (x) = 1.

Definimos la función de distribución

F ∗(s) :=

∫ s

−∞
e−θxdF (x).

El proceso de Lévy (X∗t )t≥0 tal que X∗1 tiene función de distribución F ∗ es el proceso
de Lévy asociado a Xt.
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Comprobemos que el proceso de Lévy asociado está bien definido es decir que
(X∗t )t≥0 es un proceso de Lévy:

Proposición 6.14. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy que satisface las condiciones de
la Definición 6.13 entonces (X∗t )t≥0 es un proceso de Lévy.

Demostración. (Xt)t≥0 satisface las condiciones del Teorema 6.9 para β = −θ y bajo
el cambio de medida

P ∗(Xt ∈ B) = E(eβXt−ϕ(β);B), B ∈ B(R)

(Xt)t≥0 es un proceso de Lévy. Observemos que

ϕ(β) = logE(e−θX1) = log(1) = 0.

Sustituyendo
P ∗(Xt ∈ B) = E(eβXt ;B), B ∈ B(R).

Por como se definió

P (X∗t ∈ B) = E(eβXt ;B) = P ∗(Xt ∈ B), B ∈ B(R)

por lo cual (X∗t )t≥0 es un proceso de Lévy.

El proceso de Lévy asociado tendrá exactamente las mismas propiedades que la
caminata aleatoria asociada:

Proposición 6.15. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Levy en tal que
0 < E(X1) <∞ con proceso de Levy asociado entonces

1. θ es positivo.

2. θ es único.

3. X1 no puede ser constante c.s. y en consecuencia X∗1 tampoco.

4. E(X∗1 ) < 0.

5. (F ∗)∗ = F .

6. El proceso de Lévy asociado tiene proceso de Lévy asociado y es el proceso de
Lévy original.
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Demostración. 1. Sean
f(x) := x

ψ(x) := e−θx

ψ es convexa entonces por la desigualdad de Jensen

ψ
( ∫ ∞
−∞

f(x)dF (x)
)
≤
∫ ∞
−∞

ψ(f(x))dF (x)

ψ(E(X1)) ≤
∫ ∞
−∞

e−θxdF (x) = 1

e−θE(X1) ≤ 1.

Como la función exponencial es creciente y e0 = 1

−θE(X1) ≤ 0

por lo cual como θ 6= 0 y E(X1) > 0 concluímos θ > 0.
2. Sea K > 0 una constante positiva. Observemos que por la Proposición 6.12

ĺım
t→∞

Xt =∞ c.s.

Por lo cual como θ es positivo

ĺım
n→∞

−θXt = −∞ c.s.

Es una propiedad de la función exponencial que

ĺım
t→∞

e−θXt = 0 c.s.

Si Xt ≥ −K entonces como θ es positivo e−θXt ≤ eθK . Así tenemos la siguiente
desigualdad

e−θXt1{Xt≥−K} ≤ eθK1{Xt≥−K} ≤ eθK .

Por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
t→∞

E(e−θXt ;Xt ≥ −K) = ĺım
t→∞

E(e−θXt1{Xt≥−K})

= E( ĺım
t→∞

e−θXt1{Xt≥−K}) = E(0) = 0.
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Debido a que E(e−θXt) = E(e−θXt ;Xt ≥ −K) + E(e−θXt ;Xt ≤ −K) y por (6.1)
tenemos que

ĺım
t→∞

E(e−θXt) = 1 (6.2)

por lo cual concluimos que,

ĺım
t→∞

E(e−θXt ;Xt ≤ −K) = 1.

Supongamos que existe otro real positivo a 6= θ tal que E(e−aX1) = 1, tenemos
dos casos

Caso 1) 0 < a < θ.
Una vez más tenemos que si Xt ≤ −K por la desigualdad anterior

Xt(θ − a) ≤ −K(θ − a)

−aXt ≤ −K(θ − a)−Xtθ

e−aXt ≤ eK(θ−a)−Xtθ.

En consecuencia

ĺım sup
t→∞

E(e−aXt ;Xt ≤ −K) ≤ ĺım
t→∞

E(eK(θ−a)−Xtθ) = e−(θ−a)K

la última igualdad es debida a (6.2).
Por un razonamiento análogo al que se hizo con θ si a satisface las hipótesis de

esta proposición

ĺım
t→∞

E(e−aXt) = ĺım sup
n→∞

E(e−aXt ;Xt ≤ −K) ≤ e−(θ−a)K .

Como K es positiva y arbitraria al hacer tender K a infinito concluíriamos que
ĺım
t→∞

E(e−aXt) = 0 lo cual es una contradicción pues este límite debe de ser uno.
Caso 2) θ < a. De manera análoga tendríamos que

e−(θ−a)K ≤= ĺım
t→∞

E(e−aXt) = ĺım inf
t→∞

E(e−aXt ;Xt ≤ −K).

Como K es positiva y arbitraria conluíriamos que ĺım
t→∞

E(e−aXt) =∞ lo cual es
una contradicción pues este límite debe de ser uno.

Una vez agotados los dos casos posibles tenemos que θ es única.
3. Supongamos que X1 = c c.s. entonces

E(e−θX1) = e−θc = 1
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−θc = 0.

Como θ es distinto de cero entonces c = 0 lo cual es una contradicción pues X1 tiene
esperanza distinta de cero. Ahora supongamos que X∗1 = c c.s. entonces tenemos que

eθc = E(eθX
∗
1 ) =

∫ ∞
−∞

eθxdF ∗(x) =

∫ ∞
−∞

eθxe−θxdF (x)

=

∫ ∞
−∞

dF (x) = 1

θc = 0.

Como θ es distinto de cero c = 0. Por lo cual la función de distribución F ∗ estaría
dada por

F ∗(s) =

∫ s

−∞
e−θxdF (x) =

{
0 si s < 0
1 si 0 ≤ s

como la función exponencial es estrictamente positiva y F es la función de distribución
de X1 tendríamos que X1 = 0 c.s. lo cual es una contradicción pues la esperanza de
X1 es positiva.

4. Razonando de manera análoga a 1 sea

χ(x) := eθx

χ es estrictamente convexa pues θ es distinto de cero, además cómo X∗1 es no constante
entonces por la desigualdad estricta de Jensen

χ
( ∫ ∞
−∞

f(x)dF ∗(x)
)
<

∫ ∞
−∞

χ(f(x))dF ∗(x)

χ(E(X∗1 )) <

∫ ∞
−∞

eθxdF ∗(x) =

∫ ∞
−∞

dF (x) = 1

eθE(X∗1 ) = χ(E(X∗1 )) < 1.

Como la función exponencial es estrictamente creciente y e0 = 1

θE(X∗1 ) < 0

como θ > 0 concluímos E(X∗1 ) < 0.
5. Definamos las siguientes medidas de probabilidad

µ(E) :=

∫
E

dF (x)
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λ(E) :=

∫
E

dF ∗(x) con E ∈ B(R).

Por como se construyó F ∗ tenemos que

λ(E) =

∫
E

e−θxdµ,

esto implica que λ es absolutamente continua con respecto a µ ya que si

λ(E) =

∫
E

e−θxdµ = 0

para algún E ∈ B(R), entonces como e−θx > 0 se sigue que

µ(E) = 0.

Por la Proposición A.4 del apéndice y por la unicidad de la derivada de Radon-
Nykodim ∫

eθxdλ =

∫
eθxe−θxdµ

=

∫
dµ = 1.

En consecuencia por como se definió λ

E(eθX
∗
1 ) =

∫ ∞
−∞

eθxdF ∗(x) =

∫
eθxdλ = 1.

Por lo cual
(F ∗)∗(s) =

∫ s

−∞
dF (x) = F (s).

6. Es claro por los incisos anteriores.

De manera análoga si el proceso de Lévy tuviera esperanza negativa tendríamos
el siguiente resultado:

Proposición 6.16. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy tal que −∞ < E(X1) < 0 con
proceso de Lévy asociado entonces

1. θ es negativo.

2. θ es único.
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3. X1 no puede ser constante c.s. y en consecuencia X∗1 tampoco.

4. E(X∗1 ) > 0.

5. (F ∗)∗ = F .

6. El proceso de Lévy asociado tiene proceso de Lévy asociado y es el proceso de
Lévy original.

Observemos que por la Proposición 6.2 y el inciso 4 de la prueba anterior si un
proceso de Lévy (Xt)t≥0 tiene comportamiento asintótico

ĺım
t→∞

Xt =∞ c.s.

Entonces su proceso de Lévy asociado (X∗t )t≥0 tiene comportamiento asintótico

ĺım
t→∞

X∗t = −∞ c.s.

De la misma forma si tiene comportamiento asintótico

ĺım
t→∞

Xt = −∞ c.s.

Entonces su proceso de Lévy asociado tiene comportamiento asintótico

ĺım
t→∞

X∗t =∞ c.s.

6.4. La martingala de Wald
Como lo hicimos en los capítulos anteriores la existencia del proceso de Lévy

asociado nos permite construir una martingala.

Proposición 6.17. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy con proceso de Lévy asociado X∗t
entonces Vt := e−θXt es martingala con respecto a
Ft = σ(Xs : s ≤ t).

Demostración. Como (Xt)t≥0 tiene proceso de Lévy asociado cumple con las hipótesis
de la Proposición 6.10 para β = −θ entonces eβXt−ϕ(β)t es martingala con respecto a
Ft = σ(Xs : s ≤ t). Observemos que

ϕ(β) = logE(e−θX1) = log(1) = 0

en consecuencia Vt es martingala.

Definición 6.18. Si un proceso de Lévy (Xt)t≥0 tiene proceso de Lévy asociado X∗t
decimos que Vt es la martingala de Wald asociada a Xt.
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Figura 6.1: La transformada de Laplace en un proceso de Poisson compuesto con
Pois(1) y caminata aleatoria con distribución uniforme U(−1, 2)

6.5. Ejemplos
En general no todas los procesos de Lévy tienen proceso de Lévy asociado a

continuación un ejemplo:

Ejemplo 6.2 (Proceso de Poisson homogéneo). Sea (Xt)t≥0 un proceso de Poisson
homogéneo con parámetro c > 0 i.e. un proceso de Lévy tal que Xt se distribuye
como Poisson Pois(λt).

El argumento para demostrar que no tiene proceso de Lévy asociado es completa-
mente análogo al Ejemplo 2.1.

Sin embargo observemos como a partir de una caminata aleatoria Sn con caminata
aleatoria asociada y un proceso de Poisson podemos construir un proceso de Lévy
con proceso de Lévy asociado.

Ejemplo 6.3 (Proceso de Poisson compuesto). Sea (Xt)t≥0 un proceso de Poisson
compuesto i.e. Xt(ω) = SNt(ω)(ω) donde Sn =

∑n
k=1 Yn es una caminata aleatoria, Nt

es independiente de la caminata y se distribuye como Poisson Pois(λt), λ 6= 0.
Tenemos que

E(e−tX1) = E(E(e−tX1|N1)) =
∞∑
k=1

E(e−tX1|N1 = k)P (N1 = k)
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=
∞∑
k=1

E(e−tYk)P (N1 = k) =
∞∑
k=1

E(e−tY1)k
e−λλk

k!

= e−λ
∞∑
k=1

(E(e−tY1)λ)k

k!
= e−λeE(e−tY1 )λ

= eλ(E(e−tY1 )−1).

Por lo cual Xt tiene proceso de Lévy asociado si y sólo si para alguna θ > 0,
E(e−θY1) = 1, es decir que la caminata aleatoria Sn tenga caminata aleatoria asociada.
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Apéndice A

Propiedad de la derivada de
Radon-Nikodym

Uno de los resultados más importantes de teoría de la medida es el Teorema de
Radon-Nikodym, en esta sección lo utilizaremos pero no lo demostraremos. Recorde-
mos las siguientes definiciones:

Definición A.1. Sea µ una medida en un espacio de medida (X,Σ) si existen Ai ∈ Σ
tales que µ(Ai) <∞ y ∪∞i=1Ai = X decimos que µ es σ-finita.

Definición A.2. Sean λ y µ medidas en un espacio de medida (X,Σ) si para todo
E ∈ X tal que µ(E) = 0 tenemos que λ(E) = 0 decimos que λ es absolutamente
continua con respecto a µ.

Así podemos enunciar el Teorema de Radon-Nikodym para una demostración
consúltese [1] Teo 8.9.

Teorema A.3 (Teorema de Radon-Nikodym). Sean λ y µ medidas σ-finitas en un
espacio de medida (X,Σ) si λ es absolutamente continua con respecto a µ entonces
existe una función f en M+(X,Σ) tal que

λ(E) =

∫
E

fdµ,∀E ∈ Σ.

Más aún la función queda determinada de manera única µ casi seguramente.

A la función f obtenida en el Teorema A.3 la nombramos la derivada de Radon-
Nikodym de λ con respecto a µ y la denotamos por f = dλ

dµ
. A continuación una

propiedad de dicha derivada.
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Proposición A.4. Sean λ y µ medidas σ-finitas en un espacio de medida (X,Σ) si
λ es absolutamente continua con respecto a µ y f = dλ

dµ
.

Entonces para todo g ∈M+(X,Σ)∫
gdλ =

∫
gfdµ.

Demostración. Como es usual dividiremos la demostración en varios pasos:
1. g(x) = 1B(x) con B ∈ B(R). Por la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym

tenemos que ∫
gdλ =

∫
1Bdλ = λ(B)

=

∫
B

fdµ =

∫
1Bfdµ =

∫
gfdµ

así la igualdad se cumple en este caso.

2. g(x) =
n∑
i=1

ai1Bi(x) con ai ∈ R, Bi ∈ B(R) es decir g es simple. Utilizando el

inciso anterior y las propiedades básicas de la integral∫
gdλ =

∫ n∑
i=1

ai1Bidλ =
n∑
i=1

ai

∫
1Bidλ

=
n∑
i=1

ai

∫
1Bifdµ =

∫ n∑
i=1

ai1Bifdµ =

∫
gfdµ

así se cumple la igualdad.
3. g ∈M+(X,Σ). Como g ∈M+(X,Σ) sabemos que existe una sucesión monótona

creciente de funciones simples gn en M+(X,Σ) tales que

ĺım
n→∞

gn(x) = g(x) para toda x ∈ X.

Debido a que f = dλ
dµ

es la derivada de Radon-Nikodym f ∈ M+(X,Σ) y así
gnf es una sucesión monótona creciente de funciones en M+(X,Σ) que por el límite
anterior satisfacen

ĺım
n→∞

gn(x)f(x) = g(x)f(x) para toda x ∈ X.

Utilizando el inciso 2, los dos límites anteriores y el Teorema de Convergencia
Monótona obtenemos∫

gdλ = ĺım
n→∞

∫
gndλ = ĺım

n→∞

∫
gnfdµ =

∫
gfdµ.
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Apéndice B

El Teorema de la derivación bajo el
signo de integral

A continuación demostraremos un teorema que en ciertos casos nos permite derivar
funciones.

Teorema B.1 (Teorema de la derivación bajo el signo de integral). Sean Xt =
X(ω, t)ω ∈ Ω, t ∈ [a, b] una colección de v.a. en (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad.
Si la función t −→ Xt es continua en [a, b] c.s., con derivada continua y acotada por
Y una v.a. aleatoria integrable en (a, b) c.s. Entonces t −→ E(Xt) es derivable en
(a, b) y

dE(Xt)

dt
= E(

dXt

dt
).

Demostración. Queremos probar que para todo t0 ∈ (a, b)

ĺım
t→0

E(Xt+t0)− E(Xt0)

t
= E(

dXt

dt
).

Sea (tn)n∈N una sucesión tal que tn −→ 0 y t0 ∈ (a, b), sin pérdida de generalidad
supongamos que tn + t0 ∈ (a, b) para toda n ∈ N.

Sea

fn(ω) :=
Xtn+t0(ω)−Xt0(ω)

tn.

Entonces

E(Xtn+t0)− E(Xt0)

tn
=

∫
(Xtn+t0)− (Xt0)

tn
dP =

∫
fndP.
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Sea
A := {ω ∈ Ω : Xt(ω) es continua en [a, b],

su derivada es continua y acotada por una v.a. integrable Y en (a, b)}.

Por hipótesis si ω ∈ A entonces por el Teorema del Valor Medio

fn(ω) =
Xtn+t0(ω)−Xt0(ω)

tn
=
dXt0+θn(ω)

dt
para algún |θn| < tn.

Debido a que la derivada es continua

ĺım
n→∞

fn(ω) =
dXt0

dt
si ω ∈ A

por la penúltima igualdad y por hipótesis

|fn(ω)| ≤ Y (ω) si ω ∈ A con E(Y ) <∞.

Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
n→∞

E(fn) = E(
dXt0

dt
)

y en consecuencia por como se definió fn

dE(Xt0)

dt
= E(

dXt0

dt
).
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