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Resumen

La materia oscura es responsable de la formacion de estructuras a gran escala
en el Universo y constituye aproximadamente el 23 % de su contenido total. El
modelo mas aceptado para explicar la naturaleza de la materia oscura es el modelo
de materia oscura fria. En esta tesis proponemos la hipétesis que la materia oscura
es un campo escalar real con potencial cuadratico y cuyo bosén asociado tiene
una masa ultra ligera m ~ 10723 — 10722 eV. Este modelo alternativo es conocido
como el modelo de materia oscura escalar.

En la primera parte de este trabajo, estudiamos la evolucién cosmolégica de
un Universo isotropico, homogéneo y plano compuesto de, ademas de un campo
escalar como materia oscura. bariones, fotones, neutrinos, constante cosmoldgica.
Encontramos que la densidad de energia del campo escalar evoluciona emulando
lo que hace la de materia oscura fria, por lo que, la dindmica del Universo con el
modelo de materia oscura escalar es casi idéntica a la resultante con el modelo
de materia oscura fria.

El segundo aspecto que se estudio, fue la evolucion de las perturbaciones del
campo escalar en el régimen lineal. Encontramos que las perturbaciones escalares
tienen un comportamiento creciente en la época de recombinacion similar al que
se obtiene para las perturbaciones de materia oscura fria. También, investigamos
la evolucién de las perturbaciones del campo escalar en el régimen no lineal.
Encontramos que las perturbaciones escalares tiene un crecimiento subito en la
época de la recombinacién, por lo que, colapsan y virializan mucho mas temprano
que las perturbaciones de materia oscura fria. Por lo tanto, el modelo de materia
oscura escalar predice la formacion de halos oscuros, y posiblemente galaxias, a
altos corrimientos al rojo.

Se estudié también el espectro de las anisotropias de la radiacion césmica de
fondo suponiendo que la materia oscura estd compuesta por un gas de bosones
con masa ultra ligera. Encontramos que con este modelo se pueden ajustar las
observaciones del WMAP si la masa de los bosones es ~ 10722 eV. Ademss,
encontramos que la temperatura actual de estos bosones ultra ligeros estd por
debajo de la temperatura critica de condensacion de Bose-Einstein; este resul-
tado sugiere que la materia oscura bosoénica ultra ligera estd en un estado de
condensado de Bose-Einstein.

Finalmente, concluimos que el modelo de materia oscura escalar es plausible
para explicar la naturaleza de la materia oscura en el Universo.



Abstract

The dark matter plays an important role in the formation of large-scale struc-
tures in the Universe. It makes up about 23 % of its total content. The most
accepted model to explain the dark matter nature is the called cold dark matter
model. In this Thesis, we explore the hypothesis that the dark matter is a real
scalar field endowed with a quadratic scalar potential whose associated boson
has an ultra light mass m ~ 10723 — 10722 eV. This alternative scenario is called
scalar field dark matter model.

In the first part of this work, we study the cosmological evolution of an isotrop-
ic, homogeneous and flat Universe composed by a scalar field as dark matter, plus
baryons, photons, neutrinos and a cosmological constant. We find that the ener-
gy density of the scalar field evolves as that of non-relativistic matter or dust.
Therefore, the dynamics of the Universe with a scalar field as dark matter mimics
an Universe with cold dark matter. We also study the evolution of the pertuba-
tions of the scalar field in the linear regime. We find that the scalar perturbations
have a growing behavior similar to that obtained for the cold dark matter model.
Later on, we investigate the evolution of the scalar field pertubations in the non-
linear regime. We find that the scalar pertubations have a sudden growth after
the recombination era and (these) colapse and virialize earlier than those of the
cold dark matter model. Therefore, the scalar field model predicts the formation
of dark haloes, and possibly galaxies, at higher redshifts. On the other hand, we
study the power spectrum of the anisotropies in the cosmic microwave background
radiation under the hypothesis that the dark matter is composed by ultra light
bosonic particles. We find that this model is able to fix the WMAP observations
if the boson mass is 10722 eV. In addition, we obtain that the temperature of
these ultra light bosons today is below the critical temperature of Bose-Einstein
condensation; this result suggests that ultra light bosonic dark matter is forming
a BoseEinstein condensate.

Finally, we conclude that the scalar field dark matter is a viable model account
for the dark matter nature.
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Capitulo 1

Introduccion

La Cosmologia moderna estd basada en el principio cosmolégico que supone
que nuestro Universo es isotrépico y homogéneo a grandes escalas y la formacion
de estructuras es jerarquica. En la ultima década, se han realizado muchos avances
en esta ciencia gracias a la observaciones cosmolégicas de gran precision como las
hechas por el satélite WMAP ( Wilkinson Microwave Anisotropy Probe), que ha
medido las anisotropias en la temperatura de la radiacion césmica de fondo de
microondas (CMB, por sus siglas en inglés: cosmic microwave background), el
proyecto SDSS (Sloan Digital Sky Survey), que ha realizado un censo de las gala-
xias que conforman nuestro Universo local, y las observaciones de las supernovas
tipo Ia, cuyo brillo intrinseco como funcién del corrimiento al rojo sugiere que el
Universo se expande aceleradamente. Estas observaciones son consistentes con el
principio cosmoldégico, y llevan a la construccién del modelo de concordancia que
indica que el Universo es plano y que sus componentes principales son: bariones,
fotones, neutrinos, materia oscura y energia oscura. Ademas, este modelo estima
que la materia oscura constituye el 23 % del contenido total del Universo y la
energia oscura el 73 %, siendo asi sus componentes dominantes. Sin embargo, la
naturaleza de ambas permanece desconocida.

Suponiendo que la teoria de la Relatividad General de Einstein y la ley de
Gravitacién de Newton son validas, se conjetura que la energia oscura es la en-
tidad responsable de la expansion acelerada del Universo. Actualmente, hay una
gran diversidad de hipdtesis acerca de la naturaleza de la energia oscura en el
Universo, siendo una de las mas favorecidas la llamada constante cosmoldgica
que originalmente fue propuesta por Albert Einstein para describir un Universo
estatico. En esta tesis, por simplicidad, supondremos que la energia oscura en el
Universo es una constante cosmologica.

Asimismo, se supone que la materia oscura es la responsable de la formacion
de las estructuras a gran escala del Universo, es decir, halos oscuros que albergan
las galaxias y los cimulos de galaxias del Universo. La hipotésis méas aceptada en
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1. INTRODUCCION

el escenario cosmoldgico actual es el del modelo de materia oscura fria (CDM, por
sus siglas en inglés: cold dark matter). No obstante, en esta tesis se estudiard un
modelo alternativo que supone que un campo escalar fundamental con potencial
escalar cuadratico podria hacer el rol de la materia oscura en el Universo. Este
modelo ha sido llamado materia oscura escalar (SFDM, por sus siglas en inglés:
scalar field dark matter).

1.1. Marco cosmoldégico basico

En esta seccién se presentara una breve descripcion del modelo de concor-
dancia asi como el lenguaje fisico-matematico que lo describe, esto es, la métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertosn-Walker, las consecuentes ecuaciones de Fried-
mann y la ecuacién de continuidad para la dinamica de una componente del
Universo correspondiente a alguna de las especies de particulas presentes al dia
de hoy como los fotones, bariones, etc. Denominaremos especie cosmologica “e” a
cualquiera de estas especies cuyas propiedades fisicas como su densidad de energia

dependan solamente del tiempo, es decir, p.(x,t) = pe(t).

1.1.1. Principio cosmolégico

Antes de enunciar el principio cosmolégico, es necesario hacer alusién al Prin-
cipio Copernicano. Este principio postula que nosotros no estamos en una posi-
cién especial o privilegiada del Universo. Basado en el Principio Copernicano, el
Principio Cosmolégico postula que el Universo es espacialmente isotrépico y ho-
mogéneo a escalas suficientemente grandes, no obstante, la naturaleza de la escala
de transicion hacia la isotropia y homogeneidad fue un problema complicado.

La isotropia del Universo se puede observar directamente, siendo el mejor
ejemplo las observaciones de la CMB que es isotrépica con muy pequenas varia-
ciones de ~ 107°. No obstante, las observaciones de la RCF no son suficientes
para deducir la isotropia de la geometria del espacio-tiempo ya que aunque las
observaciones de la distribucién de galaxias no muestran evidencia de anisotropia
esta no se puede descartar. Asi, para asegurar la isotropia de la geometria, es
necesario asumir el Principio Copernicano o exigir la isotropia de la distribucién
geométrica de la materia. Esta tltima se puede asegurar si un observador fun-
damental comévil mide isotropia en los siguientes cuatro observables (Maartens
2011) independientes:

= Distancia de diametro angular d4. Es la distancia a un objeto, medida desde
nuestro marco de referencia, determinada por el dngulo 6 subtendido por el
objeto de tamano fisico [, es decir, dy = 1/0.



= Conteos de nimero de galaxias. Es la estimacion del nimero de galaxias
presentes en un determinado volumen a una distancia d, (o corrimiento al
rojo) de nosotros.

» Velocidades peculiares. En un Universo FLRW, las velocidades de obje-
tos comdviles estan determinadas por la ley de Hubble. No obstante, las
pequenas inhomogeneidades gravitacionales presentes en el Universo in-
ducen velocidades peculiares en los objetos. Asi, la medicién de las ve-
locidades peculiares de las galaxias determinan la distribuciéon de materia
en el Universo. Por lo tanto, el campo de velocidades peculiares a grandes
escalas del Universo proporciona una estimacion del espectro primordial de
perturbaciones y por ende de la isotropia del Universo.

= Lenteo gravitacional. Es la deflexion o distorsion de la luz cuando pasa por
grandes distribuciones de materia.

Por otra parte, la homogeneidad del Universo no se puede inferir directamente
de la CMB o la distribucién de galaxias, sin embargo, hay evidencia de que a es-
calas mayores a 100 Mpc se alcanza la homegeneidad estadistica. No obstante,
esto no es suficiente para concluir que nuestro Universo es homogéneo. Si se tiene
isotropia en las cuatro observables de la materia ya mencionadas y asumiendo el
Principio Copernicano la homegeneidad del Universo estd garantizada. Por otra
parte, también se puede asegurar la homegeneidad del Universo si todos los obser-
vadores ven distancias angulares isotrépicas hasta tercer orden en corrimiento al
rojo. Finalmente, la evidencia observacional més robusta de la homegeneidad se
tiene al combinar el Principio Copernicano con la isotropia de la CMB (Maartens
2011).

1.1.2. Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Para la descripcion de la fisica de un Universo homogéneo e istropico, se
considera una métrica general del espacio-tiempo en el sistema coordenado (¢, %)
dada por

ds® = gaﬁda:“dx’@ = goodt® + 2gpidtdx’ + gijdxidxj, (1.1)

donde los indices griegos van como a = 0,1,2,3 y los indices latinos como
i = 1,2,3. Suponiendo valido el Principio Cosmoldgico, si el espacio es isotropi-
co, entonces go; se hace cero. Ademas, en el sistema de coordenadas de los ob-
servadores fundamentales es posible etiquetar las hipersuperficies con la coor-
denada temporal ¢ que implica que goo = 1, por lo tanto la métrica (1.1) con
¢ = 1 resulta (de aqui en adelante se usaré el sistema natural de unidades donde
c=h=kg=1)

ds® = —dt* + g;;da'da’. (1.2)
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Ahora debemos determinar la métrica espacial g;; para un Universo isotrépico,
homogéneo. Recuérdese que hay tres diferentes geometrias que cumplen las condi-
ciones de isotropia y homogeneidad. Estas geometrias se pueden escribir

dr?

2 _ 2 2

+ 7% (d6® + sin® 0d¢?) | (1.3)
donde K es una constante. La ecuacion (1.3) es la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertosn-Walker (FLRW) (Friedmann 1922, Lemaitre 1927, Robertson 1936,
Walker 1936). En esta métrica se ha considerado la expansién del Universo a
través del factor de escala a que depende sélo de la coordenada temporal (sien-
do asi una constante espacial), (r,0,¢) son las coordenadas esféricas usuales
coméviles. K es la curvatura del espacio que, con una elecciéon adecuada de
unidades para la coordenada radial r, puede tomar los valores adimensionales
K = —1 (geometria hiperbdlica), 0 (geometria plana), o 1 (geometria esférica).
Es comin hacer el cambio de variable r = fx(7), donde fg(7) estd dada por

sint  si K =1
fr(7) = 7 siK=0. (1.4)
sinhr7 si K = —1
Por lo tanto, la métrica FLRW resulta
ds* = —dt* + a*(t) [di* + fr(F) (d6” + sin® 0dp?)] . (1.5)

Finalmente, a veces es necesario escribir la métrica en términos del tiempo con-
forme 7 relacionado con el tiempo cosmolégico ¢ mediante dn = dt/a(t). En el
sistema de coordenadas (1, 7,0, ¢), la métrica FLRW resulta

ds* = —a®(n) [~dn® + di* + fi(F) (d6° + sin® 6dg?) ] . (L.6)

1.1.3. Ecuaciones de Friedmann

Para estudiar la dinamica del Universo, es decir, su origen, evolucién, y des-
tino, es necesario resolver las ecuaciones de campo de Einstein (Weinberg 1972)
con constante cosmologica dadas por

Guw =R — 9uR/2 — g = nQTW, (1.7)

siendo k? = 871G, G, el tensor de Einstein, R,, el tensor de Ricci, g, es la
métrica del espacio-tiempo, R = ¢" R, el escalar de Ricci y T}, es el tensor de
energia-momento para un campo o especie cosmoldgica dada y A es la constante
cosmoldgica.



Si la especie se puede modelar como un fluido perfecto, entonces su tensor de
energia-momento estd dado por

T = (p+ P)uyu, + Pg,,, (1.8)

donde p es la densidad de energia del fluido perfecto (en este caso, también se
puede interpretar como densidad de materia), P es su presién y u, es su 4-
velocidad (recuérdese que en el sistema natural de unidades ¢ = 1) que cumple
con u'u, = —1 y que en coordenadas comdviles resulta u* = (1, 0,0, 0).

Asi, para estudiar la dindmica de un Universo isotrépico y homogéneo que
contiene una especie cosmoldgica e (fluido perfecto) se resuelven las ecuaciones
de Einstein (1.7), junto con el tensor de energia-momento (1.8). Para la métrica
de FLRW (1.3), sélo hay dos componentes del tensor de Ricci distintos de cero,
uno con los indices p = v = 0 y otro con u = v = i (ver Dodelson 2003, Durrer
2008, para la obtencién de todas las cantidades geométricas de interés) resultando

ROO - —33, (19)
Ry = 0;[2(a"+ K) +ail . (1.10)

donde ¢;; es la delta de Kronecker, @ es la velocidad de expansién del Universo y
a su aceleracion. Con estas componentes, el escalar de Ricci resulta

i a\’ K
—+(=) +5
a a a

Dado que Tyo = p y T;; = 0;; P, las componentes Gog = £*Tog y Gy = k*Ty; del
tensor de Einstein (1.7) para el fluido e respectivamente son

1

K K2 A

et oo, A 1.12
+ TPt 3 (1.12a)
. p
2L M2+ = WP+ A, (1.12b)
a a

donde H = a/a es el pardmetro de Hubble que describe la tasa de expansién

del Universo, p. v P. son la densidad de energia y la presiéon de la especie cos-
molégica e respectivamente. El punto sobre una variable indica la derivada con
respecto al tiempo cosmolégico. El sistema de ecuaciones (1.12) se conoce co-
mo ecuaciones de Friedmann. La ecuacién (1.12a) usualmente se conoce como
ecuacién de Friedmann y (1.12b) como ecuacién de Raychauduri o ecuacién de
aceleracion.
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El tensor de energia-momento de e obedece la condicion de conservacion de
energia-momento, 7", = 0 (donde ; denota derivada covariante), de la cual se
obtiene la ecuacion de continuidad

pe+3H (p. + P.) = 0. (1.13)

Esta tltima expresion también se puede obtener combinando las ecuaciones (1.12a)
y (1.12b).

1.1.4. Densidad critica, corrimiento al rojo y radio de
Hubble

De la ecuacién de Friedmann (1.12a), se puede ver que existe una densidad
particular, conocida como la densidad critica, para la cual el Universo es espa-
cialmente plano en ausencia de constante cosmoldgica. Esta se define como

3H?
Peri = ?a (114)

y es una funcién del tiempo. Su valor al dia de hoy es p.; ~ (3 x 1073eV)*h2,
donde h es el parametro de Hubble al dia de hoy parametrizado como H, =
100h km s 'Mpc™!. Usualmente, la densidad de energia de una especie cosmoldgi-
ca e se mide como una fraccion de la densidad critica, esta fracciéon se denomina
pardmetro de densidad y es definida como Q = p./peri-

Por otra parte, en Cosmologia, es comtn expresar las distancias en términos
del corrimiento al rojo z. Este puede definirse en términos del factor de escala

como
a(tob)

a(temy
donde t.,, es el tiempo en el cual se emitié el fotén y t,, es el tiempo en el cual
es observado (te, < t.). Asi, para un observador en la Tierra en la época actual
to, = tp la distancia a una galaxia distante que emitié un fotén a un tiempo
tem = t se puede determinar a partir de 1 + z = a(to)/a(t). Por convencién, el
factor de escala al dia de hoy se toma como a(ty) = 1, por lo tanto, la ecuacién
anterior resulta

1+ 2=

(1.15)

1
142=——. 1.16
Finalmente, el radio de Hubble o radio del horizonte ry se define como la distancia
recorrida por un fotén emitido a t = 0, hasta el limite observable del Universo a
un tiempo t y esta dado por

[t ar .
rH:/O e = H(t)™. (1.17)



Esta distancia es tipicamente la escala en la cual los procesos fisicos estan conec-
tados causalmente. Asi, las regiones separadas por una distancia [ > rg no estan
en contacto causal. El radio de Hubble también es la escala en la que los efectos
relativistas llegan a ser importantes, de tal manera que, para longitudes | < ry,
la gravedad Newtoniana describe adecuadamente los distintos fenémenos fisicos.
Proponer un modelo cosmoldgico implica suponer que el Univero estd cons-
tituido por determinadas especies cosmoldgicas. Por lo tanto, para estudiar la
dindmica y evolucién de un hipotético Universo, es necesario resolver las ecua-
ciones de Friedmann (1.12) y la ecuacién de continuidad (1.13) para todas las
especies consideradas con sus correspondientes ecuaciones de estado. En general,
las especies cosmoldgicas pueden ser relativistas o no relativistas. Las especies
relativistas, cominmente llamadas radiacion, son los fotones y los neutrinos y su
densidad evoluciona como p, ~ a~*. Por otra parte, la densidad de las especies no
relativistas, como la materia bariénica, evoluciona como p,, ~ a~3. La hipotética
materia oscura fria es una especie no relativista como se vera mas adelante.

1.2. El modelo de concordancia

En la tltima seccion se desarrolld el marco tedrico-matematico para describir
un Universo isotrépico y homogéneo. A partir de las crecientes y cada vez mejores
observaciones astronémicas, como las hechas por el WMAP de las anisotropias
de la CMB y los grandes censos de galaxias, se ha podido determinar con gran
precision las densidades de las distintas especies del Universo asi como también
el valor de los diversos parametros cosmolégicos como la edad del Universo %, el
parametro de Hubble Hj, la temperatura de la radiacién césmica de fondo 717,
etc. Estas observaciones cosmoldgicas favorecen un modelo cosmolégico de con-
cordancia de un Universo en expansién, isotrépico, homogéneo, plano (modelo de
la gran explosién) y que esté constituido por fotones (z), neutrinos (v), bariones
(b), materia oscura fria exética (x) y energia oscura exética en forma de con-
stante cosmoldgica A. Dentro del modelo de concordancia, el Universo tuvo una
época inflacionaria que resuelve algunos de los problemas (problema de planitud
y del horizonte) del modelo de la gran explosion (ver Kolb & Turner 1990, Pad-
manabhan 1993, Liddle & Lyth 2000, para la discusién de estos problemas). Las
mejores estimaciones de los parametros cosmologicos al dia de hoy del modelo de
concordancia, a partir de los datos obtenidos por WMAP después de 7 anos de
observaciones (WMAP-7a) son

Qe = 0.226,  Q, = 0.0455,
Qo ~ 4x107°, Q,, ~2.7x107°,
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Qpn, = 0.728, Hy=T70.4kms "Mpc™,

0

T, = 2702K, to=13.76 afios. (1.18)

donde los subindices 0 denotan que los parametros cosmologicos estan dados en
el momento actual del Universo.

1.2.1. Historia del Universo

En el modelo de concordancia, a épocas muy tempranas del Universo, todas
las especies ya mencionadas estuvieron térmicamente acopladas en el gas primi-
genio. Conforme el Universo se expande, su temperatura disminuye y las diversas
especies se desacoplan del gas, dando lugar a épocas con propiedades muy par-
ticulares las cuales a grandes rasgos son (Liddle & Lyth 2000, Knobel 2012)

» Universo muy temprano, (1072 < ¢t < 107 s). A estd época, la en-
ergia del Universo es = 10TeV. Estas escalas de energia no se han podido
alcanzar en los aceleradores de particulas y por lo tanto no se tienen indi-
cios claros de como se llevan a cabo las interacciones fisicas. Asi que, todos
los procesos (y las hipdtesis para explicarlos) que ocurren en esta fase del
Universo tales como el inicio de la gran explosién, inflacién, bariogénesis,
etc, son especulativos.

» Universo temprano, ( ~ 1075 — 1 s). A esta época del Universo, su
energia decae a 200 MeV por lo que ocurre la transiciéon de fase quark-
gluén: los quarks y los gluones libres se confinan en bariones y mesones.
En esta era, el Universo es un plasma caliente en el cual todas las especies
(electrones, fotones, neutrinos, bariones, etc) estdn en equilibrio térmico.
Conforme el Universo se expande, su temperatura y energia disminuyen,
por lo tanto, la tasa de interaccion de una determinada especie disminuye,
se enfria y se desacopla del plasma. Posteriormente continiia su evolucion
como una reliquia térmica del Universo temprano. Cuando la energia del
Universo alcanza ~ 0.5MeV, solamente los electrones, protones, neutrones
y los fotones permanecen acoplados en el plasma, mientras el resto de las
especies, como los neutrinos (~ 1MeV), ya se han desacoplado.

» Nucleosintesis, (f,,. ~ 3 — 5 min). Cuando la energia del Universo al-
canza ~ (0.05MeV las reacciones nucleares llegan a ser eficientes por lo
tanto, los protones y neutrones libres forman elementos ligeros como el he-
lio, litio, deuterio. Las predicciones tedricas de la nucleosintesis primigenia
ajustan bastante bien los datos observacionales concluyendo que la densi-
dad baridnica en el Universo es ~ .05 de la densidad critica fundamentando
asi la presencia de materia no bariénica en el Universo.



] Epoca de la igualdad materia-radiacién, (t;, ~ 60,000 anos). En esta
época, la energia del Universo es ~ 1eV y la densidad de materia es igual a
la densidad de radiacién Q,(t;;) = Q.(t;,). Antes de esta época el Universo
estaba dominado por radiacion y después de esta época el Universo comienza
a ser dominado por la materia. Las observaciones de la CMB estiman esta
época a un corrimiento al rojo z;; ~ 3100.

» Recombinacidn, (t,.. ~ 380,000 anos). Antes de esta época, los fotones
y los electrones estaban acoplados via la dispersion de Compton y los elec-
trones a los protones via la dispersién de Coulomb. Cuando la energia del
Universo disminuye a ~ 0.1 eV, los fotones se desacoplan de la materia.
Como resultado, los electrones libres se recombinan con los protones, for-
mando atomos, implicando que los fotones puedan viajar en el Universo
como reliquias térmicas sin ser dispersados por los electrones y que hoy
podemos observar como radiacién césmica de fondo. Esta era del Universo
también se conoce como la época de desacople y ocurre a un corrimiento al
r0jo Zpee ~ 1090.

» Formaciéon de estructuras, (~ 0.1 — 13.7 Ganos). En esta época, la
materia domina la evolucién del Universo. Las pequenas perturbaciones en
la distribucién de la materia oscura comienzan a crecer debido a la accién de
la fuerza de gravedad dando lugar a la formacién de grandes estructuras en
el Universo. Los pozos gravitacionales de estas estructuras gravitacionales
atraen a su vez a la materia barionica dando a lugar a las galaxias y ctimulos
de galaxias. Este proceso de formacién de estructuras es uno de los temas a
estudiar en esta tesis en el esquema de un modelo de materia oscura escalar.

» Expansién acelerada, (época actual). De acuerdo a las observaciones de
las curvas luminosas de las supernovas tipo Ia, el Universo se encuentra
en una fase de expansion acelerada. Estas observaciones junto con las de la
radiacién cosmica de fondo sugieren la existencia de un tipo de energia cuya
densidad es ~ 0.73 la critica. Se cree que esta componente exdtica, llamada
energia oscura es la responsable de esta expansion acelerada siendo la cons-
tante cosmoldgica A la mas favorecida por las observaciones cosmolégicas.

1.3. Materia oscura

Uno de los problemas méas importantes a los que se enfrenta la Cosmologia
actual, desde la perspectiva de la Teoria de la Relatividad General y el modelo
estandar de particulas es determinar la naturaleza de la materia oscura. Esta
hipotética materia oscura es la responsable de la formacién de estructuras de
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gran escala en el Universo. La dinamica del Universo, y de sus objetos, es afectada
significativamente por este tipo de materia via interaccién gravitacional, siendo
estos efectos gravitacionales la tunica evidencia de su existencia debido a que
no se ha observado su influencia de ninguna otra manera ya que no interactia
electromagnéticamente. A continuacién se describiran brevemente las diversas
observaciones que soportan la existencia de materia oscura.

1.3.1. Evidencia observacional

La necesidad de considerar la existencia de materia oscura en el Universo ha
sido establecida por diversas observaciones astronémicas a muy variadas escalas,
desde el nivel galactico hasta escalas cosmoldgicas, algunas de las mas conocidas
son: curvas de rotacion, dindmica de cimulos de galaxias, anisotropias de la ra-
diacion cosmica de fondo, oscilaciones acusticas baridonicas, choques de cumulos
de galaxias, lentes gravitatorias, etc.

1.3.1.1. Dinamica de cimulos de galaxias

El astrénomo suizo Zwicky fue uno de los primeros en sugerir la existencia de
materia faltante al estudiar la dinamica del cimulo de coma. Zwicky midié las
velocidades radiales de 7 galaxias pertenecientes a Coma y encontré que estas
diferian de la velocidad promedio del cimulo con una dispersién rms de ~ 700
km s™!. A partir de sus mediciones, Zwicky estimé la masa dindmica total del
cumulo usando el teorema del virial. Posteriormente, comparo esta masa dinami-
ca con la masa luminosa obtenida de la curva de rotaciéon de algunas galaxias
cercanas encontrando que habia una discrepancia entre ellas por un factor de 400
(Zwicky 1933, Binney & Tremaine 1994) concluyendo asf la existencia de materia
no visible, al que llamé materia oscura, que afecta considerablemente la dinamica
del cimulo de Coma.

1.3.1.2. Curvas de rotacién

Por otra parte, Rubin fue una de las pioneras en medir curvas de rotacién
de galaxias espirales con una alta resolucién (Rubin & Ford, W. K. Jr. 1970,
Rubin et al. 1985). Ella encontré que las curvas de rotacién de estas galaxias son
planas a radios muy exteriores. Las inconsistencias surgen al aplicar un analisis
Newtoniano para explicar la velocidad circular del gas considerando solamente
la presencia de materia luminosa. De acuerdo con la mecédnica Newtoniana, la
velocidad circular deberia decrecer conforme nos alejamos del centro galactico,
lo cual no sucede (ver figura 1.1). Nuevamente, estas observaciones sugieren la
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existencia de un halo esférico de materia oscura que contribuye significativamente,
via la fuerza de gravedad, al comportamiento plano de las curvas de rotacién.

200 :
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Figura 1.1: Representacién esquemaética de las inconsistencias entre las curvas de
rotacién observadas y la esperada de la teoria Newtoniana sin materia oscura.

En esta misma direccién, Ostriker & Peebles (1973) encontraron, realizando
simulaciones numéricas, que los discos galacticos de galaxias espirales son inesta-
bles si se considera inicamente materia bariénica. El problema de la inestabilidad
de los discos galacticos se puede corregir si se considera la presencia de un halo
de materia oscura.

1.3.1.3. Anisotropias de la radiaciéon césmica de fondo

A escalas cosmolégicas, una de las evidencias mas robustas de la existencia de
materia oscura viene del espectro de las anisotropias de temperatura de la CMB.
Cuando los fotones se desacoplan de la materia, estos siguen su evolucion cos-
moldgica. Sin embargo, las pequenas perturbaciones en el potencial gravitacional
debido a las sobredensidades de materia provocan pequenas fluctuaciones a la
temperatura de la radiacién cosmica de fondo. Estas fluctuaciones de temperatu-
ra de la radiacion cosmica de fondo pueden analizarse en términos de componentes
multipolares [ o potencias. La distribucién de estas potencias versus los multipolos
es lo que se conoce como el espectro de potencias de la CMB. La primera medi-
cién de las anisotropias de la CMB fueron realizadas por el satélite COBE (Smoot
et al. 1992). Posteriormente, los globos MAXIMA y BOOMERANG midieron de
manera convincente el primer pico de este espectro (Hanany et al. 2000, Mauskopf
et al. 2000) de picos actisticos Doppler. La posicién de este primer pico es consis-
tente con un Universo plano. Este resultado, combinado con las predicciones de
la nucleosintesis primigenia, implica que ~ 23 % del contenido es materia oscura.
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1. INTRODUCCION

Ademas, la razén de las amplitudes entre el segundo y el primer pico de estas
anisotropias indican que €2, = 0.0449+0.0028 y €2,,, = 0.222£0.026 evidenciando
nuevamente la existencia de materia oscura en el Universo.

1.3.1.4. Choques de cuimulos de galaxias

El choque de grandes ctimulos de galaxias es uno de los eventos més energéticos
en el Universo. Debido a que la colision es supersénica, se generan frentes de
choque en el medio intracimulo que emiten en rayos X. Para algunos cimulos de
galaxias también se ha podido estudiar la distribucién de la masa mediante lentes
gravitatorias. Uno de estos sistemas es el conocido cimulo bala 1E0657 — 558 for-
mado por un ctimulo principal con una masa ~ 1.5 x 10%M, y un subctimulo
(cimulo bala) con una masa ~ 1.5 x 10 M, (Clowe et al. 2006, Clowe et al.
2004). Usando la técnica de lente gravitatoria débil se puede reconstruir el centro
de masa del cimulo principal y del subcimulo revelando que estos estan total-
mente desplazados de la distribucion espacial del gas. Este resultado sugiere la
presencia de materia oscura, no colisional, que domina la dindmica gravitacional
del sistema. Recientemente, se han llevado a cabo diversas simulaciones numéri-
cas de este sistema resultando que las velocidades implicadas en esta colisién son
bastante improbables, lo cual, representaria una dificultad a sortear por el modelo
cosmolégico estandar.

Finalmente, otra gran cantidad de evidencias observacionales, no menos im-
portantes, que indican la presencia de materia se pueden consultar en Roos (2012).
Asi, por sus efectos gravitacionales podemos saber que una enorme cantidad de
materia oscura estd presente en el Universo (o lo deberfa estar), a menos que
las leyes que conocemos de la naturaleza sean incorrectas, algo que realmente
pareceria extrano si ponemos como evidencia la gran cantidad de fenémenos que
estas teorias describen exitosamente. Si aceptamos las evidencias de la presencia
de la materia oscura en el Universo, faltaria saber cudl es su naturaleza. Varias
de las propuestas que han surgido para tratar de explicar este hecho, sugieren la
existencia de materia exética, es decir, materia que interactiia muy débilmente
con la materia ordinaria. En la siguiente subseccion se hara una breve descripcion
de algunos candidatos plausibles a materia oscura.

1.3.2. Candidatos a materia oscura
1.3.2.1. Candidatos baridénicos

En los primeros anos de estudio del problema de la materia oscura en el
Universo, se propuso que esta podria ser materia baridnica en forma de obje-
tos compactos considerables pero con una emisién electromagnética muy débil.
Dentro de estos candidatos bariénicos se encuentran (Padmanabhan 1993)
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Enanas café.

Planetas tipo Jupiter.

Estrellas de neutrones.

Agujeros negros.

Gas, polvo, asteroides, cometas, etc.

Es posible detectar algunos de los objetos compactos mencionados, cominmente
llamados MACHOs (Massive astrophysical compact halo objects), por el efecto
de microlente gravitacional que le producen a la luz de las estrellas de galaxias
cercanas como la nube mayor de Magallanes. Sin embargo, los diversos estudios
llevados a cabo para detectarlos han descartado que la materia oscura esté en
forma de estos objetos ya que contribuyen muy poco a la densidad critica del
Universo (Paczynski 1986).

1.3.2.2. Candidatos no bariénicos

En general, la materia oscura se puede clasificar en caliente, fria o tibia. Esta
clasificacion se hace de acuerdo a la dispersion de velocidades de la particula en el
momento en que se desacopld del plasma primigenio. Asi, el apelativo “caliente”
hace referencia a una determinada particula x de masa m, con una velocidad
relativista al momento de desacoplarse del plasma primigenio, por lo tanto, su
temperatura T, cumple con la condicion T > m, y su ecuacion de estado P, =
py/3. Al contrario, una particula se dice fria si su dispersién de velocidades al
momento de desacoplarse es no relativista (v, =~ 0), de tal manera que 7} <
m, y su ecuacién de estado P, ~ 0. Una particula tibia es una particula con
caracteristicas intermedias de las frias y calientes, es decir, con dispersion de
velocidades al momento de desacoplarse mayores a las de la materia oscura fria
pero menores a las de la materia oscura caliente.

A continuacién se enumeran algunos de los candidatos a materia oscura mas
populares en los modelos cosmolégicos.

= Neutrinos del modelo estandar. En el Universo temprano, los neutrinos
estan en equilibrio con el bano térmico a través de reacciones vv < ete™,
ve <> ve, etc. La seccion cruzada o de estas interacciones débiles esta dada
por 0 ~ T? donde T es la temperatura del Universo. Asimismo, la den-
sidad de nimero de los neutrinos es n ~ T3, por lo que la tasa de estas
interacciones I',, = on ~ T°. Asi, la razén de I', con respecto a la tasa
de expansién del Universo H ~ T2, estd dada por I',/H ~ (T/1MeV)’,
Cuando la temperatura del Universo T" < 1 MeV, la tasa de interaccion
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I', es menor que la tasa de expansion del Universo y las interacciones de
los neutrinos son muy débiles para mantener el equilibro térmico. Asi, los
neutrinos se desacoplan siendo relativistas cuando el Universo tiene una
temperatura 17" ~ 1Mev, por lo tanto, caen en la clasificacion de materia
oscura caliente (Kolb & Turner 1990, Liddle & Lyth 2000). La densidad
total de los neutrinos esta relacionada a la masa ¢ del neutrino-z como

3
Qn =3 Ty, (1.19)

=1

Las observaciones del WMAP acotan la densidad cosmolégica de neutrinos
a ,h% < 0.0067 (con un nivel de confianza de 95%). Esto implica que,
considerando tres especies de neutrinos degenerados, la masa m, < 0.23
eV (la diferencia de masa entre las 3 especies es muy pequena). Los neutri-
nos, siendo particulas relativistas no colisionales, borran las fluctuaciones
de escalas por debajo de ~ 40 Mpc (Bond et al. 1980). Por lo tanto, la for-
macién de estructuras se llevaria a cabo de manera anti-jerarquica, es decir,
que las grandes estructuras se formarian primero y las estructuras pequenas
resultarian de la fractura de las estructuras més grandes. Este iltimo hecho
no esta en concordancia con las observaciones cosmologicas, lo cual es un
argumento muy fuerte en contra de los neutrinos como materia oscura del
Universo.

= Neutrinos estériles. Estas particulas fueron propuestas como materia os-
cura por Dodelson & Widrow (1994). Los neutrinos estériles caen dentro
de la clasificacién de materia oscura tibia con masas ~KeV. Dado que la
materia oscura tibia podria resolver algunos de los problemas de la materia
oscura fria empiezan a considerarse seriamente como candidatos a ser la
materia oscura del Universo. Por ejemplo, Colin et al. (2000) desarrollaron
simulaciones de N-cuerpos en un escenario de materia oscura tibia encon-
trando que hay una cantidad menor de subestructuras que las predichas en
un modelo de materia oscura fria (ver Villaescusa-Navarro & Dalal 2011,
para un estudio de los perfiles de densidad de halos de materia oscura tibia).

= Axiones. Esta particula es el bosén pseudo-Goldstone que resulta del rompi-
miento espontaneo de la simetria Peccei-Quinn. Esta simetria se postula en
las extensiones del modelo estandar para resolver el problema de la violacion
carga-paridad (CP) de la interaccion fuerte. Las observaciones cosmoldgicas
y las mediciones en los acelaradores de particulas acotan la masa del axién
a <1072 eV. Una de las caracteristicas de los axiones es que dado que tiene
interacciones extremadamente débiles con otras particulas, éstas podrian no
estar en equilibrio térmico en el Universo temprano. El axién es uno de los
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mejores candidatos de materia oscura fria (ver por ejemplo Kolb & Turner
1990, Padmanabhan 1993, Liddle & Lyth 2000).

WIMPs ( Weakly interacting massive particles). Los WIMPs caen
en la clasificacion de materia oscura fria ya que se desacoplan siendo no rela-
tivistas cuando el Universo tenia una temperatura de T' ~ 1 GeV. Las masas
de los WIMPs abarcan un intervalo de 10 GeV — 1TeV y su densidad cos-
moldégica se estima en Qurarps ~ 1 por lo tanto resultan buenos candidatos
de materia oscura. Como su nombre lo indica, este tipo de particula inter-
actua débilmente y gravitacionalmente con el resto de las especies del mod-
elo estandar. Dado que los WIMPs no tienen interaccién electromagnética
con el resto de las particulas, hasta la fecha solo se pueden detectar a través
de sus efectos gravitacionales. El neutralino es uno de los WIMPs mejor
motivados y es uno de los candidatos a ser la particula supersimétrica mas
ligera del modelo estandar minimo supersimétrico.

Ademas de los candidatos baridnicos y no baridénicos ya mencionados hay
todo un “zooldégico” de particulas exodticas candidatas a materia oscura como
por ejemplo: sneutrinos, gravitinos, axinos, materia oscura auto interactuante,
particulas masivas cargadas (ver Bertone et al. 2005, para una revisién de los
diversos candidatos).

1.4.

Materia oscura fria

Como ya se menciond, las observaciones cosmoldgicas de gran precisiéon han
llevado a construir el modelo de concordancia que favorece un candidato de ma-
teria oscura fria, sin presiéon y no colisional, siendo los WIMPs los candidatos
mejor posicionados. Este modelo ha resultado ser muy exitoso a todas las escalas
del Universo y a continuacién se mencionaran algunos de sus aciertos.

1.4.1. Aciertos

Predice la densidades cosmolégicas de todas las especies del Universo.
Ajusta con gran exactitud las anistropias de la radiacién césmica de fondo.

Es consistente con las observaciones cosmologicas de los grandes censos de
galaxias, como por ejemplo, el espectro de potencias de masas.

Ajusta las curvas de rotacion planas de las galaxias espirales.

Las simulaciones numéricas de N-cuerpos estan en concordancia con las
observaciones de la estructura a gran escala del Universo.
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1.4.2. Dificultades

A pesar de los éxitos obtenidos por el modelo de materia oscura fria en la
descripcion del Universo, no estd exento de problemas tanto a escalas cosmologi-
cas como galacticas. A continuacion se mencionan algunos de estas dificultades
que este modelo tiene que enfrentar para llegar a ser un modelo cosmoldgico
convincente.

= Deteccién directa. El primer conflicto al que se enfrenta el modelo CDM
es que a pesar de los grandes esfuerzos realizados atiin no hay una detec-
cién directa, ni en las observaciones astronémicas ni en los aceleradores de
particulas, de particulas de materia oscura.

= Exceso de galaxias satélites. Las simulaciones numéricas de N-cuerpos
desarrolladas para los escenarios de materia oscura fria indican que este
modelo predice una estructura a gran escala filamental bastante consistente
con las observaciones cosmoldgicas. No obstante, estas mismas simulaciones
predicen un ntmero mayor de subestructuras, un orden de magnitud ma-
yor, que las observadas. Esta sobrepoblacién de subestructuras inherente
de los modelos de materia oscura fria se conoce como el problema del ex-
ceso de galaxias satélites (Klypin et al. 1999, Ostriker & Steinhardt 2003).
Este problema se ha enmendado construyendo modelos mucho mas realis-
tas que consideran retroalimentacién debido a nicleos activos de galaxias,
supernovas y efectos de la reionizacion en los cuales se concluye que en el
paradigma del modelo estandar no todos las subhalos son capaces de formar
galaxias, sin embargo, deberian poder ser observados por efectos de lentes
gravitatorias.

» Perfiles de densidad picudos. A escalas galacticas, el modelo CDM ex-
hibe una discrepancia cuando se comparan los perfiles de densidad de los ha-
los oscuros obtenidos por las simulaciones numéri-cas con los perfiles deriva-
dos de las observaciones de las curvas de rotaciéon de las galaxias enanas y
de bajo brillo superficial. Mientras que las simulaciones predicen un perfil
de densidad universal picudo (generalmente un perfil Navarro-Frenk-White)
en los centros galdcticos, las observaciones de este tipo de galaxias favore-
cen perfiles de densidad suavizados (van den Bosch et al. 2000, de Blok &
Bosma 2002, Kleyna et al. 2003).

Ademads de los problemas mencionados arriba hay otras discrepancias im-
portantes, aunque menos conocidas, que el modelo de materia oscura fria debe
dilucidar. Por ejemplo, las recientes observaciones cosmologicas del “hueco local”
muestran que este contiene menos galaxias que las esperadas del modelo (no con-
fundir con el problema de las galaxias satélites). Este problema podria resolverse
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suponiendo que las grandes estructuras crecen mas rapido de lo que predice el
modelo estandar (Peebles & Nusser 2010). Por otra parte, Lee & Komatsu (2010)
encontraron que la velocidad de colisién 3000 km/s del cimulo bala es bastante
improbable dentro de las simulaciones numérica del modelo estandar. Thomas
et al. (2011) también han encontrado pequenas anomalias en el espectro de po-
tencia de masas obtenidas por las observaciones del SDSS y el predicho por el
modelo CDM. Finalmente, posibles dificultades del modelo de materia oscura se
pueden encontrar en Kroupa (2012).

Asi, con todos estos problemas del modelo de materia oscura fria, que aun
siguen en discusion, han surgido una gran cantidad de alternativas que intentan
resolverlos. Por ejemplo, la existencia de dimensiones extras y mundos branas en el
Universo (Garcia-Aspeitia, Magana, & Matos 2011), inclusive modificaciones a la
mecanica Newtoniana (Milgrom 1983). En esta tesis se abordara un modelo donde
la materia oscura del Universo es un campo escalar. Este modelo se denomina
modelo de materia oscura escalar y se describird a continuacion.

1.5. Materia oscura escalar

La Cosmologia moderna y la Fisica de particulas han recurrido a los campos
escalares para explicar principalmente la fase inflacionaria del Universo. Estos
también se han explorado ampliamente en modelos de energia oscura y materia
oscura. Antes de describir el modelo de materia oscura escalar se hara una breve
revision de las ecuaciones que rigen su dindmica.

1.5.1. Marco tedrico de campos escalares

En el modelo estandar de particulas, los campos se clasifican de acuerdo al
spin de sus particulas correspondientes. Los campos con spin-0 son llamados cam-
pos escalares. Un campo puede ser real o complejo. Un campo escalar complejo
tiene dos tipos de particulas asociadas, ambas con la misma masa y spin-0, in-
terpretadas como su particula y anti-particula. En el caso de un campo escalar
real solo hay un tipo de particula asociada por lo que la particula es su propia
anti-particula. La densidad lagrangiana de un campo escalar real ® no acoplado
con otros campos del Universo esta dado por

Lo = % (ci>2 — V. V<I>> —V(®), (1.20)

donde V es el operador nabla. El primer término del lado derecho de la ecuacion

Ko = (Cbz - Vao. V@) /2, se conoce como el término cinético del campo escalar,

siendo ®2/2 la energfa cinética escalar y V& - V®/2 es el gradiente de energia.
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La funcién V' = V(®) es el potencial escalar y los puntos sobre las variables de-
notan una derivada con respecto al tiempo cosmoldgico. Note que [®] = [energia]
y [V] = [energia]* y que se han acuiiado los términos cinético y el potencial es-
calar en analogia con el lagrangiano de una particula libre. La ecuacién (1.20) en
relatividad general se puede escribir como

Lo— —%g‘“’a#q)&,q) _V(®), (1.21)

donde g"¥ es la métrica del espacio-tiempo. Asi la interaccién gravitacional sola-
mente entra en el formalismo a través de esta métrica. La densidad lagrangiana
para la métrica es

R
2k2’
donde £? = 871G y R es la curvatura de la métrica. La ecuacién (1.22) es la densi-
dad lagrangiana para la accion de Einstein-Hilbert. Nétese que el campo escalar
no esta acoplado a la curvatura, por ejemplo PR, por lo que ® esta acoplado
minimamente a la gravedad. La densidad lagrangiana total es

Ly = (1.22)

L=Ly+ Lo (1.23)

La accién S asociada a £ estd dada por

S:/ L/—gdx*, (1.24)

donde M es la variedad y g = det(g,,) es el determinante de la métrica. La
evolucion del sistema Lagrangiano estd dado por el principio de minima accién
05 = 0. Asi, variando la accién (1.24) con respecto al campo escalar ® se llega a
la ecuacién de evolucion para el campo escalar

O0® + Vi, = 0, (1.25)

donde [ es el operador d’Alembertiano, asi

1
=0, [V=3 99,0]. (1.26)

U =

ﬁ

la coma en la ecuacién (1.25) denota una derivada con respecto al campo escalar
®. La ecuacién (1.26) es la ecuacién de Klein-Gordon en relatividad general.
Variando la accién (1.24) con respecto a la métrica g, se llega a las ecuaciones
de Einstein G, = /<a2T<pW donde Ty, es el tensor de energfa-momento para el
campo escalar definido como

1

Top = 0,20, — g, §gaﬁaaq>aﬁq> +V(®)]. (1.27)
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Esta ultima ecuacion se puede escribir en forma andloga a la de un fluido perfecto
como

T‘Imu = (pcb + P@)Uéuudw + beg,uzu (128)

donde se ha definido la densidad de energia efectiva pg, la presion efectiva Py y
la 4-velocidad ug para el campo escalar como

1
po = —50"20, 0+ V(®), (1.29a)
1
Py = —50"20,2 V(). (1.29b)
1%
gt = 2 (1.29¢)

\/ —0r0, P

Para un campo escalar cosmoldgico ®(t,x) = ®(t) se tiene que 9;® = 0 ya que
® no depende de las coordenadas espaciales x. Por lo tanto, en la métrica de
Minkowsky 7,,, con signatura (—1,0,0,0), las ecuaciones (1.25) y (1.29) resultan

d = Ve, (1.30a)
1.

po = §®2+V(<I>), (1.30D)
1.

Py = 5o1>2—v<c1>), (1.30c)

ug” = ua, = (1,0,0,0). (1.30d)

Recuérdese que en el sistema natural de unidades ¢ = 1, por lo tanto, la com-
ponente ug, es igual a la velocidad de la luz. Las ecuacién de Klein-Gordon
(1.30a) para un campo escalar cosmoldgico ®(¢) en un Universo plano, isotrépico,
homogéneo y en expansion resulta

O+ 3HD +V,6=0. (1.31)

Con las ecuaciones para la densidad de energia escalar (1.30b) y la presién escalar
(1.30c), la ecuacién de estado para el campo escalar Py = we pe se escribe como

g
502+ V

Wy =

(1.32)

Siguiendo con la analogia de un fluido perfecto, la ecuacién de continuidad para
el campo escalar se obtiene con la conservacion del tensor de energia-momento
Tqﬁ“j;y =0

po +3H (pp + Pp) =0. (1.33)
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También es posible obtener la ecuacién de Klein-Gordon (1.31) al sustituir las
ecuaciones (1.30b) y (1.30c) en (1.33)

ps +3H (ps + Po) =0,

(142 4 V) +3H <§¢2+V+§<I>'2—V) ~0,

dP +3H 2+ PV, =0,
P+3HD+ Ve = 0. (1.34)

Asi, la dindmica de un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad
estd dado por las ecuaciones (1.7) y (1.25) conocidas como el sistema de Einstein-
Klein-Gordon.

1.5.1.1. Sistema Schrodinger-Poisson

Los estudios numéricos del sistema Einstein-Klein-Gordon han mostrado que
los campos escalares pueden formar configuraciones gravitacionales estables y vi-
rializadas. Estas configuraciones gravitacionales son llamadas estrellas de bosones
para un campo escalar complejo (Ruffini & Bonazzola 1969, Colpi et al. 1986) y os-
cilatones para un campo escalar real (Seidel & Suen 1991, Alcubierre et al. 2003).
Las configuraciones gravitacionales escalares tienen una masa critica, analoga a la
masa critica de las estrellas de neutrones, para la cual dejan de ser estables. Esta
masa critica, tanto para estrellas de bosones como para oscilatones, esta dada por

2
M,
m Y

Mepi ~ 0.6 (1.35)
siendo m la masa del bosén asociado al campo escalar y Mp; la masa de Planck.
Asi, las configuraciones escalares con masas M > M,,; son inestables. El sistema
Einstein-Klein-Gordon también se ha estudiado numéricamente en el régimen
Newtoniano, para esto, se requiere hacer un tratamiento Post-Newtoniano de las
ecuaciones (1.7) y (1.25) (Weinberg 1972). En este tratamiento, se considera que
las particulas de prueba se mueven a velocidades bajas alrededor de campos gra-
vitacionales débiles. En el régimen de campos gravitacionales débiles, la métrica
de Minkowsky 7,,, tiene pequenas perturbaciones h,,, por lo tanto el tensor métri-
cO g, resulta

uv = M + huua |huu| < 1. (136)

Las perturbaciones h,, se pueden describir en términos del potencial gravitacional
Newtoniano ¢n < 1, por lo que la métrica g,, se expande en potencias de ¢y.
Asi, la componente 00 de la métrica resultaria

goo ~ —(1+20n) + O(¢R), (1.37)
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las otras componentes de la métrica se expanden de manera analoga. El tensor de
energia-momento del campo escalar también se puede expandir en potencias de
tal manera que la densidad de energia del campo escalar sea mucho mayor a la
presion escalar (1po > T;;) asegurando asi el régimen de “velocidades bajas”. Por
otra parte, el campo escalar relativista ® puede relacionarse a un campo escalar
no relativista 1y como

O(x,t) = exp(—imt)Yn(x,1). (1.38)

Con estas prescripciones, el régimen Newtoniano del sistema Einstein-Klein-Gordon
(1.7) y (1.25) para el campo escalar (1.38) con un potencial escalar de la forma
V(®) = m?®% + A\®* /2, siendo A el pardmetro de auto-interacciéon de ®, resulta

. 1 A

YN = —Q—V%N + onmiy + ——[Un[Pn (1.39)
m 2m

Vipn = 4nGm*Ynvl, (1.40)

donde 9} es el complejo conjugado de ¥y. Las ecuaciones (1.39) y (1.40) son
conocidas como el sistema Schrédinger-Poisson (SP) (Guzméan & Urena-Lépez
2003, Bernal 2007). Las configuraciones gravitacionales del sistema SP tienen un
perfil de densidad, py, = |¥n|?, suavizado en el centro (figura 1.2) por lo que
han sido propuestos como halos de materia oscura galacticos.

08— —

0.6~ =

N

02— =

Figura 1.2: Perfil de densidad de un halo oscuro escalar en el régimen Newtoniano.
La normalizacién es arbitraria.

La ecuacién (1.39) es muy similar a la ecuacién de Gross-Pitaevskii que des-
cribe la condensacién de Bose-Einstein de gases frios y diluidos (Pitaevskii &
Stringari 2004).

Ahora que se ha proporcionado el marco tedrico de los campos escalares se
introducira el modelo de materia oscura escalar en el contexto cosmolégico.
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1.5.2. Un campo escalar como materia oscura: resena histori-
ca

Los problemas del paradigma de materia oscura fria han llevado a plantear
modelos alternativos como el que propone que la materia oscura es de naturaleza
escalar. Una de las principales motivaciones de proponer la hipotesis de que la
materia oscura podria ser un campo escalar esta directamente relacionada con
el hecho de que los campos con spin-0 estan presentes en el modelo estandar de
particulas, en sus extensiones, asi como también en las teorias de gran unificacion.
No obstante, estos campos escalares no han sido detectados. Este tltimo hecho
impone la necesidad de encontrar mecanismos para disipar tales campos. Otra
opcién menos drastica podria ser mantener estos campos pero asociarlos a fases o
componentes oscuras del Universo tales como inflacién, energia oscura e inclusive
materia oscura. Asi, resulta natural preguntarse si la materia oscura en el Universo
podria ser un campo escalar; esta es la pregunta que se pretende responder en
esta tesis.

En el modelo de materia oscura escalar se propone que la materia oscura del
Universo se puede describir por un campo escalar cosmolégico real (o complejo) ®,
con un potencial escalar V(®) (Matos et al. 2000b). Turner (1983) realizé uno de
los primeros estudios de la dindamica de campos escalares en un Universo en expan-
sion. Encontré que la densidad de energia de un campo escalar con un potencial
escalar cudrtico V(®) ~ ®* evoluciona como pg ~ a™*, es decir, como materia re-
lativista. Asimismo, encontré que si ® tiene un potencial cuadrético V(@) ~ &2
evoluciona como pp ~ a3, es decir, como materia no relativista o polvo. Sin
embargo, Turner no asocié directamente este campo con la materia oscura del
Universo. Posteriormente, Khlopov et al. (1985) investigaron las inestabilidades
gravitacionales, lineales y no lineales, de un campo escalar real o complejo con un
potencial cuadrético y con uno con autointeraccién V(@) = m?|®[*/2 — \?|®|* /4,
siendo m la masa de la particula asociada al campo escalar y A el parametro de
auto-interaccion. Khlopov et al. obtuvieron una longitud efectiva para el cam-
po escalar A\g, similar a la longitud de Jeans para materia no relativista. Asi,
las inestabilidades con escalas mayores a esta longitud efectiva podian crecer y
formar estructuras gravitacionales que ellos relacionaron con agujeros negros pri-
mordiales. Otro estudio de interés es el realizado por (Hills et al. 1989) en el cual
encontraron que bosones pseudo-Goldstone con masas ultra ligeras ~ 10724V
pueden llegar a formar estructuras de relevancia astrofisica.

Unos anos después, Sin (1994) y Ji & Sin (1994) consideraron que la mate-
ria oscura estd compuesta de bosones ultra ligeros con m ~ 10723 — 10724 eV,
de tal manera que su longitud de Compton A\c = m~! tiene escalas astrofisicas
~ 10pc, para modelar los halos oscuros de algunas galaxias. Por otra parte, da-
da la naturaleza bosénica de las particulas, estas podrian enfriarse por debajo de
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una temperatura critica sobrepoblando los niveles mas bajos de energia formando
Condensados de Bose-Einstein (CBE). Con todo esto, Sin (1994) y Ji & Sin (1994)
hicieron las siguientes consideraciones a su modelo: i) la mayoria de los bosones
estdn en un estado de condensacién y una pequena fraccion en estados excita-
dos, ii) describen este sistema a través de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii sin
autointeraccion. Con estos ingredientes, pudieron construir un halo gravitacional
para la galaxia NGC2998 y ajustaron, en buena medida, su curva de rotacién con
5 estados excitados. Ademas, ellos encontraron que la densidad de este halo de
materia oscura bosénica es de p ~ 10725g/em3 con una alta densidad de nimero
de particulas N ~ 10%, siendo consistente con la suposicién de que los bosones
estdn en un estado de condensacion. Este modelo ha sido llamado materia os-
cura bosénica ultra ligera o materia oscura como condensado de Bose-Einstein
y tiene una estrecha relaciéon con el modelo de materia oscura escalar dado que
un campo escalar tiene asociado una particula con spin-0. Asi, en esta tesis se
usaran estas denominaciones indistintamente. Siguiendo estos trabajos previos,
Lee & Koh (1996) estudiaron el caso relativista del modelo de Sin (1994) y Ji
& Sin (1994) pero con un campo escalar complejo con auto interaccién como la
posibilidad de formar los halos oscuros. Ellos también obtienen curvas de rotaciéon
consistentes con las observaciones. Sin embargo, ellos se enfrentan con el hecho
que las soluciones con varios estados excitados, o nodos, podrian ser inestables.
Otro trabajo interesante fue llevado a cabo por Peebles & Vilenkin (1999).
Ellos proponen que un campo escalar con un potencial de la forma (motivado
por inflacién) V(®) = m?®?/2 + A\?®*/4 es dominado por el término cudrtico
a épocas muy tempranas comportandose asi como materia relativista y que a
épocas tardias la parte cuadratica del potencial domina la dindmica del campo
escalar provocando que este se comporte como materia no relativista y, por lo
tanto, como la materia oscura del Universo. A este modelo se le acuné el nombre
de materia oscura fluida (fluid dark matter) (Peebles 2000a,b). Independiente-
mente, Matos & Guzmén (1999) propusieron un campo escalar proveniente de
alguna teoria de unificaciéon cuyos bosones asociados tienen una masa ultra ligera
a diferencia de la materia oscura fluida. Ellos encontraron que este campo escalar
se comporta como un fluido perfecto pero debido a la masa ultra ligera de las
particulas, este campo puede formar estructuras gravitacionales a épocas muy
tempranas del Universo. Ademads, también encontraron una solucién exacta a las
ecuaciones de Einstein para ajustar las curvas de rotacion de algunas galaxias
(Guzman & Matos 2000, Matos & Guzman 2000, Matos et al. 2000a). Al mismo
tiempo, Matos & Urena-Lépez (2000) y Matos & Urena-Lépez (2001) realizaron
un primer y minucioso estudio de la dindmica de la materia oscura escalar con
un potencial de la forma V(®) = V; [cosh ({P) — 1] para el cual la masa de los
bosones asociados resulta m = LY = V.ee = £Vp. Este potencial escalar tiene dos

= de?
comportamientos; a épocas muy tempranas del Universo tiene forma exponencial
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mientras que a épocas tardias tiene la forma de un potencial cuadratico. Ellos
encontraron que la dinamica de este campo escalar en un Universo FLRW sigue
la evolucién de la radiacién cuando su potencial escalar tiene forma exponencial
y que imita la evolucién cosmoldgica del Universo del modelo estdndar cuando
tiene la forma cuadrética. Este fue uno de los primeros aciertos del modelo SFDM.
Ademads, investigaron la evolucion de las perturbaciones de este campo escalar en
el régimen lineal en la norma sincrénica. Con este andlisis, determinaron que las
fluctuaciones escalares evolucionan igual que las perturbaciones de la CDM a
partir de la época de la recombinacién. A partir de estos resultados encontraron
que la longitud efectiva a determinado factor de escala a, similar a la encontrada
por Khlopov et al., para las perturbaciones escalares es A\g = 2m/ma. Con esta
expresién y con la longitud de Jeans de CDM encontrada por Kamionkowski &
Liddle (2000) para resolver el problema de las galaxias satélites, Matos & Urena-
Lépez fijaron el valor de la masa del campo escalar a m ~ 1.1 x 10723 eV, la cual
es consistente con la encontrada por Sin con dinamica galactica. Por lo tanto,
fijando la masa del campo escalar se obtiene un corte natural en el espectro de
potencias de masa (o vicecersa) evitando asi un exceso de subestructuras en el
Universo. Este es uno de los principales méritos del modelo SFDM que lo posi-
cion6 como un modelo plausible para explicar la naturaleza de la materia oscura.
A la par de estos trabajos, Hu et al. (2000) formularon el modelo de materia
oscura difusa (fuzzy dark matter) que nuevamente propone que la materia os-
cura estd compuesta de bosones ultra ligeros con una masa ~ 10722 eV en un
estado condensado e identifican la longitud efectiva de Jeans con la longitud de
onda de de Broglie A\yg del estado base de una particula en un pozo de potencial.
Al igual que Matos & Urena-Loépez, encontraron un corte natural en el espectro
de potencias suprimiendo de esta manera la formacion de halos oscuros de baja
masa. Ademas, realizando una simulacion numérica en 1-D concluye que las fluc-
tuaciones de este tipo de materia difusa con tamanos Lgy ~ Agp darfan lugar a
halos con perfiles de densidad suavizados mientras que si Lq;s > Agp se recuperan
los perfiles picudos, tipo NFW, del modelo CDM. Como puede verse, el modelo
SEDM en sus diferentes “sabores” empez6 a competir seriamente con el modelo
CDM, inclusive ofreciendo algunas ventajas sobre este, por lo que empezé una
numerosa serie de estudios numéricos de este tipo de modelos a escalas galacticas.

Lesgourgues et al. (2002), Arbey et al. (2003), Arbey (2006) usaron un cam-
po escalar complejo con un potencial cudrtico m?®®T + X\(®®1)? y resolvieron
las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon en la aproximacién de campo débil para
ajustar las curvas de rotaciéon de galaxias enanas con una buena exactitud acotan-
do la relaciéon entre la masa de los bosones asociados a este campo y su parametro
de auto interacciéon a m?*/\ ~ 50 —75 eV*. Por otra parte, Alcubierre et al. (2002)
desarrollaron un estudio numérico de las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon
para el potencial escalar tipo-cosh propuesto por Matos & Urena-Lépez (2001)
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encontrando que para la masa escalar ultra ligera m ~ 10723 eV la masa critica
(1.35) de las configuraciones gravitacionales escalares resulta ser M,,; ~ 102 M
que es el tamano tipico de una galaxia como la Via Lactea. Por otra parte,
Guzmén & Urena-Loépez (2003, 2004), Guzman & Urena-Lépez (2006) realizaron
estudios con el sistema de ecuaciones SP resultantes de un tratamiento Post-
Newtoniano a las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon. Encontraron las condi-
ciones iniciales para las cuales un campo escalar puede formar una configuracién
gravitacional virial y estable. A través de su estudio, confirmaron que el proceso
de virializacion se lleva a cabo por un interesante proceso de “estallido” de cam-
po escalar. Siguiendo estos estudios, Bernal & Guzmén (2006a,b) y Bernal et al.
(2008) concluyeron que las configuraciones gravitacionales escalares en el estado
base son estables bajo pequenas perturbaciones no esféricas y que ademas resultan
ser atractores a tiempos tardios. Basados en este resultado, pudieron desarrollar
simulaciones numéricas 2-D de la colisién frontal de dos de estas configuraciones
encontrando que las halos escalares viriales tienen un comportamiento soliténico,
es decir, durante la colisién las configuraciones de equilibrio interactian gravita-
cionalmente durante un tiempo y posteriormente se atraviesan mutuamente sin
modificar significativamente su perfil de densidad inicial. Este tltimo resultado
sugiere que la colisién de halos oscuros escalares podria explicar las observaciones
del cimulo bala que muestra una dindmica similar (Lee et al. 2008). Finalmente,
Bernal et al. también pudieron ajustar las curvas de rotacion de algunas galaxias
con estas configuraciones escalares (ver también Boehmer & Harko 2007).
Podemos decir que el modelo de materia oscura escalar ha demostrado ser un
modelo consistente y robusto tanto a escalas cosmolégicas como galdcticas (ver
Magana, Matos, Robles, & Sudrez 2012, y sus referencias para una exhaustiva re-
visién de este modelo). Entre la amplia variedad de estudios recientes se pueden
destacar los siguientes. Matos, Vazquez-Gonzélez, & Magana (2009) retomaron
el potencial cuadratico y el potencial tipo cosh para investigar la dindamica cos-
mologica de un Universo FLRW conteniendo materia oscura escalar. A diferencia
del estudio publicado por Matos & Urena-Loépez, evolucionaron numéricamente el
sistema de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon con la masa ultra ligera m ~ 10723
eV a través de un ansatz para el parametro de Hubble. Con esta aproximacion
encontraron que para ambos potenciales escalares, el Universo tiene una dinami-
ca similar a la encontrada para el modelo CDM. Ademas, realizaron un primer
estudio de la estabilidad de este modelo cosmoldgico a través del formalismo de
sistemas dindmicos. Asimismo, en Rodriguez-Montoya, Magana, Matos, & Pérez-
Lorenzana (2010) se realizé un primer estudio de los efectos de la SFDM en las
anisotropias de la CMB. Para realizar este estudio, los autores consideraron que
la materia oscura puede ser descrita por un gas de bosones y mostraron, cuali-
tativamente, que no hay diferencias significativas en el espectro de temperaturas
debido a la naturaleza bosénica de estas particulas. Asimismo, encontraron que
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una masa bosénica ultra ligera m ~ 10722 eV es capaz de ajustar con buena
precision las anisotropias de la CMB y concluyeron que las variables fisicas de
estos bosones ultra ligeros son consistentes con un estado de condensacion de
Bose-Einstein. Este estudio fue extendido en Rodriguez-Montoya et al. (2011), en
el cual plantearon que los efectos de la materia oscura fria y la caliente sobre las
anistropias de la CMB podrian ser explicados por un CBE y su nube de bosones
térmicos. Para investigar esta hipotesis, consideraron que el condensado pueder
estar formado por un gas de bosones o de antibosones y realizaron un robusto
analisis estadiistico, usando las tultimas observaciones del WMAP y las esperadas
del satélite Planck, para imponer cotas sobre la masa de una particula bosénica
genérica. Para el caso de un gas de bosones obtuvieron que la masa bosénica debe
cumplir m < 0.14 eV y para un gas de antibosones m < 0.26 eV.

En otro estudio reciente realizado por Matos & Sudrez (2011a), nuavemente se
consider6 un potencial cuadratico con un término de auto interaccion para estu-
diar la evolucion cosmolodgica de la materia oscura escalar y sus fluctuaciones en
el régimen lineal. A diferencia de los trabajos previos, ellos derivaron una version
hidrodinamica de las ecuaciones Einstein-Klein-Gordon a través de las transfor-
maciones de Madelung. Matos & Sudrez encontraron que para el caso sin auto
interaccién las perturbaciones escalares se comportan como las de materia oscura
fria. Asimismo, mostraron que cuando el término de auto interaccién es positivo
las fluctuaciones escalares se amortiguan mientras que para el caso negativo sus
resultados sugieren que las fluctuaciones escalares podrian colapsar y formar un
CBE.

Por otra parte, Robles & Matos (2012) estudiaron el modelo SFDM a escalas
galacticas usando la descripcién hidrodinamica de la ecuaciones Einstein-Klein-
Gordon. A partir de este formalismo matematico, derivaron expresiones para los
perfiles de densidad de halos oscuros escalares y, por lo tanto, para la veloci-
dad circular, con los cuales pudieron ajustar con buena precision las curvas de
rotacion de varias galaxias de bajo brillo superficial y de baja masa. En esta
misma direccién, Lora et al. (2012) desarrollaron simulaciones de N-cuerpos para
modelar el sistema de la galaxia enana Osa Menor y su grupo estelar. Mediante el
sistema de ecuaciones SP construyeron configuraciones gravitacionales escalares,
con y sin auto interaccién, para modelar el halo oscuro de Osa menor mientras
que el grupo estelar fue modelado con un sistema de N particulas con y sin auto
gravedad. Como ya se menciond, los halos escalares tienen un perfil de densidad
suavizado y su radio de core esta estrechamente relacionado con la masa de la
particula bosénica. Dado que el cimulo estelar estda sumergido en el halo de Osa
Menor, este sufrird efectos de mezclado y eventualmente podria ser destruido.
Asi, investigaron los tiempos de destruccién del grupo estelar de la Osa Menor
para proporcionar cotas a la masa de los bosones asociados con las configura-
ciones gravitacionales escalares. Ademas desarrollaron un novedoso estudio de la
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friccién dindmica de los cimulos de la galaxia Fornax debido a la presencia de un
campo escalar. Finalmente, de estos efectos dindmios a escalas galacticas, Lora
et al. encontraron que la masa del bosén campo escalar para el caso sin auto in-
teraccién debe cumplir 0.3 x 10722eV < m < 3 x 10722eV y para el caso de auto
interacciones grandes m*/A < 0.55 x 10%eV* que es consistente con los valores
encontrados por otros autores.

Finalmente, todos estos resultados obtenidos con el modelo SFDM sugieren
que el potencial escalar cuadratico es el mas favorecido y que la masa del bosén
asociado al campo escalar debe ser ultra ligera en un intervalo 1072* < m < 10722
eV siendo este el inico parametro libre a fijar en el modelo. Asi, una vez fijada
la masa m debe ser posible explicar los fendmenos astrofisicos tanto a escalas
galacticas como cosmoldgicas.

1.5.3. Aciertos

De los diversos estudios descritos en la breve resena histérica del modelo de
materia oscura escalar se pueden resumir los siguientes aciertos del modelo

= Escalas Cosmologicas

e La evolucién cosmoldgica del Universo es similar a la del paradigma
estandar y las densidades de las diferentes especies cosmoldgicas son
consistentes con las estimaciones de las observaciones.

e En el régimen lineal, las fluctuaciones escalares tiene un comportamien-
to creciente igual al de las perturbaciones de materia oscura fria.

e El espectro de potencias de masas tiene un corte natural a escalas
pequenas por lo que se evita el problema del exceso de galaxias satélites
propio del modelo CDM.

e Ajusta con muy buena precision el espectro de temperaturas de las
anisotropias de la CMB.

= Escalas galacticas

e Los halos escalares tienen una masa preferencial de virializacién que
corresponde a la masa de las galaxias espirales tipicas.

e Las curvas de rotacion de galaxias de baja masa y de bajo brillo su-
perficial se ajustan con muy buena precision.
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1.5.4. Dificultades

Aunque el modelo SFDM tiene los mismos aciertos que el paradigma estandar,
inclusive resolviendo alguno de sus problemas, este podria acarrear algunas desven-
tajas que por el momento no han sido exploradas. Algunas posibles son

= Las grandes estructuras escalares podrian ser inestables a tiempos menores
a la edad del Universo.

= Dado que se desconoce como se llevarian a cabo otras posibles interacciones,
ademas de la gravitacional, de este campo escalar con el resto de la materia
y aunado al valor ultra ligero de su masa, podria resultar dificil hacer una
deteccién directa.

= El hecho de que los halos escalares tienen un comportamiento solitonico
cuando colisionan con otro podria implicar que haya un ajuste fino en las
condiciones iniciales para lograr una fusién de dos halos escalares.

1.5.5. Motivacion y objetivos de la tesis

Una gran cantidad de estudios muy diversos han explorado el modelo SFDM
y lo posicionan como una alternativa viable al modelo CDM. Todavia, muchos
aspectos del modelo no se han analizado a detalle. Por lo tanto, en esta tesis
se profundiza sobre algunos aspectos cosmolégicos del modelo. En el capitulo
2 revisamos brevemente la dindmica cosmolégica de un Universo con materia
oscura fria. Si bien en los estudios previos de la evoluciéon de un Universo FLRW
con materia oscura escalar se han derivado y/o ajustado las cotas de la masa
bosonica, esta no se ha usado en las simulaciones numéricas. Por lo tanto, en el
capitulo 3 retomamos el estudio de la dindmica cosmoldgica del modelo SFDM
a través de simulaciones numéricas que consideran explicitamente la masa ultra
ligera preferencial. En base al estudio realizado por Suarez (2008), en el capitulo 4
revisamos las ecuaciones que describen el crecimiento de perturbaciones escalares
en el régimen lineal y las resolveremos numéricamente, nuevamente considerando
el valor ultra ligero de la masa, con el objetivo de corroborar y confirmar los
resultados previos de otros autores. En el capitulo 5 estudiamos el modelo de
colapso esférico con materia oscura escalar para investigar los tiempos de colapso
y virializacion de los halos oscuros escalares. En el capitulo 6 realizamos el primer
estudio de los efectos de la materia oscura escalar en las anisotropias de la CMB
mediante la evolucién de las ecuaciones acopladas de Einstein-Vlasov.

Finalmente, en el capitulo 7 presentamos las conclusiones de esta tesis asi como
también los posibles trabajos futuros que se pueden desarrollar con el modelo de
materia oscura escalar.
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Capitulo 2

Universo FLRW con materia
oscura fria

2.1. Introducciéon

En este capitulo se estudiara la evolucion cosmolégica de un Universo FLRW
para el modelo estandar CDM. Se considerard que el Universo de fondo contiene,
ademas de materia oscura, las siguientes componentes de materia y energia: bar-
iones, radiacion, neutrinos y una constante cosmoldgica como energia oscura por
simplicidad. Para realizar este anélisis se hara uso del formalismo de sistemas
dindmicos y se resolveran las ecuaciones de evolucién analitica y numéricamente.

2.2. Ecuaciones de Friedmann para el modelo
de concordancia

En esta seccion se analizara la dindmica de un Universo de fondo para el
modelo de concordancia donde la materia oscura es fria. Se considera un Universo
de fondo plano, homogéneo e isotropico que puede ser descrito por la métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (1.3) con curvatura K = 0 y factor
de escala a(t) (ver §1.1.2). Este Universo de fondo contiene materia oscura fria
(x), radiacién (z), neutrinos (v), bariones (b), y constante cosmoldgica (A) como
energia oscura. Se supondra que cada especie de este Universo se puede modelar
por un fluido perfecto con una ecuacion de estado barotrépica de la forma P =
(7 — 1)p. Recuérdese que p es la densidad de energia de la especie cosmolgica,
P su presiéon y v es una constante llamada indice barotrépico, cuyos valores se
encuentran en el intervalo 0 < v < 2 . Por ejemplo, para la materia oscura fria
y bariones 7, = 7, = 1, para radiacién y neutrinos 7, = v, = 4/3, y finalmente
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para una constante cosmologica vy = 0.
El sistema que describe este Universo esta dado por la ecuacién de Friedmann
(1.12a) para diversas especies cosmoldgicas

2
K
H2 = 3 E p,\/’ (21)
Y

y la ecuacién de conservacion de energia

py + 3H(P7+Pv)>
6, + 3Hyp, =0, (2.2

siendo k? = 817G, H = a/a es el pardmetro de Hubble, y el punto sobre una
variable indica la derivada con respecto al tiempo cosmolégico. La dindamica de
este Universo queda determinada al encontrar el parametro de Hubble y la den-
sidad de energia de las 5 especies cosmoldgicas en términos del factor de escala a.
Asi, tomando los valores correspondiente de v en la ecuacién de continuidad, las
ecuaciones (2.1) y (2.2) que describen la dindmica del Universo de fondo resultan

2

HQ:%(px+pb+pz+pu+pA)7 (2.3)
Pz + 3Hpy,=0, (2.4a)
py + 3Hp,=0. (2.4b)
p. + 4Hp, =0, (2.4¢)
py + AHp, =0, (2.4d)
pr = 0. (2.4e)

En las siguientes subsecciones se explicard con detalle como resolver el sistema
de ecuaciones anterior y asi obtener el comportamiento de cada componente del
Universo a lo largo de toda su evolucién cosmolégica.

2.2.1. Sistema de ecuaciones adimensional

En el sistema natural de unidades, la densidad de energia tiene unidades
[p] = [eV*], el pardmetro de Hubble [H] = [eV] y [r] = [eV "], por lo tanto, para
resolver el sistema de ecuaciones (2.3) y (2.4) se proponen las siguientes variables
adimensionales
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Con estas nuevas variables, la ecuacién de evolucién (2.4) para cada especie del
Universo de fondo se puede escribir como una de ecuacion diferencial ordinaria de
primer orden. Para obtener este sistema adimensional, primeramente se calcula

la derivada temporal de las variables propuestas, en este caso se iniciara con la
variable x. Asi tenemos que

| = (2.5)

. K Oa H
= — —Vpe— |- 2.6
MRV (2\/,011{ g H2> (2:6)
Ahora, de la ecuacién (2.4a) tenemos que g, = —3H p,, que sustituyendo en la
ecuacion anterior se obtiene

. K

.- (—gm - WTH£> - 27)

De la definicién « = r\/py/V/3H (ec. 2.5) se tiene que \/p, = V3zH/k, por lo
que la ecuacién (2.7) resulta

.3 ik

= —§xH — xHﬁ. (2.8)
El término H/H? se puede calcular derivando la ecuacién de Friedmann (2.3) con
respecto al tiempo

2

R
2HH = ) (Po+ P2+ pv +0b) (2.9)

donde las derivadas temporales de cada componente estan dadas por el sistema
de ecuaciones (2.4). Si se sustituyen en la ecuacién anterior se llega a

2
OHH = % (=3Hp, — AHp, — AHp, — 3Hpy). (2.10)

Eliminando el factor comtin H en ambos lados de la igualdad anterior y dividiendo

entre H? se obtiene
H k2/ 3 4 4 3
e = 3 <_§px - ipz - §pu - ipb) : (211)
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Ahora, si en la dltima ecuacién se sustituyen las definiciones dadas en (2.5), se
obtiene que

H 3
— =—-1I 2.12
donde se ha definido la funcién II como
4 4
=240+ 522 + §V2. (2.13)
Finalmente, la ecuacién (2.8) se puede escribir como
3 3 3
x'zEHxH—ﬁtzﬁ(H—l)xH. (2.14)

Notese que la ecuacion anterior ain no es adimensional debido a la presencia
del pardmetro de Hubble H que tiene unidades de T~!. Para eliminar H de
esta ecuacion cambiamos las derivadas con respecto al tiempo por derivadas con
respecto al nimero de e-foldings N definido como N = Ina. Las derivadas con
respecto a N se denotaran con una prima ' sobre las variables, es decir £’ = %.
Es facil mostrar que % =H %. Por lo tanto, la ecuacién diferencial adimensional
para la variable = esta dada por

, 3
T =3 (II—-1) . (2.15)

Anélogamente, se puede obtener una ecuacién diferencial para cada variable

definida en (2.5). Por lo tanto, el sistema de ecuaciones adimensional para el

Universo de fondo resulta

¥ = ;(H—l) x, (2.16a)
o= g(n—n b, (2.16b)
3 4

"= —(II-= 2.1

z 5 ( 3) z, (2.16¢)

Vo= g(l‘[— %) v, (2.16d)

Y (2.16¢)
= Sl ,
2 g2 40 4

II = z°+b +3z +31/. (2.16f)

Notese que las ecuaciones diferenciales del sistema anterior son ecuaciones de
primer orden no lineales acopladas. La no linealidad es debida a que la funcién
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IT contiene términos cuadraticos de las variables del sistema. Como ejemplo, en
la ecuacién (2.16a) se tendria un término cibico en z. Ademads, el sistema de
ecuaciones (2.16) es un sistema dindmico auténomo, es decir, el lado derecho
de las ecuaciones del sistema no contiene términos que dependan explicitamente
de la variable independiente, en este caso N. Dado que (2.16) es un sistema
dindmico autéonomo, se puede resolver analiticamente y numéricamente sin mucha
dificultad.

Recuérdese que el parametro de densidad para una componente i se define
como §; = p;/peri, donde pe; es la densidad critica definida como pe.; = 3H? /K.
Asi, en términos de las variables adimensionales, los parametros de densidad para
las especies cosmoldgicas del Universo resultan

Q, = 2%
O, = b
Q, = 22
Q, = 7
Qn = 12 (2.17)

Dado que se ha supuesto que el Universo es plano, el contenido total de materia
energia en el Universo a cada tiempo cosmolégico debe cumplir la igualdad

Qror = + U+, +Q, +Qp = 1. (2.18)

Por lo tanto, la ecuacién de Friedmann (2.3) se puede reescribir como una ecuacion
de conservaciéon que en términos de las nuevas variables resulta

F=2> 4+ + 2+ 172+ =1. (2.19)

Esta ecuacion de conservacion sera de gran importancia al momento de obtener
una solucién numérica del sistema (2.16), ya que ésta se tiene que satisfacer
a lo largo de toda la evolucién. Asi, para una evolucién numérica con cierta
resoluciéon se tiene que cumplir que ' ~ 1. Mientras mayor sea la resolucion
menor serd el error numérico y F' se acercara méas a 1. Por otra parte, para
que una soluciéon numérica obtenida con determinado algoritmo sea confiable, es
necesario realizar pruebas de convergencia. Una prueba de convergencia consiste
en realizar evoluciones numéricas con diferentes resoluciones revisando que alguna
ecuacién de conservacion se satisfaga cada vez con menor error numérico. Por lo
tanto, se usard la ecuacién de conservacién (2.19) para realizar las pruebas de
convergencia de los diferentes algoritmos usados en esta tesis.
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2.3. Solucion analitica

Dado que se ha obtenido el sistema dindmico (2.16) para la evolucién del Uni-
verso de fondo, se puede encontrar una solucién analitica de la siguiente manera.
Si se toma la ecuacién (2.12) y se cambia al espacio de e-folding N se tiene que

H 3. H 3

— =—ll—- — =—=IL 2.20

H? 2 H 2 (2:20)
Esta tltima ecuacién se puede expresar como

(InH) = _gn. (2.21)

Ahora, si se sustituye la ecuacién (2.21) en la ecuacién diferencial (2.16a) para la
materia oscura fria se obtiene que

3

¥=—(InH)z— 5% (2.22)
la cual, también se puede escribir como

1 dx d(lnH) 3

e S 2.23

xrdN dN 2 ( )
Integrando la ecuaciéon anterior se tiene que

3
lnx:—lnH—§N+C’1, (2.24)

donde C es una constante que se puede determinar tomando como referencia la
época actual. Dado que por convencién se tiene que el factor de escala al dia de
hoy, ag, es igual a la unidad, entonces el nimero de e-foldings N|,, = 0, x|,, = xo
y Hl|., = Hop, donde xy y Hy estan dados por las observaciones cosmolégicas més
recientes, como por ejemplo, las de WMAP-7a. Asi, (' se puede calcular como

Cl = lnl‘o + In HO =1In (J?OH()). (225)

Una vez determinada la constante C, la ecuacién (2.24) resulta como

Inz = —InH — ;N-ﬁ-ln (xoHy),

zoHy 3
me = 1 ~°N. 2.2
nx n ( I ) 5 (2.26)

Aplicando las leyes de los logaritmos y exponenciales, la expresién para calcular
x finalmente es =
Lollo —3n/2
= ——e . 2.27
H ( )
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Andlogamente, se pueden obtener expresiones para cada una de las variables de
las componentes del Universo de fondo y resultan como

h — bOH06—3N/2

i% ; (2.28)
z = ZOTHOew, (2.29)
v = VOTHOe_QN, (2.30)
loH
I = OHO. (2.31)

Notese que las expresiones (2.27)-(2.31) atn dependen del parametro de Hubble
H, por lo que es necesario obtener una expresion analitica para H en funcién de
N. Esto se puede hacer de la siguiente manera. Primeramente, partamos de la
ecuacion (2.20) H'/H = —3I1/2 y usemos que IT = 22 + b? 4 322 4+ 317 (ec. 2.13)

H 3/, 4, 4
s B2 ) 2.32
i 2(30—1— +3z—|—31/) (2.32)

Ahora, sustituyamos (N, H), b(N,H), z(N,H) y v(N, H) (ecs. 2.27-2.30) en la
ecuacion (2.32)

H  3H ([,
H 2H?

4 4
a:oe’:W + bge’BN + §z§e’4N + 51/364]\[) ,

3 4 4
HAH = —§H§ <x363N +b2e N + gzge*‘“v + gyge“v) dN. (2.33)
Integrando la ecuacién anterior, se llega a la expresion
H? = Hj (x5e N + b5e N + 20e™ + 15e ™) + O, (2.34)

donde C5 es una constante que se puede determinar al evaluar la expresion al dia
de hoy, donde N|,, = 0, resultando

Hi = Hg (2§ + b5+ 2 +155) + Co, (2.35)
usando la ecuacién de conservacién (ec. 2.19) evaluada al dfa de hoy z3 + b3 +
22+ 13+ 13 = 1, se obtiene que Cy = HZI3. Por lo tanto, la ecuacién (2.34) se

puede escribir como

H? = Hj (x5e N + e N + 20e™N + 15V +17) . (2.36)
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Finalmente, se puede hacer uso de que Q, = 22, Q, = b*, Q, = 22, Q, = 12 y
O = I? (ec. 2.17) para escribir (2.36) en términos de los pardmetros de densidad
de cada componente al dia de hoy resultando

H = Hy (Qupe™ + Qe + Qe + 006N +0,,) "7

0

(2.37)

La relevancia de esta tultima ecuacién reside en que permite calcular la tasa de
expansion de nuestro Universo para cualquier época en términos de cantidades
que se pueden determinar mediante observaciones cosmolégicas al dia de hoy. Por
lo tanto, ahora que se tiene una expresion analitica para H, es posible escribir la
expresiéon completa de la evolucion de cada una de las variables adimensionales
propuestas en (2.5). Asi las ecuaciones (2.27)-(2.31) llegan a ser

/Qx06—3N/2 (2 38>
T = , .
(3N + Qye=3N + Qe 4 Qe + 0, )
0 —3N/2
b V25 (2.39)

(3N + Qye3N + Qe 4 Qe + 0, )%

- VAL (2.40)
(e 3N + Qpe 3N + O, e N + Q, e N + QAO)l/Z’
vy = Ve ™ e (241)
(e 3N + Qpe 3N + Q. e N + O, e N + Q)
Qn,

[ = 73 (2.42)
(e 3N + Qpe 3N + Qe N + Qe N + Q)

2.3.1. Resultados

En la subseccion anterior se pudieron obtener soluciones analiticas para el
caso de un Universo de fondo donde se ha supuesto que cada componente de
materia energia se comporta como un fluido perfecto. Esta solucién serd de gran
importancia para las secciones posteriores ya que con esta se pueden poner a
prueba los diferentes algoritmos que se desarrollardn para resolver los sistemas
de ecuaciones diferenciales que describen los diversos modelos cosmoldgicos que
se pretenden estudiar. Para obtener la evoluciéon de los parametros de densidad
de cada componente, basta con evaluar las funciones x, b, z, v y [ desde épocas
muy tempranas del Universo hasta el dia de hoy. Cuando el factor de escala es
a ~ 107?, la radiacién es la componente dominante del Universo. Para a < 1072,
la componente dominante del Universo sigue siendo la radiacion y no hay cambios
significativos en la evolucion cosmoldgica del Universo. Por lo tanto, se evaluaran
las ecuaciones (2.38)-(2.42) desde a = 1 x 1075, Para los pardmetros de densidad
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al dia de hoy €2, Qs,, 22y, 24y, Qp, ¥ €l parametro de Hubble actual Hy, se usaran
las mejores estimaciones dados por los resultados del satélite WMAP después de
7 anos (Komatsu et al. 2009, 2011) de mediciones. Usando los valores (1.18) de la
seccion §1.2, la evolucién de las componentes del Universo con respecto al factor
de escala se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Evolucién de los parametros de densidad de las componentes del
Universo obtenidas con las funciones (2.38)-(2.42) para el modelo CDM.

De esta gréfica, se puede concluir que la hipdtesis de que todas las componentes
del Universo se comportan como fluidos perfectos es una buena suposicién ya que
se obtiene el comportamiento esperado de la historia de expansion del Universo
(Padmanabhan 1993, Liddle & Lyth 2000). Para épocas tempranas, cuando a ~
107°, la componente dominante del Universo es la radiacién, y en segundo lugar
los neutrinos. Esta etapa de la evolucion del Universo es conocida como la época
de la radiacién dominante. La expansién general del Universo contintia y entonces
hay una época donde la densidad de energia de la radiacién es igual a la de la
materia oscura fria (€, = Q.,,). Este tiempo es conocido como la época de la
igualdad (ig) y ocurre aproximadamente cuando el factor de escala es a ~ 1074
Después de la época de la igualdad, la densidad de la materia oscura empieza a
dominar la expansion del Universo. Esta era es conocida como la época dominada
por materia. Durante la época dominada por materia se da el proceso de formacién
de estructuras en el Universo, dando lugar a la formacion de halos oscuros, que
posteriormente atraeran gravitacionalmente a la materia bariénica para dar origen
a las galaxias y cimulos de galaxias que se observan al dia de hoy. Otra etapa de
gran interés en la evolucion cosmoldgica de nuestro Universo es conocida como la
época de la recombinacién, durante la cual, los electrones se recombinan (después
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de la ultima dispersién entre fotones y electrones) con la nicleos atémicos libres,
dejando como huella de esta interaccién fluctuaciones en la temperatura de la
CMB. Esta época ocurre alrededor de a ~ 1073. Finalmente, la evolucién del
Universo empieza a ser dominada por la constante cosmoldgica que se supone
como la responsable de su expansion acelerada observada actualmente. Esta época
inicia en a ~ 107! hasta el dia de hoy y es conocida como la época dominada por
la constante cosmoldgica A.

2.4. Solucién nuimerica

Para el modelo CDM se pudo obtener una solucién analitica, sin embargo, esto
no es posible para la mayoria de los modelos cosmoldgicos y es necesario recurrir
a los métodos numéricos. Aprovechando que tenemos la solucién analitica del
sistema (2.16), ahora se obtendra su soluciéon numérica para comparar ambas
soluciones y determinar si los métodos implementados funcionan correctamente.
El sistema que se quiere resolver se reduce a un problema numérico de ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales. Debido a que en Cosmologia cominmente
se obtienen sistemas dindmicos no lineales se adoptaran el método de Runge-
Kutta de cuarto orden (RK4) (Press et al. 2002) y el método Adams-Bashforth-
Moulton (ABM) (apéndice B) que son algoritmos adecuados para resolver este
tipo de sistemas. Las condiciones iniciales se fijan en la época actual, es decir,
desde ag = 1 y se integra hacia épocas tempranas del Universo hasta a = 1 X
107, Las condiciones iniciales requeridas son los parametros de densidad de cada
componente del Universo, asi como también el pardmetro de Hubble por lo que
se tomardn nuevamente los valores (1.18) recomendados por las observaciones del
satélite WMAP-7a dadas en §1.2

2.4.1. Analisis de convergencia y resultados

Una vez que se han dado las condiciones iniciales para el sistema de ecuaciones
(2.16), se resuelve numéricamente con dos métodos de cuarto orden, el método
RK4 y el método ABM. La integraciéon numérica se llevara a cabo desde N = 0
(ag = 1) hasta épocas tempranas del Universo donde N = —13.80 (a = 1 x 1079).

Antes de realizar cualquier evolucion numérica, es necesario realizar una prue-
ba de convergencia de nuestros algoritmos para tener la certeza de que nuestro
cbdigo lleva la solucion numérica a la solucion analitica en el limite continuo. Con
esta prueba de convergencia se pretende estimar el ritmo con el cual decrece el
error numérico de nuestro cédigo, ya que no es suficiente saber que al aumentar
la resolucién Ay, el error en nuestra solucién numérica decrece. El ritmo con
el que decrece el error conforme aumenta la resolucién debe ser el esperado en
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términos de la resolucion. Por ejemplo, para un algoritmo de segundo orden los
errores esperados son de este mismo orden y para un algoritmo de cuarto orden,
los errores deben ser de orden cuatro.

Para realizar la prueba de convergencia, primeramente definimos el error
globlal numérico ¢ a cierta resolucion Ay como

€Ay = ||fAN - fOH: (243)

donde fj es la solucién analitica y fa, es una soluciéon numérica calculada con
cierta resolucién Ay. Con lo anterior, el factor de convergencia f, se puede definir
como e
fe=—, (2.44)
€2
donde €1 y €5 son los errores de dos soluciones numéricas calculadas con una
resoluciéon de Ay y Ap/o respectivamente. Para un algoritmo de segundo orden,

el factor de convergencia f, es igual a 4 y para algoritmos de cuarto orden f. = 16.

RK4

1.0000150 — N, =100
L - NPZZOO i

1.0000100 (— .—. N_=400 —
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1.0000000
F

0.9999950

0.9999900
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0.9999800

MR | M| conl | N

0.9999750 - Py
10° 107 10" 10° 10* 10" 10°
a

Figura 2.2: Valor de F' (ec. 2.19) obtenido al resolver numéricamente el sistema
(2.16) con un algoritmo RK4 para cinco diferentes resoluciones.

Comunmente, para realizar la prueba de convergencia se calcula numérica-
mente la evolucién de una ecuacién de ligadura (o una cantidad escalar) para
diferentes resoluciones. Para nuestro problema, usaremos la ecuacion de conser-
vacién (2.19). Se usardn cinco resoluciones para ilustrar el orden de los errores
encontrados tanto en el algortimo RK4 como en el ABM y posteriormente realizar
la prueba de convergencia para ambos. Para la primera resolucién se usara un
ntimero de puntos de integraciéon N, = 100 correspondiente a Ay = 0.138155,
la segunda con un ndmero de puntos de integraciéon N, = 200, que corresponde
a Ay = 0.069078, la tercera con N, = 400, cuya Ay = 0.034539, la cuarta con
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RK4

— N =100, ~10"
p L max

S5 ]
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Figura 2.3: Evolucién numérica del error ¢ dado en la ecuacién (2.43) al resolver
numéricamente el sistema (2.16) con un algoritmo RK4 para dos diferentes reso-
luciones. Se puede observar que al multiplicar el error obtenido con el doble de
resoluciéon por un factor 16 se obtiene la curva con la resolucién mas baja.

N, =800, cuya Ay = 0.017269 y finalmente con N, = 1600, cuya Ay = 0.008635.
Primeramente, se hara la prueba de convergencia del método RK4. El valor de
F para estas diferentes cinco resoluciones con el método RK4 se muestran en la
figura 2.2. En la grafica se puede observar que al aumentar el niimero de puntos,
es decir, la resolucion, el error en la ecuacién de conservacion disminuye. También
se puede notar que a partir de N, ~ 1000, la solucién numérica para F' converge
al valor esperado 1. Por lo tanto, para que el resultado numérico sea confiable, se
tiene que usar un nimero de puntos mayor a 1000. El factor de convergencia f. se
puede calcular tomando las dos primeras integraciones numéricas con N, = 100
(f1) vy N, =200 (f2) y posteriormente calcular los errores € correspondientes. Los
errores numéricos para estas dos integraciones se muestran en la figura 2.3. De la
grafica se puede notar que el error maximo para la resoluciéon mas baja (N, = 100)
es del orden de ~ 107° y para el doble de resolucién (NN, = 200) el error méaximo
es del orden de ~ 107°. Si se multiplican los errores obtenidos con esta tltima
resolucion por un factor 16, se obtiene la curva de la evolucion del error llevada a
cabo con la primera resolucién. Por lo tanto se puede concluir que el factor de con-
vergencia es 16 como se esperaba para un integrador numérico de cuarto orden.
Con el estudio de convergencia del c6digo numérico con el algoritmo RK4, ahora
se sabe que los resultados seran confiables si se realiza la integraciéon numérica con
un nimero de puntos NV, > 1000. Asi, para el calculo numérico de las cantidades
fisicas del sistema (2.16), se realiza una integracién numérica con un nimero de
puntos N, = 500,000 que se traduce en una resolucién Ay ~ 2.8 x 107°. En la
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Figura 2.4: Evolucién de la funcién II al resolver numéricamente el sistema (2.16)
con un algoritmo RK4.
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Figura 2.5: Evolucién cosmolégica de los pardmetros de densidad (2.17) de las
componentes del Universo obtenida al resolver numéricamente el sistema (2.16)
con un algoritmo RK4.
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figura 2.4 se muestra la evolucién de la funcién IT = 22 +0?+4(2%+1%) /3 (eq. 2.13).
En esta gréfica se observa que II tiene un comportamiento decreciente conforme
el factor de escala a aumenta. Esto es un reflejo de que, a épocas tempranas la
radiacién es la componente dominante del Universo por lo que IT ~ 4(2% 4+ 1%)/3.
Cuando a = 1, la radiacién es subdominante y aunque la materia no es la compo-
nente dominante, esta contribuye significativamente a la evolucién del Universo
por lo que II ~ 22 + b%. Los resultados numéricos obtenidos para los pardmetros
de densidad €2 se muestran en la figura 2.5. De esta gréfica se puede observar que
la evolucion, con respecto al factor de escala a, de los parametros de densidad
de las componentes del Universo obtenida con la integracién numérica es casi
idéntica a la evoluciéon obtenida con la solucién analitica mostrada en la figura
2.1. Al comparar la evolucién de una sola componente en una misma gréafica, por
ejemplo, para la evolucion del pardmetro de densidad de la materia oscura fria,
()., se puede ver que las dos curvas se superponen debido a que son casi iguales
como se muestra en la figura 2.6. Esto mismo se puede hacer para cualquiera de
las otras componentes y se obtendra el mismo resultado. La evoluciéon numérica
converge a la solucion analitica. Este hecho proporciona confiabilidad y certeza
de que el algoritmo esta funcionando adecuadamente. Con esto se puede concluir

que el método RK4 se puede usar para resolver este tipo de sistemas dinamicos
autonomos.

08 7 ‘
\
\
0.6 / — Analitica \
: / Numérica (RK4) 11
/ \
0.4

02

| MR T
10 10° 10* 10° 10* 107" 10°
a

Figura 2.6: Solucién analitica y numérica de €2,. La linea continua en color negro
es la obtenida con la solucién analitica y la linea discontinua en color gris es la

obtenida al resolver numéricamente el sistema (2.16) con un algoritmo RK4. Las
dos curvas coinciden.
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Figura 2.7: Evolucién de F' dada en la ecuacién (2.19) al resolver numéricamente
el sistema (2.16) con un algoritmo ABM para cinco diferentes resoluciones.

Analogamente, se puede realizar el estudio de convergencia para el método
ABM. Para esto, se usaran las mismas resoluciones que para el caso del método
RK4. La evolucién de F' para cinco resoluciones con el método ABM se muestran
en la figura 2.7. Igualmente que para el caso del método RK4, se puede observar
que al aumentar el nimero de puntos, es decir, la resolucion, el error en la ecuacion
de conservacion disminuye. También se puede notar que a partir de N, ~ 1000,
la solucién numérica para F' converge al valor esperado 1. Por lo tanto, para
que el resultado numérico sea confiable, se tiene que usar un nimero de puntos
mayor a 1000. Para este método, ABM, se tomaran las integraciones numéricas
con numero de puntos N, = 200 (f;) y N, = 400 (f>) para calcular el factor de
convergencia f. (en el caso de RK4 se usaron N, = 100 y N, = 200). Los errores
numéricos para estas dos integraciones se muestran en la figura 2.8. De la gréfica
se puede notar que el error maximo para la resolucién més baja (N, = 200) es del
orden de g1 ~ 107% y para el doble de resolucién (N, = 400) el error maximo es
del orden de €5 ~ 107", Al multiplicar el error numérico obtenido con N, = 400
por un factor 16, se obtiene aproximadamente la curva del error obtenido con
N, = 200. Por lo tanto se puede concluir que el factor de convergencia es 16 como
se esperaba para este integrador numérico de cuarto orden.

Una vez realizado el correspondiente estudio de convergencia para el método
ABM, se puede llevar a cabo la evolucién numérica de las ecuaciones que des-
criben el Universo de fondo dado por las ecuaciones (2.16). Al igual que para el
caso del método RK4, se toman como condiciones iniciales los valores dados en
(1.18). Para asegurar que la integracién numérica converga se usard un nimero de
puntos N, = 500, 000, el resultado se muestra en la figura 2.9. Se puede ver que la
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Figura 2.8: Evolucién numérica del error € dado en la ecuacién (2.43) al resolver
numéricamente el sistema (2.16) con un algoritmo ABM para dos diferentes res-
oluciones. Se puede observar que al multiplicar el error obtenido con el doble de
resolucién por un factor 16 se obtiene la curva con la resolucién mas baja.

evolucion numérica obtenida con el método ABM para los parametros de densidad
) de las componentes del Universo con respecto al factor de escala a es casi
idéntica a la obtenida con el caso analitico y con el método RK4. La comparacion
de los tres casos para el parametro de densidad de materia oscura se muestra en la
figura 2.10. Se observa que no hay diferencia significativa para los parametros de
densidad obtenidos con los algoritmos RK4 y ABM, por lo que la dindmica de la
funcion IT con el método ABM es igual a la mostrada en la figura 2.4. Para el caso
del método ABM se observa que la evolucion de la ecuacién de conservacién dada
por F' ofrece menos errores para factores de escala pequenos, que los obtenidos
con el método RK4. Sin embargo, esto no es concluyente acerca de que método
es mejor por lo cual se pueden usar indistintamente para el caso del modelo de
materia oscura fria. Dado que los sistemas de ecuaciones que rigen las dinamica
del Universo con otros modelos cosmoldgicos (por ejempplo, el modelo de materia
oscura escalar) podrian ser complicados y altamente no lineales, se usarén los
dos métodos para intentar obtener una soluciéon numérica y para corroborar los
resultados.

En la siguiente seccién se hard el estudio de la dinamica de un Universo de
fondo con un modelo de materia oscura escalar y se aplicaran los métodos descritos
en este seccion para obtener soluciones numéricas de las ecuaciones.
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Figura 2.9: Evolucién cosmolégica de los pardmetros de densidad (2.17) de las
componentes del Universo obtenida al resolver numéricamente el sistema (2.16)
con un algoritmo ABM.
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Figura 2.10: Comparacién de la evolucién obtenida para €2, con el método RK4,
el método ABM vy el caso analitico. Se observa que las soluciones se superponen,
es decir, son aproximadamente idénticas.
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Capitulo 3

Universo FLRW con materia
oscura escalar

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior se revisd la evolucién de un Universo de fondo con
el modelo estdndar CDM. También se hizo un analisis sobre los algoritmos em-
pleados para resolver numéricamente el sistema dinamico auténomo no lineal que
surge de las ecuaciones de Friedmann y de las ecuaciones de continuidad de las
distintas especies cosmoldgicas.

En este capitulo se estudiard la evolucion cosmoldgica de un Universo de fondo
para el modelo SFDM y se comparara con el modelo estandar CDM. Se consid-
erara que el Universo de fondo contiene, ademas de un campo escalar & como
materia oscura, las siguientes especies cosmoldgicas: bariones, radiacion, neutrinos
y una constante cosmoldgica como energia oscura por simplicidad. Se estudiardn
dos casos del modelo SFDM. En el primer caso se propone un campo escalar sin
potencial escalar, es decir V(®) = 0, en el segundo se explorard un campo escalar
con potencial cuadratico V(@) = m?®?/2. Para realizar este andlisis se hard uso
del formalismo de sistemas dinamicos y para el caso con potencial escalar nulo se
resolveran las ecuaciones de evolucién analitica y numéricamente. Para el caso del
potencial escalar cuadratico, se obtendra sélo una soluciéon numérica Finalmente
se discutiran las implicaciones cosmologicas del modelo de materia oscura escalar.
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3.2. Ecuaciones de Friedmann para el modelo
de materia oscura escalar

Como ya se describié en la seccién 1.5, en el modelo SFDM se propone que
un campo escalar ¢ acoplado minimamente a la gravedad y con potencial escalar
V(@) es la materia oscura. Para estudiar la evolucién cosmoldgica del Universo
con este modelo se considera, al igual que para el modelo CDM, un Universo de
fondo plano (con K = 0), homogéneo e isétropico descrito por la métrica FLRW
con factor de escala a(t). Las especies cosmoldgicas de este Universo son: un
campo escalar & = ®(¢) como materia oscura con un potencial escalar V = V (),
fotones (radiacién) (z), neutrinos (v), bariones (b) y por simplicidad suponemos
que la energia oscura es una constante cosmolégica A.

Para iniciar el analisis, se hace énfasis en las ecuaciones que describen las
propiedades fisicas de un campo escalar dadas en la seccion §1.5.1. A partir del
tensor de energia-momento 7%, la densidad de energia escalar pg y la presion
escalar Pp estan dados por las ecuaciones (1.30b) y (1.30c) respectivamente. Por
otra parte, la evolucién de la ecuacién de estado (1.32) para un campo escalar
serd de gran relevancia para determinar como se comporta este tipo de materia. Si
este campo escalar se comportara como materia oscura fria, la evolucién temporal
de wg, en promedio, tenderia a cero. Por lo tanto, el estudio de esta cantidad
serd de gran interés.

Por otra parte, al igual que en el capitulo anterior, se considera que los bar-
iones, los fotones, los neutrinos y la constante cosmoldgica se pueden mode-
lar como fluidos perfectos con una ecuacién de estado barotropica de la forma
P, = (y — 1)p,, donde < es una constante. Para los bariones 7, = 1, para los
fotones y los neutrinos v, = v, = 4/3 y para la constante cosmolégica y4 = 0. La
dindmica del campo escalar ® con potencial escalar V' en un Universo con tasa
de expansion H estd regida por la ecuacién de Klein-Gordon (1.31).

Asi, la ecuacién de Friedmann (2.1) para varias especies cosmoldgicas junto
con la ecuacién de Klein-Gordon y las ecuaciones de estado para todas las es-
pecies del Universo conforman el sistema de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon
que describe la dinamica del Universo con un modelo de materia oscura escalar
y estd dado por

2

K
H? = E(pq>+pb+pz+pu+m), (3.1a)
d + 3HP+V,e=0, (3.1b)
o 4+ 3Hp, =0, (3.1¢)
p. + 4Hp, =0, (3.1d)
oy + 4Hp, =0, (3.1e)
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or = 0, (3.1f)

donde k? = 871G, H = a/a el pardmetro de Hubble y la coma en el potencial
escalar denota derivada con respecto al campo escalar. Sustituyendo la expresion
para la densidad de energfa escalar pp = ®2/2 + V(®) (ec. 1.30b) en la ecuacién
de Friedmann (3.1a) el sistema resulta

2
H?> = %(%¢2+V+pz+pu+pb+m). (3.2a)
d + 3HD+V,e=0, (3.2b)
oy + 3Hpy,=0, (3.2¢)
p. + 4Hp, =0, (3.2d)
pp + 4Hp, =0, (3.2¢)
pr = 0. (3.2f)

La derivada temporal de la ecuacién de Friedmann (3.2a) dividida entre H?
esta dada por

H K, 4 A
T o (@2 gt oot Pb) : (3.3)

Es interesante notar que la ecuacién (3.3) es independiente del potencial escalar
V. En la siguiente seccién se definiran variables adimensionales con el propésito
de obtener una solucién numérica del sistema de ecuaciones (3.2) y (3.3).

3.2.1. Sistema de ecuaciones adimensional

Para obtener una solucién numérica al sistema de ecuaciones (3.2) y (3.3), se
proponen las siguientes variables adimensionales

L n® L BV
- A\/6H7 _ﬁH7
p= LV iz KNP
V3 H'’ V3 H'
Kk /Pv K \/PA

v = — , l= ——. 3.4

Usando las definiciones (3.4), las ecuaciones (3.2) para la evolucién del Universo
de fondo se pueden reescribir como un sistema dindmico auténomo. Para esto,
se calcula la derivada temporal de cada variable. Por ejemplo, para obtener la
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ecuacion diferencial adimensional para la variable x se tiene que

d . H
PR Sy i (3.5)
V6 \ H H?
Si se usa la ecuacién (3.2b) para despejar la segunda derivada temporal del campo
escalar, @, y después se sustituye en la ecuacion anterior se obtiene

. B
i = i(—?@—ﬁ—@—), (3.6)

NG H H?
1% H
i o= —335H—%7’¢—ﬁx}[, (3.7)

donde el primero y el ultimo términos de la ecuacion anterior se obtuvieron usando
la definicién de = x ®/+/6H. El factor H/H? estd dado en la ecuacién (3.3) y
en términos de las variables adimensionales resulta

H 3 4, 4 3
—— =22+ bV + P+ o) =L 3.8

H? 2 < 3 3 2 (38)
Dado que la ecuacién (3.3) no depende del potencial escalar, la funcién II =
222 +b% + §z2 + %1/2 estara definida de la misma manera para cualquier potencial.
Finalmente, la ecuacién (3.7) para x se puede escribir como

K V<1> 3
t=-3¢vH— —— + =Ilz H. 3.9

Igualmente que para el caso de materia oscura fria, es comtn cambiar las derivadas
con respecto al tiempo de las ecuaciones dinamicas a derivadas con respecto al
nimero de e-foldings definido como N = Ina. Las derivadas con respecto a N se
denotardn con una prima ' sobre las variables, es decir £’ = %. Asi, la ecuacion
(3.9) se puede escribir como

¥=-3v— ——2= + -z (3.10)

Al calcular las derivadas con respecto al tiempo para cada variable como se hizo
para la variable x, y cambiando al espacio de e-foldings, se obtiene el siguiente
sistema dinamico

f Ve Sy, (3.11a)

/
:—3— —_—
T x \/6 2—|—2
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, k Vezr 3
= ———+ =1 A1
u TG H? u + 11, (3.11b)
3 4
S | - 11
z 5 < 3) z, (3.11c¢)
Vo= g (H— %) v, (3.11d)
3
b= SI-1)0, (3.11e)
I = ng. (3.11f)

Por otra parte, dado que se supone que el Universo de fondo es plano, es evidente
que al dividir la ecuacién de Friedmann (3.2a) entre H? se tiene la ecuacién de
conservacién

F=r+d® + 0P+ 22+ + 1P =1. (3.12)

Igualmente que en el caso de materia oscura fria, el cdlculo de F' a lo largo
de toda la evolucién numérica dara informacién acerca de la convergencia del
algoritmo usado. Si numéricamente no se satisface que F' =~ 1, es indicativo de
que la resolucién numérica es muy baja o que el método numérico no converge.
Esta ecuacién de conservacion se puede escribir en términos de los parametros
de densidad €; = p;/peri, donde la densidad critica pe; = 3H?/k?, para cada
componente del Universo como

F=Q+ %+ +Q,+Qx =1, (3.13)

donde g es el parametro de densidad de la materia oscura escalar, €2, es el
parametro de densidad de bariones, €2, es el pardmetro de densidad de la ra-
diacién, €2, es el parametro de densidad de los neutrinos, y €25 es el parametro
de densidad de la constante cosmoldgica y estan definidos de la siguiente manera

Q@ = $2+U2,

Q = b

0, = 22

Q, = %

Qy = 12 (3.14)

Como ya se dijo, otro pardmetro importante a calcular es la ecuacion de estado
(1.32) para el campo escalar ya que es de gran interés conocer si se comporta
en algin regimen como el caso de materia oscura fria, es decir, que wg ~ 0. En
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términos de las variables adimensionales, la ecuacion de estado escalar resulta
22 —u?
22 +u?’

(3.15)

Wo

Dado que la ecuacién de Klein-Gordon (3.1b) es una ecuacién tipo oscilador
armoénico, tanto el campo escalar ® como @ oscilan temporalmente por lo que
x y u son cantidades que varian como funcién del tiempo. Asi, la ecuacién de
estado we también es una funcién dependiente del tiempo a diferencia de la
ecuacién de estado de la materia oscura fria que es una constante igual a cero.
En las siguientes secciones se estudiara la dindmica del Universo para diferentes
modelos de materia oscura escalar.

3.3. Modelo A: Potencial escalar V =0

3.3.1. Sistema de ecuaciones adimensional

En el primer modelo que se estudiara, se considera que la materia oscura
escalar tiene un potencial escalar V' = 0. Asi, la densidad de energia ps (ec.
1.30b) y la presién escalar (ec. 1.30c) Py estan dados por

1. 1.
po = 5<I>2, Pp = 5<1>2. (3.16)

Por lo tanto, aunque ® es una cantidad que varfa con el tiempo, la ecuacién de
estado, wg, es una constante igual a la unidad. Ademas Py = pg por lo que v = 2.

Es evidente que con este tipo de materia oscura escalar (V' = 0) no es posible
reproducir la evolucién cosmolégica predicha por el modelo estandar donde la
materia oscura tiene una ecuacion de estado de materia no relativista o polvo,
es decir, w = 0. Sin embargo, es interesante estudiar la dinamica del Universo
de fondo con este modelo de materia oscura escalar. Dado que no hay potencial
escalar, u = 0, y de las ecuaciones (3.11) se obtiene el siguiente sistema dindmico

3

¥ = 5(1‘[—2) x, (3.17a)

yo— ;(H—l) b, (3.17D)
3 4

/ f— —_— _——

=g (H 3) 2, (3.17¢)
3 4

, P —_— —_——

Vo= 2( 3) v, (3.17d)

ro— gm. (3.17¢)



donde la funcién II estéd dada por la ecuacion (3.8), ya que como se menciond con
anterioridad, esta funcién no depende del potencial escalar V. Los pardmetros de
densidad para cada componente de este modelo se pueden escribir como

Q'iI) = 2) Qb:b27
Q = v, Q=2
Qn = 12 (3.18)

A cada tiempo de la evoluciéon cosmoldgica se tiene que satisfacer la ecuacién de
conservacion F' = 1.

Al igual que para el sistema dindmico (2.16) del modelo estandar, se puede
obtener una solucién analitica del sistema (3.17). Para esto, se siguen los pasos
descritos en §2.3 ya que la unica ecuaciéon que cambia en el sistema, es la de la
variable x dada por la ecuacién (3.17a). En el caso de CDM era o’ = 3(I1—1)z/2.
Asi, la solucién analitica para la variable x resulta como

xr = J;OTHOe?’N, (3.19)
donde xg esta relacionado con el valor del término cinético del campo escalar en la
época actual y Hy es el pardmetro de Hubble al dia de hoy. Elevando al cuadrado
la ecuacién (3.19) y dado que Qg = z? (ec. 3.18) se llega a que pg ~ a~ .
Por lo tanto, la densidad de energia de materia oscura escalar con V' = 0 no
evoluciona como la de materia oscura fria donde pcpys ~ a=3. Por otra parte,
la densidad de energia de la radiacién evoluciona como p, ~ a~*, por lo tanto,
a épocas tempranas del Universo (a ~ 107%) la componente dominante serd la
materia oscura escalar y no la radiacién. Esto ultimo tiene varias implicaciones
cosmoldgicas como se verd mas adelante. Asi, se puede inferir anticipadamente
que un modelo de materia oscura escalar con V' = 0 no es plausible para explicar
la dinamica cosmoldgica del Universo. Para corroborar este resultado continuamos
el andlisis del modelo.

Las expresiones analiticas para el resto de las variables de las componentes del
Universo de fondo resultan iguales que para el modelo estandar y estan dadas por
las ecuaciones (2.28)-(2.31). El pardametro de Hubble, H, para un determinado
valor del nimero de e-foldings, N, estd dado por

H = Hy (Qape ™ + Qe ™V + Qe + Qe + QAO)I/Q. (3.20)

donde el subindice 0 en los parametros de densidad €2 denota que estan evaluados
en la época actual. Finalmente, la solucion analitica para un modelo de materia
oscura escalar con V' = 0 descrito por el sistema de ecuaciones (3.17) es
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0O —3N
z = Vo (3.21)

(Qp,e N + Qp e 3N + Qe NV + O, e 4N + QAO)l/Q’

b o= Ve (3.22)
(Qp,e™ N + Qp e 3NV + O, e N + O, e 4N + QAO)l/z’
. Ve (3.23)
(Qpye=ON + Oy e3N + Q, e=4N + O, e~V + QA0)1/2’
v = Ve (3.24)
(DN + Qe + Qe NV 4+ Q, eV + ) )
Qn,

b= N N 4N 4N 1/2° (3.25)
(Qpoe N + Qe 3N + Q, e N + Qe N +Qy,)

A continuacién se calculard la evolucion de las funciones anteriores y se obten-
dré una solucién numérica del sistema de ecuaciones (3.17).

3.3.2. Resultados

Primero, se evaluard la solucion analitica dada por el sistema de ecuaciones
(3.21-3.25) que corresponde a un Universo de fondo con materia oscura escalar
donde el potencial escalar V' = 0. Para evaluar el sistema de ecuaciones, es nece-
sario dar los valores de los parametros de densidad al dia de hoy para el campo
escalar, Qg,, v de las demds especies (€, .y, o, Qa,). Los valores de los
pardametros de densidad (1.18) dados en la seccién 1.2 se obtienen para el mod-
elo CDM, no es completamente vélido usarlos como condiciones iniciales para el
modelo SEFDM. Sin embargo, es posible usarlos como una primera aproximacion
ya que se espera que el modelo SFDM con algin potencial escalar V' imite la
dindmica del modelo CDM.

La evolucion cosmolégica de un Universo de fondo con materia oscura escalar
con potencial escalar nulo calculada con las funciones (3.25) se muestra en el
panel izquierdo de la figura 3.1. En esta gréafica se confirma que la dindmica del
Universo no es igual a la que se obtiene con el modelo CDM. En contraste con el
paradigma estandar, en este modelo de materia oscura escalar la radiacion nunca
llega a ser la especie dominante a épocas tempranas del Universo. De hecho, la
componente dominante en el Universo temprano es la SFDM por lo que podria
resultar en un sobrecrecimiento de las fluctuaciones de densidad de este tipo
de materia. Por lo tanto, las fluctuaciones escalares podrian colapsar antes que
las perturbaciones de materia oscura fria. Asi, el proceso de formacién de las
estructuras en el Universo se llevaria a cabo desde épocas muy tempranas. Por lo
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Figura 3.1: Solucién analitica (panel izquierdo) y numérica (panel derecho) de la
evoluciéon cosmologica del Universo de fondo con un modelo de materia oscura
escalar con potencial escalar V = 0.

tanto, si este modelo resultara valido, las observaciones cosmoldgicas mostrarian
una importante sobrepoblacién de estructuras a altos corrimientos al rojo, lo
cual no se observa. Ademads, si la materia oscura escalar domina la dindmica del
Universo temprano, la radiacion seria incapaz de suprimir la formacién de atomos
y habria una sobreabundancia de elementos primigenios.

Por otra parte, en la grafica también se observa que no hay una época de
igualdad entre materia y radiacién. Esto implica que tampoco existe la época de
la recombinacién y la CMB no se originaria. Por lo tanto, un modelo de campo
escalar sin potencial escalar no es un candidato plausible de materia oscura ya que
no es posible reproducir la evolucion cosmolédgica del Universo. Por completitud,
también se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones (3.17) para este
modelo con V' = 0. Dicho sistema se integra con los métodos RK4 y ABM desde
el dia de hoy (a = 1) hasta épocas tempranas del Universo (a ~ 107%) tomando
como condiciones iniciales, al igual que en el caso analitico, los valores (1.18) de la
seccién §1.2. Los resultados numéricos obtenidos se muestran en el panel derecho
de la figura 3.1. Como se observa, la dindmica obtenida mediante la integracion
numérica es casi igual a la obtenida con la solucién analitica. Por lo tanto se
corrobora que el cédigo usado funciona apropiadamente.
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3.4. Modelo B: Potencial escalar V = m?®?/2

3.4.1. Sistema de ecuaciones adimensional

El segundo caso de interés es un modelo de campo escalar como materia oscura
donde el potencial escalar es cuadratico de la forma

V(®) = m?*®?/2, (3.26)

donde m es la masa de los bosones asociados al campo escalar ®. Para este
potencial se tiene que pg (ec. 1.30b) y Py (ec. 1.30c) estan dados por

1. 1 1. 1
= —®% + —m*P? Py = —®* — —m*®? 3.27
P 9 =+ 2m ) P 9 2m ) ( )
Por lo tanto, la ecuacién de estado para este potencial cuadratico es
(i)z — m2P2 2 .2
L (3.28)
P2 + m2d2 2?4 u?
Asi, las ecuaciones adimensionales para este modelo se pueden deducir a partir
del sistema (3.11) y estan dadas por

Wo

, m 3

¥ = —3x-— i + 51‘[ x, (3.29a)
W = %x—l— gHu, (3.29b)
yo— g(n—n b, (3.29)
27 = g(l‘[— %) 2, (3.29d)
. g( _g) ” (3.20¢)
ro= Sm, (3.29f)

donde la funcién II estd dada por la ecuacién (3.8): IT = 222 + b? + 4(2% + %) /3.

Los pardametros de densidad, €; = p;/peri, de las diversas componentes de este
modelo de materia oscura escalar en términos de las variables adimensionales se
pueden escribir como

O = 12 (3.30)
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Ademas, recuérdese que a lo largo de toda la evolucion del Universo se tiene
que cumplir la ecuacién de conservacion de Friedmann

F=Qs+ %+ +Q,+Qy=1. (3.31)

Con lo anterior, se tienen todos los elementos necesarios para hacer un estudio
de la evolucién cosmoldgica del Universo. Es importante notar que el sistema
de ecuaciones (3.29) no es un sistema dindmico auténomo ya que las ecuaciones
(3.29a) y (3.29b) tienen un término con el factor m/H, siendo el pardmetro
de Hubble H una cantidad que tiene una dependencia explicita de la variable
de evolucion N = In(a). Por lo tanto, para obtener sin dificultad una solucién
numeérica de este sistema hay que manipularlo hasta transformarlo en un sistema
autonomo, lo cual se hara a continuacion.

3.4.2. Propuesta I

Como propuesta preliminar, se puede tomar una de las variables adimensiona-
les definidas en (3.4) para transformar el sistema de ecuaciones (3.29) en un
sistema dinamico auténomo. Dado que la densidad de energia p, es una cons-
tante durante toda la evoluciéon cosmolédgica del Universo es conveniente tomar
la variable [ para obtener H y posteriormente sustituir en el sistema (3.29). Por
lo tanto se tiene que

K pA

H= . 3.32

Nl (3.32)
Asi el término m/H puede ser escrito como
l

mo_ V3 ml_ Al (3.33)

H  /px r
donde se ha definido la constante A = v/3m/k /pa cuyo coeficiente puede ser
calculado tomando los valores dados en (1.18) de la seccién 1.2, resultando A ~

7.80 x 1032 (m/eV). Con lo anterior, se puede reescribir (3.29) como un sistema
dindmico autéonomo dado por

¥ = -3x—Alu+ ;H z, (3.34a)
o o= Alx+ gH u, (3.34Db)
yo— %(H —1)h, (3.34c)
3 4
"= - (II-= .34
z 5 ( 3) z, (3.34d)
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3. UNIVERSO FLRW CON MATERIA OSCURA ESCALAR

3 4
/ f— —_— _——
Vo= g <H 3) v, (3.34e)
, 3
U= S (3.34f)

Este sistema de ecuaciones ahora se puede resolver tomando diversos valores para
la masa del boson asociado al campo escalar lo cual se traduce en diferentes valores
de la constante A. Para ejemplificar, primero tomamos un valor ultra ligero para
la masa del bosén m = 1x10728 eV, por lo cual A ~ 7.8 x10*. Usando los métodos
ABM y RK4 y tomando las condiciones iniciales ya mencionadas, la integracién
numérica del sistema (3.34) arroja los parametros de densidad mostrados en la
figura 3.2.

PN N PR — — = e
PR L

2N

0 el e el T b e gl o 110
10° 10° 10" 10° 10° 10" 10°
a

Figura 3.2: Solucién numérica del sistema de ecuaciones (3.34) que describe la
evolucion de un Universo de fondo con un modelo de materia oscura escalar con
potencial escalar V' = m?®?/2 con m =1 x 107% V.

Como se observa en esta figura, la dindmica de los pardmetros de densidad
de las componentes del Universo cuando el bosén tiene una masa m = 1 x 10728
eV es diferente a la inferida por el modelo estandar CDM. Lo primero que se
puede notar es que, al igual que en el caso cuando V = 0, la materia oscura
escalar llega a ser la componente dominante a épocas tempranas del Universo
y nunca hay una época en la cual domine la radiaciéon. De hecho, cuando el
factor de escala es a ~ 1073, el pardmetro de densidad de la materia oscura
escalar (radiacién) presenta un ligero decremento (incremento) con oscilaciones
hacia épocas tempranas. Sin embargo, cuando el factor de escala es a < 1073
el parametro de densidad de la materia oscura escalar incrementa nuevamente
hasta llegar a ser la componente dominante. Este comportamiento en la evolucion
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cosmoldgica del Universo era el esperado, ya que los diversos estudios que se han
realizado con este potencial escalar cuadrético (ver por ejemplo Turner 1983)
sugieren que la masa de los bosones debe cumplir que m > H y debe tener un
valor aproximado de m 2 107% eV (Matos & Urena-Lépez 2001).

Este ultimo valor para la masa de los bosones del campo escalar resulta en
un valor de la constante A = 7.80 x 10°. Este valor tan grande de A implica un
problema computacional que consiste en que el sistema dindmico ahora contiene
dos escalas muy diferentes de resolucion AN; y AN, para que haya convergencia
en la solucién numérica. Es decir, considerando solamente las variables x, b, z, v
y [ del sistema de ecuaciones (3.34), que toman valores del orden de < 107!, se
infiere que bastaria usar una resolucién AN; ~ 107! para garantizar la estabilidad
y convergencia del método numérico. Sin embargo, dado que en las ecuaciones
(3.34a) y (3.34b) aparecen los términos Alu y Alx cuyo coeficiente A es del
orden 10%, la resolucién AN; ya no es suficiente para seguir las variaciones en la
solucién numérica por lo que es necesario usar una segunda resoluciéon AN,y del
orden 1/A. Por lo tanto, para garantizar la convergencia de la solucién numérica
del sistema y la estabilidad del método es necesario usar un ntimero de pasos de
integracion enorme para resolver la escala mas pequena del sistema. Este tipo de
sistemas de ecuaciones diferenciales se les conoce como sistemas rigidos (stiff ).
Para este caso en particular, el nimero de puntos N, (numero de pasos en la
integracién) para obtener la soluciéon numérica es de por lo menos 10° lo cual se
traduce en un problema de tiempo computacional asi como también de eficiencia.
De hecho, se intenté resolver, con los métodos RK4 y ABM, el sistema (3.34)
con A = 7.80 x 10° y el nimero de pasos de integracién requerido para que la
ecuacién de conservacién F' = 1 sea vélida a cada tiempo resulté ser 10'2. De
esto, se puede concluir que estos dos métodos no son adecuados ni eficientes para
resolver este tipo de sistemas rigidos, por lo tanto serd necesario implementar un
nuevo algoritmo para obtener soluciones numéricas precisas de los modelos de
materia oscura escalar cuando resulten en un sistema rigido.

3.4.3. Propuesta 11

La segunda propuesta para transformar las ecuaciones (3.29) en un sistema
dindmico autéonomo es proponer la siguiente variable adimensional

= (3.35)

S

Debido a que la masa del bosoén es una constante a lo largo de la evolucién del
Universo, la cantidad anterior se puede considerar como una medida del radio
del horizonte ry = ¢/H por lo que s = mry (recuérdese que ¢ = 1). Si se toma
el valor del pardmetro de Hubble al dia de hoy (1.18) dado en la seccién 1.2,
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3. UNIVERSO FLRW CON MATERIA OSCURA ESCALAR

el radio del horizonte actual es rgy ~ 6.65 x 1032 eV~! y considerando la masa
més favorecida m = 1 x 10723 eV se tiene que la condicién inicial de esta nueva
variable adimensional resulta en s ~ 6.65 x 10°. Este tltimo valor representa
nuevamente una dificultad al momento de intentar obtener una solucién numéri-
ca con los métodos RK4 y ABM ya que como ya se ha mencionado el sistema
de ecuaciones resulta rigido. Para eludir este obstdaculo se propone el siguiente
artificio. Observando que, para la época donde la radiacién, la materia oscura y
la constante cosmologica dominan, el parametro de Hubble se comparta como

1 2 /A
H,=— Hy=—, Hy=14/= 3.36
VA 2t7 X 3t7 A 37 ( )

se puede deducir que H tiene que ser una funcién monoténicamente decreciente
en el tiempo hasta cuando la constante cosmoldgica llega a ser la componente
dominante del Universo. Por lo tanto, se propone el siguiente ansatz para la
dinamica del pardmetro de Hubble

tOn_l
H= " (3.37)

y asf el radio del horizonte resulta rg = t"/t," ! donde t4 es la edad del Universo.
Notese que n es un exponente que debe cumplir con la restricion 0 < n < 1
para poder reproducir las épocas donde dominan la radiacién, materia oscura y
constante cosmoldgica. Con lo anterior, la variable adimensional s resulta en

tn
s= (3.38)
to"
por lo que el sistema (3.29) se puede escribir como
, 3
¥ = =3z —su-+ 51_[ x, (3.39a)
v = s+ ;H u, (3.39b)
3
Vo= 3 (IT—1) b, (3.39¢)
, 3 4
= (=2 :
2 ) 5] % (3.39d)
3 4
/ f— p— P —
Vo= g < 3) v, (3.39¢)
, 3
I = §Hl, (3.39f)
s = sys", (3.39g)
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Figura 3.3: Solucién numérica del sistema de ecuaciones (3.39) que describe la
evolucién de un Universo de fondo con un modelo de materia oscura escalar con un
potencial escalar V' = m?®?/2 con m = 1 x 1072V con k = 0 (panel izquierdo)
y con k = 1 (panel derecho).

donde se ha definido la constante sy = n(mto)= ! y el exponente k = 1 -2 FEl
sistema (3.39) ya es auténomo y se puede resolver numéricamente examinando
diferentes valores de m (s¢) y del exponente n (k). Haciendo diversas corridas
numeéricas se pudo verificar que con esta aproximacion y con los métodos RK4
y ABM no es posible llevar a cabo la evolucién numérica para valores de la
masa m > 1 x 1072% eV ya que nuevamente el sistema de ecuaciones llega a
ser rigido. Asi, para investigar la dindmica de los parametros de densidad de
las componentes en el Universo tomaremos el valor m = 1 x 1072 eV lo cual
resulta en la condicién inicial s ~ 6.65 x 10* con un valor de sy ~ 32,938 para
k =0y sy~ 1,446,593,043 para k = 1. Los resultados numéricos para estos
dos exponentes no presentan ninguna diferencia apreciable en el comportamiento
y magnitud de los parametros de densidad como se muestra en la figura 3.3.
Las graficas sugieren que hemos encontrado un modelo de Universo con materia
oscura escalar compatible con la dindamica predicha por el modelo estandar lo
cual es uno de los objetivos de este trabajo (ver figura 2.1). Sin embargo, hay
ciertas inconsistencias en estos resultados que se discutirdn a continuacién.

La primera de ellas es que la dinamica para el modelo SFDM con masa m =
1 x 10728 eV resuelto con esta propuesta II difiere a la encontrada en la propuesta
I (compare las figuras 3.2 y 3.3). Una posible causa de esta inconsistencia es que
en el ansatz (3.37) propuesto para H se ha considerado que el exponente n no
depende del factor de escala, por lo que se esta imponiendo un comportamiento
mondtono de ry para toda la evolucién cosmologica del Universo. Un ansatz més
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3. UNIVERSO FLRW CON MATERIA OSCURA ESCALAR

Figura 3.4: Solucién numérica del sistema de ecuaciones (3.39), con la funcién II
(ec. 3.41), de un Universo de fondo con un modelo de materia oscura escalar con
potencial escalar V' = m?®?/2 con m =1 x 1072 eV.

robusto para la dinamica de H que se podria considerar para trabajos futuros es

CH at n(a)—1

H = % (3.40)
donde el exponente n(a) y el coeficiente Cy(q) varian dependiendo de la compo-
nente dominante en el Universo como puede verse en la ecuacién (3.36). Otro
aspecto fundamental es el relacionado con la funciéon II en las ecuaciones de
evolucién. De la ecuacién (3.8) se tiene que II = —2H/3H?, por consiguiente,
al proponer un ansatz para el pardametro de Hubble H es necesario sustituirlo
en la expresién anterior para H, lo cual no se tomo en cuenta en el sistema de
ecuaciones (3.39). Asi que IT ya no puede ser 2z2 + b* + %zQ + 212; ahora tiene

3
que escribirse como
2
II = —50S k 1.
3

Resolviendo numéricamente el sistema (3.39) con la expresion correcta para la
funcién II y tomando las mismas condiciones iniciales y exponentes ya explorados
obtenemos que no es posible tener congruencia con los resultados anteriores ya
que como se observa en la figura 3.4, la ecuaciéon de conservacién de Friedmann
F=Qp+%+Q+Q,+0) =1 (ec. 3.13) deja de ser valida cuando el factor de
escala es a ~ 0.5 por lo que la integracién arroja solamente error numérico para
a < 0.5. Por lo tanto, se puede concluir que la aproximacién planteada en este
propuesta no resulta satisfactoria para reproducir los resultados predichos por el
modelo estandar a expensas de proponer un ansatz mas robusto para H. Dada la
imposibilidad de los métodos RK4 y ABM para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales rigidos es necesario plantear una nueva propuesta para reescribir las

(3.41)
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ecuaciones (3.29) en un sistema dindmico auténomo asi como también implemen-
tar un nuevo método numeérico idoneo para este tipo de sistemas, lo cual se hara a
continuacion.

3.4.4. Propuesta 111

En esta tercera propuesta se plantea hacer uso de la variable s = m/H (ec.
3.35) sin introducir un ansatz para el parametro de Hubble. Por lo tanto, H
estard dado por la dinamica intrinseca del sistema. Para obtener la ecuacion de
evolucién de la variable s primero se calcula su derivada temporal

: 3
Cambiando al espacio de e-foldings, la ultima ecuacién se puede escribir como

3m 3
= ——II = -Ils. 3.43
Y (3.43)
Por lo tanto, las ecuaciones (3.29) se transforman en el siguiente sistema dindmico

auténomo

3
¥=F,=-3x—su+ §H x, (3.44a)
3
u'=F, =sr+ 51_[ u, (3.44b)
3
V=F,= 3 (IT—1) b, (3.44c)
3 4
/ pr— = — —_—
d—F =3 (H 3) 2, (3.444)
3 4
= F, == (Il - = 44
v v =5 ( 3) v, (3.44e)
, 3
/= F =1l (3.44f)
3
s =F,= §H s, (3.44¢)

Como se mencioné en la propuesta anterior, una masa escalar de m =1 x 10~
eV implica que para resolver numéricamente la ecuacién (3.44g) se requiere una
condicién inicial de s ~ 6.65 x 10°. Sin embargo, nétese que para la ecuacién
de evolucién de la constante cosmoldgica (3.44f) se requiere, tomando los valo-
res de WMAP-7, una condicién inicial [ ~ 0.84. Por lo tanto, es evidente que
para resolver numéricamente la ecuacion (3.44f) se necesita una resolucién mucho
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menor que la necesaria para integrar la ecuacién (3.44g). Es decir, el sistema
de ecuaciones (3.44) tiene dos tiempos cardcteristicos, uno lento y otro réapido.
Como ya se menciond, esto es una propiedad de los sistemas de ecuaciones rigidos.
Por otra parte, los métodos explicitos multipasos como el RK4 y ABM tienen un
error numérico intrinseco de cuarto orden. Por lo tanto, si queremos evolucionar la
ecuacion 3.44g con la condicién inicial ya mencionada, se necesita una resolucion
mucho mayor al error inherente del método para garantizar su estabilidad. Esto
implica que el método requiere un enorme nimero de pasos de integracién, lo
cual resulta ineficiente. Esta es otra caracteristica de los sistema rigidos.

Se puede definir un sistema rigido de ecuaciones ordinarias como aquel que
cumple las siguientes propiedades (Migoni 2010)

= El sistema de ecuaciones es estable pero los valores propios de su Jacobiano
tienen partes reales negativas cuyo cociente entre ellas es muy grande. Esto
se traduce a que algunas componentes de la soluciéon varian mucho mas
rapido que las otras, es decir, hay modos muy rapidos y modos muy lentos
de la variable independiente sobre la cual las variables dependientes estan
cambiando.

= Si al integrar el sistema con un método de orden n y tolerancia de error
107", el paso de integracién del algoritmo debe hacerse mas pequeno que
este error para tener estabilidad numérica.

Con estas propiedades se puede concluir que el sistema de ecuaciones (3.44) re-
sultante de un modelo de campo escalar con potencial escalar cuadratico y masa
ultra ligera es rigido y es necesario implementar un método diferente a los algorit-
mos RK4 y ABM para resolverlo. Con este préposito, se implementé un algoritmo
semi-implicito de extrapolacién (descrito en Numerical Recipes in C, Press et al.
2002). Este método es de paso variable que se va ajustando de acuerdo al error
estimado para cada paso de integracion y ademas requiere el Jacobiano J del sis-
tema de ecuaciones a resolver. Para el modelo de materia oscura escalar descrito
por el sistema de ecuaciones (3.44), el Jacobiano se da en el apéndice C.

3.4.4.1. Resultados

Primeramente, se aplica este nuevo método numérico para resolver el sistema
de ecuaciones (2.16) resultante del modelo CDM. Los resultados obtenidos fueron
casi idénticos a los obtenidos con los métodos RK4 y ABM. Asimismo, para el
sistema de ecuaciones (3.34) y masa del bosén m ~ 1 x 1072 eV, el método
semi-implicito tambien arrojé resultados consistentes con los mostrados en la
figura 3.2. Con todo lo anterior, se infiere que el algoritmo funciona correctamente
y nos da certeza para obtener la soluciéon numérica del sistema de ecuaciones
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Figura 3.5: Evolucién de F' dada por la ecuacién (3.31) obtenida al resolver
numéricamente el sistema de ecuaciones (3.44) usando un método semi-implicito
de extrapolacién con resolucién Ay ~ 1 x 10710

(3.44) que describe la evolucién cosmoldgica del Universo con un modelo SFDM.
Nuevamente, se tomaran las condiciones iniciales al dia de hoy y, como primera
aproximacién, los mejores valores obtenidos por las observaciones de WMAP-5
y WMAP-T7 para los parametros de densidad de bariones, radiaciéon, neutrinos y
constante cosmologica. Como ya se menciond, la condicién inicial para la ecuacién
(3.44g) es sg ~ 6.65 x 10° quedando como tinicos pardmetros libres las densidades
de energfa cinética (z?) y potencial (u?) del campo escalar. Sin embargo, dado que
el campo escalar propuesto hace el rol de materia oscura en el Universo se debe
tener que Q¢ = 22 +u? ~ 0.23. Para el modelo que se presentard a continuacion se
tomaron arbitrariamente x ~ 0.001 y u ~ 0.222. Para garantizar la convergencia
de la solucién numérica se realizaron diversas evoluciones numéricas (al igual que
en el caso de los métodos RK4 y ABM) con diferentes resoluciones para verificar
que la ecuacién de conservacion (3.31) se cumpla con un error numérico mas
pequeno para el caso de la resolucién mas alta. En la figura 3.5 se observa que la
igualdad F' = 1 se satisface a lo largo de toda la evolucién usando la resolucién
méas alta Ay ~ 1 x 10710,

Una vez asegurada la convergencia del método de integracién numérica se
analizan los resultados con la resoluciéon més alta. En la figura 3.6 se muestra la
evolucion cosmoldgica del campo escalar que se desempena como materia oscura
en el Universo. Observe que cuando el factor de escala del Universo es a ~ 107°
este campo escalar tiene un valor de ~ 0.1. Inmediatamente después, a partir
de a ~ 5 x 1075, el campo escalar experimenta un cambio en su amplitud y
comienza a oscilar alrededor de 0, el minimo del potencial escalar, hasta el dia de
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hoy (la linea continua aparente es debida a poca resolucién en la gréfica). Este
cambio abrupto en la dinamica del campo escalar se debe probablemente a un
rompimiento de simetria a épocas muy tempranas del Universo como han sugerido
diversos autores (Kolb & Turner 1990, Liddle & Lyth 2000, Matos & Suérez
2011b, Castellanos & Matos 2012, Matos & Castellanos 2012) Las oscilaciones
del campo escalar alrededor de cero durante la época de la recombinacién (a ~
1073) son las responsables de que se comporte como materia oscura fria como se
vera mas adelante.

La evolucién cosmoldgica de la energfa cinética del campo escalar (2%) se mues-
tra en el panel izquierdo de la figura 3.7. En esta grafica se puede observar que
a épocas tempranas del Universo la energia cinética del campo es despreciable y
empieza a ser considerable cuando el factor de escala del Universo es a ~ 1073, es
decir, cuando el campo escalar empieza a oscilar alrededor del minimo de su po-
tencial escalar. Debido a estas oscilaciones del campo escalar, su energia cinética
también presenta oscilaciones pero mucho més abruptas y con una frecuencia muy
alta que inclusive no llegan a distinguirse completamente en la grafica. El panel
derecho de la figura 3.7 muestra la evoluciéon cosmoldgica de la energia potencial
del campo escalar. Al igual que la dindmica de la energia cinética escalar, la en-
ergia potencial del campo presenta oscilaciones abruptas que inician un poco mas
temprano (a partir de a ~ 10%) que las oscilaciones de la energfa cinética escalar.
Durante la época de la recombinacién del Universo, dichas oscilaciones llegan a
ser mas drasticas y presentan pequenas regiones donde estas oscilaciones parecen
aminorarse.

0.1

« 0.05F

Figura 3.6: Evolucién cosmoldgica del campo escalar con potencial escalar V =
m?®? /2 en el modelo de materia oscura escalar.
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Las oscilaciones abruptas presentes en la evolucién de la energia cinética y la
energia potencial del campo escalar son predecibles ya que la dindmica del campo
escalar estd dada por la ecuacién de Klein-Gordon (3.1b). Esta tultima ecuacién
es tipo la ecuacion de un oscilador arménico con un término de friccién debido
a la expansion del Universo. La frecuencia de oscilacion estd determinada por la
masa de la particula escalar.

Energia cinética Energia potencial
T ™
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Figura 3.7: Evolucién cosmolégica de la energia cinética (panel izquierdo) y
energia potencial (panel derecho) del campo escalar ® con potencial escalar
V = m?®?/2.

Al sumar las energias cinética y potencial del campo escalar se obtiene el
pardmetro de densidad de materia oscura escalar (ver ec. 3.30) la cual se muestra
en la figura 3.8. Es interesante notar que aunque las energias cinética y potencial
del campo escalar presentan oscilaciones muy abruptas, el parametro de densidad
de materia oscura escalar no presenta tales oscilaciones y evoluciona similarmente
al pardmetro de densidad de materia oscura fria (las pequenas diferencias en la
amplitud pueden disminuir cambiando las condiciones iniciales). Por lo tanto,
a pesar de que el campo escalar presenta oscilaciones alrededor del minimo de
su potencial escalar, estas oscilaciones no afectan significativamente la dinamica
cosmoldgica de la densidad de materia oscura escalar del Universo de fondo. En
la figura 3.9 se muestra la solucién numérica del sistema de ecuaciones (3.44) que
describe la evolucion cosmoldgica de las diversas componentes del Universo de
fondo en un modelo SFDM. Al observar la dinamica de este Universo se puede
notar que es casi idéntica a aquella obtenida con un modelo CDM mostrada en las
figuras 2.1, 2.5, 2.9. De la grafica 3.9 se pueden destacar los siguientes resultados
interesantes. Se puede observar que, al igual que en el paradigma de materia
oscura fria, las componentes dominantes a épocas muy tempranas del Universo,
cuando a ~ 107°, son la radiacién y los neutrinos. Este hecho es muy importante
para el modelo de materia oscura escalar, ya que implica que todas las predicciones

67



3. UNIVERSO FLRW CON MATERIA OSCURA ESCALAR

e —— \‘
081 2 -
2 \‘
l, \J
| =
, \\
0.6 Y/ —Q -
/, - Q@
7
| ; ,
Q
04 K
1
/
1,
F 1,
K
/
7,
02+ B
,/
p
0 Tl | | | | T
10° 10° 10" 10° 107 10" 10°
a

Figura 3.8: Parametro de densidad de materia oscura para el modelo de materia
oscura fria y para el modelo de materia oscura escalar
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Figura 3.9: Solucién numérica del sistema (3.44) que describe la evolucién de un

Universo de fondo con un modelo de materia oscura escalar con potencial escalar
V =m?®?/2 con m =1 x 1073 eV.
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del modelo estandar acerca de la nucleosintesis de los elementos primigenios no son
alteradas. Conforme el Universo sigue evolucionando, las densidades de radiacién
y neutrinos empiezan a decrecer y la densidad de materia oscura escalar comienza
a crecer. En algin momento del Universo, las densidades de materia oscura escalar
y radiacion llegan a ser iguales; a esta época se le conoce como la época de la
igualdad. En el modelo de materia oscura escalar, esta época ocurre en ae, ~
1.6 X 107* (2, ~ 6000) que estd dentro de las cotas obtenidas para el modelo
estandar. Después de la época de la igualdad, la densidad de materia oscura
escalar empieza a ser la componente dominante en la evolucién del Universo y
las densidades de radiacion y neutrinos subdominantes. Es en esta época donde
las pequenas fluctuaciones de materia oscura, en este caso escalar, comienzan a
crecer para dar origen a las grandes estructuras gravitacionales del Universo.

Después de la época de la igualdad, el Universo continia expandiéndose, por
lo que la temperatura de la radiacién (fotones) disminuye y ya no es capaz de
ionizar el medio, por lo que los electrones empiezan a recombinarse con los niicleos
atémicos. Esta época se le conoce como la época de la recombinacion y en el mode-
lo SFDM ocurre en a ~ 1073 (z ~ 1000). La recombinacién en el modelo SFDM
ocurre a la misma época que en el modelo CDM. Este es otro de los resultados
importantes de la presente tesis ya que es posible recuperar las predicciones del
modelo estandar acerca de la CMB. Otro resultado interesante que se puede
notar en la figura 3.9 es que durante la época de la recombinacién el pardmetro
de densidad de los neutrinos, €2,, es aproximadamente el 10% de la densidad
total del Universo; esta cantidad es consistente con las estimaciones hechas por el
satelite WMAP. Ademas, después de la recombinacién, la radiacién se desacopla
del resto de la materia y evoluciona debido sélo a la expansion del Universo. A
épocas tardias del Universo, la constante cosmoldgica llega a ser la componente
dominante cuando z ~ 0.7.

Con todo lo anterior, se puede concluir que en general, un modelo de ma-
teria oscura escalar con potencial cuadratico puede imitar el compartamiento
cosmolégico del Universo de fondo obtenido con el modelo estandar de mate-
ria oscura fria. No obstante, es importante tener en cuenta que se tienen como
parametros libres la densidad de energia cinética y potencial del campo escalar
que podrian llevar a pequenas discrepancias con respecto a las predicciones del
modelo estandar. El hecho de que el campo escalar se comporte cosmoldgicamente
como materia oscura fria es consecuencia de que su presién oscile alrededor de
cero, por lo tanto, su promedio temporal es (Pgp) ~ 0 como puede observarse en
el panel izquierdo de la figura 3.10. Esto implica que la ecuacién de estado (3.28)
para un campo escalar con potencial cuadratico también debe oscilar alrededor de
cero. En el panel derecho de la figura 3.10 se muestra la evolucién de la ecuacién
de estado del campo escalar con respecto al factor de escala a. Observe que we
oscila con alta frecuencia alrededor de cero variando de —1 a 1. Por lo tanto, el
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Figura 3.10: Evolucién, con respecto al factor de escala a, de la presion escalar
(panel izquierdo) y de la ecuacién de estado (panel derecho) de un campo escalar
con potencial cuadrético. Observe que (Ps) = 0 por lo tanto (we) ~ 0.

promedio temporal (wg) ~ 0. Asi, dado que la ecuacién de estado de un campo
escalar tiende a cero, entonces, este campo escalar se comportara como un fluido
tipo polvo o materia oscura fria y por lo tanto su densidad de energia pg ~ a™3
(Turner 1983, Matos et al. 2009).

Por completitud, en la figura 3.11 se compara la evolucién, con respecto al
factor de escala, de la funcién IT (eq. 3.8) del modelo de materia oscura escalar con
la obtenida con el modelo de materia oscura fria (eq. 2.13). En la grafica se observa
que, a épocas tempranas del Universo, la evolucién de II para el modelo SFDM
es casi idéntica a la del modelo CDM. Para a > 107?, la funcién II del modelo
de materia oscura escalar comienza a oscilar debido a la dinamica del campo
escalar @, sin embargo, el promedio temporal (Ilsppys) ~ Hepys. La figura 3.12
muestra la evolucién de s (ec. 3.35) con respecto al factor de escala. Como ya
se menciond, esta cantidad es una medida del radio del horizonte del Universo vy,
por lo tanto, también del parametro de Hubble. Finalmente, por consistencia, se
calcula la edad del Universo con la expresion

N
to = . ﬁdN. (3.45)
Usando la definicién para [ de (3.4) (o la ecuacién para s dada por (3.35)), la
ecuacién (3.45) se escribe como

_ V3"
= / o ldN. (3.46)

Calculando la ecuacién (3.46) se obtiene que t, ~ 13.77 Gyr. Este resultado es
consistente con la edad y el pardmetro de Hubble estimados con las observaciones
del satélite WMAP.
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Figura 3.11: Evolucién de la funciéon II con respecto al factor de escala a. El
promedio temporal <HSFDM> ~ HCDM'
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Figura 3.12: Evolucién de s con respecto al factor de escala a.
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Capitulo 4

Formacion de estructuras:
perturbaciones escalares en el
régimen lineal

4.1. Introducciéon

En el capitulo previo se estudié la evolucién de un Universo de fondo con el
modelo de materia oscura escalar. A partir de ese estudio se pudo determinar
la evolucion de un campo escalar cosmologico con potencial escalar cuadréatico
asi como también de sus energias cinética y potencial. Se encontrd que este mo-
delo alternativo puede imitar la dindmica del Universo obtenida con el modelo
estandar de materia oscura fria. En este capitulo se estudiard la evolucion cos-
molégica de las perturbaciones del campo escalar en el regimen lineal para de-
terminar si estas tienen un comportamiento creciente como el encontrado para
las perturbaciones de materia oscura fria. Al igual que en el capitulo anterior,
se reescribiran las ecuaciones resultantes a través de un sistema dindmico y se
resolveran numéricamente.

4.2. Perturbaciones escalares en el régimen li-
neal

En esta seccion se calculara la evolucion de las pequenas fluctuaciones dpg
de la densidad de campo escalar en el regimen lineal. De acuerdo al paradig-
ma cosmolégico estandar, las grandes estructuras gravitacionales del Universo se
formaron a partir de perturbaciones de materia oscura. A épocas tempranas del
Universo estas fluctuaciones son muy pequenas, sin embargo, conforme el Univer-
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so se expande, éstas comienzan a crecer y en la época donde domina la materia
crecen proporcionalmente al factor de escala a. Posteriormente, debido a la fuerza
de gravedad, colapsan dando lugar a la formacion de estructuras en el Univer-
so. En este régimen, las perturbaciones, en este caso de materia oscura escalar,
son tan pequenas de tal manera que el contraste de densidad de materia oscura
escalar definida como

0 = dpa/pe, (4.1)

resulta mucho menor a uno. Ademas, se consideran perturbaciones pequenas a la

métrica de FLRW vy, por lo tanto, pueden estudiarse por medio de teoria de per-

turbaciones lineales. En este analisis, s6lo se consideran perturbaciones escalares

en el tensor métrico. Asi, con las perturbaciones a la métrica y las perturbaciones

al tensor de energia-momento del campo escalar se obtienen las ecuaciones de

Einstein asi como también la ecuacion de conservacién de energia-momento.
Primero, se escribe el tensor métrico como sigue

Juv = ggy + 69/“/7 (42>

donde ggy es la métrica no perturbada de fondo. Las perturbaciones escalares
a la métrica a primer orden pueden escribirse en términos de cuatro funciones
escalares: la funcion lapso 1, el potencial gravitacional ¢, la funcién de corrimiento
B y el potencial anisotropico E, asi

5900 = _@<77)22¢a
0goi = 0gio = Cl(??)2Bm
0gi; = —2a(n)*(¢dij — Eij ). (4.3)

Aqui, las perturbaciones a la métrica se han escrito en términos del tiempo con-
forme n dado que esto facilita su tratamiento matematico.

Con estas perturbaciones a la métrica, el elemento de linea perturbado maés
general se puede escribir como

ds* = a(n)’[—(1+ 2¢)dn* + 2B, dnda’
+ [(1 —2¢)6;; + 2E,;;]da"dx’], (4.4)

donde ¢;; es la métrica de fondo (Malik 2001). Para estudiar la evolucién de las
ecuaciones de las cantidades fisicas, es necesario elegir una norma. Para el estudio
de perturbaciones escalares es natural elegir la norma longitudinal o Newtoniana
dado que ¥ y ¢ resultan invariantes de norma. Esta norma se define cuando B = 0
y E =0, y aplica s6lo a los modos escalares de las perturbaciones a la métrica,
lo que implica que los modos tensoriales y vectoriales no son tomados en cuenta.
con ello, la métrica (4.4) resulta

ds* = a(n)® [—(1 + 2¢)dn* + (1 — 2¢)6;;dz'da’] . (4.5)
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El tensor de energia-momento perturbado para el campo escalar se puede
escribir como la suma del tensor no perturbado Ty = T(¢) més una perturbacién
0T = 0T (x*) donde z* = [t, 2], esto es

T = Ty + 6T. (4.6)

Las perturbaciones al tensor de energia-momento son

OTY = —0pp = —(P6D — DX 4V, 6D), (4.7a)
STY =~ (@50,), (4.7)
0T} = 0Py = (D6D — %) — V5 6P)6", (4.7¢)

donde dpg es la densidad de energia escalar perturbada, d Py es la presion escalar
perturbada y 0® es la perturbacién al campo escalar. En las ecuaciones (4.7) los
puntos sobre las variables, denotan derivadas con respecto al tiempo cosmoldgico
t (£ =%), que estd relacionado con el tiempo conforme por d/dn = a(d/dt).

En la norma Newtoniana, el tensor métrico g,, llega a ser diagonal y los

potenciales escalares ¢ y ¢ son idénticos

resultando que el escalar ¢ llega a ser el potencial gravitacional. Usualmente
esta ecuacion contiene el término del tensor de esfuerzo anisotropico pero se ha
despreciado para el campo escalar. Asi, con la métrica (4.3) y el tensor de energia-
momento (4.7) perturbados, las ecuaciones de campo de Einstein perturbadas a

primer orden 5G§. = /{25T; para este campo escalar en la norma Newtoniana
resultan
- 2
—81Gopy = G6H(¢p+ Hop) — V70, (4.9a)
a
STGPID,; = 2(d+ Ho),, (4.9b)
STGoPy = 2[p+3Ho + (2H + H?)¢l, (4.9¢)

donde H es el parametro de Hubble del Universo de fondo. Estas ecuaciones son

iguales a las obtenidos previamente por Malik (2001) y Ma & Bertschinger (1995).
Las ecuaciones (4.9) describen la evolucién para las perturbaciones escalares en
el régimen lineal. Sumando las ecuaciones (4.9a) y (4.9¢) se llega a

¢+ 6Hp — %v% + (2H + 4H*)¢ = 4nG(6 Py — 0pa). (4.10)

Restando (4.7¢) y (4.7a) se tiene que 6 Pp —0pe = —2V,4. Por lo tanto la ecuacién
(4.10) resulta en una ecuacién diferencial de segundo orden para el potencial
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gravitacional ¢
. o1 .
¢+6Hp — V¢ + (2H +4H?)$p 481G V.4 6@ = 0. (4.11)
a

La evolucién cosmoldgica de las perturbaciones al campo escalar en el régimen
lineal, estd regida por la ecuacion de Klein-Gordon perturbada que resulta

. . 1 ..
0D + BHID — V0P + V,pp 0D + 2V, ¢ — 40¢ = 0. (4.12)
a

Asi, resolviendo las ecuaciones (4.9), (4.11) y (4.12) obtenemos la dindmica de
las perturbaciones escalares en el régimen lineal, sin embargo, estas ecuaciones
contienen el término VZ¢ que podria resultar tedioso al intentar obtener una solu-
cién numérica. Por lo tanto, es comun transformar estas ecuaciones en el espacio
de Fourier, en el cual, cada modo de Fourier se propaga independientemente. A
primer orden, las componentes de Fourier se obtienen directamente. Por ejemplo,
la perturbacion d® esta relacionada a su transformada de Fourier 0®; por

§®(t,z") = / d*kod(t, k') exp(ik;z’),
_ / 6Dy exp(ikiz’), (4.13)

donde k es el nimero de onda. El niimero de onda se define como k = 27/ Ay,
donde )\, denota la longitud de escala de la perturbacion escalar.

Asi, sustituyendo las ecuaciones (4.7a) y (4.7¢) en las ecuaciones perturbadas
(4.9), estas se escriben en el espacio de Fourier como

. 2k2 .. )
+V,e 0Py), (4.14a)
2Hoy + dp) = STGDIDy, (4.14D)

2d + 3Hy, + (2H + H2)y] = SrG(D5d, — ¢, b2
—V,p 0D},). (4.14c)

Por lo tanto, la transformada de Fourier correspondiente a la ecuacién (4.11)
resulta en
2

b + 6HGy, + <$ +2H + 4H2) dr + 871GV, 60, = 0, (4.15)

y la ecuacién de Klein-Gordon perturbada (4.12) se transforma en

y . k2 .
5D, + 3HD,, + (—2 + V,M)) 5By, + 204V, —Addy, = 0. (4.16)
a
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El conjunto de ecuaciones (4.14), (4.15) y (4.16) describen la evolucién cosmoldgi-
ca, en el régimen lineal, para una perturbacién de materia oscura escalar con
nimero de onda k. La ec. (4.14a) estd relacionada con la evolucién cosmoldgica
de la densidad de energia escalar; la ec. (4.14c) estd relacionada con la dindmica de
la presion escalar; la ec. (4.14b) describe la evolucién del potencial gravitacional
y finalmente las ecuaciones (4.15) y (4.16) describen la dindmica cosmoldgica de
las perturbaciones al potencial gravitacional y al campo escalar respectivamente.
Las ecuaciones (4.15) y (4.16) representan osciladores arménicos con términos
de amortiguamiento debidos a la expansion del Universo que van como 6 H gbk 0
3HG&P, respectivamente, més términos de una fuerza externa. Ahora, haciendo
un andlisis de la ecuacién (4.15) se mﬁere que las fluctuaciones gravitacionales
pueden crecer si se cumple la condicién & = - +2H+4H? < 0. Dado que el parametro
de Hubble es una funcién decreciente en el tiempo se tiene que H < 0y, por lo
tanto, el término 2H es negativo y asf la dltima condicién podria satisfacerse. En
el caso de las perturbaciones de materia oscura escalar (ec. 4.16), la situacién cam-
bia dado que las perturbaciones solo pueden crecer si la condicién ';—Z +V,ee < 0 se
satisface. Esto s6lo sucede si Vg < 0y k?/a? es suficiente pequeno. Esto tltimo
se puede dar en el siguiente escenario. Si suponemos que a épocas muy tempranas
del Universo un campo escalar ® estd acoplado al bafio térmico con temperatura
T, podemos considerar que su potencial escalar es tipo sombrero mexicano (Kolb
& Turner 1990) corregido a un lazo dado por

m4

L oozo  Aza | Aiozo 4
V(®) = —§m o7 + Z(I) + §T ) %0 T + o (4.17)
donde m es un parametro de masa y A es una constante de auto interaccion. Es
importante notar que el término que contiene el pardametro de masa es negativo,
por lo que, a cierta temperatura critica el campo escalar puede experimentar un
rompimiento de simetria. A esa temperatura critica, el potencial escalar cumple
con V35 < 0. A una temperatura debajo de la critica, el campo escalar exper-
imenta una transicion de fase y o — ®, m — m y el potencial escalar resulta
V(®) = m*®?/2 (Magaiia et al. 2012). Por lo tanto, una perturbacién escalar sélo
podria comenzar a crecer a partir de esta transicion de fase del campo escalar.
Después de esta transicion, las fluctuaciones escalares podrian seguir creciendo
hasta colapsar y formar estructuras gravitacionales que hagan el rol de halos de
materia oscura.
Asi, el término (Z—; + Voo ) es muy importante en el estudio de las perturba-

ciones escalares ya que define un nimero de onda efectivo, equivalente al niimero
de onda de Jeans para materia oscura fria, dado por

kefj = \/ CLZV,qxp, (418)
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de tal manera que una fluctuacién 6®, podra crecer sélo si su nimero de onda
satisface la relacién k < kes;. Con lo anterior, es posible definir una longitud
efectiva de Jeans (Ma et al. 1999, Hwang & Noh 2001, Mota & van de Bruck
2004, Khlopov et al. 1985) para el campo escalar con potencial cuadratico como

Meefs = 21 /ar/V, oo = 27/ma. (4.19)

Solo las fluctuaciones escalares con escalas A\, > Apcys crecerdn y formaran es-
tructuras gravitacionales.

Es interesante que esta longitud efectiva de Jeans es inversamente proporcional
al valor de la masa del bosén asociado al campo escalar. Por lo tanto, al fijar
un valor para esta masa, se determina naturalmente un corte en el especto de
potencias de masa lo cual implica que en este modelo de materia oscura escalar
es posible evitar el problema del exceso de subestructuras o galaxias satélites (Hu
et al. 2000, Matos & Urena-Lépez 2001) del modelo esténdar de materia oscura
fria. Asi, para la masa ultra ligera de ~ 1072 eV, la longitud efectiva de Jeans
para un campo escalar en la época de la recombinacién (@ ~ 107%) es Agess ~ 4
kpc.

Ya que es comtn que el crecimiento de una perturbacion cosmolégica se estudie
mediante la evolucién de la ecuacion de su contraste de densidad, se derivara a
continuacién. Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién (4.7a),
se obtiene

5pp = (D4 V,p )P + (0D + V,pg 6 — &) — 20D, (4.20)

Desarrollando la transformada de Fourier de la ecuacién (4.20) y sustituyendo las
ecuaciones (1.31), (4.14) y (4.16), se llega a

2k

a?k?

Spo = —6HDD, + 66, D2H — = (Hoy + ) + 3dpd. (4.21)

Ademas, de las ecuaciones (4.7a) y (4.7¢), se tiene que
6Py + 0pg = 206D, — 20%¢,,. (4.22)

Asi, sustituyendo (4.22) en la ecuacién (4.21) se obtiene

2

. ok . .
Ope = —3H(0Ps +0pe) — —— (Hox + dx) + 3¢ D> (4.23)
Ademas, del capitulo anterior, se sabe que
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Para obtener una ecuacién de evolucién para el contraste de densidad lineal de
las perturbaciones al campo escalar se toma la derivada temporal de la definicion
de 6 = dpe/pe (ec. (4.1) obteniendo

. $pg — p.

5 Ope = red
P

Sustituyendo las ecuaciones (1.30b), (4.23) y (4.24) en la ecuacién (4.25) se ob-

tiene una ecuacién diferencial de primer orden para el contraste de densidad lineal
de la materia oscura escalar dada como

(4.25)

. SP. .
6+ 3H <—‘I’ - wq)) § = 3¢pFy — Gy, (4.26)
5p<1>
donde Fy se ha definido como
Fp =1+ we. (4.27)
y la funcién Gy por
2k &y, + Hoy,
G¢ = 5 2 . (428)
a’k P

La ecuacién (4.26) resultante para materia oscura escalar difiere a la obtenida
para el modelo de materia oscura fria dada por

depm = B(bk,CDM- (4.29)

Ademsds, dado que dpgp, 0Pp, y we dependen de @ y ®, que son funciones oscila-
torias, entonces el contraste de densidad lineal de materia oscura escalar también
presentara dichas oscilaciones. Sin embargo, tomando el promedio temporal de la
ecuacion (4.26) se tiene

0+ 3H (<§’%> — <wq>>) 0 =3¢ (Fo) — (Gy) - (4.30)

De acuerdo a trabajos previos, en la época donde domina la radiacién y en
la época donde domina la materia, el término (§Ps/dpe) en la ec. (4.30) es = 0
(ver por ejemplo Matos & Urena-Lépez 2001). Esto es porque dPg oscila muy
rapido alrededor de cero, mientras que dpge permanece casi constante durante
una oscilacién § Pg. Este comportamiento seré confirmado numéricamente en §4.3.

Sin embargo, el promedio temporal <§%> no necesariamente es idéntico a cero.

Ademas, de la figura 3.10 del capitulo 3, se tiene que (wg) =~ 0. Por otra parte,
dado que se estd usando una aproximacién post-Newtoniana, el término G se
puede ser despreciar, como los resultados numéricos confirmaran en la siguiente
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seccién. Asi, la ecuacién (4.30) del contraste de densidad para el campo escalar
resulta ' '
§ = 3¢y (4.31)

Consecuentemente, no solo el campo escalar ® se comporta muy similar a materia
oscura fria en el Universo de fondo, las ecuaciones (4.30) y (4.31) indican que
también las perturbaciones escalares y, por lo tanto, el comportamiento creciente
de los modos k se recupera para el modelo de materia oscura escalar.

Ahora, ya tenemos todos los ingredientes para realizar un estudio numérico
de las perturbaciones escalares.

4.3. Solucién numérica de la evolucién de las
perturbaciones lineales escalares

En esta seccién, se obtendra una soluciéon numérica para la evolucién cos-
mologica de las fluctuaciones lineales escalares, dpg, asi como del contraste de
densidad lineal. Recuerde que las ecuaciones a resolver arrojaran resultados vali-
dos sélo mientras se cumpla la condicién § = dpe/pe < 1. Asi, para resolver
las ecuaciones (4.14), (4.15), (4.16) y (4.26) se definen las siguientes variables
adimensionales

ll = ¢k7 l2 = ¢k/H7 Y1 = 57

K 5P K 0D,
—0P,, 2m=——.
76 k 2 7o H

Usando estas variables, las ecuaciones se pueden transformar en el siguiente sis-
tema dindmico auténomo con respecto al nimero de e-folding

lll = lg, (433&)
11 k’282l1
2 = 2, (4.33¢)
! 11 2 k2
2o = 329 3 1) —2s prpe + 1| —2usly + 4lx, (4.33d)
2
Tz9 — 2%l — uszy Go
= =3 — 3loFe — — 4.33
h {(3322 — 22l + uszl> wq}] it ohle = (4.33¢)

donde Ggo/H = 2k*s* (I1 + l5) /3a*m?*Qg. Estas ecuaciones de evolucién depen-
den de las funcioness s, x, u, y II que fueron obtenidas numéricamente en la
seccién §3.4.4. Por otra parte, en vez de usar la ecuacién diferencial (4.33e) para
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Figura 4.1: Evolucion de la perturbacién escalar §® como funcién del factor de
escala a.

el contraste de densidad lineal y;, también es posible obtener una expresion alge-
braica para y; usando las ecuaciones (1.30b) and (4.7a), que en términos de las
variables adimensionales se escribe como

2z (2 — al
gy = 222 élHuszﬂ_ (4.34)
P

Para obtener una solucién numérica del sistema de ecuaciones (4.33) desde épocas
muy tempranas del Universo hasta que y; ~ 1, se dan las condiciones iniciales en
a; = 107%. Dado que se pretende que las fluctuaciones de campo escalar crezcan
de manera similar a las perturbaciones de materia oscura fria en la época donde
domina la materia, se toma una longitud de la perturbacion escalar de A\ = 2
Mpc, asegurando que A\, > Aicrs. A esta época, se toma un contraste de densidad
§=1x10"7, 11 ~1x10% I ~5x 1075 2, ~5x 10y 20 ~ 1 x 107* En
el inicio de la integraciéon numérica s ~ 8 x 1071, por lo tanto, no es necesario
usar el método semi-implicito para sistemas de ecuaciones rigidos y se usan los
métodos RK4 y ABM.

En la figura 4.1 se muestra la evolucién cosmoldgica del campo escalar pertur-
bado como funcion del factor de escala a. A épocas muy tempranas del Universo,
tanto el campo escalar como su perturbacion estan en equilibrio térmico con las
demas componentes, por lo tanto, la amplitud de las oscilaciones de P es grande.
Conforme el Universo se expande, el campo escalar se desacopla del resto de las
diversas componentes del Universo alrededor de a ~ 107 y empieza a oscilar
alrededor del minimo del potencial escalar (®,,;, = 0). Su perturbacién §® tam-
bién oscilara y se estabilizara alrededor de este minimo, disminuyendo la amplitud
de sus oscilaciones.
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Figura 4.2: Evolucion del potencial gravitacional ¢ como funcion del factor de
escala a.

La evolucién del potencial gravitacional ¢ de la fluctuacion escalar se mues-
tra en la figura 4.2. A épocas tempranas del Universo, ¢ tiene una amplitud
considerable (~ 107°) debido a las interacciones gravitacionales de la materia
oscura escalar con la radiacién. Con la expansiéon del Universo, las interacciones
gravitacionales entre la radiacion y el campo escalar disminuyen y, por lo tanto,
también el potencial gravitacional. Cuando la materia oscura escalar se desacopla
de la radiacién, el potencial gravitacional permanece constante. La dinamica cos-
moldgica de ¢ es muy similar a la que se obtiene en el modelo de materia oscura
fria (ver por ejemplo los resultados de Ma & Bertschinger 1995). En la figura 4.3
se muestra la evolucién cosmoldgica de la sobredensidad dpe (panel izquierdo) y
de la presién perturbada Py (panel derecho).

En esta figura se puede observar que dPsp presenta muchas oscilaciones en
una sola oscilacién de dpg. Ademds, también se puede observar que si se toma el
promedio temporal de (0 Pg) este es &~ 0. Esto resulta importante en la dindmica
del constraste de densidad como se verd a continuacion. En la figura 4.4 se muestra
la evolucién cosmolégica de § Py /dpg. De esta grafica se observa que el promedio
temporal de este cociente (6 Pp/0pg) es ~ 0 (aunque no necesariamente es idéntico
a cero). Como ya se menciond, la razén principal de que este promedio tienda a
cero, es el hecho de que (§Ps) = 0. Los pulsos que se observan, por ejemplo en
a~4x107% se deben a que dpg atraviesa su punto de equilibrio.

Ahora, se analizard el comportamiento de los términos extras Fp y G, de la
ecuaciéon (4.30). En la figura 4.5 se muestra que el promedio temporal de (Fg)
tiende a 1. Por otra parte, en la figura 4.6 se muestra la evolucién de G, con
respecto al factor de escala a. De esta gréfica se observa que G, se mantiene casi
alrededor de cero en toda la evoluciéon numérica y presenta pequenas oscilaciones
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Figura 4.3: Evolucién cosmolégica de la densidad de campo escalar perturba-
da dpe (panel izquierdo) y presién escalar perturbada 0Pp (panel derecho). El
recuadro de esta tltima grafica muestra las oscilaciones de la presién escalar per-

turbada en el intervalo 1.5 x 1073 < a < 2.5 x 1073,

en la época de la recombinacién debido a la expansién del Universo y por tanto
del incremento de s. Asi, el promedio temporal (Gy) ~ 0, por lo que, el segundo
término en el lado derecho de la ecuacién (4.30) se puede despreciar. En el capitulo
anterior se vié que (wg) — 0 (ver Fig. 3.10), por lo tanto, cuando se toma el
promedio temporal de la ecuacién (4.30) del constraste de densidad lineal para
materia oscura escalar los resultados numéricos confirman que se reduce a la
ecuacion (4.29) la del modelo de materia oscura fria.

Finalmente, en la figura 4.7 se muestra la evolucién del contraste de densidad
de materia oscura escalar como funciéon de a. Para corroborar la convergencia
de la integracion numérica, en esta grafica se muestran los resultados obtenidos
al resolver la ecuacién diferencial (4.33e) y la expresién algebraica (4.34). Dado
que las dos curvas se sobreponen, se puede concluir que la solucion numérica
converge. Asi, se observa que el contraste de densidad evoluciona suavemente a
épocas tempranas del Universo. Posteriormente,  comienza a crecer alrededor de
a ~ 5 x 107*. Las pequenias fluctuaciones en el contraste de densidad de materia
oscura escalar son suficientes para inducir la formacion de estructuras gravita-
cionales en el Universo. Por lo tanto, la regiones con pequenas sobredensidades y
longitudes mayores a la longitud efectiva de Jeans para una determinada época,
podrian formar los halos oscuros de las galaxias. Sin embargo, como se vera en
el siguiente capitulo, las estructuras gravitacionales de campo escalar colapsan y
virializan mas temprano que las de materia oscura fria. Durante y después de la
época de la recombinacion, el contraste de densidad lineal de la materia oscura
escalar parece crecer de la misma manera que la del modelo estandar de materia
oscura fria como ya se ha visto analizando la ecuacién (4.30) (Ma & Bertschinger
1995). Esto implica que si el campo escalar estd oscilando alrededor del minimo
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Figura 4.4: Evolucion del término 0 Py /dpe vs. a que aparece en el lado izquierdo
de la ecuacion del constraste de densidad lineal (4.30).

Figura 4.5: Evolucién del término (Fg) de la ecuacién (4.30).

del potencial escalar cuadratico, el campo escalar se comporta en un Universo
FLRW como materia oscura fria y ademads sus perturbaciones crecen como las del
modelo estandar. En resumen, a pesar de que la evoluciéon numérica del sistema
(4.33) es complicada debido a las oscilaciones del campo escalar, se pudo obten-
er una solucion convergente. Tomando los promedios temporales de las diversas
cantidades relacionadas con el campo escalar y sus perturbaciones, se concluye
que el contraste de densidad de materia oscura escalar crece de la misma manera
que el contraste de densidad de materia oscura fria. Esto ltimo es otro de los
resultados importantes de la presente tesis.
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Figura 4.6: Evolucion del término (G,) de la ecuacion (4.30).
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Figura 4.7: Evolucién del contraste de densidad lineal § de materia oscura escalar
para una perturbacién con A\, ~ 2 Mpc calculada con la ecuacién diferencial
(4.33e) y la expresién algebraica (4.34). El recuadro muestra las oscilaciones del
contraste de densidad cuando a > 1073,
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Capitulo 5

Formacion de estructuras:
perturbaciones escalares en el
régimen no lineal

5.1. Introduccion

En el capitulo anterior, se estudié la dinamica de las perturbaciones de la mate-
ria oscura escalar en el régimen lineal. En este limite, las perturbaciones escalares
tienen un comportamiento creciente similar al obtenido para el modelo CDM. En
este capitulo se estudiard la evolucion cosmoldgica de las perturbaciones de la
materia oscura escalar en el régimen no lineal (NL), es decir, cuando el contraste
de densidad es 6 > 1. El estudio de las fluctuaciones escalares en este régimen se
ha abordado con enfoques analiticos y numéricos. Por ejemplo, un primer estudio
realizado sobre la inestabilidades gravitacionales no lineales de un campos escalar
cosmoldgico fue desarrollado por Khlopov et al. (1985). Recientemente, Woo &
Chiueh (2009) desarrollé un estudio numérico de la formacién de estructuras y
del espectro de potencias de masa para un modelo de materia oscura como campo
escalar y condensados de Bose-Einstein. Aqui, el estudio del proceso de formaciéon
de estructuras con un campo escalar se hara en el marco del modelo de colapso
esférico (Padmanabhan 1993). Este andlisis se desarrollara a partir del final de la
integracién numérica del régimen lineal, es decir, en la época de la recombinacion
cuando a ~ 1072, Nuevamente se considera un potencial escalar cuadratico y una
masa escalar ultra ligera de m ~ 1072 eV. Con el objetivo de investigar si las
fluctuaciones escalares pueden colapsar a una estructura virial se reescribiran las
ecuaciones como un sistema dindmico auténomo y se resolvera numéricamente.
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5.2. EIl modelo de colapso esférico

El modelo de colapso esférico propuesto por Gunn & Gott (1972) es una
herramienta simple pero fundamental para entender el crecimiento de las fluc-
tuaciones de materia en el Universo. Este modelo considera que las estructuras
gravitacionales en el Universo se pueden describir mediante la evolucién de una
regién esférica con una pequena sobredensidad cosmoldgica, es decir, que la sobre-
densidad sélo depende del tiempo y no de las coordenadas espaciales, este perfil
de densidad se conoce como top-hat. A épocas muy tempranas del Universo, esta
regién esférica evoluciona junto con el Universo de fondo. Posteriormente, a una
determinada época, debido a su sobredensidad, esta region se desacopla de la ex-
pansién general del Universo, empieza a frenarse, alcanza un radio maximo R,
y eventualmente comenzard a colapsarse virializandose y estabilizdndose a una
region de tamano finito. A pesar de ser un esquema sencillo, con el modelo del
colapso esférico se puede inferir, aceptablemente, la época del colapso de una per-
turbacién asi como su contraste de densidad a cada momento de su evolucion. Es
por esto que el modelo de colapso esférico se ha usado ampliamente para estudiar
las fluctuaciones de campos escalares como energia oscura (Wang & Steinhardt
1998, Weinberg & Kamionkowski 2003, Mota & van de Bruck 2004, Horellou &
Berge 2005, Maor & Lahav 2005, Nunes & Mota 2006, Wang 2006). No obstante,
el modelo de colapso esférico con un modelo de materia oscura con campo escalar
aun no se ha estudiado.

Para iniciar este estudio consideramos una regién esférica sobredensa, que
llamaremos cimulo, embebida en el Universo de fondo descrito en la seccion
§3.4. Este cumulo, se concibe como una pequena perturbacién escalar con perfil
de densidad top-hat. Como ya se menciond, este cimulo eventualmente colap-
sara implicando que su curvatura no sera constante, por lo que, la dinamica de
esta region no puede ser descrita por la ecuacion de Friedmann. Siguiendo el for-
malismo del modelo de colapso esférico, las ecuaciones que rigen la evolucion del
cimulo con un campo escalar perturbado, ®,, son la ecuacién de Raychauduri y
la ecuacién de Klein-Gordon perturbada dadas respectivamente por

R K2
- "% (po, + po + ps + pu + pa + 3Py, + 3P, + 3P, +3Py), (5.1)
. R.
o, + 3§<I>p + Voo, = 0, (5.2)

donde R es el radio del cimulo, V, = V(®,) es el potencial escalar perturba-
do, pu, p. (P.), py» (P,), pa (Pa) son las densidades (presiones) no perturbadas
de bariones, radiacién, neutrinos y constante cosmologica respectivamente. Los
puntos sobre las variables, 5 = %, denotan derivadas con respecto al tiempo
cosmoldgico. Ademds, el campo escalar perturbado del cimulo esta dado por
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O, = &+ §P(R;,t), donde & = D(¢) es el campo escalar del Universo de fondo
y 0® es una pequena perturbacion escalar. Es importante enfatizar que 0® no
depende de las coordenadas espaciales. Por lo tanto, esta perturbacion escalar
es homogénea dentro del cimulo (asegurando asi un perfil de densidad top-hat)
y ésta s6lo depende del radio inicial R; del cimulo y del tiempo. La densidad
escalar perturbada pg, y la presion Py, dentro del cimulo estdn definidas como

pe, = pPo+ 5[)@, (53)
Pcpp = P¢+5P<p, (54)
donde dpg esta dado por
1. ..
Spo = 55<1>2 + 35D + V,p 60, (5.5)
y 0 Py como
1. ..
5Py = 55<1>2 + $6D — V0. (5.6)

Notese que las ecuaciones (5.5) y (5.6) difieren de (4.7a) y (4.7¢) en que aqui des-
preciamos los términos que dependen de las coordenadas espaciales pero no los
términos de segundo orden. La ecuacion de estado, ws,, para el campo escalar
perturbado @, del ciimulo se define como Pg,/ps,. Al igual que la ecuacién de
estado we para el Universo de fondo, esta también presentard oscilaciones.

Dado que el interés radica en el crecimiento de las perturbaciones escalares,
en el analisis de la dindmica del ciimulo no se han tomado en cuenta las pertur-
baciones de los componentes de radiacién dado que no tienen modos crecientes
que afecten al proceso de formacién de estructuras. Asimismo, tampoco se han
incluido las perturbaciones baridénicas porque se supone que los bariones seran
atraidos por el potencial gravitational del halo escalar virializado. Por otra parte,
las perturbaciones de energfa oscura (constante cosmoldgica) no son importantes
a escalas por debajo de 100 Mpc (Caldwell et al. 1998, Wang 2006). Ademas, los
efectos de algin tipo de energia oscura sobre la virializacion de la materia oscura
todavia es un tema abierto.

Sustituyendo (5.5) y (5.6) en las expresiones para pg, y Py, ¥ posteriormente
en (5.1) y (5.2) se tiene que

» 2 . . . .
% _ _% <2c1>2 + ADSD + 260" — 2V — 250V .
+pb + 2pz + 2pr/ - 2pA) ) (57)
; R . . (R &
50 = 3250 30 (2 %) — 50V.0e. 5.8
R (R (I) yOP ( )
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Ahora, asumiendo el potencial escalar cuadrdtico V' = m?®?2/2, las ecuaciones
que describen la dindmica del cimulo resultan en

1. o

Spo — §5¢>2+¢>5q>+m2®5¢>, (5.9a)
1. .

5Py — §5<I>2+¢>6<I>—m2®6®, (5.9b)

R K2 (., . 9 - )
= = _E@CD 4 AD6D + 25" — m2d? — 2m2D5D
+ oo+ 2p. + 2p, — 2p4), (5.10a)
. R . . (R &
00 = —3=00—-3P=— =] —m?. 1
R(S 3 (R a) m28 (5.10b)

Aligual que en el régimen lineal, es comun estudiar las perturbaciones cosmoldgi-
cas mediante la ecuacién del contraste de densidad no lineal definida como

6nl = 5pq>/pq>, (511)

donde pg, ¥ dpe estan dadas por las ecuaciones (1.30b) y (5.9a). Asi, para obtener
una ecuacion de evolucién para el contraste de densidad no lineal de las pertur-
baciones al campo escalar se toma la derivada temporal de la ecuacién (5.11)
obteniendo ‘
0ps — Paon
Po .
Tomando la derivada temporal de (5.9a) y combinando con la ecuacién (1.31) se
llega a

O = (5.12)
Spp = 0D (cb + 5'<1>) +d <m25q> - 3H5‘<1>) . (5.13)
Por otra parte se tiene que

P + P‘P = (1)27
Spo+ 0Py = 0O + 205, (5.14)

Asi, sustituyendo la ecuaciones (5.10b) y (5.14) en (5.13) se obtiene

(5,5@ = —3% (0pg + 0Psp) + 3 (po + Ps) <% — g) — MDD, (5.15)
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Al sustituir la dltima ecuacién (5.15) y (1.30b) en la ecuacién (5.12), se obtiene la
ecuacién diferencial para el contraste de densidad no lineal para materia oscura
escalar

E(l-’-(sﬁ) + FoH

Ol = —3
: R (Spcp

R
Opi + 3Fs (H - E) — Iso. (5.16)

Recuerde que la funcién Fy estd dada por (4.27) y se ha definido la funcién
Ise = m20P6D/ po.

5.3. Virializacion del camulo

En esta seccion se daran las relaciones de las cantidades fisicas del ctimulo
entre el punto de su méxima expansion y de su virializaciéon. Como ya se menciond,
el ciimulo evoluciona con la expansién del Univero pero debido a su sobredensidad
dpe empieza a desacoplarse lentamente del Universo de fondo alcanzando un radio
maximo R,,q.. Posteriormente, el cimulo contintia su evoluciéon y comienza a
colapsarse hasta que R = 0. Sin embargo, esto no sucede fisicamente y resulta de
nuestra suposicion de colapso radial. En realidad, el cimulo debe virializarse y
formar una estructura gravitacional de tamano finito. Para calcular el radio virial
R,;. de esta configuracién gravitacional escalar se usa el principio de conservacion
de la energia y del teorema virial aplicado para esta region esférica.

Primero, se considera que hay conservacion de energia entre el punto de maxi-
ma expansion y el tiempo de virializacion. Esta condiciéon de equilibrio es

ETot |maa: = ETot |Uir7

U‘max = <T+U>|mr7 (517)

donde Er, =T + U es la energia total del camulo, T es su energia cinética y U
su energia potencial. En el tiempo de méxima expansion se tiene que R|maa: =0,
por lo tanto, T},.. = 0.

Por otra parte, aplicando el teorema del virial (para la validez del teorema
del virial en subsistemas con campos escalares ver Maor & Lahav 2005, Caimmi
2007) en el instante donde ocurre la virializacion se tiene

2Tvir + U’Uir == 0 (518)

Es usual relacionar la energia cinética 7' a la energia potencial U mediante
ou
2Tvir — | R4

)
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Combinando las ecs. (5.17) y (5.19), se puede obtener el radio virial R,; de la
estructura gravitacional escalar. Para hacer esto, es necesario calcular la energia
potencial para todo el sistema, incluyendo la energia potencial de la interacciéon
entre la materia oscura escalar y todas las demds componentes del sistema (ver
Caimmi 2007, para una discusién). Sin embargo, aqui se asume que los efectos
de las otras componentes se pueden despreciar dado que sus densidades son mas
pequenas que la densidad de materia oscura escalar. Ademas, por simplicidad,
el término debido a la constante cosmoldgica es despreciado. Asi, solamente se

calcula la auto energia potencial, Usg,, debido al campo escalar ¢, del ciimulo y
estd dada por (Landau & Lifshitz 1975)

R
Us, = 27r/ pq>p¢r2dr, (5.20)
0

donde ¢ es el potencial gravitational no lineal debido a la materia oscura escalar
dentro del cimulo y esta dado por

/{2 2

o(r) = = (1+3wa, )pa, (R2 - %) . (5.21)

Un punto importante a notar en la ultima ecuacion es que se ha tomado en cuenta
la contribucién de la presion escalar debido a ®, dado que la ecuaciéon de Poisson
de ¢, con correcciones relativistas (Mota & van de Bruck 2004, Nunes & Mota

2006), esta dada por
2

K
Vi = 5 (pa, + Pa,) - (5.22)
Sustituyendo la ecuacion (5.21) en la ecuacién (5.20) se tiene que

16
Us, = —5”2 (1+ 3ws,) Gpg R’ (5.23)

Combinando las ecuaciones (5.23), (5.17) y (5.19) conduce a la relacién

2
(1 + 3wq>pmr) pq’pmrn5 - _g (1 + Bwq’pm) pq’pt(ﬂ <524>

donde se ha definido el radio fraccional n = R,/ Ry,. Puesto que el lado derecho
de la ecuacion anterior solamente depende de cantidades en el tiempo de maxima
expansion, este resulta ser una constante que puede ser calculada numéricamente.
Por lo tanto, la ecuacién (5.24) permite encontrar R, pg, and wg, al tiempo de
virializacién cuando esta se satisface.

92



5.4. Solucién numérica de la evolucién de las
perturbaciones no lineales escalares

Para resolver el sistema de ecuaciones (5.10) y (5.16) se definen las siguientes
variables adimensionales

r = mR, 2 = R, Y2 = Oni,
Kk mod Kk 0P
—_—— 2= ——=—.

)
V6 H V6 H
Usando estas variables, las ecuaciones que describen la evolucion del cimulo se
pueden transformar en un sistema dindmico auténomo con respecto al nimero

de e-folding, N, dado por

23 (5.25)

Po= sry, (5.26a)
b2
ry = n (—2:102 —4azy — 225 + u? + 2uzg + 2 — 5 = 22— 7/2) , (5.26b)
s
, 3
zy = Szy+ §Hzg, (5.26¢)
3
2y = —3x (95 — 1> — 823 — 3T—2824 + Sz, (5.26d)
T1 ™ 2
2
+ 2224 — 2uzs
po= 3| 2s(14 F.
& [7’1 ° + zg + 2224 + 2uzs Tl U2
T I
+3Fy (1 - r—js) - % (5.26¢)

donde las funciones s, x, u, [, b, z, v y II fueron determinadas en §3.4.4 y la
funcién Is4 queda expresada como Ise/H = 252324 /0. Ademds, al igual que en
el caso del régimen lineal, también es posible obtener una expresion algebraica
para el contraste de densidad no lineal. Sustituyendo las ecuaciones (1.30b) y
(5.9a) en (5.11), se obtiene la ecuacién algebraica de y» que en términos de las
variables adimensionales se escribe como

22+ 2x24 + 2uz3

o (5.27)

Y2 =

Para determinar si las perturbaciones escalares pueden colapsar y formar
estructuras gravitacionales se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones
(5.26e) tomando las condiciones iniciales en la era de la recombinacién cuando
a; = 1073. A esta época, la variable relacionada con el radio del horizonte (ec.
3.35) tiene un valor de s ~ 3.5 x 105, por lo tanto, no es necesario usar el inte-
grador semi-implicito dado que es posible realizar la integracion numérica con los
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métodos RK4 y ABM con una alta resolucién, con niimero de pasos de integracion
del orden de N, =1 x 108, asegurando asf la convergencia de la solucién.

Dado que el interés radica en estudiar el comportamiento de una perturbacion
escalar a lo largo de toda la evolucién cosmoldgica del Universo, nuevamente
consideramos una fluctuacién escalar con radio inicial R; = 2 Mpc y contraste de
densidad d,; = y» = 1 x 107°. Ademds se toma una masa del campo escalar ultra
ligera m = 1 x 10723eV. Asf, resulta que r; ~ 3 x 10%, r5 ~ 0, 23 ~ 2.5 x 107° y
24 ~ 4 x 1076,

En la figura 5.1 se muestra la evolucién del campo escalar perturbado ®p
con respecto al factor de escala a. En la época de la recombinacién, ®p oscila
alrededor de cero con amplitudes muy pequeiias, esto es debido a que en @ = 1073
la perturbacién §® también es pequena (ver fig. 4.1). Sin embargo, la amplitud de
las oscilaciones de ®p crecen muy rapido en el intervalo 5 x 1073 < a < 6 x 1073,

4107

2x107

kD, 0

2x10°

4x1071

I | I | I | I | I |
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
a

Figura 5.1: Evolucién del campo escalar perturbado ®p. Observe que la amplitud
de las oscilaciones crecen en un intervalo de tiempo muy corto.

En la figura 5.2 se muestra la evolucion con respecto al factor de escala a del
radio del cimulo R, normalizado al radio méaximo, para el modelo SFDM y el
modelo CDM. En esta grafica se observa que inicialmente R evoluciona de acuerdo
a la expansién del Universo de fondo. Posteriormente, R alcanza un maximo R,
(de tal manera que R= 0) y comienza a colapsar. Para la perturbacion escalar, el
punto de maxima expansion ocurre a g, ~ 5.86x 1073, es decir, a un corrimiento
al rojo de 2,4 ~ 170. Finalmente, R comienza a decrecer hasta colapsar a R = 0.
Como se discutié en §5.3, esto no sucede fisicamente y por lo tanto es necesario
usar la relacién (5.24) para determinar a qué tiempo ocurre la virializacién. No
obstante, se observa que el colapso de las fluctuaciones escalares ocurre a épocas
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mas tempranas que el de las perturbaciones de materia oscura fria. Las causas de
este colapso temprano de la materia oscura escalar se discutiran mas adelante.
En la figura 5.3 se muestra la evolucién cosmoldgica para el contraste de
densidad no lineal de materia oscura escalar. De la grafica se puede observar
que al inicio de la evolucion d,; es muy pequena y aunque presenta oscilaciones,
estas son imperceptibles. Sin embargo, el contraste de densidad escalar tiene un
crecimiento subito a partir de a ~ 0.006 y sus oscilaciones se hacen notables.

Por otra parte, recuerde que la transicién entre el régimen lineal (6 < 1) y el
régimen no lineal (§ > 1) ocurre cuando el contraste de densidad es 6 = 1.

0.8
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Ll L
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Figura 5.2: Evolucién del radio de una perturbacién (cimulo) con tamano inicial
de 2 Mpc para materia oscura escalar (linea continua) y materia oscura fria (linea
cortada) El radio R se ha normalizado al radio méximo R,,... Observe que R se
expande, alcanza un maximo y eventualmente colapsa. El colapso hacia R = 0
no es real dado que la regién virializa al romperse la simetria radial. Un resul-
tado importante del modelo de materia oscura escalar es que sus perturbaciones
colapsan mucho mas temprano que las fluctuaciones del modelo estandar.

De la grafica (5.3), se obtiene que, para materia oscura escalar, esta transicién
ocurre cuando a;, ~ 5.54 x 1073, Asimismo, el contraste de densidad en el punto
de maxima expansién es 0,4 ~ 49.94. En un modelo cosmolégico Einstein-de
Sitter donde el parametro de densidad de materia oscura es Qcpyr = 1, el con-
traste de densidad en el punto de maxima expansion es ~ 4.6. Al comparar estos
paradigmas, se concluye que en el punto de maxima expansion, las perturbaciones
escalares son més densas que las fluctuaciones de materia oscura fria. El tiempo
de virializacién, el radio virial y el contraste de densidad no lineal virial se de-
terminan analizando numéricamente la relacién (5.24) hasta que la igualdad se
satisface. Asi, se obtiene que la perturbacién escalar virializa cuando el factor de
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Figura 5.3: Evolucién del contraste de densidad en el régimen no lineal de ma-
teria oscura escalar. El recuadro muestra las oscilaciones con alta frecuencia del
contraste de densidad a tiempos cercanos a la virializacion.

escala es ay;, ~ 6.3 x 1072, esto es un corrimiento al rojo de z,;, ~ 158. Esto sig-
nifica que las sobredensidades escalares colapsan y virializan mas temprano que
en el paradigma estandar y, por lo tanto, los halos oscuros se forman a épocas
tempranas del Universo. Como ya se menciono, el crecimiento en amplitud de las
oscilaciones ®p implica un incremento de la densidad de energia escalar pertur-
bada pg, y de la presién escalar perturbada Pgp, en la ecuacién (5.1) siendo asf el
responsable del colapso temprano. La razon de por qué la dindmica del campo es-
calar perturbado dentro de la regién esférica contribuye significativamente a este
colapso temprano es claro cuando se analiza la ecuacién de Poisson (5.22) para el
potencial gravitacional. En esta ecuacion se observa que para el caso de un campo
escalar, su presion tiene una contribucion importante al potencial gravitacional
¢, en contraste con el caso de las perturbaciones de materia oscura fria donde la
densidad es la tinica que contribuye al potencial gravitacional y la presion es des-
preciable. Asi, la presion escalar Pp, tiene un papel muy importante en el proceso
de formacién de las estructuras gravitacionales en este modelo alternativo.

Por lo tanto, mientras en el régimen lineal las perturbaciones de materia oscura
escalar se comportan como perturbaciones de materia oscura fria, en el régimen
no lineal las perturbaciones escalares podrian formar estructuras gravitacionales
a épocas tempranas del Universo. A pesar de ser una prediccién controversial,
diversos estudios sugieren que los halos oscuros se pudieron formar a altos corri-
mientos al rojo (Cimatti et al. 2004). Este resultado es uno de las conclusiones
importantes de la presente tesis ya que confirma diversos estudios previos acerca
de la formacion de estructuras con materia oscura escalar y materia oscura como
CBE en los cuales se llega a las mismas conclusiones.
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Finalmente, el contraste de densidad escalar al tiempo de la virializacion tiene
un valor de d,;, ~ 240 — 3680 (el intervalo es debido a las oscilaciones en el
contraste de densidad que hacen dificil determinar un valor exacto). Este valor
es mucho mas grande que las predicciones del modelo Einstein-de Sitter en el
cual resulta d,; ~ 180. Asimismo, el radio fraccional 1 en el modelo SFDM es
n = 0.43. Este dltimo resultado también difiere al del modelo estandar donde
n = 0.5 implicando que las perturbaciones de materia oscura escalar pueden
alcanzar el equilibrio virial con radios viriales mas pequenos comparados con las
estructuras gravitacionales formadas con materia oscura fria.
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Capitulo 6

Anisotropias de temperatura en
la radiacion cosmica de fondo con
materia oscura bosonica ultra
ligera

6.1. Introduccion

. En los capitulos previos se mostré que la materia oscura escalar con m ~
10723 eV se comporta como materia oscura fria en un Universo FLRW asi co-
mo en el régimen lineal de la evolucion de sus fluctuaciones. No obstante, en el
régimen no lineal, las fluctuaciones escalares colapsan mucho mas temprano que
las de materia oscura fria. Por otra parte, para que la hipdtesis de materia os-
cura escalar sea un modelo plausible de materia oscura en el Universo tiene que
ser confrontado con las observaciones. Como ya se menciond, una de las obser-
vaciones cosmoldgicas méas precisas es la medicion de la CMB, por lo tanto, en
este capitulo se investigara si el modelo de materia oscura escalar es capaz de
ajustar el espectro de potencias de la CMB. Para esto, se plantea la hipdtesis de
que un campo escalar describe un sistema de particulas bosoénicas ultra ligeras
con spin-0 en equilibrio térmico obedeciendo la estadistica de Bose-Einstein. Asi,
suponemos que la componente principal de materia oscura del Universo esta com-
puesta por particulas bosénicas con masas ultra ligeras mp ~ 10722 eV. En esta
aproximacién, la materia oscura bosénica ultra ligera (ULBDM por sus siglas en
inglés wultra light bosonic dark matter) estd descrita por la funcién de distribu-
cién del espacio-fase cuya dinamica estd regida por las ecuaciones de Boltzmann-
Einstein. Con esta descripcién, se estudiaran, a través del coédigo de Boltzmann
CMBFAST, los efectos de la ULBDM sobre las anisotropias de temperatura de
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la CMB asi como su relacién masa/temperatura requerida para ajustar dicho
espectro de temperatura.

6.2. Materia oscura bosénica y condensacién de
Bose-Einstein

Antes de iniciar el estudio de la ULBDM se recordara el comportamiento
cosmoldgico de los neutrinos ya que comparten algunas propiedades. A épocas
muy tempranas del Universo, los neutrinos estan en equilibrio térmico con el
plasma primigenio (Dodelson 2003) y debido a que la relacién entre masa y tem-
peratura cumple m, < T, éstos se desacoplan siendo relativistas. Después de
desacoplarse, los neutrinos se enfrian solamente por la expansién del Universo y
su temperatura evoluciona como 7, < a~! y eventualmente se tiene que m,, > T),,
esta época es conocida como la transicién no relativista (TNR). Después de este
momento y de las aniquilaciones positrén-electrén (cuando la temperatura del
Universo es T' < 0.5 MeV), los neutrinos podrian contribuir a la formacién de
estructuras en el Universo y su temperatura puede determinarse en términos de
la temperatura de los fotones como T, = (4/11)Y/3T,. Con esto, es posible deter-

minar que la densidad de nimero de los neutrinos al dia de hoy es ni ~ 100
cm 3. De aqui se deduce que si la TNR ocurre a épocas muy tempranas, los neu-
trinos pueden formar estructuras gravitacionales pero si la TNR ocurre a épocas
tardias, la formacién de estructuras no se lleva a cabo eficientemente y éstos
permanecen como una componente oscura subdominante. La ULBDM tiene un
comportamiento similar a los neutrinos ya que se asume que a épocas tempranas
del Universo estan en equilibrio térmico pero su acoplamiento con el resto de la
materia es despreciable. La masa ultra ligera de la ULBDM sugiere que ésta se
desacopla siendo relativista, después su funcion de distribucién se congela y su
temperatura disminuye sélo por la expansién del Universo. La diferencia de la
ULBDM con los neutrinos radica en que los ultimos son fermiones por lo que su
densidad tiene una cota superior (principio de exclusién de Pauli). El contenido
de los neutrinos €2, estd parametrizado por su masa, es decir, Q, ~ m,/51.01
eV (Kolb & Turner 1990), mientras que para la ULBDM, su masa y abundancia
no estan correlacionados. Otra diferencia importante es que el acoplamiento de
los neutrinos con el resto de la materia es bastante conocida de las interacciones
débiles por lo que es posible determinar que se desacoplan a una temperatura
T ~ 1 MeV. Sin embargo, las escalas de energia de las posibles interacciones de
la ULBDM no son conocidas por lo que aqui supondremos que su desacoplamiento
ocurre mucho antes que el de los neutrinos y su temperatura Tz es un parametro
libre del modelo.
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Motivados por la historia térmica de los neutrinos en el Universo y los resulta-
dos obtenidos con el modelo de materia oscura escalar planteamos que el Universo
contiene dos componentes de materia oscura, una dominante en forma de ULBDM
y una subdominante en forma de CDM (ver Amendola & Barbieri 2006, para un
modelo interesante con dos componentes de materia oscura). En este escenario,
si la ULBDM esta termalizada, su velocidad del sonido, c.py =~ T](go)a_1 /mg,
estd definida bajo la condicién de la TNR, es decir, a = T ;0) /mp. Ademads, sigu-
iendo los preceptos de la teoria cinética relativista, consideramos a la ULBDM
como un gas ideal de particulas individuales no interadctuantes descrita a través
de su funcién de distribucion en el espacio-fase, por lo que su evolucién esta regi-
da por las ecuaciones de Boltzmann acopladas a las ecuaciones de Einstein. Esta
es una novedosa descripcion del modelo de la materia oscura escalar. A épocas
tempranas del Universo, suponemos que estas particulas bosénicas estaban ter-
malizadas, cuando la temperatura del Universo disminuye debido a su expansion,
la ULBDM se desacopla del resto del Universo. Dada la naturaleza de la ULBDM,
la condensacion de Bose-Einstein puede tener lugar. Por lo tanto, conjeturamos
que la posible formacién de un condensado de Bose-Einstein ocurre antes de la
época del desacople. Con todas estas prescripciones investigamos si la contribu-
ciéon de la materia bosonica ultra ligera puede imitar los efectos de la materia
oscura fria en el espectro de las anisotropias de la CMB (ver Rodriguez-Montoya
2012, para una discusién exhaustiva de los CBE cosmolégicos).

6.2.1. Condensacion de Bose-Einstein

Inicialmente, la materia oscura bosonica ultra ligera con particulas de masa
mp ~ 10722V estaba en equlibrio termodindmico local (ETL) con el plasma
primigenio por lo que es posible definir su temperatura 7z. La dindmica de estas
particulas bosénicas obedece la estadistica de Bose-Einstein con una funcion de
distribucién fy en el espacio-fase dada por

E

c(VPHmE—)/Tp _ 1’

donde g5 es el nimero de grados de libertad relativista (gs = 1 en el caso de
particulas bosonicas), p es el momento y p es el potencial quimico. De esta
expresién se deduce que la condicion para que f; tenga valores positivos es p <
mp. La condensacion de Bose-Einstein consiste en una cuantiosa ocupacion del
estado minimo de energia que ocurre cuando el valor del potencial quimico tiende
a la masa de las particulas u — mpg, lo cual se consigue cuando la temperatura del
gas de bosones desciende por debajo de una temperatura critica de condensacion
T.. De la teoria cinética relativista de gases, se puede calcular la densidad de

folp) = (6.1)
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nimero nt) de las particulas bosénicas

d®p 1 [ (E?-m%)YV2E dE
m_ [ “P B
n = / (27T)3f0(p) / e(E—w)/Ts _ ) (62)

T on?

donde E? = p* +m% es la energfa de cada particula. Dada la masa ultra ligera
de los bosones, es sensato suponer que al momento del desacople su razén masa-
temperatura cumple mpg < T, por lo tanto, tomando el régimen ultra relativista
la integral (6.2) resulta

nM = (¢(3)/7*) T3, (6.3)

donde ((3) ~ 1.2 es la funcién de Riemann. La temperatura critica de conden-
saciéon en el régimen ultra relativista esta definida como

.- (T " (6.4)

En esta ecuacion, npg es la densidad de nimero total de particulas por unidad de
volumen. Cuando la temperatura de la ULBDM cumple Tz > T, ng es igual a
n. Cuando la temperatura del gas bosénico desciende por debajo de la temper-
atura critica, Tg < T,, la ocupacion del estado de minimo energia es sobrepoblado
y la funcién de distribucion se “dispara”, y la densidad de niimero total resulta

ng =no+ BT Ty < T, (6.5)

™

donde n es la densidad de niimero de particula en el condensado de Bose-Einstein.
La materia oscura bosonica cae en la clasificacién de materia oscura caliente en
el sentido que se comporta como materia relativista al momento de desacoplarse.
Después, mantiene su distribucion relativista y posteriormente f se enfria sola-
mente por la expansiéon del Universo como T o a~!. No obstante, el compor-
tamiento relativista de la ULBDM no necesariamente impide la formacion de un
condensado de Bose-Einstein (Cercignani & Kremer 2002). Ademds, al enfriarse
debido a la expansion del Universo, la ULBDM podria disminuir su temperatura
hasta experimentar una TNR y entonces contribuir al proceso de formacion de
estructuras del Universo, asi que en la siguientes secciones se investigara si esta
transicion ocurre a tiempos suficientemente tempranos para que la formacién de
estructuras a gran escala sea posible.

6.2.2. Teoria cinética en expansion

La evolucién de la materia oscura bosénica estd regida por la ecuacién de
Boltzmann sin colisiones o ecuacion de Vlasov. Por otra parte, dado que el interés
radica en describir las anistropias de CMB, la geometria del Universo estara dada
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por la métrica de Friedmann perturbada a primer orden (4.5) con factor de escala

a(n)
ds* = a(n)® [ (1 + 2¢)dn* + (1 — 2¢)6;;dz'da’] (6.6)

donde 7 es el tiempo conforme. Las particulas bosénicas se mueven a lo largo de
geodésicas por lo que la ecuacion de Vlasov se transforma en una ecuacion diferen-
cial para la funcién de distribucién f(z*, P;,n) en el espacio-fase. Un espacio-fase
es descrito por seis variables: tres posiciones 2 y sus respectivos momentos con-
jugados P;. El momento conjugado P; se puede relacionar al momento propio p;
medido por un observador en una coordenada espacial fija como P; = a(1 — )p;
(Ma & Bertschinger 1995). Es comun reescribir el momento conjugado P; en
términos de ¢; = ap;, ademads, el 3-momento comévil g; se puede escribir en
términos de su magnitud y direccién como ¢; = ¢n,; donde 1 es el vector uni-
tario de direccién y n'n; = d;;n'n’ = 1. La energfa propia comévil estd dada
por € = a(p® + m%)Y2. Con lo anterior, f(z¢,P;,n), se puede reemplazar por
f(z',q,7n;,n). Debido a las perturbaciones a la métrica, se consideran pequenas
desviaciones de ETL, y la funcién de distribucion f se puede escribir en términos
de una distribuciéon a orden cero mas una parte perturbada en términos de las
variables ¢ y 7; como

f(xi7f)jvn) = fO(Q) [1 + \Ij(mia(bﬁjvn)} ) (67)

donde fj es la funcion de distribucion del espacio-fase no perturbada en el limite
ultra relativista

1
folg) = T 1 (6.8)

U estd relacionada con la temperatura Tg de la ULBDM y con su perturbacion
0Tg y esta dada por

_(9lnf0
Odlngq

0Ts

(q)T—B(:vi, g, 1, 7). (6.9)

\p($i’ q, ﬁj? 77) =

La ecuacién (6.7) se puede interpretar como una perturbacién estadistica lineal
inducida por las perturbaciones lineales a la métrica. La distribucion del espacio-
fase evoluciona de acuerdo a la ecuacién de Vlasov df /dn = 0 que en el espacio
de Fourier se escribe como

01nf0
Olng’

p—idw = ((k-2)p+iS(k-h .
b ity - ((k i (k )¢) (6.10)

donde k es el vector de onda del modo de Fourier. Notese que la dependencia del
vector de direccion i esta contemplada solamente en el término k-n. La ecuacion
(6.10) describe la respuesta de la funcién de distribucion en el espacio-fase a las
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perturbaciones de la métrica. Cominmente, el término ¥ se expande en términos
de la series de Legendre

U(a', g, ny, ) = Y (=) (2L + 1) Wi(k, g, n)P(k 1), (6.11)
=0

donde B(f{- i) son los polinomios de Legendre cuyos argumentos son el angu-
lo subtendido entre el vector del nimero de onda y el vector de direccion. Asi,
para calcular el espectro de las anistropias de la radiacién césmica de fondo se
resuelve el sistema jerarquico de ecuaciones diferenciales de Boltzmann para los
coeficientes ¥; de la expansion de Legendre, llamados momentos multipolares.
Esta jerarquia de Boltzmann se puede resolver con un cédigo de Boltzmann con-
teniendo las ecuaciones de Boltzmann para la ULBDM y las demas componentes
del Universo. El cédigo que se usard en las siguientes secciones para resolver
las ecuaciones de evolucién es una versién modificada de CMBFAST (Seljak &
Zaldarriaga 1996 ).

6.3. Anisotropias de la radiacion césmica de fon-
do

Lo primero que se quiere explorar es si la naturaleza bosénica de la ULBDM
afecta significativamente el espectro de las anistropias de la radiacién césmica
de fondo. Para esto, definimos la razén masa-temperatura, rg, de la ULBDM
evaluada al dia de hoy como

o % (6.12)

B

Esta definiciéon también aplica para particulas fermidénicas y se denota xp. Asi,
para investigar el efecto de la estadistica de Bose-Einstein y la de Fermi-Dirac en
el espectro de las anisotropias se evolucionan las ecuaciones de Vlasov-Einstein
con el mismo pardmetro de densidad (2 para fermiones y Q5 para bosones)
cambiando solamente la forma de la funciéon de distribucion. Los resultados se
muestran en la figura 6.1. En esta figura se observa que para la estadistica de
Bose-FEinstein la amplitud del primer pico y del segundo pico de las anisotropias
es menor que la obtenida para la estadistica de Fermi-Dirac, mientras que la
amplitud del tercer pico es mayor para el caso de una estadistica bosénica. Esta
reduccion de amplitud en el primer y en el segundo pico asi como el incremento
en el tercero, es similar al efecto ocasionado por un incremento de materia no
relativista. En este caso es debido a que la densidad de energia de las particulas
bosonicas es mayor que la de las particulas fermionicas, lo que implica la presencia
de una fuerza efectiva de amortiguamiento extra en las oscilaciones acisticas de
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la CMB anélogo a los pozos gravitacionales a la materia oscura no relativista.
Asi, esta es una clara manifestacion del Principio de exclusién de Pauli. Para
este conjunto particular de parametros, se puede concluir que cualitativamente,
la respuesta de la radiaciéon césmica de fondo al cambio de estadistica es casi
imperceptible.

Anisotropias - CMB
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Figura 6.1: Espectro de anisotropias para una estadistica de Bose-Einstein (linea
continua) y de Fermi-Dirac (linea cortada). Se consideré Qp = Qp = 0.2, xp =
rp = 63109, con una profundidad éptica de reionizacién 7. = 0.13. Todos los
demds parametros cosmologicos son los mismos para ambas curvas.

Como ya se menciond, una vez que la ULBDM se desacopla del plasma prim-
igenio, su funcién de distribucion se “congela” y su temperatura disminuye por
la expansién del Universo como T o a~'. Después de que los fotones se de-
sacoplan, la temperatura de la ULBDM se puede determinar, como en el caso de
los neutrinos, en términos de la temperatura de los fotones como

Ty = oT), (6.13)

donde « es un parametro libre constante a ser determinado y es una medida de
la energia cinética de las particulas bosénicas. Sustituyendo la ecuacién (6.13)
en la relacién (6.12) se tiene que zp = mB/anso). Dado que la temperatura
TV(O) de la CMB se conoce con muy buena precision, al fijar el valor de a con
las observaciones y tomando mp ~ 10722 eV, la razén masa-temperatura de los
bosones xp queda completamente determinada. Asi, si xg < 1, la ULBDM se
comportara como radiacién con una ecuacién de estado wp = 1/3. Asimismo,
si xtg > 1, la ULBDM se comportara como materia no relativista o polvo con
ecuacion de estado wg = 0. Por lo tanto, para valores a ~ 1, la temperatura de
los bosones es cercana a la de los fotones T =~ T, lo cual significa que la ULBDM
debe ser ultra relativista al dia de hoy y y x5 < 1.
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Figura 6.2: Respuesta del espectro de anisotropias de la CMB para valores de «
en el intervalo (> 10726,1073%), con Qurpym = 0.2, Qepy = 0.02. Las curvas
calculadas se comparan con los datos observacionales del WMAP-5

Para explorar los valores de a que mejor ajustan el espectro de la CMB,
primero se supone que la materia oscura bosénica ultra ligera es la componente
dominante de materia oscura en el Universo por lo que la materia oscura fria es la
componente subdominante. En la figura 6.2 se muestra el espectro de anisotropias
con ULBDM para diversos valores de o comparado con el de las observaciones
del WMAP. Al incrementar el valor de «, es decir, al hacer a la ULBDM mas
relativista, todo el espectro de las anisotropias se desplaza hacia arriba y hacia la
derecha. Se encontrd que para valores de a = 10729, el espectro no tiene sensitivi-
dad al cambio de «, por lo tanto, para que la ULBDM tenga un comportamiento
relativista se tiene que cumplir que rz < 10%. Cuando o = 107%, la TNR ocurre
a épocas muy tempranas del Universo por lo que las oscilaciones acusticas en el
espectro tengan un amortiguamiento debido al incremento de los pozos de poten-
cial gravitacional, este mismo efecto se amplifica para o = 1072 y o« = 107,
De la grafica se observa que el orden de magnitud de la constante para ajustar el
espectro es de v ~ 10727, lo cual implica que la masa de la ULBDM debe ser cinco
ordenes de magnitud mayor a su temperatura al dia de hoy, esto es xp ~ 10°.
En la figura 6.3 se muestra el espectro de potencias de la CMB para un intervalo
entre a = 0.6 x 107" y a = 0.8 x 10727 (de zp = 73,367 a xg = 40, 759). De la
grafica se observa que la amplitud de los primeros dos picos se incrementa si la
ULBDM es maés relativista.

Finalmente, el mejor ajuste de las observaciones del WMAP se tiene para
a ~ 0.7 x 10727, Estas cotas obtenidas para o dependen de la fraccién relativa
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Figura 6.3: Respuesta del espectro de la CMB a pequenas variaciones de a en el
intervalo (0.6 x 107%7,0.8 x 10727). Para las tres curvas Quzgpy = 0.2, Qcpy =
0.02.

de ULBDM y CDM. No obstante, si se toman valores muy diferentes de Qurgpa
v Qcpa a los ya usados, las cotas sobre a se modifican menos de un orden de
magnitud. Asi, para investigar como se ve afectado el espectro de potencias de
la CMB para diferentes contenidos de ULBDM y CDM se toma un valor de
a ~ 107%7. Para esto, se exploran dos casos extremos, un Universo donde la
materia oscura es dominada por ULBDM y otro donde es dominado por CDM;
los resultados se muestran en la figura 6.4. De la grafica se observa que cuando
se incrementa el contenido de CDM, la amplitud de las oscilaciones acusticas
disminuye. Este es un efecto debido al incremento de los pozos gravitacionales de
la materia no relativista.

Otro aspecto que se puede estudiar con las mediciones del WMAP es si el
modelo ULBDM es consistente con las predicciones del modelo estandar acerca
de una época de reionizacién en el Universo. Durante esta época, los fotones de
la CMB se ven afectados por la profundidad éptica de reionizaciéon 7., por lo
que, el espectro de potencias dependera del valor de 7,.. Para el modelo ULBDM
se consideraron diferentes valores de la profundidad éptica de reionizacién 7,
manteniendo fijos todos los demas parametros. En la figura 6.5 se muestra el
espectro de la CMB para tres valores de 7., = 0.05,0.13,0.19. Las cotas sobre T,
del WMAP-5 para el modelo de materia oscura fria estd en el intervalo 0.05 -
0.15 (95 %) (J. Dunkley et al. 2009). La mejor prediccién para 7, con la ULBDM
como componente dominante de la materia oscura se estimé en 7, ~ 0.13, este
valor concuerda con las predicciones del modelo estandar. De estos resultados, se
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Figura 6.4: Espectro de potencias de la CMB para diferentes contenidos de ULB-
DM y CDM. Para las tres curvas mostradas a ~ 1072,

puede concluir que el espectro de la CMB es consistente con un Universo cuya
materia oscura dominante esté en forma de ULBDM con Qp = 0.2, x5 ~ 10° y
7, entre 0.07 - 0.14.

Finalmente, se interpretaran los valores encontrados para la razon masa-
temperatura xg. Dado que para el caso de ULBDM dominante se encontré que
xrp >~ 10%, se puede usar la expresién no relativista

mpnp = Qchm‘, (614)

donde p..; es la densidad critica del Universo. Al fijar la masa de la ULBDM
y el contenido €25 se puede determinar la densidad de ntimero np. Tomando
mp ~ 10722 y Qp = 0.2, se obtiene que ng ~ 10%° cm~3. Esta enorme densi-
dad resulta inusual para el caso de particulas fermiénicas (por ejemplo neutrinos)
debida al principio de exclusiéon de Pauli. No obstante para la ULBDM, su natu-
raleza no limita la densidad de particulas. Con el valor de ng se puede estimar
la temperatura critica de condensacion 7, = (7r2nB/C(3))1/3 (ec. 6.4) que resulta
T. =~ 2.15 x 10® eV. Del valor obtenido zp ~ 10° (o Tg)) ~ 107 eV) se en-
cuentra que la condiciéon de condensacion Ts < T, se satisface completamente.
Esto implica que si la componente dominante de materia oscura es materia oscura
bosénica ultra ligera, ésta debe estar necesariamente en un CBE. Sin embargo,
para entender completamente la evolucién cosmoldgica de este tipo de materia
es necesario estudiar explicitamente su proceso de condensacién de Bose-Einstein
asi como algun tipo de interacciones con el resto de la materia.

Con estos resultados podemos concluir que la existencia de una componente

108



Anisotropias — CMB
7000

"WMAP
1,=0.05

eooO ;- S =043 e
5000 -
4000

3000 -

I(41)C) (uK)?

2000

1000 |

-1000 . . .
1 10 100 1000 10000

Multipolos |

Figura 6.5: Espectro de potencias de la CMB para tres profundidades opticas
de reionizacion, 7, = 0.05, 0.13, 0.19. Los parametros de densidad usados son
QULBDM = 02, QCDM = 002, con o ~ 10_27.

dominante en forma de materia oscura bosénica con masa del orden de ~ 10722
eV es posible solamente si al dia de hoy su densidad de nidmero es ~ 10%° cm =3 lo
cual implica una temperatura critica de condensacién 7, ~ 10% eV. Otra condicién
para que este tipo de ULBDM sea la componente dominante de materia oscura es
que su razén masa-temperatura sea rp ~ 10° equivalente a una temperatura al
dia de hoy de ~ 10727 eV. Este valor indica que la ULBDM est4 en un estado de
condensacién de Bose-Einstein. Asi, los efectos causados por materia oscura fria
sobre el espectro de la radiacién césmica de fondo se pueden imitar asumiendo
la existencia de materia oscura bosénica en forma de un condensado de Bose-
Einstein. Ademas, también es necesario incluir los efectos de reionizacién para
que este tipo de materia bosonica esté en concordancia con los datos del WMAP-
5. El mejor valor estimado para la profundidad éptica es 7. = 0.13 (95 %), el cual
no difiere mucho de la prediccién del modelo estandar.

Finalmente, este original tratamiento de la ULBDM con teoria cinética, nos
proporciona solo informacién cualitativa acerca de la anisotropias de la radiacion
coésmica de fondo. Sin embargo, para poder cuantificar los diferentes efectos de
la ULBDM sobre el espectro de anisotropias es necesario realizar un estudio mas
profundo y robusto considerando interacciones, ademas de las gravitacionales,
con el resto de la materia para determinar la temperatura de la transicién no
relativista. También es importante considerar las transiciones de fase del gas de
bosones no degenerados relativistas a un estado cldsico coherente (condensado),
etc.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

En esta tesis se propuso que la materia oscura en el Universo se puede describir
con un campo escalar real ® con potencial escalar cuadritico V(®) = m?®?/2,
donde la masa m del bosén asociado a este campo es ultra ligera m ~ 10723 eV.
Este modelo es llamado modelo de materia oscura escalar.

El primer objetivo de esta tesis fue determinar la evolucion cosmoldgica de la
densidad de energia de las especies del Universo con el modelo de materia oscura
escalar. Para esto, supusimos un Universo homogéneo, isotrépico y plano con las
siguientes componentes: campo escalar como materia oscura, bariones, fotones,
neutrinos y constante cosmoldgica. La dinamica de este Universo estd regida
por el sistema de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon, el cual se reescribié, usando
variables adimensionales, como un sistema dinamico auténomo. Para resolver
este sistema dinamico se desarrollaron los métodos numéricos RK4 y ABM. Sin
embargo, dado que el sistema de ecuaciones resulté rigido (stiff' ), éstos algoritmos
resultaron inadecuados por lo que se implementé un cédigo semi-implicito de
extrapolacion. Con el método semi-implicito se pudo resolver completamente el
sistema de ecuaciones que describe la dindmica de un Universo con materia oscura
escalar.

El segundo objetivo de la tesis fue estudiar las perturbaciones del campo es-
calar en el régimen lineal para indagar si éstas pueden crecer como en el caso de las
perturbaciones de materia oscura fria. Para esto, se consideraron perturbaciones
al tensor de energia-momento del campo escalar y perturbaciones escalares a la
métrica FLRW en la norma Newtoniana. Al resolver el sistema Einstein-Klein-
Gordon perturbado se obtuvieron las ecuaciones de evolucién para la perturbacion
del campo escalar, el campo gravitacional lineal y el contraste de densidad lin-
eal escalar. Nuevamente, este sistema de ecuaciones se reescribié, en término de
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variables adimensionales, como un sistema dinamico auténomo. Para investigar si
las perturbaciones lineales escalares crecen o no, se resolvié numéricamente dicho
sistema dinamica a través de los algoritmos ya mencionados.

Posteriormente, estudiamos la evolucién de las perturbaciones escalares en el
régimen no lineal para inferir los tiempos de colapso y virializacién de las posi-
bles estructuras gravitacionales escalares. Para realizar este andlisis se recurrio al
modelo de colapso esférico con un perfil de densidad top-hat. En este formalismo,
se consider6 una perturbacion no lineal escalar inmersa en un Universo de fondo
FLRW. Las ecuaciones que describen la dinamica de dicha perturbacion son la
ecuacién de Raychauduri y la ecuacién de Klein-Gordon perturbada, a partir de
las cuales, se derivé la ecuacién de evolucion del contraste de densidad no lineal
escalar. El sistema de ecuaciones se transformé a un sistema dindamico auténomo
a través de un conjunto de variables adimensionales. Los tiempos de colapso y
virializacién se obtuvieron resolviendo el sistema dinamico mediante los métodos
numeéricos ya mencionados.

Finalmente estudiamos las anisotropias de la radiacién césmica de fondo con
el modelo de materia oscura bosoénica ultra ligera. Este modelo, estrechamente
relacionado con el modelo de materia oscura escalar, supone que la componente
principal de la materia oscura en el Universo es un gas de bosones con masa
ultra ligera m ~ 10722 eV. Para llevar a cabo este estudio, describimos a la
materia oscura bosénica ultra ligera con una funciéon de distribucién de Bose-
Einstein a orden cero mas una pequena perturbacién, por lo que, la evolucién de
su espacio-fase queda completamente determinada por la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones o ecuacion de Vlasov. Para averiguar los efectos de este tipo de ma-
teria oscura sobre las anisotropias de la radiacién césmica de fondo se resolvieron

las ecuaciones de Einstein-Vlasov a través de una versiéon modificada del codigo
de Boltzmann CMBFAST.

Los resultados mas importantes de esta tesis se resumen a continuacién:

s Universo de fondo FLRW

* En un modelo cosmoldgico con un campo escalar como materia oscu-
ra, la evolucion cosmoldgica de los parametros de densidad de bari-
ones, radiacién, neutrinos y constante cosmoldgica es casi idéntica a la
obtenida con el model estandar de materia oscura fria.

* Las energias cinética y potencial del campo escalar presentan abruptas
oscilaciones. Sin embargo, la densidad de energia escalar evoluciona
suavamente como pg ~ a >, es decir, como materia no relativista o
polvo.
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x El promedio temporal de la ecuacion de estado del campo escalar
tiende a cero.

x La historia de la tasa de expansion del Universo es la misma para el
modelo de materia oscura escalar y el modelo de materia oscura fria.

* La edad del Universo con el modelo de materia oscura escalar es con-
sistente con las observaciones cosmolégicas del WMAP.

x En el modelo de materia oscura escalar, el contenido de neutrinos
en la época de la recombinacion es el 10% del contenido total del
Universo, este porcentaje es consistente con las estimaciones hechas
con las observaciones del WMAP.

x Con todo lo anterior, se puede concluir que la evolucién cosmologica
de un Universo FLRW con materia oscura escalar es indistinguible de
un Universo con materia oscura fria.

= Perturbaciones escalares en el régimen lineal

x La evolucion cosmoldgica del potencial gravitacional debido a las per-
turbaciones escalares es similar a la obtenida con el modelo de materia
oscura Iria.

« El promedio temporal de § Py /dpe tiende a cero de manera anéloga a
la velocidad del sonido de las perturbaciones de materia oscura fria.

x Kl contraste de densidad de materia oscura escalar tiene un compor-
tamiento creciente al inicio de la época de la recombinacion, similar al
obtenido con el modelo de materia oscura fria.

x Con todo lo anterior, se puede concluir que las perturbaciones de ma-
teria oscura escalar en el régimen lineal evolucionan de manera similar
a las perturbaciones de materia oscura fria.

= Perturbaciones escalares en el régimen no lineal

x Las perturbaciones del campo escalar tienen un crecimiento subito
después de la época de recombinacion, por lo que, estas colapsan mucho
mas temprano que las pertubaciones de materia oscura fria.

x La virializacion de las perturbaciones de campo escalar ocurre cuando
el factor de escala a ~ 150. Por lo tanto, los halos oscuros escalares se
formarian mucho més temprano que las estructuras gravitacionales de
materia oscura fria.

* La presién escalar contribuye considerablemente a que el colapso y viri-
alizacion de las perturbaciones escalares ocurra mucho mas temprano
que las perturbaciones de materia oscura fria.
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x Los halos oscuros escalares virializan con un radio mas pequeno que
los halos de materia oscura fria.

x Con todo lo anterior, se concluye que en el régimen no lineal, hay
diferencias significativas entre los modelos de materia oscura escalar
y fria. Las estructuras gravitacionales escalares colapsan y virializan
mucho mas temprano que las de materia oscura fria, por lo tanto,
el modelo de materia oscura escalar predice la existencia de galaxias
virializadas a altos corrimientos al rojo.

= Anisotropias de la radiacion césmica de fondo

x El espectro de las anisotropias de la radiacién césmica de fondo no
muestra cambios significativos a las distribuciones de Bose-Einstein y
Fermi-Dirac para la materia oscura bosoénica ultra ligera.

x Se pudo ajustar el espectro de las anisotropias de la radiacién césmi-
ca de fondo considerando una masa bosénica ultra ligera m ~ 10722
eV. Esto implica que la razén masa-temperatura de la materia oscura
bosénica ultra ligera al dia de hoy es 2 = m /T ~ 10°.

x La estimacion de la temperatura critica de condensacién de Bose-
Einstein para la masa m ~ 10722 eV sugiere que la materia oscura
bosonica debe estar en un estado de condensado de Bose-Einstein.

Se puede concluir que un campo escalar con potencial cuadratico y una masa
del bosén asociado a este campo m ~ 10723 — 10722 eV es un modelo plausible
para explicar la naturaleza de la materia oscura en el Universo.

7.2. Trabajo futuro

En esta tesis se ha estudiado la dindmica de un Universo de fondo FLRW,
la evolucion cosmolgica de las perturbaciones escalares tanto en el régimen lineal
como en el no lineal considerando un campo escalar como materia oscura con
potencial cuadratico. Dichos estudios, se pueden extender considerando un po-
tencial escalar con un término de auto-interaccién. Ademads, se puede acotar la
constante de auto-interaccion usando las diversas observaciones cosmoldgicas.

Otro aspecto interesante del modelo de materia oscura escalar es el estudio
de los choques y fusiones de los halos oscuros escalares galacticos. Los estudios
preliminares que hemos realizado en esta direccién muestran que, en los choques
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frontales de dos estructuras gravitacionales escalares, éstas tienen un compor-
tamiento soliténico, es decir, que se atraviesan mutuamente sin cambios signi-
ficativos en su perfil de densidad. Estos resultados sugieren que en el paradigma
de materia oscura escalar no hay fusiones de halos oscuros. Sin embargo, estos
resultados no son concluyentes ya que las fusiones de dos halos escalares podrian
existir para choques no frontales y /o con diferentes velocidades de impacto. Estas
simulaciones se estan llevando a cabo.

Otros estudios que se pueden desarrollar para poner a prueba el modelo de
materia oscura escalar son los concernientes a la dindmica de galaxias de bajo bri-
llo superficial. Varias de estas galaxias presentan subestructuras. Estos sistemas se
pueden modelar con halos oscuros escalares mediante simulaciones de N-cuerpos
para acotar la masa del boson asociado al campo escalar.

Finalmente, con las observaciones de alta precisién de las anisotropias de la
radiacién césmica de fondo obtenidas con el satélite Planck, los grandes sondeos
de galaxias, las observaciones de las oscilaciones actsticas baridnicas, etcétera,
se podra discernir entre los diferentes modelos para explicar la naturaleza de la
materia oscura en el Universo.
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Apéndice B
Método
Adams-Bashforth-Moulton

Consideremos una ecuacién diferencial de la forma ‘fl—lt‘ = f(t,u) sobre un de-
terminado intervalo de tiempo [t;, f]. Para resolver numéricamente esta ecuacién
diferencial, se discretiza el intervalo total de tiempo sobre el cual se quiere obtener
la solucién en N, pequenos intervalos de tamano h = (ty —t;)/N;. Asi, el valor de
u en un tiempo t; lo etiquetamos como uy, el valor de u a un tiempo posterior
t =ty + h como ug,1, el valor de u a un tiempo anterior t = t;, — h como uy_1 y

asi sucesivamente.

El método de Adams-Bashforth de cuarto orden es un método explicito ya
que para calcular el valor de w1 se utiliza la informacién de la funcién f(t, u)
en cuatro puntos anteriores de tiempo, Los métodos explicitos se llaman a veces
predictores. El algoritmo es el siguiente

h
U1 = U+ o (55 f — 59 fr—1 + 37 fr—2 — 9fr—3) . (1)

El método de Adams-Moulton de cuarto orden es un método implicito ya
que para calcular el valor de ug,; se utiliza la informacién de la funcién f(t, u)
en el punto de tiempo ¢, y en tres puntos anteriores de tiempo. Los métodos
explicitos se llaman a veces correctores. El algoritmo es el siguiente

h
Ups1 = Ug + 21 (9fk1 +19fk — 5fu1 + fr2) - (2)

119



APENDICE B
METODO ADAMS-BASHFORTH-MOULTON

El método de Adams-Bashforth-Moulton (ABM) de cuarto orden es un méto-
do multipaso totalmente explicito que usa el algoritmo de Adams-Bashforth para
predecir el valor de ug.; y este valor se emplea para aproximar fi,; en el algo-
ritmo Adams-Moulton que calcula el valor corregido para wug, 1. El algoritmo es
el siguiente

5 h
Upr1 = gk + — (55fk — B9fk—1 + 37 fk—2 — 9fi_3),

) 24
Jeer = (s ),
h o/ -
wpry = wet oz (9 190 = 5fir + fiz) (3)
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Jacobiano del sistema de ecuaciones (3.44) de la

seccion 3.4.4

%Zx = -3+ 927 + ng + 222 + 207, aa% = —s, 8;2” = —3bz,

881? o, aaFy LR 8;;”5 =0,

aaix - (4)
aa};u = s+ 6zu, aai“ =32% + ;bQ +22% + 207, a;;“ = 3bu,

aan“ =4duz, % = 4uv, 681? =0

OF,

as ?
((2};’:6956, 38]3’:0, g’=3x2+gb2+2z2+2u2—2,

a;;b = 4bz, aa};b = 4bv, 8;;1) =0,

% o, (6)
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