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Capitulo 1

Introduccion

La formacién de vértices es el sello de los superfluidos bosénicos o fer-
midnicos[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Por esta razdn, el fenémeno de formacién de vértices
juega un papel central en nuestro entendimiento de los superfluidos, en partic-
ular, de los gases atémicos ultrafrios.

La primera evidencia de formacién de vortices en gases ultrafrios fue la
prediccién de Abrikosov(8], y posterioremente la observacién experimental de
Essman y Trauble[9], de redes triangulares de vértices en superconductores de
tipo II. A partir de entonces se han observado estas mismas redes en condensa-
dos de Bose-Einstein en trampas rotantes. Las primeras en observarse fueron en
helio liquido[10, 11] y, posteriormente, en gases atémicos, también con el mismo
patrén triangular. En los dltimos anos se han desarrollado otras formas de nucle-
ar vortices como la impresién de fase («phase imprinting»)[12] y, recientemente,
la creacién de campos de norma artificial[13, 14].

Nosotros proponemos otra forma mas, una que requiere la presencia de gra-
dos internos de libertad en el &tomo. La novedad de nuestra propuesta es que, a
diferencia de los otros esquemas, permite la creacién de los vortices en donde se
desee y con la circulacion que se desee. Es decir, nuestra propuesta, a diferencia
de las demas, no s6lo permite crear los vértices sino que permite controlarlos a
voluntad. Nos permite hacer ingenieria de vértices.

La esencia de la creacién de vértices en nuestra propuesta es la misma que en
el trabajo de Abrikosov([8]. En superconductores tipo II, los vértices se forman
en los lugares donde el campo magnético logra penetrar el material[15]. En esos
vértices (o tubos de flujo) la densidad de pares de Cooper es cero y la corriente
superconductora circula para anular el campo magnético en el bulto. En nuestra
propuesta la situacion es similar, excepto que trabajamos con funciones de onda
con varias componentes y, a diferencia de Abrikosov, trabajamos con campos
magnéticos no uniformes.

Encontramos que los vortices no se forman donde el campo penetra sino
en los puntos donde es exactamente cero. Ademads, los voirtices no se forman
en todas las componentes de la funcién de onda. Es decir, si un vortice se
nuclea en un punto espacial de alguna de las componentes, entonces en otra de



las componentes no se nucleard un vértice en ese punto espacial, sino que se
generard una acumulacion de densidad de tal suerte que se cancelen los vértices
en las otras componentes, dejando asi la densidad total inalterada en su forma
tipo gaussiana. De esta forma, los voértices se nuclearan en donde se desee al
escoger un campo magnético que sea cero en los lugares donde se generaran los
vortices, mas no en todas las componentes de spin.

Este resultado tiene consecuencias interesantes. La primera es que los vértices
pueden ser nucleados con la circulacién (o carga como también se le llama a la
circulacién del vortice) entera, ¢ = 1,2, 3..., que se desee seleccionando un cam-
po magnético con orden mulitpolar adecuado; los campos dipolares generan
vértices con carga g = 1, los cuadrupolares ¢ = 2, etcétera. Otra consecuencia
interesante de nuestra propuesta es que nos permite ensamblar redes de vortices
a voluntad simplemente creando campos magnéticos con ceros en los nodos de
la red.

La propuesta esta organizada de la siguiente forma. La primera seccién es una
introduccién a los condensados de Bose-Einstein (BEC), incluyendo la ecuacién
béasica de modelacién del sistema; a saber, la ecuacién de Gross-Pitaevskii (GP).
En la siguiente introducimos el condensado rotante y la solucién que obtuvimos
utilizando los métodos numéricos que se encuentran en la literatura.

Hasta este punto sélo hemos repetido resultados existentes con el propdsito
de comparar nuestros resultados con los ya aceptados, pero el punto central de
esta propuesta es el control de los vértices. Asi, planteamos el sistema fisico con
el que trabajamos y, antes de entrar a la solucién de este modelo, analizamos una
simplificacion de éste en la que no se toma en cuenta la interaccién interatémica.
Finalmente, presentamos nuestro modelo completo.

Antes de empezar con el trabajo, debido a que el nombre de mi equipo de
trabajo (Dr. Victor Romero Rochin, Roberto Zamora Zamora y el Dr. Santiago
Caballero Benitez) no aparece formalmente en la tesis, consideramos esencial
especificar claramente qué hizo cada miembro del equipo. Con este fin, veamos
la linea de tiempo del trabajo usando las abreviaciones VRR, RZZ y SCB. Quiero
destacar que la contribucion de todos estuvo en todo momento entrelazada y que
sin el intercambio de ideas y resultados no habriamos logrado lo que hicimos.

Este proyecto empezé en febrero del 2011 cuando nos reunimos por primera
vez. Como no conociamos el tema, el Dr. VRR, a manera de entrenarnos, nos
asigné dos tareas: la primera, resolver la ecuacion de GP unicomponente en
sistemas de referencia fijos; la segunda, para sistemas rotantes. Estas tareas las
hicimos RZZ y yo independientemente con ayuda del Dr. SCB. El siguiente paso
fue introducir la GP multicomponente sin el término no lineal, para ello, el Dr.
VRR nos asigno resolver la ecuacién de dos formas distintas, yo escogi resolverla
usando elemento finito. El siguiente paso fue introducir el término no lineal en
la GP. Intentamos varios métodos con ayuda del Dr. SCB. De nuevo, RZZ y yo
resolvimos la ecuacion en paralelo.

En este punto, usando el cédigo de RZZ, el Dr. VRR y RZZ descubrieron que
los vortices se nucleaban a voluntad en los ceros del campo magnético. ;Pero
por qué? ;seria coincidencia del campo particular que usamos? Asi, el Dr. VRR
ideé un campo hecho con 8 cables infinitos que tenia tres ceros. El resultado



fue el mismo: tres vortices. En este punto, mi trabajo fue encontrar més cam-
pos magnéticos tanto para ejemplificar como para encontrar contraejemplos. El
Dr. VRR se dio a la tarea de encontrar la explicacién. Fue él, quien leyendo
Abrikosov encontro la explicacién semianalitica.

Yo seguia con los campos magnéticos. La idea era encontrar campos cuyos
ceros pudiéramos controlar. Fue con este trabajo que me di cuenta de que la
carga total de los vértices en el condensado estaba determinada por el orden
multipolar del campo. Asi pues, ahora podiamos controlar no sélo la posicién
sino la carga. También en este punto descubri que podiamos ensamblar redes de
vortices con nuestro método. RZZ confirmé numéricamente ambas predicciones
y ademas se dio cuenta de que en las redes periddicas las cargas de los vértices
alternaban de signo. Usando nuestro trabajo anterior, encontré la explicacion
del fenémeno.

Estos son bésicamente nuestros resultados y con eso termina la linea del
tiempo de nuestro proyecto. Naturalmente, estoy dejando fuera muchos inter-
cambios de ideas y resultados que hicieron esto posible. Todos los resultados
numéricos que cito en el capitulo uno y dos de esta tesis los hice yo, al igual
que los resultados del problema lineal en el capitulo tres. El resto de los resul-
tados numéricos que cito en el capitulo tres (los del problema no lineal) fueron
obtenidos por RZZ aunque yo también generé resultados para este problema.
Las figuras de la referencia[16] las hizo el Dr. SCB con los datos de RZZ.

Por tltimo, las referencias [1] a [30] son referidas directamente en el texto,
mientras que las referencias [31] a [51] no. Estas ultimas fueron incluidas en la
bibliografia porque fueron referencias consultadas que enriquecieron el trabajo
a pesar de que no son referencias directas.

1.1. Los condensados de Bose-Einstein clasicos

Consideremos un gas de bosones en equilibrio termodindmico a temperatura
T y bajo un potencial quimico p. Sea €, la energia de uno de estos bosones
cuando se encuentra en el estado de una particula etiquetado por v. El niimero
promedio de particulas en el estado de una particula v es:

1
eﬁ(eu_,u‘) — 1

flen) = (1.1)
donde 5 = 1/kT y k es la constante de Boltzmann. Mostramos la distribucién en
la Figura 1.1. Esta distribucién se conoce como la distribucién de Bose-Einstein
y es el punto de partida para estudiar los BEC no interactuantes o clasicos como
también se les conoce!.

Lo primero que notamos de esta distribucion es que el potencial quimico, u,
no puede ser mayor que la energia minima de una particula, €,,;,, porque de

lo contrario el nimero promedio de particulas en el estado de minima energia

1 Esta distribucién puede obtenerse al calcular el niimero promedio de particulas en estados
de una particula usando la Gran Funcién de Particién[26], sin embargo, para propdsitos de
esta introduccidn, la tomaremos como el punto de partida.
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Figura 1.1: Distribucién de Bose-Einstein. En el eje de las abscisas tenemos
E/kT y en el de las ordenadas f(E). La linea punteada corresponde al potencial
quimico.

de una particula es negativo. Asi pues, existe una cota superior al nimero de
particulas que pueden ser acomodadas en estados excitados, a saber[17],

’

’ 1
Nmaa; = Z eﬁ(ﬁu_fnlin) — 1 (12)

donde Z/ es la suma sobre todos los estados excitados.

Asi, si el numero de particulas excede esta cota, N > N’,,.., entonces el
exceso de particulas debe acomodarse en el estado base. Asi pues, esta cota
superior puede considerarse el sello de los condensados de Bose-Einstein[17],
pues es la condicién que fuerza a los gases de bosones a acomodar particulas
en el estado base cuando el nimero de particulas excede un limite determinado
por el sistema.

Pero cémo se determina esta cota? Sabemos que si el nimero de particulas
excede la cota superior del condensado, ocurre el fenémeno de condensacién. Sin
embargo, generalmente lo que controlamos no es el niimero de particulas sino la
temperatura. Asi, la forma de lograr condensados en condiciones experimentales
reales es bajando la temperatura. ;Pero qué temperatura debemos usar?

Supongamos que tenemos un gas de N particulas. Notamos que, ceteris
paribus, a menor temperatura, menor es el nimero de ocupaciéon de estados
de una particula. Asi, si pedimos que N sea igual a la cota superior para una
temperatura dada, que llamaremos temperatura critica (7), entonces a tem-
peraturas inferiores, el nimero total de particulas en estados excitados dismin-
uye, por lo que se puebla el estado base, que es el estado que més particulas
puede admitir (ver Figura 1.1). As{ pues, podemos lograr la condensacién de
Bose-Einstein por medio de un parametro bajo control de los experimentales:
la temperatura.



El modelo clésico nos da una idea de los conceptos béasicos detras del fend-
meno de condensacién de Bose-Einstein, sin embargo, no puede predecir mu-
chos fendmenos que se observan experimentalmente, entre ellos, la formacion de
vortices. Para ello es necesario considerar las interacciones entre los atomos del
condensado. Estudiemos esto.

1.2. Condensados interactuantes y la ecuacién
de Gross-Pitaevskii

;,Cémo interactian los a&tomos en los condensados de Bose-Einstein y c6mo
los modelamos? En esta seccion, primero estudiaremos la interaccién entre ato-
mos neutros usando la teoria de la dispersion; esto nos dard una longitud de
dispersion que contiene la informacion relevante de la interacciéon y misma que
puede medirse experimentalmente[18]. Usando esta longitud de dispersién con-
struiremos un potencial de interaccién efectivo que introduciremos al hamilto-
niano de muchos cuerpos que describe al condensado. El resultado de minimizar
la energia descrita por el hamiltoniano con la restriccién de conservacion de
particulas serd la ecuacién de Gross-Pitaevskii[20, 21].

1.2.1. Interaccion interatémica y la aproximacion de con-
tacto

La interaccién entre dos particulas estd determinada por su longitud de dis-
persién[18], pero antes de determinar esta longitud debemos determinar primero
cudl es el potencial mediante el cual interactiian. En el caso de dtomos neutros,
este potencial resulta ser de tipo Lenard-Jones, pues a grandes distancias dom-
inan fuerzas de van der Waals y a cortas distancias fuerzas de repulsién debido
al acercamiento de las nubes atémicas[18].

Debido a que los atomos en los condensados estan a temperaturas muy bajas,
es posible hacer dos aproximaciones que simplifican considerablemente la teoria
de la interaccién. La primera aproximacion es que de la expansién de la funcién
de onda en ondas parciales, es posible quedarnos a primer orden, es decir, con la
onda parcial s. La segunda aproximacién es que la amplitud de la dispersién para
esa onda parcial s puede ser calculada usando la aproximacién de Born a primer
orden. La idea de esta seccion es especificar como usar la teoria de dispersion
para escribir un potencial de interaccién interatémico que podamos usar en el
hamiltoniano de muchos cuerpos que describe al condensado. Empecemos pues
este estudio.

Consideremos el sistema del centro de masa de los dos dtomos. Consider-
aremos ademds que los dtomos son idénticos, no sélo en que son de la misma
especie sino en que estdn descritos por los mismos nimeros cuanticos?. En este

2La teorfa que exponemos aqui puede ser generalizada al caso de colisiones entre dtomos
con diferentes nimeros cudnticos; sin embargo, debido a que en este trabajo no consideramos
esa posibilidad, no estudiaremos esta extensiond de la teoria.



sistema y en el caso de colisiones eldsticas, la ecuacién que debemos resolver
para encontrar la funcién de onda en la colisién es[19]:

_ 2m,

(V2 + k) (r) 2 Une(r) (1.3)

donde () es la funcién de onda que describe el movimiento relativo de ambas
particulas, U(r) es el potencial de interaccién entre ambas, k es el nimero de
onda en el sistema del centro de masa (que es igual para la onda incidente y
reflejada por el supuesto de elasticidad en la colisién), m, la masa reducida
y r es la coordenada radial que describe la posicion relativa entre ambas. La
solucion a esta ecuacion para r grande es:

ikr

W(r,0) = N [eikz + f(0)S } (1.4)

r

donde z es la direccién de propagacién de la onda incidente, f es la amplitud de
la onda y N es una constante de normalizacion y 6 es el dngulo entre el vector
de onda incidente y el reflejado.

Asi, lo que necesitamos calcular ahora es la amplitud, f(6), de la onda esféri-
ca. En el caso de potenciales con simetria esférica, es conveniente descomponer
la funcién de onda en la base que tiene momento angular y energia definida.
En el caso en el que hay simetria azimutal podemos escribir funcién de onda
después de la colisién como:

WU(r,0) = A1P(cos 0) Ry (r) (1.5)

l

Para bajas energias, es posible mostrar[18] que domina el término [ = 0, cono-
cido como la onda parcial s. Asi pues, la funcién de onda queda como:

a
Yy =1-12 (1.6)
donde —a = f(0) es la longitud de dispersién.
Ahora recordemos que si el efecto del potencial de interacciéon no es muy
grande, podemos usar la aproximaciéon de Born a primer orden, de modo que

ir / &3rU(r) (1.7)

a =
omh?

donde hemos usado ademas que estamos en la aproximacién de onda parcial s.
De ahora en adelante, supondremos que el potencial de interaccién puede
ser modelado por un potencial efectivo que cumple[18]:

/ BrUess(r) =

Como las particulas son iguales, su masa reducida es m, = m/2, por lo tanto,

9 2
™A _ g, (1.8)

My

Uy = Arh’a

- (1.9)



Este potencial efectivo ademads se supone de contacto, es decir,
Uepsr = Uod(r —1r'). (1.10)

Asi pues, conociendo la longitud de dispersién, podemos construir un poten-
cial de interaccién aproximado que podemos introducir en el hamiltoniano de
muchos cuerpos. Notemos que en ningiin momento calculamos la longitud de dis-
persién. Para obtener esta longitud se puede resolver la ecuacién de Schroedinger
con el potencial tipo van der Waals para separaciones interatémicas grandes y
tipo pozo infinito para separaciones menores que una distancia critica, sin em-
bargo, los resultados de resolver esto no permiten hacer estimaciones realistas
de la longitud de dispersién[18], por lo que lo mejor es introducirla como un
pardmetro que debe ser medido experimentalmente. Usemos pues este potencial
para derivar la ecuacion de Gross y Pitaevskii.

1.2.2. La ecuacién de Gross-Pitaevskii
El hamiltoniano de muchos cuerpos que queremos resolver es[18]:
2
(3

H= z_; {gm + V(ri)} + UQZ(S(m —7j) (1.11)

i<j

donde V es el potencial externo que atrapa los atomos.

La aproximaciéon de Gross y Pitaevskii consiste en suponer que todos los
atomos estdn en su estado base y que la funcién de onda total es el producto de
estas funciones de onda de una séla particula debidamente simetrizado. Asi, la
funcién de onda del condensado es:

N!
U(ry, T, .., TN) = T ji:, (f1(r1)P2(r2)...0n(rn))  (1.12)
permutaciones
donde n; es el numero de dtomos en el estado 7 y ¢; es la funcién de onda de

una particula en el estado 1.
Ahora, como todas las particulas estan en el estado base, la expresién anterior
se reduce a:

N
U(ry,ra,...rn) = [ [ o(rs) (1.13)

Utilizando esta funcién de onda, tenemos que la energia promedio del conden-
sado es:

h? N-1

B=N [ @ | Do + Vil + T tleml|
donde N(N — 1)/2 corresponde al niumero de pares que pueden formarse.

Es conveniente introducir la definicién de densidad en el condensado. Asi,

introduciendo la definicién ¥(r) = N'/2¢(r) y minimizando la energfa mante-

niendo el nimero de particulas constante (0E — udN = 0) obtenemos:
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Figura 1.2: Experimento tipico para atrapar y enfriar dtomos alcalinos[18]

—Q%V%(T) +V(r)p(r) + Uolyp(r)Po(r) = pp(r) (1.15)

donde p es el potencial quimico, mismo que resulta ser igual a la energia del
condensado por la restriccién (JE — udN = 0). Por esta razén, de ahora en
adelante usaré indistintamente energia del condensado o potencial quimico. Esta
es la ecuacién de Gross-Pitaevskii[20, 21] y es la ecuacién bésica de modelacién
de condensados de Bose-Einstein con interaccién con la que trabajaremos a lo
largo de este trabajo.

Con esta introduccién, podemos entender qué dice la ecuacién de Gross
y Pitaevskii: la energia del condensado es igual a su energia cinética mas la
asociada al potencial confinante méas la energia asociada a la interaccién entre
atomos.

Ahora, para concluir esta seccién sélo nos falta especificar el tipo de poten-
ciales que usamos para confinar. Aunque en principio el potencial externo puede
ser el que sea, usualmente es arménico, de modo que la ecuacion queda como:

—n? 1
5 VA Smur? g [ ) = (1.16)
2m 2
donde ademas hemos cambiado Uy por g pues es la notacién estdndar en muchas

otras fuentes.

1.3. Aspectos experimentales sobre confinamien-
to y enfriamiento de atomos

Antes de terminar la introduccién, consideramos necesario introducir los
aspectos basicos de las técnicas experimentales que hacen posible la realizacion
de condensados de Bose-Einstein en el laboratorio. El esquema de un tipo de
experimento de atrapamiento y enfriamiento de 4tomos se muestra en la Figura
1.2, copiada de la referencia[18].



El esquema basico de este experimento es el siguiente. Los dtomos salen de
un horno caliente y entran al desacelerador de Zeeman donde se reduce su ve-
locidad, después de lo cual son atrapados en una trampa magneto 6ptica (MOT
por sus siglas en inglés). En la MOT se generan nubes con temperaturas del or-
den de cientos de nK en las que la densidad es limitada por procesos de emision
y reabsorcién de fotones. A continuacién se transfiere la nube a un potencial
conservativo, ya sea magnético u 6ptico, que generalmente puede aproximarse
mediante un potencial armoénico como el que consideramos en la ecuacién 1.16.
Finalmente se utiliza la técnica de enfriamiento por evaporacion en la que se
reduce la temperatura y se aumenta la densidad de la nube de manera gradual
hasta que se alcanza la degeneracién, produciéndoce asi el fenémeno de conden-
sacién de Bose-Einstein. El propésito de esta seccién es explicar los aspectos
bésicos de las fuerzas que se usan para lograr experimentalmente la conden-
sacion.

1.3.1. La trampa magneto optica y el desacelerador Zee-
man

Para poder entender céomo funcionan estos aparatos, es necesario que es-
tudiemos cudles son las fuerzas que actian sobre los 4&tomos en presencia de un
campo eléctrico. Estudiemos pues estas fuerzas.

En presencia de un campo eléctrico los atomos se polarizan. Usando teoria
de perturbaciones dependiente del tiempo, es posible mostrar[18] que la polar-
izabilidad « de un atomo en presencia de un campo eléctrico &€ = &y coswt
es:

_\— 2(En — Bo)|(nld - ¢0)]*
aw) =Y o 20)2 o (1.17)

donde FE,, es la energia del atomo en el estado n, € es la direccién del campo
eléctrico y donde

d=—e) r; (1.18)

es el momento dipolar eléctrico, con r; la posicién relativa al nicleo del electrén
j.

Como la mayoria de las situaciones de interés son aquéllas en las que la
frecuencia del campo eléctrico estd cerca de la resonancia con la de algin estado
excitado e, obtenemos que la polarizabilidad atémica es:

(o) el )
" E.— Ey— hw
Hasta ahora hemos supuesto que si el &tomo es excitado, se quedara ahi por
siempre; ése no es el caso. Entonces introducimos fenomenolégicamente la razén
de decaimiento espontdneo del estado excitado, T'.. Si la variacién temporal del
estado excitado es la usual, e "*F<*/" entonces la polarizabilidad ahora es:

_ [(eld;|0)[?
W) = BBy~ hw — A2

(1.19)

(1.20)

10



Asi pues, la polarizabilidad tiene ahora una parte real

_ (Be— By —hw) |(e|d - ¢|0)[*
Rlo@w)] = 75— E;’_ Feo)? 4 (AT /2 (1.21)

y otra imaginaria

hle/2|(n|d - €|0)|?
(E. — Eo — hw)2 + (hL./2)2

Sla(w)] = (1.22)

Al igual que en el caso cldsico, la parte real es la parte que modela la polar-
izabilidad usual, mientras que la imaginaria representa la absorcién de energia
por parte del &tomo.

Definimos entonces la tasa de absorcién de energia por el dtomo o, puesto
de otra forma, la tasa con la que se pierden dtomos del estado base en favor del
estado excitado e, como:

Iy = ﬁ%[a(w)]<5(r,t)2>t (1.23)
donde (-); denota promedio sobre un ciclo temporal del campo.
Asi, el 4tomo en presencia de un campo eléctrico siente dos fuerzas, la
primera debida a la fuerza de polarizacién usual; la segunda, a la transferencia
de momento de los fotones absorbidos. La fuerza dipolar estd dada por[18]:

1
Fyip = iﬂ[a(w)]V@(r,t)Q)t (1.24)
Mientras que la de radiacién estd dada por[18]:

Fraa = hqlo (1.25)

donde hq es el momento del foton.

El punto clave que debemos notar es que ambas fuerzas dependen de la
cantidad E,, — By — hw = h(w,0 —w). La diferencia de frecuencias w —wy, es tan
importante que tiene su propio nombre, a saber, desintonizacién o «detuning»
como se le conoce en inglés.

Notamos entonces que el experimental tiene control sobre las fuerzas que
actuan sobre el atomo. Por ejemplo, de la expresion para la polarizabilidad real,
notamos que para un detuning al azul, la fuerza dipolar es hacia las regiones de
menor campo eléctrico, mientras que para un detuning hacia el rojo la situacion
se invierte. Estas fuerzas también pueden controlarse por medio de campos
magnéticos gracias al efecto Zeeman. Al mover los niveles de energia por medio
de un campo magnético, también se afecta el detuning y, por lo tanto, la fuerza.
Usemos esto para entender un poco mas cémo es que se pueden atrapar y enfriar
atomos.
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El desacelerador Zeeman

Como dijimos, el desacelerador Zeeman sirve para enfriar atomos. ;Cémo lo
hace? El principio béasico es que al mandar un laser en direccién contraria a la
del haz de atomos, la absorciéon de fotones con momento en direcciéon opuesta
haréd que los d4tomos disminuyan su velocidad. ;Dénde quedé entonces la parte
Zeeman? Resulta que en estas trampas, la frecuencia del laser que detecta el
atomo se ve afectada por el efecto Dopler de forma distinta en diferentes partes
de la trampa. Asi, para que este aparato funcione, es necesario modificar los
niveles energéticos de forma distinta en diferentes partes del desacelerador. Para
esto se usan campos magnéticos que modifican los niveles usando efecto Zeeman,
déndole asi el nombre al aparato.

La MOT

Con la discusién anterior también podemos entender el funcionamiento béasico
de la trampa magneto 6ptica. El punto central del funcionamiento de la MOT
es que, debido a que los niveles energéticos del atomo dependen del campo
magnético en el que se encuentran, si introducimos un campo magnético no uni-
forme, los 4tomos en diferentes partes de la trampa tendran diferentes niveles
energéticos y por lo tanto sentiran fuerzas distintas, logrando asi atraparlos.

1.3.2. Enfriamiento por evaporacién

Las estadisticas de Bose-Einstein muestran caracteristicas que las diferencian
de las de Maxwell-Boltzamann cuando se cumple la condicién[22]:

N _ (2mkT)3/?
=>— (1.26)
Vv h3

donde N es el nimero de particulas, V el volumen, m la masa de las particulas
vy k la constante de Boltzmann. Asi pues, para lograr experimentalmente un
condensado de Bose-Einstein, es necesario lograr que se cumpla esta relaciéon
entre densidad y temperatura.

A pesar de que el enfriamiento por laser reduce drésticamente la temperatu-
ra, esta reduccién no es suficiente para lograr la condensacion de Bose-Einstein
en las densidades que se logran con las técnicas de atrapamiento que acabamos
de discutir[18]. Por eso es necesario enfriar atin més los dtomos. Para ello se
usa el procedimiento de enfriamiento por evaporacién. En esta etapa también
se comprime aun mas el condensado pero la compresién sigue limitada por los
procesos de absorcién y emisién de fotones, de ahi la gran importancia del en-
friamiento.

El principio detras de este mecanismo de evaporacién es el mismo que nos
permite enfriar una olla caliente cuando la destapamos. Al destapar la olla,
las moléculas con més energia cinética escapan de la olla, reduciendo asi la
temperatura del guiso. El concepto es el mismo, excepto que en vez de guiso
tenemos atomos neutros y en vez de olla y tapa sélo tenemos un potencial que
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Figura 1.3: Enfriamiento por evaporacién

atrapa los atomos. Asi pues, para «destapar la olla», debemos bajar la altura
del potencial como se muestra en la figura 1.3.
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Capitulo 2

Vortices en condensados
rotantes

Para poder desarrollar nuestro proyecto de investigacién, primero reprodu-
jimos resultados anteriores. El primero de estos fue la solucién de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii[20, 21] para condensados con trampas armonicas estdticas.
Este es el problema més sencillo que se puede resolver y nos sirvié de introduc-
cién al tema.

Una vez completado el trabajo con los condensados en trampas armoénicas
estdticas, trabajamos con condensados en trampas armonicas rotantes. Como
resultado de la rotacion, el condensado nuclea vortices en redes triangulares
iguales a las de los superconductores tipo II en presencia de campos magnéticos
uniformes. Es por esto que este problema es el antecedente directo de nuestra
investigacion.

Otra razén por la que trabajamos primero con este sistema es que es el sis-
tema maés sencillo en el que se pueden obtener vértices en gases atémicos ultra-
frios, de hecho, es el primero en el que se logré observarlos experimentalmente|[6].
Asi pues, este sistema nos permitié introducirnos al tema de vértices en conden-
sados de Bose-Einstein utilizando cédigos que se encuentran en la literatura.

Consideramos importante mencionar que aunque nuestros cédigos estan basa-
dos en articulos publicados sobre el tema[23, 24, 25], nos dimos a la tarea de
programarlos nosotros. Nunca usamos ningin paquete computacional ni cédi-
gos publicados en internet, no por otra cosa que para estar seguros de nuestros
resultados y, ademds, a manera de entrenamiento.

2.1. Condensados de Bose-Einstein en trampas
armonicas estaticas

Generalmente, el método mas réapido para resolver la ecuacién de Gross-
Pitaevski es el método del «Split Operator»[23].
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El operador de evolucién temporal de la ecuacién de Shroedinger cuando el
hamiltoniano H no depende explicitamente del tiempo es e /" donde t es la
variable temporal, por lo que

G, t+ At) = e HA Ry (5 1) (2.1)

La idea fundamental del método de split operator es notar que si H=T+ Vv,
donde T es el operador de energia cinética y V el de la energia potencial, entonces
para pequenos pasos de tiempo At el operador de evolucién temporal puede
escribirse como[23]:

e—iHAt/h — o iTAL/2h —iVAt/h —iTAt/2h | O(At3) (2.2)

Si la meta del problema es evolucionar una funcién dada, entonces esto
se logra utlizando las propiedades de la parte cinética del hamiltoniano bajo
transformacion de Fourier, pues entonces:

¢TI (5 1) = F (KA E (7, 1)) (2.3

donde F denota transformada de Fourier, y K es la malla de momentos en el
espacio de momentos.

A veces, evolucionar la funcién es la meta; sin embargo, si la meta es obtener
el estado base del problema, debemos modificar el método. Se puede probar[24]
que la minimizacién del funcional de energia de Gross-Pitaevskii es equivalente
a resolver la ecuaciéon de Gross-Pitaevski con la sustitucién ¢ — —it. A este
método se le conoce como «flujo de gradiente normalizado». Asi, el operador de
evolucién temporal a aplicar es:

o—HAt/h _ ,—~TAt/2h ,—VAt/h ,~TAt/2h +O(AB) (2.4)

Aplicando este método resolvimos el problema en dos dimensiones. La Figura
2.1 es la densidad para B = g/E. = 1000, E. = hw y donde la unidad de longitud
es a = (h/mw)'/? Cabe mencionar que el error en norma dos de la funcién es
del orden de 10™° y corre en 5 segundos en una laptop casera.

2.2. Condensados de Bose-Einstein en trampas
armonicas rotantes

En la seccién anterior estudiamos la solucién del problema bésico. El método
de split operator funciona cuando es posible hallar expresiones para e~ 1t/
que se separen en energia potencial y cinética. Sin embargo, esto no siempre
es posible; el problema de un condensado rotando es uno de ellos. Para este
sistema, la ecuaciéon de Gross-Pitaevski en el marco de referencia que rota con

el condensado a velocidad angular € es[18]:

L 2
Zhg = %V Y+ Vi +g|Y) i — QUL (2.5)
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Figura 2.1: Densidad con trampa armonica

donde €2 es la velocidad angular a la que rota el condensado y L, es el momento
angular en la direccién z.

Para resolver este problema, utilizamos el método de «Discretizacién semi-
implicita espectral de Euler», que se encuentra en la literatura[24, 25]. El método
consiste en utilizar diferencias finitas para la parte temporal y transformada de
Fourier para la parte espacial. De nuevo usamos el «flujo de gradiente normal-
izado» para encontrar la solucion al estado base, es decir hacemos t — —it en
la ecuacion de Gross-Pitaevski. Discutamos el método.

Adimensionalizando como en la seccién anterior y haciendo el cambio ¢ —
—it para encontrar el estado base, la ecuaciéon de GP queda como:

D 2V Bl DLy (2.6

Para implementar el algoritmo en la computadora es necesario acotar y dis-
cretizar el dominio tanto en el espacio de coordenadas como en el de momentos.
Para acotar los dominios, nos damos cuenta de que la funcién debe decaer expo-
nencialmente. Asi, escogemos un dominio D = [a, b] X [c, d]. Definimos una malla
para x como z; = a+jAz, y; = c+jAy, con Az = (b—a)/M y Ay = (d—c)/N,
con M y N ntimeros pares.

El método inicia con un ansatz, que en nuestro caso es una gaussiana. Esta
solucién es una matriz ¢9’ i, donde cada entrada corresponde al valor de la
funcién en el punto (z;, yx). Denotamos como (é;{k a la funcién al tiempo n.

Asi, la ecuacion matricial que queremos resolver para obtener la solucién al
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tiempo n + 1 es:

ortt — I 1
o :
Pik ik _ <V2 o

At 2 ) Ok + Girdlk (2.7)

donde i
me= (o= Vi = Blohul? + QL) (2.8)

y « es un parametro de estabilizacién definido como « = (1/2)(bmaz + bmin)
con

braz = max; (‘/j,k + Bdﬁk) y brmin = minj,k (‘/j',k + ﬂ¢;€k) (29)

Para resolver esto eficientemente, nos damos cuenta de que en el espacio de
momentos, el operador % se cambia por —ij, y 8% se cambia por —i\,, con i), =
ff—’; VA= zqfc donde ademés p = —M/2,.... M/2—1y q=—N/2,...,N/2—1.

Asi, haciendo transformacién de Fourier en la ecuacién a resolver y despe-
jando,

n+1\ __ 2 n mn
‘F<¢j7k ) B 2+At(20é+,u12,+/\q2) [}—( j,k) + AtF (Gp,q)] (2.10)

donde F denota transformada de Fourier.

Asi pues, al invertir la transformada de Fourier, se obtiene la solucién para
el paso temporal n + 1. El procedimiento se repite hasta que se satisfaga algiun
criterio de convergencia, por ejemplo, que la diferencia en norma dos de la
funcién al tiempo n y al tiempo n + 1 sea menor que 1010,

En nuestro programa, el potencial V = (1/2)w?r?. La Figura 2.2 es la
densidad para B = 8000 y Q=0 /w = 6. La adimensionalizacién es la misma
que en la seccién anterior.

La solucién de esta ecuacién tiene un perfil idéntico al del caso sin término
de rotacién pero ahora presenta vértices, que consisten en ceros del perfil de
densidad. Los vortices se acomodan en redes triangulares al igual que en los
superconductores tipo II. Este es el sello de los condensados de Bose-Einstein
en trampas rotantes.

Una ventaja de estos resultados es que nos permitieron conectar nuestro
trabajo con los resultados experimentales. Como se puede notar al comparar
nuestra solucién (Figura 2.2) con los resultados experimentales (Figura 2.3),
nuestra solucién modela correctamente el efecto observado en el laboratorio.
Los resultados experimentales que citamos son los observados por el grupo de
Ketterle et al.[6].

Como mencionamos antes, una de las caracteristicas de la obtencién de
vortices por medio de este método es que no hay forma de controlar la aparicién
de los voértices. Es decir, s6lo es posible obtenerlos en la forma de la red trian-
gular que se muestra en la Figura 2.3. Entonces nos preguntamos jsera posible
colocar vértices usando algin otro método de tal suerte que no siempre se aco-
moden en redes triangulares? Como veremos, la respuesta es que si y no sélo
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Figura 2.2: Densidad para condensado rotante.

Figura 2.3: Voértices en condensados rotantes[6].
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podemos hacerlo de forma que no se acomoden en redes triangulares, sino que
podemos colocarlos donde querramos. Podemos colocar cuantos vortices de-
seemos y dénde lo deseemos. Sin embargo, esta libertad trae consigo un precio a
pagar. Este precio es que debemos trabajar con condensados con grados internos
de libertad.

Hasta ahora hemos trabajado con los condensados sin tomar en cuenta sus
grados internos de libertad; sin embargo, nuestro método necesita que los &tomos
tengan estos grados internos. Estudiemos pues cémo sacarle provecho a estas
propiedades para nuclear vértices como prometimos.
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Capitulo 3

Ingenieria de vortices

Como mencionamos, es posible colocar vértices en condensados de Bose-
Einstein a voluntad. La idea bésica es que los vértices se nuclearan en los lugares
donde el campo magnético no uniforme se hace cero; por ello, s6lo necesitamos
producir campos magnéticos con ceros donde queremos que los vértices se nu-
cleen. Asi pues, adquirimos control sobre los vortices en el condensado mediante
campos magnéticos que, en principio, estan totalmente bajo control.

Como veremos, ademas de colocar los vortices en la posicién que deseemos,
también es posible decidir la circulacion del vértice. Para ello, de nuevo recurri-
mos a los campos magnéticos que ya controlamos. Al seleccionar un campo con
orden mulitpolar adecuado podemos lograr que el vortice tenga la circulacién
deseada; los campos de orden multipolar uno generan voértices de circulacion
uno, los de orden dos, generan circulacién dos y asi sucesivamente. Asi pues,
podemos controlar las caracteristicas que definen al vortice: posiciéon y circu-
lacién. Es por esto que hablamos de ingenieria de vértices.

A manera de desarrollar nuestra propuesta, empezamos por exponer las
propiedades magnéticas de los atomos con los que se pueden hacer conden-
sados atémicos. A continuacién estudiamos una simplifacién de nuestro modelo
en la que no se toman en cuenta las interacciones entre dtomos descritas por
el parametro g que discutimos en la introduccién. Finalmente desarrollamos
nuestro modelo y explicamos cémo es que logramos colocar vortices a voluntad.

3.1. Propiedades magnéticas de atomos alcali-
nos e hidrégeno

Los atomos que nos interesan son los metales alcalinos y el hidrégeno neutros.
La razon por la que nos interesan es que con estos elementos es posible generar
condensados de Bose-Einstein en el laboratorio. Para lograrlo, es necesario con-
finar los 4tomos mediante potenciales magneto-6pticos hasta lograr densidades
del orden de 10'3—10' cm ™2 y enfriarlos a temperaturas inferiores a los 10K.
Ahora, estos dtomos deben ser bosones porque presentan el fenémeno de
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condensacién de Bose-Einstein. jPero por qué son bosones estos atomos? La
estructura electrénica de los atomos alcalinos e hidrégeno se caracteriza por
presentar capas electronicas llenas mas una capa con sélo un electrén en el nivel
de momento angular s de tal forma que el ntimero cudntico de spin electrénico
es impar. Asi pues, para que estos dtomos sean bosones, es necesario que tengan
spin nuclear impar. Esto ocurre con los isétopos con niimeros de masa (A)
impares. Entonces debemos corregir la frase con la que abrimos la seccién, nos
interesan los isétopos de los elementos alcalinos e hidrogeno que tienen nimeros
de masa impares.

Para ilustrar esto, consideremos dos ejemplos. El hidrégeno tiene estructura
electrénica 1s y tiene A = 1 y por lo tanto es un bosén; el 23Na tiene la estructura
electrénica 1522522p%3s! y tiene A = 23 por lo que también es un bosén.

Esta estructura atémica tiene consecuencias importantes en presencia de
campos externos. En particular, cuando estos atomos interactiian con un cam-
po magnético externo, los espines nuclear y electrénico de las ultimas capas
interactian con el campo. Si I'y J = L 4 S son los operadores de spin nuclear
y momento angular més spin electrénico respectivamente, entonces el hamil-
toniano de cada dtomo en presencia de un campo magnético constante en la
direccion z es el siguiente:

Hypin = AI-J + CJ, + DL (3.1)

donde C = gugB, D = —uB/I, A es una constante de acoplamiento entre
spines, up es el magnetén de Bohr, g el factor de Landé y u es la constante de
acoplamiento del spin nuclear con el campo magnético. Sin embargo, para los
dtomos que nos interesa, D es por lo menos 1073 veces menor que A y C[18],
por esto tomamos D = 0. Ademads, para todos estos dtomos L = 0, por lo que
J=S.

De este sistema nos interesan los eigenestados pues se usan de base para
otros hamiltonianos de spin. Es decir, los eigenkets de este hamiltoniano son los
kets que usaremos de base para todos los sistemas mas adelante.

Consideremos como ejemplo al hidrégeno. Para este elemento I = J = 1/2.
Definiendo los pardmetros b = C'/A y 0 con tan20 = 1/b, los eigenestados del
hamiltoniano son[18]:

la) = cosO]1/2,—1/2) —sinf|—1/2,1/2) (3.2)
b) =1-1/2,-1/2) (3.3)

l¢) = sin 6 [1/2, —1/2) + cos 0]—1/2,1/2) (3.4)
) = [1/2,1/2) (3.5)

con eigenenergias
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B, = -4 - L /i) (3.6)

4 2
By = A~ 1) (3.7)
&:_mi+%1+w) (3.8)
szmi+g) (3.9)

Las energias como proporcién del parametro de interaccién spin nuclear-electrénico,
A, y como funcién del campo magnético se muestran en la figura 3.1.

=7

Figura 3.1: Energias como proporciéon del parametro A del multiplete del
hidrégeno como funcién del campo magnético B en la direccién z.

De la Figura 3.1 notamos que para campos magnéticos pequenos, si el estado
se prepara incialmente en el triplete, debemos considerar el triplete completo
y podemos olvidarnos del estado |a) pues la probabilidad de transicién entre
el triplete y |a) serd pequena. Por otro lado, si el campo magnético es grande,
podemos considerar al sistema como dos estados de dos niveles. Este es un punto
fundamental en lo que sigue pues a veces trataremos un sistema con tres grados
de libertad y a veces con dos. Asi, éste es el argumento bédsico que nos permite
hacer esta aproximacion.

Para los 4tomos alcalinos mencionados, el procedimiento es el mismo sdélo
que con nimero de spin magnético I = 3/2. En estos sistemas también es posible
separar en estados de triplete y ahora también quintuplete[18].

Ahora si estan todos los elementos para describir nuestra propuesta. Consid-
eremos a alguno de los gases descritos al principio de la seccién bajo la presencia
de un campo magnético de la forma:

B = (B.(,y), By(,y), Bo) (3.10)
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es decir, un campo en las direcciones x y y con dependencia espacial y constante
en la direccién z.
Asi pues, el hamiltoniano de nuestra propuesta es:

donde C = gupB y Cy = gupBy. Notamos que este hamiltoniano es distinto al
anterior. Para trabajar con este hamiltoniano usaremos la base generada por el
hamiltoniano anterior.

Como ejemplo, consideremos de nuevo al d&tomo de hidrégeno. Nos interesa
escribir este hamiltoniano para el &tomo de hidrégeno en la base que acabamos
de desarrollar (también para el dtomo de hidrégeno). Haciendo el dlgebra, el
hamiltoniano en funcién del pardmetro b = C//A se escribe como:

AG+Y sinf(1 — 1) 0 cosO(1 — i)
sinf(14+1i) —A(;+3V1+02) cosf(1l—1i) 0
0 cos (1 +1) AL -b —sinf(1 + 1)
cosf(1+ 1) 0 sinf(—1+14) —A(3 — 3V1+?)

Asi, vemos que si podemos garantizar que el estado |a) estd despoblado
siempre, podemos reducir el problema a:

Az +Y) sin6(1 — 4) 0
sinf(14+i) —A(X+3iv1i+b2) cosf(1—1)
0 cos (1 + 1) AE -2t

Notamos que este es casi el hamiltoniano de un sistema de spin uno con dos
excepciones:

1. la diagonal no corresponde a po, sino a las eigenenergias de los estados
en presencia del campo magnético uniforme en z.

2. los términos que corresponden a J, y J, aparecen con términos senos y
cosenos. Asi, para obtener los operadores J, y J, de spin 1, debemos pedir

6 = cos™(1/v/2) = sin"*(1/v/2)

Si ademds podemos garantizar que la poblacién en |b) es siempre cero, en-
tonces obtenemos

AG+ D sin0(1 — 7)
sinf(1+14) —A(3 + 2V1I+0?)

que es un hamiltoniano de la forma p - B para el caso de spin 1/2 con las

salvedades antes descritas.

Con la parte de spin del hamiltoniano desarrollada, es posible construir el
hamiltoniano que nos interesa completo para cualquier atomo:

—B2
HY = 5 =V*U + VU 49|V ¥ + OB JU (3.12)
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donde en el caso de dos dimensiones

U= (;ﬁ+) (3.13)

y J son las matrices de Pauli. Para el caso de spin uno V¥ tiene tres componentes
y J ahora son las matrices correspondientes.

Como mostraremos mas adelante, este sistema nos permite decidir la posicién
exacta y la circulacién de los vértices en cada una de las componentes (de
ahora en adelante, le llamaré fases a las componentes del espinor y carga a la
circulacién de los vértices). Esta capacidad de controlar la posicién y carga de
los vértices es el centro de nuestra propuesta.

Nuestro trabajo ahora es especificar cémo es que podemos controlar estas
propiedades, pero antes de entrar de lleno a la solucién del sistema, consideremos
una simplificacién del modelo que no toma en cuenta la interaccién entre atomos.

3.2. Modelo sin interaccion interatomica

Cuando los dtomos en el gas no interactian, el término de densidad en
la ecuacién de Gross-Pitaevski desaparece. El sistema es entonces equivalente
al de un sélo atomo en la trampa. Este problema fue resuelto por Longuett-
Higgins[27] para explicar el espectro energético de ciertas moléculas. En su
problema, Longuett-Higgins, utilizando la aproximacién de Born-Oppenheimer,
describe los estados energéticos de los electrones en la molécula como un gas que
interactia con los nicleos. Estos nicleos se mueven en las direcciones normales
de oscilacidn, ejerciendo sobre los electrones un potencial adiabético (puesto que
la frecuencia de oscilacién de los nticleos es mucho menor que la energia de los
electrones entre 1), de modo que los estados electrénicos quedan etiquetados
por la frecuencia normal de oscilacién de los ntcleos.

De acuerdo con la seccién anterior, separando la parte radial de la angular,
es posible mostrar que el sistema que queremos resolver para spin 1/2 es:

~h* 10,0 2 1

TM[;E(T gff) - %1/4] + §Mw27"21/1+ +rrp- = Epy (3.14)
—h* 109, 0y 1)? 1
R Ly A ) Mty e, = Bu. (3.15)

donde w es la frecuencia de la trampa arménica, x es la intensidad del campo
multiplicada por el magnetén de Bohr, ¥4 y ¥ _ son las componentes del espinor
y de momento se desprecia la interaccion del spin nuclear y electrénico.

Resolvimos este problema usando el método de elemento finito. Este método
tipicamente sube la precisién a varios 6rdenes de magnitud con respecto al
método de diferencias finitas.

Los codigos estan hechos en Matlab y contienen una subrutina que opti-
miza la localizacion de los nodos. El intervalo en el que se trabaja es de cero
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Figura 3.2: Eigenfunciones param =0, n=1y k?> = 5.

a quince unidades de distancia a = \/h/Mw donde M y w son la masa del
atomo y la frecuencia de la trampa respectivamente. El niimero de nodos es de
441 distribuidos de forma que se optimice el uso de memoria. El error usando
el esquema de mallas adaptativas en el eigenvalor es del orden de e-6 para el
primer eigenvalor. Se pierden cifras significativas hasta llegar a 3 para el eigen-
valor 24 y hasta dos en el eigenvalor 41. Estas estimaciones estan hechas para
el oscilador armonico radial bidimensional para el cual la solucién analitica es
conocida. Los resultados (eigenfunciones y eigenenergias) coinciden con los re-
portados por Longuett-Higgins[27].

Las eigenfunciones estan etiquetadas por dos nimeros cuanticos: el de mo-
mento angular, m, y el de energia, n. Debido a que estamos estudiando con-
densacién de Bose-Einstein, nos interesan las soluciones de minima energia para
diferentes ntimeros de momento angular. Asi, presento las gréaficas de las fun-
ciones asociadas al estado base del problema para k? = 5 y para valores m = 0,
m = 1y m = 2 del ndmero cudntico m. Las graficas son de 14 (psi en la gréfica,
linea continua) y ¢ (fi en la gréfica, linea punteada) contra r en unidades de
a = \/h/Mw. Las gréficas se muestras en las Figuras 3.2, 3.3y 3.4.

Notemos que para m = 0 el estado base tiene soluciones tales que son cero
en cero para una fase y distinta de cero para la otra. Ahora, el que las funciones
sean cero en cero, como veremos, indica una soluciéon tipo vortice. Es decir,
para m = 0 las soluciones del problema lineal presentan vortice en una fase
y en la otra no. Sin embargo, para nimeros cuanticos superiores ya no sucede
que una de las fases sea cero en cero y la otra no. Es decir, para ntmeros
cudnticos superiores, en el problema lineal ya no aparecen soluciones donde
una fase tiene vortice y la otra no. Este comportamiento se repite en todos los
nimeros cuanticos m > 1. Esto serd una parte importante de la propuesta.
iRecuérdenlo! Ahora si, consideremos el problema completo.
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Figura 3.3: Eigenfunciones param =1, n =1y k? = 5.

Figura 3.4: Eigenfunciones para m = 2, n = 1, k? = 5.
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3.3. Modelo con interaccion interatémica

Ahora consideramos el modelo en el que los dtomos interaccionan entre e-
llos por medio del potencial de contacto que mencionamos en la introduccion.
Esta interaccién es responsable de la riqueza de soluciones de la ecuacién de
Gross-Pitaevskii, en particular de la aparicién de vértices. Para ilustrar nuestros
resultados, a diferencia del modelo sin interaccién, también trabajamos con
condensados con tres grados de libertad.

Para resolver el problema con interacciéon adaptamos el cédigo que usamos
en la solucién del condensado rotante[24]. Corrimos el programa con diferentes
campos magnéticos utilizando el mismo criterio de convergencia que en el con-
densado rotante. En todos los casos que corrimos, los campos fueron escogidos
de forma que:

V-B=0 (3.16)

Ademsés de esta restriccion, debido a que los condensados estén dentro de
una camara de vacio, probamos con campos que cumplen

VxB=0 (3.17)

para asegurar que no hay fuentes de campo en la regién. En algunos casos, para
contemplar la posibilidad de campos con fuentes, planteamos posibles experi-
mentos con

VX H =Jfrec (3.18)

sin embargo, debido a las dificultades expermentales de estos campos, nos con-
centramos en los que no tienen fuentes, aunque mostraremos un ejemplo de
condensado bajo la presencia de campos con fuentes.

Después de correr el programa para muchos campos magnéticos distintos y
condiciones iniciales también diferentes, obtuvimos los siguientes resultados:

(1) Los vértices aparecen en todos los puntos donde el campo se hace cero
pero no en todas las fases.

(2) Si aparecen vértices en algunas de las fases, entonces en el mismo lugar
en otra de las fases debe haber una acumulaciéon de densidad o «pico», de tal
forma que el cuadrado de la densidad, |¥|* = > 1] es la de un condensado
sin campo magnético.

(3) La funcién de onda cerca del vértice es de la forma 1 = f(r)e*?, por
lo que la circulacién es

C =+l 7{ V- dl = 27 (3.19)

con | = 1,2,3,4 dependiendo de si el campo es dipolar, cuadrupolar, octupo-
lar, hexadecupolar, etc. Esta circulacion, en general, serd positiva si el vortice
aparece en la fase méas y negativa si aparece en la fase menos; sin embargo, hay
excepciones, mismas que pudimos explicar satisfactoriamente.
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(4) En ausencia de un campo magnético en la direccién z, los vértices pueden
aparecer en cualquiera de las fases sin que tengamos forma de saber a priori en
cudl de ellas serd. Sin embargo, si se aplica un campo magnético constante en la
direccién +z los vortices aparecen en la fase ‘+”, mientras que si lo aplicamos
en la direccién —z, aparecen en la fase “—".

Es por el resultado (3) que creemos que estos vértices no se han observado
antes; es necesario separar las fases para observar el fenémeno. Asi, proponemos
usar un pequeno campo en la direccién z que dependa de z, de forma que su
gradiente sea distinto de cero y que por ello separe las dos fases con una fuerza
F = (n-V)B, donde p es el momento magnético. El campo debe ser pequeno
para poder ser considerado perturbativamente, es decir, que no modifique es-
encialmente el problema. Si el campo es lo suficientemente grande, podria ser
suficiente para generar transiciones a otros estados no poblados. Por ejemplo,
en el caso del hidrégeno, poblar el duplete que consideramos vacio.

Ahora que conocemos los resultados generales, presentamos la evidencia.

3.3.1. Ejemplos

En todos los ejemplos, la ecuacién de Gross-Pitaevskii (GP) fue resuelta us-
ando el método propuesto por Zeng y Zhang[25]. La ecuacién adimensionalizada
que estamos resolviendo es:

—%VZ + VEF+70) + g (14 (D) + |[9— (7)) | e (7)
+rr e 1) (F) = e (7) (3.20)

donde = son las funciones de onda para las fases de spin y u es el potencial
quimico. Presentamos pues ejemplos de los resultados que obtuvimos.

Campo dipolar no centrado

Consideremos un condensado con dos grados internos de libertad que deno-

” W

tamos “+”,“=". El campo magnético al que sometemos el condensado es:
B=B(z—4,-y+2,0) (3.21)

El campo se muestra en la Figura 3.5. Notamos que tanto la divergencia como
el rotacional de este campo es cero y que tiene un cero en el punto (z,y) = (4, 2).

Resolvimos la ecuacion de GP en presencia de este campo con pardmetros
g =38000 y k = 0.5. La solucién se muestra en la Figura 3.6.

La densidad de la fase “+7, py = [¢4|?, se muestra en la Figura 3.6 (a);
la de la fase “~”, p_ = [¢)_|, en la Figura 3.6 (b). Es en esta tltima que
aparecié el vortice, mientras que el pico aparecié en la fase “+”. La densidad
total se muestra en la Figura 3.6 (¢) y vemos que en efecto, no se observa el
vortice en la densidad total. Vemos ademas que el vértice coincide exactamente
con el cero del campo magnético.
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Figura 3.5: Campo magnético dipolar no centrado en unidades arbitrarias

El potencial quimico es p = 46.5984 £ 0.0002. Las circulaciones de las fases
“7 “=" " se muestran en las Figuras 3.6 (d) y (e). En este caso el vértice tiene
circulacién C/2m = —1. La circulacién como funcién de la distancia radial se
muestra en la Figura 3.6 (f). La poblacién en las fases es < N; > /N = 0.51
y < N_> /N =0.49.

Campo cuadrupolar

Consideremos de nuevo un condensado con dos grados internos de libertad
en presencia del campo:

B = B(z? — y?, —2zy,0) (3.22)

De nuevo, la divergencia y el rotacional de este campo son cero. El campo se
muestra en la Figura 3.15.

Resolvimos la ecuacién de GP en presencia de este campo con parametros
g = 1000y k = 0.2. La densidad de la fase “+”se muestra en la Figura 3.8 (a); la
de la fase “—”, en la Figura 3.8 (b). De nuevo, es en esta ultima que apareci6 el
vortice, mientras que el pico aparecié en la fase “+7.

La densidad total se muestra en la Figura 3.8 (¢) y vemos que en efecto, no
se observa el vértice. Vemos ademads que el vértice coincide exactamente con el
cero del campo magnético. La circulacién del vértice se muestra en la Figura 3.8
(d) y vimos que es C/2m = —2. La poblacién en las fases es < Np > /N = 0.58
y < N_ > /N =0.42 y el potencial quimico es ;= 13.9 &+ 0.3.
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Figura 3.6: Condensado para campo dipolar no centrado[16]. Esta figura muestra
la formacién de un vértice de carga uno en el punto (4,2), que coincide con
el cero del campo magnético. Las figuras (a) y (b) son las densidades en las
fases “47, “—” respectivamente. La figura (c¢) muestra como la densidad total
no muestra la aparicién de vértices. La figura (d) y (e) son los campos de
velocidad correspondientes alrededor del punto (4,2). La figura (f) es el valor
de la circulacién para ambas fases como funcién de la distancia radial al punto
(4,2).
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Figura 3.7: Campo magnético cuadrupolar en unidades arbitrarias

Campo dipolar centrado con campos longitudinales

Para mostrar el resultado de que podemos controlar la fase en la que aparecen
los vértices al usar un campo longitudinal B, = Bz (resultado 4), resolvimos
la ecuacién de GP para un campo dipolar con campos transversales distintos de
cero y con parametros g = 1000 y x = 0.2. De nuevo trabajamos con dos grados
internos de libertad. Los campos con los que trabajamos son:

B = B(x,—y, 20) (3.23)

En las Figuras 3.9 (a) y (b) se muestra la densidad de la fase “+7, “—7,
respectivamente, en el caso zyp = +1. El potencial quimico en este caso es u =
29.8472 + 0.0001 y las poblaciones son < Ny > /N =037y < N_ > /N =
0.63. En este caso, el vértice se forma en la fase “+”, con circulacién C/27 = 1,
tal y como se esperaba.

En las Figuras 3.9 (c) y (d) se muestra la densidad de las fases “+7, “—7,
en el caso zp = —1. El potencial quimico en este caso es y = 29.8562 + 0.0001
y las poblaciones son < Ny > /N = 0.63 y < N_ > /N = 0.37. En este caso,
el vortice se forma en la fase “—”, con circulacién C/27 = —1, tal y como se
esperaba.

Ocho cables infinitos

En nuestro intento de realizar campos magnéticos realizables en el labora-
torio, estudiamos el campo generado por ocho cables «infinitos» con corrientes
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Figura 3.8: Codensado con campo cuadrupolar[16]. Esta figura muestra la for-
macién de un vértice en el centro del condensado con circulacién dos usando un
campo cuadrupolar. Las figuras (a) y (b) son las densidades en las fases “+7,

—7, respectivamente. La figura (c¢) muestra como la densidad total no muestra
la aparicién de vértices. La figura (d) y (e) son los campos de velocidad corre-
spondientes alrededor del punto (0,0). La figura (f) es el valor de la circulacién
para ambas fases como funcién de la distancia radial al punto (0,0).
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Figura 3.9: Condensado dipolar con diferentes campos longitudinales[16]. Este
caso ilustra que es posible decidir la fase en la que aparecen los voértices usando
un campo magnético transversal. Las figuras (a) y (b) son, respectivamente, las
componentes “+7, “—” en el caso de campo transversal positivo en la direccion
z. Las figuras (c) y (d) muestran el andlogo con campo magnético negativo en
la direccién z.
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de diferentes magnitudes y direcciones. De nuevo trabajamos con dos grados
internos de libertad y el campo transversal en la direccion z es cero. Los ceros
del campo se escogieron en 1 = (3.6,-6.1), ro = (-6.6, 0) y 3 = (3.6, 6.1). En
este caso, g = 1000 y x = 0.2.

El campo que obtuvimos tiene tres ceros. En la fase “4”, aparece un vértice
con circulacién positiva, C/2m = 1, y dos vértices en la fase “—7, con circulacién
negativa, C/2m = —1. Las densidades de las fases “+7,“—", con los vértices se
muestran en las figuras 3.10 (a) y (b) respectivamente. La densidad total queda,
de nuevo, inalterada (ver Figura 3.10 (c)). Las circulaciones se muestran en las
Figuras 3.10 (c) y (d). El potencial quimico en este caso es p = 53.4084 £
0.0002 y las poblaciones son < Ny > /N = 0.525 y < N_ > /N = 0.475.

Condensado con tres grados de libertad

Considermos un condensado con tres grados internos de libertad. El conden-
sado esta en presencia de un campo dipolar como en el primer ejemplo, excepto
que ahora el campo estd centrado en el origen.

En este caso, g = 8000 y x = .5. La densidad de la fase “4”, se muestra en
la Figura 3.11 (a); la de la fase “—”, en la Figura 3.11 (b); la de la fase “0”, en la
Figura 3.11 (c). Las circulaciones de los vértices se muestran en las Figuras 3.11
(d) y (e). Para la fase “4”, la circulacién es C/2m = 1; para la “—", C/2r = —1.
En la fase 0 se forma la acumulacién de densidad. El potencial quimico en este
caso es u = 47.1020 £+ 0.0003 y las poblaciones son < Ny > /N = 0.25 y
<N_>/N=.25y <Ny>/N=0.5.

Campo con red triangular

Considremos un condensado con dos grados internos de libertad en presencia
del campo:

B = B(sin(mx/A) cos(my/A), — sin(wy /) cos(mx /), £20) (3.24)

donde A es una cantidad con unidades de longitud. El campo se muestra en la
Figura 3.12. En este caso, g = 8000 y x = 2.

La densidad de las fases “+7,“—”para el caso zg = 0 se muestran en las
Figuras 3.13 (a) y (d). El potencial quimico en este caso es p = 49.5221 +
0.0003 y las poblaciones son < Ny > /N =0.62y < N_ > /N = 0.38.

Para el caso zp = +5 se muestran en las Figuras 3.13 (b) y (e). El potencial
quimico en este caso es u = 40.3934 £ 0.0006 y las poblaciones son < N; >
/N =0.004y < N_ > /N = 0.996.

Finalmente, para el caso zp = —5 se muestran en las Figuras 3.13 (¢) y (f).
El potencial quimico en este caso es u = 40.3934 £ 0.0006 y las poblaciones son
<Ny >/N=0996y < N_ > /N = 0.004.

Estas figuras de nuevo muestran que en ausencia de un campo magnético
transversal, no se puede saber a priori en que fase se forman los vértices, mientras
que en presencia de un campo magnético en la direcciéon 4z podemos predecir
dénde se nuclearan.

34



00 01 01 02 03 04
I ] <107
12

(a) P+

00 01 01 02 03 04
EE— ]

x1072

1C

(b) pP-

00 01 02 04 05 06 .
EE ] <10 X

(©) p-+ps

Figura 3.10: Condensado hecho con cables[16]. Esta figura muestra la formacién
de vértices usando ocho cables infinitos con diferentes direcciones y magnitudes
de tal forma que se formen tres ceros en el campo magnético. Los ceros coinciden
con el campo magnético y tienen carga +1. También ilustra que sin campo
magnético en la direccién z, los vértices pueden nuclearse en la fase que sea,
mostrando as{ un rompimiento espontaneo de la simetria. Las figuras (a) y (b)
son las densidades en las fases “+7, “—”, respectivamente. La figura (¢) muestra
como la densidad total no muestra la aparicién de vortices. La figura (d) y (e)
son los campos de velocidad correspondientes alrededor de los puntos donde
aparecen los vortices. La figura (f) es el valor de la circulacién para ambas fases
como funcion de la distancia radial a cualquiera de los puntos donde se nuclean
vértices en ambas fases.
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Figura 3.11: Condensado con tres grados de libertad[16]. Esta figura muestra la
formacion de vértices en un condensado con tres grados de libertad. Las figuras
(a) y (b) son las densidades en las fases “+7, “—7", respectivamente. La figura
(c) muestra la densidad en la fase “0”. La figura (d) y (e) son los campos de
velocidad correspondientes alrededor de los puntos donde aparece el vortice.
La figura (f) es el valor de la circulacién para ambas fases como funcién de la
distancia radial a cualquiera de los puntos donde se nuclean vortices en las tres
fases.
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Figura 3.12: Campo con red triangular

Un rasgo interesante de este campo es que tiene ceros que se acomodan en
una red triangular. Veamos por qué.
Notamos que el campo se hace cero en dos «tipos» de puntos:

1. (z,y) = (£nA, £mA), con m,n enteros.
2. (z,y) = (:I:#)V:I:%Q—'H))\), con j,k enteros.

Asi, estos diferentes tipos de cero se intercalan para formar la red.

Otro resultado diferente de este campo que lo hace especial es que pueden
formarse vértices con circulacién C = 427 en cualquiera de las fases. Hasta
ahora, los vértices con circulacién positiva se formaban en la fase “+”; los de
circulaciéon negativa en la “—”. Como veremos, en este caso, todos los ceros
de tipo m,n enteros dan voértices con circulaciones positivas en la fase “4”
negativas en la “—”. Por otro lado, los ceros de tipo semientero dan vértices
con circulaciones negativas en la fase “4”; positivas en la “—". Una de nuestras
contribuciones es poder explicar la formacién de vértices de forma que este caso
es un resultado predecible de la teoria. Estudiemos pues esta explicacion.

3.3.2. Explicacién semianalitica

Para entender por qué aparecen los vértices y por qué si un vértice aparece
en una fase entonces en la otra no, desarrollamos una explicacién semianalitica
inspirada en la explicacién de la aparicién de vortices en superconductores tipo
II propuesta por A. Abrikosov[8]. Para desarrollar nuestra explicacién, primero
estudiamos el comportamiento de las soluciones tipo vértice en una séla fase.
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Figura 3.13: Condensado con red triangular [16]. Esta figura muestra la for-
macién de redes de vortices usando campos con ceros acomodados en redes. De
nuevo mostramos que los vortices aparecen en los los ceros del campo magnético.
Las figuras de la izquierda representan las densidades de la fase “+”, mientras
que las de la derecha representan la de la fase “—”. En el primer renglén se
muestran estas densidades en ausencia de un campo transversal, mientras que
los siguientes reglones muestran las densidades cuando se aplica un campo en
la direccién z.
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Después trabajamos con la ecuacién completa, es decir, con dos componentes y
asi explicamos el fenémeno que observamos.

La esencia de la formacion de vértices

Empezamos con una séla fase en la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii, es decir,
no consideramos la parte de spin, para entender la esencia de las soluciones tipo
vortice.

Proponemos que cerca del vortice la solucién es de la forma

d = 1P f(r) (3.25)

Para que sea solucién debemos pedir que no diverja cerca de cero. Introduciendo
la propuesta en el hamiltoniano de Gross-Pitaevskii,

~h* 10, 0f 7
ooy el el i =0 (3:26)
Asi, proponemos
f= Zanr” (327)
conn=1,23...
Notamos que
1 AV, (]2 2 2 n—2
) =50 = SR = P (3.29)

n

Asi, si esta parte de la ecuacién no diverge, la otra parte tampoco pues la funcién
f entra con potencias al cubo o sin potencia y sélo acompanada de constantes.
Asi pues,

1
2:(712 —*apr" = (1- q2)a1; +(4—q¢*as + (9 —q¢*)azr+ (16 — ¢*)agr? + ...

(3.29)
por lo tanto,

lL.g=1=f~r
2. g=2= frr?
3.q=k= f~rF

y los términos superiores ya no divergen, de modo que al ajustar los coeficientes,
obtenemos una solucién de la ecuacion.
Ahora, notamos entonces que para esta solucién, la circulacién es:

Cij{V¢~dl:q]{$~d1:2ﬂ'q (3.30)

Con esto se explica la esencia de los vértices. Son soluciones tales que son cero
en el vértice y cuya circulacién es no nula. La idea ahora es utilizar esto para
explicar el comportamiento de la solucién de Gross-Pitaevski en el caso de dos
grados de libertad y en presencia de un campo magnético.
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La ecuacion de Gross-Pitaevskii para un condensado multicompo-
nente

Ya que entendemos la esencia de la formacion de vértices, estudiamos la
ecuacién de GP para el condensado multicomponente. Esto nos permitird en-
tender los resultados que enumeramos al inicio de este capitulo.

Consideremos la ecuacién completa, es decir, Gross-Pitaevski con el término
de spin que presentamos en la secciéon de propiedades magnéticas de los atomos.
Recordemos que esta ecuacién era:

—h2
5V 4V g P+ o) = pt o d - B (32) =0 (331)
donde J e I son los spines electrénico y nuclear, u el potencial quimico.
Consideremos de momento el campo:

B = B[(x — z0)& — (y — y0)J] + BoZ (3.32)

Desarrollando el término del campo magnético obtenemos:

—p? .
5 V24V gl + o) — i+ poBolths + poBre*y_ =0 (3.33)

_p2 i
(5, V2 Vg0 l* + [0 ) = g poBolir— + poBre ™"y =0 (3.34)

Asi, si queremos que la solucién tenga carga entera (circulacién entera), plan-
teamos: "
U= (E'ff+) (3.35)

Las soluciones con cargas semienteras también son posibles pero de momento
no las tratamos porque no son univaluadas (esta es una de las lineas de investi-
gacién que propondré més adelante). Sustituyento esta propuesta en la ecuacion,
obtenemos:

-* 10, 9, 1
[%(;5(7’5)*72+V+9(|f+|2+\f—\2)*H+MOBOU++MOBTJC— =0 (3.36)
~h* 10, 0

G Gar e Y + g(|f+ 1+ 1f=1*) = 1 — poBol f- + poBrfy =0 (3.37)

Asi, la solucién radial cerca de ceroes fy =~ Cyry f_ ~C_.

Esta constante C_ es el pico que se observa en las soluciones.
Recordemos que en el modelo lineal aparecian soluciones tales que una fase
era cero en cero y la otra no. ;jRecuerdan que les pedi que lo recordaran? En
el problema lineal una de las fases presenta vortice y la otra un pico, el pico
es el valor en 7 = 0 de la funcién que no tiene vértice. Asi, esta constante es
el anédlogo en el modelo con interaccién del pico que observamos en el modelo
lineal.

Notamos entonces que sélo la parte f tiene solucién tipo vértice pues el
término —1/r? ya no aparece para f_.
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Este desarrollo puede generalizarse para una familia de campos magnéticos
de la que este campo forma parte. Esta familia de campos permite construir
soluciones con la carga que se desee. Asi, no sélo podemos localizar el vértice
donde se desee sino que podemos darle la carga que querramos. Para ver cémo
es que esto sucede, primero estudiemos la familia de campos multipolares que
determinan la carga.

3.3.3. Campos multipolares y control de la carga del vér-
tice

Ahora que entendemos por qué se estan formando los vértices, podemos in-
troducir la forma en que controlamos la carga de los mismos. Para ello, como
dijimos, debemos controlar el orden multipolar de los campos magnéticos. Para
hacerlo, trabajamos con una familia de campos que son combinaciones lineales
de arménicos esféricos del mismo orden. Como veremos, la carga total del con-
densado en ambas fases queda determinado por el orden multipolar del campo.

Estudiemos estonces los primeros miembros de esta familia de campos para
entender por qué controlan la carga de los vortices.

Dipolar

El campo dipolar con el que trabajamos en los ejemplos de la seccién anterior
se escribe, como combinacién de armonicos esféricos, como:

B, =Bz = B\/Qgr(Yfl -YH (3.38)

2
B, =-By= fiB\/gr(Yfl +Y (3.39)
Le llamamos dipolar porque se forma con armonicos esféricos de orden uno.
Mostramos el campo en la Figura 3.14.
Cuadrupolar

El campo cuadrupolar con el que trabajamos en los ejemplos de la seccién
anterior se escribe, como combinacién de armdnicos esféricos, como:

B, = Bz? — y? = 4B, /%TZ(Y;Q +Y2) (3.40)
B, = —B2zy = —2iB3, /%P(Yﬁ ~Y2) (3.41)

Le llamamos cuadrupolar porque se construye con armonicos esféricos de orden
dos. Este campo se muestra en la Figura 3.15.
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Figura 3.14: Campo dipolar

Octupolar

El campo octupolar se contruye con armonicos esféricos de orden tres.

2
B, = B(z?® — 3y*)z = 4B %7«3<Y3-3 ) (3.42)
2 2m -3
B, = —B(3z% — y*)y = —idB =" (Y53 +Y3) (3.43)

Este campo se muestra en la Figura 3.16

Hexadecupolar

El campo octupolar se contruye con arménicos esféricos de orden cuatro.

1
B, = B(a*(r? — 39) — (307 — 7)) = B\ [ oo (V4 ) (3.44)
2_ .2 N L Ly 4
B, = —Bdzy(z® —y°) = —183 " (Y, * =Y (3.45)

Generalizacion
Asi, podemos ver que el campo multipolar es en general
B, = Ar(Y + (-1)'Y]) (3.46)
B, = —idr' (Y, — (~1)'Y) (3.47)
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Figura 3.15: Campo cuadrupolar

Control de la carga del vortice

Les prometo, la construccién de estos campos no es ociosidad. La razon de
hacerlo es que el orden multipolar del campo nos permitira asociarle al vortice
la carga que deseemos. Esta es la segunda caracteristica de nuestra propuesta
que prometi que explicarfamos. Para ello, veamos cémo se ven estos campos en
nuestro hamiltoniano. Notemos que:

VE = (1)l sen! (9) (3.48)
pero estamos en el plano x — y, por lo que § = 7/2. Por lo tanto
)/lj:l — (_1)leﬂ:il¢ (349)

Asi pues, para el caso de spin 1/2, tenemos que para cualquier nimero cudntico

l

ilp
B.S, + B,S, = Z(BEJI + B,o,) = hBr! < e ° > (3.50)
Notamos entonces que el campo magnético determina la carga to-
tal de la soluciéon en ambas fases. Decimos esto porque recordamos que las
exponenciales en el problema lineal eran las resposables de fijar la carga del sis-
tema. Todo esto quedard claro en unas lineas cuando desarrollemos la solucién
para el problema no lineal.
Asi, con los resultados anteriores, la ecuaciéon de Gross-Pitaevski para nue-
stro problema con carga arbitraria [ es:

—h2 ,
[%VQ +V+ g(|¢+|2 + |w7|2> — o+ poBoly + ,U()Brledqbw, =0 (3.51)
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Figura 3.16: Campo octupolar

_ K2 i
[%VQ +V 4+ g(l- [+ [v_|*) — p — poBolt— + o Brle Py, =0 (3.52)

Asi, en analogfa con el caso [ = 1, planteamos

U= (E“fﬂ) (3.53)

Vemos entonces que la solucién tendréd carga [. Ahora, sustituyento esta prop-
uesta en la ecuacién, obtenemos

O N

[%(; or (TE)—T*2+V+9(\f+|2+|ff|2)—M+MoBo]f++NoB7"lf— =0 (3.54)
-n* 19 9
[%(;5(7”5)) +V 4 g(f+ 2+ 1) — 1 — poBol f- — poBr' f+ =0 (3.55)

Asi, la solucién radial cerca de cero es f ~ Cyrl y f_ ~ C_. Es decir, la
solucién tiene un vortice de carga ¢ = [ en la fase “4”; acumulacién en la fase
“ 2

Hasta ahora, parece que las soluciones se comportan igual que en el caso | = 1
solo que con mayor circulacion. Sin embargo, notamos que estas ecuaciones
también admiten soluciones de la forma

iap
U= (.0 .
ol (3.56)
donde a = b+1, de manera que aparecen vdortices en ambas fases. Asi pues,
incluso en este caso, el orden multipolar del campo determina la carga total de
la solucién, a saber, [.
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;,Cuantas soluciones son entonces? Notamos que si en la fase “+”hay carga [
entonces en la otra fase debe haber carga cero; si en la primera hay carga [ — 1,
entonces en la “—"hay carga —1 y asi sucesivamente. Por esta razén hay [ + 1
soluciones. Pero, ;son todas validas?

Recuerdan que en el problema lineal para cualquier niimero cudntico m
mayor que uno sélo era posible obtener soluciones que son cero en cero en ambas
fases? Es decir, en el problema lineal para niimeros cudnticos superiores, ambas
soluciones presentan vértice. Esto ya no es cierto en el caso no lineal. En el lineal
podiamos invocar al teorema de unicidad de modo que la soluciéon obtenida por
separacion de variables debia ser la tnica. Ahora no tenemos ese resultado y
en principio todas las soluciones son validas. Asi pues, notamos entonces que la
aparicion de un vortice en una fase y en la otra no, es una particularidad de los
campos con carga total uno.

Estos resultados pueden extenderse facilmente a condensados con tres grados
de libertad. Para ello notamos que de manera totalmente analoga al caso de
dos grados internos de libertad, el término magnético en la ecuacién de Gross-
Pitaevskii es

0 € 0
SyB,+ S,B, =Bt | e7i® 0 el? (3.57)
0 e 0

En este caso, las soluciones son de la forma

Y11 frret?
Yo | = foe'? (3.58)
Y1 fo1e™?

donde a = c¢+1y b=c—I. Asi, de nuevo hay [ + 1 soluciones para la ecuacién
de GP en el caso de spin 1. Cabe mencionar que con nuestro método sélo
encontramos soluciones de la forma a =1, b = —1 y ¢ = 0, sin embargo se han
encontrado soluciones con diferentes distribuciones de carga en la literatura[28],
por ejemplo, a =0, b= -2y c= —1.

Con esto ultimo, completamos la explicacién de la formacién vértices en
nuestra propuesta. Ahora, como otra aplicacién que muestra la generalidad de
nuestra explicacién, usemos la teoria desarrollada para explicar por qué en la red
triangular se forman vértices con cargas positivas y negativas en la misma fase.
.Recuerdan que en el ejemplo de la red triangular los ceros del campo magnético
caracterizado por m, n enteros daban vortices con circulacién positiva en la fase
“4+7; negativa en la “—”  y que esto se invertia para los ceros semienteros?
Estudiemos esto.

Vortices en la red triangular: circulaciones alternantes

Recordemos que el campo periédico con el que trabajamos es:

B = B(sin(mx/A) cos(my/A), —sin(wy /) cos(mx /X)) (3.59)
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donde A es una cantidad con dimensiones de longitud y de momento no nos
interesa el término constante en la direccién z.
Este campo se hace cero linealmente en los puntos:

1. (x,y) = (£n\, £mA), con m,n enteros.
2. (z,y) = (£((25 + 1)/2)A, £((2k + 1) /2)A), con j.k enteros.

En el primer caso, los vértices tienen circulacién positiva en la fase “47; neg-
ativa en la “—”. La situacién se invierte para los ceros del segundo tipo. ;jPor
qué ocurre esto?

Estudiemos més de cerca el comportamiento del campo cerca de los ceros.
Notamos que en el primer caso, las funciones sin y cos se comportan como

sin(x + nw) = (—1)"x (3.60)
cos(x +nm) ~ (—1)" (3.61)
donde x estd cerca de cero de forma que el comportamiento periédico es ab-
sorbido en los signos alternantes.
Para el caso dos (semientero), las funciones sin y cos se comportan distinto
25 +1
2
25 +1
2
Al introducir estos comportamientos cerca de cero en la férmula del campo

magnético, obtenemos que para el caso uno (ambos enteros) el campo se ve
como

sin(z + )~ (1) (3.62)

cos(z + )~ —(—1)x (3.63)

B = (-1)""(z,~y) (3.64)
mientras que para el caso semientero se ve como
B = (-1)""*(—y,x) (3.65)

Asi, al introducir esto en el término magnético de la ecuacién de GP obten-
emos para el caso entero

m+n, .l 0 eM)
S-B=B/(-1) L WP, (3.66)
de modo que, usando las reglas para la formacién de vértices, notamos que se
formaran vértices de carga positiva en la fase “4”; negativa en la fase “—”.

Para el caso semientero obtenemos

_ j+e1( 0 e
S - B = Bji(—1)"r < Gt 0 (3.67)

Asi, notamos que se formardn vortices de carga negativa en la fase “+7; positiva
en la fase “—". Con esto explicamos la alternancia de la carga usando el mismo
marco tedrico desarrollado para los demés casos.

Asi, terminamos el proyecto de investigacién hasta ahora. Sin embargo, el
resolver estas preguntas trajo consigo otras. A continuacién plantearemos breve-
mente algunas preguntas abiertas que nos interesan.
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Capitulo 4

Lineas de investigacion
futura

El trabajo hasta ahora realizado deja muchas preguntas abiertas. Por ejemp-
lo, aprendimos que las ecuaciones de nuestro modelo tienen més de una solucién
jseran todas vélidas? Otra pregunta abierta es el uso de campos magnéticos de-
pendientes del tiempo, jqué resultard de esto? Tampoco consideramos el uso
de campos eléctricos, ;qué pasa si usamos laseres en vez de campos magne-
tostaticos?

Por otro lado, existe la posibilidad de usar nuestro modelo para contribuir a
la comprensién de fenémenos como la turbulencia. Parece intuitivo pensar que
una vez que los vortices se forman, el agitarlos fuertemente genera la turbulencia
cudntica[29].

Estas son las principales lineas de investigacién que consideramos. Natural-
mente, es posible que encontremos cosas mucho mas interesantes en el camino,
iva veremos! Veamos pues algunas de estas lineas de investigacion.

4.1. Estabilidad

Como vimos, el hamiltoniano de Gross-Pitaevskii con campos multipolares
de orden mayor que uno acepta soluciones de la forma

iagp
f
U= (Z"b"’fi—) (4-1)
donde a = b+ [. Las soluciones numéricas con las que hemos trabajado indican
que las soluciones con carga par son mas dificiles de obtener. ;Es esto sélo
casualidad?

Para explicar esto, consideremos el problema de Longuett-Higgins. En Lon-
guett-Higgins aprendimos que las soluciones para ntimeros cuanticos superiores
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eran de tal forma que las ecuaciones quedaban

“h* 10 9¢  m?

=5 (1) = g U+ VUt hrd = By (4.2)
~h* 10,0 1)2
%[;E(ra—f)—%%)@ﬁ-‘/(bﬁ-ﬁmpzfjﬁb (4.3)

Notamos que el nimero cuantico m juega el papel de la carga de la fase. Asi,
las soluciones del problema sin interaccion son aquéllas en las que ambas fases
difieren en una unidad de carga.

En caso de que las soluciones «naturales» al problema se comporten asi,
notamos que para campos magnéticos con carga total uno, una fase debe tener
carga cero y otra uno; para campos con carga total dos, no existe solucién
natural y asi sucesivamente. Asi pues, sélo los campos con carga total impar
dan soluciones naturales. ;Esta relacionada la «naturalidad» de la solucién con
su estabilidad y es por eso que fue més dificil encontrarla?

4.2. Carga semientera

Las ecuaciones que planteamos también aceptan soluciones semienteras. Pro-
ponemos

d = et f(r) (4.4)

Introduciendo la propuesta en el hamiltoniano de Gross-Pitaevskii,

—h*10,0f. ¢ B
%[;E(Tﬁ)—ﬁf]‘FQfg—uf—O (4.5)

Asi, proponemos n =1/2,3/2,5/2... y
f= Z anr™ (4.6)
n

donde n avanza de uno en uno, es decir, una serie de potencias semienteras.
Notamos que

1 "N _ f _ 2 2 n—2
Ly = L1l = S0 = P @)

n

Asi, si este término no diverge, los otros tampoco pues son de mayor orden
que éste.
Para el caso semientero,

> (n* = Papr"? = (4.8)

n

1 _ 9 _ 25
= <Z - qz)al/QT 8/2 + (1 - q2)a3/2r 1/2 + (Z - q2)a5/2r1/2+ (4-9)
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o — @Parpr®? + “agpr'? 4 (4.10)

por lo tanto
l.g=1/2= f~rt/?
2. ¢q=3/2= f=1r32
3.g=k=f=~rk

Como mencionamos antes, estas soluciones no son univaluadas pero siguen
siendo soluciones. Estas soluciones podrian presentar efectos interesantes que se
parezcan, por ejemplo, a la precesion del spin en un campo magnético, donde
la funcién de onda de spin adquiere una fase al rotar 2w sobre z.

(Podrian los vértices modelar electrones en una gelatina neutralizante? Este
modelo, conocido como el jellium model, es muy utilizado en Fisica de Estado
Sélido como aproximacién a los electrones en bandas conductoras[47]. ;Podria
ser aplicado aqui? Este tema estd muy en voga en estas fechas y, de hecho,
muchos de los experimentos con condensados de Bose-Einstein se hacen con la
idea de aprovechar la coherencia de estos condensados para explicar propiedades
de sistemas de estado sélido[13, 14].

Asi pues, podria ser interesante analizar estas soluciones para ver si modelan
casos ain no explorados.

4.3. Potenciales dependientes del tiempo

Nuestra investigacion hasta ahora ha sido con campos magnetostaticos, sin
embargo, existe la posibilidad de trabajar con campos dependientes del tiempo.
Existen varios potenciales de interés que dependen del tiempo. Uno de estos
campos es el campo de una trampa TOP (time-averaged orbiting potential).
Este campo consiste en un campo magnético oscilante superpuesto al campo
dipolar. Asi, el campo magnético total en su versién en 3D es:

B = (Bx + By coswt, By + By sinwt, —2Bz) (4.11)

0, en la version 2D,

B = (Bz + By coswt, —By + By sinwt, Bzp) (4.12)

donde zy es una constante. En ambos casos By es pequeno comparado con B.

Debido a que conservamos el campo magnetostatico dipolar, esperamos la
aparicién de un voértice en el origen. Ahora, gracias al campo magnético os-
cilante, esperamos, en analogia con el problema de resonancia magnética de
spin, que la poblacién entre las fases oscile con la frecuencia de Rabi del sistema
de precesién de spin, a saber,

Q= \/(72)+(w_°”21)2 (4.13)




con

Wo1 = MBBO (414)
Y 1
Y= —511,331 (415)

anh

M‘!Qr ”’rﬂfy 7

Absorption Emission Absorption
Figura 4.1: Variacién temporal de la poblacién[19].

Este potencial entonces nos da la posbilidad de atin mayor control debido a
que si la frecuencia es igual a la de resonancia wsq, entonces para tiempos dados
por
(2n + 1)7h

2y
la poblacién se encontrara toda en la fase “4”, mientras que en tiempos dados
por

t= (4.16)

2nmh
t:

~y
la poblacion se encontrard toda en la fase “—”. Este comportamiento se ilustra
en la Figura 4.1 copiada de la ref.[19], donde |c1(t)|* v |c2(t)|? son las proba-
bilidades de encontrar al sistema en la fase menos y més respectivamente.

Si éste es el caso, esto deberia permitirnos observar los vértices sin necesi-
dad de separar las fases pues una de ellas estaria despoblada. Asi, los vortices
se verfan aparecer poco a poco conforme se despuebla una de las fases. Este
comportamiento seria periédico y por lo tanto, probablemente, maés facil de ob-
servar. Esta podria ser una propuesta interesante para los experimentales, jpero
antes debemos hacer los cédlculos!

(4.17)

“

4.4. Turbulencia y computacion cuantica

Esperamos que una aplicacion importante de nuestro trabajo sea contribuir
a la explicacién de la formacién de turbulencia cudntica[29]. Es intuitivo pensar
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que una vez que se hayan formado los vértices con el mecanismo que describimos,
entonces el agitarlos fuertemente genere la turbulencia. Es una de las lineas
de investigacién que consideramos mas relevantes debido al gran interés de la
comunidad cientifica en este tema.

Por otro lado esté la aplicacion a la computacién cuantica. Los que se dedican
a desarrollar programas ya contemplan como usar estos condensados para hacer
célculos. Por ejemplo, [30] usa condensados de Bose-Einstein con dos grados
de libertad para hacer operaciones con «qubits» (el andlogo continuo del bit).
(Podriamos contribuir en esta drea utilizando el control que hemos ganado a
raiz de nuestra investigacion?
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Capitulo 5

Conclusiones

Nuestro equipo descubrié una forma de colocar vértices - en donde se desee y
con la carga que se desee - en condensados de Bose-Einstein de dtomos alcalinos
e hidréogeno con grados de libertad internos asociados a los momentos de spin
electrénico e hiperfino de los dtomos. Para lograr esto, un campo magnético
constante en la direccién z se usa para separar los estados hiperfinos, para
luego acoplar estos estados a un campo magnético multipolar no uniforme en
las direcciones x y y. Los vortices aparecen en los puntos donde el campo en z y
y se hace cero. Esta es nuestra contribucién més importante al campo de gases
ultrafrios.

Como antecedentes, estudiamos el método de generacion de vortices me-
diante rotacién de trampa arménica. Vimos que, como mencionamos antes, el
método de trampa armoénica rotante genera vortices en redes triangulares. Usan-
do ese método no es posible controlar la posicion de los vértices en el condensado.

Como respuesta a este fenémeno, ideamos un método que nos permite colocar
vortices en donde deseemos. Vimos que para lograrlo sélo es necesario poder
controlar los campos magnéticos a forma de colocar ceros donde se desee que
se nucleen los vértices. Como estos campos, en principio, estan totalmente bajo
control, logramos en efecto controlar la posicién del vortice.

El precio que tuvimos que pagar fue que tuvimos que trabajar con con-
densados con grados internos de libertad. Para obtener estos grados internos
de libertad explotamos las propiedades magnéticas de los dtomos alcalinos e
hidrégeno. Esto nos llevé a estudiar brevemente estas propiedades, a forma de
entender las aproximaciones que hacemos en nuestro modelo.

Nuestro método, ademés de permitir colocar vortices, tiene otras consecuen-
cias interesantes. Por ejemplo, dependiendo del orden multipolar del campo
magnetostatico, es posible controlar la carga del vértice. Los campos de orden
multipolar uno generan vortices con carga uno; los de orden dos, de carga dos,
et cetera. Esta es, hasta donde sabemos, una novedad en el campo.

Otra consecuencia interesante es que es posible generar redes de vértices,
entre ellas la triangular de Abrikosov, pero en principio, cualquier otra que
se desee. Para lograrlo, simplemente debemos ingeniarnosla para producir los

92



campos apropiados. Como en principio podemos controlar los ceros del campo
asi como su orden multipolar, hablamos de ingenieria de vértices.

Nos dimos cuenta ademés de que el mecanismo mediante el cual se forman los
vortices es el mismo que el descrito por Abrikosov[8]. Sin embargo, a diferencia
de los voértices en superconductores tipo II, los vértices que proponemos se
forman en los puntos donde el campo es cero. Ademas, los vértices no se forman
en todas las fases, es decir, si un vortice se forma en un punto espacial en una
de las fases, entonces en la otra fase no hay vortice en ese mismo punto espacial.
Vimos ademads que no sélo no se forma un vdrtice sino que se forma un «pico»
en la densidad de forma que la densidad total, la suma de las densidades en
ambas fases, se mantiene en su forma gaussiana.

Es precisamente por la formacién de estos picos que creemos que este fenéme-
no no fue observado antes. Por eso proponemos que para observar el fenémeno es
necesario un pequeno campo variable en la direccién z que separe las fases. Debe
ser pequeno para no causar que se pueblen niveles energéticos antes prohibidos.
Con estos supuestos, esperamos que se observe experimentalmente la apariciéon
de los vértices que hemos descrito.

En la secciéon de propuesta de investigacion consideramos la posiblidad de
que existan «soluciones naturales» que sean mas estables que las demas. Este
punto podria ser interesante para comparar con los resultados de las soluciones
numéricas y los experimentos que esperamos se lleven a cabo algtin dia.

En esta secciéon también comentamos sobre la posibilidad de ampliar nue-
stro método para incluir campos magnéticos dependientes del tiempo y campos
eléctricos. Estas extensiones de nuestro modelo pueden arrojar resultados in-
teresantes como, por ejemplo, la oscilacion de la poblacién entre las fases, per-
mitiendo asi observar los vortices sin necesidad de separar las fases. Los vértices
se observarian cuando la poblacién en la fase que no tiene vértice se haga cero.

Finalmente, comentamos sobre la posible aplicacién de nuestro método a la
turbulencia cudntica. Vimos que una vez que los vértices estan formados, es in-
tuitivo pensar que el agitarlos producird la turbulencia cudntica. Debido al gran
interés de la comunidad cientifica en este tema, consideramos esta aplicacion
una prioridad.
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