UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
FISICAS

Centro de Investigacién en Energia

DIAMAGNETISMO DE PUNTOS
CUANTICOS DE GRAFENO

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE

DOCTORA EN CIENCIAS FISICAS

P R E S E N T A

TANIA ESPINOSA ORTEGA

~ DIRECTOR DE TESIS: Dr. YURIY RUBO.
COMITE TUTOR: Dra. Julia Tagliefia Parga, Dr. Chumin Wang Chen

MEXICO, D.F. 2012




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradezco de una manera muy especial al Dr. Yuriy Rubo, que dirigi6 mis estudios
estos ultimos afios y que ademas de ser un gran tutor, también es muy buena onda y
siempre me ayudé y apoy6 en todos los sentidos. Agradezco a mi comité tutor al Dr.
Chumin y a la Dra. Julia Tagiliefia, cuya buena vibra siempre era inspiradora y

motivante.

Agradezco especialmente Prof. Igor Luk'yanchuk de la Universidad de Amiens,
Francia, quien durante todo el trabajo de la tesis fue mi segundo supervisor, aunque
por razones administrativas fue imposible ponerlo en la lista oficial; gracias a su
inteligencia y amabilidad, pudimos desarrollar parte de este proyecto de forma

exitosa en Europa y Africa.

También agradezco al Dr. Miguel Robles, que me ensefio algunas técnicas Jedi para
programar y a todos mis amigos del posgrado y mas alla que me hicieron disfrutar

estos afos en Cuernavaca: Tim, Laura, Miller, Bety y Memo.

Finalmente, agradezco al Posgrado en Ciencias Fisicas, al Centro de Investigacion en
Energia, al CONACYT, a la UNAM, a los proyectos de investigacion DGAPA-UNAM
IN112310, al proyecto de la unién Europea FP7 IRSES “POLAPHEN” y muy

especialmente a Yanalte, por el apoyo recibido para la realizacion de esta tesis.



Les dedico este esfuerzo y la tesis a mis papas, mis
hermanas y a Tim; ya que sé que este es un tema que

les apasiona ©



Indice

1. Introduccion
Referencias

2. Estructura electrénica del grafeno
2.1 Método de enlace fuerte
2.1.1 Funciones de Wannier y orbitales atdbmicos
2.2 Grafeno (infinito y perfecto)
2.2.1 Aproximacion de masa efectiva
2.2.2 Ecuacion de Dirac
2.2.3 Densidad de estados
Referencias

3. Puntos cuanticos de grafeno
3.1 Puntos cuanticos de grafeno
3.1.1 Modelo
3.1.2 Estados de frontera
3.1.2.1 Estados de frontera y su relacién con el spin
3.2 Hexagonos
3.3 Circulos
3.4 Triangulos
3.5 Formas aleatorias
3.5.1 Billares de neutrinos y nanocristales de grafeno
3.5.2 Estadistica de los ensambles de puntos cuanticos
Referencias

10
11
12
16
22
24
26
28

29

30
32
34
36

38
42
44
48
51
52
55



4. Grafeno en un campo magnético
4.1 Campo magnético en el método de enlace fuerte
4.1.1 Fase de Peierls
4.2 Grafeno en un campo magnético
4.2.1 Método de masa efectiva
4.2.2 Niveles de Landau en el grafeno
4.2.3 Diamagnetismo
4.2.3.1 Diamagnetismo en presencia de una brecha de energia
4.3 Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno
4.3.1 Hexéagonos
4.3.2 Circulos
4.3.3 Puntos cuanticos aleatorios
4.3.4 Tridngulos

4.3.5 Susceptibilidad magnética como funcién del tamafio
Referencias

5. Conclusiones
Referencias

56
57
57
61
61
63
68
72
73
75
76
77
79
81
86

87
92



Resumen

Calculamos la susceptibilidad magnética orbital para puntos cuanticos de grafeno con
diferentes formas y en el régimen donde la longitud magnética es mucho mas grande
gue el tamafio del punto cuantico. Demostramos que el diamagnetismo esta presente
para todas las formas, pero su origen es cualitativamente distinto dependiendo de la
geometria.

Para hexagonos, circulos y puntos cuanticos aleatorios, el diamagnetismo orbital se
origina debido a los estados de frontera. En contraste, en los tridngulos, el
diamagnetismo se debe a los estados de area y esta relacionado con la aparicion de la
brecha en el espectro de energia entre la banda de valencia y conduccién. En todos los
casos la susceptibilidad diamagnética presenta un pico alrededor de la energia de
Fermi ez = 0, cuyo ancho es inversamente proporcional al nimero de atomos, lo cual
es consistente con el comportamiento tipo delta, de la susceptibilidad magnética para
el caso del grafeno infinito. Encontramos que la susceptibilidad en ¢z = 0, depende
del nimero total de 4&tomos como la raiz cuadrada para triangulos y como una

potencial de 2/5 para las otras geometrias.



Abstract

We calculate the orbital diamagnetic susceptibility in graphene quantum dots with
different shapes and in the regime where the magnetic length is much bigger than the
guantum dot size. It is demonstrated that diamagnetism is present for all shapes but
the origin of the magnetic behavior is qualitatively different depending on the
geometry.

For hexagons, circles and random quantum dots, the orbital diamagnetism originates
from the edge states. In contrast, in triangles the diamagnetism is due the bulk states
and is related to a band gap-like spectrum in energy. In all cases, the susceptibility
presents a diamagnetic peak around the Fermi level ¢z = 0, whose width is inversely
proportional to the number of atoms, in agreement with the delta susceptibility
behavior expected in perfect infinite graphene. It is found that the susceptibility at
er = 0 depends of the total number of atoms as the square root for triangles, and as
power of 2/5 for hexagons and other shapes.
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Introduccion

Resumen

En la Introduccion describimos la inspiracion para realizar este trabajo y damos un
panorama general del estado del arte, en lo que se refiere al grafeno, los puntos
cuanticos de grafeno, sus propiedades magnéticas y la perspectiva que se tiene.
Indicamos también cuales fueron los objetivos de esta tesis y los resultados obtenidos.



Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

1.1 Introduccioén

Ya que esta tesis esta inspirada en el carbono lo correcto es empezar con su
biografia. EI carbono naci6 en el interior de las estrellas gigantes 6 enanas rojas [1],
hace mas de 5000 millones de afios. Es un material sumamente importante para la
vida en la tierra ya que es el pilar basico de la quimica organica. Por esta razon, el
estudio del carbono y sus formas alotrépicas han estado siempre en la mira de la

comunidad cientifica.

Durante mucho tiempo, se pensé que el carbono solo se podia encontrar en forma de
diamante o de grafito; fue hasta los afios 80’s con el trabajo de Harold Kroto, et al. [2],
gue se descubri6 que el carbono también podia formar fulerenos. Una década, después
se descubri6 otra forma alotrépica, los nanotubos de carbono, que fueron fabricados

por primera vez! en Japon, por Lijimay colaboradores [3].

En este punto pocos pensaban que el carbono pudiera dar mas sorpresas, hasta que en
el 2004 una forma alotrépica bidimensional del carbono (grafeno), fue fabricada por
primera vez [4]. Gracias a esto, Novoselov y Geim recibieron el premio Nobel de fisica
en el 2010, lo cual incremento el interés de la comunidad cientifica en éste material;
hoy en dia practicamente todas las Universidades del mundo tienen grupos
trabajando en grafeno e incluso tiene su propio periddico “Graphene Times”, que

cualquier lector puede consultar de forma gratuita por internet.

El grafeno es una capa bidimensional de grafito y de hecho cada que alguien escribe
con un lapiz, se forman multiples capas de grafeno, sin embargo aislar una capa
individual es sumamente dificil y hasta el 2004 nadie pensaba que podia existir en
estado estable, por ello aunque desde los 40°s y 50’s Wallace, Mc Clure y Slonczewski
[5, 6, 7] habian realizado estudios tedricos al respecto, fue hasta su fabricacidn en

Manchester, que se le otorgo la debida relevancia.

LAl respecto hay cierta controversia ya que en 1952 L. V. Radushkevich y V. M. Lukyanovich obtuvieron iméagenes
de Nanotubos, véase : Who should be given the credit for the discovery of carbon nanotubes?. CARBON 44, 1621-
1625 (2006).
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Desde su fabricacion, existen pocos materiales que hayan acaparado tanta atencion
como el grafeno. Lo extraordinario de este material, no es solo que esté formado por
una capa bidimensional de atomos de carbono, sino que la relacién entre la energia y
el vector de onda de los electrones en este material es lineal alrededor de los llamados
puntos de Dirac (K y K’) cuya energia, ¢ = 0. Este resultado es sumamente interesante
ya que hasta hace poco, se pensaba que una relacién de dispersion lineal, solo era

posible para particulas sin masa que siguen la fisica de electrodindmica cuantica.

Dada la similitud entre los electrones en el grafeno y las particulas de Dirac (particulas
sin masa), se han observado muchos comportamientos inusuales en el grafeno [8, 9]
como, el efecto Hall cuantico entero [10], la paradoja de Klein [11] y la similitud que
existe entre los billares de neutrinos y los puntos cuanticos de grafeno [12, 13], por

mencionar algunos.

Los atomos de carbono tienen 4 electrones en su capa de valencia, en el grafeno los
atomos utilizan 3 de estos electrones para hacer enlaces con sus atomos vecinos, estos
atomos dan la simetria de panal de abeja y la dureza al grafeno, el electron sobrante se
mueve a través de la red formando una banda m, medio llena. Son justamente los

electrones en la banda m los que dan la alta conductividad al grafeno.

Debido a las caracteristicas mencionadas existe un “boom” en el estudio del grafeno,
ya que se pretenden desarrollar nuevas tecnologias basadas en este material, que
prometen un futuro en que los aparatos electrénicos sean mas rapidos, mas ligeros y

mas flexibles.

Recientemente también se ha estudiado la posibilidad de usar nanocristales de
grafeno para construir dispositivos logicos [14], utilizando la magnetizacion de los

puntos cuanticos cuando éstos son sometidos a campos magnéticos externos.

Por ello, el estudio de las propiedades magnéticas de puntos cuanticos, actualmente es
sumamente relevante, no solo por las posibles aplicaciones tecnoldgicas, sino también

desde el punto de vista fundamental.
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Es ampliamente conocido que el grafito es altamente diamagnético [6], incluso a
temperatura ambiente; esto quiere decir, que cuando el material se encuentra
expuesto a campos magnéticos externos, desarrolla una magnetizacién opuesta al
campo magnético. Una aplicaciéon de este fendmeno es la llamada levitacion
magnética, con la cual es posible hacer levitar barras de grafito, 6 ranas
diamagnéticas, como el trabajo de Geim [15], que antes de ganar el nobel de fisica por

el grafeno, gano el Ig nobel por hacer volar ranas.

FIG.1.1 llustramos la levitacién de objetos diamagnéticos en campos
magnéticos externos. A la izquierda tenemos una rana diamagnética y a la
derecha tenemos una barra de grafito, flotando a temperatura amiente.

En los afios 50’s McClauri obtuvo analiticamente la susceptibilidad magnética del

grafeno infinito y perfecto, calculando el cambio de la energia libre respecto al campo
- LAY . .
magneético (X——E), encontré6 que cuando la temperatura tiende a cero, la

susceptibilidad es altamente singular alrededor de la energia de Fermi, y o« -6(¢&g) .

Para el grafeno neutro y a temperatura cero, ez = 0.

En afios mas recientes, el diamagnetismo del grafeno se ha estudiado en diversos
escenarios, entre los trabajos que mas destacan, estan el de Wakabayashi que estudio
el diamagnetismo en segmentos seminfinitos de grafeno [16] y el trabajo de Koshino y

T. Ando [17] que obtuvieron la susceptibilidad magnética para el grafeno infinito en
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presencia de una brecha entre la banda de valencia y conduccién (A); en este caso, se
encontré que la susceptibilidad presenta un pico en forma de escalon alrededor de la
energia de Fermi y cuyo ancho es igual a la brecha de energia, i.e y «< -0(ep - A)/A,

donde 8(x) es la funcion escalén.

Pese a los trabajos mencionados, hasta ahora poco se sabe acerca del diamagnetismo
de puntos cuanticos de grafeno y lo que ocurre en estos sistemas es sumamente
interesante, ya que a diferencia del grafeno infinito, los puntos cuénticos, en
particular, aquellos con terminacién zig-zag, presentan estados de frontera

localizados alrededor de la energia de Fermi [18].

Como su nombre lo indica, los estados de frontera en los puntos cuanticos son estados
con energia cercana O exactamente cero, cuya funcién de onda esta fuertemente
localizada en la frontera de los nanocristales. Gracias a la conjetura de una
computadora en Croacia [19] el numero 7, de estados con energia exactamente cero
EFO, puede ser determinado exactamente para puntos cuanticos con geometria

triangular, hexagonal y puede ser estimado para otras geometrias.

El nimero de EFO es sumamente importante para determinar el espin total del
nanocristal, ya que por la regla de Hund, determinan el nUmero de orbitales que estan
Gnicamente ocupados por electrones, por lo tanto, el espin total del sistema esta
relacionado al nimero de dichos estados, ocupados por un solo electréon [20], es decir,
S<n/2

Otro hecho importante acerca de los EFO, es que estos estados no contribuyen al
diamagnetismo orbital, ya que su energia es exactamente cero independientemente
del campo magnético, por lo tanto, los Unicos estados que contribuiran al
diamagnetismo son los estados de frontera cuya energia no es cero (EF) y los estados
de area, que son aquellos cuya funcién de onda estéa localizada arbitrariamente en el

area del punto cuantico.
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Este trabajo esta inspirado en la siguiente pregunta:
1) (Cémo influyen los estados de frontera en el diamagnetismo orbital del Grafeno?

Dado que la susceptibilidad magnética en el grafeno infinito, es singular alrededor de
£ =0, y los puntos cuanticos se distinguen por la presencia de estados alrededor de
dicha energia, es natural pensar, que los estados de frontera juegan un papel crucial

en la susceptibilidad magnética.

Inspirados por lo anterior, en esta tesis desarrollamos un trabajo teérico para
investigar el magnetismo orbital de los puntos cuanticos de grafeno. Usamos el
método de enlace fuerte a primeros vecinos, que pese a su simplicidad, es sumamente
exitoso en determinar la estructura de bandas. Introducimos la interaccién del campo

magnético a través de la fase de Peierls.

Estudiamos diversos puntos cuanticos de diferentes tamafios y geometrias;
triangulares, hexagonales, circulares y con formas aleatorias, la razén para estudiar
diferentes formas es que, como mencionamos, los EFO son sensibles a la geometria del

sistema.

Los puntos cuanticos triangulares destacan porque todos los estados de frontera son
EFO0 y el nimero de esos estados es 1 « /Ny, , donde N, €s el nimero de atomos.
Por lo tanto, el spin incrementa con el tamafio del punto cuantico y el paramagnetismo

jugara un rol importante.

En los hexadgonos n =0, independientemente del tamafo, por lo cual el
diamagnetismo sera dominante. Para los puntos cuanticos circulares y aleatorios,
encontramos numeéricamente que n varia entre 1 y 2 para circulos y para puntos

cuanticos aleatorios éste nimero variaentre O y 4.

De las geometrias mencionadas la mas interesante para fines experimentales es la de
formas aleatorias, ya que estos puntos cuanticos son los més faciles de obtener y

también incluyen segmentos irregulares a diferencia de las otras formas. Para



1. Introduccion

generalizar los resultados en este caso, construimos 3 ensambles de diferentes
tamafios, cada uno compuesto de 50 puntos cuanticos. Para realizar la estadistica de
dichos nanocristales, es necesario tener un parametro para comparar y en este caso,
ese parametro esta dado por los neutrinos en billares cadticos ya que la relacion de
dispersidn de los neutrinos, es similar a la relacién de dispersion de los electrones en

el grafeno, como veremos en el capitulo 3.

De acuerdo a la teoria de matrices aleatorias, los sistemas caoticos siguen la
estadistica del Ensamble Gaussiano Ortogonal (GOE) cuando existe simetria respecto
al tiempo. Cuando ésta simetria se rompe (lo cual ocurre cuando el campo magnético

esta presente), la estadistica cambia a la del Ensamble Gaussiano Unitario (GUE).

En los 80’s Berry y Mondragon, demostraron que en billares cadticos, los neutrinos
siguen la GUE, aun en ausencia de un campo magnético, ya que la forma de la funcion
de onda, rompe la simetria respecto al tiempo [21]; posteriormente Huang [12]
demostro6 que en billares cadticos de grafeno, la estadistica de los electrones seguia la
GOE en ausencia del campo magnético y la estadistica GUE en presencia del campo. La
discrepancia entre los neutrinos y electrones, se debe presumiblemente, a que a
diferencia de los neutrinos, los electrones en el grafeno estdn doblemente

degenerados en los puntos de Dirac (Ky K”).
Lo anterior, hace que nos planteemos la siguiente pregunta,

2) (Cudl es la estadistica de los niveles de energia para los ensambles de puntos

cuanticos aleatorios que construimos?

Para responder la primera pregunta calculamos numéricamente la susceptibilidad

magnética como funcién de la energia de Fermi para una temperatura cero.

Encontramos que todos los puntos cuanticos presentan un pico de un ancho A,
alrededor de e = 0. Demostramos que la naturaleza de la susceptibilidad para los
puntos cuanticos con forma triangular y las demas geometrias, tienen un origen

cualitativamente distinto.
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En hexagonos, circulos y puntos cudnticos con forma aleatoria, el pico diamagnético se
localiza justamente donde se encuentran los EF. En cambio, en los triangulos la
susceptibilidad se comporta de forma analoga al caso del grafeno infinito en presencia
de una brecha y < -6(er — A)/A . Estimamos la contribucion paramagnética para los
triangulos y encontramos que debe existir una transicion del paramagnetismo al
diamagnetismo que puede ser controlada a traves de la temperatura 6 del nUmero de

atomos en el punto cuantico.

También demostramos que nuestros resultados son consistentes con la
susceptibilidad magnética en el limite de grafeno infinito, ya que el pico diamagnético
gue obtuvimos tiende a la delta de Dirac y « -§(er), cuando aumentamos el tamafio

del punto cuantico.

Para responder la segunda pregunta, calculamos la funcion de distribucion del espacio
entre niveles de energia. Encontramos que con y sin presencia del campo magnético,
los niveles de nuestros ensambles, siguen la estadistica cadtica del GOE, debido a que

la longitud magnética es mucho mayor que el tamafio de nuestros punto cuanticos.

Finalmente, creemos que este trabajo arroja un poco de luz acerca de cual es la
naturaleza del diamagnetismo en el grafeno y puede ser relevante para las posibles
aplicaciones tecnoldgicas que tienen en la mira, explotar las propiedades magnéticas
de los puntos cuanticos. En particular, una aplicacion inmediata es separar los puntos

cuanticos de acuerdo a su geometria aplicando un campo magnético externo.

Esta tesis estd organizada de la siguiente forma, en el capitulo 1, describimos el
método de enlace fuerte y la estructura electronica del grafeno. En el capitulo 2,
describimos las caracteristicas que distinguen a los puntos cuanticos de grafeno,
describimos nuestro modelo y las geometrias estudiadas. En el capitulo 3, discutimos
los fendmenos involucrados en la fisica del estado s6lido y grafeno en presencia de un
campo magnético y presentamos los célculos obtenidos para la susceptibilidad de los

puntos cuanticos de grafeno. En el altimo capitulo, presentamos las conclusiones.
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Estructura electronica del grafeno

Resumen

Para describir la estructura electrénica del grafeno, describimos el método de enlace
fuerte que es el método que usamos en este trabajo para realizar los calculos
presentados. En la tltima seccidn presentamos la estructura electronica del grafeno y
su densidad de estados, en esta parte damos una breve descripcion de las particulas
de Dirac, ya que es indispensable tener presente el hamiltoniano que caracteriza a
dichas particulas, para apreciar lo que hace tan especial y famoso al grafeno.



2.Estructura electrénica del grafeno

2.1 Método de enlace fuerte

Hace méas de dos décadas que Harrison [1] desarrollo el método de enlace fuerte,
desde entonces, se ha vuelto sumamente popular para estudiar la estructura
electrénica de los solidos. Desde su aparicion, se ha aplicado para estudiar la
estructura de bandas de electrones en superficies, en el interior de los cristales, en

metales en transicidn, en nanoestructuras, etc.

Su popularidad se debe a que usando la periodicidad de la red y las funciones de onda
orbitales, es posible obtener la estructura de bandas de una forma relativamente
sencilla, aun en presencia de potenciales externos, tales como potenciales eléctricos 6

magnéticos [2].

En este trabajo aplicamos el método de enlace fuerte para obtener la estructura de
bandas de los electrones confinados a un nanocristal de grafeno en presencia de un
campo magnético externo. En un atomo aislado los electrones se mueven en orbitales
1s, 2p, etc. Es claro que en un cristal los &tomos no estén aislados, sino que se localizan
en un arreglo periddico, distanciados entre si por una distancia fija (despreciando las
oscilaciones de los atomos); sin embargo, el método de enlace fuerte parte de que los
electrones estan confinados a los orbitales atomicos y hace las correcciones debidas a
esta idealizacion, introduciendo la superposicion de los orbitales, entre atomos

vecinos.

Para desarrollar el hamiltoniano, éste método asume que en la vecindad de cada
punto de la red, el hamiltoniano total del sistema se puede aproximar al hamiltoniano

local de cada atomo ubicado en la red. Es decir,

H=—p*+U(r), (2.1)

11
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Donde

UGr) = Z V(r-R) (2.2)
R

con V(r - R) el potencial atomico localizado en R. El potencial V(r - R) es diferente
de cero solo en la vecindad del sitio R, por lo tanto si estamos calculando el
hamiltoniano alrededor de una R, podemos expresar U(r) = V(r - R).

Aproximamos la funcion de onda total de los electrones como una combinacion lineal
de funciones de onda que cumplen la propiedad de estar fuertemente localizadas en R.

Entonces, la funcidn de onda de los electrones tiene la forma,

Palr) = ) R - R) (23)

R

Donde k es el vector de la red reciproca.

2.1.1 Funciones de Wannier y orbitales atbmicos

Las funciones de onda ¢(r - R) son conocidas como las funciones de Wannier [3],
estas funciones son altamente localizadas en R, cuando nos movemos lejos de este

punto, estas funciones decaen répidamente.

La funcion y, (r) es una onda de Bloch, ya que satisface,

Yo +R) = ) e*Fo(r+R-R)

R’

— pikR Z eik-(R'—R)(p(r -(R'-R))

R’

— eik.R Z e“""(R”)(p(r _ R")

R"

= etkRy(r). (2.4)
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2.Estructura electrénica del grafeno

Las funciones de Wannier, que satisfacen el Hamiltoniano en la vecindad de un atomo

deben parecerse mucho a los orbitales atdmicos, entonces proponemos

@)= Catn(r) 25)

Donde ¢, son los n orbitales en una celda primitiva y C, es un coeficiente a

determinar.

Usando la Eq.(2.5), podemos expresar la funcion de onda Eq.(2.3), de la forma,

Yr(r) = Z ekRC ¢,(r-R) (2.6)

Rn

La ecuacion de Schrodinger para la funcién de onda anterior es,

ﬁlpk(r) = ﬁz eik'R Cn¢n(r - R)
Rn

= E, Z R C, (1 - R) 27)

Rn

donde el Hamiltoniano es el mismo que en la Eqg.(2.1).
Para resolver la ecuacion anterior, podemos usar la ortonormalidad de los orbitales,

[ ¢m" () (r)dr = 8,y (2.8)
Multiplicamos la Eq.(2.7) por ¢,,," (r - R") e integramos, entonces,

ECne ™ = €0 f " (r - RYA, (r - R)dr (2:9)
Rn

Por lo tanto,

E.C,, = Z C, e kR-R") f ¢ (r-RYHP, (r - R)dr (2.10)
Rn

13



Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

Ya que el potencial tiene la forma Eq.(2.2), podemos suponer que la integral en la
ecuacion anterior, solo es diferente de cero para dos casos, cuando R=R'ym =n,0

cuando R’y R estan préximos.

En el primer caso Hgp = [ ¢, (r - R)H¢,(r - R)dr,

Hon = [ 00’ (= G~ +V(r - R, - Rydr

=af ¢, (r-R)p,(r - R)dr = E,. (2.11)

Donde no es una igualdad estricta ya que estamos aproximando U(r - R) = V(r - R),
en la vecindad de R (Eq.(2.2)); E, es conocida como energia “on-site” y esta

relacionada con el potencial de ionizacién de un &tomo individual.

En el segundo caso, los vectores R y R, son cercanos y por lo tanto un electrén sentira
el potencial de ambos atomos, sin embargo, existe una ambigliedad en definir que es

cercano.

Consideramos como criterio que los a&tomos en R’ y R estan cerca, si en el modelo solo
se consideran los vecinos mas préximos, esta aproximacion se conoce como método
de enlace fuerte a primeros vecinos. Esta aproximacién se puede mejorar

introduciendo también segundos y terceros vecinos, etc.

Entonces, simplemente diremos que cuando los atomos en R’ y R son vecinos, el

elemento {R, R’} de la matriz Hamiltoniana en la base ¢(r - R) se puede escribir como,

Hppo = J " (1 - R’)[% +V(r-R)+V(r-R)]p,(r - R)dr (2.12)

2

1 * ! 14
Hor =5 [ on' (0= RO+ V(r - R) +

2

5_m +V(r - R)]¢p,(r - R)dr
(2.13)

+% f dr ¢ (r - R)[V(r - R") + V(r - R, (r - R)

14



2.Estructura electrénica del grafeno

El primer término en la ecuacién anterior es igual a cero,

E,” f b (r - R)p,(r-R)dr =0 (2.14)

Por lo tanto,

(2.15)
2

1 * 14 !
HR,RI X _f dr ¢m (T -R )[V(T -R ) + V(T - R)]¢n(r - R) =t
t es conocido como “hopping integral” ya que es el término que se origina cuando los
orbitales ubicados en R y R’ se superponen, por ello este coeficiente esta relacionado
con la probabilidad de que el electrén en un estado en R se mueva a otro estado en el

atomo en R o viceversa.

Mientras el término de superposicion t, sea diferente de cero, los electrones se pueden
mover a través de la red, pasando de un &tomo a otro. Este fendmeno es resultado de
la naturaleza cuéntica de los electrones ya que por muy pequefio que sea el término
de superposicion, existe una probabilidad de que el electrén tenga un efecto de tinel y

se mueva entre atomos.

Es importante sefialar, que el modelo de enlace fuerte tal como lo describimos no
considera la repulsion coulombiana entre electrones. Esto explica porque el modelo
de enlace fuerte falla en explicar la transicion abrupta de conductor a aislante al
disminuir la temperatura de un solido (la transicion de Mott). En este modelo
esperariamos que la transicion metal-aislante fuera gradual ya que la superposicién
entre orbitales decrece gradualmente mientras la distancia interatdmica aumenta. Sin

embargo en la realidad, la repulsion coulombiana también juega un rol importante.

En 1963 [5] Hubbard introdujo la interaccion entre electrones para los orbitales; este
efecto puede ser incluido en el método de enlace fuerte y permite considerar efectos
relacionados con el spin o el acoplamiento spin-orbita ya que en estos casos, el estado

base del sistema dependera de la repulsion entre electrones.
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Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

2.2 Grafeno (infinito y perfecto)

El grafeno es el hermano bidimensional de grafito, debido a su abundancia, el grafito
habia sido estudiado extensivamente desde los afios 50’s. Diversos trabajos, habian
abordado desde un punto de vista puramente tedrico, las propiedades fisicas del

grafito en 2 dimensiones.

Sin embargo fue hasta el 2004 con el trabajo de Geim, Novoselov, et. al [6] que se
logro producir grafeno por primera vez. A partir de ese momento todas aquellas
predicciones que se pensaban eran puramente tedricas tomaron relevancia y el

grafeno volvio a tomar un lugar importante en la fisica del estado solido.

El grafeno es una capa bidimensional de atomos de carbono que forman hexagonos. El
carbono tiene 4 electrones en su capa de valencia sp2. Usa 3 de esos electrones para
hacer enlaces con los &tomos vecinos y el electrén que sobra se mueve libremente a

través de cristal.

Lo anterior puede ser dicho de manera més elegante y precisa de la siguiente forma.
En el grafeno la hibridacion entre los orbitales sp?, forma 3 hibridos tipo ¢ y uno tipo
7 [7].Los hibridos o tienen una forma triangular en el mismo plano que la red,
distanciados entre si por 120° , estos hibridos hacen enlaces covalentes con los
atomos vecinos. Esta banda es la responsable de la robustez de la estructura del
carbono, la banda- o esté llena y por ello los electrones en dicha banda no participan

en las propiedades de transporte de cristal.

El orbital m es perpendicular a la banda g, éste orbital forma una banda que esta
medio llena, ya que cada atomo tiene un electron en el orbital = y caben 2 electrones
en cada nivel (degeneracién del spin). Son dichos electrones los que se mueven
libremente en la red, por lo cual, son los responsables de las propiedades de

transporte y en este caso, la magnetizacion del grafeno.
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2.Estructura electrénica del grafeno

La estructura cristalina del grafeno se compone de dos subredes triangulares

definidas por los vectores de red a y b:

a=;=(v33), (2.16)
b=;=(-V33), (2.17)

donde a = d+/3, con d la distancia entre 4tomos vecinos. En cada celda primitiva
existen dos tipos de atomos que se distinguen por sus posiciones de vecinos, los
atomos de tipo A, que tienen dos vecinos en la parte superior (puntos azules, de
acuerdo FIG.2.1) y uno en la parte inferior y los &tomos de tipo B que tienen los

vecinos invertidos (puntos morados).
' : - —
Los vectores de la red reciproca, tienen laforma, a* = ——= (vV3,1), b* = - (0.

Usando los vectores primitivos, podemos construir la zona de Brillouin, que en este

caso tiene forma hexagonal.

FIG.2.1 Mostramos la red del Grafeno,
los vectores primitivos a y b, y los
vectores 8; que conectan al &tomo A
(morado) con los 4tomos B vecinos
(azul).

Los vértices de zona de Brillouin son conocidos como puntos de Dirac, por razones
gue seran claras mas adelante. De igual forma que en la red real, dos de dichos puntos

K’y K se distinguen por su simetria (ver FIG.2.2), los valores de los vectores son

17



Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

K= ‘;—’; (10), (2.18)
K = ‘;—’;(—1,0 ). (2.19)

Para calcular la estructura de bandas etiquetamos cada celda primitiva con el vector
de red R = la + mb (donde | y m son enteros), como existen dos atomos por celda
primitiva, necesitamos introducir un vector T,, que distingue los &tomos A y B. Si

tomamos el origen de la celda primitiva como la posicion de un &tomo A, entonces el

vector T,,, tendralaforma: Tao=0y Tg = % (0,1).

Usamos el modelo de enlace fuerte para expresar la funcion de onda Eq.(2.6), en la

notacion de Dirac,

[ >= > €y e*®H TR 0 > (220)
Rmn

donde usamos < R,n|r >= ¢,,(r - R) , con ¢, (r - R) lafuncién de onda del electrén
en el orbital  del atomo R + T,.

Resolvemos la ecuacion de Schordinger, usando nuestra expresion para la funcion de
ondadadaenlaEg. (2.20),

Hlp, >= ﬁz CueRITH|R A > +ﬁz Cpe*R+TB)|R B >
R R

, , (2.21)
= E, Z C, e RTD|R A > +Z Cp e RHTR)|R B >
R R

Notese que la ecuacion anterior depende de los indices Ay B, esto se debe a que en el
grafeno, tenemos dos atomos por celda primitiva y debemos diferenciarlos. Por lo
tanto, tenemos dos ecuaciones a resolver.

Multiplicamos la Eq.(2.21) por el bra< R’ 4|,

18



2.Estructura electrénica del grafeno

Z CAeik.(R+TA) < R',AlﬁlR,A = +Z CBeik.(R+TB) < R',A|ﬁ|R,> — EkCAeik'(R”rTA)
R R

(2.22)

Los unicos términos diferentes de cero son aquellos donde n =n"y R = R’, 6 donde

el atomoen R + T4 es vecino del &tomoen R + Tp.

Es decir,
< R' A|H|R" A >=E,, (2.23)
< R A|HRB >=t. (2.24)
Por lo tanto,
E, Caek®+T) = ¢, ol®RTA) 4 tz Cpeik(RTs) (2.25)
R

Dividiendo la ecuacion anterior entre e*(®+T4) encontramos,
(Ex - E,)Cy = tz CBeik.(R+TB—(R’+TA)) (2.26)
R

Como podemos ver la constante E,, solo mueve el origen, por lo cual la podemos

tomar como E, = 0.

Los vectores que aparecen en la exponencial 8 = (R +Tg) - (R'+T,), son los que

conectan al &tomo A con sus atomos vecinos, los cuales son (ver FIG.2.1):

5, = %(\/ﬁ, -1), (2.27)
8, =55(-V3,-1), (2.28)
8, = %(0,1). (2.29)

Sustituyendo las expresiones anteriores en la Eq.(2.26) tenemos,

ECy = tCy[e¥1 + ¢ikdz + gikds] (2.30)
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Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

Para encontrar la otra ecuacién que define al sistema, podemos repetir el

procedimiento, multiplicando la Eq.(2.21), por el bra< R’ B|:
ECg = tCy [e‘“‘-sl + e"hd2 4 e‘“‘-53]. (2.31)

El sistema de ecuaciones EQ.(2.30) y EQ.(2.31) se puede representar de forma

matricial como,

a(22) = (o o)) @3

donde h(k) = e %1 + ¢7ikd2 4 o-ikds pgrg encontrar las soluciones a la energia

tomamos el determinante del sistema,
E, =+ |h(k)|. (2.33)

Desarrollando h(k)? y sacando su raiz, se llega facilmente a la siguiente expresion

para las energias,

Ep = J_rt\/l + 4Cos? [? akx] + 4Cos [? akx] Cos E aky]. (2.34)

El signo + corresponde a la banda de conduccién y el signo - corresponde a la banda
de valencia. Si valuamos la expresion anterior en los puntos K'y K (Eq.(2.18) y

Eqg.(2.19)), encontramos que
Ex = Eg, =0, (2.35)

lo cual indica que en estos puntos las bandas de conduccién y valencia se tocan,

ademas vemos claramente que los puntos K’y K estan degenerados.

En laFIG.2.2, presentamos un dibujo de la banda de conduccién y la banda de valencia
en la zona de Brillouin, los puntos en los que ambas bandas se tocan, son conocidos
como puntos de Dirac (K'y K) y los conos que las bandas cerca de dichos puntos son
los llamados conos de Dirac, donde se conserva una dispersion lineal, tal como

demostramos a continuacion.
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2.Estructura electrénica del grafeno

FIG.2.2 En la grafica de la izquierda mostramos la zonda de Brillouin y los puntos de Dirac
Ky K'. Las lineas en azul son las lineas de nivel de la banda de valencia. En parte derecha
mostramos la banda de valencia y la banda de conduccion, podemos ver claramente como
las bandas se tocan en los puntos de Dirac y alrededor de dichos puntos la dispersion es
lineal.

Movemos el origen del los vectores de la red reciproca k al punto Ky desarrollamos
la Ec.(2.34) en serie de Taylor a segundo orden. Obtenemos que la funcion h(k) que

determinala banda de valenciay la banda de conduccion tiene la forma:
. 1 . 2
R =y [y - iy + = (ky + ik, ) (2.36)

\/—at

dondey =

Si reescribimos el Hamiltoniano usando los resultados anteriores, encontramos que

alrededor de los puntos de Dirac, la matriz Hamiltoniana Eq.(2.32), puede escribirse

0 ik, - k\ (CK\ _ . (cK
V(—iky-kx 0 )(c;‘)‘E"(cg (237)
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Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

La ecuacion anterior fue desarrollada alrededor del punto K, pero como expresamos
en la Eg.(2.35) los puntos K’ y K estdn degenerados, por lo cual también podemos
desarrollar alrededor de K'. Si hacemos lo anterior podemos obtener una expresion

para el Hamiltoniano completo del sistema, donde se incluyen ambos puntos,

0 ke—ik, O 0

~ ik, +k, 0 0 0

H=yl 7, 0 0 iky+k, (2:38)
0 0 ky — iky 0

El Hamiltoniano anterior es sumamente sorprendente ya que en particulas con masa,
la energia es proporcional al cuadrado del vector de onda y como podemos apreciar

en laEq.(2.38), en este caso la relacion de dispersion es lineal.
2.2.1 Aproximacion de masa efectiva

En este capitulo hemos introducido conceptos importantes como el vector de onda k,
que es un numero caracteristico de la simetria translacional. Sin embargo, cabe
resaltar que a diferencia de otros casos, el vector de onda que usamos aqui no es

proporcional al momento del electron, es decir k # p/h.

Esto se debe a que el hamiltoniano pierde su simetria translacional en presencia de un
potencial que depende de r, por lo tanto, los eigenestados del hamiltoniano, no
pueden ser simultdneamente eigenestados del operador momento, p = —-iaV. Sin
embargo, podemos hacer una aproximacion para encontrar la relacion entre el vector

de onda y el momento, para expresar el Hamiltoniano en la Eq.(2.37), en términos de

P

En la Eq.(2.20) expresamos la funcion de onda en términos de los coeficientes C,,, que
reescribimos posteriormente como C, y Cp para reducir la notacion, sin embargo, la
funcién de onda es una combinacién de los orbitales en los sitios de red indicados por
el vector R = la + mb, que tiene los indices (I,m), entonces una forma mas precisa es

expresar la funcion de onda como,
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2.Estructura electrénica del grafeno

[, >= Z Cima € HRm+TA)|R A > +Z Cims e~k Rm+Te)|R B > (2.39)
Ilm Ilm

Usando la ecuacion anterior, reescribimos la Eqg.(2.30), sobre los puntos de Dirac, es

decir tomamos k = K, donde K esta dado por la Eq.(2.18), entonces tenemos
ExCima = t[e_iK'sl Com-1p + e K020y 1 p + 7K Cl,m,B]
= t[3i2"/3 Com-1p+ € 2™3C,_1 mp+ Cl,m,B] (2.40)

Introducimos un cero en la expresion anterior, usando los coeficientes C; ,,, 4,

; _i2m
ExCima=t [312"/3 (Com-18~-Cima) +e 3 (Cl—l,m,B - Cl,m,A) +Cimp— Cima

(2.41)
Aproximamos la diferencia entre los coeficientes como una derivada, es decir,
(Cim-15 = Cuma) = 81 - Vg,
(Ci—1mp = Cima) = 8, - V(g
(Cimp = Cima) = 65 VCg (2.42)

donde y analogamente con los otros indices. Sustituyendo las ecuaciones anteriores

en laEq.(2.41) y simplificando la notacién, encontramos que,
ECy = ~t[e™/3(8, - V) + e~ 27/3(8, - V) + (8, - V)|Cp (2.43)
Usando las expresiones para 8; Eq.(2.27-2.29), la expresion anterior se reduce,
E.C, = -y(id, +0,)Cs (2.44)

Repitiendo el mismo procedimiento en la Eq.(2.31), para la otra subred B,

encontramos

E.Cs = -y(id, - 0,)C, (2.45)
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Por lo tanto podemos aproximar el hamiltoniano en la Eq.(2.37), como

] 0 ax—iay C}f _ C}f
“V(amay 0 )(cg>‘E"(cg (2.46)

Antes del grafeno, el Unico caso conocido donde la relacion de dispersion era lineal,
era el de las particulas sin masa, 6 las llamadas particulas de Dirac. Para poder

entender mejor lo anterior, necesitamos hacer un pequefio paréntesis.
2.2.2 Ecuacion de Dirac

Clasicamente una particula relativista y libre con masa m y momento p tiene una

energia,

E = ./(pc)? + m3c*. (2.47)

Si la particula tiene espin %2 y esta confinada al plano {x, y}, el operador Hamiltoniano

cuantico cuyo cuadrado es E?, tiene la forma,

H = co-p+ mc?ay, (2.48)

donde p = {p,.py}, @ ={0, 0,} cong; las matrices de Pauli,

Oy = (g_) (]5) oy = L(g_) _01), Oy = (g') _01). (2.49)

El Hamiltoniano anterior actta sobre el espinor Y = (Y,y,)T.

En el caso en que las particulas no tienen masa m = 0 y el Hamiltoniano Eq.(2.48), se

reduce a

S g (A B TEAY (250)

El caso de fermiones sin masa no es tan irreal como podria parecer; de acuerdo al

tradicional modelo estadndar, los neutrinos concebidos inicialmente por Pauli,
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2.Estructura electrénica del grafeno

cumplen las caracteristicas anteriores y de hecho, el hamiltoniano en la Eq.(2.50), fue

usado por Berry y Mondragon [8] en 1986, para estudiar billares de neutrinos.

Cabe mencionar que el caso de los neutrinos, sigue siendo muy controversial. Su
velocidad [9] y su masa actualmente estan siendo cuestionadas debido a una serie de
experimentos, que sugieren que los neutrinos tienen una masa finita, 6 6rdenes de
magnitud menor a la masa del electrén [10] Sin embargo, aun confirmandose lo
anterior, la masa del neutrino es muy pequefia comparada con los otros fermiones y

es una buena aproximacion considerar que m = 0.

Debido a la similitud entre las Eq.(2.46) y Eq.(2.50), es inevitable la comparacién
entre los electrones en el grafeno y los neutrinos, de hecho multiples trabajos se han
enfocado en esta peculiaridad de los electrones que parecen “imitar” a las particulas

de Dirac.

La relacion de dispersion lineal, es lo que ha dado la popularidad al grafeno. Este
comportamiento de los electrones es sumamente extraordinario, pues esto significa,

que es posible observar fendmenos del tipo relativista en el grafeno!!

Comparando la velocidad c en la Eq.(2.50), con el coeficiente que multiplica a la matriz
en la Eq.(2.46), podemos encontrar la velocidad con la que se mueven los electrones

en el Grafeno,

Y —¥3at 10660/
vp == 10°m/s ; (2.51)

vy es 300 veces menor a la velocidad de la luz, por lo cual, diversos grupos

experimentales han observado exitosamente comportamientos “cuasi relativistas” a
bajas velocidades. Tal es el caso de la paradoja de Klein [11], el efecto Hall integral

[12], la analogia con billares de neutrinos [13,14] , entre otros.

Debido también a la analogia entre el spinor que aparece en la Eq.(2.50) y el vector de

onda ¥ = (CX,cK), en la Eq.(2.50), a este Gltimo se le conoce cominmente como el
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psudospin, que nos da la amplitud de probabilidad de encontrar al electrén en la

subred de &tomos A ¢ B; por cada punto de Dirac, tenemos un pseudospin .
2.2.3 Densidad de estados

La densidad de energia para el grafeno se obtiene de la ecuacién [15]
92p = 2k 6 (Ey - E), (2.52)

En el caso en que los valores de k son casi continuos, podemos reemplazar la suma en

la ecuacién anterior, por una integral sobre el espacio reciproco,

28

92p = ng d*k 6(E, — E), (2.53)

donde S representa la superficie del grafeno, el factor de 2 es debido al spiny Q es la

zona de Brillouin.

Resolver la Eq.(2.53) es muy sencillo si usamos la aproximacion lineal Eq.(2.37) vélida
alrededor de los puntos de Dirac K’ y K. Ya que los puntos de Dirac estan

degenerados, introducimos un factor de 2 en la integral.

_ 2S|E| (2.54)
gG - 2"

Donde v, esta dada por la Eq.(251) y Q' representa la zona de Brillouin donde la

aproximacion lineal es valida.

Una expresion analitica completa se obtiene al sustituir la Eq.(2.34) en la ecuacién
para la densidad de energia, Eq.(2.53). Esto fue hecho por Hobson en 1953 [16], el

cual obtuvo una expresion exacta para la densidad de energia por unidad de celda

a1 [z, (2.55)
96 " w2 7,7\ 2 |7,
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donde,

(e

EN® [(E/t)? - 1]?
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Zo = { E
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( E
4 t_ , -t<E<t
Zy = { ° 2
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), es la integral eliptica de primer orden.
1.0}
08} ]
w 061
O [ |
O I\ I\
[}_4 B //J' Illll lllll| \\\\
02f — \\ / 'EE““jm.-
[E.Valencia \\ // B. Conduccién | ]
[}_D M| 1 \/ L [T i
—10 -5 0 5 10
Eiev)

FI1G.2.3 Graficamos la densidad de estados (DOS)
dada por la Eqg.(2.55), vemos como la banda de
conduccion y la banda de valencia se tocan
alrededor de E=0.
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Puntos cuanticos de grafeno

Resumen

En este capitulo describimos la estructura electrénica de nanocristales (puntos
cuanticos) de grafeno. Modelamos estructuras con geometrias regulares y aleatorias.
Discutimos los estados de frontera que son caracteristicos de dichas estructuras y
realizamos una estadistica sobre el espacio entre niveles para probar la naturaleza
caotica de los puntos cuanticos aleatorios que usamos. Todos los calculos presentados
aqui son originales y fueron realizados usando el método de enlace fuerte descrito en
el capitulo anterior.



Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

3.1 Puntos cuanticos de grafeno

Los puntos cuanticos son por lo general semiconductores con dimensiones que estan
alrededor de 1-10 nandémetros, la razén por la cual se clasifican alrededor de cierto
rango estd relacionada con la energia cinética tipica de los portadores, ya sean

electrones o huecos que es aproximadamente:

2

E =~

~ 10meV, (3.1)

2m*12

donde m* es la masa efectiva del portador y | es el tamafio caracteristico del nano
cristal.

Si comparamos la energia ecuacion anterior con la energia de los portadores a
temperatura ambiente: E = 25meV , vemos que son del mismo orden, lo cual no
ocurre en otras dimensiones; para | ~ um la energia cinética es 6 6rdenes de

magnitud menor por lo que no es comparable ala energia a temperatura ambiente.

Debido a lo anterior los efectos del confinamiento de portadores en puntos cuanticos,
son sumamente relevantes, en particular encontramos que en puntos cuanticos los
niveles de energia se cuantizan, razén por la cual muchas veces se refiere al punto
cuantico como un atomo artificial, ademés se observa que entre mayor es el
confinamiento aumenta la distancia entre los niveles de energia [1].

“Armchair”

e

Zig-Zag

FIG.3.1 En este diagrama mostramos
dos tipos de frontera.
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3. Puntos cuanticos de arafeno

En las nanoestructuras de grafeno pueden existir muchas terminacones para su
frontera, sin embargo hay dos tipos de terminaciones, "zig-zag" y "armchair"” (FIG.3.1),
gue se distinguen por tener propiedades electronicas cualitativamente distintas.
Numerosos grupos [2,3,4] han investigado las caracteristicas de las dos terminaciones
mencionadas y se ha encontrado que en las fronteras tipo zigzag aparecen estados con
energia alrededor de cero, estos estados son conocidos como estados de frontera, ya

gue la funcién de onda, esta localizada en la frontera de las nanoestructuras.

Para analizar las caracteristicas de los puntos cuanticos con diferente geometria,
generamos un codigo que construye numéricamente dichos puntos cuanticos. Usando
el modelo de enlace fuerte descrito en la seccion 2.2, obtenemos los niveles de energia
y las funciones de onda. A continuacion describimos los pasos que usamos para lograr

lo anterior.

Cuando se tiene un punto cuantico con geometria arbitraria, se pierde la simetria de la
red, por ello no es trivial representar la matriz hamiltoniana en el espacio de

momentos, tal como en la Eq.(2.37) donde el hamiltoniano esté en la base Ca, Ce.

Para puntos cuanticos con geometrias arbitrarias, es necesario usar la base real en el
espacio de los vectores R. Es posible pasar de una base a otra usando la transformada

de Fourier, la cual relaciona las energias y los eigenvectores en ambas bases.

g, = Z e~ kRiC, dy

k

By, = ) ekRicy by (3.2)

i
kr

El hamiltoniano en la base R, es una matriz con las mismas dimensiones que el
namero de atomos en la red (ya que cada electrén tiene un estado). Los elementos de

matriz en la base real estan dados por las ecuaciones (2.23) y (2.24).
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Por lo tanto, si tenemos un punto cuéntico de N atomos la matriz hamiltoniana tendréa

NxN dimensiones, la matriz puede ser expresada como:

H= Z tRiRja;iBRj (3.3)

<RiRj>

donde tr;g; =t €N ausencia de campo magnético y a;i,ER,. son los operadores de

creacion y destruccion para la subred A y B respectivamente, donde los atomos

< R;R; > son primeros vecinos.

Si sustituimos las EQ.(3.2) en el hamiltoniano Eq.(3.3) podemos pasar a la base k y
recuperaremos las Eq.(2.31) y Eq.(2.30). Sin embargo, en el caso de los puntos

cuanticos trabajaremos en la base R;R;, Eq.(3.3).

3.1.1 Modelo

Construimos la matriz para diversos puntos cuanticos con diferente nidmero de
atomos y diversas formas: hexagonos, triangulos, circulos y puntos cuanticos

aleatorios.

Para obtener el hamiltoniano, el primer paso es construir la red de cada punto
cuantico. Para lograr lo anterior, delimitamos la red de grafeno por el contorno
deseado. Suponemos que los electrones solo se pueden mover entre los atomos, que
componen el nanocristal, para ello suponemos que el potencial fuera del nanocristal
es infinito. Usando los vectores primitivos Eq.(2.16) y Eq.(2.17) generamos la red
delimitada por el contorno mencionado, con ello podemos identificar cuales atomos

son vecinos y asi podemos obtener el hamiltoniano usando la Eq.(3.3).
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3. Puntos cuanticos de arafeno

FIG.3.2 Mostramos el modelo de como
construimos el punto cuéntico, la linea roja,
representa el contorno del nanocristal.

Diagonalizando el hamiltoniano podemos obtener los eigenvalores y eigenvectores
que corresponden a los niveles de energia E, y a la funciébn de onda ¢,. Los
eigenvalores negativos corresponden a la banda de valencia y los positivos a la banda

de conduccién.

Graficamos la densidad de estados usando una gaussiana para sustituir la delta que

aparece en laEc.(2.53), de laforma:

1
920 = ENVER

donde 6E =0.05eV. La razdn por la que usamos una gaussiana es porque en los puntos

Z Exp[(E, - E)2/8E?] (35)
k

cuanticos los niveles estan cuantizados y la densidad de estados es discreta, por ello
aproximamos la delta de Dirac por una gaussiana para suavizar la superficie de la
densidad de estados y analizar méas claramente cuales son los efectos del

confinamiento de los electrones.

La forma de la densidad de energia depende de la geometria del nanocristal, sin
embargo, encontramos que la densidad de estados en todos los casos presenta un pico

alrededor de E=0, tal como se muestra en la FIG. 3.3. Estos estados se presentan
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Gnicamente en nanoestructuras [2,3,4], lo cual se puede ver claramente cuando se

comparan la densidad de estados para el grafeno infinito y el presente caso.

Como mencionamos, la anchura y altura del pico depende de la geometria del punto
cuantico, en particular encontramos que para triangulos este pico es sumamente
agudo mientras que para hexagonos, circulos y formas aleatorias el pico tiene una
mayor anchura. Lo anterior se debe a que los estados de frontera tienen diferente
naturaleza dependiendo su geometria, explicamos a que nos referimos en la siguiente

seccion.

Los

Efev)

FIG.3.3 Mostramos la densidad de estados (DOS) para un punto
cuantico con forma aleatoria, mostrado en la parte superior derecha
(Natim=1553). La linea en rojo es la DOS en el caso del grafeno infinito y
perfecto.

3.1.2 Estados de frontera

Los estados con energias cercanas a cero, son estados cuya funcion de onda esta
fuertemente localizada en la frontera del punto cuéntico. Para identificar claramente a
los estados de frontera de los otros estados localizados en el interior del nanocristal (a

los que llamaremos estados de area), definimos las siguientes funciones.
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3. Puntos cuanticos de arafeno

Sea I, laintensidad de la funcién de onda en un area encerrada por un circulo de radio

R,, es decir:

IRil<Ro (3.6)

Ia: Z |(pn,i|2

i=0

donde ¢, ; es la amplitud de la funcion de onda con energia E,, en el atomo R;, la

suma se realiza sobre todos los &tomos cuya posicién cumple |R;| < R,

Llamamos a la funcién anterior, “intensidad de &rea” de la funcion de onda.
Anélogamente, tenemos la “intensidad de frontera” de la funcién de onda que es la

suma de la amplitud de la funcién de onda en el exterior de dicho circulo, es decir:

|Ri|>Ro (3.7)

2
Ie: Z |(pn,i|

i=R,
Donde ahora la suma se efectia sobre la amplitud de la funciéon de onda para los
atomos donde| R;| > R, .

Ya que las funciones de onda son ortonormales, se cumple la relacién
Ie + Ia = Z |(pn,i|2 =1 (38)

Decimos que tenemos un estado de frontera, cuando I, >1I, y en el caso

contrario, tendremos un estado de area.

La eleccion de R, modifica los valores de las intensidades, sin embargo
independientemente del valor de R,, podemos ver una clara tendencia (que
mostraremos adelante), donde es claro que a partir de cierta energia las funciones de
onda tienden a estar mas localizados en la frontera. En este trabajo escogemos R,

como el radio interno de los puntos cuanticos.

Los estados de frontera tienen energias cercanas o exactamente iguales a cero. Debido

a que las implicaciones fisicas para estados con energia exactamente cero y los que
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son cercanamente cero, son muy distintas, distinguimos ambos estados; llamaremos

EFO los estados donde E = 0y EF a los otros estados de frontera.
3.1.2.1 Estados de fronteray su relacion con el spin

Gracias a la conjetura de una computadora en el 2005 [5], el nimero de EFO (1) en un
nanocristal cualquiera, puede ser determinado exactamente, ya que es una propiedad

geométrica. De acuerdo a Ref.[5,6],
n=a-p (3.9)

donde «a es el niumero méximo de vértices pares no adyacentes en una graficay g es el

namero maximo de segmentos pares no adyacentes.

FIG.3.4 Mostramos una forma de contar
vértices no adyacentes (circulos) y segmentos
no adyacentes (lineas azules).

Por adyacente, entendemos los vértices que estan conectados por el mismo segmento,
analogamente, un segmento es adyacente de otro si esta conectado por el mismo
vértice. En la FIG.3.4, ejemplificamos lo anterior y mostramos una configuracion
aleatoria donde el niamero de vértices no adyacentes (circulos) es v = 6 y el nUmero

de segmentos no adyacentes (lineas azules) s = 6.

Como se puede deducir facilmente, existen muchas configuraciones posibles para
contar v ys, lo cual es un problema de computo si se manejan nanocristales muy

grandes ya que a« = max {v} y f = max {s}. Sin embargo, a y S estan relacionadas al
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3. Puntos cuanticos de arafeno

namero de atomos tipo Ay B (N, y N respectivamente) ya que [7] 8 < min {N,, Ng}y

ademas S + a = N, de tal forma que la expresion anterior paran, se reduce a:
nz|Ny - Nl (3.10)

En la mayoria de los casos en que los nanocristales tienen formas regulares (como
triangulos, hexagonos y circulos), se da la igualdad en la expresion anterior, por lo

cual contando el numero de atomos en ambas subredes podemos saber el valor de 1.

Los estados con energia exactamente cero son los responsables por el espin del

nanocristal de grafeno.

Esto se debe a que 1 es el nimero de estados que estan ocupados Unicamente por un

electron, tal como se explica a continuacion.
El nimero total de estados en la banda m es
N =N, + Ng (3.11)

N debe ser igual a la suma de los estados con energia negativa (banda de valencia), los
estados con energia positiva (banda de conduccion) y los estados con energia

exactamente cero:
N=N,+N,+n (3.12)

Ya que nuestro hamiltoniano es simétrico, por inversion del signo de energia, el
namero de estados en la banda de valencia es igual al nUmero de estados en la banda

de conduccién, entonces,
N =2N,+n (3.13)

ya que N es también el numero total de electrones (uno por cada &tomo), vemos que
los electrones se acomodan en pares en la banda de valencia y por la regla de Hund,

los electrones restantes prefieren estar "solitos" uno en cada estado EFO. Por lo tanto,
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el spin total del nanocristal sera igual a la suma de los spines de los electrones en los
estados EFO.

De acuerdo al teorema de Lieb [7], el spin total de nanocristales en redes bipartitas es

igual a
S=|N, - Ng|/2 (3.14)

en el caso en que n = |N4 - Ng|, se cumple que S = n/2, es decir, todos los espines en

los orbitales Gnicamente ocupados estan alineados en la misma direccion.

En el caso en quen > |N, - Ng|, entonces S < n/2, lo cual quiere decir que el espin de
los electrones que estan solos, no estan alineados en la misma direccién, lo cual viola

la regla de Hund y puede dar origen a antiferromagnetismo [8].

El resultado anterior, es fundamental para el entendimiento de la magnetizacion del
spin en los nanocristales, de hecho es la base para lo que se cree que puede ser
puertos légico ("logic gates™) para desarrollar “spin-electronics” [8]. En los casos en
gue el spin del nanocristal es grande, éste jugara un papel importante ya que existira
una contribucién paramagnética significativa. Este es el caso para ciertas geometrias
como los puntos cuanticos triangulares, sin embargo, en los casos en que n es

pequefo, la magnetizacidn orbital sera dominante.
3.2 Hexagonos

Como mencionamos anteriormente, cuando los puntos cuénticos tienen simetria
triangular, hexagonal y circulos, se da la igualdad en la Eq.(3.10), por lo cual podemos
determinar exactamente cudl es el numero de estados con energia cero, a partir de la

geometria.

Los puntos cuanticos con forma hexagonal tienen una caracteristica muy importante;
en éstos el numero de EFO, n = 0 para cualquier tamafio ya que N, = Nj. Esto quiere

decir, la magnetizacion debido al espin es siempre cero. Por lo tanto, para esta clase de
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puntos cuénticos, el diamagnetismo orbital dominara sobre el paramagnetismo

originado por el espin.

FIG.3.5 Mostramos el R, para un punto
cuantico hexagonal con Np; numero de

Calculamos el hamiltoniano en ausencia de campo magnético para 8 puntos cuanticos
con tamarios diferentes. EI nUmero de &tomos de cada punto era respectivamente:

Np, =726, N5 = 2400,

Ny, = 1176, N, = 2904,

Nps = 1350, Ny, = 4374,
Npo = 1944, Nyg = 5400.

En la FIG.3.5 mostramos el circulo que usamos de criterio en las Eq.(3.6) y Eq.(3.7)
para distinguir entre estados de frontera y estados de &rea, el circulo tenia un radio
Ry = 4R, /5, donde R,,,, es la distancia maxima de los atomos en los puntos
cuanticos al origen, de esta forma conservamos la misma proporcién para todos los

tamafios de los puntos cuanticos.

Por razones de espacio, es imposible mostrar todas las funciones de onda, asi que
mostramos algunas funciones de onda para ejemplificar la diferencia entre los estados
de fronteray los estados de area. Clasificamos las funciones de onda en la vecindad de
E = 0, para todos los puntos cuanticos. Coloramos de azul la funcion de onda cuando
esta clasificada como estado de area y de verde si esta clasificada como estado de

frontera.
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E=-0.3138t E=-0.2897t

PO T IR

E=-0.3699t

E=-0.0711t

FIG.3.6 Mostramos algunos estados de area (azul) y estados de frontera (verde) para el
punto cuantico Ny, en la banda de valencia, los titulos en cada grafica representan la
energia de cada estado en unidades de t = 3.033eV.

En la FIG.3.6 el area de cada punto en azul o verde, es proporcional a la intensidad de
la funcién de onda |¢,,;|%, por lo cual podemos ver claramente que la funcién de onda

en verde (azul) estd mas localizada en la frontera (centro) del punto cuéntico.

En la FIG.3.7, graficamos las intensidades de area y frontera para cada estado. Como
cada estado tiene dos componentes Eq.(3.7) y Eq.(3.6), usamos un circulo verde para
identificar la intensidad de frontera y una estrella azul para identificar la intensidad

de area.

De acuerdo a la explicacion dada en la seccion 3.1.2.1, en las regiones en que los
circulos estan por encima de las estrellas, tenemos estados de frontera y en el caso
contrario los estados son de area. En la FIG.3.7 podemos localizar los estados de la
FIG.3.6 basta ver la energia de cada punto (o estrella en la grafica). Se puede observar
una clara tendencia en la cual la funcién de onda se localiza cada vez més en la
frontera conforme se acerca a E = 0. Otra cosa que vale resaltar, es que no existen
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puntos en la FIG.3.7 que estén exactamente en cero, esto confirma lo que esperabamos
de la EQ.(3.10), que predice que en los hexagonos no existen EF0. Graficamos también
la densidad de estados normalizada a 1, ya que dividimos entre el numero total de
atomos. Coloreamos en azul la regién en la cual los estados son de area y en verde la

zona en la cual los estados son de frontera

&I,

—
,U_ 1 1 1 1 1
-04 -0z 0.0 0.2 0.4
E (unidades de t)

FIG.3.7 Para el punto cuantico N,;, graficamos la

Intensidad de area (estrellas azules) y la Intensidad de

frontera (puntos verdes), de las funciones de onda cuyas

energias se muestran en el eje horizontal.
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FIG.3.8 Densidad de estados (DOS) para Ny, (izquierda) y N,g (derecha). La zona verde (azul)
representa la zona dominada por estados de frontera (area). Podemos apreciar como la DOS se vuelve
mas suave conforme aumenta el tamafio del punto cuéntico, esto se debe a que para puntos cuanticos
arandes la senaracidn entre niveles disminuve. lo cual suaviza la arafica.
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3.3 Circulos

En esta seccidn repetimos los calculos para puntos cuanticos circulares, con los

siguientes tamafios (N.;= num. de &tomos del punto cuantico i).

N, =334, N, =2317
N,, =709, N, = 25609,
N, =1021, N, = 3481,
N, = 1189, N,,, = 4501,
N.s = 1600, N,,, = 5248,
N,, = 1837,

Analogamente al caso de los hexdgonos usamos como R, = 4R,,,,./5, para todos los

tamafios. En el caso de los circulos existen estados de frontera EFO. Para N, n=1.

T04 02 0.0 0.2 04
E (unidades de t)

FIG.3.9 Mostramos el R, (izquierda) y la intensidad de areay frontera (derecha) para Np;.

El estado de frontera EFO se puede ver claramente en la FIG.3.9 donde se observa

como existe un estado exactamente en E = 0.

En la FIG.3.10 apreciamos un aparente rompimiento de simetria para los estados de
frontera con energias E=0.0408t, ya que en un caso la funcion de onda esta localizada
del lado izquierdo y en el otro se localiza en el lado derecho, esto podria parecer
contra intuitivo, sin embargo, esto es resultado de la eleccion que tomamos para
graficar la funcion de onda, como vemos ambos estados tienen la misma energia, por

lo cual la funcién de onda es una combinacién lineal de ambas funciones por lo cual
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podriamos graficar también la suma o la resta de las dos funciones de onda y en ese

caso no veriamos este aparente rompimiento de simetria.

E=-0.2967t E=-0.2014t

E=-0.2977t

E=-0.2967t

L N N W
e

E=-0.0877t

E=-0.0408t

E=-0.0408t

E=1.8x 1015t

FIG.3.10 Mostramos algunos estados de area (azul) y de frontera (verde) para la banda
de valencia de N.;. Presentamos el caso donde existe degeneracion para las energias
E = -0.0408 t y donde hay un EFO con energia cero.
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FIG.3.11 Densidad de estados (DOS) para N, (izquierda) y N.1, (derecha). La zona verde
(azul) representa la zona dominada por estados de frontera (area).
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También en la FIG.3.10 podemos apreciar el estado EFO que tiene energia cero
(1.8 x 107> es un cero numérico) y que esta fuertemente localizado en la frontera del
punto cuéntico con terminacion zig-zag. También graficamos un caso importante
donde existe degeneracion; en estos sistemas existe una alta degeneracion aun en
ausencia de campo magnético, cuando existe un campo magnético externo, la

degeneracion aumenta.
3.4 Triangulos

Repetimos los calculos anteriores para 9 puntos cuanticos con forma triangular, con el
siguiente numero de atomos cada uno,

Ntl = 7811 Nt6 = 3022,

Ny, =958, N,, =3718,

N,; = 1597, N,z = 4486,

Ny = 2113, N, = 5326,

N = 2701,
El caso de los puntos cuanticos triangulares es muy particular ya que todos los
estados de frontera en los PQ triangulares son EFO, lo cual quiere decir que todos
tienen energia exactamente cero. Usando la Eq.(3.10), podemos obtener el nimero de

dichos estados dependiendo del nimero total de atomos en el nanocristal (N;),

n=N,-Ng=./N,+3-3, (3.15)

La ecuacion anterior indica que el spin total en el caso de los puntos cuanticos
triangulares aumenta como la raiz cuadrada del nUmero total de atomos de acuerdo a
la Eq.(3.15) y Eq.(3.14), al mismo tiempo sabemos que estos niveles de frontera no
van a contribuir al diamagnetismo orbital pues no cambian su valor en presencia de

campos magnéticos externos.

s = (JN; +3-3)/2, (3.16)
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FIG.3.12 Mostramos el R, (izquierda) y la intensidad de areay frontera (derecha), en esta
grafica sefialamos el nivel més alto de valencia diferente de cero (Esv) y el nivel més bajo
de conduccion diferente de cero (Egc) para Ngq.

El radio que usamos para distinguir los estados de frontera y los estados de area es,

Ry = R,,./2. Mostramos algunos estados de frontera y de area para N, en la

FIG.3.13 y FIG. 3.14 podemos apreciar como todos los estados de frontera estan

degenerados en E = 0, también observamos cémo estos estados estan fuertemente

localizados en los bordes de los puntos cuanticos. El ancho del pico que corresponde a

los EFO (pico verde), se debe a que usamos la Eq.(3.5) para graficar la DOS.
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FIG.3.13 Para N, mostramos la densidad de estados (izquierda) y la densidad de

estados para N;g.
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E=-0.3194t E=-0.3194t E=-0.2116t E=-0.2162t
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E=-9.5 x 10-16t E=-5.0 x 10-16t E=-5.0 x 10-16t

E=-4.6 x 10-16t

FIG.3.14 Para N;;, mostramos los estados de area en azul y los estados de frontera en
verde, los titulos de las graficas son los valores de la energia para dichos niveles,
podemos ver claramente como todos los niveles de frontera son EFO con E = 0.

En la densidad de estados FIG.3.13, se hace evidente la alta degeneracion que existe en
E =0, ya que vemos como el pico en este punto es mucho mas angosto y alto en

comparacion con la densidad de estados para otras geometrias.

Otro hecho relevante es la brecha que observamos entre el nivel de valencia mas alto
diferente de cero (Eev) Y el nivel de conduccién més bajo diferente de cero (Eegc).

Caracterizamos esta separacion como,
2A: EBC - EBV (317)
EnlaFIG.3.12 indicamos dicha brecha.

El valor de 2A, depende del nimero de 4&tomos del nanocristal, tal como podemos
observar en la FIG.3.15 donde graficamos los niveles para 3 tamafios diferentes. Ya

gue en el caso del grafeno infinito no existe brecha, esperamos que 2A, disminuya
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mientras aumenta el tamafno del nanocristal, entonces, es natural que la brecha sea

inversamente proporcional an, Eq. (3.15),

20= (/1 (3.18)
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FIG.3.15 Mostramos la brecha A , para 3 tamafios
diferentes, N;; = 781, N, = 958y N,z = 1597.

Comprobamos lo anterior calculando la brecha para todos los tamafios N; en funcién
del nimero de EFO, FIG.3.16. Ajustando la curva obtuvimos el valor { = 1.835eV.

0458
040F \
035
0.30¢ :
0.25¢
0.20f ~—

24 (unidades de t)

FI1G.3.16 Mostramos la dependencia de 2A con 7, para
los 9 tamafios de puntos cuanticos Ng; (puntos). La
linea roja es la Eq.(3.18).
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En resumen, encontramos que en el caso de los puntos cuanticos triangulares:

e Todos los estados de frontera estan degenerados en E =0, i.e, todos los
estados de frontera son EFO.

e Elnumero de EFOy el spin del nanocristal, aumentan como la raiz cuadrada del
namero de &tomos en el punto cuantico, Eq.(3.15) y Eq.(3.16).

e Existe una brecha entre el nivel de energia en la banda de valencia mas alto
diferente de cero (Egy) Y el nivel mas bajo de la banda de conducciéon (Eg(),

dicha brecha es inversamente proporcional an, Eq.(3.18).

3.5 Formas aleatorias

Los puntos cuanticos con formas aleatorias son sumamente interesantes ya que son
los nanocristales con formas mas realistas; estudiando los puntos cuanticos de este
tipo, podemos considerar los defectos en la fabricacion de los nanocristales y
distinguir sus caracteristicas al compararlos con los casos de las figuras mas regulares

estudiados en las secciones anteriores.

El primer paso para estudiar los puntos cuanticos aleatorios (PQA) es generar la red.
Para ello construimos primero una circunferencia donde parametrizamos el radio en

funcion de el &ngulo 6,

Nmax (319)
r(@) =r, + Z [4,, sin(n 8) + B,cos (n 6)]

Donde r, es una constante y 4,,, B,, Son nimeros aleatorios que oscilan en el intervalo
[O, %"] en nuestros calculos usamos n,,,,,, = 25.

Usando la EQ.(3.19) generamos 3 ensambles de 50 PQA cada uno, caracterizados
respectivamente por diferentes r,, en promedio el nimero de &omos en cada

ensamble resulto:
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{N,} = 8174,
{N,} = 15886, (3.20)
{Ns} = 264238,

En la FIG.3.17 mostramos como ejemplo, la red de 3 puntos cuanticos arbitrarios que

pertenecen a los diferentes ensambles.

FIG.3.17 a) Mostramos la red de &tomos de un punto cuantico (de los 50 que componen
cada ensamble) del ensamble {N;}, b) mostramos un punto cuéntico arbitrario del
ensamble {N,}, ¢) un punto cuantico arbitrario para el ensamble {N5}.

Debido a la geometria irregular de estos puntos cuanticos, no es posible garantizar
gue la se conserve la igualdad en la EQ.(3.10); encontramos que el nimero de EFO

variaentre 0y 5, para los puntos cuénticos calculados.

Analogamente a los casos anteriores, calculamos [9] como se distribuye la funcion de
onda en estos puntos, usamos como parametro para definir R, , el radio interno (6
dicho de otro modo, la distancia minima entre los &tomos en la frontera y el centro).
Mostramos los resultados para un punto cuantico del ensamble {N;}, podemos
observar que de forma similar a los casos anteriores, la funcion de onda para los EF

esta localizada fuertemente en la frontera tipo zigzag.

Ademaés observamos en la densidad de estados de este punto particular como los
niveles estan distribuidos de forma méas uniformemente y por ello la funcion de DOS,

parece mas suave comparado a las geometrias anteriores.
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FIG.3.18 Para un punto arbitrario del ensamble {N;}, mostramos la densidad de estados
(izquierda) y la intensidad de &reay frontera (derecha).

L,

E=-0.2656t E=-0.2423t E=-0.2213t E=-0.1901t

e oRIRE.
. .

E=-0.13561 E=-0.0834t

FIG.3.19 Para un punto cuantico arbitrario del ensamble {N;}, mostramos los estados de
area en azul y los estados de frontera en verde, los titulos de las graficas son los valores de
la energia para dichos niveles.

El caso mostrado en las FIG.3.19, es un caso particular del ensamble {N;} y no

podemos generalizar los resultados, ya que el contorno del punto cuantico no tiene
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todas las posibles combinaciones de frontera zig-zag y “armchair”, por lo tanto es

necesario usar ensambles de puntos cuanticos para generalizar los resultados.

Hasta ahora hemos calculado la DOS para cada ensamble, pero ain podemos decir
mucho maés sobre la estadistica de los niveles. Como ya vimos anteriormente, el
grafeno tiene un parecido muy particular con los neutrinos, por lo tanto los puntos
cuanticos de grafeno deben tener una similitud con los billares de neutrinos ya que en
ambos casos las particulas tienen dispersion lineal y estan confinadas a un area
especifica. Por lo tanto, para explicar la estadistica que usamos en los puntos
cuanticos de grafeno es necesario describir brevemente la estadistica de los neutrinos

en billares aleatorios.
3.5.1 Billares de neutrinos y nanocristales de grafeno

En esta seccion introducimos el trabajo desarrollado por Berry y Mondragon en 1986
[10], que estudiaron la estadistica de los niveles de los neutrinos en billares cadticos.
Tal como describimos en la seccion 2.3.1, los neutrinos tienen un Hamiltoniano con
una dispersion lineal Eq.(2.42). Berry y Mondragon estudiaron este sistema cuando
los neutrinos estan confinados a un “billar” caracterizado porque en su interior el

potencial es V=0y en las paredes el potencial es V — oo.

Encontraron que si el billar tiene una forma circular el sistema es integrable y los

eigenvalores tienen una distribucion tipo Poisson,
P(S)=e>, (3.21)

Donde S esta relacionado con el espacio entre niveles de energia (ver Eqg.(3.25). Para
sistemas caoticos, la teoria de matrices aleatorias desarrollada por Wishart y Wigner
[11,12], predice una estadistica tipo Gaussiano para el espacio entre niveles de

energia;

e i el sistema tiene simetria con respecto al tiempo el ensamble es gaussiano

ortogonal (GOE),
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P(S) = §5e-"52/4 (3.22)

e Si el sistema no tiene simetria respecto a la inversién del tiempo, lo cual
sucede cuando el campo magnético esta presente, el ensamble es gaussiano
unitario (GUE).

P(S) = %5%-452/". (3.23)

Sin embargo se encontr6 que para neutrinos confinados al “billar de Africa” (billar
caodtico), la estadistica de los niveles era descrita por GUE, ain sin campo magnético,
esto se debe a la naturaleza quiral de los neutrinos que sometidos a un potencial

escalar rompen la simetria respecto a | tiempo [10].

En afios recientes Huang y Grebogi [13], estudiaron la estadistica de los niveles de
energia para 2 billares de grafeno del tipo cadtico, encontraron que en el caso de los
electrones, el comportamiento en ausencia de campo magnético era consistente con la
estadistica de GOE y en presencia de un campo magnético la estadistica seguia al GUE.
La diferencia entre las estadisticas seguidas por los neutrinos y los electrones en
ausencia de campo magnético, se debe (presumiblemente), a que los electrones en el
grafeno tienen una doble degeneracion en los puntos de Dirac (K y K’), por lo cual,
para imponer las condiciones de frontera se debe usar la funcién de onda con 4
componentes EQ.(2.38) y no la funcion de onda de dos componentes Eq.(2.37) que se

parece al espinor de los neutrinos.
3.5.2 Estadistica de los ensambles de puntos cuanticos

Estudiamos que tipo de estadistica siguen los puntos cuanticos que calculamos, para
poder hacer una comparacion valida con los billares de neutrinos, tenemos que
limitarnos a la zona donde la relacion de dispersién en la energia es lineal, es decir,

solo podemos hacer estadistica para los niveles cercanos a los puntos de Dirac.

Otro punto a considerar son los EF, ya que como hemos visto en las secciones

anteriores, estos estados generan un pico en la densidad de estados alrededor de
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E = 0, estos estados no existen en el caso de los neutrinos, por lo tanto debemos
omitir dichos estados para hacer la estadistica. Por lo tanto solo tomamos los estados

de area, donde la dispersion es lineal, lo cual se cumple para el intervalo,

En

Ef,<®™<05 (3.24)

Donde Ef; i = 1,23 es el ancho de la zona donde estan los estados de frontera (en
promedio), éste valor varia para cada ensamble Ef; = 0.135,Ef, = 0.118,Ef; = 0.1.
Como podemos ver, el valor de Ef; disminuye mientras aumentamos el tamafio del los
puntos cuanticos, esto es congruente con lo que esperamos, ya que en el caso del

grafeno infinito, no existen estados de frontera.

Para obtener la distribucién de probabilidad para las energias [13], calculamos el

espaciamiento entre los niveles mas proximos usando la variable S,,.

Sp = = (Ens1? - E2). (3.25)

= >3
2mh vf

Donde A es el area del punto cuantico. Calculamos la funcién de distribucion P(S) de
S,

En la FIG.3.20 mostramos la funcion de distribucion promedio de cada ensamble que

calculamos, sumando la distribucién de los 50 puntos cuanticos de cada ensamble,

50 (3.26)
Py(8) = ) P(S)
i=1
Como podemos ver, la distribucién para los tres ensambles se aproxima a la del GOE.
Sin embargo, existe una pequefia ambigiiedad en la definicion de la funcién de
distribucion ya que el ancho de los bloques para hacer el histograma es arbitrario. Por

ello es atil calcular ademas la funcion cumulativa [10],

s ) (3.27)
1(5) = f aS'P(S) =N Y 0(5-5,)
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Las expectaciones tedricas se obtienen al integrar los ensambles dados por las
Eq.(3.22) y EQq.(3.23). Por lo tanto, encontramos que la distribucion de los niveles en
nuestros ensambles sigue una distribucion cadtica. Cabe destacar que a diferencia de

los trabajos anteriores que fueron hechos sobre otros billares cadticos [13,14,15],

aqui hicimos la estadistica sobre un ensamble de puntos cuéanticos.
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FIG.3.20 En la columna derecha mostramos la funcion de densidad y en la columna izquierda
la funcién cumulativa. La primera fila corresponde al ensamble {N,}, la segunda al ensamble
{N,}y laterceraa{Ns}
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A4

Grafeno en un campo magnético

Resumen

Iniciamos este capitulo con una explicacion de como se modifica el método de enlace
fuerte en la presencia de campo magnético y aplicamos este método al grafeno.
Discutimos los niveles de Landau y en la Ultima parte presentamos los resultados de
nuestros calculos numéricos, donde obtenemos la susceptibilidad magnética como
funcién de la energia de fermi para puntos cuanticos con diversas geometrias.



4. Grafeno en un campo maagnético

4.1 Campo magnetico en el método de enlace fuerte

En esta seccién desarrollaremos el método que aplicamos para estudiar el
diamagnetismo orbital en el grafeno. Para ello explicamos a detalle cdmo cambia el
método de enlace fuerte en presencia de un campo magnético externo. Partimos de los
conceptos desarrollados en el capitulo 2, donde explicamos los fundamentos del

método de enlace fuerte.

Debido a la periodicidad del cristal, el potencial generado por los &tomos U(r) tiene la

periodicidad de la red, entonces siempre se cumple que,
—p?+U(r)=—p?+U(r-R) (4.1)
En ausencia de campo magnético, p = —iaV y la ecuacion anterior equivale a
H(r) = H(r - R). (4.2)
En presencia de un campo magnético p’ = —ihV+§A(r).
Como el potencial vectorial depende del origen, la Eq.(4.2) ya no es valida puesto que:

1
2m

(—ihV + fA(r))2 # ﬁ (—ihV +2A(r- R))2 (4.3)

Como podemos apreciar, existe un problema al elegir el origen del sistema, lo que nos
gustaria encontrar es una forma para expresar la ecuacion de Schrodinger de tal
forma que el origen no importe y que nuestro hamiltoniano en la vecindad R, pueda

ser expresado como H(r - R).
4.1.1 Fase de Peierls

La solucion al problema anterior, fue encontrada por Peierls en 1933 [1], que

introdujo una fase en las funciones de onda, de la siguiente manera.
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Resolvemos la ecuacion de Schrodinger para un orbital ¢’ (r - R), en presencia del
campo magnético, la prima en la funcion de onda es para denotar que el orbital es
eigenfuncién del hamiltoniano en presencia del campo magnético, Eq.(4.4) y n es el
indice de los orbitales en una celda primitiva (ver seccion 2.1.1); para simplificar la
notacion omitimos el indice n, ¢’ (r-R) = ¢'(r - R). La ecuacion de Schrodinger

tiene la forma,

2
[ﬁ (—'hV + §A(r)) + V(- R)l &'(r - R) = E¢'(r - R). (4.4)
La ecuacion anterior tiene como argumentor - R en el potencial y en el orbital,
porque estos estan altamente localizados alrededor de R, sin embargo el potencial
vectorial depende de la eleccion del origen, por lo cual necesitamos encontrar una

forma de expresar el potencial en términos de r — R, para que la Eq.(4.2) sea valida.

Peierls resolvio el problema para campos magnéticos uniformes, introduciendo una

fase en las funciones de onda, de la forma:

- .e r—R
¢(T _ R) — e_lajr A(s)-ds¢r(r _ R) (45)
A continuacién demostramos que con esta fase se cumple,
1 z e e
l% (—ihV + %A(r - R)) +V(r- R)l ¢(r-R) =Ep(r-R). (4.6)

De esta forma el hamiltoniano actuando sobre ¢ (r - R), no depende de la eleccién del

origen y tiene laforma H(r - R).

Para campos magnéticos uniformes, se cumple que V x[A(r)—A(r—R)]=0.

Entonces podemos definir una funcion 9, (r), tal que V9z(r) = A(r) — A(r — R).

Aplicamos el operador [—ihV + < A(r - R)], sobre la funcion e'n’®" ™ ¢! (y - R).

58



4. Grafeno en un campo maagnético

~iaVe's "' (r - R) = e * D[ (A(r) - A(r - R))¢'(r - R) — ihVe' (r - R))],

4.7)
Entonces,
[—ihV + ;A(r _ R)]e'R " g/ (r ~ R) =
) [(; (A(r) - A(r - R) + A(r - R)> _ mvl ¢'(r - R)
= e'a" ™ [_ihv +£A(r)| ¢'(r - R). (4.8)

Podemos repetir el procedimiento aplicando [—ihV+§A(r—R)] de nuevo.

Encontramos asi que,

2
[i (—ihV + ;A(r - R)) +V(r - R)| e @ g/(r - R) =

2m

P . (4.9)
elﬁﬁR(r)¢)’(T _ R) — EelaﬁR(r)¢’(T _ R)

[i (—ihV + EA(r)) +V(r-R)
2m c

Usando el teorema del gradiente podemos expresar 9g(r) = frr_RA(s) -ds, por lo

tanto, la Eq.(4.10) equivale a,

[i<—ihv+§A(r—R)) +V(@-R)|p(r-R)=Ed(r-R)

2m

(4.10)

Con lo cual demostramos la ecuacion (4.6), esta demostracion fue tomada de la ref.[5].
En la fase de Peierls el camino de integracion es irrelevante para campos uniformes,

por lo cual podemos escoger la linea recta que conecta a los &tomos.
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Hasta ahora logramos demostrar que con la introduccién de la fase en la ecuacién de
onda Eq.(4.5), podemos mover el origen del campo vectorial alrededor del punto R,

sin embargo aun falta por determinar la funcion de onda ¢'(r - R).

Si la longitud l:\/g , del campo magnético | >> a, donde a es la distancia

interatémica, entonces los efectos del campo magnético pueden ser despreciados [2]
y podemos suponer que la funcién se parece mucho a la funcién de onda en ausencia

del campo magnético, es decir,
¢'(r-R) = ¢(r-R).

De la misma forma que en la Eq.(2.31), resolvemos la ecuacion de Schrodinger, para

Yi(r) = Z etkRC &,(r-R) (4.11)

n

Por lo tanto,

E.C,, = Z C, ek (R-R") f ¢:(r — RYHP,(r — R)dr (4.12)
Rn
donde esta vez el hamiltoniano incluye el potencial magnético y los orbitales la fase de

Peierls.

Repitiendo el mismo procedimiento que en las Eq.(2.11) y Eq.(2.15), encontramos que

el término de superposicion en presencia de un campo magnético tiene la forma:

(4.13)
2

Sustituyendo la Eq.(4.5), en la expresidn anterior,

Hpp = - f dr ¢p(r — R)[V(r— R) +V(r — R)1$,(r — R)

1 .e r-R' i _.e r-R i
HR,RI = ZJ‘ dr cpm*(r_Rr)elﬁfr A(s) dS[V(r_RI) + V(r—R)]e lchfr A(s) dscpn(r_R)

(4.14)

En laintegral, el producto de las exponenciales es igual a,
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. e[ r—R/ r—R .e r—R .e r—R .e (R
elﬁ[fr A(s)ds-, A(s)-ds] — e_lﬁfr—R' A(s)ds _ e—Lafr_R,A(s)-ds — e_lﬁleA(s)'ds

(4.15)

La ultima parte de la igualdad se cumple ya que el potencial vectorial es lineal, para
campos magnéticos uniformes. Por lo tanto, las exponenciales no dependen
explicitamente de r, por lo cual podemos sacar ese termino de la integral y la integral

de laEq.(4.14) se reduce alaEg.(2.15), entonces

HR o = te—icihflflfl(s)-ds (416)

Elcasoenque R = R’,laEq.(4.14), se reduce alaEq.(2.11), ya que flfA(s) -ds =0.

Por lo tanto, hemos llegado a la conclusion que en presencia de un campo magnético,
el elemento de matriz {R,R’} para el hamiltoniano expresado en la base ¢(r-R) y
donde R es vecino de R’, debe incluir una funcion que depende, del potencial vectorial

y las posiciones, tal como la Eq.(4.16).
4.2 Grafeno en un campo magnético

En esta seccion estudiamos el grafeno en la presencia de un campo magnético,
iniciamos desarrollando los niveles de Landau para un cristal de grafeno perfecto e
infinito. Posteriormente explicamos el diamagnetismo en el grafeno debido al
momento orbital de los electrones que se mueven en la banda de valencia y en la

banda de conduccion.
4.2.1 Método de masa efectiva

En esta seccion repetimos el procedimiento que describimos en la seccion 2.2.1,
donde aproximamos el vector de onda k en términos del operador de momento, pero
en presencia de un campo magnético. De acuerdo a las secciones anteriores, cuando

tenemos un campo magnético externo, la funcion de onda debe incluir la fase de
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Peierls; en el caso en que el potencial vectorial cambia lentamente en el intervalo de

integracion podemos aproximar la fase de Peierls como,

e—i%f:,A(s)-ds ~ e—i%A-R’ (4.17)
Entonces, podemos reescribir la ecuacion de Schordinger, Eqg.(4.12) en el punto de

Dirac K Eq.(2.18), para la funcion de onda de la subred A como

., € e e
ExCima = t[e_l(EA-l_K).SICl,m—l,B + e—l(ﬁA+K)-82Cl_1vm'B + e—l(EA+K).83Cl'm'B] (4.18)

Donde los vectores §;, son los que conectan a los atomos vecinos y estan dados por las
ecuaciones (2.27)-(2.29). Ya que el grafeno es bidimensional, usamos C;,,, 4 Y C; 5, Ya
gue como vimos en el capitulo 2, necesitamos dos indices (I,m) que indican el sitio de
red y un indice A 6 B para indicar qué tipo de &tomo es (recordamos que tenemos dos

atomos por celda primitiva).

Cuando la longitud magnética es mucho mayor que la constante de red, es decir,
cuando a/l « 1, podemos aproximar la fase de Peierls desarrollando la exponencial a
primer orden,
e o e
ch

Sustituyendo la expresién anterior en la Eq.(4.18), tenemos

ExCima = t[(e_iK'slcl,m—LB + e~ iK3: Ciimp + e~ K5 Cl,m,B) -

e [ ] .
iE (A . 61e—lK.51 Cl,m—l,B +4- 523—11(.82 Cl—l,m,B +A- 533—11(.83 Cl,m,B)] (4.20)

El primer término de la suma es idéntico a la Eq.(2.40) y se reduce a la Eq.(2.44); el
segundo término en la suma, puede ser reescrito tomando C;,, » = C, y analogamente

con Cg, entonces la Eq.(4.20) se reduce a la expresion,
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et . .
EkCA = _V(iax + ay)CB - iE(A . 61 ei2n/3 4 4. 626—1211/3 +A4- 83)63] (4.21)

Sustituyendo los vectores §;, encontramos,

ECy = ~y(i0, +8,)Cp + % (A, - i4,)Cp] (4.22)

Anélogamente, podemos repetir el procedimiento para la funcién de onda para la
subred B y encontramos,

ECy = —y(idy - 0,)Cy + % (A, +iA,)C5] (4.23)

Por lo tanto, hemos encontrado que introduciendo la fase de Peierls, el hamiltoniano
para la funcidon de onda de las subredes A y B, en el punto de Dirac K, puede ser

aproximado por la expresion,

0 p'x - ip ck ck
Y x y A =F A
- / / _ 4.24
h(pxlpy 0 >(Cg> k(Cg ( )

Donde p’; = p; + eA;/c, andlogamente, podemos resolver las ecuaciones para el punto

de Dirac K’ y obtener el hamiltoniano en ambos puntos.
4.2.2 Niveles de Landau en el grafeno

Para un cristal infinito es posible resolver analiticamente la ecuacion de Schrodinger

cuando el grafeno estd sometido a un campo magnético perpendicular [3,4].

Partimos del hamiltoniano de grafeno desarrollado en el capitulo 2, Eq.(2.38),
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LI YA

g — o | PxtiDy 0 0 B

Ay =v| ™ 0 0 periny || cr (4.25)
0 0 Dx — LDy 0 Cg'

de acuerdo al cual tenemos que resolver 4 ecuaciones, 2 por cada punto de Dirac,
como las ecuaciones estan desacopladas, podemos resolver primero la ecuacién para

el punto K.

Si suponemos que tenemos un campo magnético uniforme y ortogonal a la superficie
del grafeno, entonces podemos escoger el campo vectorial en la norma de Landau
como A = (By,0,0), entonces la componente del momento en direccion x cambiara

como p', = p, +eBy/c.
El sistema de ecuaciones alrededor del punto K tiene la forma,
ECS =ve(p'x - ipy)Cs
ECE = ve(p'y + ip,)CK. (4.26)
Podemos desacoplar las ecuaciones anteriores de la forma,
E*CY = v (p'x — ipy)(P'x + iDy)CA (4.27)
E*C§ = v (p', + ipy)(P', -~ ipy)Ch (4.28)

Resolvemos primero la Eq.(4.28)

2
() et =t o) S5t

- <(px + ;By)

2
E e heB
= K — hd g 2) rK
<”f> Cs ((px+CBy) Tty )CB

2

—i [px + ;By, py] + pyz) Cs
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2
1 ((E heB k’ 2 (4.29)
o ((—) + —) Cy = (— (- y,)? + 2 >C§
m\ \vf c 2 2m
donde k' = <2 y, = 22 La parte derecha de la ecuacion anterior tiene la forma de
cvm eB

un oscilador armdnico. Entonces si CX es una eigenfuncion del oscilador tendra

. 1 k B
eigenvalores fw(n + ), donde w = ;’ ==

cm'’

Por lo tanto los niveles de Landau deben satisfacer,

E\® heB 2eBh 1 (4.30)
DR

'Uf c c

donde el indice n =0,1,2,..., ya que viene de la energia del oscilador armoénico. Si
despejamos la energia de la ecuacion anterior llegarnos a una expresion para los

niveles de Landau en el grafeno,

(4.31)

2eB - -,
donde, w” = v, /:—h los valores positivos corresponden a la banda de conduccién y

los negativos corresponden a la banda de valencia.

La Eq.(4.31) puede ser contrastada con el caso clasico donde w, = ;—BC y la relacion

entre laenergiay el campo magnético es lineal. Por lo tanto, vemos que los niveles de
Landau en el grafeno se comportan de una forma Unica pues dependen como la

raiz del campo magnético.

Otro hecho relevante en el caso del grafeno, es que los niveles de Landau no son
equidistantes como en el caso clasico, ya que en el grafeno cambian como la raiz

cuadrada de los niveles.
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Si repetimos el mismo procedimiento para resolver la Eq.(4.27), encontramos,

E, = thoPVn+1, (4.32)

conn =012, ..., por lo cual, los niveles para la subred A, no tienen el nivel E, = 0.
Esta asimetria entre los niveles de energia en las dos subredes es muy interesante, ya
gue implica que cuando E,, = 0, la funcién de onda del sistema tendra amplitud igual
acero en la subred A mientras que en la otra subred sera diferente de cero, 6 dicho de
otra forma, cuando E,, =0, la funcién de onda estara concentrada en una de las
subredes. En cualquier otro caso, la funcién de onda estara distribuida en las dos

subredes.

Podemos obtener las eigenfunciones del sistema resolviendo las ecuaciones (4.27) y
(4.28). Esperamos que las soluciones sean proporcionales a una gaussiana
multiplicada por los polinomios de Hermite H,, (x), ya que estos son las eigenfunciones

del oscilador cuantico simple.

En el caso de grafeno con superficie L?, las eigenfunciones son [5],

¢|n|—1
K — S -ikx| P
P =2e it (4.33)
0
0
K — Sn-ikx 0 (4.34)
nk = L€ Py | :
¢|n|—1
con
1 1/(y-kl?)? y - kl? (4.35)
Pl = —EXP[——( > 1H,
2nnl /il 2\ 1 ¢
y
c o= {1, n=20
" AN2, nz0
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donde | es la longitud magnética,

" (4.36)

‘= leB

Una consecuencia importante de que las energias para las dos subredes difieran por
un numero en el indice, es que para que las funciones de onda tengan las mismas
energias, entonces el indice n debe ser distinto para ambas como se muestra en las

ecuaciones (4.33) y (4.34).

En el desarrollo anterior despreciamos el espin del electron que hace que los niveles
estén doblemente degenerados, en presencia del campo magnético, los niveles de
desdoblaran debido al efecto Zeeman. Podemos comparar la magnitud del efecto
Zeeman con la distancia entre los niveles de Landau para n = 0,1, dividiendo ambas

energias,

haw/2 (4.37)

donde, w:\/%:%, para un campo magnético de B = 10T, por lo tanto, el

desdoblamiento debido al efecto Zeeman es mucho menor que la distancia entre los

niveles de Landau y podemos considerar que cada nivel esta degenerado.

Cabe resaltar que los niveles de Landau, fueron derivados a partir de la aproximacion
Eq.(4.25), que es valida cerca de los puntos de Dirac K y K’, sin embargo, la relacién
exacta entre la energia y el vector de onda tiene una forma mas compleja y esta dada
por la Eqg.(2.35), por lo tanto, los niveles de Landau deducidos en la Eq.(4.31), no son

exactos pero son una buena aproximacién para campos magnéticos pequefos.
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FIG. 4.1 Niveles de energia (lineas) como funcién de @ = g(%)z, para un

punto cuéntico aleatorio. Vemos que los estados se bifurcan conforme
aumenta el campo magnético, esto corresponde al espectro de Hofstadter.

La dependencia exacta de los niveles de energia con el campo magnético, es mucho
mas compleja y de hecho presenta un patron fractal conocido como “Hofstadter
butterfly” [6], esto se observa claramente en la FIG 4.1 para los niveles de energia

donde se ve una bifurcacién de los niveles alrededor de E =0.
4.2.3 Diamagnetismo

Los primeros trabajos que abordan el diamagnetismo en grafeno fueron desarrollados
por McClure en los 50’s [3], de hecho, para ser mas precisos, sus trabajos se enfocaron
en el diamagnetismo del grafito que es una especie de grafeno en 3 dimensiones, sin
embargo los resultados obtenidos en sus articulos se pueden aplicar perfectamente al

caso bidimensional.

El magnetismo en los so6lidos tiene diversos origenes y entender la dinamica de los
procesos involucrados es complicado. Cuando se mide la magnetizacion o la

susceptibilidad magnética de un material, se obtiene la suma de los efectos debidos a
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Paramagnetismo de Van Vleck y diamagnetismo de Larmor,
Paramagnetismo de Curie,

Paramagnetismo de Pauli y

A w0 D F

Diamagnetismo de Landau.

El magnetismo debido al inciso 1, se origina debido al spin y momento angular de los
electrones de las capas mas profundas, para el caso en que el momento angular total
J = 0. Cuando J # 0, el cambio en la energia debido al campo magnético externo #,
estad dominado por el término lineal J-#, en este caso la energia disminuye dando
origen al paramagnetismo de Curie. Por otro lado, a diferencia de los incisos 1y 2,
donde el magnetismo es originado por los electrones en las bandas atémicas, el
paramagnetismo de Pauli es originado por el espin de los electrones en la capa de

conduccion.

El diamagnetismo de Landau se puede entender de la siguiente manera; en ausencia
de campo magnético los grupos de estados estan distribuidos y los niveles mas bajos
son ocupados preferentemente, cuando existe un campo magnético, los grupos de
estado se concentran en la energia promedio del grupo y esto es lo que provoca que

aumente la energia total del sistema.

En la siguiente derivacion despreciamos la susceptibilidad debido al spin y al
momento orbital, ya que no incluiremos las interacciones entre electrones, también
podemos despreciar la susceptibilidad diamagnética de los electrones en los niveles
mas profundos ya que esta es pequefia comparada con la susceptibilidad de los
electrones en la banda m, por lo tanto solo consideramos el diamagnetismo orbital de

los electrones en la banda .

Se puede obtener la susceptibilidad magnética, usando el potencial termodinamico
[10],

. GEN0)
x=limg o= =- (@)u (4.38)
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a0 . ., . .. .
donde M = - (—) , €s lamagnetizacion y el potencial termodindmico tiene la forma,
u

0B
_ ﬁz : Z o(E) (4.39)

donde @(E,) = log[1 + Exp[-B(E, - 1], B = % Jv» Y gs, SON ambos igual a dos y

representan la degeneracion del spin y del valle (K y K’), respectivamente, [ = \/g es

la longitud magnéticay E,, son los niveles de Landau que estan dados por la Eq.(4.22).

La suma en la ecuacion anterior se efectlia sobre todos los niveles de Landau, para

calcularla, podemos usar la formula de Euler-Maclaurin [7],

2o = [ otz + 3000 + 300 + 1) + ¢ O + 006

(4.40)

1 , .
Donde B, = ~ 2 ésun numero de Bernoulli.

Sustituyendo la ecuacion anterior en la Eq.(4.39), y haciendo el cambio de variable

x = (wh)?n, encontramos,

1 5
8- ﬁg iZs 21 zfotp(E(x))dx+ ((P(x—0)+<P(x—N))‘( D) ¢ ()],
19,95 (hwp)? 3 (4.41)
2l ot S oo

De la expresion anterior el segundo término es el Unico que depende del campo
magnético. En el denominador de la ecuacion anterior tenemos [? donde la longitud
magnética también depende del campo magnético, entonces el cambio en el potencial

debido al campo magnético es,
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_ g,9,(eyB)’ (4.42)
Q=- Wﬁ Fsec? (ﬁ—)

Derivando dos veces la ecuacién anterior obtenemos la susceptibilidad magnética
dada por laEq.(4.38) es,

_ 9vgs(ey)? T
6 (chm)? P¢ Fsec? (85)

B U 443
gvgs(ey)? € 2K Sec? (‘ m) (449)

6 (chm)? kT

I
“ZKT 2(_L)
e Sec 2KT

En el limite en que T — 0, tenemos que lim;_,, = 6(u), donde a bajas

KT

temperaturas el potencial quimico es igual a la energia de fermi. Por lo tanto, usando

lo anterior tenemos que:

_ 9vgs(ey)? (4.44)
6 (CflT[)Z 5( f)

El resultado anterior fue calculado por primera vez por McClure en 1956 [3]. Pese a
gue su trabajo original estaba enfocado en el grafito, sus resultados son aplicables

también al caso de grafeno.

Como se puede apreciar, la susceptibilidad magnética del grafeno es sumamente
singular alrededor de la energia de Fermi, pues es proporcional a la delta de Dirac que
se hace infinito cuando la energia es igual a la energia de fermi. Este inusual

comportamiento ha Illamado mucho la atencién en recientes afios.

Después del boom del grafeno, muchos otros trabajos se enfocaron en el
diamagnetismo del grafeno en diferentes circunstancias, entre ellos destacan el
trabajo de los japoneses Koshino, Ando y Wakabayashi [8,9,10] que consideraron los

casos cuando se incluye un potencial que introduce cierto desorden en la estructura
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electrénica, o el caso en que existe una brecha entre la banda de valencia y

conduccién.
4.2.3.1 Diamagnetismo en presencia de una brecha de energia

Un caso que nos interesa particularmente es el del trabajo desarrollado por Koshino y
Ando [10] en el 2010, su trabajo se enfoco en el diamagnetismo del grafeno cuando
una brecha entre la energia de la banda de valencia y la banda de conduccién esta

presente.

La brecha entre la banda de valencia y la banda de conduccidn puede surgir cuando el
grafeno es crecido en ciertos sustratos [11], Koshino y Ando resolvieron

analiticamente el sistema partiendo de que los niveles de Landau tienen la forma,

E, =+ \/ (AwP)?n + A* (4.45)
Donde A = Eg¢ - Egy, €s la brecha entre la banda de conduccién E. y la banda de

valencia E,,.

De forma anéaloga a la seccién 3.3.2, encuentran que la susceptibilidad en el caso de

una brecha, tiene la forma,

__ 9v9s(ey)? 0(lAl - |el) (4.46)
6 (chm)z  2|A]

Donde 6(x) es la funcion escaldn, que cumple,

o ={; *Z7 (4.47)

Por lo tanto, vemos que en el limite cuando A — 0, la susceptibilidad magnética

Eqg.(4.46) tiende a Eq.(4.44), que es justo lo que esperariamos.
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También encuentran un tipo de pseudo-spin paramagnetismo debido a que existe
degeneracion en los puntos de Landau (K y K’) que actia de una forma parecida al

paramagnetismo de Pauli que es debida a la degeneracion en el spin [10].
4.3 Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

Como vimos en las secciones anteriores la susceptibilidad magnética del grafeno es
altamente singular alrededor de E =0, Eq.(4.44) y Eq.(4.46). Al mismo tiempo, tal
como vimos en el capitulo 3, los puntos cuanticos de grafeno presentan estados de
frontera, que generan un poco en la densidad de estados justamente alrededor de
E = 0. Por lo tanto, es sumamente interesante preguntarnos cémo influyen estos
estados de frontera en el diamagnetismo del grafeno. En esta seccion presentamos los
resultados originales de nuestro proyecto. Calculamos el diamagnetismo orbital de

puntos cuanticos con diferentes geometrias con temperatura cero.

Los EFO no contribuyen a la magnetizacion orbital, esto se puede entender facilmente
cuando se piensa en el diamagnetismo como en el aumento de la energia de los niveles
respecto al campo magnético; en el caso en que la energia es exactamente cero, su

energia no cambiay por ello no contribuye a la magnetizacién.

Los estados que definen la magnetizacién orbital, son los estados EF, la suma de la
derivada de la energia con respecto al campo magnético, es lo que conforma la

magnetizacion total del nanocristal como explicaremos a continuacion.

En nuestro trabajo consideramos la magnetizacion originada por las orbitas de los

electrones que se mueven en la banda m, dentro de los puntos cuanticos.

Para ello resolvemos el hamiltoniano construido con el modelo de enlace fuerte
Eq.(3.3) pero con los elementos de matriz Eq.(4.16), que son los correctos cuando el

campo magnético esta presente, es decir,
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H= Z trR, a;iBRj +h.c (4.48)

<RiR]'>

.e R/
donde h.c significa conjugado hermitiano, tp.z; = te inlr AGs)ds

y @, bg, son los
operadores de creacion y destruccion para la subred A y B respectivamente, con los

atomos < R;R; > son primeros vecinos.

Calculamos el hamiltoniano, Eq.(4.48) para cada nanoestructura sometida a un campo
magnético con valores correspondientes de: {0,1,2,3,4,5} Teslas. Diagonalizando el
hamiltoniano, obtenemos el conjunto de eigenenergias para cada campo magnético
{E,,(B)} y sumando las eigenenergias, se obtiene la energia total del sistema como

funcion de la energia de Fermi:

H (4.49)
UGB = ) Eu(B)

n=Epy
Donde Eg, quiere decir el nivel mas bajo de la banda de valencia y u es el potencial

guimico que en T=0 es igual a la energia de Fermi.

Interpolamos la energia total del sistema como funcién del campo magnético y

derivando, podemos obtener la magnetizacion y la susceptibilidad magnética en T=0,

_1920(u) (4.50)
X(B’H)__E 5p7

Donde «a es el &rea del punto cuantico. Para un punto cuantico neutro la banda de

valencia estd completamente llena, por lo cual u =0, sin embargo, es posible
modificar en cierto rango el potencial quimico colocando el grafeno en ciertos
sustratos. En el rango en que variamos el campo magnético, no observamos cambios
en la susceptibilidad magnética, por lo cual consideramos la susceptibilidad,
Gnicamente como funcidn del potencial quimico y graficamos los resultados para un

campo magnético de B = 5T.
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4.3.1 Hexagonos

Como vimos en el capitulo 3, los hexagonos se caracterizan porque el nimero de EFO
esn = 0y por lo tanto, todos los estados de frontera contribuyen a la susceptibilidad
magnética. A continuacion presentamos la susceptibilidad magnética como funcién
del potencial quimico para puntos cuanticos con forma hexagonal. Como podemos ver
en laFIG.4.2, la susceptibilidad magnética presenta un pico alrededor de E = 0, que a
diferencia del caso infinito, tiene un ancho finito. Podemos comparar la zona en que se
presenta este pico con la zona donde estan presentes los estados de frontera,

clasificados usando los criterios explicados en la seccién 3.1.2.

En la FIG.4.2 observamos claramente como el pico del diamagnetismo se presenta
justamente en el area donde se encuentran los EF, al salir de esta zona, la

susceptibilidad oscila entre paramagnetismo y diamagnetismo de forma arbitraria.

| -03 -02 -01 00 01 02 03
2 o AN %
R s ST
0 : Ny’
1[]' . _1 5
v | 1
kY A1 o
E -"_ .-_:U-E §
g 0 1."',._— R [
57 \_,J/ {05 2
X-br | e
_1[]_ '_1 5

-03 -02 -01 00 01 02 03
u (unidades de t)
FIG.4.2 En la grafica superior presentamos la intensidad de la funcion
de onda para un PQ hexagonal con Ny; =781, las lineas verticales
negras indican el inicio y final del pico diamagnético. La grafica inferior
es la susceptibilidad magnética como funcion del potencial quimico, la
zona verde representa la zona dominada por estados de frontera.
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4.3.2 Circulos

En esta seccion presentamos los resultados de los calculos para los puntos cuanticos
con forma circular, en este caso encontramos numéricamente que los EFO varian entre
1 y 0 para cada punto cuéntico, por lo cual existen algunos estados que no
contribuyen a la susceptibilidad magnética. Al igual que en el caso de los hexagonos,
encontramos un pico diamagnético en la susceptibilidad magnética que esta
compuesto de EF. FIG.4.3.

Podemos observar una tendencia, ya que tanto en el caso de los hexagonos como en el
de los puntos cuanticos circulares encontramos que el pico diamagnético de la
susceptibilidad se localiza alrededor de los estados de frontera, que como vimos en el
Capitulo 3, se encuentran en la zona, donde la Intensidad de frontera de la funcién de
onda (marcada por la linea verde en las grafica superior de las FIG4.2 y FIG.4.3) es

mayor a la intensidad de &rea de la funcion de onda.
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FIG.4.3 Anédlogamente a la FIG.4.2 En la grafica superior presentamos
la intensidad de la funcion de onda para un PQ hexagonal con
N., = 709. La grafica inferior es la susceptibilidad magnética como
funcioén del potencial quimico.
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4.3.3 Puntos cuanticos aleatorios.

El caso de los puntos cuanticos aleatorios, es un poco mas complejo ya que
necesitamos hacer estadistica sobre un ensamble. En este caso, el nimero de EFO no
puede ser predicho, debido a que la geometria varia. Sin embargo encontramos

numéricamente que n varia entre 0 y 5 independientemente del tamafio.

Por lo tanto, para generalizar la susceptibilidad magnética necesitamos hacer un
promedio sobre todo el ensamble. Sin embargo, podemos presentar un caso particular

de un punto cuantico aleatorio para comparar con las geometrias anteriores.
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FIG.44 Anélogamente a la FIG4.2 En la grafica superior
presentamos la intensidad de la funcion de onda para un PQ
aleatorio con N, = 823. La grafica inferior es la susceptibilidad
magnética como funcion del potencial quimico y la figura que
introducida en el centro es el contorno del punto cuéntico.
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Calculamos la susceptibilidad magnética para los tres ensambles, realizando un
promedio de la susceptibilidad magnética para todos los puntos cuanticos, en esta

seccion presentamos la susceptibilidad calculada para el ensamble {N,} en laFIG.4.5

Realizamos la estadistica del espacio entre niveles tal como describimos en la seccién
3.5.1, FIG.4.6, encontramos que aun en presencia del campo magnético los niveles

siguen la estadistica de GOE. Lo cual confirma que la estadistica de nuestros niveles es

caodtica.
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03 -02 -01 00 01 02 03
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FIG.45 Graficamos las susceptibilidad magnética
promedio para el ensamble {N, }.

En el capitulo 3, explicamos como en presencia de un campo magnético se ha
observado que los puntos cuanticos siguen la estadistica GUE [12], en este caso aln
con 5T, la estadistica es la de GOE. Esto se puede deber a que la longitud magnética es
mucho mayor que el tamafio promedio de los puntos cuanticos, ya que en el caso en

et h . . -
gue el campo magnético es de 5T, Iz = :—B~28.7nm, mientras que el radio maximo

de los puntos calculados es de R~7nm, por lo tanto vemos que Iz > Ry los electrones
dentro del grafeno no tienen espacio suficiente para describir las “orbitas” generadas

por el campo magnético.
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FIG.4.6 Graficamos la funcion de probabilidad (columna izquierda) y la
funcién cumulativa (columna derecha). a) y b) pertenecen al ensamble

{Ni}.c)yd)a{N;}ye) f)a{Ns}

4.3.4 Triangulos

Como vimos en el capitulo 3. Los puntos cuénticos con forma triangular son muy
particulares ya que todos los estados de frontera son del tipo EFO, esto quiere decir
que los estados de frontera no contribuyen a la susceptibilidad magnética orbital ya

que sus niveles no cambian con él campo magnético.

En la FIG.4.7 mostramos las susceptibilidad para un punto triangular con 781 atomos;
podemos observar como en este caso no existe un pico diamagnético alrededor de

E=0, sino una meseta, esta meseta se localiza en una zona donde solo existen niveles
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del tipo EFO, sin embargo, como mencionamos estos niveles no aumentan la energia

del sistemay por lo tanto no contribuyen al diamagnetismo orbital.

Entonces ya que dichos estados no intervienen en la susceptibilidad, podemos pensar
gue no existen, en tal caso lo que tendriamos seria una brecha de energia entre la
banda de valencia y la banda de conduccion. Como vimos en el capitulo anterior, esta
brecha esté relacionada con el numer6 de EFO Eq.(3.18), de la forma,

— ¢
b= e (4.51)

Donde ¢ = 1.835eV.
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FIG.4.7 Graficamos las susceptibilidad magnética para un
punto cuantico triangular con N;; = 781.

Si lo anterior se cumple, entonces la susceptibilidad magnética se deberd comportar
de forma analoga al caso descrito en la seccion 4.2.3.1. Pero para estudiar este caso,
es necesario cambiar la brecha A, esto se puede lograr cambiando el tamafio de los
puntos cuanticos, por lo tanto a continuacion estudiamos el diamagnetismo orbital al

variar el tamanio.
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4.3.5 Susceptibilidad magnética como funcion del tamafio

En el grafeno infinito, la susceptibilidad magnética tiene se aproxima a una delta de
Dirac, Eq.(4.36) cuando E=0. Por lo tanto, esperamos que conforme aumenta el

tamafio de los puntos cuanticos el pico en el diamagnetismo se aproxime a una delta.

En la FIG.4.8 graficamos la susceptibilidad para todos los puntos cuanticos, pero
variando el tamafio. Podemos observar efectivamente como disminuye el ancho del

pico y aumenta su altura conforme aumentamos el tamafio de los puntos cuanticos.

De nuevo, hacemos hincapié, en que a diferencia de las otras geometrias, en el caso de
los puntos cuanticos con forma aleatoria, la susceptibilidad que graficamos es el

promedio sobre cada ensamble.

En la FIG.4.8 mostramos la susceptibilidad para cada geometria del punto cuantico,
indicamos la geometria correspondiente con una figura centrada en la parte superior,

en el caso de los puntos cuanticos con forma aleatoria usamos una estrella.

El color verde en la Indica la zona donde se encuentran los estados de fronteray en el
caso de los triangulos el color rojo indica donde se encuentra la brecha entre la banda

de valencia y la banda de conduccién.

En el caso de los triangulos, podemos sustituir la Eq.(4.51) en la Eq.(4.46) y con ello

obtenemos,

_ 9v95(e)? (/Nam +3-3)0(IAl - |¢]) (452)
6 (chm)? ¢

Como podemos ver en la FIG.4.9 la Eq.(4.52), se adapta muy bien a los resultados
numeéricos en el caso del triangulo, por lo cual podemos afirmar que el diamagnetismo
en dichos puntos cuanticos es originado por una brecha entre la banda de valenciay la

banda de energia.
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FIG.4.8. y para todas las geometrias de nanocristales variando su

tamano.
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4. Grafeno en un campo maagnético

En el caso de los puntos cuanticos con las otras figuras, encontramos que (0) depende

del nimero de &tomos como,

x(0) = gNZ/> (4.53)

atm

Donde ¢ es una constante.

La dependencia que encontramos en la Eq.(4.53) puede parecer un poco extrafa, sin
embargo como hemos observado el diamagnetismo se origina en la zona de los

estados de frontera, por lo cual podriamos pensar que la dependencia de la

172
atmo

susceptibilidad deberia ir como el perimetro del punto cuantico, es decir, x(0)~N
sin embargo, como vimos en el capitulo 3, los estados de frontera solo se presentan
donde hay terminaciones tipo zig-zag y aun en el caso de hexagonos, tenemos
terminaciones tipo escalera (“armchair”), donde la funcion de onda se hace cero, lo

cual puede ser una explicacion de por qué el coeficiente en la Eq.(4.53) es menor a 2.
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Matm

FIG.4.9 Mostramos como varia (0) como funcién del nimero de

2
&tomos. Usamos como unidades ¢ = %. La linea azul es la

Eq.(452) y lalinearojaes laEq.(4.53)
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Caracterizamos cada pico por su ancho igual a 2A y graficamos la variacion de la
anchura en funcion del radio interno de cada punto cuantico; para los puntos

cuanticos aleatorios tomamos el radio interno promedio del ensamble.

En la FIG.4.10 podemos ver como el ancho del pico disminuye conforme aumenta el
tamafio del punto cuantico, lo cual es consistente con lo que esperamos de la
Eq.(4.43). Extrapolando la curva que se ajusta a los resultados numéricos
encontramos que A - 0 cuando R~67nm, si lo comparamos con la longitud magnética
a bTeslas vemos que R~2lg, por lo tanto, el nanocristal se comportard como el

grafeno infinito justamente cuando el radio R > 5. Que es justo lo que esperabamos.

T T T 1\:_\\ 1[] I.
0.al 5 5 : 2A
. Es W
e A = _10
06} ‘. A -5 0 5
;%; .\..,!' .U[EV}
<] O “'-u._,‘_g.
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FIG.4.10 Mostramos como varia el ancho del pico diamagnético
como funcidn del radio interno de los puntos cuanticos R.

Como mencionamos al inicio de esta seccion, estamos calculando la susceptibilidad
magnética debida al momento orbital de las particulas, sin embargo podemos hacer
una estimacion de cudl es el paramagnetismo de Curie, que es particularmente
importante para los puntos cuanticos con geometria triangular, ya que el numero de
EFO aumenta como la Eq.(3.15) (y como vimos en la seccidén 3.1.2.1. Este nUmero es

proporcional al spin del nanocristal).
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Entonces, la susceptibilidad de Curie para los triangulos, cuando € =0, tiene la

forma,
_ n(gus)*s(s+1)
Xe =" (4.54)
2 .
Donde 4 = 34 N, es el area del punto cuantico, g~2 y a = 1.42A es la distancia

4

interatomica, para tridngulos. Para comparar con la susceptibilidad diamagnética,

reescribimos la Eq.(4.52), de la siguiente forma

2 2,2
— (L) (&) k&
X= (Ry) (alz;) A (4.55)
¢ 2
Donde R, = S €S la constante de Rydberg, <R—) ~0.049 y A estd dado por la
mag y

Eq.(4.43). Obtenemos el radio entre las dos susceptibilidades,

Xc _ 25¢eV
;C = T (4.56)

Entonces, cuando N/kT > 2.5eV, tendremos una transicibn paramagnetismo-
diamagnetismo, para los puntos cuanticos con formas triangulares, esto es consistente
con lo que esperamos ya que conforme aumenta el tamafio, los puntos cuanticos

deberan ser diamagnéticos consistencia con el comportamiento del grafeno infinito.
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Conclusiones

Resumen

En esta seccion recapitulamos lo descrito en esta tesis y presentamos las conclusiones.



Diamagnetismo en puntos cuanticos de grafeno

En esta tesis usamos el modelo de enlace fuerte a primeros vecinos para calcular el
diamagnetismo orbital de puntos cuanticos de grafeno con diversas geometrias. Los
calculos numéricos se realizaron en el régimen en que la longitud magnética l; (para 5
Teslas) es mucho mayor al tamafio promedio de los puntos cuanticos (con un radio

maximo de 7nm).

Introduciendo la fase de Peierls en el modelo de enlace fuerte, calculamos la
susceptibilidad magnética en T=0, para aproximadamente 180 puntos cuanticos; 8
con forma hexagonal, 11 con forma circular, 9 con forma triangular y 3 ensambles de
50 puntos cuanticos con forma aleatoria. Variamos los tamafios de los nanocristales
en un rango de 1.5nm a 7nm para estudiar la dependencia magnética en funcion del

tamano del cristal.

Usando el criterio descrito en la secciéon 3.1.2, clasificamos la funcion de onda de los

puntos cuanticos en,

1) estados de area,
2) estados de frontera (EF),

3) EF con energia exactamente cero (EFO).

El nimero de EFO puede ser determinado exactamente en el caso de los hexagonos y
triangulos. Para las otras geometrias, puede ser estimado. Estos estados no
contribuyen al diamagnetismo orbital, sin embargo definen el spin total del sistemay

por lo tanto juegan un rol importante en el paramagnetismo.
Encontramos que la susceptibilidad magnética como funcién de la energia de Fermi

presenta un pico diamagnético alrededor de E=0, la forma de dicho pico depende

sensiblemente de la geometria del nanocristal.
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Para puntos cuanticos con forma hexagonal, circular y aleatoria, que se caracterizan

por tener EF y un bajo nimero de EFO. Encontramos que

e El pico diamagnético se presenta justamente en la zona donde se

localizan los EF.

Este es un resultado importante, ya que arroja luz acerca de la naturaleza del
diamagnetismo los puntos cuénticos de grafeno. Es interesante reflexionar acerca de
porqgue son justamente los estados cuya funcion de onda esta localizada en los bordes

del nanocristal los que tienen un comportamiento diamagnético.

El caso de los puntos cuanticos con geometria triangular es particular ya que en estos
nanocristales solo existen estados de area y EFO. Ya que los EFO no contribuyen al
diamagnetismo orbital, el origen del diamagnetismo para estos sistemas es

cualitativamente distinto a los estados anteriores,

e Para los triangulos, el diamagnetismo se origina debido a los estados de

areay ala brechaentre la banda de valenciay la banda de conduccién.

Comprobamos lo anterior al variar el tamafio de la brecha en energia'y comprobar que
los resultados numéricos se ajustan a la ecuacion predicha por Koshino y Ando en el
20101[2].

_ gvgs(ey)? 6(lAl-|e)
6 (chm)? 2|A| (5.1)

X:

Cabe destacar que la ecuacion anterior fue desarrollada para grafeno infinito con una
brecha de energia “artificial”. En esta tesis probamos que la ecuacion anterior se

ajusta al caso de los puntos cuanticos triangulares debido a que los EFO no participan
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en el diamagnetismo orbital.
Al comparar el paramagnetismo de Curie y el diamagnetismo para los puntos

cuanticos triangulares, encontramos:

e Existe una transiciéon paramagnética-diamagnética para los puntos

cuanticos triangulares, que se da cuando N.kT = 2.5eV.

Debido a la diferencia que existe entre la susceptibilidad magnética para los tridngulos
y los puntos cuanticos de otras geometrias, una posible aplicacion de este resultado,
podria ser, aplicar campos magnéticos externos como un método para clasificar los
puntos cuanticos en funcion de su respuesta magnética (paramagnética o

diamagneética).

Estudiamos también la dependencia de la susceptibilidad con el tamafio de los

nanocristales.

e Encontramos que los circulos, hexagonos y puntos cuanticos aleatorios
siguen la ecuacion.

x(0)~NZ/3 (5.2)

atm

También observamos que el comportamiento de la susceptibilidad es consistente con

_ 9v9s(en)?

el pico diamagnético para el grafeno infinito [3], x = —= (chm)?

6(&r). Yaque el ancho

del pico caracterizado por A, disminuye al aumentar el radio interno del punto
cuantico y A — 0, cuando R > [g; que es justo lo que esperamos ya que en este punto
el tamafo del nanocristal es mayor que la longitud de onda y los electrones pueden
completar sus “orbitas”, esto no ocurre cuando R < lg, ya que las fronteras del cristal

interrumpen dichas orbitas.
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Finalmente al hacer estadistica sobre los ensambles que construimos de puntos

cuanticos, encontramos que,

e Los niveles de energia en el rango donde la dispersién es lineal, siguen
una estadistica cadtica parecida a los billares de neutrinos, cuya
estadistica corresponde al Ensamble Gaussiano Ortogonal (GOE), en
ausencia de campo magnético y en presencia de un campo magnético
deébil.

Nuestro resultado contrasta con previos trabajos [4] donde para puntos cuanticos
caoticos 10 veces més grandes, la estadistica de los niveles sigue al GOE en ausencia
de campo magnético y sigue el Ensamble Gaussiano Unitario (GUE) en presencia de
campo magnético. Tedricamente, la estadistica de los niveles cambia en presencia del
campo magnético, debido al rompimiento de la simetria respecto al tiempo que se
genera cuando éste esta presente. La discrepancia con nuestros resultados se debe
probablemente, a que a diferencia de los trabajos mencionados, estudiamos un
régimen donde la longitud magnética es mucho mayor que el radio interno de los
nanocristales y los electrones son perturbados débilmente por el campo magnético
exterior. Cabe resaltar que a diferencia de los trabajos mencionados, en esta tesis
realizamos la estadistica sobre un ensamble de puntos cuanticos y no sobre un billar
en particular. Como resultado del trabajo realizado se publico un articulo [5] y otro

esta en el proceso de revisién para registrarlo [6].
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