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INTRODUCCION

Una variedad topolégica M es asférica si su cubriente universal es contraible. Estas surgen en
diversos contextos geométricos. En general, para demostrar que una variedad topoldgica es asférica

lo que se busca es identificar a su cubriente universal con el espacio euclidiano. Por ejemplo:

1. El cubriente universal de una superficie de Riemann de género positivo es el plano o el
interior del disco.

2. Si M es cualquier n—variedad riemannniana completa de curvatura seccional no positiva,
entonces la aplicacion exponencial exp : T,M — M (en cualquier punto xeM) es una
proyeccion cubriente; luego, el cubriente universal de M es difeomorfo a T, M = R".

3. Sea G cualquier grupo de Lie no compacto con subgrupo maximal compacto K. Seal' C G
cualquier subgrupo maximal discreto y libre de torsion, entonces la accidn natural de I’
sobre G/K es libre y propia. Asi, el cubriente universal de la variedad I' \ G/K es G/K, y
este es difeomorfo al espacio euclidiano.

Debido a estos ejemplos, en [17] se conjeturd lo siguiente:
Consetura. El cubriente universal de cualquier variedad asférica cerrada es homeomorfo al

espacio euclidiano.

Sin embargo, en su estudio de grupos de reflexion sobre variedades contraibles, Michael Davis
mostrd que para n > 4 existen variedades asféricas cerradas exdticas, es decir, variedades asféricas

cerradas cuyo cubriente universal no es homeomorfo al espacio euclidiano [8].

En el presente trabajo, revisaremos la construccidén de Davis de estas variedadades asféricas

cerradas exoticas.
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Capitulo 1

Preliminares.

1. Grupos de Coxeter

El primer tratamiento riguroso de los grupos de Coxeter fue dado por H. S. M. Coxeter en 1934
en su articulo [6]. Estos surgen como una generalizacion natural de los grupos de simetria y de
los grupos cristalograficos [2]. Inicialmente, estos fueron considerados como grupos generados por
involuciones r; tales que los angulos en los que se se intersecaban los correspondientes espejos de

reflexién estdn prescritos mediante relaciones de la forma

(rir )™

para enteros especificados m;;. De hecho todos los grupos de Coxeter finitos son precisamente
grupos finitos generados por reflexiones lineales ortogonales de R" y estos fueron completamente
clasificados por Coxeter en [7]. La teoria de grupos de reflexion abstractos es debida a Tits [24].
Para un estudio més detallado de los grupos de Coxeter se puede ver [4] o [16].

Consideremos un grupo G y sea S un conjunto de generadores para G tal que 1¢S y S = S~
Para cada geG, la longitud de g (con respecto a §), denotada por I5(g), o simplemente por /(g),
es el entero mas pequeno g > 0O tal que g es el producto de una sucesion de elementos de S.
Una descomposicion reducida de g (con respecto a S) es cualquier sucesién s = (sy,...,s,) de

elementos de S talque g = s1---s5, y l(g) = gq.

OBservACION 1.1. Claramente, 1 es el unico elemento de longitud cero y S consiste de los

elementos de longitud 1. Ademds, si T € S y H = (T), entonces para cada heH tenemos que
lr(h) < Is(h).

ProposiciON 1.2. Para cualesquiera g, g'€G tenemos que

1. l(gg’) < Il(g) +1(g).
2. g™ = U(g).
3. i) — (g < I(gg'™).

DerNIcION 1.3. Un sistema de pre-reflexion para un grupo W consiste de un subconjunto R de
W, una accion de W sobre una grafica simplicial conexa €2 y un punto base vy Vert(£2) tales que:

1



2 1. PRELIMINARES.

(/) Todo elemento de R es una involucion.
(if) R es cerrado bajo conjugacion.
(iii) Para cada arista e de () existe un dinico elemento reR que intercambia sus puntos extremos
y decimos entonces que r invierte a la arista e; y cada reR invierte al menos una arista.
(iv) R generaa W.

Un elemento de R es llamado una pre-reflexion.

OBservACION 1.4. Se sigue inmediatamente de la definicion que si W es un sistema de pre-

reflexion sobre (2, entonces la accién de W sobre el conjunto de vértices Vert(€2) es transitiva.

DerniciON 1.5. Supongamos que W es un grupo y que S es un conjunto de involuciones que

genera a W. Decimos entonces que (W, S) es un sistema pre-Coxeter.

EsempLo 1.6. Si (W, S) es un sistema pre-Coxeter y R = {wsw™'eW : weW y s€S}, entonces
Q = Cay(W,S) es un sistema de pre-reflexion para W, donde escogemos el punto base como el
vértice correspondiente a la identidad de W. Obsevemos que en este caso, W actia libremente
sobre Vert(Q2), un requerimiento que no necesariamente satisface un sistema de pre-reflexion en
general.

ProposiciON 1.7. Supongamos que W es un sistema de pre-reflexion sobre Q) 'y que vy es el punto
base. Si denotamos por S al conjunto de pre-reflexiones que invierten una arista que contiene a vy,

entonces:

1. El conjunto de pre-reflexiones R consiste de todos los elementos de W que son conjugados
a un elemento de S, es decir, R = {wsw™'eW : weW y seS}.

2. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de palabras en S y el conjunto de
caminos de aristas que empiezan en V.

3. S generaa W.

DemosTrACION. La demostracion de 1) es inmediata, asi inicamente probaremos 2) y 3).

2) Consideremos una palabra s = (sy,...,s,) en S. Para 0 < i < k definamos elementos w;,eW
como sigue: wop = l yparal < i < k, w; = s;---5;. Por otro lado, para 1 < i < k definamos
elementos r;€R por r; = w;_ lsiwi‘_ll. Consideremos la sucesion d(s) := (ry,...,r;) y notemos que
ri---rp = w;. Para cada 0 < i < k definamos v; = w;vy y consideremos la sucesion de vértices
(vo, - .., vx). Como v es adyacente a s;v(, entonces w;_;v, es adyacente a w;_; s;vo; es decir, v;_; es
adyacente a v;. Luego, (vo,..., V) s un camino de aristas. Mds atn, tenemos que r; es la Unica
pre-reflexion que invierte a la arista {v;, v;_}.

Reciprocamente, dado un camino de aristas (v, ..., v;) podemos invertir el proceso anterior: si
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r; denota la pre-reflexion que invierte a {v;,v;_1}, entonces hacemos w; = r;---r; y definimos
-1
3) Supongamos que W’ = (S) es el subgrupo de W generado por §. Como R genera a W, enton-

Si=W.  riw;_1.

ces basta mostrar que R € W’. Consideremos un elemento r€R y supongamos que e es una arista
invertida por r. Escojamos un camino de aristas que empieza en v, tal que e es su ultima arista. Si
s = (s1,...,5) es la correspondiente palabra en S y d(s) = (ry,..., ), entonces r = r;. Luego,

r=(sy - S-)Sk(sg—1 - - 51)EW’ y el resultado se sigue. —

OBservACION 1.8. En vista de la proposicion anterior, tenemos que la eleccion del punto base v
en un sistema de pre-reflexion nos proporciona un conjunto distinguido S (= S (vy)) de generadores
para W.

DEerNicION 1.9. Decimos que s = (sy,..., s;) es una expresion reducida si es una palabra de

longitud minima para w(s), es decir, si [(w(s)) = k.

Proposicion 1.10. Supongamos que s = (s1,..., s;) es una palabra en S, w = sy --- 5, es su
valor en W'y ®(s) = (ry, ..., ry) estd definido como en la demostracion de la proposicion anterior.
Supongamos ademds, que r; = r; para algunos i < j. Si 8’ es la subpalabra de s obtenida al
borrar las letras s; y s, entonces los caminos correspondientes a sy a s’ tienen los mismos puntos

A

extremos. Mds avin, w = sy -+ 8;-+- 8§+ 5.

DEMOSTRACION. Supongamos que (vg, WiV, . .., WiVo) €s el camino de aristas correspondiente a s 'y
supongamos que r = r; = r;. Entonces r intercambia los vértices w;_1vo y w;vo al igual que los
vértices w;_1vp y w;vo. Luego, manda la porcion del camino de aristas entre w;vyo y w;_1vo a un
camino de aristas entre w;_jvo y w;vo. Reemplazando la porcién del camino original entre estos
dos vértices por la porcién transformada, obtenemos un camino de aristas con dos aristas menos
y con los mismos puntos extremos. Mds atin, la correspondiente palabra en S es s’. Por ultimo,

observemos que si 7; = r;, entonces
Sl PR Si—lsisi—l oo S] = Sl oo Sj—lsjsj—l P sl_
Luego, s;---s; = six1 -+ 5j-1 y por lo tanto, podemos reemplazar la subpalabra (s;, ..., s;) de s por

(Sit1s v s 8j1)- E!

Corovrario 1.11. Si la palabra s = (sy,. .., s;) corresponde a un camino de aristas de longitud
minima de vy a un vértice v(= vy), entonces en la sucesion ®©(s) = (ry, ..., ry) ningtin elemento de

R ocurre mds de una vez.
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Dado un elemento reR, denotaremos por )" al conjunto de puntos medios de aristas que son
invertidas por r y diremos que " es la pared correspondiente a r. Claramente, Q" estd contenido
en el conjunto de puntos fijos de r. Por otro lado, notemos que el camino de aristas de vy a v
correspondiente a una palabra s cruza la pared Q" si y s6lo si r ocurre en la sucesion ®(s). La
prueba de la Proposicion 1.10 muestra que si el camino de aristas cruza la pared " més de una
vez, entonces podemos obtener un nuevo camino de aristas, con los mismos puntos extremos, que

cruza a " dos veces menos.

Lema 1.12. Para cada reR, Q — Q' tiene una o dos componentes conexas. Si existen dos com-

ponentes conexas, estas son intercambiadas por r.

DemosTtrACION. Como 7 es conjugado a un elemento de s, entonces podemos escribir a r como
wsw™! para algunos weW y s€S. Notemos que wQ® = Qv = luego w manda Q — Q° de
manera homeomorfa sobre 2 — )", Asi, basta con probar el lema para s€S. Sea v un vértice de
Q, demostraremos que v ¢ sv estd en la misma componente de Q — Q° que vy. Consideremos un
camino de aristas de longitud minima de vp avy seas = (sy,..., Sx) la palabra correspondiente. Si
s no ocurre en la sucesion d(s) = (ry,...,r;) entonces el camino de aristas no cruza la pared Q°
y asi, vy vy estan en la misma componente. Si s ocurre, entonces por el corolario anterior lo hace
exactamente una vez, digamos s = r;. Consideremos la palabra s’ = (s, s1,..., s;) y notemos que
el camino de aristas correspondiente a esta palabra va de vy a sv y la correspondiente sucesion de
elementos en R estd dada por O(s’) = (s,7},...,r,), donde r; = sr;js para 1 < i < k. Luego, s ocurre
exactamente dos veces en estd sucesion y por la Proposicion 1.10 podemos obtener una palabra
mas corta 8" = (sy,..., 5, ...,8) cuyo camino de aristas correspondiente va también de vy a sv.
Como este camino no cruza la pared Q°, entonces vy y sv estan en la misma componente de Q — Q°

y el lema se sigue facilmente. —

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de los resultados anteriores. Sin embargo tiene

consecuencias interesantes.

Lema 1.13. Dado un sistema de pre-reflexion (€2, v() y una pre-reflexion reR, las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) Q" separa a Q.

(if) Para cualquier palabra s en S correspondiente a un camino de aristas de vy a un vértice v, el
ntiimero (—1)""*® depende tinicamente de v, donde n(r, s) es el nimero de veces que r ocurre
en O(s), es decir, n(r, s) es el nimero de veces que el correspondiente camino cruza la pared
Q)". (De hecho, este nimero es +1 si vy y v estdn en la misma componente de Q — Q" y —1

si estan en diferentes componentes.)
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DEermNICION 1.14. Un sistema de pre-reflexion para W es un sistema de reflexion si para cada
seS = (S(vy)), Q — QF tiene dos componentes conexas. (Se sigue que para cada reR, Q' separa a
Q.) En este caso a los elementos de R los llamamos reflexiones y el conjunto S es el conjunto de
reflexiones fundamentales. Si r es una reflexion, un semi-espacio acotado por Q" es la cerradura

de una componente de QO — Q" y si contiene a v, diremos que es un semi-espacio positivo.

OBSERVACION 1.15. Supongamos que (€2, vy) es un sistema de reflexiéon para W. La consecuencia
crucial de esta hipotesis es que los vértices vy y v estan en el mismo lado de Q" si y sélo si cualquier

camino de aristas de vy a v cruza Q" un nimero par de veces.

Si (€2, vp) es un sistema de reflexion para W, se puede mostrar facilmente que W actua libre-
mente sobre Vert(Q)). Por otro lado, si Q es una grafica simplicial conexa y G es un grupo de
autormorfismos de Q que es simplemente transitivo sobre Vert(Q), entonces Q es G—isomorfa a
la grafica de Cayley Cay(G, S (vy)), para un conjunto especial de generadores (ver [9]). Asi pues,

tenemos el siguiente resultado.

Cororario 1.16. Si (Q,vy) es un sistema de reflexiéon para W con conjunto fundamental de

generadores S, entonces €2 es isomorfa a la grafica de Cayley Cay(W, S).

Debido a esto, en ocasiones se dice que (W, S) es un sistema de reflexion si su grafica de Cayley

lo es.

Lema 1.17. Supongamos que Q = Cay(W,S) es un sistema de reflexion. Sea s = (sy,..., 5)
una palabra para w = w(s). Entonces s es una expresion reducida si y solo si los elementos de la
sucesion ®(s) = (ry,...,r;) son todos distintos. En este caso, {ry,...,r¢} es el conjunto R(1,w)

consistente de aquellos elementos reR tales que la pared )" separa a 1 de w.

Sea (W, §) un sistema pre-Coxeter y consideremos las siguientes condiciones sobre las palabras

en S, las cuales veremos que son equivalentes:

(D) Condicion de Borrado: Sis = (sy,...,S;) es un palabra en S con k > [(w(s)), entonces

existen indices i < j tales que la subpalabra
’ A A
S = (StyeeenSisees 8jneny Sk)

es también una expresion para w(s).
(E) Condicion de Intercambio: Dada una expresion reducida s = (sy, ..., s¢) para weW y un

elemento seS se tiene que I(sw) = [(w) + 1 6 existe un indice 1 < i < k tal que

W= 888 5.
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(F) Condicion de Doblado: Sean weW 'y s,teS tales que I(sw) = [(w) + 1y [(wt) = l(w) + 1.

Entonces I(swt) = l(w) + 2 6 swt = w.

OBservACION 1.18. Notemos que para un sistema pre-Coxeter (W, S) arbitrario se tienen las

siguientes posibilidades sobre la longitud de una palabra:

1. I(sw) = [(w) + 1 (En este caso, cualquier expresion reducida para sw puede ser obtenida al
poner una s en frente de cualquier expresion reducida para w)

2. l(sw) = l(w) — 1 (En este caso, existe una expresion reducida para w que empieza con §

3. I(sw) = l(w)

El significado de (E) es que la posibilidad 3) no ocurre; y en el caso 2), podemos modificar una
expresion reducida arbitraria para w para obtener una que inicie con s al intercambiar una de sus
letras por una s en frente.

La condicién (F) implica que si weW'y s, €S son tales que [(swt) = [(w) y I(sw) = [(wt), entonces

SwW = wt.

TeoreMA 1.19. Dado un sistema pre-Coxeter (W, S), las condiciones (D), (E) y (F) son equiva-

lentes.
DEMOSTRACION. (D) = (E): Supongamos que s = (s,..., S;) €s una expresion reducida para w y
sea se§ tal que I(sw) < k. Como (s, s1,. .., S;) no es reducida, entonces la condicién (D) implica

que podemos encontrar una palabra mas corta para sw al borrar dos letras. Como s es reducida, en-
tonces ambas letras no pueden pertenecer a s, y asi una de las letras debe de ser la s inicial. Luego,
sW =881+ 8-+ s yporlotanto, w = ss; - - - §; - - - 5. En otras palabras, hemos intercambiado una
letra de s por una s en frente.

(E) = (F): Supongamos que s = (s, ..., S;) €s una expresion reducida para w, que s, t€S son tales
que [(sw) = k+ 1 = l(wt) y que I(swt) < k+2. Aplicando la condicién (E) a la palabra (sy, .. ., s, 1)
y al elemento s, vemos que una letra puede ser intercambiada por una s en frente. La letra inter-
cambiada no puede ser parte de s, ya que esto contradiria la suposicién de que /(sw) = k + 1. Por
tanto la letra intercambiada debe de ser la 7 final y esto implica que swt = w.

(E) = (F): Supongamos que la palabra s = (sy,..., s;) no es reducida. Entonces, necesariamen-
te k > 2. Podemos asumir que las palabras (sy,...,sx-1) y (s2,...,8) son ambas reducidas. Sea
w = s,---81. Aplicando la condicién (F) con s = 51 y t = s;. Esto da syws; = w, es decir,

(S1, ..., 5,) puede ser acortada al borrar sus primera y ultima letras. —

TeoreMa 1.20. Supongamos que Cay(W, S) es un sistema de reflexion. Entonces las condiciones
(equivalentes) (D), (E) y (F) se satisfacen.
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DEMOSTRACION. Sea s = (51, ..., S;) una palabra para w y sea O(s) = (ry, ..., r¢). Si s no es reducida,
entonces r; = r; para algin i < j. por la Proposicién 1.10 podemos obtener otra palabra s’ para w

al borrar s; y s, es decir, (D) se satisface. i

DErINICION 1.21. Sea S un conjunto finito no vacio. Una matriz de Coxeter M = (my,) sobre S
es una matriz simétrica S X S con entradas en N U {oo} tal que
1 s=t

mg =
> 2 otro caso

OBSERVACION 1.22. A una matriz de Coxeter M = (m,,) sobre S se le puede asociar una presen-

tacién para un grupo W como sigue: Para cada s€S, introducimos un simbolo §. Sea
I ={(s,)eS X § : my # oo}.
El conjunto de generadores para W es S = {§},cs, y el conjunto R de relaciones es

R =AD" s pel-

Por otro lado, dado cualquier sistema pre-Coxeter (W, S ), tenemos una matriz de Coxeter asociada

sobre S, definida por la férmula mg, = m(s, t), donde m(s, t) denota el orden de st.

Dermnicion 1.23. Un sistema pre-Coxeter (W, S) es un sistema de Coxeter si el epimorfismo
W — W, definido por § — s es un isomorfismo. Si este es el caso, decimos que W es un grupo de
Coxeter y que S es un conjunto fundamental de generadores.

En otras palabras, (W, §) es un sistema de Coxeter si W es isomorfo al grupo definido por la

presentacion asociada a su matriz de Coxeter.

Supongamos que Q = Cay(W, S) es un sistema de reflexion con punto base 1. Recordemos que
dada una palabra s en S y un elemento reR, denotamos por n(r,s) al nimero de ocurrencias de r
en la sucesion d(s), es decir, n(r, s) es el nimero de veces que el correspondiente camino de aristas
entre 1 y w(s), en (), cruza la pared correspondiente a r. Recordemos que cada pared Q" separa a
en dos semi-espacios: el positivo Q"(+1) que contiene al vértice 1 y el negativo Q"(—1) que no lo
contiene. Ademds, el nimero (—1)""® es +1 si 1 y w estdn en el mismo lado de Q" y es —1 si estdn
en lados opuestos. Observemos que el conjunto de semi-espacios se identifica con R X {+1}. Como
W actia sobre el conjunto de semi espacios, podemos preguntarnos como luce la accién inducida
sobre R x {+1}. Para esto, sea weW. Como la reflexién atraves de la pared wQ" es wrw™!, entonces
w manda el semi-espacio Q"(+1) a Q' (¢), donde e€{+1}. La cuestion es entonces decidir el signo
de €. notemos que la condicién € = +1 significa que wQ)'(+1) = Q" (+1) y esto se satisface siy

2 . . . o . . , . _ , .
s6lo si wy 1 estdn sobre el mismo lado de Q"™ es decir, siy sélo si 1 y w™! estdn sobre el mismo
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lado de Q". Luego, ¢ estd determinado por el hecho de que 1y w™! estén o no en el mismo lado de
Q" es +1 si lo estan y —1 si no. Esto queda establecido en el siguiente lema, cuya demostracion

puede encontrarse en [4].
Lema 1.24. Sea (W, S) un sistema de Coxeter.

(i) Para toda palabra s con w = w(s) y cualquier elemento r€R, el nimero (—1)""® depende
unicamente de w. Denotamos a este niumero por n(r, w)e{£1}.
(i) Existe un homomorfismo w +— ¢,, de W al grupo de permutaciones del conjunto R X {+1},

donde la permutacién ¢,, esta definida por la formula

1

oy(r,e) = (wrw™, n(r, w_l)s).

Proposicion 1.25. Si (W, S) es un sistema de Coxeter, entonces CQ := Cay(W,S) es un sistema
de reflexion. Mds aiin, dado reR, los vértices 1 y w estdn sobre lados opuestos Q' si y sélo si reR,,

donde R,, es el conjunto de todos los reR tales que n(w,r) = —1.

DEMOSTRACION. Si s es una palabra para w, entonces por el lema anterior, cada elemento de R,
ocurre un nidmero impar de veces en ®(s). En otras palabras, para cada reR,,, cualquier camino de
aristas en 2 de 1 a w debe cruzar la pared 2" un nimero impar de veces y consecuentemente 1y w
estan en lados opuestos. Similarmente, si rséﬁw, entonces existe un camino de aristas que conecta a

1 con w que no cruza la pared Q". .

Como hemos visto, todo sistema de Coxeter es un sistema de reflexion. Es natural preguntarse
si el reciproco se satisface. Mds adelante veremos que esto resulta ser cierto, es decir, si Cay(W, S)
es un sistema de reflexion, entonces (W, S) es un sistema de Coxeter. Sin embargo, este es un
resultado no trivial y depende del hecho de que en los sitemas de Coxeter el problema de la palabra
es soluble. Comencemos pues discutiendo un poco acerca del problema de la palabra para grupos

en general.

Supongamos que (S |R) es una presentacion para un grupo G. El problema de la palabra para
(§|R) consiste en determinar si dada una palabra s, su valor g(s) en G es el elemento identidad o
no. A pesar de lo sencillo que es de formular, el problema de la palabra es en realidad un problema
sumamente dificil de resolver. De hecho, se ha demostrado que para una presentacién de un grupo
general es imposible resolver el problema de la palabra en el sentido de que no existe un algoritmo
general que nos diga si una palabra representa o no al elemento identidad. Sin embargo, para ciertas
familias de grupos es posible dar solucién al problema de la palabra, es decir, es posible dar un
algoritmo que nos permita decidir si una palabra representa el elemento identidad o no. En esta

seccion repasamos la solucidon de Jacques Tits [25] al problema de la palabra para sistemas de
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Coxeter y demostramos como consecuencia de esto la equivalencia entre sistemas de Coxeter y

sistemas de reflexion.

DEerINICION 1.26. Sea (W, S) un sistema pre-Coxeter y sea M = (my) su matriz de Coxeter
asociada. Una M—operacion elemental sobre una palabra en S es una operacion de los siguientes
tipos:

1. Borrar una subpalabra de la forma (s, s).
2. Reemplazar una subpalabra alternada de la forma (s,¢,...) de longitud m, por la palabra
alternada (¢, s, ... ), de la misma longitud m,,.

Decimos que una plabra es M—reducida si no puede ser acortada por una sucesioén de operaciones
M—elementales.

Lema 1.27. Supongamos que (W, S) satisface la condicion de intercambio (o equivalentemente,
la condicion (D) o (F)). Si s = (s1,...,8) yt = (t1,...,1) son dos expresiones reducidas para
weW y s = s #t; =:t, entonces el orden m de st en W es finito y existe una expresion reducida u

para w que empieza con una palabra alternada (s,t,...) de longitud m.

TreoremA 1.28. [Tits, [25]] Supongamos que el sistema pre-Coxeter (W, S) satisface la condi-

cion de intercambio (o equivalentemente, la condicion (D) o (F)). Entonces

1. Dos expresiones reducidas s y t representan el mismo elemento de W si y solo si una puede
ser transformada en la otra mediante una sucesion de M—operaciones elementales del
tipo (2).

2. Una palabra s es una expresion reducida si y solo si es M—reducida.

DEmMosTRACION. (1) =) Supongamos que s = (sy,...,85) Yy t = (#1,...,#) son expresiones reducidas
para weW. Procederemos por induccion sobre la longitud k de w. Si k = 1, entonces s = t y no hay
nada que probar. Supongamos pues que kK > 1. Sean s := sy t := 1.

Caso 1: Si s = t, entonces (s,...,85¢) VY (f2,..., ) son dos expresiones reducidas de sw. Luego,
por hipétesis de induccion podemos transformar una en la otra por M—operaciones elementales del
tipo (2) y el resultado se sigue.

Caso 2: Supongamos que s # t. Por el lema anterior, existe una expresion reducida u para w que
empieza con (s,t,...) de longitud m < oo el orden de st. Sea u’ la palabra obtenida de u por la
M —operacién elemental del tipo (2) que reemplaza el segmento inicial de u por la palabra alternada
(t,s,...)que empieza con t. Entonces podemos transformar s en t por una sucesion de movimientos

indicados esquematicamente como sigue

s—>u—-u —t,
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donde las flechas 1 y 3 representan sucesiones de movimientos garantizados por el caso (1); y las
segunda flecha es la M—operacion elemental de tipo (2).

<) Es claro.

(2) =) Es claro.

&) Supongamos que s = (sy, ..., s;) es M—reducida. Por induccién en k probaremos que es redu-
cida. Si k = 1, entonces no hay nada que probar. Supongamos pues que k > 1. Como la palabra
s’ = (s2,..., ;) claramente es M—reducida, entonces por hip6tesis de induccion es reducida. Sean
w=s,- 85 yw = s3---85. Como I(s;w’') = I(w) < k — 1, la Condicién de Intercambio implica
que w’ tiene otra expresion reducida s que empieza con s;. Por (1), s’ puede ser transformada en
s” por una sucesion de M—operaciones elementales del tipo (2) en una palabra que empieza con

(s1, 51) contradiciendo el hecho de que es M—reducida. Por lo tanto, s debe ser reducida. .

Con este resultado a la mano, podemos probar la equivalencia entre sistemas de Coxeter y

sistemas de reflexiéon. De hecho, probaremos un poco mds que eso.
TeoREMA 1.29. Las siguientes condiciones sobre un sistema pre-Coxeter son equivalentes:

1. (W,S) es un sistema Coxeter.
2. Cay(W,S) es un sistema de reflexion.

3. (W,S) satisface la condicion de intercambio (E).

DEemosTrACION. Las implicaciones 1) = 2) y 2) = 3) fueron probadas en la Proposicién 1.25 y
el Teorema 1.20 respectivamente. Por lo tanto resta probar 3) = 1). Supongamos pues que (W, S)
es un sistema pre-Coxeter, que (W, S) es el sistema de Coxeter asociado a la matriz de Coxeter de
(W,S)y que p: W — W es el epimorfismo natural. Basta con mostrar que p es injectivo. Sea
weKer p y sea S = (§1,...,8) una expresion reducida para w. Entonces § es M—reducida. Sea
s = (s1,...,5) la correspondiente palabra en S. Como (W, S) y (W, S) tienen la mismas matrices
de Coxeter, la notion de M—oparaciones sobre las palabras en S y § coinciden, de modo que s
es M—reducida. Pero como s representa al elemento identidad en W, debe de ser la palabra vacia.

Consecuentemente, § es también la palabra vacia, es decir, w = 1. i

2. Algunas Propiedades Basicas de los Grupos de Coxeter.

En esta seccidn, (W, S) denotard un sistema de Coxeter. Una consecuencia del Teorema 1.28 es
que para cualquier weW, el conjunto de letras que puede ocurrir en una expresion reducida para él

es independiente de la eleccion reducida. Mds precisamente:
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Proposicion 1.30. Para cada weW, existe un subconjunto S(w) C S tal que para cualquier

expresion reducida (sy, ..., sy) paraw, S(W) = {s1,..., S}.

DemosTrACION. Las operaciones M—elementales del tipo (2) no cambian el conjunto de letras de

una expresion reducida; asi la proposicion se sigue del Teorema 1.28. —

Recordemos que para cada subconjunto 7" C S, denotamos por W7 al subgrupo generado por
T. Decimos entonces que Wy es un subgrupo especial de W. A continuacién damos algunas con-

secuencias de la proposicion anterior.

Cororario 1.31. ParacadaT C S, Wr consiste de aquellos elementos weW tales que S (w) C T.

DEMOSTRACION. Si (51, ..., S;) es una expresion reducida para w, entonces (s, ..., §;) €S una expre-
sién reducida para w™!. Luego, S (w™!) = § (w). Por otro lado, dadas dos expresiones reducidas para
w'y v, las podemos concatenar para obtener una palabra para vw. Aunque esta palabra puede no ser
reducida, usando la Condicién de Borrado, podemos obtener una expresion reducida simplemente
borrando letras, asi, S(vw) € S(v) US(w). Sea X = {weW : S(w) C T}. Claramente, X C Wy y por
lo anterior, X es un subgrupo de Wr. Como 7' C X y Wr es el subgrupo generado por 7', entonces
Wy C X. por lo tanto, Wy = X. .

Cororario 1.32. ParacadaT € S, WenNS =T.

CororariO 1.33. S es un conjunto minimo de generadores para W.

Cororario 1.34. Para cada T C S y cada weWr, la longitud de w con respecto a T, denotada

por lp(w), es igual a la longitud de w con respecto a S, denotada por lg(w).
TreorREMA 1.35.

1. Para cada T C S, (Wz,T) es un sistema de Coxeter.

2. Consideremos una familia (T;);c; de subconjuntos de S. Si T = N, T;, entonces
WT = m WTi'
i€l
3. Si T y T’ sondos subconjuntos de S y w,w'eW, entonces tenemos que wWy C w Wy, (resp.

wWer = w Wy ) siy sélo siw'WeWp, yT c T (resp. T = T).

DEMOSTRACION.
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1. Tenemos que (W7, T) es un sistema pre-Coxeter. Sean t€T y we Wy tales que I7(tw) < Ir(w).
Como la longitud es invariante, entonces [g(tw) < Ig(w). Sea t = (#1,...,#) una expresion
reducida para w, donde #,€T paratodai = 1,...,k. Como (W, S) satisface la Condicién de
Intercambio, una letra de t puede cambiarse por una ¢ enfrente; luego, (Wr, T) satisface la
Condicién de Intercambio y por lo tanto es un sistema de Coxeter.

2. = Como wW; C w’ Wy, entonces w™'w’eWy.. Por otro lado, para cada t€T tenemos que
teWr, y asi S(t) € T'. Pero como S () = {t}, entonces T C T’. Andlogamente, se tiene
que 7" € T. & Como T C T’, entonces Wy C Wr.. Ademds, por hipdtesis se tiene que
w~lw’eWy, entonces se tiene el resultado.

3. Es clara.

3. Representaciones de Grupos de Coxeter.

3.1. La Representacion Canénica. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Re-
cordemos que una reflexion lineal sobre V es un automorfismo r : V — V tal que ¥ = 1y y el
subespacio fijo de r es un hiperplano. Mds atn, dado un (—1)—vector propio e de r y una formal

lineal @€V* con nucleo H, entonces r queda determinado por la férmula

Reciprocamente, si @ es una forma lineal sobre V y e€V es cualquier vector tal que a(e) # 0,

entonces la transformacion lineal r dada por la ecuacion anterior, es una reflexion lineal.

DEeFiNicION 1.36. Dada una mariz de Coxeter M = (my,) sobre S, la matriz de cosenos asociada

a M es la matriz (c,) sobre S dada por

n
Cg = —COS —.
Mg
Cuando my, = oo, interpretaremos a /oo como 0y —cos /0 = cos0 = —1.

Consideremos un espacio vectorial real RS de dimensién |S| con base {e,}s. Denotemos por
B, ala forma bilineal simétrica sobre RS asociada a la matriz de cosenos, es decir,
b
By(es,e;) = ¢y := —cos —.
Mgy

Para cada seS, sea H el hiperplano definido por

H, := {xeR5 : Byl(e,, x) = 0}
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y ps : RS — RS la reflexién lineal
ps(x) =X 2Bm(es’ x)ex-

Lema 1.37. Con la notacion anerior, el orden de p,p, es my,.

DEMOSTRACION. Sea Wy, = (p;, p;) el grupo diédrico generado por p, y p,. El subespacio E,, de RS

generado por e, y ¢, es Wy —estable. Sea m := mt, entonce la restriccion de la forma bilineal By, a

1 —cosﬁ
—cos% 1

la cual es positiva definida para m # oco. Para m = co, tenemos

)

la cual es semi-positiva definida con nucleo la recta generada por el vector e, + ¢,. Consideremos

E, estd dada por la matriz

los dos caso separadamente.

Supongamos pues que m = oo y sea u = e + e, entonces
pspies) = ps(es + 2e,) = 3e; + 2e, = 2u + e;.

Luego, para todo nez
(pspt)n(es) = 2nu + €

y por lo tanto p,p, tiene orden infinito.

Por otro lado, supongamos que m # co. Como B, es positiva definida sobre E,, podemos identificar
a E, con R2. Sea L, (resp. L,) la recta en E,, ortogonal a e, (resp. e;). Notemos que la restriccion
de p (resp. p;) a E; es una reflexion ortogonal a través de L, (resp. L,), mas aun, las rectas L;
y L, hacen un dngulo de n/m y la acciéon de W, sobre E,, es equivalente a la accidén estdndar
del grupo diédrico D,, sobre R%. En particular, la restriccién de p,o, a E,, es una rotacién por
un 4ngulo de 27r/m. Como By, es positiva definida sobre E,,, entonces R’ se descompone, como
Wy, —representacion, como la suma directa de E, y su complemento ortogonal (con respecto a Byy).

Mis aun, W, fija este complemento ortogonal. Asi, el orden de p,po, es m. —

CoroLARIO 1.38. La aplicacion S — GL(R®) dada por s — p; se extiende a un homomorfismo

de p : W — GL(RS). Al cual se le llama la representacion candnica de W.

Cororario 1.39. Supongamos que M es una matriz de Coxeter sobre S y que W es el grupo

con conjunto de generadores S definido por la presentacion asociada a M.

1. Para todo s€S, s tiene orden 2
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2. Los elementos de S en W son distintos.

3. st tiene orden my,.

Luego, (W, S) es un sistema de Coxeter.

3.2. La Representacion Geométrica. Nuevamente consideraremos una matriz de Coxeter
M = (mg) sobre S, el sistema de Coxeter asociado (W, S), la forma bilineal asociada B,; sobre
E = RS y la representacién canénica p : W — GL(E). A la representacién dual p* : W — GL(E*)
la llamamos la representacion geométrica de (W, S). Para cada s€S definamos la forma lineal

&,€E” como &(x) = By(es, x) y notemos que

P ()P)(x) = py(@)(x) = @(ps(x)) = @(x) = 2£(X)es(p) = (¢ — 2es(9)E)(x)

y por lo tanto p;(¢) = ¢ — 2e,(¢)¢é;. Como e; es una forma lineal sobre E* y £&€E™ es un vector tal
que e (&) = 1, se tiene que p; es una reflexion lineal.

Sea C el cono simplicial en E* definido por las desigualdades
es(p) = 0, para todo seS
y sea C su interior, definido por la desigualdad estricta.

DEerNIcION 1.40. Sea G un grupo y sea X un G—conjunto. Un subconjunto A € X es prefunda-

mental para G si siempre que gB N B # (), entonces g = 1.

Supongamos que (W, S) es un sistema pre-Coxeter y que W actda en un conjunto I1. Supon-
gamos ademads que para cada s€S, existen subconjuntos B; C II prefundamentales para W, y que

B := N5 B, es no vacio. Consideraremos la siguiente propiedad de (W, S, { B} ses):

(P) Para cualesquiera weW 'y seS se tiene que wB C B; 6 wB C 5By, ademads en este caso
I(sw) =1l(w)—1.

OBSERVACION 1.41. Notemos que (P) implica que B es prefundamental para W.

Lema 1.42. [Tits, [24]] Con la notacion anterior, supongamos que para cada pareja de elemen-
tos distintos s,t€S, (Wisn, {5, t}, {Bs, B;}) satisface (P). Entonces (W, S,{B;}ses) satisface (P).
Denotemos por H; al semi-espacio abierto de E* definido por e,(§) > 0 y consideremos los

conjunto

A, := {weW : wC C H,).
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Lema 1.43. Dados s,t€S distintos y weW,,, v(A; N A,) estd contenido en A; 6 en sA; 'y en el
segundo caso, l(sv) = l(v) + 1.
DEmoOSTRACION. Sea Ei,, = eR@® eR C E y sea E{*SJ} := E*/Ann(E,), es decir, E{*s,t} es el
2—plano dual de E, . Tenemos que W, actia naturalmente sobre E, , y esta accion se identifica
naturalmente con la representacion geométrica del sistema de Coxeter Wy, {s, t}. Ademas, con esta
identificacidn, el dual de la inclusién E g s la suprayeccion Wi, ,—equivariante p : E* — E{*m
y los subconjuntos H;, H, y H; N H, son las imagenes inversas bajo p de los correspondientes
subconjuntos de Efs’t}. Mais atn, como I'(«) = l(u) para todo ue Wi, ,, donde () es la longitud de
u con respecto a {s, t}, basta con probar el lema para el caso en que W es el grupo diédrico W, de
orden 2m, donde m es el orden de st. Tenemos pues dos casos:

Caso 1: m = o0

Sea (&, ¢) la base dual a (ey, ;). Tenemos que

s&(es)
sé(ey)

asi, s&€ = =€ + 2¢. Anadlogamente tenemos que

_f(es)
2¢p(ey),

sp=@, £=§&y tp=26-0¢.

Consideremos la recta afin L en E* generada por £ y ¢. Lo anterior muestra que L es estable bajo
la accion de W. Sea f : R — L el isomorfismo afin dado por f(7) = 7€ + (1 — 7)¢ y transportemos
la accién de W a R, la cual claramente coincide con la accién estdndar del grupo diédrico infinito
enR: sT = =ty 1t = 2 — 7, es decir, s es la reflexion por 0 y ¢ es la reflexion por 1. Sea [, C L
la imagen de (n,n + 1), con n€Z y sea C,, € E* la union de todos los multiplos reales positivos de
I, y notemos que C = Cy. Ahora, W permuta simple y transitivamente a (1, n + 1) para toda neZ,
entonces W permuta simple y transitivamente a /,. Si veW, entonces vC es igual a uno de los C,
y asi, esta en el lado positivo de ¢ si n > 0 o en el negativo si n < 0. Mds aun, si n > 0, entonces
vaeH; para todo aeC. Luego, si weA; N A, y por lo tanto v(A; N A,) C A;. Por otro lado, sin < 0,
entonces vC esté en el lado negativo de ¢ y v(A; N A;) C sA;. En este segundo caso, [ e I, estdn
en lados opuestos de ¢ y asi, (n,n + 1) y (0, 1) estan en lados opuestos de 0. Luego, v = (s1)" si
I(v) = 2n, entonces sv = (st)" 'ty I(sv) = I[(v) — 1 6 v = (st)"s si [(v) = 2n + 1, entonces sv = (ts)"
y l(sv) =1(v) - 1.

Caso 2: m < o0

En este caso la forma bilineal B,, tiene matriz

1 —cosm/m

—cosm/m 1
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Como su determinante es 1 — cos® 7/m = sin> 7/m > 0, entonces By, es positiva definida. Luego,
podemos usar a By, para identificar a ambos E y E* con el plano R?. Luego de la identificacién, e
y e, se vuelven vectores unitarios y hacen un dngulo de 7 — wr/m 'y C se convierte en sector acotado
por las lineas de reflexion [, y [, que hacen un angulo de n/m. Sea C,, con n€Z, la unién de las
semi-rectas [ que empiezan en el origen tales que n < (l;, ) < (n + 1)m/m. Tenemos entonces que
Cok = P2sa/m(C) Y Cok—1 = Pfrm-cin/ms(C). Mas atin, C,, = C si y s6lo si ne2xZ. Consecuentemen-
te, W permuta las cdmaras C,, simple y transitivamente. Haciendo un analisis similar al del caso

anterior, se llega al resultado en este caso también. -

TeoreMA 1.44. [Tits] Sea weW. Si wC N C # 0, entonces w = 1.

DemosTrACION. Por el lema anterior y el Lema 1.42, (W, S, {A,},cs) satisface la propiedad (P). Lue-

g0, NA; es un sistema prefundamental para W, es decir, wCnC#0 implicaquew = 1.

Como corolarios inmediatos tenemos los siguientes resultados que nos dicen que todo grupo
de Coxeter finitamente generado se puede ver como un grupo de relfexiones lineales (discreto) de

algun espacio vectorial real de dimension finita.
CoroLarIO 1.45. p* : W — GL(E") es fiel y por tanto p : W — GL(E) también es fiel.

CororariO 1.46. p*(W) es un subgrupo discreto de GL(E™). Similarmente, p(W) es un subgrupo
discreto de GL(E).

DEMOSTRACION. Sea (,DGCo yseaV :={geGL(E") : g(go)eco‘ }. Notemos que V es una vecindad abierta
de 1 en GL(E™). En efecto, tenemos que para cualquier feE™ fijo, la aplicacion orbital GL(E*) — E*
dada por g — gf es continua, pues su representacion en coordenadas estd dada por polinomios
lineales y V es la imagen de C. Luego, por el Teorema de Tits 1.44, V N p*(W) = 1, y asi p*(W) es
un subgrupo discreto. Se sigue que p(W) es discreto. i

En [22], Selberg demostr6 el siguiente resultado:

Lema 1.47. [Selberg] Un grupo finitamente generado de matrices sobre un campo de carac-

teristica cero tiene un subgrupo libre de torsion de indice finito.

Para una prueba bésica de este hecho se puede consultar [1]; y una prueba en el caso en que
el campo base es C se puede consultar en [21]. Como todo grupo de Coxeter finitamente generado
es subgrupo del grupo GL,(R) para alguna n, entonces tenemos el siguiente resultado, el cual

tendrd consecuencias importantes en nuestro estudio de variedades asféricas.
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TeorEMA 1.48. Todo grupo de Coxeter finitamente generado es virtualmente libre de tosion.

Recordemos que cualquier representacion de un grupo finito G sobre un espacio vectorial real
V de dimension finita admite una forma bilineal simétrica y positiva definida; es decir, un producto
interno, que es G—invariante. Luego, cualquier grupo finito de automorfismos lineales de un espacio
vectorial real V de dimension finita n, podemos escoger un producto interno G—invariante sobre V
de modo que V es isométrico a R” via una isometria que manda G a un subgrupo de O(n) y por
lo tanto podemos asumir que todo subgrupo lineal finito es un subgrupo de O(n). Asi, tenemos el

siguiente resultado.

Cororario 1.49. Cualquier representacion de un grupo finito G sobre un espacio vecotrial real
V de dimension finita es semi-simple, es decir, cualquier subespacio G—estable de V es un sumando

directo.

Si V es un espacio vectorial real sobre un campo k, un endomorfismo lineal r : V — V es una
pseudo-reflexion si 1, — r es de rango 1. Por ejemplo, nétese que toda reflexion es una pseudo-
reflexion. Para otro ejemplo podemos considerar k = C, V = C" y 4 # 1 un ndmero complejo,
entonces r : C" — C", dada por r(e;) = de; y r(e;) = e; parai > 1, es una pseudo-reflexion. Del
algebra lineal tenemos el siguiente resultado (ver [4]):

Lema 1.50. Sea p un representacion lineal irreducible de un grupo G sobre un espacio vectorial
de dimension finita sobre un campo k. Supongamos que existe geG tal que p(g) es una pseudo-

reflexion.

1. Siu:V — V es un endomorfismo lineal que conmuta con p(G), entonces u es una homo-
tecia, es decir, u = cly para alguna constante cek.

2. Toda forma bilineal G—invariante no cero sobre V es no degenerada. Mds aiin, cualquier
tal forma es simétrica o semi-simétrica.

3. Cualesquiera tales formas bilineales G—invariantes son proporcionales.

Finalmente, consideraremos el siguiente criterio de finitud para un grupo de Coxeter, en térmi-

nos de su forma bilineal asociada By,.

TeorREMA 1.51. Sean M = (my) una matriz de Coxeter sobre S, (cy) la matriz de cosenos
asociada y (W, S) el sistema de Coxeter asociado. Entonces W es un grupo finito si y solo si (cy)

es positiva definida.

OBSERVACION 1.52. Se puede probar que un grupo de Coxeter es finito sy y solo si es el grupo

de reflexiones de un simplejo esférico ver [9].






Capitulo 2
El Complejo de Davis

En este capitulo y el siguiente, supondremos que el lector estd familiarizado con las nociones
de complejos simpliciales (abstractos), asi como algunas de sus propiedades. En particular, supon-
dremos que se conocen los conceptos de estrellas cerradas, enlaces y realizaciones geométricas.

Se puede consultar por ejemplo [20].

1. La Construccion Basica.

Sea (W, §) un sistema pre-Coxeter y sea X un espacio topoldgico. Una estructura de espejos
para X sobre S es una familia localmente finita (X;),cs de subespacios cerrados de X. A cada X le

llamamos espejo de X. Ademads, para cada xeX y cada subconjunto no vacio T C S definimos

S(x) = {se§ :xeX,}

X, = ﬂx,

teT
bd U X,

teT

A X7 se le suele llamar co-cara de X y a X! cara de X.

Consideremos ahora a W con la topologia discreta y definamos una relacion sobre el producto

W x X como sigue:
(w,x) ~(W,x) siysolosi x=x 'y w'weWsy,

donde si S(x) = 0, entonces hacemos por convencion Wy = 1. Claramente, ~ es una relacion de
equivalencia; asi, podemos definir el espacio cociente
WxX
UW,X) = .

~

OBSERVACION 2.1. Intuitivamente, U(W,S) (o simplemente U cuando no haya confusién) se
construye pegando |W| copias de X a traves de sus espejos. Por ejemplo, las copias {w} X X y

{ws} X X se pegan en {w} X Xy {ws} X X;.

Denotaremos por [w, x] a la imagen de (w, x) bajo la proyeccién cociente. Observemos que el
grupo W actia en W X X como w'(w, x) = (W'w, x). Mds aun, esta accion es compatible con ~ y por
19
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tanto pasa a una accién de W en el cociente U dada por w'[w, x] = [w'w, x]. Ademds, para cada

[w, x]€U, su grupo de isotropia estd dadpo por wWs s~ ".
Lema 2.2. [Vinberg, [26]] Con la notacion anterior tenemos los siguiente resultados.

1. La aplicacion 1 : X — U definida por 1(x) = [1, x] es un homeomorfismo sobre su imagen.
Luego, podemos identificar a X con 1(X)

2. La aplicacion p : U — X definida por p[w, x] = x induce un homeomorfismo U|/W — X.

3. Si Z esun W—espacioy ¢ : X — Z es una aplicacion tal que s¢(x) = ¢(x) para todo s€S y
todo xeX;, entonces ¢ se extiende a una aplicacion W—equivariante o : U — Z, dada por

@lw, x] = we(x).

OBsERVACION 2.3. Con la notacién del lema anterior, tenemos que (X) es cerrado en U. Luego,
podemos resumir lo anterior diciendo que X es un dominio fundamental estricto para W en U,

en el sentido de que cada W—orbita interseca a X exactamente en un punto.

A laimagen de {w} X X bajo 7 en U la llamamos una caAmara de U y a laimagen de {1} X X la
llamamos la camara fundamental de U.

Lema 2.4. U es conexo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. X es conexo.
2. Xy # 0 para todo s€S.

DEMOSTRACION. Supongamos que U se escribe como la unién de dos abiertos ajenos U = V, U V,
y Vi NV, = 0. Notemos que entonces V|1 y V, también son cerrados ajenos. Como X es conexo,
entonces X C V; 6 X C V,. Sin pérdida de generalidad, supongamos que X C V. Notemos que
como V; es abierto y cerrado, entonces V; = m(A X X) = U,caaX para algin conjunto no vacio
A C W, es decir, V| es la unién de camaras. Tenemos entonces que 1€A pues X = 1X. Sea s€S y
sea xeXj, entonces para todo a€A tenemos que [as, x| = [a, x], y asi asX N aX # (. En particular,
sX N X # 0, esto que implica que sXe€V, y asi, s€A. Procediendo por induccién podemos mostrar
que todas las palabras en S pertenecen a Ay asi, A = W, es decir, V; = U 'y V, = 0 y por lo tanto,
‘U es conexo. [

EsemprLo 2.5. Sea (W, S) un sistema pre-Coxeter y sea X el cono sobre S. Si para cada seS§
hacemos X := [s, 1], entonces se puede mostrar ficilmente que U es isomorfo a la grafica de
Cayley Cay(W,S).
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2. El Complejo .

Nuevamente, (W, S) denotard un sistema de Coxeter. Por la observacién 1.52 tenemos que un
grupo de Coxeter es finito si y solo si actiia por reflexiones sobre S” a traves de un simplejo esférico.

Esto motiva la siguiente definicion.

DerNICION 2.6. Un subconjunto 7' C S es esférico, si W7 es un subgrupo finito de W y en este
caso decimos que W7 es un subgrupo esférico de S .

Denotemos por S(W, S), o simplemente por S, al conjunto de todos los subconjuntos esféricos

de S, es decir,
S:={T CS :|Wr| <oo}.

Consideraremos a S como conjunto parcialmente ordenado con el orden parcial dado por la in-
clusién. Notemos que el conjunto parcialmente ordenado S.¢ de todos los conjuntos esféricos no
vacios de S es un complejo simplicial abstracto. A la realizacion geométrica L de S.¢ la llamamos
el nervio del sistema (W, S). Luego, identificamos con § al conjunto de vértices de L y un sub-
conjunto no vacio 77 € S de vértices, genera un simplejo si 'y solo si T es esférico. Al conjunto
de (k — 1)—simplejos en L; es decir, el conjunto de los conjuntos esféricos de cardinalidad k, lo
denotaremos por S®.

EsempLo 2.7.

1. Si W es un grupo finito, entonces S es el conjunto potenciade S y L es el simplejo sobre S.

2. Si W es el grupo diédrico infinito, entonces L consiste tinicamente de dos puntos.

3. Sea I' una gréfica simplicial conexa con conjunto de vértices S (aqui S es un conjunto
arbitrario, no necesariamente en conjunto de generadores de algtin grupo) y supongamos
que las aristas de I" son etiquetadas por enteros > 2. Podemos entonces definir una matriz

de Coxeter M = (my,) sobre S como sigue:

1, s=t
mg = § etiqueta sobre {s, 1}, {s,?} es arista
00, otro caso

Sea (W, §) el sistema de Coxeter asociado a M. Entonces el 1—esqueleto del nervio L es
el conjunto de subconjuntos esféricos de cardinalidad 2. Notemos que {s, t} es esférico si 'y
sOlo si st tiene orden finito; es decir, si y solo si {s, ¢} es una arista de L, si y solo si es una
arista de I'. Luego, S® = L.

Dernicion 2.8. Un sistema de Coxeter (W, S) es angulado recto si las entradas de su matriz de

Coxeter toman valores en {2, co}.
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DEerNIcION 2.9. Un complejo simplical abstracto S con conjunto de vértices S es un complejo
bandera si dado cualquier subconjunto finito no vacio 7 € S tal que cualesquiera dos de sus
elementos son conectados por una arista de S, entonces 7' es un simplejo de S. A la realizacién

geométrica L de S también la llamaremos complejo bandera

Lema 2.10. Si (W, S) es angulado recto, entonces el nervio L(W, S) es un complejo bandera.

DEemosTRACION. Supongamos que 77 C S es tal que cualesquiera dos elementos de 7' son conecta-
dos por una arista en L(W,S). Como (W, S) es angulado recto, entonces para cualesquiera s, r€S
tenemos que {s,?} es una arista de L(W, S) si el orden de st es 2. Luego, Wy = (C)T! y asi, T es

esférico. Por lo tanto, L(W, S) es un complejo bandera. —

OBSERVACION 2.11. Supongamos que un conjunto S estd equipado con una relacion de inciden-
cia, es decir, una relacion reflexiva y simétrica. Una bandera en S es un subconjunto de elementos
incidentes dos a dos. Sea Flag(S') el conjunto de todas las banderas finitas de S parcialmente orde-

nado por inclusion. Obviamente, Flag($') es un complejo simplicial abstracto con junto de vértices..

OBSERVACION 2.12. Si en el inciso 3) del ejemplo anterior suponemos que todas las etiquetas
de I' son 2, entonces el sistema de Coxeter asociado es angulado recto. Mas aun, tenemos que
L = Flag(S). En efecto, T C S es un simplejo de Flag(S) si y s6lo si para cualesquiera dos vértices
distintos s, r€T se tiene que {s,} es una arista de I, si y solo si el orden de st es 2, si y solo si

Wr = (C,)"!'siy sélo si T es un simplejo de L.

OBSERVACION 2.13. Observemos que si L es la realizacién geométrica de algin complejo simpli-
cial abstracto S, entonces |S| la realizacién geométrica del conjunto parcialmente ordenado S es el
cono sobre bL, la subdivisidn baricéntrica de L. En efecto, |S.¢| es bL y asi, |S| es la junta de bL y

un punto, donde @ corresponde al punto cénico.

El siguiente resultado, aunque sencillo, serd de vital importancia para los fines de este trabajo.

Lema 2.14. Para todo complejo simplicial L existe un sistema de Coxeter angulado recto (W, S)

con nervio la subdivision baricéntrica de L.

DEMosTRACION. Sea bL la subdivision baricéntrica de L y sea S = Vert(bL). Tenemos que el
I—-esqueleto de L da la informacion para un sistema de Coxeter angulado recto (W, S). Por otro
lado, los complejos bandera son determinados por sus 1—esqueletos. Asi; L(W,S), el nervio de
(W, 5), es determinado por el 1—-esqueleto de bL; y como bL es un complejo bandera (asociado al

conjunto parcialmente ordenado de simplejos de L), entonces bL = L(W,S). —
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Para cada subconjunto esférico 7" de S, a las clases laterales de Wy las llamamos clases laterales

esféricas y denotamos por WS al conjunto de todas las clases laterales esféricas, es decir,
WS :=|_|wiwr.
TeS

Por el Teorema 1.35 tenemos que la unién es ajena. Mas aun, podemos considerar a WS como
conjunto parcialmente ordenado, con orden parcial dado por la inclusion.
Claramente, tenemos una proyeccion bien definida WS — § dada por wWy — T. Ademés,
tenemos una seccion S <— WS de esta proyeccion definida por 7 +— Wjy. Por otro lado, notemos

que W actia en WS de manera natural por traslacion izquierda y el conjunto de 6rbitas es S.

Denotemos por K a la realizacion geométrica del conjunto parcialmente ordenado S'y por X a
la realizacién geométrica de WS. Notemos que tanto WS — S como S < WS con aplicaciones
simpliciales y por lo tanto inducen aplicaciones continuas 7 : £ — Ky 1 : K < X. Identificaremos
a K con su imagen en X bajo 1.

Por otro lado, observemos que la accién de W sobre WS es simplicial; luego, tenemos una accién de
W sobre X. A los trasladados de K por un elemento de w los llamamos camaras de X, en particular

a K lo llamamos la camara fundamental de X.

Lema 2.15. Cualquier simplejo de X es un trasladado de un simplejo de K.

DEemosTRACION. Un simplejo de X estd determinado por una cadena woWy, C --- € w, Wy, . Luego,
por el Teorema 1.35 tenemos que 7y C --- € T, y paratodai = 1,...,n, w;Wr, = woWry,. En otras
palabras, el correspondiente simplejo en X es el trasladado por wy del simplejo en K correspondiente
alToC--CT,

Como K = [S|y bL = |S.y|, entonces K es el cono sobre la subdivision baricéntrica de bL, con

el punto cono dado por el conjunto vacio. Para cada s€S definamos
K =S5l

De modo que K es la unién de todos los simplejos cerrados en K con vértice minimo {s}, en otras
palabras, K| es la estrella cerrada del vértice correspondiente a s en la subdivision baricéntrica de L.
Tenemos pues definida una estructura de espejos sobre K dada por la familia (Kj),cs. Notemos que
x es un punto interior de un simplejo (7 € --- € T,), entonces el estabilizador de 1(x) en X es Wry,.
Luego, para todo s€S, tenemos que si(x) = i1(x) para todo xeK. Por el Teorema 2.2 existe pues una
aplicacién continua W—equivariante 7 : U(W, K) — X; la cual, por el Lema 2.15 es biyectiva. Mds

aun, como U(W, K) y Z tienen la misma topologia, tenemos entonces el siguiente resultado.

TreOREMA 2.16. 7: U(W, K) — Z es un homeomorfismo W—equivariante.
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OBSsERVACION 2.17. De lo discutido anteriormente, también se tiene que W actua propiamente

sobre U(W,K) = X.

3. Propiedades del complejo X.

Continuaremos usando la notacidn de la seccion anterior.
Lema 2.18.

1. K es contraible.
2. Para todo T€S, la co-cara Kr = N1 K es contraible.

3. Para todo T€S., la cara KT = U7 K, es contraible.

DEMOSTRACION.

-

1. Como K = |§] es el cono sobre la sundivision baricéntrica de nervio de L, entonces K es

contraible.

2. Notemos que K7 = |S-7|, luego, K7 es un cono y por lo tanto contraible.

. Recordemos que bL = |S.g|. Para cualquier T€S.y, sea o7 un simplejo del nervio L. Asi,

su subdivisién baricéntrica bor es un subcomplejo de bL. Observemos que K7 es la unién
de las estrellas cerradas en bL de los vértices s€T. Como bor es contraible, bastara con
probar que existe una retraccion por deformacién simplicial r : KT — bo. Un vértice de
KT estd en K, para algiin s€T. Un vértice de K corresponde a un subconjunto esférico 7’
con s€T’. Luego, si T’ corresponde a un vértice de K7, podemos considerar el subconjunto
esférico T'NT. Esta interseccién no es vacia pues s€T’ N T para algin s€T”. Luego, T'NT
corresponde a un vértice de bor y la aplicacion T’ — T'NT define una retraccion simplicial
r : KT — boy. Esta aplicacién colapsa un simplejo de la forma {T§,...,T[} a su cara
{T;NT,...,T,NT}. En larealizacion geométrica de este simplejo, tenemos el segmento de
recta de cualquier punto x a su imagen bajo r. Luego, la homotopia /,(x) = (1 — £)x + tr(x)
estd bien definida de id a r.

Para cada weW, sea

In(w) = {s€S : l(ws) < l(w)}.

Claramente, si w # 1, entonces In(w) # 0.

ProposICION 2.19. Para todo weW, In(w) es un subconjunto esférico de S, es decir, el subgrupo

Winaw) es finito.
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DEMosTRACION. Sea d = I(w). Bastard con probar que toda palabra reducida en /n(w) tiene lon-

gitud menor o igual que d. Sea (¢,...,#) una palabra de longitud minima sobre In(w) y sea
s = (81,...,57) una expresion reducida para w. Observemos que, usando la Condiciéon de Bo-
rrado, para cada k < d, w = sy,---§;, -+ 8, -+ Sqt; -+ - 1, es decir, t; - - - 1; puede aparecer al lado

derecho de una representacion reducida de w. Luego, si k > d, tenemos que w = f;---t; y asi,

Wty =1 -+ - ty01. como ty €In(w), entonces #; - - - 17,1 no es reducida, lo cual es una contradiccién.

(1

El siguiente resultado es una consecuencia sencilla de la Condicién de Borrado y nos permi-

tird mostrar que el complejo X es contraible. Para una demostracion ver [3].

Lema 2.20. Sean T, T’ C S, sea veW y consideremos la clase lateral doble WyvWr.. Todo
elemento weWyvWr, se puede escribir como w' = awad’, donde acWy, a'eWr y weWrvWy. es un
elemento de longitud minima y [(w") = l(a) + [(w) + l(a"). En particular, existe un tinico elemento

de longitud minima de tal clase lateral doble.

Enumeremos a los elementos de W como sigue: 1 = wy,wy,..., de modo que I(w;) < w;

siempre que i < j. Sea A, el subcomplejo de

n
A, = U w;K.
i=0
Lema 2.21. A, N w1 K = w, . K™D y por lo tanto, A, N\ w,.1K es contraible.

DEMOSTRACION. Tenemos que In(w,,) # 0, asi K™V esta bien definido. Claramente se tiene la
inclusion 2. En efecto, si s€ln(w,,), entonces w,,; s = w; para algin i < n, y asi cualquier simplejo
de w,,1 K, con vértice inicial w,,;s debe de estar en A; C A, y es claro que cualquier simplejo de
w,+1 K, también estd en w, 1 K.

Para la inclusion C, sea Wy un vértice de K y sea w,,. Wr€A, . Entonces w,.; Wr = w; Wy, para algin
subgrupo esférico Wy y algin i < n. Luego, w,,; no es de longitud minima en w,,; Wr. Por él lema
anterior, podemos escribir a w,;; como w,.; = kh, donde k es el elemento de longitud minima en
W1 Wr 'y heWr. Entonces, h # 1y l(w,+1) = (k) + I(h). Seat = (1, ...,t,) una expresion reducida
para h de modo que /(h) = m, con t;€T. Tenemos pues que l(htm) = I(h) — 1. Asi,

IWhiitw) = Ukhty) < UK) + I(hty) = (k) + 1(h) = 1 = {(Wp1) = 1 < 1Wpi),

por lo que t,€ln(Wy.1). Asi, Wy Wrew, . K™+ y asi tenemos la contencién en los vértices, 1o

cual basta pues ambos lados son subcomplejos plenos de X. i

Como corolario de lo anterior, tenemos el siguiente resultado importante.



26 2. EL COMPLEJO DE DAVIS

TeOREMA 2.22. El complejo X es contraible.

Como veremos a continuacion, el complejo  puede ser dotado de una estrutura celular mds

gruesa que su estrctura simplicial. La cual serd ttil mds adelante en este trabajo.

Comencemos considerando un sistema de Coxeter (W, S) con W finito. Recordemos que bajo
la representacion canonica, W puede ser considerado como un subgrupo generado por reflexiones
ortogonales en £ = R”, donde n = |S|. Como W es finito, entonces podemos identificar a £ con E*
y por lo tanto a la accién geométrica con la accion candnica. Sea K el cono simplicial determinado
por (v,es) < 0. Decimos que un punto xeK es un punto genérico y a la 6rbita Wx de un punto
genérico la llamamos érbita genérica. Definimos la célula de Coxeter de tipo W, Cy, como la

envolvente convexa de Wx, es decir,
Cw = conv(Wx).
EiempLo 2.23.

1. Si W = Z,, entonces Cy = [—x, x].
2. Si W es el grupo diédrico de orden 2m, entonces Cy es un 2m—4agono, y este 2m—4agono es

regular si la distancia de x a cada uno de los hiperplanos de reflexién es la misma.

El siguiente lema nos permitird definir una estructura célular mas gruesa sobre X. Para una

prueba ver [5].

Lema 2.24. Con las hipotesis anteriores, tenemos que el conjunto parcialmente ordenado de
caras de la célula de Coxeter de tipo W es isomorfo a WS. En particular, para cada T C S, la

envolvente convexa de la Wy—orbita de x es una cara de Cy y es isomorfa a Cy,.

OBserRVACION 2.25. Una consecuencia del lema anterior es que el tipo combinatoria de Cy no
depende de xeK. Ademis, ¥ = IWS| = |F(Cw)| es la subdivision baricéntrica de Cy y por lo
tanto, topolégicamente es una célula. También, notemos que un subconjunot de W es el conjunto
de vértices de una cara de Cy si y sOlo si es una clase lateral esférica de W, pues la aplicacion es

inducida por w — wx.

Ahora pasemos al caso general en que W puede ser infinito. Comencemos con la siguiente

proposicion sencilla.

ProposiciON 2.26. Existe un isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados (WS)<,w, =
WrS, donde W;S ={T’eS : T' C T}.

OBSERVACION 2.27. wWr N W' Wp = woWrar st existe algin woewWr N w' Wy,
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Por la proposicion anterior, tenemos que la cara (WS)<,w, = WrS, es decir, [(WS)<w,| €s

isomorfo a la subdivision baricéntrica de C,,w,, la célula de Coxeter de tipo Wr. Notemos que

CWOWTnT/’ si W0€WWT N W,WT/ = WOWTﬁT’

CWW wWr =
rer 0, en otro caso.

Por lo tanto, tenemos una estructura celular mds gruesa sobre X, la cual es mds gruesa que la

simplicial, al identificar cada subdivision baricéntrica con la correspondiente célula de Coxeter.

OBSERVACION 2.28. Notemos que las O—células de X corresponden a las clases laterales esféricas
de W, es decir, a los elementos de W; y un subconjunto de W corresponde a los vértices de una
célula de X si y s6lo si es una clase lateral esférica de la forma wWy. M4s atn, si la célula de
Coxeter es de tipo Wy, entonces dim Cy, = |T|, ya que por ejemplo, bCy, = |WrS|y las células de
mayor dimension en Cy, corresponden a cadenas de longitud maxima.

Por otro lado, las 1—células corresponden a clases laterales esféricas wWy con |T| = 1, es decir,
w{l, s} = {w,ws}y asi, el 1—-esqueleto se identifica con la grafica de Cayley Cay(W, S). Las 2—célu-
las corresponden a clases laterales esféricas en las que |T| = 2, luego Wy = D,,, para algin m y
asi el se puede identificar al 2—esqueleto con el 2—complejo de Cayley Cay(S, R) (ver [9]). Final-
mente, como W actua libre y transitivamente sobe el conjunto de vértices, entonces el enlace de un
vértice wW, es igual al enlace de 1Wy. Como Lk(1W,, ) es isomorfo a F(X).1w,, que a su vez es
isomorfo al nervio L, entonces tenemos que el enlace de cada vértice es isomorfo al nervio L. Todo

esto se resume en el siguiente teorema. (Ver [9]).
TEOREMA 2.29. Existe una descomposicion celular de X tal que

. Cada célula de X es una célula de Coxeter.

. El conjunto de vértices de X se identifica con el grupo W.

. El 1—esqueleto de X se identifica con la grdfica de Cayley Cay(W,S).

. El 2—esqueleto de T se identifica con el 2—complejo de Cayley Cay(SR).

N B~ W N -

. Un subconjunto H € W es un subconjunto de vértices si y solo si H = wWr para algiin
weWyTCS.

6. El conjunto parcialmente ordenado de células de T se identifica con WS.

Algunas consecuencias inmediatas son las siguientes.
CororarIo 2.30. El complejo X es simplemente conexo.

CoroLARIO 2.31. Si el nervio L es homeomorfo a alguna esfera S"~!, entonces X es una n—variedad

topologica.
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DerNiciON 2.32. Una variedad cerrada de dimension m es una m—esféra homologica si tiene la
homologia de S™. Un espacio X es una n—variedad homoldgica si tiene los mismos grupos locales

de homologia que R”, es decir,

Z, i=n

Hi(X,X—x)={ )
0, i#n

Un espacio X es una n—esféra homolégica generalizada (GHS") si es una n—variedad homoldgica

con la homologia de S".

DermNiciON 2.33. Un complejo simplicial A es una PL-variedad de dimension 7 si el enlace
de cada vértice Lk(v, A) es PL-homeomorfo a S"~!, es decir, si existen subdivisiones de A y S"!
y una aplicacion simplicial biyectiva de bA a bS". Un complejo simplicial A que es una variedad
homoldégica es una n—variedad homologica poliedral.

TEOREMA 2.34. Sea A un complejo célular. Son equivalentes:

1. A es una n—variedad homoldégica.
2. Para todo simplejo de o de A, el enlace Lk(co, A) es una GHS"4m =1,
3. Para todo vértice v de A, el enlace Lk(v, A) es una GHS"".

TeorREMA 2.35. (Edwards, Freeman) Una n—variedad poliedral homologica X, con n > 3 es

una variedad topologica si y solo si el enlace de cada uno de sus vértices es simplemente conexo.
CoroLARIO 2.36. Sea (W, S) un sistema de Coxeter y sea L su nervio. Entonces

1. X es una n—variedad homolégica si y solo si L es una GHS ™.
2. ¥ es una n—variedad topolégica si y solo si L es una GHS"™' y es simplemente conexa
(n#0,1).

3. X es una n—variedad PL si y sélo si L es una PL triangulacion de S"".

4. Topologia en el Infinito del Complejo X.
Para un estudio mas detallado del material de esta seccidn el lector interesado puede ver [18] o
[15].

Un sistema inverso X = {X,, ff ; A} sobre una categoria ¢ consiste de un conjunto dirigido A,

una familia de objetos {X,},cs# de € y una familia morfismos de %, { ff : Xg — X, Ja<p tales que

1. f = idx, para todo a€A.
2. Para cualesquiera a < B <y se tiene que f)' = fﬁy 12
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A los morfismos ff los llamamos los enlaces del sistema inverso. En el caso de que el conjunto
dirigido A sea el conjunto de los ndmeros naturales N, entonces diremos que el sistema inverso X
es una sucesion inversa. Notemos que en este caso, los morfismos de enlace quedan determinados
por los morfismo f;, : X,,11 — X,.

DEeriNICION 2.37. Sean X = {X,, pg';ﬂ} yY = {Yﬁ,q‘g;B} dos sitemas inversos sobre . Un
morfismo de sistemas inversos (¢, f) : X — Y consiste de una funcién ¢ : 8 — Ay una familia
de morfismos {fz : X, — Yslpes en € tal que para cualesquiera § < S’ existe a€A el cual
saitsface que ¢(B), ¢(8’) < @ y conmuta el siguiente diagrama en ¢’

N

Xop) w6
: :
Yﬁ Yﬁ/

donde las flechas que no tienen etiquetas son los enlaces de los correspondientes sistemas.

OBSERVACION 2.38. Existe una composicion obvia para dos morfismos de sistemas inversos con
la cual el morfismo de sistemas (id4, idx) : X — X, donde cada (idx), = idx,, es el morfismo
identidad. Tenemos pues una categoria inv — % en la que los objetos son los sistemas inversos de

objetos en %y los morfismos son los morfismos de sistemas inversos en % .

Consideremos nuevamente dos sistemas inversos sobre X = {X,, pg';ﬂ} yY ={ Yﬁ,%I;B}
sobre €. Definimos una relacién sobre Hom,,_+(X,Y) como sigue: (¢, {fz}) ~ (¢',{ fﬁ’}) si y solo

si para cada BeB existe a€A el cual satisface que ¢(5), ¢’ (5) < a y el siguiente diagrama conmuta

ené
Xy
X<p'(ﬂ)
N
Yg

Se puede probar que ~ es una relaciéon de equivalencia. Més atin, si definimos la composicién de dos

Xw(ﬁ)

clases de equivalencia de morfismos de sistemas inversos como la clase del morfismo composicion,
entonces se puede mostrar que tenemos ora categoria pro—% cuyos objetos son los sitemas inversos
en ¢ y cuyos morfismos son las clases de equivalencia de ~. A los morfismos de pro — € los

llamamos pro-morfismos y a los isomorfismos los llamamos pro-isomorfismos.
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OBsERVACION 2.39. A cada objeto de % lo podemos considerar como un sistema inverso de la

manera obvia y asi, se puede ver de manera seencilla que % se encaja en pro — €.

Si A’ es un subconjunto pre-ordenado de A que es dirigido y si X = {X,,, p?; A} es un sistema
inverso, entonces X’ = {X,, pg/; A’} es un subsistema de X. Existe un morfismo de sistemas (z,, 1) :
X — X’ definido como sigue: 1 es la inclusiéon de A" en A y para cada acA’, 1, : X, = X, esla
identidad. El morfismos representado por (i, 1) es llamado el morfismos restriccion. Uno de los

motivos por los que consideramos la categroia pro — ¢ en vez de inv — % es el siguiente resultado.

TreorREMA 2.40. Si A’ es cofinal en A, es decir, para todo acA existe &' €A’ tal que a < a';

entonces el morfismo restriccion 1 : X — X' es un pro-isomorfismo.

Sea {G,} una sucesion inversa de grupos. Definimos el limite derivado {ilﬂ{G,,} como el con-

junto cociente de 1—[ G, bajo la relacién de equivalencia siguiente: (x,) ~ (y,) si y solo si existe

n=1

(z,,)en G, tal que y, = z,x, f,,(z;il) para toda n. Lo que se hace es imitar la construccion del
n=1
limite derivado en el caso de modulos que se estudia en dlgebra homoldgica. Consideraremos a

{ilﬂ {G,} como conjunto punteado cuyo punto base, denotado por [1], serd la clase de equivalencia

de (1,1,...). Diremos que @I{Gn} es trivial si es el conjunto punteado {[1]}.

DEerINICION 2.41. Una sucesion inversa {G,} de grupos es semi-estable si para cada m existe

@(m) > m tal que para todo k > @(m), Im f£" = Im f*.

El punto de la definicion anterior es el siguiente resultado, el cual se puede encontrar en [18].

ProposiciON 2.42. {G,} es semi-estable si y solo si {G,} es pro-isomorfa a una sucesion inversa

cuyos enlaces son epimorfismos.

Se puede probar que si {G,} es semi-estable, entonces @1{Gn} es trivial. Mas atn, en [14],

Ross Geoghegan probd un reciproco parcial.

TeorREMA 2.43. Si{G,} es semi-estable, entonces Ml{Gn} es trivial. Si {ilil{Gn} es trivial y cada

grupo G, es numerable, entonces {G,} es semi-estable.

Un rayo propio en un espacio topolégico X es una aplicacion continua propia r : [0, c0) — X.
Notemos que r es propio si y s6lo si para todo compacto C C X existe un entero positivo N tal que

r([N, o)) € X — C, en otras palabras, r(f) se va al infinito conforme t — co.
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DEerINICION 2.44. Dos rayos propios 7,7, : [0,00) — X determinan el mismo final si para
cualquier subconjunto compacto C C X existe un entero N tal que ([N, o)) y r([V, o)) estan

contenidas en la misma componente de caminos de X — C.

Se puede probar que determinar el mismo final es una relacion de equivalencia sobre el conjunto

de rayos propios. Una clase de equivalencia de esta relacion es un final de X.

Supongamos que C; € C, C --- es una filtracion de un CW—complejo X por subcomplejos
finitos y sea r : [0, c0o) — X un rayo propio tal que r(i)eX — C; para todo ieN. Tenemos entonces una
sucesion inversa {m(X—C,, r(n))}, donde los morfismos de enlace son inducidos por las inclusiones.
Se puede probar que si C| € C} C --- es otra filtracién de X por subcomplejos finitos y r(i)eX — C;,
entonces {m;(X — C,, r(n))} y {m1(X = C,, r(n))} son pro-isomorfas. Mds aun, si 7’ : [0,00) — X es
otro rayo propio tal que r'(i)eX — C! y es propiamente homotdpico a r, entonces las sucesiones
inversas {m;(X — C,, r(n))} y {m1(X — C,,r'(n))} son pro-isomorfas (ver [15]).

DErINICION 2.45. Supongamos que un CW—complejo X tiene un final e representado por un rayo
propio r. Decimos que Y es semi-estable en e si existe una filtracién (C,),ey de X por subcomplejos
finitos tal que la sucesion inversa {m;(X — C,, r(n))} es semi-estable. Si X es semi-estable en cada

uno de sus finales, entonces decimos que X es semi-estable

OBSERVACION 2.46. Si X es un CW—complejo semi-estable, entonces el tipo de pro-isomorfismo
de {m (X — C,,r(n))} es independiente de la eleccion del rayo r y de la filtracion {C,}. Luego, el
limite inverso de la sucesidon nos da un grupo, bien definido hasta isomorfismo, llamado el pro-
grupo fundamental en ¢

(X = Cy, r(n)).
En este caso, el final e juega el papel del punto base en el grupo fundamental. Si X tiene un final,
entonces este grupo es llamado el grupo fundamental en el infinito y se denota por 77°(X).

DEerNIcION 2.47. Sea X un espacio topolégico. Una vecindad del infinito es el complemento
de cualquier subconjunto compacto de X. Diremos que X es simplemente conexo en el infinito si
dada cualquier vecindad del infinito X — C, existe otra vecindad del infinito mds pequernia (C C D)

X — D tal que cualquier lazo en X — D es homotdpicamente trivial en X — C.

Proposicion 2.48. [15] Si X es un CW—complejo con un final, entonces X es simplemente co-

nexo en el infinito si'y solo si es semi-estable y n7°(X) es trivial.

Consideremos un sistema de Coxeter (W,S) con nervio L y denotemos nuevamente por S al
complejo simplicial abstracto de subconjuntos esféricos y por £ al complejo de Davis. En [19]

Mihalik mostré lo siguiente:
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TeOREMA 2.49. [19] El complejo X es semi-estable en cada uno de sus finales.

Mais atin, en [10], Davis y Meier probarén lo siguiente:

TreorEMA 2.50. [10] X tiene un final y es simplemente conexo en el infinito si y solo si para cada

TeS, L — o7 es simplemente conexo.



Capitulo 3

Variedades de Davis.

En este capitulo demostraremos el resutado principal de este trabajo:

TeoreMA 3.1. [8] Para cada dimension n > 4, existen variedades topologicas asféricas cerradas

cuyo cubriente universal no es homeomorfo al espacio euclidiano.

Comenzaremos discutiendo brevemente acerca de variedades contraibles.

Supongamos que M es una n—variedad contraible abierta, es decir, no compacta y sin frontera.
Una pregunta natural es si M es homeomorfa a R". Paran > 3 una condicidn necesaria es que M sea

simplemente conexa en el infinito. Por otro lado, para n > 4 esta condicidn resulta ser suficiente.

TeoremA 3.2. ([11], [23]) Para n > 4, una n—variedad contraible y abierta es homeomorfa a

R” si y solo si es simplemente conexa en el infinito.

Mediante técnicas de Teoria de Cirugia, se puede probar que:

TeorREMA 3.3. Toda esfera homolégica acota una varieadad topologica contraible.

Luego, existen muchas variedades contraibles abiertas que no son homeomorfas al espacio eu-
clidiano al menos en dimensiones mayores o iguales a 4. De hecho, si C" es una variedad contraible
compacta con frontera no simplemente conexa, entonces su interior no es simplemente conexo en
el infinito y por lo tanto no es homeomorfo al espacio euclidiano. Un ejemplo puede ser encontrado
en [27].

DEMOSTRACION. (Teorema 3.1)

Sea L un complejo simplicial finito y supongamos que es una (n — 1)—variedad PL y una (n —
1)—esfera homoldgica. Subdividiendo baricéntricamente si es necesario, podemos suponer que L es
el nervio de un sistema de Coxeter angulado recto. Notemos que el complejo X asociado a (W, §) es
una n—variedad homoldgica contraible. Modificaremos a X para que sea una variedad topoldgica.

Para esto, recordemos que X es equivariantemente homeomorfo a

UW,K) =(WXK)/~,
33
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donde la cdmara fundamental K es la realizacion geométrica del conjunto parcialmente ordena-
do de subconjuntos esféricos. Por el Teorema 3.3 la esfera homoldgica dK es la frontera de una
n—variedad contraible C. Podemos usar la descomposicion de espejos de 0K para obtener una es-

tructura de espejos sobre C. En efecto, para cada s€S hacemos
C, := K; C OK.

Consideremos pues el espacio U(W, C) y observemos que es una n—variedad topoldgica contraible
con una W—accién. En efecto, es contraible pues es homotdpicamente equivalente a U(W, K); y es
variedad pues U(W, K) es una variedad excepto en los puntos conicos y los hemos desingularizado
al reemplazar cada copia de K por C.

Supongamos que 7 > 4 y que L no es simplemente conexo. Por el Teorema 2.50 7{°(X) no es trivial.
La aplicaciéon obvia C — K, que extiende a la identidad sobre la forntera, inuce una equivalencia
homotédpica propia U(W, C) — U(W, K). Se puede ver facilmente que las equivalencia homot6pi-
cas propias inducen isomorfismos en el grupo los grupos fundamentales en el infito y asi, U(W, C)
tampoco es simplemente conexo en el infinito y por lo tanto no es homeomorfo a R”. Para obtener
una n—variedad asférica cerrada M como en el enunciado del teorema argumentamos como sigue.
Recordemos que por el Lema de Selberg, W es virtualmente libre de torsiéon. De modo que pode-
mos escoger un subgrupo libre de torsién I' de indice finito en W. Como W actda propiamente sobre
U(W, C), todos sus grupos de isotropia son finitos y por tanto I" actda libremente sobre U(W, C).
Asi, UW,C) — UW,C)/T es una proyeccion cubriente. Luego, M := U(W,C)/T es una varie-
dad. Es compacta pues I tiene indice finito en W. Como M := U(W,C) es simplemente conexa,
entonces es el cubriente universal de M y como no es simplemente conexa en el infinito, entonces

no es homeomorfa a R”. -

OgservaciON 3.4. Los ejemplos de variedades asféricas exdticas en general no son sencillos.
En [12], Barry Mazur contruyé una 4—variedad topoldgica contraible con frontera no simplemente
conexa. Sin embargo esta construccion no es sencilla y se sale de los alcances de este trabajo. Pero
siguiendo la construccién del teorema anterior se puede llegar a un ejemplo de una 4—variedad
asférica cerrada exdtica. Tambien, en [13] construyé S—variedades contraibles con frontera no sim-
plemente conexa y estas se pueden tomar como base para constuir S—variedades asféricas cerradas

exoticas.
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