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INTRODUCCIÓN

Una variedad topológica M es asférica si su cubriente universal es contraible. Estas surgen en
diversos contextos geométricos. En general, para demostrar que una variedad topológica es asférica
lo que se busca es identificar a su cubriente universal con el espacio euclidiano. Por ejemplo:

1. El cubriente universal de una superficie de Riemann de género positivo es el plano o el
interior del disco.

2. Si M es cualquier n−variedad riemannniana completa de curvatura seccional no positiva,
entonces la aplicación exponencial exp : TxM → M (en cualquier punto x∈M) es una
proyección cubriente; luego, el cubriente universal de M es difeomorfo a TxM � Rn.

3. Sea G cualquier grupo de Lie no compacto con subgrupo maximal compacto K. Sea Γ ⊆ G
cualquier subgrupo máximal discreto y libre de torsión, entonces la acción natural de Γ

sobre G/K es libre y propia. Ası́, el cubriente universal de la variedad Γ \ G/K es G/K, y
este es difeomorfo al espacio euclidiano.

Debido a estos ejemplos, en [17] se conjeturó lo siguiente:

Conjetura. El cubriente universal de cualquier variedad asférica cerrada es homeomorfo al
espacio euclidiano.

Sin embargo, en su estudio de grupos de reflexión sobre variedades contraibles, Michael Davis
mostró que para n ≥ 4 existen variedades asféricas cerradas exóticas, es decir, variedades asféricas
cerradas cuyo cubriente universal no es homeomorfo al espacio euclidiano [8].

En el presente trabajo, revisaremos la construcción de Davis de estas variedadades asféricas
cerradas exóticas.

iii





Capı́tulo 1

Preliminares.

1. Grupos de Coxeter

El primer tratamiento riguroso de los grupos de Coxeter fue dado por H. S. M. Coxeter en 1934
en su artı́culo [6]. Estos surgen como una generalización natural de los grupos de simetrı́a y de
los grupos cristalográficos [2]. Inicialmente, estos fueron considerados como grupos generados por
involuciones ri tales que los ángulos en los que se se intersecaban los correspondientes espejos de
reflexión están prescritos mediante relaciones de la forma

(rir j)mi j

para enteros especificados mi j. De hecho todos los grupos de Coxeter finitos son precisamente
grupos finitos generados por reflexiones lineales ortogonales de Rn y estos fueron completamente
clasificados por Coxeter en [7]. La teorı́a de grupos de reflexión abstractos es debida a Tits [24].
Para un estudio más detallado de los grupos de Coxeter se puede ver [4] o [16].

Consideremos un grupo G y sea S un conjunto de generadores para G tal que 1<S y S = S −1.
Para cada g∈G, la longitud de g (con respecto a S ), denotada por lS (g), o simplemente por l(g),
es el entero más pequeño q ≥ 0 tal que g es el producto de una sucesión de elementos de S .
Una descomposición reducida de g (con respecto a S ) es cualquier sucesión s = (s1, . . . , sq) de
elementos de S tal que g = s1 · · · sq y l(g) = q.

Observación 1.1. Claramente, 1 es el único elemento de longitud cero y S consiste de los
elementos de longitud 1. Además, si T ⊆ S y H = 〈T 〉, entonces para cada h∈H tenemos que
lT (h) ≤ lS (h).

Proposición 1.2. Para cualesquiera g, g′∈G tenemos que

1. l(gg′) ≤ l(g) + l(g′).
2. l(g−1) = l(g).
3. |l(g) − l(g′)| ≤ l(gg′−1).

Definición 1.3. Un sistema de pre-reflexión para un grupo W consiste de un subconjunto R de
W, una acción de W sobre una gráfica simplicial conexa Ω y un punto base v0∈Vert(Ω) tales que:
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2 1. PRELIMINARES.

(i) Todo elemento de R es una involución.
(ii) R es cerrado bajo conjugación.

(iii) Para cada arista e de Ω existe un único elemento r∈R que intercambia sus puntos extremos
y decimos entonces que r invierte a la arista e; y cada r∈R invierte al menos una arista.

(iv) R genera a W.

Un elemento de R es llamado una pre-reflexión.

Observación 1.4. Se sigue inmediatamente de la definición que si W es un sistema de pre-
reflexión sobre Ω, entonces la acción de W sobre el conjunto de vértices Vert(Ω) es transitiva.

Definición 1.5. Supongamos que W es un grupo y que S es un conjunto de involuciones que
genera a W. Decimos entonces que (W, S ) es un sistema pre-Coxeter.

Ejemplo 1.6. Si (W, S ) es un sistema pre-Coxeter y R = {wsw−1∈W : w∈W y s∈S }, entonces
Ω = Cay(W, S ) es un sistema de pre-reflexión para W, donde escogemos el punto base como el
vértice correspondiente a la identidad de W. Obsevemos que en este caso, W actúa libremente
sobre Vert(Ω), un requerimiento que no necesariamente satisface un sistema de pre-reflexión en
general.

Proposición 1.7. Supongamos que W es un sistema de pre-reflexión sobre Ω y que v0 es el punto
base. Si denotamos por S al conjunto de pre-reflexiones que invierten una arista que contiene a v0,
entonces:

1. El conjunto de pre-reflexiones R consiste de todos los elementos de W que son conjugados
a un elemento de S , es decir, R = {wsw−1∈W : w∈W y s∈S }.

2. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de palabras en S y el conjunto de
caminos de aristas que empiezan en v0.

3. S genera a W.

Demostración. La demostración de 1) es inmediata, ası́ únicamente probaremos 2) y 3).
2) Consideremos una palabra s = (s1, . . . , sn) en S . Para 0 ≤ i ≤ k definamos elementos wi∈W
como sigue: w0 = 1 y para 1 ≤ i ≤ k, wi = s1 · · · si. Por otro lado, para 1 ≤ i ≤ k definamos
elementos ri∈R por ri = wi−1siw−1

i−1. Consideremos la sucesión Φ(s) := (r1, . . . , rk) y notemos que
ri · · · r1 = wi. Para cada 0 ≤ i ≤ k definamos vi = wiv0 y consideremos la sucesión de vértices
(v0, . . . , vk). Como v0 es adyacente a siv0, entonces wi−1v0 es adyacente a wi−1siv0; es decir, vi−1 es
adyacente a vi. Luego, (v0, . . . , vk) es un camino de aristas. Más aún, tenemos que ri es la única
pre-reflexión que invierte a la arista {vi, vi−1}.
Recı́procamente, dado un camino de aristas (v0, . . . , vk) podemos invertir el proceso anterior: si
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ri denota la pre-reflexión que invierte a {vi, vi−1}, entonces hacemos wi = ri · · · r1 y definimos
si = w−1

i−1riwi−1.
3) Supongamos que W ′ = 〈S 〉 es el subgrupo de W generado por S . Como R genera a W, enton-
ces basta mostrar que R ⊆ W ′. Consideremos un elemento r∈R y supongamos que e es una arista
invertida por r. Escojamos un camino de aristas que empieza en v0 tal que e es su última arista. Si
s = (s1, . . . , sk) es la correspondiente palabra en S y Φ(s) = (r1, . . . , rk), entonces r = rk. Luego,
r = (s1 · · · sk−1)sk(sk−1 · · · s1)∈W ′ y el resultado se sigue.

Observación 1.8. En vista de la proposición anterior, tenemos que la elección del punto base v0

en un sistema de pre-reflexión nos proporciona un conjunto distinguido S (= S (v0)) de generadores
para W.

Definición 1.9. Decimos que s = (s1, . . . , sk) es una expresión reducida si es una palabra de
longitud mı́nima para w(s), es decir, si l(w(s)) = k.

Proposición 1.10. Supongamos que s = (s1, . . . , sk) es una palabra en S , w = s1 · · · sk es su
valor en W y Φ(s) = (r1, . . . , rk) está definido como en la demostración de la proposición anterior.
Supongamos además, que ri = r j para algunos i < j. Si s′ es la subpalabra de s obtenida al
borrar las letras si y s j, entonces los caminos correspondientes a s y a s′ tienen los mismos puntos
extremos. Más aún, w = s1 · · · ŝi · · · ŝ j · · · sk.

Demostración. Supongamos que (v0,w1v0, . . . ,wkv0) es el camino de aristas correspondiente a s y
supongamos que r = ri = r j. Entonces r intercambia los vértices wi−1v0 y wiv0 al igual que los
vértices w j−1v0 y w jv0. Luego, manda la porción del camino de aristas entre wiv0 y w j−1v0 a un
camino de aristas entre wi−1v0 y w jv0. Reemplazando la porción del camino original entre estos
dos vértices por la porción transformada, obtenemos un camino de aristas con dos aristas menos
y con los mismos puntos extremos. Más aún, la correspondiente palabra en S es s′. Por último,
observemos que si ri = r j, entonces

s1 · · · si−1sisi−1 · · · s1 = s1 · · · s j−1s js j−1 · · · s1.

Luego, si · · · s j = si+1 · · · s j−1 y por lo tanto, podemos reemplazar la subpalabra (si, . . . , s j) de s por
(si+1, . . . , s j−1).

Corolario 1.11. Si la palabra s = (s1, . . . , sk) corresponde a un camino de aristas de longitud
mı́nima de v0 a un vértice v(= vk), entonces en la sucesión Φ(s) = (r1, . . . , rk) ningún elemento de
R ocurre más de una vez.
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Dado un elemento r∈R, denotaremos por Ωr al conjunto de puntos medios de aristas que son
invertidas por r y diremos que Ωr es la pared correspondiente a r. Claramente, Ωr está contenido
en el conjunto de puntos fijos de r. Por otro lado, notemos que el camino de aristas de v0 a vk

correspondiente a una palabra s cruza la pared Ωr si y sólo si r ocurre en la sucesión Φ(s). La
prueba de la Proposición 1.10 muestra que si el camino de aristas cruza la pared Ωr más de una
vez, entonces podemos obtener un nuevo camino de aristas, con los mismos puntos extremos, que
cruza a Ωr dos veces menos.

Lema 1.12. Para cada r∈R, Ω − Ωr tiene una ó dos componentes conexas. Si existen dos com-
ponentes conexas, estas son intercambiadas por r.

Demostración. Como r es conjugado a un elemento de s, entonces podemos escribir a r como
wsw−1 para algunos w∈W y s∈S . Notemos que wΩs = Ωwsw−1

= Ωr, luego w manda Ω − Ωs de
manera homeomorfa sobre Ω − Ωr. Ası́, basta con probar el lema para s∈S . Sea v un vértice de
Ω, demostraremos que v ó sv está en la misma componente de Ω − Ωs que v0. Consideremos un
camino de aristas de longitud mı́nima de v0 a v y sea s = (s1, . . . , sk) la palabra correspondiente. Si
s no ocurre en la sucesión Φ(s) = (r1, . . . , rk) entonces el camino de aristas no cruza la pared Ωs

y ası́, v y v0 están en la misma componente. Si s ocurre, entonces por el corolario anterior lo hace
exactamente una vez, digamos s = ri. Consideremos la palabra s′ = (s, s1, . . . , sk) y notemos que
el camino de aristas correspondiente a esta palabra va de v0 a sv y la correspondiente sucesión de
elementos en R está dada por Φ(s′) = (s, r′1, . . . , r

′
k), donde r′i = sr js para 1 ≤ i ≤ k. Luego, s ocurre

exactamente dos veces en está sucesión y por la Proposición 1.10 podemos obtener una palabra
mas corta s′′ = (s1, . . . , ŝi, . . . , sk) cuyo camino de aristas correspondiente va también de v0 a sv.
Como este camino no cruza la pared Ωs, entonces v0 y sv están en la misma componente de Ω−Ωs

y el lema se sigue fácilmente.

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de los resultados anteriores. Sin embargo tiene
consecuencias interesantes.

Lema 1.13. Dado un sistema de pre-reflexión (Ω, v0) y una pre-reflexión r∈R, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Ωr separa a Ω.
(ii) Para cualquier palabra s en S correspondiente a un camino de aristas de v0 a un vértice v, el

número (−1)n(r,s) depende únicamente de v, donde n(r, s) es el número de veces que r ocurre
en Φ(s), es decir, n(r, s) es el número de veces que el correspondiente camino cruza la pared
Ωr. (De hecho, este número es +1 si v0 y v están en la misma componente de Ω − Ωr y −1
si estan en diferentes componentes.)
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Definición 1.14. Un sistema de pre-reflexión para W es un sistema de reflexión si para cada
s∈S = (S (v0)), Ω − Ωs tiene dos componentes conexas. (Se sigue que para cada r∈R, Ωr separa a
Ω.) En este caso a los elementos de R los llamamos reflexiones y el conjunto S es el conjunto de
reflexiones fundamentales. Si r es una reflexión, un semi-espacio acotado por Ωr es la cerradura
de una componente de Ω −Ωr y si contiene a v0, diremos que es un semi-espacio positivo.

Observación 1.15. Supongamos que (Ω, v0) es un sistema de reflexión para W. La consecuencia
crucial de esta hipótesis es que los vértices v0 y v estan en el mismo lado de Ωr si y sólo si cualquier
camino de aristas de v0 a v cruza Ωr un número par de veces.

Si (Ω, v0) es un sistema de reflexión para W, se puede mostrar fácilmente que W actúa libre-
mente sobre Vert(Ω). Por otro lado, si Ω̃ es una gráfica simplicial conexa y G es un grupo de
autormorfismos de Ω̃ que es simplemente transitivo sobre Vert(Ω̃), entonces Ω̃ es G−isomorfa a
la gráfica de Cayley Cay(G, S (v0)), para un conjunto especial de generadores (ver [9]). Ası́ pues,
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.16. Si (Ω, v0) es un sistema de reflexión para W con conjunto fundamental de
generadores S , entonces Ω es isomorfa a la gráfica de Cayley Cay(W, S ).

Debido a esto, en ocasiones se dice que (W, S ) es un sistema de reflexión si su gráfica de Cayley
lo es.

Lema 1.17. Supongamos que Ω = Cay(W, S ) es un sistema de reflexión. Sea s = (s1, . . . , sk)
una palabra para w = w(s). Entonces s es una expresión reducida si y sólo si los elementos de la
sucesión Φ(s) = (r1, . . . , rk) son todos distintos. En este caso, {r1, . . . , rk} es el conjunto R(1,w)
consistente de aquellos elementos r∈R tales que la pared Ωr separa a 1 de w.

Sea (W, S ) un sistema pre-Coxeter y consideremos las siguientes condiciones sobre las palabras
en S , las cuales veremos que son equivalentes:

(D) Condición de Borrado: Si s = (s1, . . . , sk) es un palabra en S con k > l(w(s)), entonces
existen ı́ndices i < j tales que la subpalabra

s′ = (s1, . . . , ŝi, . . . , ŝ j, . . . , sk)

es también una expresión para w(s).
(E) Condición de Intercambio: Dada una expresión reducida s = (s1, . . . , sk) para w∈W y un

elemento s∈S se tiene que l(sw) = l(w) + 1 ó existe un ı́ndice 1 ≤ i ≤ k tal que

w = ss1 · · · ŝi · · · sk.
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(F) Condición de Doblado: Sean w∈W y s, t∈S tales que l(sw) = l(w) + 1 y l(wt) = l(w) + 1.
Entonces l(swt) = l(w) + 2 ó swt = w.

Observación 1.18. Notemos que para un sistema pre-Coxeter (W, S ) arbitrario se tienen las
siguientes posibilidades sobre la longitud de una palabra:

1. l(sw) = l(w) + 1 (En este caso, cualquier expresión reducida para sw puede ser obtenida al
poner una s en frente de cualquier expresión reducida para w)

2. l(sw) = l(w) − 1 (En este caso, existe una expresión reducida para w que empieza con s
3. l(sw) = l(w)

El significado de (E) es que la posibilidad 3) no ocurre; y en el caso 2), podemos modificar una
expresión reducida arbitraria para w para obtener una que inicie con s al intercambiar una de sus
letras por una s en frente.
La condición (F) implica que si w∈W y s, t∈S son tales que l(swt) = l(w) y l(sw) = l(wt), entonces
sw = wt.

Teorema 1.19. Dado un sistema pre-Coxeter (W, S ), las condiciones (D), (E) y (F) son equiva-
lentes.

Demostración. (D) ⇒ (E): Supongamos que s = (s1, . . . , sk) es una expresión reducida para w y
sea s∈S tal que l(sw) ≤ k. Como (s, s1, . . . , sk) no es reducida, entonces la condición (D) implica
que podemos encontrar una palabra mas corta para sw al borrar dos letras. Como s es reducida, en-
tonces ambas letras no pueden pertenecer a s, y ası́ una de las letras debe de ser la s inicial. Luego,
sw = ss1 · · · ŝi · · · sk y por lo tanto, w = ss1 · · · ŝi · · · sk. En otras palabras, hemos intercambiado una
letra de s por una s en frente.
(E)⇒ (F): Supongamos que s = (s1, . . . , sk) es una expresión reducida para w, que s, t∈S son tales
que l(sw) = k + 1 = l(wt) y que l(swt) < k + 2. Aplicando la condición (E) a la palabra (s1, . . . , sk, t)
y al elemento s, vemos que una letra puede ser intercambiada por una s en frente. La letra inter-
cambiada no puede ser parte de s, ya que esto contradirı́a la suposición de que l(sw) = k + 1. Por
tanto la letra intercambiada debe de ser la t final y esto implica que swt = w.
(E) ⇒ (F): Supongamos que la palabra s = (s1, . . . , sk) no es reducida. Entonces, necesariamen-
te k ≥ 2. Podemos asumir que las palabras (s1, . . . , sk−1) y (s2, . . . , sk) son ambas reducidas. Sea
w = s2 · · · sk−1. Aplicando la condición (F) con s = s1 y t = sk. Esto da s1wsk = w, es decir,
(s1, . . . , sk) puede ser acortada al borrar sus primera y última letras.

Teorema 1.20. Supongamos que Cay(W, S ) es un sistema de reflexión. Entonces las condiciones
(equivalentes) (D), (E) y (F) se satisfacen.
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Demostración. Sea s = (s1, . . . , sk) una palabra para w y sea Φ(s) = (r1, . . . , rk). Si s no es reducida,
entonces ri = r j para algún i < j. por la Proposición 1.10 podemos obtener otra palabra s′ para w
al borrar si y s j, es decir, (D) se satisface.

Definición 1.21. Sea S un conjunto finito no vacı́o. Una matriz de Coxeter M = (mst) sobre S
es una matriz simétrica S × S con entradas en N ∪ {∞} tal que

mst =

 1 s = t
≥ 2 otro caso

Observación 1.22. A una matriz de Coxeter M = (mst) sobre S se le puede asociar una presen-
tación para un grupo W̃ como sigue: Para cada s∈S , introducimos un sı́mbolo s̃. Sea

I = {(s, t)∈S × S : mst , ∞}.

El conjunto de generadores para W̃ es S̃ = {s̃}s∈S , y el conjunto R de relaciones es

R = {(s̃t̃)mst}(s,t)∈Ĩ .

Por otro lado, dado cualquier sistema pre-Coxeter (W, S ), tenemos una matriz de Coxeter asociada
sobre S , definida por la fórmula mst = m(s, t), donde m(s, t) denota el orden de st.

Definición 1.23. Un sistema pre-Coxeter (W, S ) es un sistema de Coxeter si el epimorfismo
W̃ → W, definido por s̃ 7→ s es un isomorfismo. Si este es el caso, decimos que W es un grupo de
Coxeter y que S es un conjunto fundamental de generadores.

En otras palabras, (W, S ) es un sistema de Coxeter si W es isomorfo al grupo definido por la
presentación asociada a su matriz de Coxeter.

Supongamos que Ω = Cay(W, S ) es un sistema de reflexión con punto base 1. Recordemos que
dada una palabra s en S y un elemento r∈R, denotamos por n(r, s) al número de ocurrencias de r
en la sucesión Φ(s), es decir, n(r, s) es el número de veces que el correspondiente camino de aristas
entre 1 y w(s), en Ω, cruza la pared correspondiente a r. Recordemos que cada pared Ωr separa a Ω

en dos semi-espacios: el positivo Ωr(+1) que contiene al vértice 1 y el negativo Ωr(−1) que no lo
contiene. Además, el número (−1)n(r,s) es +1 si 1 y w están en el mismo lado de Ωr y es −1 si están
en lados opuestos. Observemos que el conjunto de semi-espacios se identifica con R × {±1}. Como
W actúa sobre el conjunto de semi espacios, podemos preguntarnos como luce la acción inducida
sobre R × {±1}. Para esto, sea w∈W. Como la reflexión atraves de la pared wΩr es wrw−1, entonces
w manda el semi-espacio Ωr(+1) a Ωr(ε), donde ε∈{±1}. La cuestión es entonces decidir el signo
de ε. notemos que la condición ε = +1 significa que wΩr(+1) = Ωwrw−1

(+1) y esto se satisface si y
sólo si w y 1 están sobre el mismo lado de Ωwrw−1

, es decir, si y sólo si 1 y w−1 están sobre el mismo



8 1. PRELIMINARES.

lado de Ωr. Luego, ε está determinado por el hecho de que 1 y w−1 estén o no en el mismo lado de
Ωr: es +1 si lo están y −1 si no. Esto queda establecido en el siguiente lema, cuya demostración
puede encontrarse en [4].

Lema 1.24. Sea (W, S ) un sistema de Coxeter.

(i) Para toda palabra s con w = w(s) y cualquier elemento r∈R, el número (−1)n(r,s) depende
únicamente de w. Denotamos a este número por η(r,w)∈{±1}.

(ii) Existe un homomorfismo w 7→ φw de W al grupo de permutaciones del conjunto R × {±1},
donde la permutación φw esta definida por la fórmula

φw(r, ε) = (wrw−1, η(r,w−1)ε).

Proposición 1.25. Si (W, S ) es un sistema de Coxeter, entonces Ω := Cay(W, S ) es un sistema
de reflexión. Más aún, dado r∈R, los vértices 1 y w están sobre lados opuestos Ωr si y sólo si r∈R̂w,
donde R̂w es el conjunto de todos los r∈R tales que η(w, r) = −1.

Demostración. Si s es una palabra para w, entonces por el lema anterior, cada elemento de R̂w

ocurre un número impar de veces en Φ(s). En otras palabras, para cada r∈R̂w, cualquier camino de
aristas en Ω de 1 a w debe cruzar la pared Ωr un número impar de veces y consecuentemente 1 y w
están en lados opuestos. Similarmente, si r<R̂w, entonces existe un camino de aristas que conecta a
1 con w que no cruza la pared Ωr.

Como hemos visto, todo sistema de Coxeter es un sistema de reflexión. Es natural preguntarse
si el recı́proco se satisface. Más adelante veremos que esto resulta ser cierto, es decir, si Cay(W, S )
es un sistema de reflexión, entonces (W, S ) es un sistema de Coxeter. Sin embargo, este es un
resultado no trivial y depende del hecho de que en los sitemas de Coxeter el problema de la palabra
es soluble. Comencemos pues discutiendo un poco acerca del problema de la palabra para grupos
en general.

Supongamos que 〈S |R〉 es una presentación para un grupo G. El problema de la palabra para
〈S |R〉 consiste en determinar si dada una palabra s, su valor g(s) en G es el elemento identidad o
no. A pesar de lo sencillo que es de formular, el problema de la palabra es en realidad un problema
sumamente difı́cil de resolver. De hecho, se ha demostrado que para una presentación de un grupo
general es imposible resolver el problema de la palabra en el sentido de que no existe un algoritmo
general que nos diga si una palabra representa o no al elemento identidad. Sin embargo, para ciertas
familias de grupos es posible dar solución al problema de la palabra, es decir, es posible dar un
algoritmo que nos permita decidir si una palabra representa el elemento identidad o no. En esta
sección repasamos la solución de Jacques Tits [25] al problema de la palabra para sistemas de
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Coxeter y demostramos como consecuencia de esto la equivalencia entre sistemas de Coxeter y
sistemas de reflexión.

Definición 1.26. Sea (W, S ) un sistema pre-Coxeter y sea M = (mst) su matriz de Coxeter
asociada. Una M−operación elemental sobre una palabra en S es una operación de los siguientes
tipos:

1. Borrar una subpalabra de la forma (s, s).
2. Reemplazar una subpalabra alternada de la forma (s, t, . . . ) de longitud mst por la palabra

alternada (t, s, . . . ), de la misma longitud mst.

Decimos que una plabra es M−reducida si no puede ser acortada por una sucesión de operaciones
M−elementales.

Lema 1.27. Supongamos que (W, S ) satisface la condición de intercambio (o equivalentemente,
la condición (D) o (F)). Si s = (s1, . . . , sk) y t = (t1, . . . , tk) son dos expresiones reducidas para
w∈W y s := s1 , t1 =: t, entonces el orden m de st en W es finito y existe una expresión reducida u
para w que empieza con una palabra alternada (s, t, . . . ) de longitud m.

Teorema 1.28. [Tits, [25]] Supongamos que el sistema pre-Coxeter (W, S ) satisface la condi-
ción de intercambio (o equivalentemente, la condición (D) o (F)). Entonces

1. Dos expresiones reducidas s y t representan el mismo elemento de W si y sólo si una puede
ser transformada en la otra mediante una sucesión de M−operaciones elementales del
tipo (2).

2. Una palabra s es una expresión reducida si y sólo si es M−reducida.

Demostración. (1)⇒) Supongamos que s = (s1, . . . , sk) y t = (t1, . . . , tk) son expresiones reducidas
para w∈W. Procederemos por inducción sobre la longitud k de w. Si k = 1, entonces s = t y no hay
nada que probar. Supongamos pues que k > 1. Sean s := s1 y t := t1.
Caso 1: Si s = t, entonces (s2, . . . , sk) y (t2, . . . , tk) son dos expresiones reducidas de sw. Luego,
por hipótesis de inducción podemos transformar una en la otra por M−operaciones elementales del
tipo (2) y el resultado se sigue.
Caso 2: Supongamos que s , t. Por el lema anterior, existe una expresión reducida u para w que
empieza con (s, t, . . . ) de longitud m < ∞ el orden de st. Sea u′ la palabra obtenida de u por la
M−operación elemental del tipo (2) que reemplaza el segmento inicial de u por la palabra alternada
(t, s, . . . ) que empieza con t. Entonces podemos transformar s en t por una sucesión de movimientos
indicados esquematicamente como sigue

s→ u→ u′ → t,
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donde las flechas 1 y 3 representan sucesiones de movimientos garantizados por el caso (1); y las
segunda flecha es la M−operación elemental de tipo (2).
⇐) Es claro.
(2)⇒) Es claro.
⇐) Supongamos que s = (s1, . . . , sk) es M−reducida. Por inducción en k probaremos que es redu-
cida. Si k = 1, entonces no hay nada que probar. Supongamos pues que k > 1. Como la palabra
s′ = (s2, . . . , sk) claramente es M−reducida, entonces por hipótesis de inducción es reducida. Sean
w = s1, · · · sk y w′ = s2 · · · sk. Como l(s1w′) = l(w) ≤ k − 1, la Condición de Intercambio implica
que w′ tiene otra expresión reducida s′′ que empieza con s1. Por (1), s′ puede ser transformada en
s′′ por una sucesión de M−operaciones elementales del tipo (2) en una palabra que empieza con
(s1, s1) contradiciendo el hecho de que es M−reducida. Por lo tanto, s debe ser reducida.

Con este resultado a la mano, podemos probar la equivalencia entre sistemas de Coxeter y
sistemas de reflexión. De hecho, probaremos un poco más que eso.

Teorema 1.29. Las siguientes condiciones sobre un sistema pre-Coxeter son equivalentes:

1. (W, S ) es un sistema Coxeter.
2. Cay(W, S ) es un sistema de reflexión.
3. (W, S ) satisface la condición de intercambio (E).

Demostración. Las implicaciones 1) ⇒ 2) y 2) ⇒ 3) fueron probadas en la Proposición 1.25 y
el Teorema 1.20 respectivamente. Por lo tanto resta probar 3) ⇒ 1). Supongamos pues que (W, S )
es un sistema pre-Coxeter, que (W̃, S̃ ) es el sistema de Coxeter asociado a la matriz de Coxeter de
(W, S ) y que p : W̃ → W es el epimorfismo natural. Basta con mostrar que p es injectivo. Sea
w̃∈Ker p y sea s̃ = (s̃1, . . . , s̃k) una expresión reducida para w̃. Entonces s̃ es M−reducida. Sea
s = (s1, . . . , sk) la correspondiente palabra en S . Como (W, S ) y (W̃, S̃ ) tienen la mismas matrices
de Coxeter, la notion de M−oparaciones sobre las palabras en S y S̃ coinciden, de modo que s
es M−reducida. Pero como s representa al elemento identidad en W, debe de ser la palabra vacı́a.
Consecuentemente, s̃ es también la palabra vacı́a, es decir, w̃ = 1.

2. Algunas Propiedades Básicas de los Grupos de Coxeter.

En esta sección, (W, S ) denotará un sistema de Coxeter. Una consecuencia del Teorema 1.28 es
que para cualquier w∈W, el conjunto de letras que puede ocurrir en una expresión reducida para él
es independiente de la elección reducida. Más precisamente:
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Proposición 1.30. Para cada w∈W, existe un subconjunto S (w) ⊆ S tal que para cualquier
expresión reducida (s1, . . . , sk) para w, S (w) = {s1, . . . , sk}.

Demostración. Las operaciones M−elementales del tipo (2) no cambian el conjunto de letras de
una expresión reducida; ası́ la proposición se sigue del Teorema 1.28.

Recordemos que para cada subconjunto T ⊆ S , denotamos por WT al subgrupo generado por
T . Decimos entonces que WT es un subgrupo especial de W. A continuación damos algunas con-
secuencias de la proposición anterior.

Corolario 1.31. Para cada T ⊆ S , WT consiste de aquellos elementos w∈W tales que S (w) ⊆ T.

Demostración. Si (s1, . . . , sk) es una expresión reducida para w, entonces (sk, . . . , s1) es una expre-
sión reducida para w−1. Luego, S (w−1) = S (w). Por otro lado, dadas dos expresiones reducidas para
w y v, las podemos concatenar para obtener una palabra para vw. Aunque esta palabra puede no ser
reducida, usando la Condición de Borrado, podemos obtener una expresión reducida simplemente
borrando letras, ası́, S (vw) ⊆ S (v) ∪ S (w). Sea X = {w∈W : S (w) ⊆ T }. Claramente, X ⊆ WT y por
lo anterior, X es un subgrupo de WT . Como T ⊆ X y WT es el subgrupo generado por T , entonces
WT ⊆ X. por lo tanto, WT = X.

Corolario 1.32. Para cada T ⊆ S , WT ∩ S = T.

Corolario 1.33. S es un conjunto mı́nimo de generadores para W.

Corolario 1.34. Para cada T ⊆ S y cada w∈WT , la longitud de w con respecto a T , denotada
por lT (w), es igual a la longitud de w con respecto a S , denotada por lS (w).

Teorema 1.35.

1. Para cada T ⊆ S , (WT ,T ) es un sistema de Coxeter.
2. Consideremos una familia (Ti)i∈I de subconjuntos de S . Si T = ∩i∈ITi, entonces

WT =
⋂
i∈I

WTi .

3. Si T y T ′ son dos subconjuntos de S y w,w′∈W, entonces tenemos que wWT ⊂ w′WT ′ (resp.
wWT = w′WT ′) si y sólo si w−1w′∈WT ′ y T ⊂ T ′ (resp. T = T ′).

Demostración.



12 1. PRELIMINARES.

1. Tenemos que (WT ,T ) es un sistema pre-Coxeter. Sean t∈T y w∈WT tales que lT (tw) ≤ lT (w).
Como la longitud es invariante, entonces lS (tw) ≤ lS (w). Sea t = (t1, . . . , tk) una expresión
reducida para w, donde ti∈T para toda i = 1, . . . , k. Como (W, S ) satisface la Condición de
Intercambio, una letra de t puede cambiarse por una t enfrente; luego, (WT ,T ) satisface la
Condición de Intercambio y por lo tanto es un sistema de Coxeter.

2. ⇒ Como wWT ⊆ w′WT ′ , entonces w−1w′∈WT ′ . Por otro lado, para cada t∈T tenemos que
t∈WT ′ y ası́ S (t) ⊆ T ′. Pero como S (t) = {t}, entonces T ⊆ T ′. Análogamente, se tiene
que T ′ ⊆ T . ⇐ Como T ⊆ T ′, entonces WT ⊆ WT ′ . Además, por hipótesis se tiene que
w−1w′∈WT ′ , entonces se tiene el resultado.

3. Es clara.

3. Representaciones de Grupos de Coxeter.

3.1. La Representación Canónica. Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita. Re-
cordemos que una reflexión lineal sobre V es un automorfismo r : V → V tal que r2 = 1V y el
subespacio fijo de r es un hiperplano. Más aún, dado un (−1)−vector propio e de r y una formal
lineal α∈V∗ con núcleo H, entonces r queda determinado por la fórmula

r(v) = v − 2
α(v)
α(e)

e.

Recı́procamente, si α es una forma lineal sobre V y e∈V es cualquier vector tal que α(e) , 0,
entonces la transformación lineal r dada por la ecuación anterior, es una reflexión lineal.

Definición 1.36. Dada una mariz de Coxeter M = (mst) sobre S , la matriz de cosenos asociada
a M es la matriz (cst) sobre S dada por

cst := − cos
π

mst
.

Cuando mst = ∞, interpretaremos a π/∞ como 0 y − cos π/0 = cos 0 = −1.

Consideremos un espacio vectorial real RS de dimensión |S | con base {es}s∈S . Denotemos por
BM a la forma bilineal simétrica sobre RS asociada a la matriz de cosenos, es decir,

BM(es, et) = cst := − cos
π

mst
.

Para cada s∈S , sea Hs el hiperplano definido por

Hs := {x∈RS : BM(es, x) = 0}
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y ρs : RS → RS la reflexión lineal

ρs(x) = x − 2Bm(es, x)es.

Lema 1.37. Con la notación anerior, el orden de ρsρt es mst.

Demostración. Sea Wst = 〈ρs, ρt〉 el grupo diédrico generado por ρs y ρt. El subespacio Est de RS

generado por es y et es Wst−estable. Sea m := mst, entonce la restricción de la forma bilineal BM a
Est está dada por la matriz  1 − cos π

m

− cos π
m 1


la cual es positiva definida para m , ∞. Para m = ∞, tenemos 1 −1

−1 1


la cual es semi-positiva definida con núcleo la recta generada por el vector es + et. Consideremos
los dos caso separadamente.
Supongamos pues que m = ∞ y sea u = es + et, entonces

ρsρt(es) = ρs(es + 2et) = 3es + 2et = 2u + es.

Luego, para todo n∈Z
(ρsρt)n(es) = 2nu + es

y por lo tanto ρsρt tiene orden infinito.
Por otro lado, supongamos que m , ∞. Como BM es positiva definida sobre Est, podemos identificar
a Est con R2. Sea Ls (resp. Lt) la recta en Est ortogonal a es (resp. et). Notemos que la restricción
de ρs (resp. ρt) a Est es una reflexión ortogonal a través de Ls (resp. Lt), más aún, las rectas Ls

y Lt hacen un ángulo de π/m y la acción de Wst sobre Est es equivalente a la acción estándar
del grupo diédrico Dm sobre R2. En particular, la restricción de ρsρt a Est es una rotación por
un ángulo de 2π/m. Como BM es positiva definida sobre Est, entonces RS se descompone, como
Wst−representación, como la suma directa de Est y su complemento ortogonal (con respecto a BM).
Más aún, Wst fija este complemento ortogonal. Ası́, el orden de ρsρt es m.

Corolario 1.38. La aplicación S → GL(RS ) dada por s 7→ ρs se extiende a un homomorfismo
de ρ : W → GL(RS ). Al cual se le llama la representación canónica de W.

Corolario 1.39. Supongamos que M es una matriz de Coxeter sobre S y que W es el grupo
con conjunto de generadores S definido por la presentación asociada a M.

1. Para todo s∈S , s tiene orden 2
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2. Los elementos de S en W son distintos.
3. st tiene orden mst.

Luego, (W, S ) es un sistema de Coxeter.

3.2. La Representación Geométrica. Nuevamente consideraremos una matriz de Coxeter
M = (mst) sobre S , el sistema de Coxeter asociado (W, S ), la forma bilineal asociada BM sobre
E = RS y la representación canónica ρ : W → GL(E). A la representación dual ρ∗ : W → GL(E∗)
la llamamos la representación geométrica de (W, S ). Para cada s∈S definamos la forma lineal
ξs∈E∗ como ξ(x) = BM(es, x) y notemos que

ρ∗(s)(ϕ)(x) = ρ∗s(ϕ)(x) = ϕ(ρs(x)) = ϕ(x) − 2ξs(x)es(ϕ) = (ϕ − 2es(ϕ)ξs)(x)

y por lo tanto ρ∗s(ϕ) = ϕ − 2es(ϕ)ξs. Como es es una forma lineal sobre E∗ y ξs∈E∗ es un vector tal
que es(ξs) = 1, se tiene que ρ∗s es una reflexión lineal.
Sea C el cono simplicial en E∗ definido por las desigualdades

es(ϕ) ≥ 0, para todo s∈S

y sea C̊ su interior, definido por la desigualdad estricta.

Definición 1.40. Sea G un grupo y sea X un G−conjunto. Un subconjunto A ⊆ X es prefunda-
mental para G si siempre que gB ∩ B , ∅, entonces g = 1.

Supongamos que (W, S ) es un sistema pre-Coxeter y que W actúa en un conjunto Π. Supon-
gamos además que para cada s∈S , existen subconjuntos Bs ⊆ Π prefundamentales para Ws y que
B := ∩s∈S Bs es no vacı́o. Consideraremos la siguiente propiedad de (W, S , {Bs}s∈S ):

(P) Para cualesquiera w∈W y s∈S se tiene que wB ⊆ Bs ó wB ⊆ sBs, además en este caso
l(sw) = l(w) − 1.

Observación 1.41. Notemos que (P) implica que B es prefundamental para W.

Lema 1.42. [Tits, [24]] Con la notación anterior, supongamos que para cada pareja de elemen-
tos distintos s, t∈S , (W{s,t}, {s, t}, {Bs, Bt}) satisface (P). Entonces (W, S , {Bs}s∈S ) satisface (P).

Denotemos por Hs al semi-espacio abierto de E∗ definido por es(ξ) > 0 y consideremos los
conjunto

As := {w∈W : wC̊ ⊆ Hs}.
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Lema 1.43. Dados s, t∈S distintos y w∈W{s,t}, v(As ∩ At) está contenido en As ó en sAs y en el
segundo caso, l(sv) = l(v) + 1.

Demostración. Sea E{s,t} := esR ⊕ etR ⊆ E y sea E∗
{s,t} := E∗/Ann(E{s,t}), es decir, E∗

{s,t} es el
2−plano dual de E{s,t}. Tenemos que W{s,t} actúa naturalmente sobre E∗

{s,t} y esta acción se identifica
naturalmente con la representación geométrica del sistema de Coxeter Ws,t, {s, t}. Además, con esta
identificación, el dual de la inclusión E{s,t}↪→E es la suprayección W{s,t}−equivariante p : E∗ → E∗

{s,t}

y los subconjuntos Hs, Ht y Hs ∩ Ht son las imagenes inversas bajo p de los correspondientes
subconjuntos de E∗

{s,t}. Más aún, como l′(u) = l(u) para todo u∈W{s,t}, donde l′(u) es la longitud de
u con respecto a {s, t}, basta con probar el lema para el caso en que W es el grupo diédrico W{s,t} de
orden 2m, donde m es el orden de st. Tenemos pues dos casos:
Caso 1: m = ∞

Sea (ξ, ϕ) la base dual a (es, et). Tenemos que

sξ(es) = −ξ(es)
sξ(et) = 2ϕ(et),

ası́, sξ = −ξ + 2ϕ. Análogamente tenemos que

sϕ = ϕ, tξ = ξ, y tϕ = 2ξ − ϕ.

Consideremos la recta afı́n L en E∗ generada por ξ y ϕ. Lo anterior muestra que L es estable bajo
la acción de W. Sea f : R→ L el isomorfismo afı́n dado por f (τ) = τξ + (1 − τ)ϕ y transportemos
la acción de W a R, la cual claramente coincide con la acción estándar del grupo diédrico infinito
en R: sτ = −τ y tτ = 2 − τ, es decir, s es la reflexión por 0 y t es la reflexión por 1. Sea In ⊆ L
la imagen de (n, n + 1), con n∈Z y sea Cn ⊆ E∗ la unión de todos los múltiplos reales positivos de
In y notemos que C̊ = C0. Ahora, W permuta simple y transitivamente a (n, n + 1) para toda n∈Z,
entonces W permuta simple y transitivamente a In. Si v∈W, entonces vC̊ es igual a uno de los Cn

y ası́, esta en el lado positivo de ϕ si n ≥ 0 o en el negativo si n < 0. Más aún, si n ≥ 0, entonces
vα∈Hs para todo α∈C̊. Luego, si w∈As ∩ At y por lo tanto v(As ∩ At) ⊆ As. Por otro lado, si n < 0,
entonces vC̊ está en el lado negativo de ϕ y v(As ∩ At) ⊆ sAs. En este segundo caso, I0 e In están
en lados opuestos de ϕ y ası́, (n, n + 1) y (0, 1) están en lados opuestos de 0. Luego, v = (st)n si
l(v) = 2n, entonces sv = (st)n−1t y l(sv) = l(v) − 1 ó v = (st)ns si l(v) = 2n + 1, entonces sv = (ts)n

y l(sv) = l(v) − 1.
Caso 2: m < ∞

En este caso la forma bilineal BM tiene matriz 1 − cos π/m
− cos π/m 1


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Como su determinante es 1 − cos2 π/m = sin2 π/m > 0, entonces BM es positiva definida. Luego,
podemos usar a BM para identificar a ambos E y E∗ con el plano R2. Luego de la identificación, es

y et se vuelven vectores unitarios y hacen un ángulo de π − π/m y C se convierte en sector acotado
por las lı́neas de reflexión ls y lt que hacen un ángulo de π/m. Sea Cn, con n∈Z, la unión de las
semi-rectas l que empiezan en el origen tales que n < ˆ(ls, l) < (n + 1)π/m. Tenemos entonces que
C2k = ρ2kπ/m(C) y C2k−1 = ρ f rm−ekπ/ms(C). Más aún, Cn = C si y sólo si n∈2πZ. Consecuentemen-
te, W permuta las cámaras Cn simple y transitivamente. Haciendo un análisis similar al del caso
anterior, se llega al resultado en este caso también.

Teorema 1.44. [Tits] Sea w∈W. Si wC̊ ∩ C̊ , ∅, entonces w = 1.

Demostración. Por el lema anterior y el Lema 1.42, (W, S , {As}s∈S ) satisface la propiedad (P). Lue-
go, ∩As es un sistema prefundamental para W, es decir, wC̊ ∩ C̊ , ∅ implica que w = 1.

Como corolarios inmediatos tenemos los siguientes resultados que nos dicen que todo grupo
de Coxeter finitamente generado se puede ver como un grupo de relfexiones lineales (discreto) de
algún espacio vectorial real de dimensión finita.

Corolario 1.45. ρ∗ : W → GL(E∗) es fiel y por tanto ρ : W → GL(E) también es fiel.

Corolario 1.46. ρ∗(W) es un subgrupo discreto de GL(E∗). Similarmente, ρ(W) es un subgrupo
discreto de GL(E).

Demostración. Sea ϕ∈C̊ y sea V := {g∈GL(E∗) : g(ϕ)∈C̊}. Notemos que V es una vecindad abierta
de 1 en GL(E∗). En efecto, tenemos que para cualquier f∈E∗ fijo, la aplicación orbital GL(E∗)→ E∗

dada por g 7→ g f es continua, pues su representación en coordenadas está dada por polinomios
lineales y V es la imagen de C̊. Luego, por el Teorema de Tits 1.44, V ∩ ρ∗(W) = 1, y ası́ ρ∗(W) es
un subgrupo discreto. Se sigue que ρ(W) es discreto.

En [22], Selberg demostró el siguiente resultado:

Lema 1.47. [Selberg] Un grupo finitamente generado de matrices sobre un campo de carac-
terı́stica cero tiene un subgrupo libre de torsión de ı́ndice finito.

Para una prueba básica de este hecho se puede consultar [1]; y una prueba en el caso en que
el campo base es C se puede consultar en [21]. Como todo grupo de Coxeter finitamente generado
es subgrupo del grupo GLn(R) para alguna n, entonces tenemos el siguiente resultado, el cual
tendrá consecuencias importantes en nuestro estudio de variedades asféricas.
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Teorema 1.48. Todo grupo de Coxeter finitamente generado es virtualmente libre de tosión.

Recordemos que cualquier representación de un grupo finito G sobre un espacio vectorial real
V de dimensión finita admite una forma bilineal simétrica y positiva definida; es decir, un producto
interno, que es G−invariante. Luego, cualquier grupo finito de automorfismos lineales de un espacio
vectorial real V de dimensión finita n, podemos escoger un producto interno G−invariante sobre V
de modo que V es isométrico a Rn vı́a una isometrı́a que manda G a un subgrupo de O(n) y por
lo tanto podemos asumir que todo subgrupo lineal finito es un subgrupo de O(n). Ası́, tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 1.49. Cualquier representación de un grupo finito G sobre un espacio vecotrial real
V de dimensión finita es semi-simple, es decir, cualquier subespacio G−estable de V es un sumando
directo.

Si V es un espacio vectorial real sobre un campo k, un endomorfismo lineal r : V → V es una
pseudo-reflexión si 1V − r es de rango 1. Por ejemplo, nótese que toda reflexión es una pseudo-
reflexión. Para otro ejemplo podemos considerar k = C, V = Cn y λ , 1 un número complejo,
entonces r : Cn → Cn, dada por r(e1) = λe1 y r(ei) = ei para i > 1, es una pseudo-reflexión. Del
álgebra lineal tenemos el siguiente resultado (ver [4]):

Lema 1.50. Sea ρ un representación lineal irreducible de un grupo G sobre un espacio vectorial
de dimensión finita sobre un campo k. Supongamos que existe g∈G tal que ρ(g) es una pseudo-
reflexión.

1. Si u : V → V es un endomorfismo lineal que conmuta con ρ(G), entonces u es una homo-
tecia, es decir, u = c1V para alguna constante c∈k.

2. Toda forma bilineal G−invariante no cero sobre V es no degenerada. Más aún, cualquier
tal forma es simétrica o semi-simétrica.

3. Cualesquiera tales formas bilineales G−invariantes son proporcionales.

Finalmente, consideraremos el siguiente criterio de finitud para un grupo de Coxeter, en térmi-
nos de su forma bilineal asociada BM.

Teorema 1.51. Sean M = (mst) una matriz de Coxeter sobre S , (cst) la matriz de cosenos
asociada y (W, S ) el sistema de Coxeter asociado. Entonces W es un grupo finito si y sólo si (cst)
es positiva definida.

Observación 1.52. Se puede probar que un grupo de Coxeter es finito sy y sólo si es el grupo
de reflexiones de un simplejo esférico ver [9].





Capı́tulo 2

El Complejo de Davis

En este capı́tulo y el siguiente, supondremos que el lector está familiarizado con las nociones
de complejos simpliciales (abstractos), ası́ como algunas de sus propiedades. En particular, supon-
dremos que se conocen los conceptos de estrellas cerradas, enlaces y realizaciones geométricas.
Se puede consultar por ejemplo [20].

1. La Construcción Básica.

Sea (W, S ) un sistema pre-Coxeter y sea X un espacio topológico. Una estructura de espejos
para X sobre S es una familia localmente finita (Xs)s∈S de subespacios cerrados de X. A cada Xs le
llamamos espejo de X. Además, para cada x∈X y cada subconjunto no vacı́o T ⊆ S definimos

S (x) := {s∈S : x∈Xs}

XT :=
⋂
t∈T

Xt

XT :=
⋃
t∈T

Xt

A XT se le suele llamar co-cara de X y a XT cara de X.

Consideremos ahora a W con la topologı́a discreta y definamos una relación sobre el producto
W × X como sigue:

(w, x) ∼ (w′, x′) si y sólo si x = x′ y w−1w′∈WS (x),

donde si S (x) = ∅, entonces hacemos por convención W∅ = 1. Claramente, ∼ es una relación de
equivalencia; ası́, podemos definir el espacio cociente

U(W, X) :=
W × X
∼

.

Observación 2.1. Intuitivamente, U(W, S ) (o simplemente U cuando no haya confusión) se
construye pegando |W | copias de X a traves de sus espejos. Por ejemplo, las copias {w} × X y
{ws} × X se pegan en {w} × Xs y {ws} × Xs.

Denotaremos por [w, x] a la imagen de (w, x) bajo la proyección cociente. Observemos que el
grupo W actúa en W ×X como w′(w, x) = (w′w, x). Más aún, esta acción es compatible con ∼ y por
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tanto pasa a una acción de W en el cociente U dada por w′[w, x] = [w′w, x]. Además, para cada
[w, x]∈U, su grupo de isotropı́a está dadpo por wWS (x)s−1.

Lema 2.2. [Vinberg, [26]] Con la notación anterior tenemos los siguiente resultados.

1. La aplicación ı : X → U definida por ı(x) = [1, x] es un homeomorfismo sobre su imagen.
Luego, podemos identificar a X con ı(X)

2. La aplicación p : U → X definida por p[w, x] = x induce un homeomorfismoU/W → X.
3. Si Z es un W−espacio y ϕ : X → Z es una aplicación tal que sϕ(x) = ϕ(x) para todo s∈S y

todo x∈Xs, entonces ϕ se extiende a una aplicación W−equivariante ϕ̄ : U → Z, dada por
ϕ̄[w, x] = wϕ(x).

Observación 2.3. Con la notación del lema anterior, tenemos que ı(X) es cerrado enU. Luego,
podemos resumir lo anterior diciendo que X es un dominio fundamental estricto para W en U,
en el sentido de que cada W−órbita interseca a X exactamente en un punto.

A la imagen de {w} × X bajo π enU la llamamos una cámara deU y a la imagen de {1} × X la
llamamos la cámara fundamental deU.

Lema 2.4. U es conexo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. X es conexo.
2. Xs , ∅ para todo s∈S .

Demostración. Supongamos que U se escribe como la unión de dos abiertos ajenos U = V1 ∪ V2

y V1 ∩ V2 = ∅. Notemos que entonces V[1 y V2 también son cerrados ajenos. Como X es conexo,
entonces X ⊆ V1 ó X ⊆ V2. Sin pérdida de generalidad, supongamos que X ⊆ V1. Notemos que
como V1 es abierto y cerrado, entonces V1 = π(A × X) = ∪a∈AaX para algún conjunto no vacı́o
A ⊆ W, es decir, V1 es la unión de cámaras. Tenemos entonces que 1∈A pues X = 1X. Sea s∈S y
sea x∈Xs, entonces para todo a∈A tenemos que [as, x] = [a, x], y ası́ asX ∩ aX , ∅. En particular,
sX ∩ X , ∅, esto que implica que sX∈V1 y ası́, s∈A. Procediendo por inducción podemos mostrar
que todas las palabras en S pertenecen a A y ası́, A = W, es decir, V1 = U y V2 = ∅ y por lo tanto,
U es conexo.

Ejemplo 2.5. Sea (W, S ) un sistema pre-Coxeter y sea X el cono sobre S . Si para cada s∈S
hacemos Xs := [s, 1], entonces se puede mostrar fácilmente que U es isomorfo a la gráfica de
Cayley Cay(W, S ).
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2. El Complejo Σ.

Nuevamente, (W, S ) denotará un sistema de Coxeter. Por la observación 1.52 tenemos que un
grupo de Coxeter es finito si y sólo si actúa por reflexiones sobre S n a traves de un simplejo esférico.
Esto motiva la siguiente definición.

Definición 2.6. Un subconjunto T ⊆ S es esférico, si WT es un subgrupo finito de W y en este
caso decimos que WT es un subgrupo esférico de S .

Denotemos por S(W, S ), o simplemente por S, al conjunto de todos los subconjuntos esféricos
de S , es decir,

S := {T ⊆ S : |WT | < ∞}.

Consideraremos a S como conjunto parcialmente ordenado con el orden parcial dado por la in-
clusión. Notemos que el conjunto parcialmente ordenado S>∅ de todos los conjuntos esféricos no
vacı́os de S es un complejo simplicial abstracto. A la realización geométrica L de S>∅ la llamamos
el nervio del sistema (W, S ). Luego, identificamos con S al conjunto de vértices de L y un sub-
conjunto no vacı́o T ⊆ S de vértices, genera un simplejo si y sólo si T es esférico. Al conjunto
de (k − 1)−simplejos en L; es decir, el conjunto de los conjuntos esféricos de cardinalidad k, lo
denotaremos por S(k).

Ejemplo 2.7.

1. Si W es un grupo finito, entonces S es el conjunto potencia de S y L es el simplejo sobre S .
2. Si W es el grupo diédrico infinito, entonces L consiste únicamente de dos puntos.
3. Sea Γ una gráfica simplicial conexa con conjunto de vértices S (aquı́ S es un conjunto

arbitrario, no necesariamente en conjunto de generadores de algún grupo) y supongamos
que las aristas de Γ son etiquetadas por enteros ≥ 2. Podemos entonces definir una matriz
de Coxeter M = (mst) sobre S como sigue:

mst =


1, s = t

etiqueta sobre {s, t}, {s, t} es arista
∞, otro caso

Sea (W, S ) el sistema de Coxeter asociado a M. Entonces el 1−esqueleto del nervio L es
el conjunto de subconjuntos esféricos de cardinalidad 2. Notemos que {s, t} es esférico si y
sólo si st tiene orden finito; es decir, si y sólo si {s, t} es una arista de L, si y sólo si es una
arista de Γ. Luego, S(2) = L.

Definición 2.8. Un sistema de Coxeter (W, S ) es angulado recto si las entradas de su matriz de
Coxeter toman valores en {2,∞}.
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Definición 2.9. Un complejo simplical abstracto S con conjunto de vértices S es un complejo
bandera si dado cualquier subconjunto finito no vacı́o T ⊆ S tal que cualesquiera dos de sus
elementos son conectados por una arista de S, entonces T es un simplejo de S. A la realización
geométrica L de S también la llamaremos complejo bandera

Lema 2.10. Si (W, S ) es angulado recto, entonces el nervio L(W, S ) es un complejo bandera.

Demostración. Supongamos que T ⊆ S es tal que cualesquiera dos elementos de T son conecta-
dos por una arista en L(W, S ). Como (W, S ) es angulado recto, entonces para cualesquiera s, t∈S
tenemos que {s, t} es una arista de L(W, S ) si el orden de st es 2. Luego, WT � (C2)|T | y ası́, T es
esférico. Por lo tanto, L(W, S ) es un complejo bandera.

Observación 2.11. Supongamos que un conjunto S está equipado con una relación de inciden-
cia, es decir, una relación reflexiva y simétrica. Una bandera en S es un subconjunto de elementos
incidentes dos a dos. Sea Flag(S ) el conjunto de todas las banderas finitas de S parcialmente orde-
nado por inclusión. Obviamente, Flag(S ) es un complejo simplicial abstracto con junto de vértices..

Observación 2.12. Si en el inciso 3) del ejemplo anterior suponemos que todas las etiquetas
de Γ son 2, entonces el sistema de Coxeter asociado es angulado recto. Más aún, tenemos que
L = Flag(S ). En efecto, T ⊆ S es un simplejo de Flag(S ) si y sólo si para cualesquiera dos vértices
distintos s, t∈T se tiene que {s, t} es una arista de Γ, si y sólo si el orden de st es 2, si y sólo si
WT � (C2)|T | si y sólo si T es un simplejo de L.

Observación 2.13. Observemos que si L es la realización geométrica de algún complejo simpli-
cial abstracto S, entonces |S| la realización geométrica del conjunto parcialmente ordenado S es el
cono sobre bL, la subdivisión baricéntrica de L. En efecto, |S>∅| es bL y ası́, |S | es la junta de bL y
un punto, donde ∅ corresponde al punto cónico.

El siguiente resultado, aunque sencillo, será de vital importancia para los fines de este trabajo.

Lema 2.14. Para todo complejo simplicial L existe un sistema de Coxeter angulado recto (W, S )
con nervio la subdivisión baricéntrica de L.

Demostración. Sea bL la subdivisión baricéntrica de L y sea S = Vert(bL). Tenemos que el
1−esqueleto de bL da la información para un sistema de Coxeter angulado recto (W, S ). Por otro
lado, los complejos bandera son determinados por sus 1−esqueletos. Ası́; L(W, S ), el nervio de
(W, s), es determinado por el 1−esqueleto de bL; y como bL es un complejo bandera (asociado al
conjunto parcialmente ordenado de simplejos de L), entonces bL = L(W, S ).
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Para cada subconjunto esférico T de S , a las clases laterales de WT las llamamos clases laterales
esféricas y denotamos por WS al conjunto de todas las clases laterales esféricas, es decir,

WS :=
⋃
T∈S

W/WT .

Por el Teorema 1.35 tenemos que la unión es ajena. Más aún, podemos considerar a WS como
conjunto parcialmente ordenado, con orden parcial dado por la inclusión.
Claramente, tenemos una proyección bien definida WS −→ S dada por wWT 7→ T . Además,
tenemos una sección S ↪→ WS de esta proyección definida por T 7→ WT . Por otro lado, notemos
que W actúa en WS de manera natural por traslación izquierda y el conjunto de órbitas es S.

Denotemos por K a la realización geométrica del conjunto parcialmente ordenado S y por Σ a
la realización geométrica de WS. Notemos que tanto WS −→ S como S ↪→ WS con aplicaciones
simpliciales y por lo tanto inducen aplicaciones continuas π : Σ→ K y ı : K ↪→ Σ. Identificaremos
a K con su imagen en Σ bajo ı.
Por otro lado, observemos que la acción de W sobre WS es simplicial; luego, tenemos una acción de
W sobre Σ. A los trasladados de K por un elemento de w los llamamos cámaras de Σ, en particular
a K lo llamamos la cámara fundamental de Σ.

Lema 2.15. Cualquier simplejo de Σ es un trasladado de un simplejo de K.

Demostración. Un simplejo de Σ está determinado por una cadena w0WT0 ⊆ · · · ⊆ wnWTn . Luego,
por el Teorema 1.35 tenemos que T0 ⊆ · · · ⊆ Tn y para toda i = 1, . . . , n, wiWTi = w0WTi . En otras
palabras, el correspondiente simplejo en Σ es el trasladado por w0 del simplejo en K correspondiente
a T0 ⊆ · · · ⊆ Tn

Como K = |S| y bL = |S>∅|, entonces K es el cono sobre la subdivisión baricéntrica de bL, con
el punto cono dado por el conjunto vacı́o. Para cada s∈S definamos

Ks := |S≥{s}|.

De modo que Ks es la unión de todos los simplejos cerrados en K con vértice mı́nimo {s}, en otras
palabras, Ks es la estrella cerrada del vértice correspondiente a s en la subdivisión baricéntrica de L.
Tenemos pues definida una estructura de espejos sobre K dada por la familia (Ks)s∈S . Notemos que
x es un punto interior de un simplejo (T0 ⊆ · · · ⊆ Tn), entonces el estabilizador de ı(x) en Σ es WT0 .
Luego, para todo s∈S , tenemos que sı(x) = ı(x) para todo x∈Ks. Por el Teorema 2.2 existe pues una
aplicación continua W−equivariante ı̃ : U(W,K) → Σ; la cual, por el Lema 2.15 es biyectiva. Más
aún, comoU(W,K) y Σ tienen la misma topologı́a, tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 2.16. ı̃ : U(W,K)→ Σ es un homeomorfismo W−equivariante.
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Observación 2.17. De lo discutido anteriormente, también se tiene que W actúa propiamente
sobreU(W,K) � Σ.

3. Propiedades del complejo Σ.

Continuaremos usando la notación de la sección anterior.

Lema 2.18.

1. K es contraible.
2. Para todo T∈S, la co-cara KT = ∩s∈T Ks es contraible.
3. Para todo T∈S>∅, la cara KT = ∪s∈T Ks es contraible.

Demostración.

1. Como K = |S| es el cono sobre la sundivisión baricéntrica de nervio de L, entonces K es
contraible.

2. Notemos que KT = |S≥T |, luego, KT es un cono y por lo tanto contraible.
3. Recordemos que bL = |S>∅|. Para cualquier T∈S>∅, sea σT un simplejo del nervio L. Ası́,

su subdivisión baricéntrica bσT es un subcomplejo de bL. Observemos que KT es la unión
de las estrellas cerradas en bL de los vértices s∈T . Como bσT es contraible, bastará con
probar que existe una retracción por deformación simplicial r : KT → bσT . Un vértice de
KT está en Ks para algún s∈T . Un vértice de Ks corresponde a un subconjunto esférico T ′

con s∈T ′. Luego, si T ′ corresponde a un vértice de KT , podemos considerar el subconjunto
esférico T ′∩T . Ésta intersección no es vacı́a pues s∈T ′ ∩ T para algún s∈T ′. Luego, T ′∩T
corresponde a un vértice de bσT y la aplicación T ′ 7→ T ′∩T define una retracción simplicial
r : KT → bσT . Ésta aplicación colapsa un simplejo de la forma {T ′0, . . . ,T

′
k} a su cara

{T ′0∩T, . . . ,T ′k∩T }. En la realización geométrica de este simplejo, tenemos el segmento de
recta de cualquier punto x a su imagen bajo r. Luego, la homotopı́a ht(x) = (1 − t)x + tr(x)
está bien definida de id a r.

Para cada w∈W, sea
In(w) := {s∈S : l(ws) < l(w)}.

Claramente, si w , 1, entonces In(w) , ∅.

Proposición 2.19. Para todo w∈W, In(w) es un subconjunto esférico de S , es decir, el subgrupo
WIn(w) es finito.



3. PROPIEDADES DEL COMPLEJO Σ. 25

Demostración. Sea d = l(w). Bastará con probar que toda palabra reducida en In(w) tiene lon-
gitud menor o igual que d. Sea (t1, . . . , tk) una palabra de longitud mı́nima sobre In(w) y sea
s = (s1, . . . , sd) una expresión reducida para w. Observemos que, usando la Condición de Bo-
rrado, para cada k ≤ d, w = s1, · · · ŝi1 · · · ŝik · · · sdt1 · · · tk, es decir, t1 · · · tk puede aparecer al lado
derecho de una representación reducida de w. Luego, si k > d, tenemos que w = t1 · · · td y ası́,
wtd+1 = t1 · · · td+1. como td+1∈In(w), entonces t1 · · · td+1 no es reducida, lo cual es una contradicción.

El siguiente resultado es una consecuencia sencilla de la Condición de Borrado y nos permi-
tirá mostrar que el complejo Σ es contraı́ble. Para una demostración ver [3].

Lema 2.20. Sean T,T ′ ⊆ S , sea v∈W y consideremos la clase lateral doble WT vWT ′ . Todo
elemento w′∈WT vWT ′ se puede escribir como w′ = awa′, donde a∈WT , a′∈WT ′ y w∈WT vWT ′ es un
elemento de longitud mı́nima y l(w′) = l(a) + l(w) + l(a′). En particular, existe un único elemento
de longitud mı́nima de tal clase lateral doble.

Enumeremos a los elementos de W como sigue: 1 = w0,w1, . . . , de modo que l(wi) ≤ w j

siempre que i < j. Sea An el subcomplejo de Σ

An :=
n⋃

i=0

wiK.

Lema 2.21. An ∩ wn+1K = wn+1K In(wn+1) y por lo tanto, An ∩ wn+1K es contraible.

Demostración. Tenemos que In(wn+1) , ∅, ası́ K In(wn+1) está bien definido. Claramente se tiene la
inclusión ⊇. En efecto, si s∈In(wn+1), entonces wn+1s = wi para algún i ≤ n, y ası́ cualquier simplejo
de wn+1Ks con vértice inicial wn+1s debe de estar en Ai ⊆ An y es claro que cualquier simplejo de
wn+1Ks también está en wn+1K.
Para la inclusión ⊆, sea WT un vértice de K y sea wn+1WT∈An. Entonces wn+1WT = wiWT ′ para algún
subgrupo esférico WT ′ y algún i ≤ n. Luego, wn+1 no es de longitud mı́nima en wn+1WT . Por él lema
anterior, podemos escribir a wn+1 como wn+1 = kh, donde k es el elemento de longitud mı́nima en
wn+1WT y h∈WT . Entonces, h , 1 y l(wn+1) = l(k) + l(h). Sea t = (t1, . . . , tm) una expresión reducida
para h de modo que l(h) = m, con ti∈T . Tenemos pues que l(htm) = l(h) − 1. Ası́,

l(wn+1tm) = l(khtm) ≤ l(k) + l(htm) = l(k) + l(h) − 1 = l(wn+1) − 1 < l(wn+1),

por lo que tm∈In(wn+1). Ası́, wn+1WT∈wn+1K In(wn+1) y ası́ tenemos la contención en los vértices, lo
cual basta pues ambos lados son subcomplejos plenos de Σ.

Como corolario de lo anterior, tenemos el siguiente resultado importante.
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Teorema 2.22. El complejo Σ es contraible.

Como veremos a continuación, el complejo Σ puede ser dotado de una estrutura celular más
gruesa que su estrctura simplicial. La cual será útil más adelante en este trabajo.

Comencemos considerando un sistema de Coxeter (W, S ) con W finito. Recordemos que bajo
la representación canónica, W puede ser considerado como un subgrupo generado por reflexiones
ortogonales en E = Rn, donde n = |S |. Como W es finito, entonces podemos identificar a E con E∗

y por lo tanto a la acción geométrica con la acción canónica. Sea K el cono simplicial determinado
por 〈v, es〉 ≤ 0. Decimos que un punto x∈K̊ es un punto genérico y a la órbita Wx de un punto
genérico la llamamos órbita genérica. Definimos la célula de Coxeter de tipo W, CW , como la
envolvente convexa de Wx, es decir,

CW := conv(Wx).

Ejemplo 2.23.

1. Si W = Z2, entonces CW = [−x, x].
2. Si W es el grupo diédrico de orden 2m, entonces CW es un 2m−ágono, y este 2m−ágono es

regular si la distancia de x a cada uno de los hiperplanos de reflexión es la misma.

El siguiente lema nos permitirá definir una estructura célular más gruesa sobre Σ. Para una
prueba ver [5].

Lema 2.24. Con las hipótesis anteriores, tenemos que el conjunto parcialmente ordenado de
caras de la célula de Coxeter de tipo W es isomorfo a WS. En particular, para cada T ⊆ S , la
envolvente convexa de la WT−órbita de x es una cara de CW y es isomorfa a CWT .

Observación 2.25. Una consecuencia del lema anterior es que el tipo combinatoria de CW no
depende de x∈K̊. Además, Σ = |WS| = |F (CW)| es la subdivisión baricéntrica de CW y por lo
tanto, topológicamente es una célula. También, notemos que un subconjunot de W es el conjunto
de vértices de una cara de CW si y sólo si es una clase lateral esférica de W, pues la aplicación es
inducida por w 7→ wx.

Ahora pasemos al caso general en que W puede ser infinito. Comencemos con la siguiente
proposición sencilla.

Proposición 2.26. Existe un isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados (WS)≤wWT �

WTS, donde WTS = {T ′∈S : T ′ ⊆ T }.

Observación 2.27. wWT ∩ w′WT ′ = w0WT∩T ′ si existe algún w0∈wWT ∩ w′WT ′ .
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Por la proposición anterior, tenemos que la cara (WS)≤wWT � WTS, es decir, |(WS)≤wWT | es
isomorfo a la subdivisión baricéntrica de CwWT , la célula de Coxeter de tipo WT . Notemos que

CwWT∩w′WT ′ =

 Cw0WT∩T ′ , si w0∈wWT ∩ w′WT ′ = w0WT∩T ′

∅, en otro caso.

Por lo tanto, tenemos una estructura celular más gruesa sobre Σ, la cual es más gruesa que la
simplicial, al identificar cada subdivisión baricéntrica con la correspondiente célula de Coxeter.

Observación 2.28. Notemos que las 0−células de Σ corresponden a las clases laterales esféricas
de W∅, es decir, a los elementos de W; y un subconjunto de W corresponde a los vértices de una
célula de Σ si y sólo si es una clase lateral esférica de la forma wWT . Más aún, si la célula de
Coxeter es de tipo WT , entonces dim CWT = |T |, ya que por ejemplo, bCWT = |WTS| y las células de
mayor dimensión en CWT corresponden a cadenas de longitud máxima.
Por otro lado, las 1−células corresponden a clases laterales esféricas wWT con |T | = 1, es decir,
w{1, s} = {w,ws} y ası́, el 1−esqueleto se identifica con la gráfica de Cayley Cay(W, S ). Las 2−célu-
las corresponden a clases laterales esféricas en las que |T | = 2, luego WT � D2m para algún m y
ası́ el se puede identificar al 2−esqueleto con el 2−complejo de Cayley Cay(S ,R) (ver [9]). Final-
mente, como W actúa libre y transitivamente sobe el conjunto de vértices, entonces el enlace de un
vértice wW∅ es igual al enlace de 1W∅. Como Lk(1W∅,Σ) es isomorfo a F (Σ)>1W∅ , que a su vez es
isomorfo al nervio L, entonces tenemos que el enlace de cada vértice es isomorfo al nervio L. Todo
esto se resume en el siguiente teorema. (Ver [9]).

Teorema 2.29. Existe una descomposición celular de Σ tal que

1. Cada célula de Σ es una célula de Coxeter.
2. El conjunto de vértices de Σ se identifica con el grupo W.
3. El 1−esqueleto de Σ se identifica con la gráfica de Cayley Cay(W, S ).
4. El 2−esqueleto de Σ se identifica con el 2−complejo de Cayley Cay(SR).
5. Un subconjunto H ⊆ W es un subconjunto de vértices si y sólo si H = wWT para algún

w∈W y T ⊆ S.
6. El conjunto parcialmente ordenado de células de Σ se identifica con WS.

Algunas consecuencias inmediatas son las siguientes.

Corolario 2.30. El complejo Σ es simplemente conexo.

Corolario 2.31. Si el nervio L es homeomorfo a alguna esfera Sn−1, entonces Σ es una n−variedad
topológica.
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Definición 2.32. Una variedad cerrada de dimensión m es una m−esféra homológica si tiene la
homologı́a de Sm. Un espacio X es una n−variedad homológica si tiene los mismos grupos locales
de homologı́a que Rn, es decir,

Hi(X, X − x) =

 Z, i = n
0, i , n

Un espacio X es una n−esféra homológica generalizada (GHS n) si es una n−variedad homológica
con la homologı́a de Sn.

Definición 2.33. Un complejo simplicial Λ es una PL-variedad de dimensión n si el enlace
de cada vértice Lk(v,Λ) es PL-homeomorfo a Sn−1, es decir, si existen subdivisiones de Λ y Sn−1

y una aplicación simplicial biyectiva de bΛ a bSn. Un complejo simplicial Λ que es una variedad
homológica es una n−variedad homológica poliedral.

Teorema 2.34. Sea Λ un complejo célular. Son equivalentes:

1. Λ es una n−variedad homológica.
2. Para todo simplejo de σ de Λ, el enlace Lk(σ,Λ) es una GHS n−dim σ−1.
3. Para todo vértice v de Λ, el enlace Lk(v,Λ) es una GHS n−1.

Teorema 2.35. (Edwards, Freeman) Una n−variedad poliedral homológica X, con n ≥ 3 es
una variedad topológica si y sólo si el enlace de cada uno de sus vértices es simplemente conexo.

Corolario 2.36. Sea (W, S ) un sistema de Coxeter y sea L su nervio. Entonces

1. Σ es una n−variedad homológica si y sólo si L es una GHS n−1.
2. Σ es una n−variedad topológica si y sólo si L es una GHS n−1 y es simplemente conexa

(n , 0, 1).
3. Σ es una n−variedad PL si y sólo si L es una PL triangulación de Sn−1.

4. Topologı́a en el Infinito del Complejo Σ.

Para un estudio mas detallado del material de esta sección el lector interesado puede ver [18] o
[15].

Un sistema inverso X = {Xα, f βα ;A} sobre una categorı́a C consiste de un conjunto dirigidoA,
una familia de objetos {Xα}α∈A de C y una familia morfismos de C , { f βα : Xβ → Xα}α≤β tales que

1. f αα = idXα para todo α∈A.
2. Para cualesquiera α ≤ β ≤ γ se tiene que f αγ = f γβ f βα .
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A los morfismos f βα los llamamos los enlaces del sistema inverso. En el caso de que el conjunto
dirigidoA sea el conjunto de los números naturales N, entonces diremos que el sistema inverso X
es una sucesión inversa. Notemos que en este caso, los morfismos de enlace quedan determinados
por los morfismo fn : Xn+1 → Xn.

Definición 2.37. Sean X = {Xα, pα
′

α ;A} y Y = {Yβ, q
β′

β ;B} dos sitemas inversos sobre C . Un
morfismo de sistemas inversos (ϕ, f ) : X → Y consiste de una función ϕ : B → A y una familia
de morfismos { fβ : Xϕ(β) → Yβ}β∈B en C tal que para cualesquiera β ≤ β′ existe α∈A el cual
saitsface que ϕ(β), ϕ(β′) ≤ α y conmuta el siguiente diagrama en C

Xα

}}{{
{{

{{
{{

""DD
DD

DD
DD

Xϕ(β)

fβ
��

Xϕ(β′)

fβ′
��

Yβ Yβ′oo

donde las flechas que no tienen etiquetas son los enlaces de los correspondientes sistemas.

Observación 2.38. Existe una composición obvia para dos morfismos de sistemas inversos con
la cual el morfismo de sistemas (idA, idX) : X → X, donde cada (idX)α = idXα , es el morfismo
identidad. Tenemos pues una categorı́a inv − C en la que los objetos son los sistemas inversos de
objetos en C y los morfismos son los morfismos de sistemas inversos en C .

Consideremos nuevamente dos sistemas inversos sobre X = {Xα, pα
′

α ;A} y Y = {Yβ, q
β′

β ;B}
sobre C . Definimos una relación sobre Hominv−C (X,Y) como sigue: (ϕ, { fβ}) ∼ (ϕ′, { f ′β}) si y sólo
si para cada β∈B existe α∈A el cual satisface que ϕ(β), ϕ′(β) ≤ α y el siguiente diagrama conmuta
en C

Xα

""DD
DD

DD
DD

}}{{
{{

{{
{{

Xϕ(β)

fβ !!CC
CC

CC
CC

Xϕ′(β)

f ′β}}zz
zz

zz
zz

Yβ

Se puede probar que ∼ es una relación de equivalencia. Más aún, si definimos la composición de dos
clases de equivalencia de morfismos de sistemas inversos como la clase del morfismo composición,
entonces se puede mostrar que tenemos ora categorı́a pro−C cuyos objetos son los sitemas inversos
en C y cuyos morfismos son las clases de equivalencia de ∼. A los morfismos de pro − C los
llamamos pro-morfismos y a los isomorfismos los llamamos pro-isomorfismos.
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Observación 2.39. A cada objeto de C lo podemos considerar como un sistema inverso de la
manera obvia y ası́, se puede ver de manera seencilla que C se encaja en pro − C .

SiA′ es un subconjunto pre-ordenado deA que es dirigido y si X = {Xα, pα
′

α ;A} es un sistema
inverso, entonces X′ = {Xα, pα

′

α ;A′} es un subsistema de X. Existe un morfismo de sistemas (ıα, ı) :
X → X′ definido como sigue: ı es la inclusión de A′ en A y para cada α∈A′, ıα : Xα → Xα es la
identidad. El morfismos representado por (ıα, ı) es llamado el morfismos restricción. Uno de los
motivos por los que consideramos la categroı́a pro−C en vez de inv−C es el siguiente resultado.

Teorema 2.40. Si A′ es cofinal en A, es decir, para todo α∈A existe α′∈A′ tal que α ≤ α′;
entonces el morfismo restricción ı : X→ X′ es un pro-isomorfismo.

Sea {Gn} una sucesión inversa de grupos. Definimos el lı́mite derivado lim
←−−

1{Gn} como el con-

junto cociente de
∞∏

n=1

Gn bajo la relación de equivalencia siguiente: (xn) ∼ (yn) si y sólo si existe

(zn)∈
∞∏

n=1

Gn tal que yn = znxn fn(z−1
n+1) para toda n. Lo que se hace es imitar la construcción del

lı́mite derivado en el caso de módulos que se estudia en álgebra homológica. Consideraremos a
lim
←−−

1{Gn} como conjunto punteado cuyo punto base, denotado por [1], será la clase de equivalencia
de (1, 1, . . . ). Diremos que lim

←−−
1{Gn} es trivial si es el conjunto punteado {[1]}.

Definición 2.41. Una sucesión inversa {Gn} de grupos es semi-estable si para cada m existe
ϕ(m) ≥ m tal que para todo k ≥ ϕ(m), Im f ϕ(m)

m = Im f k
m.

El punto de la definición anterior es el siguiente resultado, el cual se puede encontrar en [18].

Proposición 2.42. {Gn} es semi-estable si y sólo si {Gn} es pro-isomorfa a una sucesión inversa
cuyos enlaces son epimorfismos.

Se puede probar que si {Gn} es semi-estable, entonces lim
←−−

1{Gn} es trivial. Más aún, en [14],
Ross Geoghegan probó un reciproco parcial.

Teorema 2.43. Si {Gn} es semi-estable, entonces lim
←−−

1{Gn} es trivial. Si lim
←−−

1{Gn} es trivial y cada
grupo Gn es numerable, entonces {Gn} es semi-estable.

Un rayo propio en un espacio topológico X es una aplicación continua propia r : [0,∞) → X.
Notemos que r es propio si y sólo si para todo compacto C ⊆ X existe un entero positivo N tal que
r([N,∞)) ⊆ X −C, en otras palabras, r(t) se va al infinito conforme t → ∞.
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Definición 2.44. Dos rayos propios r1, r2 : [0,∞) → X determinan el mismo final si para
cualquier subconjunto compacto C ⊆ X existe un entero N tal que r1([N,∞)) y r2([N,∞)) están
contenidas en la misma componente de caminos de X −C.

Se puede probar que determinar el mismo final es una relación de equivalencia sobre el conjunto
de rayos propios. Una clase de equivalencia de esta relación es un final de X.

Supongamos que C1 ⊂ C2 ⊂ · · · es una filtración de un CW−complejo X por subcomplejos
finitos y sea r : [0,∞)→ X un rayo propio tal que r(i)∈X −Ci para todo i∈N. Tenemos entonces una
sucesión inversa {π1(X−Cn, r(n))}, donde los morfismos de enlace son inducidos por las inclusiones.
Se puede probar que si C′1 ⊂ C′2 ⊂ · · · es otra filtración de X por subcomplejos finitos y r(i)∈X −C′i ,
entonces {π1(X − Cn, r(n))} y {π1(X − C′n, r(n))} son pro-isomorfas. Más aún, si r′ : [0,∞) → X es
otro rayo propio tal que r′(i)∈X −C′i y es propiamente homotópico a r, entonces las sucesiones
inversas {π1(X −Cn, r(n))} y {π1(X −C′n, r

′(n))} son pro-isomorfas (ver [15]).

Definición 2.45. Supongamos que un CW−complejo X tiene un final e representado por un rayo
propio r. Decimos que Y es semi-estable en e si existe una filtración (Cn)n∈N de X por subcomplejos
finitos tal que la sucesión inversa {π1(X − Cn, r(n))} es semi-estable. Si X es semi-estable en cada
uno de sus finales, entonces decimos que X es semi-estable

Observación 2.46. Si X es un CW−complejo semi-estable, entonces el tipo de pro-isomorfismo
de {π1(X − Cn, r(n))} es independiente de la elección del rayo r y de la filtración {Cn}. Luego, el
lı́mite inverso de la sucesión nos da un grupo, bien definido hasta isomorfismo, llamado el pro-
grupo fundamental en e

πe
1(X −Cn, r(n)).

En este caso, el final e juega el papel del punto base en el grupo fundamental. Si X tiene un final,
entonces este grupo es llamado el grupo fundamental en el infinito y se denota por π∞1 (X).

Definición 2.47. Sea X un espacio topológico. Una vecindad del infinito es el complemento
de cualquier subconjunto compacto de X. Diremos que X es simplemente conexo en el infinito si
dada cualquier vecindad del infinito X − C, existe otra vecindad del infinito más pequeña (C ⊆ D)
X − D tal que cualquier lazo en X − D es homotópicamente trivial en X −C.

Proposición 2.48. [15] Si X es un CW−complejo con un final, entonces X es simplemente co-
nexo en el infinito si y sólo si es semi-estable y π∞1 (X) es trivial.

Consideremos un sistema de Coxeter (W, S ) con nervio L y denotemos nuevamente por S al
complejo simplicial abstracto de subconjuntos esféricos y por Σ al complejo de Davis. En [19]
Mihalik mostró lo siguiente:
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Teorema 2.49. [19] El complejo Σ es semi-estable en cada uno de sus finales.

Más aún, en [10], Davis y Meier probarón lo siguiente:

Teorema 2.50. [10] Σ tiene un final y es simplemente conexo en el infinito si y sólo si para cada
T∈S, L − σT es simplemente conexo.



Capı́tulo 3

Variedades de Davis.

En este capı́tulo demostraremos el resutado principal de este trabajo:

Teorema 3.1. [8] Para cada dimensión n ≥ 4, existen variedades topólogicas asféricas cerradas
cuyo cubriente universal no es homeomorfo al espacio euclidiano.

Comenzaremos discutiendo brevemente acerca de variedades contraibles.

Supongamos que M es una n−variedad contraible abierta, es decir, no compacta y sin frontera.
Una pregunta natural es si M es homeomorfa a Rn. Para n ≥ 3 una condición necesaria es que M sea
simplemente conexa en el infinito. Por otro lado, para n ≥ 4 esta condición resulta ser suficiente.

Teorema 3.2. ([11], [23]) Para n ≥ 4, una n−variedad contraible y abierta es homeomorfa a
Rn si y sólo si es simplemente conexa en el infinito.

Mediante técnicas de Teorı́a de Cirugı́a, se puede probar que:

Teorema 3.3. Toda esfera homológica acota una varieadad topológica contraible.

Luego, existen muchas variedades contraibles abiertas que no son homeomorfas al espacio eu-
clidiano al menos en dimensiones mayores o iguales a 4. De hecho, si Cn es una variedad contraible
compacta con frontera no simplemente conexa, entonces su interior no es simplemente conexo en
el infinito y por lo tanto no es homeomorfo al espacio euclidiano. Un ejemplo puede ser encontrado
en [27].

Demostración. (Teorema 3.1)

Sea L un complejo simplicial finito y supongamos que es una (n − 1)−variedad PL y una (n −
1)−esfera homológica. Subdividiendo baricéntricamente si es necesario, podemos suponer que L es
el nervio de un sistema de Coxeter angulado recto. Notemos que el complejo Σ asociado a (W, S ) es
una n−variedad homológica contraible. Modificaremos a Σ para que sea una variedad topológica.
Para esto, recordemos que Σ es equivariantemente homeomorfo a

U(W,K) = (W × K)/ ∼,
33
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donde la cámara fundamental K es la realización geométrica del conjunto parcialmente ordena-
do de subconjuntos esféricos. Por el Teorema 3.3 la esfera homológica ∂K es la frontera de una
n−variedad contraible C. Podemos usar la descomposición de espejos de ∂K para obtener una es-
tructura de espejos sobre C. En efecto, para cada s∈S hacemos

Cs := Ks ⊂ ∂K.

Consideremos pues el espacioU(W,C) y observemos que es una n−variedad topológica contraible
con una W−acción. En efecto, es contraible pues es homotópicamente equivalente aU(W,K); y es
variedad puesU(W,K) es una variedad excepto en los puntos cónicos y los hemos desingularizado
al reemplazar cada copia de K por C.
Supongamos que n ≥ 4 y que L no es simplemente conexo. Por el Teorema 2.50 π∞1 (Σ) no es trivial.
La aplicación obvia C → K, que extiende a la identidad sobre la forntera, inuce una equivalencia
homotópica propiaU(W,C) → U(W,K). Se puede ver fácilmente que las equivalencia homotópi-
cas propias inducen isomorfismos en el grupo los grupos fundamentales en el infito y ası́,U(W,C)
tampoco es simplemente conexo en el infinito y por lo tanto no es homeomorfo a Rn. Para obtener
una n−variedad asférica cerrada M como en el enunciado del teorema argumentamos como sigue.
Recordemos que por el Lema de Selberg, W es virtualmente libre de torsión. De modo que pode-
mos escoger un subgrupo libre de torsión Γ de ı́ndice finito en W. Como W actúa propiamente sobre
U(W,C), todos sus grupos de isotropı́a son finitos y por tanto Γ actúa libremente sobre U(W,C).
Ası́, U(W,C) → U(W,C)/Γ es una proyección cubriente. Luego, M := U(W,C)/Γ es una varie-
dad. Es compacta pues Γ tiene ı́ndice finito en W. Como M̃ := U(W,C) es simplemente conexa,
entonces es el cubriente universal de M y como no es simplemente conexa en el infinito, entonces
no es homeomorfa a Rn.

Observación 3.4. Los ejemplos de variedades asféricas exóticas en general no son sencillos.
En [12], Barry Mazur contruyó una 4−variedad topológica contraible con frontera no simplemente
conexa. Sin embargo esta construcción no es sencilla y se sale de los alcances de este trabajo. Pero
siguiendo la construcción del teorema anterior se puede llegar a un ejemplo de una 4−variedad
asférica cerrada exótica. Tambien, en [13] construyó 5−variedades contraibles con frontera no sim-
plemente conexa y estas se pueden tomar como base para constuir 5−variedades asféricas cerradas
exóticas.
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