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Prefacio

Esta tesis comienza realmente en el capitulo[2|donde presento un amplio y
preciso analisis sobre el desarrollo y motivacion de los principales resultados
existentes sobre reyes en digraficas. Ademas de servir de justificacion y base
para nuestros resultados, este desarrollo histérico cumple una funcién muy
importante, muestra el tipo de preguntas «cldsicas» del tema. A grandes
rasgos, estas preguntas se separan en las siguientes vertientes:

= sobre existencia y localizacién de reyes y
= sobre cantidad minima de reyes.

No pretendo explicar ahora a qué me refiero exactamente con esto tltimo,
lo menciono pues me gustaria que sea algo que tenga en mente cualquiera
que lea este texto.

La parte mas hermosa de esta tesis (que conicide con ser la parte principal)
es el capitulo |3 en el cual se da respuesta a una conjetura de Hortensia
Galeana Sanchez y César Hernandez Cruz que se puede reinterpretar de la
siguiente forma:

Una digrdfica k-cuasi-transitiva tiene un (k+1)-rey si y sélo si tiene una
unica componente fuerte inicial.

En [17] se demostré que esto es cierto si k es un entero par. Por eso, si se
quiere demostrar la veracidad de la conjetura bastaria con demostrarlo para
enteros k impares. Los teoremas |54 y unos de los principales resultados
de esta tesis, muestran que la conjetura es cierta y también proporcionan
un criterio sumamente sencillo para localizar al menos un (k + 1)-rey. En
ese mismo capitulo se generalizan varios teoremas de Bang-Jensen y Huang
sobre 3-reyes en digraficas 2-cuasi-transitivas. Los resultados presentados en
dicho capitulo tocan las dos vertientes mencionadas y muchos de ellos no

IX



X (k+1)-reyes en digraficas k-cuasi-transitivas

tienen similar en digraficas 2-cuasi-transitivas (o en alguna otra familia de
digréficas) ni habian sido conjeturados, por lo que son totalmente originales.

En mi opinién, los resultados mas llamativos y sorprendentes no son los
que dan solucién a la conjetura sino los que se encuentran en las secciones (3.3
y B4

El siguiente capitulo es un tedioso, necesario y muy breve compendio de
definiciones béasicas y términos que usaremos. Naturalemente, el lector que
lo crea pertinente puede mantenerse al margen de dicho capitulo.



Capitulo 1

Definiciones generales

En este primer capitulo definiremos, sin entrar en detalles, todos aque-
llos conceptos que se deben conocer antes de leer este texto. Daremos por
hecho que el lector conoce los conceptos y notacién basica de la teoria de los
conjuntos.

1.1. Digraficas y subdigraficas

Una digrafica, usualmente denotada por la letra D, es una pareja or-
denada (V(D), A(D)) = D donde V(D) es un conjunto, que para nuestros
fines serd finito y no vacio, llamado el conjunto de los vértices de D, y
A(D) es un subconjunto de (V(D) x V(D))\ {(v,v) | v € V(D)} llamado el
conjunto de las flechas de D. Asi, todo elemento de V(D) es un vértice
y todo elemento de A(D) una flecha. Una flecha (u,v) recibe en nombre de
flecha simétrica si (v,u) también es una flecha. En la figura (u,v) es
una flecha simétrica (y por lo tanto también (v,u) lo es). A la cardinalidad
del conjunto V(D) se le llama el orden de D y a la cardinalidad de A(D) se
le conoce como el tamano de D.

Si (u,v) € A(D), diremos que hay una flecha de uw a v. También denotare-
mos a la flecha (u,v) como uv (esta segunda notacién serd la que usaremos
mayormente para denotar a una flecha). Si uv € A(D) o vu € A(D) diremos
que u y v son adyacentes. Usaremos u — v para denotar que uv € A(D) y
u - v para denotar que uv ¢ A(D). Si a € A(D) y a = uv diremos que a
incide tanto en w como en v y que a va de u a v.

Supongamos que D = (V(D),A(D))y H = (V(H), A(H)) son digréficas

1
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2 (k+1)-reyes en digraficas k-cuasi-transitivas

Figura 1.1: Ejemplo de digrafica.

tales que V(H) C V(D) y A(H) C A(V), en este caso decimos que H es
una subdigrafica de D. Si ademas para cualquier par de vértices u y v en
V(H) se tiene que uv € A(H) siy sblo si uv € A(D) entonces la subdigréfica
H es llamada subdigrafica inducida. Se puede pensar en una subdigrafica
inducida como el resultado de «borrar» vértices de D y las respectivas flechas
que inciden en ellos. Observando bien la definicién, es claro que una subdi-
grafica inducida queda totalmente determinada por su conjunto de vértices,
por eso si H es una subdigréafica inducida de D con S = V(H) usamos la
notacién D[S| para referirnos a la digrafica H, es decir, D[S] = H

Dado un vértice v, definimos la exvecindad de v como el conjunto Nt (v)
de todos los vértices w € V(D) tal que vw es una flecha de D. A la cardi-
nalidad del conjunto N*(v) la llamamos exgrado de v y es denotada por
d"(v). Andlogamente N~ (v), la invecindad de v, es el conjunto de todos
los vértices w € V(D) tal que wv es una flecha de D, y su cardinalidad es
llamada ingrado de v, denotada por d~(v). El exgrado maximo de D es
el niimero A}, = max {d*(v) |v € V(D)} y el exgrado minimo de D es el
nimero §5; = min {d(v) | v € V(D)}. Andlogamente se definen el ingrado
maximo y el ingrado minimo de D denotados A}, y d,, respectivamente.

En la figura 1.2 la exvecindad del vértice w es {u} y su invecindad es el
conjunto vacio, por lo tanto su exgrado es 1 y su ingrado es 0. Claramente
w es un vértice de ingrado minimo pues el ingrado de un vértice no puede
ser negativo. Observemos que AT (D) = 8 y que v es un vértice de exgrado
maximo.
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Figura 1.2: Los vértices blancos son ejemplo de vértices con invecindad o
exvecindad vacia, segiin sea el caso.

Un torneo 7' es una digrafica tal que entre cualesquiera dos vértices
en V(7T') hay exactamente una flecha. Los torneos son una de las clases de
digraficas mas estudiadas ya que tienen una gran cantidad de propiedades.
Maés de una vez he escuchado las palabras «Si tienes una conjetura lo primero
que debes hacer es verificar si es cierta para torneos». Hay varias generaliza-
ciones del concepto de torneo y en esta tesis hablaremos de algunas de ellas,
las cuales seran definidas cuando sea necesario.

1.2. Recorridos y distancias

Un camino dirigido C' en una digrafica D es una sucesion finita de
vértices (vg, vy, - . ., V) tal que v; — v; 41 para todo entero i tal que 0 < i < n.
Observamos que (v) es un camino pues cumple trivialemente la definicion.
Para abreviar omitiremos la palabra dirigido. Si vg = u y v, = v diremos
que C es un uv-camino y que u y v son los extremos de C. Si existe
un uv-camino diremos que v alcanza a v. Dados dos vértices u y v puede
haber méas de un wv-camino (la definicién no lo impide) y un vértice puede
aparecer mas de una vez en dicho camino (incluso u y v). La longitud de C,
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denotada por [(C), es definida como el nimero n. Si Cy = (vg, vy, -+ ,v,) ¥
Cy = (ug,uq, -+ ,Uy) son dos caminos tales que v, = uy definimos al camino
C1UCy como el camino C' = (vg, v1, ++ ,Up, U, **+ ,Up). También definimos
el camino v;Civ; como la subsucesion (u;, w;y1--- ,u;) del camino Cj. Si

v; = Vg 0 si v; = v, escribiremos Unicamente Cjv; o v;C; respectivamente.
Usaremos de forma combinada estas distintas notaciones de caminos, por
ejemplo (v;_1,v;) Uv;Cy U Cs.

Una trayectoria dirigida 7" es un camino en el que no se repiten vértices.
Al igual que en la definicién anterior omitiremos la palabra dirigida para
abreviar. Si T es un wv-camino, que también es trayectoria, diremos que es
una uv-trayectoria.

Un resultado bésico de la teoria de digréficas establece que todo ww-
camino en una digrafica contiene una uv-trayectoria. Por esta razén muchas
veces se estudian caminos en digraficas con la unica finalidad de encontrar
trayectorias. Observamos que una trayectoria es un caso particular de camino,
por lo que la notacion y definiciones anteriores, dadas para caminos, también
son validas para trayectorias.

Una wv-trayectoria T' tal que no existe una uv-trayectoria de longitud
estrictamente menor a 7" es una uv-trayectoria de longitud minima.

Decimos que (vg, v1, - . .,v,) = C es un ciclo dirigido si es un camino tal
que todos los vértices son distintos, excepto vy y v,, para los cuales se cumple
que vy = v,. Para abreviar omitiremos la palabra dirigido.

Si existe una uv-trayectoria, la distancia de u a v, d(u,v), es defini-
da como la minima longitud de una wv-trayectoria. Si no existe alguna wv-
trayectoria diremos que d(u,v) = oo. Cabe aclarar que no estamos hablando
de una distancia en el sentido matematico usual, pues no necesariamente se
cumple que d(u,v) = d(v,u).

Dada una digrafica D y dos vértices en ella, u y v, podemos definir la
relaciéon ~ tal que u ~ v si y sélo si existe una wuwv-trayectoria y una vu-
trayectoria en D. Es conocido (y facil de demostrar) que ~ es una relacién
de equivalencia y por lo tanto induce una particién {C1y,...Cs} de V(D).
Cada subgréfica inducida por un elemento de tal particién recibe el nombre
de componente fuertemente conexa (o componente fuerte para abreviar).
Claramente en una componente fuerte cada par de vértices se alcanzan entre
si. Sila particion consta de un tinico elemento diremos que D es una digrafica
fuertemente conexa (o fuerte). Se dice que C' es una componente fuerte
inicial (final) si para toda wv-trayectoria (vu-trayectoria) con v € V(C') se
tiene que u € V(C).



Capitulo 2

Desarrollo historico

En algunas digraficas existe un tipo muy especial de vértices que reciben
el nombre de reyes. El estudio de estos vértices, su generalizacién y las di-
graficas en las cuales se encuentran es el tema central de esta tesis. Antes de
meternos de lleno en las definiciones especificas del tema, lemas, teoremas,
corolarios, proposiciones, generalizaciones y relaciones con otros temas cono-
cidos hablaremos un poco acerca de aquellas inquietudes que motivaron el
estudio de este hermoso tema.

2.1. Motivacion y torneos

Es un hecho que en muchas sociedades de animales existen individuos que
tienen un dominio sobre otros integrantes de su sociedad. En algunas de estas
sociedades existe lo que se conoce como el macho o hembra alfa, un individuo
que tiene un dominio sobre los demas miembros de la sociedad en la que se
encuentra. Ejemplos de estos individuos se encuentran en sociedades de suri-
catos, chimpancés y abejas, entre otros. Sin embargo no todas las sociedades
de animales presentan tal organizacion. Un claro ejemplo es lo observado por
T. Schjelderup-Ebbe [25] en 1922. El observé que en una gallinerl’ cada par
de gallinas tiene bien definida una relacién de dominancia, es decir, una do-
mina a la otra pero rara vez existe una gallina que domina a todas las demas.
Dicho dominio es reafirmado por un picotazo de la gallina dominante en la
cabeza de la gallina dominada. Relaciones de dominancia similares fueron es-
tudiadas, desde el punto de vista de la biologia, por W. C. Allee [28, 29] y sus

'Nombre que recibe una agrupacién de gallinas
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estudiantes Collias [30] en 1943, Guhl [31] en 1944 (conjuntamente con Alle)
y Potter [32] en 1949 usando en sus investigaciones, principalmente, gallinas.
Otras relaciones de dominancia parecidas se dan en torneos de ajedrez, futbol
y tenis, sélo por mencionar algunos.

En este tipo de sociedades animales en las que para cada par de indi-
viduos se tiene que uno domina al otro, pero no necesariamente hay uno que
domine a todos los demas, es natural preguntarse si ain en tales circunstan-
cias existe un individuo con mayor dominio. El sociélogo-matematico H. G.
Landau se hizo esta misma pregunta en 1953 y en [14] estudié, desde el punto
de vista de las matematicas, la estructura de las relaciones de dominacion de
estas sociedades e intent6 describir jerarquicamente dichas estructuras. Con
la finalidad de hacer esta descripcion usé un concepto de dominacion distinto
el cudl crey6 adecuado para tales fines (sobre si lo era o no hablaremos un
poco mas adelante). El debilité el concepto «dominar». Si bien no siempre es
posible encontrar a un individuo que domine a todos los demés jexistira al-
guno que domine a todos los demas ya sea directa o indirectamente?, dicho
de otra forma, jexiste un individuo ¢ tal que si ¢ no domina a un individuo j
entonces hay al menos un individuo £ tal que ¢ domina a k y k domina a 37
La respuesta a esta pregunta es si y en [I4] Landau proporcion6 una senci-
lla demostraciéon a este resultado, y no sélo demostro la existencia de dicho
individuo, sino que fue capaz de dar un sencillo criterio para localizarlo.

En vez de continuar con este resultado tal cual lo presenté Landau,
primero echaremos un vistazo al andlisis y formalizacién que hizo S. V. Mau-
rer sobre estos resultados. En [§], articulo publicado en 1980 bajo el titulo
The king chicken theorems, Maurer no sélo presenta resultados nuevos y muy
bien justificados en el tema sino que establece un modelo matematico para el
estudio de dichas sociedades y hace una espléndida y profuda reflexion acerca
del éxito de Landau en su intento de establecer a un individuo dominante.

En [8] Maurer propone una digrafica D = (V, A) como modelo para el
estudio de las relaciones de dominancia en una sociedad, donde V' es el con-
junto de individuos de la sociedad y uv es una flecha en A si y sélo si el
individuo u domina al individuo v. Una vez establecido este modelo, las so-
ciedades que Landau estudié se pueden modelar con un torneo 7. Maurer
también propone un término para el concepto estudiado por Landau en [14].

Definiciéon 1. (Maurer [§]) Un vértice en un torneo es un rey si la distancia
desde ese vértice hacia cualquier otro vértice del torneo es a lo mas 2.

Ya que Landau tenia como finalidad encontrar al individuo con mayor
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dominio, a Maurer le parecié adecuado nombrarlo rey. A pesar de que Maurer
establecio que el estudio de relaciones de dominancia en una sociedad puede
ser modelado muy formalmente con una digrafica, y de que ya existia todo un
lenguaje en digraficas que pudo haber usado para la redaccion del articulo
The king chicken theorems, él prefirid, en primer lugar, enfatizar que los
estudios de estas sociedades, por parte de los bidlogos, se habia enfocado en
sociedades de gallinas [28] 29, 30, 31, 32] y, en segundo lugar, usar el hecho de
que Landau motiva sus estudios con un ejemplo de una sociedad de gallinas
[15]. En vez de vértices y digréaficas Maurer opté por poner todo, hasta las
llamativas ilustraciones, en un contexto de gallinas y gallinerias, lo cual le da
un marco muy entretenido y poco comin a dicho articulo.

Una vez formalizados los conceptos podemos enunciar de forma sencilla
y elegante el resultado que Landau demostro.

Teorema 2. (Landau [14]) En todo torneo cada vértice de exgrado mdzimo
es un rey.

Figura 2.1: [lustracién extraida de The king chicken theorems, siempre existe
un rey en un torneo.

Este resultado es generalmente atribuido a Landau y sin embargo él mis-
mo menciona en [14] que, en un articulo no publicado, F. E. Hohn declaré un
teorema que afirma que en un torneo existe un rey. Landau también men-
ciona que la existencia de un rey en los torneos es corolario de un teorema de
H. E. Vaughan que aparece en [33]. El teorema [2| es justamente atribuido a
Landau pues no se limita a indicar la existencia de un rey, sino que es capaz
de dar un sencillo criterio para localizar uno, ademéas de proporcionar una
demostracion corta.
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Figura 2.2: ('3, un torneo en el cual todos los vértices son reyes.

El teorema [2| parece indicar que Landau tuvo éxito y fue capaz de encon-
trar al individuo con mayor dominio pero ;qué pasa si hay mas de un vértice
de exgrado maximo? Para Maurer, el éxito de Landau deberia radicar en que
el rey (individuo con mayor dominio) fuera tinico o al menos algo raro. Un
sencillo ejemplo de que esto puede no ocurrir es la digrafica de la figura 3.2 en
donde todos los vértices son reyes pues tienen el mismo exgrado. De hecho,
en The king chicken theorems todos los resultados presentados por Maurer
estan orientados a mostrar que un rey es algo «comtin» en un torneo. Estos
resultados son los siguentes:

Teorema 3. (Maurer [8]) En todo torneo, todo vértice con invecinos tiene
un INVECINo que es un rey.

Teorema 4. (Maurer [§]) Un torneo tiene exactamente un rey si y solo si
tiene un vértice de ingrado cero.

Teorema 5. (Maurer [8]) Para todo entero positivo n distinto de 2 y de 4
existe un torneo T con n vértices tal que todo vértice es un rey.

Teorema 6. (Maurer [§]) Para cualquier par de enteros positivosn y k, n >
k, existe un torneo con exactamente n vértices y k reyes con las siguientes
excepciones: k =2 con n arbitraria yn =k = 4.

Teorema 7. (Maurer [8]) La probabilidad de que un torneo aleatorio con n
vértices tenga exactamente un rey es n(%)"‘l.
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Teorema 8. (Maurer [8]) La probabilidad de que en un torneo arbitrario con
n wvértices todo vértice sea un rey tiende a 1 cuando n — 0.

Maurer llama torneos completos en reyes a los torneos tales que todos
sus vértices son reyes. Para la demostraciéon del teorema [, Maurer usa un
argumento inductivo, haciendo crecer un torneo de n vértices completo en
reyes a un torneo con n—+2 vértices completo en reyes. Esta idea fue suficiente
para la demostracion pero, como él mismo menciona, Maurer intentaba hacer
una prueba inductiva haciendo crecer un torneo de n vértices completo en
reyes a un torneo con n + 1 vértices completo en reyes. Esto fue logrado més
adelante por K. B. Reid en [26].

Los teoremas [f] y [0] muestran que, salvo pocos casos, es posible encontrar
torneos con n vértices con la proporcién de reyes que queramos. Los teo-
remas [7] y [§] muestran que la proporcién de los torneos con n vértices, con
exactamente un rey, y los torneos con n vértices completos en reyes baja y
sube respectivamente cuando n tiende a infinito.

Figura 2.3: Ilustracion extraida de The king chicken theorems, los reyes son
comunes.

Cabe mencionar que en el teorema [f] la aseveraciéon de que k = 2 con n
arbitraria ya habia sido cuestionada y respondida con anterioridad, al igual
que el teorema 4| (ambos de forma indirecta). Esto se debe a que D. L.
Silverman propuso en [21] el problema de demostrar que en un torneo sin
vértices de ingrado cero hay al menos tres reyes. Este problema fue planteado
antes de la aparicién del articulo The king chicken theorems, por lo que se
usé otra terminologia en su redaccién y fue resuelto por J. Moon en [22]
dando lugar al siguiente teorema.

Teorema 9. (Moon [22] [21]) Todo torneo sin vértices de ingrado cero tiene
al menos tres reyes.
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Es claro que el teorema anterior implica que no hay un torneo con exac-
tamente dos reyes. Moon también menciona en [22] que el teorema 8 ya habia
sido demostrado por Leo Moser en un articulo no publicado.

En los teoremas [f y [6] se menciona que no hay un torneo con 4 vértices
completo en reyes. Este hecho aparece como parte del problema 5 en la
pagina 317 de [27]. El teorema [8 tal y como lo menciona Maurer en [§],
es esencialmente una reinterpretacion de parte de un resultado de Moon y
Moser, el cual aparece en [24].

2.2. El principio de la dualidad: siervos

Dada una digrafica D es posible construir una digréafica 5 obtenida a
partir de invertir cada flecha de D. Esta digrafica es conocida como la inversa
de D.

Es conocido que cualquier afirmacion acerca de una digrafica tiene aso-
ciada una afirmacion dual, la cual se obtiene de aplicar la afirmacion a la
inversa de la digrafica y reinterpretando en términos de la gréafica original.
Esto se conoce como el principio de dualidad.

Por el principio de dualidad, la definicién de rey tiene asociada un con-
cepto dual, el cual fue definido por Maurer en [§]:

Definicién 10. Un vértice v en un torneo es un stervo si la distancia de
los demas vértices del torneo a v es a lo mas 2.

Es claro que todo teorema acerca de reyes en torneos tiene una inter-
pretacion usando siervos. Por ejemplo, usando el principio de dualidad en el
teorema |2| obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 11. En todo torneo cada vértice de ingrado mdzrimo es un siervo.

Asi mismo los teoremas [3] [ [5 [6] [7 [ y 9} junto con la mayor parte
de los teoremas subsecuentes, tienen su interpretacion respectiva usando el
principio de dualidad. Ya que por lo general es muy sencillo hacer tal inter-
pretacion, obviaremos estos resultados duales con siervos y nos quedaremos
con la versién de reyes que es mucho méas popular.

En [8] Maurer no sélo habla de la dualidad de los términos rey y siervo
sino que se pregunta por la relacién entre estos dos conceptos pero, como dije
antes, siempre orientado a mostrar que la propiedad de ser un rey es algo
«comun». Los resultados que muestra son los siguientes:
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Figura 2.4: Ejemplo de una digrafica y su dual. No es necesario especificar
cudl es la digrafica inversa de cual debido a que si D es inversa de D’ entonces
D’ es inversa de D.

Teorema 12. (Maurer [8]) La probabilidad de que en un torneo aleatorio con
n vértices todo vértice sea a la vez rey y siervo tiende a 1 cuando n — oo.

Teorema 13. (Maurer [8]) En un torneo todo vértice es un rey si y sélo si
todo vértice es un siervo.

Con los teoremas y se muestra que el comportamiento de los
vértices, en cuanto a la propiedad de ser rey o ser siervo, se va haciendo
cada vez mas homogéneo entre més vértices tiene el torneo. En particular,
el teorema [12| muestra que pensar en un rey como un individuo con mayor
dominio no tiene sentido pues, si el torneo en el que se encuentra tiene sufi-
cientes vértices, la probabilidad de que sea tanto dominante como dominado
(rey y siervo a la vez) es muy alta.

2.3. Resultados posteriores en torneos

The king chicken theorems es un articulo maravilloso ya que no sélo se
presentan en él resultados originales y bien justificados sino que cuestiona la
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motivacién del estudio de reyes en digraficas y al final propone problemas
que, si bien Maurer no cree que tengan aplicaciones inmediatas, los considera
interesantes en las matematicas puras. Algunos de estos problemas son los
siguientes:

Problema 14. (Maurer [§]) ;Para que 4-adas (n, k, s, b) existe un torneo
con exactamente n vértices, k reyes y s siervos de los cuales exactamente b
reyes son también siervos?

Reid llama (n, k, s,b)-torneos a los torneos que tienen estas propiedades
en [26].

Problema 15. (Maurer [§]) ;Qué torneos T estan contenidos en un torneo
cuyo conjunto de reyes es exactamente el conjunto de vértices de T?

Problema 16. (Maurer [§]) Encontrar una demostracion del teoremal[3| que
use un argumento inductivo de n a n+1.

Estas preguntas fueron retomadas por Reid en 1982 (dos anos después) y
respondidas en el articulo Fvery vertex a king [26] dando lugar a los siguientes
teoremas:

Teorema 17. (Reid [20]) Sean n, k, s y b nimeros enteros y supongamos
quen >k > s >byn > 0. Ezxiste un (n,k,s,b)-torneo si y sélo si se
cumplen las siguientes propiedades:

= n>k+s—0b,

n s£2yk#2,

sn=k=b=s#4don>kys>by

» (n,k,s,b) es distinto de (n,4,3,2), (5,4,1,0) y (7,6,3,2).

Teorema 18. (Reid [26]) Un torneo T no trivial estd contenido en otro
torneo W' cuyo conjunto de reyes son precisamente los vértices de T si y solo
st T no tiene vértices de ingrado cero.

Teorema 19. (Reid [20]) Si existe un torneo con n vértices completo en

reyes entonces existe un torneo con n + 1 wvértices completo en reyes, con
n > 4.
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Ademas de estos resultados, Reid presenta una serie de teoremas rela-
cionados con el teorema El observé que en su demostracion del teore-
ma (18] también se proporciona una cota superior del niimero de vértices en
W, pero esta cota no es justa. Aunque no pudo mejorar esta cota superior,
Reid proporciona una cota inferior. Una pequena mejora en la cota superior
fue publicada en 1997 en [34]. Reid también consider6 el siguiente problema:
dado un torneo 7" j cudl es el minimo orden de un torneo completo en reyes que
contiene a 17 Este problema claramente es una variacién del problema

Los problemas propuestos por Maurer fueron rapidamente resueltos, lo
que podria hacernos pensar que fueron considerados como interesantes, sin
embargo, no tuvieron gran impacto en las generalizaciones posteriores al
estudio de reyes en torneos.

2.4. Generalizaciones y justificacion

Otra més de las grandes aportaciones que hizo Maurer en [8] es la siguiente
observacién: un rey es un vértice en un torneo cuya distancia a los demas
vértices es a lo mas dos jqué pasa si reemplazamos el dos por tres o por un
numero natural cualquiera? Esta pregunta motivo la siguiente definicién:

Definicién 20. Un vértice en una digrdfica es un k-rey si la distancia desde
ese vértice hacia cualquier otro vértices de la digrdfica es a lo mas k.

Al igual que en el caso de los reyes, el principio de dualidad nos propor-
ciona el concepto dual de k-siervo. Bajo esta definicién lo que conocemos por
rey puede considerarse también un 2-rey. Aunque esta definicién es general-
mente atribuida a Maurer en realidad hay una importante y sutil diferencia
con la que él propone. Maurer no es capaz de desligar este concepto de los
torneos y proponer su estudio en digraficas en general.

Tal y como mostré Maurer, el concepto de rey no es de gran ayuda para el
estudio de individuos dominantes en una sociedad (y el concepto de k-rey no
mejora la situacién). Afortunadamente este no es el inico interés detréas de su
estudio. La existencia de un k-rey en una digrafica D nos da informacion sobre
otros parametros de D, el radio y el diametro. Para definir facilmente el
radio y el diametro de una digrafica necesitamos primero el siguiete concepto:

Definicién 21. Dada una digrafica D la excentricidad de un vértice v €
V(D), denotada como exc(v), se define como mdz,cv(py{d(v,u)}. En caso de
no ezistir ese maximo, exc(v) se define como co.
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Intuitivamente, la excentricidad de un vértice v nos dice que tan alejados
estan los demas vértices de v. Ahora si:

Definicién 22. El radio de una digrdfica D, rad(D), se define como
minyev(pylexc(v)} y el didmetro, diam(D), como mdz,cypy{erc(v)}.

De la definicién anterior es clara la relacion entre el radio y los k-reyes.
Si D tiene un k-rey v entonces rad(D) < k pues, al ser v un k-rey, se tiene
que exc(v) < k. Més atn, si el radio de una digrafica es k entonces existe un
vértice v € V(D) tal que exc(v) = k por lo que v es un k-rey.

Figura 2.5: Digrafica sin k-rey ni k-siervo para todo nimero natural k.

La relacién entre didmetro y k-reyes es la siguiente: si diam(D) = k
entonces todo vértice de D es un k-rey y si cada vértice de D es un k-rey
entonces diam(D) < k.

Ademas de lo anterior los k-reyes resultan de gran importancia en
planeacion y optimizacién. Podemos pensar a un k-rey como un vértice del
cudl se puede llegar con relativa facilidad a cualquiera de los demas vértices.
Por ejemplo, en una digrafica que modele las rutas aéreas mundiales, donde
los vértices son los aeropuertos y habrd una arista del vértice A al B si y
solo si hay vuelos directos desde A hacia B. Si v es un k-rey en esta digrafi-
ca entonces dicho vértice representa una terminal aérea que tiene un papel
central y de gran relevancia estratégica, pues desde v es relativamente facil
llegar a cualquier otra terminal, y si tuvimos el cuidado de elegir a k£ como
el menor entero posible, entonces el papel de v serd ain mas relevante.

Como lo muestra la figura , no toda digrafica tiene un k-rey (o un
k-siervo) para alguna k, entonces jpara qué familias de digréficas se puede
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asegurar la existencia de un k-rey, con k fijo, para cualquier elemento de la
familia? Como lo muestra el teorema [2] para la familia de los torneos esto se
cumple para k = 2. La busqueda de familias relevantes de digraficas con esta
propiedad es parte importante de la motivacion que continué alimentando
este tema después de que se profundizé en el estudio de los torneos.

2.5. 4-reyes en torneos multipartitos

Una familia relevante y muy estudiada de digraficas surge de la siguiente
definicién:

Definicién 23. Un torneo multipartito es una digrdfica T tal que exis-
te una particion {Vi, Vs, ..., V,} del conjunto V(D) tal que cualesquiera dos
vértices u € Vi y v € V; ocurre lo siguiente:

= 51 =j entonces u y v no son adyacentes y

= 517 % j entonces hay una y sélo una fecha entre u y v.

Un torneo multipartito tal que su particion es de tamano n también es
llamado torneo n-partito, sin = 2, torneo bipartito y si n = 3, torneo
tripartito. Si un torneo bipartito T tiene biparticion {A, B} lo denotamos
por T'(A, B)

Los torneos multipartitos son una de las generalizaciones de torneosﬂ mas
conocidas, por lo que el estudio de los k-reyes en estas digraficas no es de
extranar.

En 1982, G. Gutin publicé en el articulo [2] los primeros resultados sobre
k-reyes en torneos multipartitos. No todos los torneos multipartitos tienen
un k-rey para alguna k, un ejemplo de ésto es la digrafica mostrada en la
figura [2.5] Si observamos bien, esta digrafica tiene dos vértices de ingrado
cero y esencialmente ese es el «problemas ya que ningun vértice los alcanza.
Gutin se percaté de ésto y demostré que este tipo de torneos multipartitos
son los tnicos con tal dificultad y que en los demés torneos multipartitos se
puede dar un teorema parecido al teorema 2]

Teorema 24. (Gutin [2], Petrovic y Thomassen [3]) Si T es un torneo multi-
partito con a lo mas un vértice de ingrado cero entonces T tiene un 4-rey.

2Es claro que es una generalizacién, si cada parte tiene exactamente un vértice entonces
el torneo multipartito es tambien un torneo.
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Figura 2.6: Ejemplo de torneo multipartito. Los vértices fueron agrupados
para hacer notar la particién.

Este resultado fue demostrado independientemente en 1991 (11 afios des-
pués), por V. Petrovic y C. Thomassen en [5]. Aunque de cierta forma el
teorema[24] es un teorema analogo al teorema [2 hay una gran diferencia entre
ambos. El teorema [2| no sélo afirma la existencia de un 2-rey sino que nos
proporciona un sencillo criterio para localizar uno (todo vértice de exgrado
maximo es un 2-rey), en cambio, el teorema [24] s6lo menciona la existencia
de un 4-rey y nada mas. Gutin menciona que su demostracién proporciona
un algoritmo lineal respecto al nimero de flechas (o cuadrético respecto al
numero de vértices dicho de otra forma). Por otra parte, la demostracion de
Petrovic y Thomassen es mas directa y logran dar un mejor criterio que el de
Gutin para la localizacion de un 4-rey pero aun asi no logran dar un criterio
tan sencillo como el de los torneos. Como veremos repetidamente, al igual
que en el caso de los torneos, los vértices de exgrado maximo juegan un papel
fundamental en la gran mayoria de resultados sobre k-reyes, por lo que los
torneos multipartitos son un caso atipico.

Gutin también mostré una familia infinita de torneos multipartitos sin
vértices de ingrado cero y sin 3-reyes, por lo que que no es posible mejorar
el teorema [24] en cuanto a la existencia de k-reyes. La caracterizacion de los



Manuel Alejandro Judrez Camacho 17

torneos multipartitos con al menos un 3-rey es un problema abierto
Aunque no es valido para torneos multipartitos en general, Goddard,

Kubicki, Oellermann y Tian mostraron en [9], articulo publicado en 1991,

que para torneos bipartitos si es posible dar un teorema andlogo al teorema 2]

Teorema 25. (Goddard et al. [9]) Sea T(A,B) un torneo bipartito sin
vértices de ingrado cero. Si u € A es un vértice de exgrado mdzrimo con
respecto a los demds vértices de A entonces u es un 4-rey. Andlogamente si
u e B.

Los k-reyes en torneos bipartitos fueron ampliamente estudiados por V.
Petrovic en [6] y por K. M. Koh y B. P. Tan en [11] y [12], articulos publicados
en 1995 y 1996, respectivamente. De la misma forma a lo que ocurre en los
torneos, ellos se preguntaron si hay mas de un 4-rey en un torneo bipartito
sin vértices de ingrado cero. Ambos demostraron, casi al mismo tiempo y de
forma independiente, que en estas digraficas hay al menos cuatro 4-reyes, sin
embargo, el resultado de Petrovic es un poco mas fuerte.

Teorema 26. (Petrovic [10]) Si T(A, B) es un torneo bipartito sin vértices
de ingrado cero entonces cada una de las partes A y B contiene al menos dos
4-reyes de T'.

Otro resultado que es presentado tanto en [6] como en [11] es una muy sen-
cilla caracterizacion de los 3-reyes en torneos bipartitos. Siendo muy estrictos,
cada articulo tiene su propia caracterizacién, aunque la tnica diferencia que
presentan es la escritura del mismo teorema.

Salvo este par de resultados, el estudio de Petrovic toma un camino muy
distinto al hecho por Koh y Tan. Petrovic se enfoca en resultados analogos
al teorema [0 y Koh y Tan en resultados andlogos al teorema [9

Dado un torneo bipartito T'(A, B) Petrovic lo llama del tipo (m, p;n, q)x
si |A| = m, |B| = n, A contiene exactamente p k-reyes y B contiene exac-
tamente g k-reyes. Para k = 3 el siguiente resultado de Soltes [4] nos dice
cuando existe un torneo bipartito completo en 3-reyes.

Teorema 27. (Soltes []|]) Existe un torneo bipartito del tipo (m, m;n,n)s,
m>n>2, sty solosim< (LZJ)
2

En la demostracion de este resultado Soltes ech6 mano de seis lemas y
matrices booleanas. Es posible demostrar facilmente este resultado usando
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por una parte el teorema de Spernerﬂ y por la otra una familia de ejemplos,
los cuales no son dificiles de construir. Dejaremos al lector interesado la
realizacién de dicha demostracion ya que esto se encuentra fuera de nuestros
objetivos. Este resultado es analogo al teorema 5| y responde a la pregunta
de cuando es posible orientar una gréafica bipartita completa de manera que
obtengamos una digréafica con didmetro tres. Petrovic demuestra en [6] que
en un torneo bipartito a lo mas existe un 2-rey por lo que no es posible
sustituir el 3 del resultado de Soltes por un 2, ademas de que hay ejemplos
donde se dan cada una de las igualdades, es decir, no es posible mejorar dicho
resultado.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior Petrovic propone el
siguente resultado:

Teorema 28. (Petrovic [6]) Si m, n, p y q son enteros tales que m > p,
n>qy2<q<pc< (LZJ) entonces existe un torneo bipartito del tipo
2

(map; n, Q)?)

Petrovic también estudia los torneos bipartitos del tipo (m, p;n, q)4.

Teorema 29. (Petrovic [6]) Dados enteros m, n, p y q tales que m > n > 0,
m>p>0yn >q >0, exviste un torneo bipartito del tipo (m,p;n,q)s
excepto para los siquientes casos:

- (m7 17n7 q)4; conn Z q Z 17
» (m,p;n, 1)y, conm>p>1y
= (1,0;1,0)4.

Al igual que el teorema [6] este ultimo resultado afirma que, salvo unos
casos, es posible encontrar torneos biparitos con la distribucion de 4-reyes
que queramos.

Resultados anédlogos para torneos tripartitos y 3-reyes fueron estudiados
por Petrovic y Treml en [7].

Por otra parte Koh y Tan estudiaron el minimo nimero de 4-reyes en
torneos n-partitos. Para torneos bipartitos ya mencionamos que este minimo
es cuatro, sin embargo no es asi para torneos n-partitos con n > 2.

3El tamafio méximo de una anticadena de subconjuntos de un conjunto con cardinalidad

n es (ng)
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Teorema 30. (Koh y Tan [12]) Todo torneo n-partito sin vértices de ingrado
cero y n > 3 tiene al menos tres 4-reyes.

Sumado a esto, caracterizaron las digraficas bipartitas con exactamente
tres 4-reyes y las digraficas n-partitas, n > 3, con exactamente tres 4-reyes
y encontraron que en los casos en que habia exactamente tres 4-reyes en
realidad se trataban de 3-reyes. Por lo anterior Koh y Tan comenzaron a
estudiar torneos n-partitos sin vértices de ingrado cero y sin 3-reyes.

Teorema 31. (Koh y Tan [12]) SiT(A, B) es un torneo bipartito sin vértices
de ingrado cero y sin 3-reyes entonces cada una de las partes A y B contiene
al menos cuatro 4-reyes de T'.

Como corolario inmediato se tiene que el minimo nimero de 4-reyes en
estas digraficas es ocho.

Teorema 32. (Koh y Tan [10]) Si T es un torneo n-partito, n > 3, sin
vértices de ingrado cero y sin 3-reyes entonces hay al menos ocho 4-reyes en

T.

En [12] Koh y Tan presentan una caracterizacién de los torneos bipartitos
que cumplen la igualdad en el teorema [31|y en [10] hacen lo anédlogo para el
teorema [321

2.6. Una tnica componente fuerte inicial

Hasta el momento hemos hablado sobre el estudio de reyes en dos familias
de digraficas, los torneos y los torneos multipartitos con a lo més un vértice de
ingrado cero. Ambas familias cumplen una propiedad que hasta el momento
ha sido aparentemente irrelevante, pero que debe de ser subrayada si es que
pretendemos analizar la existencia de reyes en otras familias.

El siguiente resultado, que pertenece al «folklore» matematico, muestra
claramente la propiedad de la que hablamos y su importancia.

Teorema 33. Una digrdfica tiene un k-rey para algin natural k si y solo si
tiene una tnica componente fuerte inicialfl

4F] principio de dualidad nos permite sustituir las palabras rey e inicial por siervo y
final respectivamente.
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Es facil percatarse de que los torneos cumplen con tener una tnica com-
ponente fuerte inicial y de que un torneo multipartito tiene una tnica com-
ponente fuerte inicial si y sélo si tiene a lo mas un vértice de ingrado cero.
He ahi la necesidad de una hipotesis adicional para poder hablar de reyes en
torneos multipartitos.

2.7. 3-reyes en digraficas cuasi-transitivas

Tal y como el titulo de esta seccién indica, es momento de hablar sobre
resultados de k-reyes en otra familia de digraficas. Esta familia es de par-
ticular importancia en este texto, ya que los resultados que presentamos en
esta seccion son, en cierta forma, antecesores directos de nuestros resultados
principales.

Definicién 34. Decimos que una digrafica es cuasi-transitiva si siempre
que a — b y b — ¢, para vértices distintos a,b y c, se tiene que a — ¢ o
c— a.

Figura 2.7: La definicién de digrafica transitiva exige la existencia de al menos
una de las flechas punteadas dado que las otras flechas se encuentran en la
digrafica.

Bajo esta definicién es claro que los torneos son un caso particular de
digraficas cuasi-transitivas pues en un torneo cada pareja de vértices es ad-
yacente, sin importar si son extremos de una trayectoria de longitud dos entre
ellos o si no lo son.
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El término cuasi parece indicar que existe otro concepto detras y de hecho
es asi.

Definicién 35. Una digrdfica es transitiva si no tiene ciclos y siempre que
a—byb— c, para vértices distintos a,b y c, se tiene que a — c.

~
9 <
‘L/

Figura 2.8: La definicion de digrafica transitiva exige la existencia de la flecha
punteada dado que las otras flechas se encuentran en la digrafica.

El termino transitiva alude a la transitividad usual en mateméticasl|
Claramente toda digrafica transitiva también es una digréfica cuasi-transitiva
pero no al revés.

J. Bang-Jensen y J. Huang presentaron en [20] uno de los principales
resultados sobre digraficas cuasi-transitivas. Ellos caracterizaron, de forma
recursiva, a las digréficas cuasi-transitivas. No presentamos dicho resultado
pues no lo usaremos en este texto y comprenderlo requiere de términos que
no hemos definido atn.

Con dicha caracterizacién como herramienta principal, Bang-Jensen y
Huang estudiaron, en su articulo Kings in quasi-transitive digraphs [19], la
existencia de 2- y 3-reyes en digraficas cuasi-transitivas. Sus principales re-
sultados son los siguientes:

Teorema 36. (Bang-Jensen y Huang [19]) Sea D wuna digrdifica cuasi-
transitiva, D tiene un 3-rey si y solo si tiene una unica componente fuerte
inicial. St D tiene un 3-rey entonces todo vértice de exgrado mdximo es un
3-rey.

Teorema 37. (Bang-Jensen y Huang [19]) Sea D wuna digrdfica cuasi-
transitiva con un 3-rey. Si D no tiene vértices de ingrado cero entonces tiene

5Una relacién es transitiva si siempre que a esté relacionado con b y b estd relacionado
con c se tiene que a estd relacionado con c.
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al menos dos 3-reyes. Si la unica componente fuerte inicial de D tiene al
menos tres vértices entonces hay al menos tres 3-reyes.

Comienza a llamar la atencién el papel que juegan los vértices de exgrado
maximo. Al igual que en los torneos y los torneos bipartitos, en las digraficas
cuasi-transitivas el exgrado de un vértice es un criterio suficiente para saber
si es un k-rey, con k acorde a los teoremas ya vistos.

El teorema [37| nos dice que, a menos que la componente fuerte inicial sea
muy pequena, en una digrafica cuasi-transitiva con un 3-rey hay al menos
tres 3-reyes. Como parte de los resultados nuevos proporcionados en esta tesis
daremos un resultado analogo para digraficas k-cuasi-transitivas, las cuales
trataremos a continuacion.

2.8. Resultados previos en digraficas k-cuasi-
transitivas

Es momento de entrar en materia. Las digréficas que le dan el nombre a
esta seccion y a la tesis son, obviamente, nuestro tema principal.

Definicién 38. Sea k un niumero entero mayor o igual que 2. Una digrdfica
D es k-cuasi-transitiva si para cualquiera uv-trayectoria de longitud k en
D se cumple que u — v 0o v — u.

Esta es una generalizacién del concepto de cuasi-transitividad pues, bajo
esta definicién las digréficas cuasi-transitivas son las mismas que las 2-cuasi-
transitivas. No es difil percatarse de que cualquier torneos es una digrafica k-
cuasi-transitiva para cualquier entero k > 2. El concepto de digrafica k-cuasi-
transitiva fue recientemente introducido y estudiado por Hortensia Galeana
Sanchez y César Hernandez Cruz en [17]. Ain cuando su estudio no estuvo
enfocado en k-reyes ellos se percataron, como corolario de su investigacion,
del siguiente resultado publicado en dicho articulo:

Teorema 39. (Galeana Sdnchez y Herndndez Cruz [17]) Si D es una di-
grafica k-cuasi-transitiva con k > 2 un entero positivo par, entonces D tiene
una unica componente incial si y sélo si tiene un (k + 1)-rey.

Este resultado es una generalizacion parcial del teorema [36| de la seccién
anterior pues, para k = 2, también nos confirma la existencia de un 3-rey
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Figura 2.9: La definicion de digrafica k-cuasi-transitiva exige la existencia de

alguna de las flechas punteadas siempre que T sea una trayectoria de longitud
k.

en las digraficas 2-cuasi-transitivas con una tnica componente inicial, pero
no nos proporciona un criterio para encontrarlo. El resultado analogo para
k impar fue conjeturado por Hortensia Galeana Sanchez y César Hernandez
Cruz en ese mismo articulo.

Conjetura 40. (Galeana Sdinchez y Herndandez Cruz [17]) Si D es una di-
grafica k-cuasi-transitiva con k > 3 un entero positivo impar, entonces D
tiene una unica componente incial si y sélo si tiene un (k + 1)-rey.

Entre otras cosas, en este texto se proporcionara una solucién afirmativa
a dicha conjetura como corolario de un resultado mas fuerte. Tal resultado
es una generalizacion «completa» del teorema |36| y presentaremos también
su analogo para k un entero positivo par.






Capitulo 3

(k 4+ 1)-reyes en digraficas
k-cuasi-transitivas

Ya que las técnicas usadas por J. Bang-Jensen y J. Huang en [19] para
el estudio de reyes en digraficas cuasi-transitivas dependen fuertemente de
la caracterizacién de estas digraficas, ninguna pudo usarse en digraficas k-
cuasi-transitivas con k > 2 para el estudio de reyes, pues ain no hay una
caracterizacion similar para estas clases de digraficas.

En este capitulo profundizaremos en el andlisis de la existencia de (k+1)-
reyes en digraficas k-cuasi-transitivas con una unica componente inicial y
estudiaremos criterios para localizarlos, tomando por separado el caso de k
par y el de k impar. Una vez que confirmemos la existencia de este tipo de
vértices analizaremos profundamente las siguientes dos preguntas: jhay mas
de un (k + 1)-rey? ;bajo qué criterios hay l-reyes con [ < k7

3.1. Lemas previos

Esta seccidn esta destinada a la presentacién de todos aquellos resultados,
nuevos y conocidos, que serdn usados como herramientas en las demostra-
ciones de los resultados principales.

Los siguientes dos lemas son resultados conocidos y nos muestran una
propiedad de las digraficas k-cuasi-transitivas que es fundamental para nu-
estro analisis. En resumen, la propiedad es la siguiente: en una digrafica
k-cuasi-transitiva, si la distancia de un vértice u a un vértice v es finita y
«grande» entonces la distancia de v a u es «pequenas.

25
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Lema 41. (Galeana Sdnchez y Herndndez Cruz [17]) Sean k > 2 un entero
par, D una digrdfica k-cuasi-transitiva y u,v € V (D), entonces:

» Sid(u,v) =k entonces d(v,u) = 1.
» Sid(u,v) =k+1 entonces d(v,u) < k+ 1.
» Sid(u,v) =n>k+2 entonces d(v,u) = 1.

Lema 42. (Galeana Sdnchez y Herndndez Cruz [17]) Sean k > 3 un entero
impar, D una digrdfica k-cuasi-transitiva y u,v € V(D), entonces:

» Sid(u,v) =k entonces d(v,u) = 1.

» Sid(u,v) =k+1 entonces d(v,u) < k+ 1.

» Sid(u,v) =n>k+2 conn impar entonces d(v,u) = 1.
w Sid(u,v) =n>k+3 conn par entonces d(v,u) < 2.

Los siguentes dos lemas son meras observaciones, faciles de probar, las
cuales serdan muy ttiles.

Lema 43. Sea n > 2 un entero y T = (ug,Uy,. .., Up_1,Up) UNG Uylyp-
trayectoria de longitud minima. Si0 <1 < j—1<n —1 entonces u; -+ u;.

Demostracién: Esto resulta claro pues, en caso contrario (ug, u1, . . ., u;,u;,
Wjt1, - .., Ukte) Serfa una uouyyo-trayectoria de longitud menor que la longi-
tud de T, lo cual no es posible ya que T' es una uguyo-trayectoria de longitud
minima. [

Lema 44. Si k > 2, D es una digrdfica k-cuasi-transitiva y A C V (D),
entonces H = D [A] es una digrifica k-cuasi-transitiva. En particular si C
es una componente fuerte de D entonces C' misma es una digrdfica k-cuasi-
transitiva.

Demostracion: Si T C H es una uv-trayectoria de longitud k entonces,
vaque H C Dy D es k-cuasi-transitiva, uv € A(D) o vu € A(D), pero H es
una digréfica inducida y u,v € V(H). Por lo tanto, uv € A(D) o vu € A(D).
Por otra parte, toda componente fuerte es una subdigrafica inducida por
definiciéon por lo que C' misma es una digréafica k-cuasi-transitiva. [
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Los siguientes tres lemas no son otra cosa que el inicio de un profundo
analisis de las trayectorias de longitud k& + 2, que ademas son trayectorias
de longitud minima entre sus extremos. Las demostraciones de estos tres
resultados son muy parecidas entre si, todas son por inducciéon y usan la
construccién de varias trayectorias, el hecho de que D es k-cuasi-transitiva
y el lema para justificar la existencia de otras flechas. Se demostrara,
pero no se hard especial énfasis en eso, que las trayectorias construidas son
en verdad trayectorias y no sélo caminos pues basta con comprobar que no
se repiten vértices en un camino para afirmar que es trayectoria y, como se
vera a continuacion, dicha comprobacion sera trivial.

Lema 45. Sean k > 2 un numero natural y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva. St T = (ug, U1, ..., Ups1, Uks2) €S UNG Uglyo-trayectoria de longi-
tud minima entonces ugyo — Ug_y, para toda n impar tal que 1 < n < k.

Demostracion: La demostracion sera por induccion sobre n. Para n =1
veamos que Upis — Up—p = Up_1. Por los lemas [1] y [A2] w0 — ug. Ob-
servemos que (Ugyg,Ug, U1, - .., Uk_1) €S una trayectoria de longitud k por
lo que ugios — Up_1 O Up_1 — Uiz, como consecuencia de que D es k-
cuasi-transitiva. Por el lema Ug—1 — Ugyo por lo tanto ugio — ug_1.
Esto constituye nuestra base de induccién. Para el paso inductivo supon-
gamos que Ugio — Ug_, con m impar tal que 1 < m < k — 2 y veamos
que Upt2 — Ugp—(m+42)- Ya que 1" es de longitud minima entonces 1) =
(Ug, - -+, Uk—(m+2)) ¥ To = (Wg—m, - . ., uy,) son tales que V(T7) NV (Ty) = 0, por
lo tanto (Upia, Ug—m) U To U (ug, ug) UT) es una (Upy2, Uk—(mi2))-trayectoria
de longitud k. Como D es k-cuasi-transitiva se cumple ugyo — Up—_(m+2) O
Uk—(m+2) — Ug+2. Nuevamente el lema 43| nos dice uy_(m42) - Ugs2 y por lo
tanto upyo — Up_(m42) con lo que la induccién se da por concluida y el lema
queda demostrado. []

Lema 46. Sean k > 2 un numero natural y D wuna digrdfica k-cuasi-
transitiva. S1 T = (ug, Uy, ..., Ugs1, Ukt2) €S UNAG UgUyro-trayectoria de longi-
tud minima entonces uxy1 — Ug_y, para toda n par tal que 2 < n < k.

Demostracion: La demostracion también serd por induccion sobre n y
es muy parecida a la del lema anterior. Por los lemas [d1] y A2} ug42 — uo
por lo que 7" = (Ugt1, Upso, Uo) U ugTug_o s una wuyyquy_o-trayectoria de
longitud k. Como T es de longitud minima se obtiene que también 7" lo
es y, aplicando el lema y dada la k-cuasi-transitividad de D, ug_o —
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Ugs1, lo cual implica que ugy 1 — up_o. Ahora que la base de la induccion
esta concluida, supongamos que g1 — Ugp_n, con m par tal que 2 < m <
k —2 y veamos que Ugi1 — Up—(m+2). Sean 11 = (ug, U1, ..., Ug—(m+2)) ¥
Ty = (Uk—m, Uk—mt1, - - - Ux). Observemos que T} tiene longitud k — (m + 2)
y Ty tiene longitud m y, por lo tanto, (g1, Uk—m) U T U (ug, up) UT) es una
(Ukt1, Uk—(m+2))-trayectoria de longitud k. Nuevamente, por ser D k-cuasi-
transitiva tenemos que Up41 — Up—(m+2) O Up—(m+2) — U1 y el lema
indica que U1 — Up—(m+2) con lo que concluimos. [

Lema 47. Sean k > 2 un nimero natural par y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva. St T = (ug, U1, ..., Uks1, Upro) €S una (ug, Ugio)-trayectoria de
longitud minima entonces ugio — Ug_p para toda n tal que 0 < n < k.

Demostracion: Por el lema 45| ya sabemos que uy9 — ug_, para toda n
impar tal que 1 < n < k — 1 por lo que basta demostrar que ugro — Up_p
para toda n par tal que 0 < n < k. Esta prueba se harda por induccién
sobre n, la base de induccién consiste en demostrar que el resultado es cierto
paran = 0 . Ya que k es par entonces kK — 1 es impar y por el lema [45]
Ukto — Ug—(k—1) = u1. Por lo tanto (up42,u1) U uiTuyp es una trayectoria
de longitud k. Por ser D una digrafica k-cuasi-transitiva y por el lema [43| se
tiene que uy 9 — ur. Ahora supongamos que o — ug_,, con m par tal que
4 <m < k—2yveamos que Upio — Ug—(mt2)- S€an 11 = (Ug, - . ., Uk—(m+2))
y Ty = (Ug—m,...ux). Claramente 77 tiene longitud k& — (m + 2), T, tiene
longitud m y V(T1)NV (Ty) = 0, por lo tanto (w2, ug—m ) UToU(ug, ug)UT] es
una (U2, Uk—(m+2))-trayectoria de longitud k. Ya que D es k-cuasi-transitiva
entonces U2 — Ug—(m+2) O Uk—(m+2) — Ug+2 Y usando nuevamente el lema
se tiene que U9 — Up—(m42). Asi concluimos la induccién. O

Como ya se menciond, los vértices de exgrado maximo juegan un pa-
pel fundamental en la mayoria de los resultados sobre k-reyes en digraficas.
Miés adelante mostraremos resultados en los cuales notaremos que también
es asi en las digraficas k-cuasi-transitivas. Para llegar a tales resultados, y
continuando con nuestro analisis de las trayectorias de longitud k& + 2 que
ademas son trayectorias de longitud minima entre sus extremos, los sigu-
ientes dos lemas seran una herramienta fundamental.

Lema 48. Sean k > 2 un numero natural par y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva. Si T = (u = ug, Uy, ..., Ups1, Ugro2 = V) €S una uv-trayectoria de
longitud minima entonces d*(v) > dt(u) + k.
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Demostracion: Ya que T es una uv-trayectoria de longitud minima se tiene
que d(u,v) = k+2. A consecuencia del lemad1]v — u. Primero trataremos el
caso en que k = 2. Si w € N*(u) entonces (v, u,w) es una vw-trayectoria de
longitud 2, luego v — w o w — v. Por ser D una digrafica 2-cuasi-transitiva,
y ya que d(u,v) = 4 se tiene que v — w. Observemos que w es un exvecino
arbitrario de u de lo cual se deduce N*(u) C N*(v). Por el lema[d7, v — uy
y v — u y por la definicién de digrafica u - u, ademas por lema 43| u - us,
por lo tanto todo exvecino de u es exvecino de v y existen dos exvecinos de
v que no son exvecinos de u de lo cual se deduce que d*(v) > d*(u) + 2 tal
y como queremos demostrar.

Tomemos k > 4. Por el lema [47] se sigue que v — ugz y por el lema 1] que
uy, — u. Por lo tanto, si w € NT(u) entonces (v, u3) UuzTugU(ug, ug, w) = T"
es un vw-camino de longitud k. Ya que w € NT(u) entonces w # u; para
todo entero i tal que 2 < ¢ < k entonces T" es una trayectoria de longitud
k, por lo tanto v — w o w — v. Ya que d(u,v) = k + 2 entonces w - v, es
decir, v — w por lo tanto d*(v) > d*(u). El lema[d7implica que v — u; para
toda i € {0,2,3,...,k} y como T es una uv-trayectoria de longitud minima
se sigue que u = ug - u; para todo entero i € {0,2,3,...,k}. Por lo tanto
dt(v) > d"(u) + k. O

Aunque este lema es vélido solo para k par, para k impar se cumple una
propiedad muy parecida. El siguiente resultado es una variacion del lema
anterior y la demostracion es andloga.

Lema 49. Sean k > 3 un numero natural impar y D una digrafica k-cuasi-
transitiva. Si T = (ug, U1, Us ..., Ukt1, Ukt2) €S UNG UgUgio-trayectoria de
longitud minima entonces d* (uy41) > d¥(uo) + 5.

Demostracién: Por el lema , Uky2 — Ug Y Up — Ug. Sea w € N1 (up),
observemos que w # u; para toda i tal que 2 <i < k + 2.

Comencemos demostrando el caso k = 3, es decir, k+2 =5y k+1=4.
Tenemos que (uy4, us, up, w) es una trayectoria de longitud 3, entonces, como
D es 3-cuasi-transitiva, uy — w o w — uy4. Por la eleccién de w y por el
lema tenemos que uy; — w. Ya que w es un exvecino arbitrario de wuy,
se deduce que N*(u) C N*(w). Ademds uy — us y up - us, por lo tanto
dt(u4) > d*(up) + 1 tal y como queriamos demostrar.

Supongamos que k > 5. Por el lema[46] w41 — ug—, para toda n par tal
que 2 < n < kyyaque k es un nimero impar mayor o igual a 5 se cumple
Ugy1 — uz. Por lo tanto (ugy1,us) U ugTuyg U (ug, ug, w) es una trayectoria
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de longitud k. Como D es k-cuasi-transitiva, ug, 1 — w 0 w — ugyq y por el
lema 43| se deduce que ug 1 — w. El vértice w fue elegido como un exvecino
arbitrario de ug por lo tanto Nt (ug) € Nt (ugs1). Ya que ug 1 — ug_,, para
toda n par tal que 2 < n < k y ya que k£ es un nimero impar entonces
ug+1 — u; para todo entero ¢ impar tal que 3 < i < k — 2, upy1 — Ugio,
y como T' es una uyuyyo-trayectoria de longitud minima entonces uy - u;
para toda j > 2 por lo tanto d*(u11) > d¥(uo) + 5+, O

Recordemos que estamos trabajando con digraficas que tienen una canti-
dad finita de vértices y aristas, por lo que los exgrados de todos los vértices
son acotados. Ahora detengamonos a reflexionar un momento. Segtin los tlti-
mos lemas, en una digrafica k-cuasi-transitiva, si para un vértice v existe un
vértice u a distancia k + 2, entonces el exgrado de u es estrictamente mayor
al de v. Si también para u existe un vértice a distancia k + 2 entonces encon-
traremos otro vértice con exgrado ain mayor ;podemos continuar con este
proceso?

3.2. Sobre la existencia de (k + 1)-reyes

Antes de mostrar la existencia de (k + 1)-reyes en digraficas k-cuasi-
transitivas veremos un curioso resultado que no tiene andlogo en la familia
de los torneos. Este resultado no depende de la existencia de (k + 1)-reyes,
pero es colocado en esta seccidn ya que béasicamente nos dice en una digrafica
k-cuasi-transitiva los vértices méas alejados de un (k + 1)-rey también son
(k + 1)-reyes. Este resultado se puede

Proposicion 50. Si D es una digrdafica k-cuasi-transitiva con k > 2, y u es
un (k+1)-rey en D entonces todo vértice a distancia k+ 1 de u también es
un (k+1)-rey en D.

Demostracién: Sean u un (k+ 1)-rey, v un vértice tal que d(u,v) = k+1
y T = (u = ugp,up, -+ ,upr; = v) una uv-trayectoria de longitud minima.
Veamos por induccién sobre n que si d(u, w) =n < k+ 1 entonces d(v, w) <
k + 1. Para n = 0 hay que probar que d(v,u) < k + 1, esto es cierto por los
lemas [41]y [42] Supongamos que el resultado es cierto para n y demostrémoslo
para n + 1. Ya que u es un (k 4 1)-rey debemos suponer que n +1 < k + 1,
es decir n < k. Sea w tal que d(u,w,11) = n+1 < k+1yseaT =
(u = wp,wy,++ ,Wpy1) UNA UW,4-trayectoria de longitud minima. Por ser
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de longitud minima podemos deducir que d(u,w;) = i para todo valor de i
de 0 a k + 1, inclusive.

Por hipétesis de induccién d(v,w,) < k+ 1. Si d(v,w,) < k+ 1 entonces
claramente d(v, w,+1) < k+1 con lo que no hay méas por demostrar. Vayamos
pues al tnico caso faltante.

Supongamos que d(v, w,) = k+1. Haremos una prueba por contradiccién.
Primero tomemos el caso en que d(v, w,+1) > k+ 1. Ya que d(v,w,) = k+1
Yy W, — Wyy1 tenemos que d(v,w,y1) = k + 2 y por los lemas y
d(wpy1,v) = 1. Observemos lo siguiente: k + 1 = d(u,v) < d(u,w,y1) +
d(wp41,v) = n+2, por lo tanto n > k — 1. Ya que d(u, w,1) =n+1y ues
un (k + 1)-rey sélo hay dos opciones, o bien n =k — 1 o bien n = k.

Sin =k —1 entonces w,41 = wy y w1 wpU(wg,v) es un wyv-camino de
longitud k, es claro que este camino no repite vértices por lo que realmente
es una trayectoria. Ya que D es una digrafica k-cuasi-transitiva, w; — v o
v — w;. Si w; — v entonces (u = wy,wy,v) es una trayectoria de longitud
dos lo cual contradice que d(u,v) = k + 1 > 3. Esta contradiccién surgié de
suponer que w; — v, por lo que esto no es posible. De lo anterior podemos
afirmar que v — w; y notemos que (v, wy)U (w1 T wy) es una vwy-trayectoria
de longitud k, por lo que d(v, w,) < k+1, justo como desedbamos demostrar.

Finalmente, para n = k trabajaremos por medio de dos subcasos. Si
n = k > 3 entonces wy,11 = Wgy1 ¥ (wa, ..., wpi1,v) €s una trayectoria
de longitud k. Por ser D k-cuasi-transitiva, wy — v 0 v — ws. Si wy — v
entonces (u, wy, wq, v) es una trayectoria de longitud 3, lo cual contradice que
d(u,v) =k +1 >4, por lo tanto v — ws. En este caso (v, wy) U (woT" wg1)
es una vwy1-trayectoria de longitud &, es decir d(v, wy1) < k+1 por lo que
no hay mas por demostrar en este caso. Si n = k = 2 entonces w, 1 = w3
y la trayectoria (ws,ws,v) implica que wy — v 0 v — wy. Si v — wy,
se tiene que (v,ws,ws3) es una trayectoria de longitud 2 < k+ 1 = 3. Si
wy — v entonces (wi,ws,v) es una trayectoria de longitud 2, al ser D 2-
cuasi-transitiva esto implica que w; y v son adyacentes. Si w; — v entonces
(u,wq,v) es una trayectoria de longitud 2 < k+1 = 3 por lo que este caso no
es posible. Entonces v — wy, por lo que (v, wy, ws, w3) es una vws-trayectoria
de longitud tres lo que implica que d(v,w3) < 3 = k+ 1. Una vez concluidos
todos estos casos la demostracion queda concluida. [

Los siguientes dos teoremas constituyen los resultados principales sobre
la existencia de (k + 1)-reyes en digraficas k-cuasi-transitivas. Trataremos
primero el caso par y el caso impar para digraficas fuertemente conexas y
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después los casos mas generales con una tnica componente fuerte inicial.

Teorema 51. Sean k > 2 un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva
fuertemente conezxa. Siv € V(D) y AL, > d"(v) > A} — k entonces v es un
(k+1)-rey.

Demostracién: Sea v € V(D) tal que A}, > dt(v) > A} — k. Siv
no es un (k + 1)-rey entonces existe u € V(D) tal que d(v,u) > k + 1.
Como D es fuertemente conexa entonces existe un vu-camino y por lo tanto
una vu-trayectoria. Sea T' = (v = vy, v1,+ -+ ,v, = u) una vu-trayectoria de
longitud minima; ya que d(v,u) > k + 1, entonces n > k + 2. Por el lema ,
d(vgse) > dT(v) + k > (AL — k) + k = A}, es decir, el exgrado de vgo
es estrictamente mayor que el exgrado maximo de D, lo cual, claramente, es
una contradiccién. Esta contradiccién se siguié de suponer que v no es un
(k + 1)-rey, por lo tanto v es un (k + 1)-rey. O

Teorema 52. Sean k > 3 un entero impar y D es una digrdfica k-cuasi-
transitiva fuertemente conerva. Si v € V(D) y AL > dt(v) > A} — &1L

2
entonces v es un (k + 1)-rey.

Demostracién: Sea v € V(D) tal que Af, > d™(v) > A}, — 51 Si v
no es un (k + 1)-rey entonces existe u € V(D) tal que d(v,u) > k + 1.
Como D es fuertemente conexa entoces existe un vu-camino y por lo tanto
una vu-trayectoria. Sea T' = (v = vy, vy, -+ ,v, = u) una vu-trayectoria de
longitud minima, ya que d(v,u) > k + 1 entonces n > k + 2. Por el lema [49]
d(vpp1) = dT(v) + 51 > (A} — 51 + 52 = A}, es decir, el exgrado
de v, es estrictamente mayor que el exgrado maximo de D, lo cual no es
posible. Esta contradiccién surgié de suponer que v no es un (k + 1)-rey, por

lo tanto v es un (k + 1)-rey. O

Para el caso de digraficas k-cuasi-transitivas, no necesariamente fuertes,
con una unica componente fuerte inicial, s6lo seran relevantes los vértices
en la componente fuerte inicial y con exgrados altos. Para poder explicar
claramente a qué nos referimos necesitaremos de la siguiente definicién:

Definicién 53. Si D es una digrdfica y ACV(D), definamos al nimero
AL (A) como mdz {d;(v) : v e A}.

Teorema 54. Sean k > 2 un entero par y D una digrdafica k-cuasi-transitiva
con una tnica componente fuerte inicial C. Siv € V(C) y A} (C) > dt(v) >
AF(C) — k entonces v es un (k + 1)-rey.
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Demostracién: Por el lema[d4] C' misma es una digrafia k-cuasi-transitiva.
Sea v € V(C) tal que AL(C) > d(v) > A}(C) — k, entonces, por el
teorema [p1] v es un (k + 1)-rey en C, es decir, d(v,u) < k + 1 para todo
u € V(C). Ya que C es la unica componente inicial y v € V(C') entonces
d(v,w) < k—1 para todo w € V(D)\V(C), por lo tanto v es un (k + 1)-rey.
U

Teorema 55. Sean k > 3 un entero impar y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva con una unica componente fuerte inicial C. Si v € V(C) y

AL(C) > dt(v) > AL(C) — 5L entonces v es un (k + 1)-rey.

Demostracién: Por el lemafd4], C' misma es una digrafia k-cuasi-transitiva.
Sea v € V(C) tal que AL(C) > d(v) > A}(C) — k, entonces, por el
teorema [p2, v es un (k + 1)-rey en C, es decir, d(v,u) < k + 1 para todo
u € V(C). Ya que C es la unica componente inicial y v € V(C') entonces
d(v,w) < k—1 para todo w € V(D)\V(C), por lo tanto v es un (k + 1)-rey.
U

3.3. Sobre la existencia de 4-, 3- y 2-reyes

Los resultados de esta secciéon muestran condiciones suficientes para ase-
gurar la existencia de 4-, 3- y 2-reyes en digraficas k-cuasi-transitivas. Es-
tas condiciones suficientes estan basadas principalmente en la existencia de
(k + 2)-reyes que no son (k + 1)-reyes.

Lema 56. Sean k > 2 un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva. Si
T = (ug, Uy, ,Ugs1, Ugso) €S UNG Ug, Ugio-trayectoria de longitud minima
en D entonces ugro — w para todo vértice w tal que d(ug, w) < k.

Demostracién: Por el lema (A7, ugio — w; para toda ¢ < k, en par-
ticular ug, o — wug por lo que basta con demostrar el lema para vértices
distintos de wuy. Sean w € V(D) tal que 0 < d(up,w) =n < ky T’ =
(up, wy, we, -+ ,w, = w) una upw-trayectoria de longitud minima. Sepa-
raremos en casos para facilitar la demostracion. Si k # 2 y n < k—2 entonces
(Ugro, Unt2) U UproTup U (ug, ug) U ugT"w es un uyow-camino de longitud
k, pero ya que d(up,w) = n 'y d(ug,z) > n para todo z € V(u,42Tuy) en-
tonces la anterior es una wug ow-trayectoria de longitud k. Cabe mencionar
que se tomo k # 2, ya que si k = 2 se sigue d(ugp, w) =n < k—2 = 0, es decir,
up = w y para este vértice ya se demostrd ugioyy,.- Sin =k —1y k > 2
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entonces (uyya, ug) U ugT"w es una vw-trayectoria de longitud k. Por tltimo,
si n = k > 2 entonces, por los casos anteriores, ui o — w; y por lo tanto
(Ugro, wr) U wT'w es una wuyow-trayectoria de longitud k. Por lo anterior,
si d(ug,w) = n < k entonces existe una ug, ow-trayectoria de longitud k. Por
ser D una digréafica k-cuasi-transitiva se tiene que ujo — W 0 W — Ugo. Ya
que d(ug, ugso) = k + 2, tenemos que w - Uk, por lo tanto ug, o — w. O

Lema 57. Sean k > 3 un entero impar y D una digrdfica k-cuasi-transitiva.
Si T = (ug, Uy, -+, Uy, Ukt2) €S UNG Ug, Ugro-trayectoria de longitud minima
en D entonces ugro — w para todo vértice w tal que d(ug,w) = n < k-1 con
n par.

Demostracion: Por el lema (45, ug,o — u; para toda ¢ < k con ¢ par,
en particular ug,o — ug, por lo cual basta demostrar el lema para vértices
distintos de ug. Sean w € V(D) tal que 0 < d(ug,w) =n < k conn pary T’
= (ug, wy,ws, - -+ ,w) una (upw)-trayectoria de longitud minima. Si k # 3 y
n < k — 3 entonces (Ugio, Unt2) U UproTup U (ug, ug) U ugTw es un ugow-
camino de longitud k& pero ya que d(ug,w) = n y d(ug,x) > n para todo
x € V(upioTuy), entonces la anterior es una wuy ow-trayectoria de longitud
k. Andlogamente al lema anterior, se tomé k # 3 ya que si k = 3 d(ug, w) =
n < k—3=0, es decir, uyg = w y para este vértice ya se demostré el lema. Si
n==k—1yk>3entonces (ugs2,uy) U ugT w es una (uyow)-trayectoria de
longitud k. De lo anterior, si d(ug, w) = n < k entonces existe una (ugiow)-
trayectoria de longitud k. Ya que D una digrafica k-cuasi-transitiva, ug, o —
W 0w — Upyz. Como d(ug, ugyo) = k+2 se sigue que w - Uy, por lo tanto
Ugyo — w. U

Teorema 58. Sean k> 2 un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva.
Si v es un vértice que es un (k + 2)-rey y d(v,u) = k + 2 entonces u es un
3-rey en D. Ademds u cumple que si d(u,w) = 3 entonces d(v,w) = k + 2,
por lo que w también es un 3-rey.

Demostracién: Sean v un (k+2)-rey y u € V(D) tal que d(v,u) = k+ 2.
Por el lema , si w es un vértice tal que d(v,w) < k entonces u — w,
es decir, d(u,w)= 1. Sea wyy; un vértice tal que wyy; # u y d(v, wgy;) =
k+icon 0 < i, ya que v es un (k + 2)-rey se tiene que i < 2. Sea también
T =(v,wy,-+ , Wk, , Wyi) Una vwiyi-trayectoria de longitud minima. Por
la eleccién de T se tiene que d(v,wg)= k y por el lema [56| v — wy, por lo
tanto (u, wy) U weTwgy; es una uwg,~trayectoria de longitud ¢ + 1 < 3, es
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decir, d(u,w) < 3, de lo cual obtenemos que u es un 3-rey. Observemos que
también ya quedé demostrada la segunda afirmacion. [

En el teorema anterior no fue necesario suponer que D es fuertemente
conexa pero ya que suponemos que tiene un (k + 2)-rey tenemos, necesaria-
mente, que D tiene una tnica componente fuerte inicial.

Corolario 59. Sean k > J un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva.
Si v es un vértice que es un (k+2)-rey y no es un (k+ 1)-rey entonces existe
u tal que d(v,u) =k +2 y u es un 2-rey.

Demostracién: Ya que v no es un (k + 1)-rey pero si es un (k + 2)-rey,
podemos asegurar que existen vértices a distancia exactamente k£ + 2 de v.
Por el teorema |58, sabemos que todo vértice u a distancia k + 2 de v es un
3-rey y que ademas u cumple que si d(u,u’)= 3 entonces d(v,u')= k + 2
por lo que u/ también es un 3-rey. De lo anterior notemos que si podemos
demostrar que existe un vértice w tal que d(v,w)= k + 2 (lo que implica,
por el teorema [58 que w es un 3-rey) y que ademés d(w, w’) < 2 para todo
vértice w’ tal que d(v,w’) = k + 2 entonces tendriamos que w es un 2-rey
en D pues, nuevamente por el teorema [58] los tinicos vértices que pueden
estar a distancia 3 de w deben cumplir que estan a distancia k£ + 2 de v.
Veamos que tal vértice existe demostrando primero que los vértices que estan
a distancia k + 2 de v inducen una digrafica semicompleta. Sean v o v Ugio
tales que d(v, ugs2) = d(v, vk12) = k+2 y sean también (v, uy, ug, - -+ , Ups2) y
(v,v1,v9, -+ ,Upr2) trayectorias de longitud minima entre sus extremos. Por
el teorema [56|se tiene que uy, o — = para todo vértice x tal que d(v,x) < k,
en particular, y ya que k > 4, up19 — vy por lo tanto (ugio, vs, Ve, -+ , Ugi2)
es una uy Uy o-trayectoria de longitud k. Ya que D es una digréafica k-cuasi-
transitiva existe una flecha entre ug, o y vk por lo que los vértices a distancia
k + 2 de v inducen una digrafica D’ tal que entre cada par de vértices hay
al menos una flecha. Quitemos las flechas necesarias en D’ para que hay
exactamente un flecha entre cada par de vértices, la digrafica obtenida es un
torneo y por el teorema [2| existe en 2-rey en tal digrafica. Dicho rey también
es un rey en D' y a su vez en D, como queriamos demostrar. [

Corolario 60. Si k > 4 es un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva
con una unica componente fuerte inicial C' entonces ocurre al menos una de
las siguientes:

» Todo vértice en C es un (k+ 1)-rey.
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w Ezisten uy, ug,us € V(C) tales que uy es un (k+1)-rey, us es un (k+2)-
rey, us — uy, d(ug,u3z) =k +2 y ug es un 2-rey en D. Ademds todo
vértice a distancia k+2 de uy es un 3-rey.

Demostracién: Supongamos que existe un vértice u’ en C' que no es un
(k + 1)-rey. Por el teorema 54| existe un (k + 1)-rey en C. Sea u € V(C) un
(k + 1)-rey en D tal que d(v',u) < d(v,z) para todo (k + 1)-rey x de D.
Sea también T' = (v/,...,v,u) una u'u-trayectoria de longitud minima. Por
la eleccién de u sabemos que v no es un (k + 1)-rey, pues d(v’,v) < d(v, u),
pero ya que v — u 'y que u es un (k4 1)-rey tenemos que v es un (k + 2)-rey.
Por el corolario podemos asegurar que existe w tal que d(v,w) = k + 2
y w es un 2-rey. Sean u; = u, us = v y vz = w. La ultima afirmacién es
inmediata del teorema [58 [J

Vale la pena detenerse a resaltar que lo importante de este ultimo coro-
lario es que basicamente nos propone dos opciones en una digrafica k-cuasi-
transitiva con £ > 4 par y con una unica componente fuerte inicial: existe
un 2-rey o todo vértice en la componente fuerte inicial es un (k + 1)-rey. La
dife-rencia entre k£ + 1 y 2 puede ser tan grande como se quiera por lo que la
existencia de 2-reyes en estas digraficas resulta bastante sorprendente. Para
k = 2 el resultado no es cierto pero en [19] fue caracterizada la existencia
de 2-reyes en digraficas 2-cuasi-transitivas. Para k > 3 impar presentamos
un resultado analgo igual de sorprendente el cudl es corolario del siguiente
teorema.

Teorema 61. Sean k > 3 un entero wmpar y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva. Si v es un vértice que es un (k + 2)-rey entonces todo vértice
u a distancia k+2 de v es un 4-rey. Ademds u cumple que si d(u,w) = 4
entonces d(v,w) =k + 2 por lo que w también es un 4-rey.

Demostracién: Sean v un (k+2)-rey y u € V(D) tales que d(v,u) = k+2.
Por el lema , si w es un vértice tal que d(v,w) = n < k — 1, con n par,
entonces u — w, es decir, d(u,w) = 1y por lo tanto, si d(v,z) = n < k
entonces d(u, w) < 2. Sea wy; un vértice tal que wiy; # vy d(v, wir;) = k+1
con 0 < i, ya que v es un (k + 2)-rey se tiene que ¢ < 2. Sea también T =
(U, Wy, Wy -+, Wepy) UNA vwg-trayectoria de longitud minima. Por la
eleccién de T'y por el lema , u — wg_1, por lo tanto, (u, wy_1)Uwg_1Twk
es una uwy;-trayectoria de longitud i42 < 4, es decir, d(u, w) < 4 de lo cual
obtenemos que u es un 4-rey. Observamos que ya también qued6 demostrada
la segunda afirmacion. [
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Corolario 62. Si k > 3 es un entero impar y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva con una unica componente fuerte inicial C entonces ocurre al
menos una de las siguientes:

» Todo vértice en C es un (k+ 1)-rey.

» Ezisten uy, ug, us € V(C) tales que uy es un (k+1)-rey, uy es un (k+2)-
rey, ug — uy, d(ug,uz) =k +2 yusg es un 4-rey en D. Ademds todo
vértice a distancia k+2 de us es un 4-rey.

Demostracién: Supongamos que existe un vértice v’ en C' que no es un
(k + 1)-rey. Por el teorema [55] existe un (k + 1)-rey en C. Sea u € V(C) un
(k4 1)-rey en D tal que d(v/,u) < d(uv/,x) para todo (k + 1)-rey = de D.
Sea también T = (v/,...,v,u) una u'u-trayectoria de longitud minima. Por
la eleccién de u sabemos que v no es un (k + 1)-rey, pues d(u',v) < d(v',u),
pero ya que v — u y u es un (k+ 1)-rey tenemos que v es un (k + 2)-rey. Por
la eleccién de v podemos asegurar que existe w tal que d(v,w) = k+ 2y por
el teorema [61] tenemos que w es un 4-rey. Sean u; = u, us = v y v3 = w. La
ultima afirmacién es inmediata del teorema [61]. CJ

3.4. Minimo nimero de (k + 1)-reyes

En la seccion anterior se mostraron resultados sobre condiciones sufi-
cientes para la existencia de [-reyes, [ < k, en digraficas k-cuasi-transitivas.
Esos resultados son interesantes por si mismos pero también seran usados
para responder la siguiente pregunta: jcuantos (k + 1)-reyes tiene una di-
grafica k-cuasi-transitiva sin k-reyes? La pregunta andloga ya fue formulada
y respondida para torneos, torneos bipartitos y multipartitos y digraficas
cuasi-transitivas. Los siguientes dos resultados dan la impresion de ser una
generalizacion del teorema sobre el minimo nimero de 3-reyes en digrafi-
cas 2-cuasi-transitivas, pero no lo son, luego de demostrarlos veremos cual es
el motivo por el afirmo esto.

Teorema 63. St k > 4 es un entero par y D es una digrdfica k-cuasi-
transitiva con una unica componente fuerte inicial C tal que |V (C)| = n
entonces:

1. D tiene exactamente n (k — 1)-reyes si n < k

2. D tiene exactamente k+1 (k)-reyes si n = k+1
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3. D tiene al menos k+2 (k + 1)-reyes si n > k+2.

Ademas, en el ultimo caso, se tiene que existen k+2 (k + 1)-reyes que estdin
sobre una misma trayectoria de longitud k+1 o, si n > k+3, existen al menos
k+3 (k4 1)-reyes.

Demostracién: Sin < ky u,v € V(C) entonces d(u,v) <n—1<k—1
pues, ya que u y v estan en la misma componente fuertemente conexa, existe
una wuv-trayectoria la cual, a lo mas, pasa por todos los n vértices de C.
Ademés, por el lema [2.6] d(u,w) < k — 1 para todo vértice w tal que w ¢
V(C). Por lo tanto u es un (k — 1)-rey en D para todo vértice u en C.

Sin =k + 1 usando un razonamiento totalmente analogo tenemos que u
es un k-rey en D para todo vértice u en C.

Supongamos que n > k + 2. Por el corolario tenemos que ocurre al
menos una de las dos opciones siguientes:

» Todo vértice en C es un (k + 1)-rey.

» Existen uq, ug, uz € V(C) tales que uy es un (k+1)-rey, ug es un (k+2)-
rey, Uy — Uy, d(us,u3) = k+ 2y us es un 2-rey en D. Ademas todo
vértice a distancia k + 2 de ug es un 3-rey.

En el primer caso no hay nada mas que demostrar. Supongamos que ocurre
lo segundo. Sea T' = (ug = vg,V1,...,Vk42 = Ug) Una VoUk4o-trayectoria
de longitud minima, sabemos que T' existe pues d(usz,u3) = k + 2. Ya que
Uz = Ugt2 €s un 2-rey, tenemos que para todo vértice z tal que d(z, vg42) = n,
z esun (2+n)-rey. Como d(v;, vg42) = k+2—1 se tiene que v; es un (k+4—1)-
rey y, por lo tanto, v; es un (k + 1)-rey para todo i tal que 3 < i < k + 2.
Como ya senalamos, el corolario también nos dice que existe u; tal que
Uy = Ug — U1 y uq es un (k+1)-rey. Dado que vy — u; podemos asegurar que
uy # v; para toda ¢ > 2. Con esto tltimo hemos hallado k£ + 1 (k + 1)-reyes
por lo que falta encontrar uno mas para demostrar lo que queremos.

Si vy es un (k + 1)-rey entonces hemos terminado. Veamos que, si
suponemos que vy no es un (k + 1)-rey entonces encontraremos dos (k + 1)-
reyes distintos a los que tenemos (aunque bastaria con uno). Si v, no es un
(k+1)-rey entonces es un (k+2)-rey pues vy — v3 y v3 es un (k+1)-rey. Por
el corolario |59| podemos asegurar que existe w9 tal que d(vy, wii2) = k + 2
Yy W2 €s un 2-rey. Sea T" = (vy = wo, W1, ..., Wk 1Weie) UNA VoW yo-
trayectoria de longitud minima. Como wgy1 — Wgio ¥ Wgio €S un 2-rey,
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tenemos que wy,1 es un 3-rey, es decir, tanto wgy; COMO Wkyo SON (k’ + 1)—
reyes pues k > 4. Veamos que wy + 2 y w41 son (k + 1)-reyes distintos a
los demas que hemos encontrado. Ya que d(ve,v;) < k para toda j tal que
3<j<k+2yd(vy, wg+2)>d(vy, w+ 1) > k obtenemos que los vértices
Wy, + 2 y w41 son distintos de los vértices de la forma v; con 3 < j < k + 2.
Para ver que también son distintos del vértice u; basta con demostrar que
d(ve,u1) < k. Observemos que, ya que T = (uy = g, V1, ..., Vgt = U3) €S
una trayectoria de longitud minima, v, — uy por lo que voTvg U (vg, ug, u7)
es un voui-camino de longitud k, es decir, d(vy,u1) < k, como querfamos
demostrar. En este caso hemos encontrado k + 3 (k + 1)-reyes.

Para la dltima afirmacién que se hace notemos que, partiendo de los dos
casos que nos propone el corolario , si todos los vértices son (k+ 1)-reyes y
hay al menos k+ 3 vértices entonces no hay mas que demostrar. Supongamos
que no todos los vértices son (k+1)-reyes. En caso que v no es un (k+1)-rey,
ya demostramos la existencia de al menos k + 3 (k + 1)-reyes. Supongamos
que vy es un (k + 1)-rey. Por el lerna tenemos que uy2 — uq, por lo tanto
(v2,v3,...,Ukt2,u1) es una trayectoria de longitud k + 1 tal que sus k + 2
vértices son todos (k+1)-reyes con lo cual queda demostrada esta afirmacién.
O

Teorema 64. Si k > 5 es un entero impar y D es una digrafica k-cuasi-
transitiva con una dnica componente fuerte inicial C tal que |V(C)| = n
entonces:

1. D tiene exactamente n (k — 1)-reyes si n < k
2. D tiene exactamente k + 1 k-reyes si n = k+1
3. D tiene al menos k+2 (k + 1)-reyes si n > k+2.

Demostracion: La demostracion de las afirmaciones 1 y 2 es idéntica a la
demostracion de las afirmaciones analogas del teorema

Demostraremos la tercera afirmacién. Supongamos que n > k + 2. Por el
corolario 62| tenemos que ocurre al menos una de las dos opciones siguientes:

» Todo vértice en C es un (k + 1)-rey.

= Existen uy, ug, ug € V(C') tales que u; es un (k+1)-rey, us es un (k+2)-
rey, us — Uy, d(ug,uz) = k+ 2y ug es un 4-rey en D. Ademads todo
vértice a distancia k42 de uy es un 4-rey.
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En el primer caso no nada hay mas que demostrar. Supongamos que
ocurre lo segundo. Sea T = (us = v, V1,...,Vks2 = U3) UNA VoUkyo-
trayectoria de longitud minima, sabemos que T existe pues d(uz, u3) = k+2.
Ya que us = viyo es un 4-rey tenemos que para todo vértice x tal que
d(x,vg2) = n,  es un (4 + n)-rey. Como d(v;,vg42) = k + 2 — i, se tiene
que v; es un (k + 6 — i)-rey y, por lo tanto, v; es un (k + 1)-rey para todo
¢ tal que 5 < i < k+ 2. Como ya senalamos, el corolario también nos
dice que existe u; tal que us = v9 — u; y uy es un (k + 1)-rey. Dado que
vg — up, podemos asegurar que u; #* v; para toda ¢ > 2. Con esto ultimo
hemos hallado £ — 1 (k + 1)-reyes por lo que falta encontrar tres mas para
demostrar lo que queremos.

Si vg, vz y vy son (k + 1)-reyes entonces hemos terminado por lo que
encontraremos los k + 1-reyes que buscamos analizando los siguientes casos:

1. vy no es un (k + 1)-rey.
2. vy es un (k + 1)-rey pero v3 no lo es.
3. vy y vg son (k+ 1)-reyes pero vy no lo es.

Unicamente demostraremos el caso 1 pues los otros dos son andlogos a
este.

Si vg no es un (k + 1)-rey entonces es un (k + 2)-rey pues vy — vs y Uy €s
un (k + 1)-rey. Por el corolario [62] podemos asegurar que existe wy o tal que
d(vg, Wgyo) = k+2y wyyo es un 4-rey. Sea T' = (v4 = wo, W1, . . ., Wi 1Wk12)
una v4wy o-trayectoria de longitud minima. Por la eleccién de T" y ya que
Wgio €S Un 4-rey tenemos que wyi1 €S un H-rey y wg es un 6-rey. Ya que
k > 5, tanto wy como wgi1 ¥ Wyyo son (k 4 1)-reyes. Veamos que wy, W1
y wgie son (k + 1)-reyes distintos a los demés que hemos encontrado. Ya
que T = (ug = vg, v1, ..., Vo = u3) €s una trayectoria de longitud minima,
tenemos que d(vy, v;) < k—2 paratoda j tal que 5 < j < k42 y d(vy, wit2) >
d(vg, wyy1) > d(vg,wg) > k — 1 obtenemos que los vértices wy, Wy Y Weio
son distintos de los vértices de la forma v; con 5 < j < k + 2. Para ver que
también son distintos del vértice u; basta con demostrar que d(vy, uy) < k—2.
Observemos que, ya que T = (ug = v, v1,...,Uk1e = Uz) €s una trayectoria
de longitud minima, vy — uy por lo que vy TV U (vk, ug, u1) €s un vyu;-camino
de longitud k — 2, es decir, d(vy, u;) < k — 2, como querfamos demostrar. [J

i Por qué estos teoremas no son una generalizacion del teorema
Aunque los tltimos dos teoremas son validos para digraficas k-cuasi-
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transitivas con k > 4, si pensamos el resultado con k = 2 (sélo para ex-
perimentar y conjeturar) todo parece indicar que en una digrafica 2-cuasi-
transitiva con una unica componente inicial C' con al menos cuatro vértices
hay al menos cuatro 3-reyes, pero el teorema afirma que al menos hay
tres. ;Se podra mejorar el este resultado de Bang-Jensen y Huang tal y como
lo indica la observacion anterior? La respuesta a esta pregunta es si y esto se
demuestra en [I], articulo publicado a raiz de esta tesis.

No podemos ignorar que hemos ignorado el caso k£ = 3. Ese caso no es
mencionado pues desafortunadamente la demostracién del teorema [64] re-
quiere de que k sea mayor o igual a 5. Pero ese no es problema pues en [1§]
fueron caracterizadas las digraficas 3-cuasi-transitivas fuertes. Con esa ca-
racterizacion como herramienta se demostré en [I7] que toda digréfica 3-
cuasi-transitiva D con una tnica componente inicial tiene un 4-rey (cosa que
también se demuestra y generaliza en esta tesis). De la demostracion presen-
tada en tal articulo es sumamente facil concluir que si la componente inicial
de D tiene al menos cinco vértices entonces tiene al menos cinco 4-reyes.

Dejo las referencias y no escribo explicitamente estos resultados sobre
digraficas 2- y 3-cuasi-transitivas pues, como ya mencioné, hacerlo requiere
de resultados conocidos muy especificos de cada una de dichas familias. Una
vez que se conocen estos resultados concliur las afirmaciones que menciono
es trivial.






Capitulo 4

Conclusiones y logros

En esta tesis:

se dio respuesta afirmativa a la conjetura 40,

se generaliz6 el teorema [36]

se generalizo y el teorema [37] y

se dieron condiciones suficientes para la existencia de 2- y 4-reyes en
digraficas k-cuasi-transitivas con k > 3.

Gracias a los resultados presentados en esta tesis se logré dar una mejora
al teorema [37]la cudl fue publicada, junto con los resultados anteriores, en [I].

Ahora se sabe que toda digrafica k-cuasi-transitiva con una unica com-
ponente inicial tiene un (k + 1)-rey, podria pensarse que el paso siguiente
es encontrar cuales de ellas tienen un k-rey o un (k — 1)-rey, sin embargo,
los corolarios |60 y [62[ muestran que la existencia de un (k + 2)-rey estrictdﬂ
implica la existencia de un 2-rey y un 4-rey dependiendo la paridad de k, por
ello es mas interesante encontrar cuales de ellas tienen un (k + 2)-rey estricto
o cuales de ellas tienen un 2- o un 4-rey.

1Un l-rey es estricto si no es un (I — 1) — rey.
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