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Resumen

Muchos métodos estadisticos se basan en el supuesto de normalidad multivariada. Sin
embargo, en muchas ocasiones no se verifica el cumplimiento de este supuesto. Aunque existen
muchas pruebas de normalidad multivariada, en la mayoria de los estudios sobre el tamano
y potencia de las pruebas, se utilizan resultados asintéticos. En este trabajo se presenta un
procedimiento de simulacion para obtener el p-value exacto de las pruebas de normalidad
multivariada. Se estudian siete pruebas, las tres mejores pruebas de acuerdo con el estudio
de |Farrell et al. (2007), tres pruebas propuestas por |Gracia-Medrano| (1989)) y la prueba de
Royston| (1983b). Para evaluar la potencia de las pruebas se consideran 24 distribuciones:
15 mezclas de normales, cuatro distribuciones con contorno eliptico, tres distribuciones con
algunas propiedades de la distribucién normal y dos distribuciones asimétricas y para evaluar
el tamano, desde luego, se utilizo la distribucion normal multivariada. Se simularon 10,000
muestras de la distribucién normal multivariada, para cada una de ellas se calcularon las
siete pruebas, para simular su distribucién. Se consideraron muestras de tamano 25 y 100,
de dimensiones 2, 3 y 10. Con las 24 distribuciones alternativas, los dos tamanos de muestra
y las tres dimensiones se estudiaron 144 situaciones. Para evaluar la potencia de las pruebas
se simularon 10,000 observaciones de cada distribucién alternativa y se calculd el p-value

considerando la distribucion simulada de las estadisticas de prueba.

Ninguna de las pruebas resulté mejor para todas las distribuciones alternativas. De los
144 escenarios estudiados, la prueba que resulté con mayor potencia en un mayor numero
de escenarios fue la prueba de Royston| (1992), en segundo y tercer lugares se ubicaron
las pruebas de [Henze & Zirkler| (1990) y [Doornik & Hansen (1994). La prueba A2, de

Gracia-Medrano| (1989) se ubicé en cuarto lugar. Esta prueba resulté ser la mejor cuando la

VII



distribucién alternativa es la distribucién lambda de Tukey.

En este estudio se indica cuales son las mejores pruebas para cada tipo de alternativas
a la normalidad multivariada. Se sugiere emplear dos o mas procedimientos a un conjunto
de datos para tener mayor informacién sobre la eleccién de una accion apropiada sobre el

rechazo o no de la normalidad multivariada.
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Capitulo 1

Introduccion

En el mundo real, muchos esquemas de recolecciéon de datos o diseno de experimentos
generan datos multivariados. En estudios tales como ensayos clinicos, andlisis financieros,
experimentos en sociologia y psicologia se obtienen como respuesta datos multivariados.
Algunos procedimientos utilizados para analizar estos datos requieren el supuesto de norma-
lidad multivariada; por ejemplo, el analisis de varianza multivariado, anélisis discriminante,
analisis de correlacion candnica y analisis de regresion multivariada, por mencionar algunos.
A pesar de que algunos de estos procedimientos son muy sensibles al supuesto de normalidad
multivariada, frecuentemente no se realiza prueba alguna sobre este supuesto. Looney| (1995)
menciona algunas posibles razones por las cuales no se realiza la prueba de normalidad mul-
tivariada: (1) el investigador desconoce la existencia de pruebas de normalidad multivariada,
(2) una prueba particular, podria no estar rapidamente disponible en algin programa de
computadora para calcular la prueba y/o el p-value, (3) la poca informacién sobre el tamano
y potencia de las pruebas y (4) el investigador podria estar inseguro de qué hacer si alguna

prueba detecta que no se cumple el suspuesto de normalidad multivariada.

En este trabajo se discute este problema; probar la bondad de ajuste de un modelo Nor-
mal Multivariado (NMV) con pardmetros desconocidos a datos observados multivariados.
Las pruebas de bondad de ajuste calculan la discrepancia entre los datos observados y los
datos que se obtendrian si un modelo probabilistico, el modelo NVM en este estudio, es

el que realmente esta presente. Si la diferencia entre lo observado y el modelo es grande



habra evidencia de que no se tiene un buen ajuste (del modelo a los datos observados).
Los procedimientos estadisticos de bondad de ajuste determinan si esa diferencia es lo sufi-
cientemente grande como para concluir que los datos observados no se comportan como lo

establece el modelo probabilistico hipotetizado, y entonces buscar otro modelo.

Aqui se presenta un procedimiento que permite obtener, por medio de simulacién, el
p-value de cualquier estadistica utilizada en tanto ésta sea invariante ante el grupo natural
en el modelo. Una estadistica ¢ es invariante ante el grupo G si su valor no depende de si
se observa x o g (x), para cualquier g € G; es decir, t (z) = t (g (x)). Si t es invariante, la
distribucion de t (X) es la misma que la de t (g (X)), para todo g. Si los elementos de G
estan identificados con parametros, esto significa que la distribuciéon de 7" no depende de
los parametros y es, en principio, conocida. Se presentan estudios de potencia en los que se
comparan los méritos de las distintas estadisticas invariantes que han aparecido en literatura;

entre éstas se presentan las tres versiones de la estadistica de Anderson-Darling propuestas

en |Gracia-Medrano, (1989)).

En el caso continuo univariado de bondad de ajuste, la transformacién de las observacio-
nes con su propia funcién de distribucién (PIT), permite trabajar con observaciones en el
intervalo (0,1) en el caso que los parametros fuesen conocidos, las transformadas, bajo Hy
se comportan como una muestra independiente de uniformes. Mucho se hizo en el pasado
por identificar el limite del proceso empirico asociado, en el cual se basan las estadisticas de
bondad de ajuste tradicionales, las referidas en literatura como estadisticas EDF y que por
el uso de la distribucion asintética del proceso empirico lleva a las distribuciones asintéticas
de funcionales de dicho proceso. Para las estadisticas del tipo Cramér-von Mises y muchas
otras, existen tablas de los correspondientes porcentiles asintéticos, usualmente para valores
de « de 0.20, 0.10, 0.05, 0.01 y algunos otros. Existen también tablas obtenidas por simu-
lacién para diferentes valores del tamano de muestra n que se pueden utilizar sin incurrir
en la aproximacion que induce el uso de la distribucion asintética o bien se pueden utilizar
“correcciones” (que utilizan el valor de n) que permiten tener una mejor aproximacién al

usar la distribucién asintotica.

Las velocidades de los procesadores en las computadoras personales permiten ahora ob-



tener el p-value exacto simulando en ese momento, digamos 10,000 o 100,000 muestras de
tamano n de la distribucién (conocida) que se quiere probar, y calculando para todas las
simulaciones el valor de la estadistica elegida; calcular la proporcion de valores simulados
de la estadistica (evidentemente bajo Hy ) que exceden al valor calculado de esa estadistica
con la muestra original, y ese es el o al que llamamos p-value. Este procedimiento es tan
exacto como el niimero de simulaciones lo permita. Una observacién importante es que este
segundo procedimiento (el obtener el p-value por simulacién ) no requiere que la distribucién
especificada por la hipétesis nula sea continua. Asi, en el caso de distribuciones discretas, que
prosperé con otros enfoques ya que no existe una transformacién al intervalo (0,1) que nos
dé uniformidad (sin recurrir a la aleatorizacién), si se puede resolver calculando el p-value

“exacto”, por simulacion.

Si la distribucion especificada por la hipétesis nula tiene parametros desconocidos, esto es,
la hipdtesis nula especifica en realidad una familia paramétrica, el procedimiento de obtener
tablas asintoticas tuvo que tomar en consideraciéon que ahora el correspondiente proceso
empirico con parametros desconocidos y estimados, (digamos por méxima verosimilitud),
converge a un limite, en general distinto al caso en que los parametros eran conocidos. Existen
muchos articulos con sus correspondientes tablas asintéticas para diferentes distribuciones
en los que distinguen si es que s6lo uno de los parametros es desconocido; cuél de ellos, o si

dos (0 més) son desconocidos.

En ocasiones las distribuciones asintéticas, distintas del caso en que los pardmetros fueran
conocidos, no dependen de los valores particulares de los parametros. En estos casos resulta
suficiente el exhibir la distribucién asintética de la estadistica empleada. Es el caso de todas
las familias paramétricas en que los parametros corresponden a un modelo de localizacion
y/o escala. Por otro lado, para los casos en los que la distribucién asintética si depende de los
valores de los parametros, suelen exhibirse un juego de tablas asintéticas, y sugerir al usuario
que estime los pardmetros y decida qué tabla utilizar (por ejemplo el caso de la distribucién

gamma de dos pardmetros o el de la Gaussiana-inversa, también de dos pardmetros).

La no dependencia de la distribucion del proceso empirico en los valores de los parametros

en los casos de localizacién y/o escala es en realidad una no dependencia en los parametros



del proceso empirico para cualquier modelo de grupo, en que el proceso empirico resulta inva-
riante frente a ese grupo y la estadistica suficiente minimal es equivariante. Casos particulares

de estos modelos de grupo son los parametros de localizacién y/o escala.

Para estos modelos de grupo con las condiciones mencionadas, la obtencién del p-value
es trivial, pues el valor de la estadistica (invariante) calculada con la muestra observada,
se compara contra el histograma de 10,000 (o 100,000) valores simulados de la estadistica,
obtenidos éstos con muestras simuladas de la distribucién nula habiendo fijado arbitraria-
mente valores para los parametros. Eso, puesto que la distribuciéon no depende de sus valores
y por ello se ponen los valores que uno quiera. Como un comentario, en estos casos el usar

remuestreo (i.e. bootstrap), produce el p-value exacto.

En el Capitulo [2| se hace una somera descripcién de diferentes procedimientos propues-
tos para el caso multivariado, enfatizando aquellos procedimientos de bondad de ajuste que
resultan invariantes al grupo natural asociado al Modelo Normal Multivariado. En el Capitu-
lo |3| se describe un estudio de simulacién para verificar que la obtencién de tablas exactas
para el tamano de muestra, n, dado y la dimension, &, del problema es correcta; o sea que
se reproduce el nivel a pretendido para hacer la prueba de bondad de ajuste. También se
presentan las potencias de las pruebas elegidas dentro de la comparacion. Finalmente en el
Capitulo [4] se presentan las conclusiones del estudio y las recomendaciones para obtener in
situ el p- value de cualquier estadistica invariante que pretenda utilizarse para bondad de

ajuste de la distribucion Normal multivariada.



Capitulo 2

Pruebas para normalidad

multivariada

En esta seccién se describen las pruebas invariantes y consistentes utilizadas para evaluar
la normalidad multivariada junto con procedimientos basados en bondad de ajuste y medidas

basadas en la asimetria y curtosis multivariadas.

Tomando en cuenta los estudios de simulacién previos, principalmente los resultados
obtenidos por [Farrell et al. (2007), se seleccioné la mejor prueba dentro de cada categoria. Se
estudio una prueba basada en una revisién dada en Royston| (1992) de la prueba de Royston
(1983b)), la extension de la prueba de [Shapiro & Wilk| (1965) para normalidad univariada. En
el estudio de |[Naczk| (2004) se muestra que la prueba de |[Royston| (1983b) no alcanza el nivel
de significancia nominal considerando su distribucién asintotica, este resultado se confirma
en el estudio de [Farrell et al. (2007). De las pruebas basadas en las medidas de asimetria y
curtosis multivaridas, se selecciond la estadistica de Doornik & Hansen| (1994). Dentro de la

categoria de pruebas invariantes y consistentes, se considerd la prueba de Henze & Zirkler

(1990).

Ademas de las cuatro pruebas anteriores se estudian tres versiones de la estadistica de

Anderson-Darling propuestas en (Gracia-Medrano| (1989))



2.1. Pruebas de Royston

Esta prueba de normalidad multivariada esta basada en la prueba de normalidad univa-
riada de Shapiro & Wilk (1965)), originalmente fue propuesta para muestra de tamano 3 hasta
50, y |[Royston (1982b)) la extendié para muestras de tamano 3 < n < 2000. Un algoritmo
para calcular esta extension se da en Royston| (1982a) y Royston (1983a). Royston, (1983b)
extendio esta prueba para el caso multivariado. Supongamos que los datos para los cuales se
desea probar normalidad multivariada, de dimensién k, consisten de una muestra aleatoria
de tamano n, X7, ..., X’ con matriz de covarianzas muestral S. La estadistica de Royston se
obtiene de la siguiente manera: para la j-ésima variable, j = 1,...,k, X; = (Xy;,..., Xy;)’

se calcula W}, la correspondiente estadistica de prueba univariada de Shapiro & Wilk! (1965)),

dada por
n 2
W (i aiXip)
DY Xy — Xp)?
donde X(1j) < X5y < ... < X(nj) son los componentes de la j-ésima variable ordenados

en forma creciente. El vector de ponderaciones a = (ay,...,a,)" tiene como componentes
a los mejores coeficientes lineales insesgados normalizados de [Sarhan & Greenbergl (1956)
cuando n < 20; mientras que para n > 20, a se calcula como en Royston (1982b). Des-
pués, se determina Z; = [(1 — W) — u*]/o, donde A, u* y o son calculados de acuerdo a
Royston| (1982b). A continuacién se calcula T; = {&~ [®(—Z;)/2]}°, donde ®(-) denota la
funcién de distribucién acumulada normal estandar. Si (X7, ..., X3)" es conjuntamente nor-
mal multivariado y sus componentes son mutuamente independientes, entonces G = Zle T}
es aproximadamente Ji cuadrada con k grados de libertad. Si las X; no son independientes,
entonces H = e(G es aproximadamente Ji cuadrada con e grados de libertad, donde e son los
grados de libertad equivalentes. Royston| (1983b)) sugiere una estimacién para e basada en el
método de momentos, é = p/[1+ (p — 1) ], donde ¢ es una estimacién para la correlaciéon
promedio entre las 7;. No obstante, como ya se menciond, en este trabajo no se usara la

distribucién asintdtica.

Naczk (2004) mostré con un estudio de simulacién que la prueba de [Royston| (1983b) no

alcanza el nivel de significancia nominal. |Farrell et al.| (2007) llegan a esta misma conclusion,
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usando la distribucion asintética de la estadistica de prueba.

Una variante de la prueba de Royston| (1983b)) se propone en Royston| (1992), que incluye
una revision del procedimiento para aproximar al vector de ponderaciones a. |[Farrell et al.
(2007)) estudian la prueba|Royston| (1992) por primera vez. En este trabajo se estudian ambas

pruebas Royston| (1983b) y Royston| (1992)).

2.2. Prueba de Doornik-Hansen

Doornik & Hansen (1994) propusieron una prueba simple émnibus de normalidad mul-
tivariada basada en medidas de asimetria y curtosis, esta prueba es una extension de la
prueba univariada propuesta por [Shenton & Bowman (1977). Sea X' = (X,...,X,)
una matriz £ X n con n observaciones de un vector de dimensién k con media muestral
X =n'(X1+...+X,) y covarianza S = n 'Y | (X; — X) (X; — X)/. Se calcula la

matriz V
V = diag (5_1/2)

y se forma la matriz de correlacion C = V.SV. Se define la matriz k x n de observaciones

transformadas
R =HA'’H'V (X, - X,.... X, — X)

donde A = diag (A1, ..., \x) es una matriz diagonal con los eigenvalores de C'. Las columnas
de H son los correspondientes eigenvectores, tales que H'H = I, y A = H'CH. Después
se calcula la asimetria, |/by;, y curtosis, byj, muestrales para los j = 1,..., k vectores, de

dimensién n, de observaciones transformadas.

Se definen B} y Bj como B} = (V/bi1,...,vbix) y By = (ba, . . ., bay,), respectivamente.
Para cada una de las k variables, la medida de asimetria, 1/b;; se transforma a una Normal
estandar Z;; como en D’ Agostino (1970)); y la medida de curtosis, by; se transforma de

una distribuciéon Gamma a una Ji cuadrada y entonces a una Normal estandar Z,; usando
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la transformacién raiz cubica de Wilson & Hilferty (1931), para j = 1,..., k. |Doornik &
Hansen| (1994) propusieron la estadistica Z}Zq +Z5Zy donde Zy = (Zy1, ..., Zvj, - - -, Zw) y
Zy = (Zn,...,2Z,..., Zy:)'. Esta estadistica tiene una distribucién asintética Ji cuadrada
con 2k grados de libertad cuando los datos son NMV. |Doornik & Hansen| (1994) comparan su
método propuesto contra los métodos de Mardia (1970) y de |[Royston (1983b)), demostrando
que su prueba alcanza el nivel de significancia nominal y tiene buenas propiedades de potencia

superando a las otras pruebas.

2.3. Prueba de Henze-Zirkler

Epps & Pulley (1983)) propusieron una prueba de normalidad univariada que es consis-

tente e invariante para distribuciones no normales. Se basa en la funcional no negativa

T:/OO .0 (1) — o (1 Cda (@) (2.1)

— 00

donde @, (t) es la funcién caracteristica empirica, g (¢) es una estimacién de la funcién

caracteristica de la distribuciéon Normal, y G (t) es una funcién de ponderaciones.

Henze & Zirkler| (1990) propusieron la siguiente extensiéon multivariada de (2.1)),

bua- |
Rd

donde ®,, (1) es la funcién caracteristica empirica de las observaciones estandarizadas, ® (t)

R 2

©,, (1) — Qo ()] s (t)dt (2.2)

es la funcién caracteristica de la distribucién Normal estandar, y g (t) es una funcién kernel.
Henze & Zirkler| (1990) usaron la funcién de densidad de un vector aleatorio Ny (0, 3214,
B € R como el kernel en (2.2)), ellos mostraron que la estadistica de prueba tiene una

distribucion asintética Lognormal.



La forma cerrada de calculo para la estadistica es:

Y e (<G -ile)

7j=1 k=1

2
2 (1+ ) Zep( s WIF) + (L 20%)”

d
2

dondeYj:S;% (X;—X,),i=1,...,n

Henze & Zirkler (1990)) realizaron un estudio de simulacién para comparar su estadisti-
ca con otras. Se consideraron distribuciones alternativas entre las que estan aquellas con
marginales independientes, mezclas de distribuciones normales y distribuciones simétricas
esféricas. [Henze & Zirkler| (1990) demostraron que su prueba tiene buena potencia y que la
eleccion de § = 0.5 produce una prueba potente contra distribuciones alternativas con colas

pesadas.

2.4. Prueba de Gracia-Medrano

Gracia-Medrano| (1989)) propuso un método para probar NMV. La idea del método pro-
puesto consiste en hacer transformaciones que conviertan a los vectores X! = (X1, Xjo, ..., Xix),
1 =1,...,n, en cantidades univariadas U;y, Ujs,...,Up, ..., Uy que bajo la hipdtesis nu-
la se distribuyen uniformemente en el intervalo unitario. Esto reduce el problema a probar

uniformidad de una muestra univariada de tamaiio nk.

El método de |Gracia-Medrano (1989) consiste, primero, en estimar la funcién de distri-

bucién N (p,¥) usando la funcién Rao-Blackwell, obtenida por |Ghurye & Olkin| (1969)

n—

- 1 _
F(x) = P[X < x|U,] = invt* (sl ,n—k—l,X)



una distribucién ¢ inversa, donde

jt ::'l )(i
n -
=1
S, =8=Y (Xi—X) (X, - X)’
=1
U, = (X.89)

Un vector Z se distribuye como invt®) (P,Q,v,n) si su funcién de densidad es la siguiente:

vrk—2 v—2

F(Wzrk)‘PﬁQ* > (Q—(z—n)P(z—n))?

r(s)

cuando Q — (z—n)P(z—mn) > 0y f(z) = 0, en otro caso. Siendo P una matriz de

f(z) =

IS

™

precision, () un escalar, v los grados de libertad y m un parametro de localizacién.

Después de estimar la distribucién NV (u, ) | se aplica la transformacién de Rosenblatt a

F(x).|Gracia-Medrano| (1989) da un resultado general para las distribuciones condicionales de

(j — 1) componentes, es una

invt (Py, Q;, v;,m;)

donde
_ —1
= (55— €5S;€5)

vi =n—j—1
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1’1—53'1
= rQq—1
U —:Bj+€ij 1

Tj—1 — Zi‘j_l

g | S &
i =
& i
para j = 2,...,k, S, es la matriz de covarianza muestral hasta la j-ésima componente

(sin estar dividida por n). Después, se obtienen las Uy; aplicando FUIb+0=1 alas Xj;, del

siguiente modo

parat=1,...,ny j=1,...,k. Para hacer lo anterior, se hizo uso de dos transformaciones.
La primera transformacién mapea a una variable X ~ invt) (P,Q,v,n) en una variable

Z ~ dirtV) (P, Q,v,n), dada por

Q3 (X —mn)
VQ—(X—-n)P(X-n)

+n=17

Un vector Z se distribuye como dirt®) (P, Q,v,n) si su funcién de densidad es la siguiente:

La segunda transformacién mapea a una Z ~ dirt™) (P, Q,v,m) en una variable t ~ t,

(t de Student con v grados de libertad) dada por la siguiente expresién

(Z—m)v:|P]”
Q:

t

Finalmente se tiene que las observaciones U;; son de la forma

(n—j—1)7 [X; - X — €874 (Xig—y — Xig-)]

J-g—1

1 — _ 1
(si — €58;1145)” ("T_l — (Xig-n) = Xig-n) 87y (Xigg-1) = Xig-) = M) 2)

anjfl



paraj=1,...,k,i=1,...,ny donde

Xi-1) =

Xi-1) =

M:

[Xij — X5 — &S (Xig-1y — X-ny)]

| X1

2

Sjj —

rQ—1 ¢
jsjflgj

y G, es la funcién de distribucién de una t de Student con v grados de libertad. Es importante

mencionar que al estimar la funcién de distribucion, ya no se cuenta con la independencia

entre (Uil, cely ﬁlk> y (Ull, ey Ulk>, aunque Uir y (71-5 si son independientes para r # s.

Después se calculan las tres estadisticas de prueba propuestas. Para calcular la primera

estadistica, denotada como flik, se ordenan las Uij como [7(1), (7(2), cee U(nk), con ellas se

calcula A2, del siguiente modo

nk
. 1 .
A?Lk = —nk — e Z (Qi - 1) [ln (U@) + In (1 — U(nk+1—i))i|
i=1
Por otro lado, para cada vector [U;; ... U], i=1,...,k se calcula /LQ, siguiendo la defini-

cién de A2,. Con los A?, se calculan las estadisticas

k
A2 _ 2 A2
Asum - Az
i=1

12



i2 . A2
Améx = max {Az}
i=1,...,k
Una vez hecho esto ya se tienen las tres estadisticas. Las distribuciones de A2, A% vy
A% . se desconocen. Para poder llevar a cabo las pruebas es necesario simular las distribu-

ciones de estas estadisticas bajo la hipdtesis nula.
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Capitulo 3

Resultados

Se realiz6 un estudié de simulacién, usando el lenguaje R!, para comparar el tamaifio y
potencia de las pruebas de normalidad multivariada de Royston (1992)), |Royston, (1983b)),
Doornik & Hansen| (1994)), Henze & Zirkler (1990) (R92, R83, DH94 y HZ, respectivamente)
y tres versiones de la estadistica de Anderson-Darling propuestas por |Gracia-Medrano (1989)
(A%, A2 v A%, ). El cédigo R usado para generar los datos de las distribuciones Pearson
tipo II, ¢ de Student, potencia exponencial generalizada y Khintchine; y para calcular las
estadisticas de prueba R83, R92, DH y HZ estuvieron basados en el cédigo disponible en
http://www.stat.ubc.ca/ matias/MVN/. El cédigo R de las 7 pruebas se pueden descargar

de http://www.dpye.iimas.unam.mx/lety /pruebasnormalmultivariada/

Se us6 simulacién Monte Carlo para determinar el p-value exacto para las siete prue-
bas. Se generaron 10,000 conjuntos de datos con combinaciones de tamanos de muestra
n = 25,100 y dimensiones k = 2,3,10 de 25 diferentes distribuciones multivariadas (ver
Tabla , cubriendo un rango amplio de distribuciones que van desde la distribucién Nor-
mal Multivariada hasta distribuciones con desviacion severa de la normalidad. Es decir, se

simularon un total de 150 situaciones.

Las pruebas estadisticas se calcularon para los 10,000 conjuntos de datos de cada si-
tuacion y se compararon con el valor critico apropiado, para obtener la estimacién de la

proporcién de rechazos de normalidad multivariada para cada prueba en cada situacion. Se

Thttp://cran.r-project.org/
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us6 el nivel de significancia estdndar de o = 0.05, también se consideraron los niveles 0.01 y

0.10; sin embargo, el andlisis detallado se realiza para o = 0.05. El valor critico se calculé a

partir de la distribucion empirica de cada prueba, la cual se obtuvo simulando 10, 000 conjun-

tos de datos de la distribuciéon Normal multivariada, para las seis diferentes combinaciones

de n y k y calculando las estadisticas de prueba para todas las muestras simuladas.

Distribucion Multivariada

Comentarios

Normal

Mezcla de dos normales

t de Student 10 gl
Cauchy
Pearson Tipo II (m = 10)

Uniforme
Ji cuadrada 1 gl
Lognormal

Knitchnine

Lambda de Tukey

Potencia exponencial generalizada

Hipdtesis nula. Distribucién simétrica y mesocurtica

Se consideraron 15 diferentes mezclas, con 3 niveles de
mezclado y 5 configuraciones de medias y varianzas.
Mezcla nivel 1 (90%/10%), contaminacién leve,
asimétrica y leptocurtica.

Mezcla nivel 2 (78.8675%/21.1325%), contaminacién
moderada, asimétrica y mesocurtica.

Mezcla nivel 3 (50 %/50%,), contaminacién severa,
simétrica y platicurtica

Simétrica y moderadamente leptoctrtica
Simétrica y platicirtica

Una distribucién con desviacién moderada de la distri-
bucién Normal

Simétrica pero altamente platicurtica
Altamente asimétrica
Altamente asimétrica

Una distribuciéon con marginales normales pero distri-
bucién conjunta no normal

Distribucién severamente truncada, de colas pesadas y
cortas, pero sus valores de asimetria y curtosis son igua-
les a los de la distribucion Normal

Una distribuciéon no normal pero los valores de asimetria
y curtosis son iguales a los de la distribucion Normal

Cuadro 3.1: Distribuciones multivariadas simuladas
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3.1. Distribucion Normal Multivariada

La primera distribucion que se simulé fue la distribucion Normal Multivariada. En este
caso la hipétesis nula de que la muestra aleatoria tiene distribucién normal multivariada es
verdadera se espera que cada prueba rechace la hipdtesis nula aproximadamente a un nivel
del 5 %. Las otras 24 distribuciones representan desviaciones de la normalidad multivariada
a diferentes grados, para estas distribuciones la hipotesis debe ser rechazada. Una prueba ¢

es insesgada si la funcién potencia [, (6) satisface

Bs(0) <a si 0eQpy,
645 (9) >a si fe le

donde Hj es la hipétesis a probar (hipdtesis nula) y Hj la hipdtesis alternativa. En este estu-
dio, si una prueba es insesgada entonces la potencia serd menor o igual que el nivel a = 0.05,
cuando se considera la distribuciéon normal multivariada. Para las otras 24 distribuciones, la

potencia serd mayor o igual que el nivel a.

El comportamiento de las siete pruebas con la distribuciéon Normal Multivariada se de-
termind simulando 10,000 conjuntos de datos normales multivariados. Para cada conjunto
de datos se calcularon las estadisticas R92, R83, DH94, HZ, A% A2, v AZ.. Con esta
distribucién el nimero de rechazos debe ser bajo, alrededor del 5%, cuando se usa o = 0.05.

Para un nivel de significancia de 0.05, el tamano del error tipo I se muestra en el Cuadro
. Para todas las pruebas el error tipo I estd alrededor de 0.05. La prueba A% es la que
presenta mayor rango de variaciéon en la potencia observada, de 0.043 a 0.056. La prueba
con menor rango fue R83, 0.0509 a 0.0547; este resultado contrasta con el obtenido por
Farrell et al. (2007), quienes encontraron que R83 no alcanza el nivel de significancia nominal
usando la distribucién asintotica de la estadistica de prueba, razon por la cual la descartaron
para el andlisis de potencia, y coinciden con los resultados de Mecklin (2000) y [Mecklin &
Mundfrom| (2005) quienes obtuvieron que el tamafio del error tipo I para R83 estaba entre

0.047 y 0.053. Como se menciond antes, en este estudio se calculé el p-value exacto, en lugar

de usar distribuciones asintéticas para las pruebas.
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0551 0.0536 0.0470 0.0497 0.0516 0.0494
A2, 0.0506 0.0512 0.0492 0.0544 0.0560 0.0430
AZ o 0.0527 0.0555 0.0470 0.0521 0.0515 0.0490
DH 0.0516 0.0535 0.0520 0.0495 0.0545 0.0523
HZ 0.0511 0.0519 0.0500 0.0504 0.0471 0.0457
R83  0.0547 0.0509 0.0515 0.0532 0.0519 0.0511
R92  0.0536 0.0465 0.0469 0.0514 0.0513 0.0514

Cuadro 3.2: Tamano del error Tipo I empirico contra la distribucién Normal Multivariada,
a = 0.05

3.2. Potencia

Para la comparacion de la potencia de las pruebas R92, R83, DH94, HZ, A2, A2

sum

y Afnéxv
se eligieron las distribuciones alternativas de acuerdo a Mecklin| (2000)) y [Farrell et al.[ (2007).
Se estudiaron 15 diferentes mezclas de dos normales multivariadas, cuatro distribuciones
simétricas multivariadas (las distribuciones Cauchy, t19, uniforme y Pearson tipo IT). También
se consideraron tres distribuciones no normales con algunas caracteristicas idénticas a las de
la distribucién Normal Multivariada: la distribucién Knitchnine (marginales normales, pero
distribucién conjunta no normal), la distribucién Lambda de Tukey con con A = 5.2 (tiene
los primeros cuatro momentos iguales que una distribuciéon Normal; esta distribucién no fue
considerada por [Mecklin| (2000) ni Farrell et al.| (2007)) y la distribucién potencia exponencial
generalizada (misma curtosis y asimetria que la distribucién Normal). Asimismo se estudia-

ron dos distribuciones multivariadas fuertemente asimétricas: la distribucién Ji- cuadrada y

la distribucién Lognormal.

Para evaluar la potencia de las siete pruebas R92, R83, DH94, HZ, A% A2, v A%,
contra cada distribucién alternativa (Cuadro , se generaron 10,000 muestras de cada
distribucién para diferentes valores de n y p; después se calcularon las estadisticas de las
pruebas; es decir, para cada una de las distribuciones alternativas se calcularon 10,000 es-
tadisticas de cada una de las siete pruebas. Para cada combinaciéon de n y p se estimé la

potencia de la prueba como la proporciéon de muestras para las cuales la estadistica re-

sulté mayor que el valor critico correspondiente, se considerd el nivel de significancia de
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0.05.

3.3.

Para estudiar el comportamiento de las pruebas cuando la distribucion alternativa es un
modelo de mezclas de dos Normales Multivariadas se consideraron 15 diferentes mezclas,
las mismas que estudié Mecklin| (2000). Se consideraron cinco diferentes tipos de mezclas,
en términos de la estructura del vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas, y
dentro de estos cinco tipos se usaron tres diferentes valores para la ponderacién (p = 0.9,
0.788675 y 0.05). Los diferentes valores de p generan tres diferentes niveles de contaminacion.
En el Cuadro se muestran las propiedades de las mezclas de normales que se estudian en

este trabajo.

Para todas las pruebas, la potencia estimada para detectar mezclas de dos normales
multivariadas estd entre 0.04 y 0.1392 (esta tltima potencia corresponde a la prueba DH con

n = 100 y k = 10 para una mezcla con contaminacién moderada, asimétrica y mesocurtica,

Cuadro 3.3: Tipos de mezclas de normales *

Medias Varianzas = Componente 1 Componente 2

Tipo iguales iguales Media Varianza Media Varianza

1 Si No py ¥, @ 18] Yo €
2 No Si I ¥ o © 2
3 No Si [ Yo [2 Yo
4 No No [ Yo [o 2o
5 No No 78] Yo f42 >

% Los 5 tipos de mezclas de normales son simulados en las proporciones
90 %/10 %, 78.8675 %/21.1325 % y 50 %/50 %

b 111 es un vector de medias de ceros

¢ 1z es un vector de medias de unos

4%, es una matriz de correlacién con todos sus elementos fuera de la
diagonal iguales con p = 0.2

€35 es una matriz de correlaciéon con todos sus elementos fuera de la
diagonal iguales con p = 0.5

Mezclas de normales multivariadas
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0.788675Ny (1, X2) + 0.211325Ny, (o, 31)). Los valores de pq, po, X1 v 3o se describen
en el Cuadro . Estos resultados estédn de acuerdo con los de Farrell et al. (2007)), quienes
encontraron que para mezclas de normales multivariadas, la mayoria de las pruebas tienen

potencias estimadas por debajo de 0.10, atin para n y k grandes.

Componente 1 Componente 2
Distribucién  Tipo P Media Varianza 1—p  Media Varianza
1 1 0.9 1 21 0.1 1 22
2 1 0.788675 1 > 0.211325 1 pIY
3 1 0.5 M1 21 0.5 M1 ZQ
4 2 0.9 5 > 0.2 [bo >
5) 2 0.788675 ! i 0.211325 2 >
6 2 0.5 1251 21 0.5 2 21
7 3 0.9 1 EQ 0.1 125 EQ
8 3 0.788675 41 Yo 0.211325 [ho hIY
9 3 0.5 41 Yo 0.5 [ho hIY
10 4 0.9 3 i 0.1 [bo hIY
12 4 0.5 1251 21 0.5 2 EQ
13 5 0.9 M1 22 0.1 125 21
14 5 0.788675 41 P 0.211325 [ho D
15 5 0.5 41 pI 0.5 [ho >

Cuadro 3.4: Caracteristicas de las distribuciones Normales en la mezcla de distribuciones

Las distribuciones clasificadas como mezclas tipo 1 tienen el mismo vector de medias pero
diferente matriz de varianzas y covarianzas, se denotan por pNy, (w1, 21)+(1 — p) Ny, (p1, Xo).
Los resultados se muestran en los Cuadros [3.5] y 3.7 Las potencias de las siete pruebas
estan entre 0.0456 y 0.1077, sin considerar el valor de n y k.

Para esta distribucion alternativa no hay una prueba que se caracterice como la mejor.
Considerando los tres valores de p, los dos valores de n y los tres valores de k, se tienen
18 situaciones para las mezclas tipo 1. De estos 18 escenarios, en 5 las pruebas R92 y HZ

resultaron con mayor potencia.

Las pruebas Ag,,,, DH y HZ son insesgadas para las mezclas con p = 0.9. A, Amax,
R&83 y R92 resultan ligeramente sesgadas cuando n = 25 e insesgadas para n = 100. Con
p = 0.788675 (distribuciones con contaminacién moderada, asimétricas y mesocirticas)

s6lo las pruebas Agu, v R92 resultan insesgadas. Las otras 5 pruebas son sesgadas cuando
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n = 25, HZ es la tinica que presenta sesgo para n = 100.

Cuando p aumenta la potencia se incrementa ligeramente para k = 2, 3. Cuando k = 10

la potencia de las pruebas en general decrece.

La mayoria de las pruebas tienen potencias alrededor del 0.05. DH es la prueba que tiene
relativamente mayor potencia, 0.0465 a 0.1077, le sigue HZ (0.0491 a 0.0912). Al aumentar
k se observa, en general, un ligero incremento de la potencia. Al incrementarse el tamano de

la muestra, n, el aumento de la potencia es mas notorio.

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0533 0.0529 0.0479 0.0529 0.0543 0.0518
A2, 0.0509 0.0554 0.0533 0.0570 0.0565 0.0504
A2, 0.0498 0.0545 0.0507 0.0534 0.0537  0.0500
DH 0.0503 0.0522 0.0516 0.0516 0.0535 0.0576
HZ 0.0525 0.0549 0.0543 0.0537 0.0509  0.0522
R83 0.0526 0.0499 0.0520 0.0568 0.0589 0.0620
R92  0.0506 0.0497 0.0648 0.0551 0.0601  0.0638

Cuadro 3.5: Potencia empirica contra la distribucién 1 (Cuadro [3.4), o = 0.05

n =25 \ n = 100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10

A% 0.0555 0.0526 0.0483 0.0580 0.0508 0.0516
0.0512 0.0558 0.0556 0.0622 0.0551 0.0570
A2 0.0498 0.0541 0.0551 0.0566 0.0521 0.0578
DH 0.0479 0.0498 0.0537 0.0480 0.0495 0.0694
HZ 0.0491 0.0596 0.0541 0.0620 0.0626 0.0612
R83 0.0555 0.0487 0.0538 0.0598 0.0522 0.0606
R92 0.0552 0.0516 0.0666 0.0573 0.0539 0.0624

Cuadro 3.6: Potencia empirica contra la distribucién 2 (Cuadro [3.4), o = 0.05

Las mezclas tipo 2, tienen vector de medias diferentes pero la misma matriz de varianzas

y covarianzas, se denotan por pNy, (p1, 31) + (1 — p) Nk (p2, 21). Los resultados se muestran
en los Cuadros [3.8/ 3.9 y 3.10]

En lo que se refiere al sesgo de las pruebas, para las distribuciones con contaminacion

leve, asimétrica y leptocurtica, p = 0.9, las pruebas HZ y R92 resultaron insesgadas, las otras
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2 0.0542 0.0505 0.0495 0.0524 0.0547 0.0657
A2, 0.0461 0.0491 0.0512 0.0501 0.0587 0.0593
A2 0.0487 0.0478 0.0511 0.0493 0.0560 0.0621
DH  0.0465 0.0542 0.0573 0.0512 0.0638 0.1077
HZ  0.0501 0.0579 0.0574 0.0595 0.0770 0.0912
R83 0.0484 0.0461 0.0514 0.0493 0.0472 0.0536
R92  0.0456 0.0472 0.0715 0.0481 0.0489 0.0621

Cuadro 3.7: Potencia empirica contra la distribucién 3 (Cuadro a=0.05

pruebas presentan sesgo para alguna combinacién de n y k (Cuadro . En el Cuadro
aparecen los resultados para las distribuciones con contaminacion moderada, asimétricas y
mesocurticas, se observa que 4 pruebas presentan un ligero sesgo cuando k£ = 10 y n = 25
(A2, A% A% . HZ), y 3 pruebas presentan sesgo marginal cuando k = 3 y n = 25
(DH, R83 y R92); para las otras combinaciones de n y k, las pruebas son insesgadas. De
las distribuciones con contaminacién severa, simétricas y platictirticas, solamente A2, no

presenta sesgo. El resto de las pruebas presentan sesgo para diferentes combinaciones de n y

k, en particular, R83 resulta sesgada para todas las combinaciones de n y k (Cuadro [3.10)).

Cuando p aumenta las potencias, en general, se incrementan para todas las combinaciones
de k y n, las menores potencias se registran cuando p = 0.5. Al igual que las mezclas tipo
1, las potencias de las pruebas estan alrededor del 0.05. R83 y R92 son las pruebas que
alcanzan las mayores potencias, 0.0753 y 0.0814, cuando n = 100 y k& = 10, respectivamente.
En general, las pruebas aumentan su potencia cuando k£ aumenta de 2 a 3 a 10. La potencia
de las pruebas aumenta ligeramente cuando aumenta el tamano de la muestra, n = 25 a

n = 100.
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0532 0.0551 0.0471 0.0541 0.0558 0.0526
A2, 0.0501 0.0559 0.0512 0.0524 0.0614 0.0483
A2 0.0533 0.0532 0.0487 0.0526 0.0546  0.0566
DH  0.0507 0.0557 0.0521 0.0563 0.0586 0.0486
HZ  0.0502 0.0567 0.0501 0.0548 0.0572 0.0541
R83  0.0561 0.0499 0.0596 0.0608 0.0616 0.0753
R92  0.0551 0.0528 0.0707 0.0616 0.0643 0.0814

Cuadro 3.8: Potencia empirica contra la distribucién 4 (Cuadro a=0.05

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2 0.0532 0.0520 0.0439 0.0576 0.0532 0.0534
A2, 0.0529 0.0517 0.0480 0.0610 0.0540 0.0545
AZ 4 0.0524 0.0531 0.0466 0.0565 0.0543 0.0531
DH 0.0525 0.0499 0.0521 0.0550 0.0513 0.0536
HZ 0.0516 0.0565 0.0480 0.0619 0.0575 0.0535
R83  0.0577 0.0452 0.0545 0.0585 0.0611 0.0730
R92  0.0559 0.0487 0.0694 0.0585 0.0638 0.0804

Cuadro 3.9: Potencia empirica contra la distribucién 5 (Cuadro a=0.05

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0519 0.0501 0.0503 0.0515 0.0505 0.0501
A2, 0.0475 0.0485 0.0505 0.0500 0.0507 0.0474
A2 0.0468  0.0505 0.0534 0.0484 0.0480  0.0470
DH 0.0460 0.0497 0.0539 0.0429 0.0437  0.0493
HZ 0.0458 0.0485 0.0502 0.0487 0.0538 0.0462
R83 0.0489 0.0426 0.0455 0.0453 0.0403  0.0402
R92 0.0461 0.0452 0.0565 0.0446 0.0436  0.0456

Cuadro 3.10: Potencia empirica contra la distribucién 6 (Cuadro a=0.05
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Las mezclas tipo 3 son similares a las mezclas tipo 2 en que la matriz de varianzas y
covarianzas de los componentes son iguales y diferente vector de medias, pero difieren en que
estas ultimas tienen una mayor correlacion entre las variables. La notacion para este tipo
de mezclas es pNy (1, 32) + (1 — p) Ni (p2, 32). Los resultados para esta distribucién son
tabulados en los Cuadros [3.11} [3.12] y [3.13]

Para este tipo de mezclas, las pruebas DH, R83 y R92 son insesgadas para las 6 combina-
ciones de n y k cuando las distribuciones presentan contaminacion leve, p = 0.9. Las otras 4
pruebas si presentan sesgo, para al menos una combinacién de n y k. Para las distribuciones
con contaminacién moderada p = 0.788675, la prueba A2, es la tinica que resulta insesgada
para todo n y k. Para las distribuciones con contaminacién severa, p = 0.5 ninguna prueba
resulto insesgada, hay sesgo en una mayor cantidad de combinaciones de n y k, la mayoria

cuando n = 100.

Para este grupo de alternativas, la prueba que alcanza mayores potencias es R92 (potencia
méxima de 0.0816, para n = 100, £ = 10), le siguen R83 (potencia méxima de 0.0770) y
A% (0.0607). Al aumentar p y n las potencias aumentan, se tiene el mismo comportamiento

cuando se aumenta k, para n = 25. Cuando n = 100 las potencias en general disminuyen al

aumentar la dimensién k.

n =25 \ n = 100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0489 0.0573 0.0459 0.0547 0.0491  0.0487
A2, 00453 0.0524 0.0485 0.0570 0.0562  0.0472
A2 0.0471 0.0532  0.0510 0.0541 0.0532  0.0505
DH 0.0531 0.0521 0.0525 0.0515 0.0589 0.0501
HZ 0.0488 0.0558 0.0508 0.0512 0.0527  0.0482
R83 0.0568 0.0518 0.0538 0.0604 0.0587 0.0707
R92  0.0569 0.0552  0.0782 0.0603  0.0603 0.0816

Cuadro 3.11: Potencia empirica contra la distribucién 7 (Cuadro a=0.05

Las mezclas tipo 4 tiene vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas diferen-
tes, se denotan por pNy (1, %1) + (1 — p) Ny (w2, X2), los resultados se muestran en los
Cuadros [3.14] [3.15] y [3.16]

Para las distribuciones tipo 4 con p = 0.9 ninguna prueba resulta insesgada; para todas las
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0526 0.0542  0.0500 0.0550 0.0559 0.0520
A2, 0.0494 0.0530 0.0539 0.0589 0.0607 0.0465
A2 0.0474 0.0548 0.0496 0.0575 0.0544  0.0526
DH 0.0523 0.0569 0.0511 0.0533 0.0534 0.0486
HZ 0.0466 0.0526 0.0503 0.0513 0.0539 0.0473
R83 0.0537 0.0465 0.0568 0.0585 0.0559 0.0624
R92 0.0526 0.0498 0.0728 0.0565 0.0577 0.0745

Cuadro 3.12: Potencia empirica contra la distribucién 8 (Cuadro a=0.05

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0508 0.0503 0.0466 0.0493  0.0467 0.0492
A2, 0.0479  0.0488 0.0489 0.0507 0.0486 0.0494
A2 0.0458  0.0509 0.0467 0.0481 0.0443 0.0540
DH 0.0461 0.0488 0.0500 0.0439 0.0450 0.0495
HZ  0.0492 0.0539 0.0540 0.0489 0.0497 0.0478
R83 0.0518 0.0488 0.0462 0.0439 0.0421 0.0557
R92 0.0512  0.0543 0.0708 0.0454  0.0458 0.0669

Cuadro 3.13: Potencia empirica contra la distribucién 9 (Cuadro a=0.05

combinaciones de n y k, al menos en una combinacién n, k las pruebas presentan sesgo. Para
p = 0.788675 las pruebas A2, HZ, R83 y R92 son insesgadas. Las otras pruebas presentan

sesgo en al menos una combinaciéon de n y k. Mientras que para p = 0.5, solamente las

2

pruebas Az . v HZ resultan insesgadas.

Para esta distribucion al pasar de p = 0.5 a 0.9 se observa un aumento en la potencia.
Para p = 0.9 y 0.788675 R92 alcanza la mayor potencia y DH la menor. Al aumentar k y n

la potencia aumenta.

Las mezclas tipo 5, al igual que las mezclas tipo 4, tienen vector de medias y matriz de
varianzas y covarianzas desiguales. La notacién para este tipo de mezclas es pNy (1, X2) +

(1 — p) Nk (p2,%1). Los resultados para este grupo de distribuciones estdn en los Cua-
dros [3.17, [3.18] y [3.19]

Para este grupo de distribuciones, cuando p = 0.9 y p = 0.788675 solamente las pruebas
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0530 0.0530 0.0487 0.0490 0.0474 0.0515
A2, 0.0508 0.0519 0.0497 0.0570 0.0578 0.0511
A2, 0.0482 0.0549 0.0511 0.0543 0.0529 0.0517
DH 0.0467 0.0483 0.0508 0.0450 0.0501  0.0559
HZ 0.0527 0.0543 0.0492 0.0525 0.0561 0.0559
R83 0.0519 0.0487 0.0541 0.0566 0.0547 0.0608
R92 0.0512 0.0481 0.0631 0.0546 0.0570 0.0622

Cuadro 3.14: Potencia empirica contra la distribucién 10 (Cuadro o =0.05

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0550 0.0528 0.0484 0.0569 0.0539 0.0584
A2, 0.0502 0.0512 0.0526 0.0636 0.0566 0.0577
A2 0.0494 0.0539 0.0513 0.0612 0.0542 0.0557
DH  0.0460 0.0509 0.0563 0.0458 0.0476 0.0674
HZ  0.0580 0.0547 0.0538 0.0622 0.0567 0.0612
R83 0.0513 0.0515 0.0535 0.0584 0.0555 0.0597
R92  0.0544 0.0521 0.0674 0.0557 0.0543 0.0636

Cuadro 3.15: Potencia empirica contra la distribucién 11 (Cuadro a=0.05

A2,y R83 resultan sesgadas. A2, resulta sesgada cuando n = 25y k = 10; R83, para n = 25
y k = 3. Para p = 0.5, las 7 pruebas resultan sesgadas, para n = 25 y k = 2. La prueba R83

es la unica que es insesgada para todas las combinaciones n y k.

Todas las pruebas tienen potencias entre 0.0410 y 0.1392. Cuando n = 100 y n = 25,
k = 2,3 la mejor prueba es DH. La prueba R92 resulta ser la mejor para n = 25, £ = 10.

Al igual con las mezclas tipo 4, la potencia de las pruebas aumenta al aumentar p.

Los resultados obtenidos para mezclas son congruentes con los que obtuvieron [Farrell
et al. (2007). Ellos encontraron que para mezclas la mejor prueba es R92, y las potencias
son menores que 0.10. En nuestro estudio, la mejor prueba resulta ser también R92 y, en
general, las potencias son menores que 0.14. De los 90 escenarios estudiados dentro del
grupo de mezclas de distribuciones, en 29 de ellos la prueba R92 resulté con mayor potencia,

le siguen las pruebas HZ y DH que resultaron con mayor potencia en 18 y 16 escenarios,
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2 0.0547 0.0530 0.0470 0.0508 0.0547 0.0618
A2, 0.0499 0.0561 0.0552 0.0533 0.0559 0.0590
A2 0.0501 0.0558 0.0551 0.0540 0.0516 0.0595
DH 0.0478 0.0573 0.0591  0.0460 0.0630 0.1024
HZ  0.0548 0.0597 0.0590 0.0611 0.0709 0.0916
R83  0.0490 0.0477 0.0480 0.0493 0.0474 0.0541
R92  0.0475 0.0497 0.0666 0.0484 0.0471 0.0634

Cuadro 3.16: Potencia empirica contra la distribucién 12 (Cuadro o =0.05

n =25 \ n = 100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A% 0.0561 0.0595 0.0480 0.0581 0.0623 0.0623
0.0536 0.0621  0.0507 0.0590 0.0637 0.0569
A2 0.0537 0.0607 0.0512 0.0534 0.0578  0.0582
DH 0.0601 0.0705 0.0623 0.0725 0.0920 0.1041
HZ 0.0531 0.0607 0.0539 0.0529 0.0620 0.0581
R83 0.0591 0.0543 0.0594 0.0621 0.0656 0.0840
R92 0.0576 0.0562 0.0797 0.0614 0.0706 0.0994

Cuadro 3.17: Potencia empirica contra la distribucién 13 (Cuadro a=0.05

respectivamente. Mecklin| (2000) también obtiene resultados similares para la prueba HZ,
potencias menores que 0.10 para los 5 tipos de mezclas, frecuentemente incluso obtiene

potencias menores que 0.05 para las mezclas tipo 1, 4 y 5.

3.4. Distribuciones con contorno eliptico

Son distribuciones simétricas, y representan una desviacion moderada de la normalidad,
dentro de este grupo de distribuciones estan la distribucién Pearson tipo II, Uniforme, Cauchy
y t de Student multivariada. La distribuciéon Pearson tipo II estd indexada por un pardametro
m > —1. Cuando m = 0 se tiene la distribuciéon uniforme multivariada. Al aumentar m
la distribucién se parece mas a la distribuciéon Normal Multivariada. En este estudio se

tomé m =0y m = 10.
La distribucion uniforme multivariada es una distribucién altamente platicturtica. Los
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
AZ0.0548 0.0588 0.0498 0.0712 0.0796  0.0852
A2, 0.0517 0.0561 0.0531 0.0709 0.0739 0.0739
A2 0.0507 0.0580 0.0537 0.0670 0.0692 0.0648
DH 0.0624 0.0711 0.0647 0.0824 0.1057 0.1392
HZ 0.0519 0.0596 0.0564 0.0607 0.0667 0.0754
R83  0.0527 0.0483 0.0519 0.0654 0.0592 0.0784
R92  0.0541 0.0518 0.0753 0.0658 0.0655 0.0980

Cuadro 3.18: Potencia empirica contra la distribucién 14 (Cuadro o =0.05

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.0499 0.0567 0.0518 0.0598 0.0711 0.1010
A2, 0.0476 0.0531 0.0559 0.0662 0.0729 0.0719
A2 0.0466 0.0559 0.0498 0.0608 0.0652 0.0685
DH 0.0486 0.0580 0.0633 0.0523 0.0702 0.1248
HZ 0.0485 0.0552 0.0678 0.0598 0.0707 0.1093
R83 0.0470 0.0443 0.0410 0.0441 0.0417  0.0479
R92  0.0430 0.0448 0.0638 0.0454 0.0445 0.0574

Cuadro 3.19: Potencia empirica contra la distribucién 15 (Cuadro a=0.05

resultados se muestran en el Cuadro 3.200

Para n = 25 se observan potencias bajas, la mayor es 0.2091 (HZ) con k = 2 y la menor

es 0.0169 (DH) cuando k = 3. Las pruebas que resultaron mejores son HZ y A2,

Para n = 100, con k = 2 y k = 3 todas las pruebas tienen potencias que van de 0.35
hasta 0.99. La mejor prueba es HZ cuyas potencias varfan entre 0.9684 y 0.9891, le sigue A2,
(de 0.3586 a 0.9258). R92 tiene potencias que varian de 0.0233 a 0.9767. Cuando n = 100, la
mejor prueba es HZ (potencia de 0.9684) seguida de A2, (0.3586), las otras pruebas tienen

potencias menores que 0.09.

En este estudio se obtiene que, para la distribucién uniforme, la prueba HZ se comporta de
manera similar a los resultados de Farrell et al.| (2007), quienes encontraron que para n = 25,
las potencias de HZ, R92 y DH son menores que 0.20; ademas, las potencias disminuyen al

aumentar k. Para n = 100, nuestros resultados también son parecidos a los resultados de
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Farrell et al.| (2007)), obtienen que la prueba HZ tiene potencia cercana a 1; también obtienen
que para k = 2, las potencias de las pruebas DH y R92 estan cercanas al 1, y para k = 10
potencias menores que 0.10. A diferencia de Mecklin| (2000), quién obtiene potencias del 1

para la prueba HZ; resultados similares obtiene para R83.

Las potencias se incrementan al aumentar el tamano de muestra de n = 25 a n = 100.
Comparando las pruebas para diferentes valores de n, tienen mayor potencia cuando n = 100.

La mejor prueba es HZ seguida de A2, excepto para la combinacién n = 100 y k = 2,

en este 1ltimo caso el segundo lugar lo ocupa la prueba R92, y A2, se ubica en cuarto lugar.
Es importante mencionar que HZ y A2, son las tinicas pruebas que resultan insesgadas para

las 6 combinaciones de n y k.

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2 01899 0.1491 0.0770 0.9258 0.8618  0.3586
0.1136  0.0706 0.0393 0.8259 0.5916  0.0707
A2 0.0908 0.0527 0.0372 0.6670 0.3552  0.0544
DH 0.0413 0.0169 0.0189 0.8323 0.5504  0.0088
HZ 0.2091 0.1787 0.0570 0.9767 0.9841 0.9684
R83 0.1066 0.0438 0.0182 0.9516 0.6979  0.0432
R92  0.1406 0.0715 0.0233 0.9767 0.8395  0.0867

Cuadro 3.20: Potencia empirica contra la distribucién uniforme o = 0.05

Los resultados para la distribuciéon Pearson tipo II se muestran en el Cuadro Para
esta distribuciéon todas las pruebas tienen potencias por debajo del 0.10; y solamente las
pruebas HZ y A2, tienen potencias mayores que 0.05. Cuando n = 25, la mayor potencia es
0.055 (A2, k = 2). En general, para k = 25, la mejor prueba es A?,.

Cuando n = 100, la prueba HZ registra las potencias més altas, le sigue A2, ambas con

potencias mayores que 0.05, pero menores de 0.10. Por el contrario, DH es la prueba con
potencias mas bajas, entre 0.0124 y 0.0381. Cuando n = 100, se alcanza la potencia mas
alta. Al pasar de n = 25 a n = 100 la potencia mejora ligeramente. Al aumentar k£ no se

observa un aumento o disminucién significativo de la potencia.

Los resultados obtenidos, coinciden con los de |Farrell et al.| (2007), para las pruebas HZ,
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DH y R92. Obtiene que para n = 25 las tres pruebas tienen potencia menor del 0.05. Para
n = 100, las potencias que obtienen son menores que 0.10. En contraste, [Mecklin (2000)
obtiene potencias mayores que 0.97; mas especificamente, en la mayoria de los escenarios la
potencia fue del 1. En general, para las distribuciones uniforme y Pearson tipo II, la prueba
DH es la que registra la menor potencia, en tanto que HZ resulta ser la mejor, seguida de
A2, . Las potencias para la distribucién Pearson tipo IT con m = 10 son menores con respecto
a las potencias para la distribuciéon uniforme, m = 0, esto es logico dado que para m = 10
el parecido entre las distribuciones Pearson tipo II y Normal Multivariada es mayor, por lo
que se espera una disminucién de la potencias. Farrell et al| (2007) encontraron este mismo

comportamiento en la potencias.

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A%, 0.0550 0.0484 0.0521  0.0551 0.0587 0.0754
A2, 0.0417  0.0412 0.0499 0.0485 0.0492 0.0416
A2, 0.0413  0.0437 0.0467 0.0454 0.0464 0.0422
DH 0.0289 0.0311 0.0381 0.0184 0.0184 0.0124
HZ 0.0439 0.0432 0.0460 0.0573 0.0619 0.0913
R83 0.0351 0.0341 0.0324 0.0344 0.0329 0.0252
R92 0.0380 0.0343 0.0311 0.0343 0.0369 0.0298

Cuadro 3.21: Potencia empirica contra la distribucion Pearson tipo I a = 0.05

Los resultados para las distribuciones ¢t de Student y Cauchy aparecen en los Cua-
dros y

Para la distribucién Cauchy multivariada, todas las pruebas alcanzaron una potencia de
1 para n = 100, indistintamente del valor de k. Para n = 25 la potencia de las pruebas van

de 0.9692 a 0.9997, excepto para la prueba DH (con n = 10, k = 25, potencia: 0.8060).

Para la distribucién Cauchy, Farrell et al| (2007) encontraron que cuando n = 25 las
potencias de las pruebas van de 0.9750 a 0.9990, nuestros resultados coinciden. Ellos encon-
traron que para n > 50 las potencias son iguales al 1, indistintamente del valor de k, con HZ
registrando mayores potencias que las otras pruebas. Nuestros resultados contrastan con los
de Mecklin| (2000), que obtiene potencias de HZ y R83 entre 0.03 y 0.051. |Mecklin (2000)

no consideré los casos n = 25,k = 10 y n = 100, £ = 10, tampoco estudié las pruebas DH y
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R92.

Para la distribucion ¢, con a = 0.05, las potencias van de 0.061 a 0.7329, para todas
las pruebas y para todas las combinaciones de n y k (Cuadro . Paran =25y k =2 las
potencias oscilan entre 0.1021 y 0.1523, la prueba DH alcanza la mayor potencia. Para k = 3
(n = 25) el comportamiento de las potencias es similar (de 0.1024 a 0.1738), nuevamente
DH resulta la mejor prueba. Para n = 100 las potencias varian de 0.2032 a 0.7329. Para
k = 2,3 la prueba DH es la que alcanza mayor potencia, mientras que para k = 10 se ubica
en segundo lugar, por debajo de la prueba HZ. Los tres métodos de |Gracia-Medrano, (1989)

registraron las menores potencias dentro de cada combinacion de n y k, excepto paran = 100

2
sum

vy k=2en lacual A2, y A%, superan a la prueba HZ.

Farrell et al.| (2007) obtuvo que las potencias de las pruebas R83, R92 y HZ van de 0.15
a 0.46 para n = 25, en el presente trabajo, las pruebas registraron potencias entre 0.11 y
0.25. Para n = 100, las potencias de las pruebas van de 0.20 y 0.80, que son similares a las

que obtuvimos nosotros, 0.20 a 0.74. Mecklin (2000) obtiene potencias menores al 0.06, para

n =25y n = 100.

n=25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 09735 0.9831 0.9692 1.0000 1.0000 1.0000
A2, 09776 0.9865 0.9940 1.0000 1.0000 1.0000
A2 09705 0.9785 0.9777 1.0000 1.0000 1.0000
DH 0.9743 0.9850 0.8070 1.0000 1.0000 1.0000
HZ  0.9889 0.9963 0.9995 1.0000 1.0000 1.0000
R83  0.9758 0.9884 0.9985 1.0000 1.0000 1.0000
R92  0.9785 0.9922 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000

Cuadro 3.22: Potencia empirica contra la distribucién Cauchy multivariada @ = 0.05

Con respecto a estas distribuciones simétricas, tenemos que, la prueba A2, resulta in-

sesgada para las cuatro distribuciones Las estadisticas A2 A2 HZ, R83 y R92 son

sum) max’

sesgadas para la distribucion Pearson tipo II, para las otras tres distribuciones las pruebas

son insesgadas. La prueba DH es sesgada para las distribuciones uniforme y Pearson tipo II.

En general, para las distribuciones Cauchy y uniforme la mejor prueba es HZ. Para la

distribucién Pearson tipo II la prueba con mayor potencia es A%, y para la distribucién ¢ de
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2 0.1021 0.1024 0.0605 0.2297 0.2921 0.5467
A2, 0.1080 0.1168 0.1077 0.2266 0.2735 0.3799
A2 01041 0.1139 0.0956 0.2032 0.2245 0.2468
DH 0.1523 0.1738 0.1112 0.4065 0.5017 0.7186
HZ 0.1130 0.1397 0.1373 0.2149 0.3046 0.7329
R83 0.1411 0.1628 0.2417 0.3238 0.3921 0.6883
R92  0.1390 0.1608 0.2524 0.3267 0.4030 0.7110

Cuadro 3.23: Potencia empirica contra la distribuciéon ¢ de Student multivariada, 10 g.l.
a = 0.05

Student, es DH.

3.5. Distribuciones asimétricas

Las distribuciones asimétricas que se estudian son la distribucién Ji cuadrada y la dis-
tribucién Lognormal. Ambas distribuciones son desviaciones drasticas de la normalidad. Se

espera que todas las pruebas tengan una alta tasa de rechazo en este escenario. Los resultados

se dan en los Cuadros v [3.25

Para las distribuciones asimétricas, las siete pruebas tienen potencia alta, con o = 0.05.
Para la distribucién Lognormal multivariada, las potencias de seis de las siete pruebas van
de 0.99 a 1 para todas las combinaciones de n y k, excepto para la prueba HZ con n = 25
y k = 10 que registré una potencia de 0.9781, que de cualquier forma es muy buena. Las

potencias aumentan al pasar de n = 25 a n = 100.

Para la distribucion Ji cuadrada multivariada, la potencia de las siete pruebas presenta
un comportamiento similar al de la distribucién Lognormal, seis pruebas alcanzaron una
potencia mayor o igual a 0.9974, excepto para la prueba HZ, n = 25, k = 10 con una
potencia ligeramente menor 0.9720. Las pruebas R83 y R92 tiene potencias del 1 para todo
nyk.

Cuando n = 100 todas las pruebas tienen potencias del 1. Al pasar de n = 25 a n = 100

las pruebas aumentan su potencia.
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Para las distribuciones Ji cuadrada y Lognormal, las 7 pruebas son insesgadas, y tienen
potencias muy cercanas al 1. La prueba con menor potencia para la distribucién Ji cuadrada

es HZ, 0.9974 y para la distribucién Lognormal es A2 . 0.9922.

Para ambas distribuciones, [Farrell et al.| (2007) encontraron que las pruebas HZ, DH y
R92 alcanzan potencias del 1 para la mayoria de las combinaciones de n y k a excepcion de
algunos casos cuando n = 25, donde la potencia fue cercana al 1. La prueba HZ para n = 25
y k = 10 alcanza la menor potencia, 0.9528. Mecklin| (2000) obtiene que las pruebas HZ y
R83 alcanzan potencias del 1 para n = 100, en tanto que para n = 25, las potencias son

mayores que 0.99.

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A2, 0.9996 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A2 0.9992 0.9993 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
DH  0.9994 0.9998 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
HZ 09974 0.9992 0.9720 1.0000 1.0000 1.0000
R83  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
R92 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Cuadro 3.24: Potencia empirica contra la distribuciéon Ji cuadrada, 1 gl a = 0.05

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2 09979 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A2 09964 0.9998 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000
A% 09922 0.9979 0.9995 1.0000 1.0000 1.0000
DH  0.9973 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
HZ 09924 0.9966 0.9781 1.0000 1.0000 1.0000
R83  0.9981 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
R92  0.9990 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Cuadro 3.25: Potencia empirica contra la distribuciéon Lognormal, a = 0.05
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3.6. Distribuciones con algunas propiedades iguales que

las de la distribucion Normal

Como ya se mencioné anteriormente, también se consideraron tres distribuciones que
poseen algunas propiedades iguales que la distribucion Normal Multivariada: la distribu-

ciéon Khintchine, la distribuciéon Lambda de Tukey y la distribucion “potencia exponencial

generalizada” (PEG).

La distribucién Khintchine tiene la propiedad de tener marginales normales univaria-

das sin tener distribucién Normal Multivariada conjunta. Los resultados se muestran en el

Cuadro [3.26]

En general las potencias son bajas, entre 0.3% y 12 % a excepcion de la prueba HZ que
registra potencias que van de 10.29 % hasta 100 %. Para la distribucién Khintchine la prueba
HZ es la mejor, le sigue A2,. Comparando las potencias de HZ para n = 25 y n = 100, se
obtuvo que para k = 2 la potencia de HZ se incrementa de 10.29 % a 25.27 %; para k = 3
de 20.94% a 67.65% y para k = 10 de 66.76 % a 100 %. Esta prueba aumenta su potencia
al aumentar la dimensién k y el tamafio de muestra n. Aunque la distribucién A%, ocupa el
segundo lugar, sus potencias son menores que las potencias de HZ, van de 2.91% a 11.77 %.
El resto de las pruebas tienen potencias menores que 6.7 % para todas las combinaciones de

nyk.

Para la distribucién Khintchine, la prueba DH resulta sesgada para toda combinacién n
v k; R83 paran =25y k =23y n =100 con k = 3. A%, y A2, resultan sesgadas para
n =25 con k=10 y k = 2, respectivamente. Las otras tres pruebas son insesgadas.

Mecklin| (2000) obtuvo que la prueba HZ alcanza potencias del 12.7% y 10.5% para
n = 25, paran = 100 la potencia es de 94.8 %. En tanto que la prueba R83 registra potencias
del 20.0% y 15.6 % para n = 25 y 100 % para n = 100. Por otro lado [Farrell et al. (2007)
obtienen que HZ es la mejor prueba, sus potencias aumentan con n y k, de 51.81 % hasta

100 % para n y k grandes. Las potencias para R92 estan alrededor del 5% y para DH ain

menores.
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n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2,, 0.0596 0.0577 0.0291 0.0606 0.0716 0.1177
A2gm  0.0508 0.0513 0.0522 0.0551  0.0554 0.0564
A20,  0.0492  0.0540 0.0500 0.0513  0.0503 0.0548
DH  0.0402 0.0331 0.0037 0.0468 0.0425 0.0122
HZ 01029 0.2094 0.6676 0.2527 0.6765 1.0000
R83  0.0497 0.0499 0.0510 0.0532 0.0478 0.0587
R92  0.0506 0.0504 0.0532 0.0517 0.0518 0.0667

Cuadro 3.26: Potencia empirica contra la distribucion Khintchine o = 0.05

La distribucién Lambda de Tukey multivariada, con A = 5.2 tiene curtosis igual a la

curtosis de las distribucién Normal. Los resultados de la simulacién estédn en el Cuadro [3.27

Para n = 25 se registran potencias entre 6.44 % y 25.51 %. Para n = 100 las potencias
se incrementan para todas las pruebas excepto para DH cuyas potencias disminuyen hasta
niveles menores del 1%. Las otras 6 pruebas tienen potencias mayores al 16 %.

Para la distribucién Lambda de Tukey con A = 5.2, la mejor prueba es A%, para cual-

quiera de combinaciones estudiadas de n y k, excepto para n = 25 y k = 10 en la cual esta

2
sum

prueba aparece en tercer lugar por debajo de A y R92. Para esta distribucién la prueba

DH es la que tiene menor potencia junto con la prueba HZ y R83.

En general al aumentar n se incrementa la potencia de las pruebas, el mismo comporta-
miento se tiene cuando se aumenta k. La tnica distribucién que presenta sesgo es DH para

n = 100.

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 0.2267 02571 0.1560 0.9011 0.9796 1.0000
A2, 02004 02276 0.2321 0.8403 0.9274 0.9932
Ao 01762 0.1872  0.1487 0.7443  0.7895 0.8148
DH 0.0676 0.0722 0.0644 0.0062 0.0042 0.0008
HZ 0.1275 0.1247 0.0728 0.6562 0.6110 0.1653
R83 0.1054 0.1033 0.1080 0.6204 0.7294 0.9835
R92 0.1185 0.1286  0.2126  0.7005 0.8494 0.9995

Cuadro 3.27: Potencia empirica contra la distribucién Lambda de Tukey o = 0.05
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La distribucién potencia exponencial generalizada (PEG) tiene la misma asimetria y
curtosis que la distribucion Normal Multivariada. Los resultados aparecen en el Cuadro
[3.28] Para esta distribucién las mayorfa de las potencias de las pruebas estdn por arriba
del 50 % para n = 25; para n = 100, las potencias son mayores o iguales a 99 % excepto la

prueba A2, con k = 2, que registra una potencia de 86.88 %.

Cuando n = 25 hay mayor variabilidad en las potencias. La prueba R92 es la que alcanza
las potencias méas grandes, mayores que 90 %, le sigue R83 cuyas potencias estan entre 82 %
vy 98%, DH (72% a 94%) y A%, (77% a 92%). Por el contrario, las pruebas con menores
potencias son A%, (38% a 50%) y HZ (21 % a 65 %). Estos resultados son congruentes con

los obtenidos por [Farrell et al|(2007), quienes encontraron que la mejor prueba es R92, ellos

no consideran R83 en la evaluacion de potencia.

Para la distribucién potencia exponencial generalizada |[Mecklin (2000)) obtiene que para
n = 25 las potencias de HZ son de 4.7 % para k = 2 y 3.5 % para k = 3. Para k = 100, son

de 7.8 % y 6.9 %, respectivamente. La prueba R83 tiene potencias alrededor del 5.5 %.

Farrell et al.| (2007) obtienen que para la distribuciéon PEG, R92 tiene las mejores po-
tencias estimadas para n = 25, de 92.12% a 100 %, para k = 2 a k = 5. Le sigue DH con
potencias estimadas que van de 71.67 % a 94.07 %, finalmente est& la prueba HZ, cuya po-
tencia maxima es de 61.75% para k = 2. Para n = 100 las potencias para las tres pruebas

alcanzan el 100 %.

n =25 \ n =100

k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
A2, 05020 0.4746 0.3800 0.8688 0.9919 0.9998
A2, 07669 0.8506 0.9219 1.0000 1.0000 1.0000
A? o 0.6655 0.7027 0.6251 1.0000 1.0000 1.0000
DH 0.7244 0.8357 0.9448 1.0000 1.0000 1.0000
HZ 0.6470 0.6504 0.2111 1.0000 1.0000 0.9928
R83 0.8193 0.8764 0.9804 1.0000 1.0000 1.0000
R92  0.9023 0.9713 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Cuadro 3.28: Potencia empirica contra la distribucién potencia exponencial generalizada
a = 0.05

2

Con respecto al sesgo, las pruebas AZ ., DH, R83 son sesgadas para la distribucion
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Khintchine. Para las distribuciones Potencia exponencial generalizada y Lambda de Tukey

las 7 pruebas son insesgadas.

3.7. Analisis conjunto

El estudio se realizé para tres niveles de «, (0.05, 0.10 y 0.01). A continuacién se anali-
zan de manera conjunta los resultados obtenidos, posteriormente se hace un analisis mas

detallado para cada nivel de a.

Para los tres niveles de «, la prueba R92 resulta ser la mejor, la prueba HZ se ubica en

segundo lugar. En tercer y cuarto lugares estan DH y A2, .

Si consideramos las dos pruebas con mayor potencia en cada uno de los 144 casos estu-
diados, la mejor prueba es R92 para los tres niveles de «, en segundo lugar estda HZ para
a = 0.05, 0.10, mientras que cuando a = 0.01 la prueba que aparece en segundo lugar es

A2, . En tercer lugar se ubica A%, (o = 0.05,0.10) o HZ (a = 0.01).

Cuando la distribucién alternativa es una mezcla de dos normales la mejor prueba es
R92, para los tres niveles de a. En segundo lugar aparecen las pruebas HZ (a = 0.05,0.10)
y A2, (o = 0.01). En tercer lugar estd la prueba DH. Ahora si la alternativa es una distri-
bucién simétrica entonces la mejor prueba es HZ, en segundo y tercer lugares estdn A2, y
R92, indistintamente del valor de o. Cuando las alternativas son distribuciones asimétricas,
entonces las tres mejores pruebas son R92, R83 y A2, este comportamiento se tiene para
los tres niveles de «. Finalmente, para las distribuciones que tienen algunas caracteristicas

de la distribucién Normal, la mejor prueba es A2, para a = 0.05,0.10. Cuando « = 0.01 la

2

sum*

2

mejor prueba es A sum

En segundo lugar aparecen las pruebas R92 (o = 0.05,0.10) y A
(v = 0.10). Cabe mencionar que las menores potencias se registran cuando la alternativa es

la distribucion Khintchine.
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3.7.1. Analisis conjunto con a = 0.05

En el Cuadro se muestra un panorama general del comportamiento de las 7 pruebas,
para cada combinacion de n, k y para cada distribucién alternativa. Aparecen las pruebas
con mayor potencia para cada combinacién de n y k, considerando las 24 distribuciones
alternativas. En cuadro se observa que si la distribucién alternativa es Lambda de Tukey
0 el tamano de muestra es n = 25 y la distribucion alternativa es Pearson tipo II la prueba
con mayor potencia es A%, . Cuando la alternativa es una mezcla multivariada de dimensién
k = 10 y el tamano de muestra es n = 25 la mejor prueba es R92. Para la distribucion
alternativa Khintchine la mejor prueba es HZ, indistintamente del tamano de la muestra, n,
y la dimensién, k. Para las alternativas Cauchy, Ji cuadrada y Lognormal cualquier prueba

es adecuada porque en la mayoria de los casos la potencia es igual a 100 %.

De las 144 situaciones estudiadas ( 24 distribuciones alternativas, 2 valores de n y 3
valores de k) en 35 situaciones la prueba R92 tuvo una potencia mayor que la potencia de
las otras pruebas; en 34 situaciones, la prueba HZ; en 21 situaciones, la prueba DH y en 17
situaciones, la prueba A2,; las frecuencias de las 7 pruebas aparecen en el Cuadro . Hay
situaciones en las que hay dos o mas pruebas con la misma potencia mas grande.

Ahora si se consideran las dos mayores potencias para las 144 situaciones, la mejor prueba

2

-, Tespectivamente. Si consideramos

resulto ser R92, en segundo y tercer lugar estan HZ y A
s6lo la mezcla de normales multivariadas, entonces las tres mejores pruebas son R92, HZ y
DH. Dentro de este grupo de alternativas las potencias de R92 estan entre 1.01 % y 9.94 %;
HZ, entre 0.79% y 10.93 %; y DH, 0.90 % — 13.92%. Cuando las alternativas son distribu-
ciones simétricas, las mejores pruebas son HZ, A2, y R92. El rango de las potencias para
estas pruebas son: 4.32% — 100 %, 4.84 % — 100 % y 2.33 % — 100 %, respectivamente. Si las
distribuciones alternativas son distribuciones asimétricas, todas las pruebas registran poten-

cias cercanas al 100 % (la menor potencia es 97.20 %), por lo tanto cualquiera de las siete

pruebas seria razonablemente adecuada para realizar pruebas de normalidad multivariada.

Finalmente, para el grupo de distribuciones con algunas propiedades similares a las de la
distribuciéon Normal, las mejores pruebas son A2, R92 y A2, . Para la distribuciéon Khint-

sum*

chine se obtienen las menores potencias; para las distribuciones Lambda de Tukey y PEG
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Distribucion n =25 ‘ n = 100

Multivariada k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
Normal DH DH R92 DH DH DH
Mezcla tipo 1, p = 0.9 A% A2, R92 A% RO92  R92
Mezcla tipo 1, p = 0.788675 HZ R92 A2, HZ DH
Mezcla tipo 1, p = 0.5 A% HZ R92 HZ HZ DH
Mezcla tipo 2, p = 0.9 R83  HZ R92  R92 R92  R92
Mezcla tipo 2, p = 0.788675 R83 HZ R92 HZ R92 R92
Mezcla tipo 2, p = 0.5 A% A%, R92 A2, HZ AZ,
Mezcla tipo 3, p = 0.9 R92 A2, R92 R83  R92 R92
Mezcla tipo 3, p = 0.788675 R83  DH R92 A2, A%, R92
Mezcla tipo 3, p = 0.5 R83 R92 R92 A%, HZ R92
Mezcla tipo 4, p = 0.9 Az A2 R92 A% A% R92
Mezcla tipo 4, p = 0.788675  HZ HZ R92 A2, HZ DH
Mezcla tipo 4, p = 0.5 HZ HZ R92 HZ HZ DH
Mezcla tipo 5, p = 0.9 DH DH R92 DH DH DH
Mezcla tipo 5, p = 0.788675 DH  DH R92 DH DH DH
Mezcla tipo 5, p = 0.5 A%, DH HZ A2, A%, DH
Uniforme HZ HZ AZ, HZ HZ
Pearson Tipo II (m = 10) Az A2, A%, HZ HZ HZ
t de Student 10 gl DH DH R92 DH DH HZ
Cauchy HZ HZ R92

Ji cuadrada 1 gl

Lognormal R92  R92

Khintchine HZ HZ HZ HZ HZ HZ
Lambda de Tukey Az AR A% AR A% AR
PEG R92  R92  R92

Cuadro 3.29: Pruebas con mayor potencia para cada distribuciéon alternativa, tamano de
muestra y dimensién, a = 0.05

las potencias son mayores que 11.80 % hasta 100 %.

3.7.2. Analisis conjunto con a = 0.10

En el Cuadro aparecen las pruebas con mayor potencia para cada distribucién al-

ternativa y para las diferentes combinaciones de n y k.

De este cuadro se observan algunas situaciones que es importante mencionar. Para la
distribucién Lambda de Tukey la prueba con mayor potencia es A?,. Se tiene la misma

situacion cuando la distribucién alternativa es Pearson tipo II y el tamano de muestra es
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Prueba Frecuencia Porcentaje

R92 35 24.31
HZ 34 23.61
DH 21 14.58
A2, 17 11.81
A2 12 8.33
R83 5 3.47
A2 2 1.39

max

Cuadro 3.30: Frecuencia en la cual cada pruebas resulté con mayor potencia, de las 144
situaciones estudiadas, a = 0.05

n = 25. Cuando la alternativa es una mezcla de normales y n = 25 y k = 10 la mejor prueba
es R92. Si la altenativa es Khintchine o Pearson tipo 2, n = 100, la prueba con mayor
potencia es HZ. De las 144 situaciones estudiadas en 35 situaciones la prueba R92 tuvo la
potencia mas grande; en 32 situaciones, la prueba HZ; en 24 situaciones, la prueba DH y en

22 situaciones, la prueba A2, ; las frecuencias de las 7 pruebas aparecen en el Cuadro m

Si consideramos las dos pruebas con mayor potencia las mejores pruebas son R92 (en 74
de los 144 escenarios la potencia de esta prueba se ubica en primer o segundo lugar), HZ

. . 2 .
(en 69 escenarios aparece en primer o segundo lugar) y A2, (en 58 escenarios esta prueba

2

estd en primero o segundo lugar). Despues estdn las pruebas DH, R83, A2, v AZ . .

Cuando la distribucién alternativa es una mezcla de distribuciones normales las pruebas
R92, HZ y DH alcanzan las mayores potencias, estos resultados coinciden con los que se
obtuvieron cuando o = 0.05. Las potencias de R92 estdn entre 8.92% y 16.58 %; HZ entre

9.12% y 18.33%; y DH entre 8.80 % y 23.51 %

Para las distribuciones alternativas simétricas las mejores pruebas son HZ (potencias
entre 8.94 % y 100 %, para la distribucién Cauchy las potencias son mayores que 99 %), A%,
(potencias entre 9.65 % y 100 %) y R92 (potencias entre 5.87 % y 100 %).

Cuando las distribuciones alternativas son asimétricas las pruebas registran potencias
cercanas a 100 %, la potencia minima es 98.43 %. Por lo tanto, cualquiera de las 7 pruebas

seria adecuada para realizar pruebas de Normalidad Multivariada.

Para las distribuciones alternativas que pertenecen al grupo de distribuciones con algunas
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Distribucién n =25 ‘ n = 100
Multivariada k=2 k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
Normal DH DH R92 DH DH DH
mezcla tipo 1, p=0.9 A2 A% R92 R83  RS83 R92
mezcla tipo 1, p=0.788675 A2, HZ R92 HZ HZ DH
mezcla tipo 1, p=0.5 A% HZ R92 HZ HZ DH
mezcla tipo 2, p=0.9 R92 A%, R92 R92  R92 R8&3
mezcla tipo 2, p=0.788675 R92 HZ R92 R&3 HZ R92
mezcla tipo 2, p=0.5 A2 A%, R92 A%, HZ A%,
mezcla tipo 3, p=0.9 R92  R92 R92 A%~ DH R92
mezcla tipo 3, p=0.788675 R92 A%,  R92 A%, DH  R92
mezcla tipo 3, p=0.5 R92 R92 A%, =~ HZ R92
mezcla tipo 4, p=0.9 R92 A%, R92 A2, HZ R83
mezcla tipo 4, p=0.788675 A2,  HZ R92 A%, HZ DH
mezcla tipo 4, p=0.5 A%, HZ R92 HZ HZ DH
mezcla tipo 5, p=0.9 DH DH R92 DH DH DH
mezcla tipo 5, p=0.788675 DH DH R92 DH DH DH
mezcla tipo 5, p=0.5 A% DH HZ A2, DH DH
Uniforme HZ HZ A% R92 HZ HZ
Pearson Tipo IT (m =10) A2, A2, A%, HZ HZ HZ
t de Student 10 gl DH DH R92 DH DH DH
Cauchy HZ HZ

Ji cuadrada 1 gl

Lognormal R92

Khintchine HZ HZ HZ HZ HZ HZ
Lambda de Tukey Az A2 R92 A A2, A%
PEG R92  R92 R92

Cuadro 3.31: Pruebas con mayor potencia para cada distribuciéon alternativa, tamano de
muestra y dimensién, a = 0.10

caracteristicas iguales a las de la distribucion Normal la mejor prueba es A2, en segundo

lugar estdan A2, HZ y R92.

3.7.3.

sum

Analisis conjunto con o = 0.01

En el Cuadro se muestran las pruebas con mayor potencia para cada escenario.

Del Cuadro se pueden observar algunas situaciones interesantes. Cuando la distribucion

alternativa es Lambda de Tukey o cuando es Pearson tipo II, excepto para n

100 y

k = 10, la mejor prueba es A%, . Cuando la alternativa es Khintchine la mejor prueba es HZ.
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Prueba Frecuencia Porcentaje

R92 35 24.31
HZ 32 22,22
DH 24 16.67
A2, 22 15.28
A2 6 417
R83 5 3.47
A2 1 0.69

max

Cuadro 3.32: Frecuencia en la cual cada pruebas resulté con mayor potencia, de las 144
situaciones estudiadas, a = 0.10

Para n =25y k = 10 y la distribucién alternativa una mezcla de normales la mejor prueba

es R92.

De los 144 escenarios en 44 de ellos la prueba R92 resulté con mayor potencia; en segundo
lugar esta la prueba HZ, 31 escenarios y en tercer lugar la prueba A2, . en 22 escenarios tiene

la mayor potencia, ver Cuadro |3.34]

Si consideramos las dos pruebas con mayor potencia las mejores pruebas son R92 (en
79 de los 144 escenarios la potencia de esta prueba se ubica en primero o segundo lugar),
A% (en 64 escenarios esta prueba estd en primero o segundo lugar) y HZ (en 51 escenarios

aparece en primer o segundo lugar). Después estan las pruebas DH, A%, R83 y A2

sum) max*

Si consideramos la mezcla de distribuciones, las pruebas que alcanzan mayores potencias
en un mayor nimero de escenarios son R92, A2, y DH. Las potencias de R92 estdn entre

0.72% y 3.02%; A2, entre 0.80 % y 2.67 %; y DH entre 0.68 % y 3.90 %

Para el grupo de distribuciones alternativas simétricas las mejores pruebas son HZ, (po-
tencias entre 0.73% y 100 %, las distribuciones Pearson tipo II y ¢ de Student presentan
mayor variacion en la potencia; para la distribucién Cauchy las potencias son mayores que

63.13%), A2, (potencias entre 0.80 % y 100 % y R92 (potencias entre 0.28 % y 100 %).

Si la distribucién alternativa es asimétrica, las pruebas alcanzan potencias cercanas a
100 %, la menor potencia es 92.19 %. Por lo tanto, cualquiera de las 7 pruebas puede utilizarse

para realizar pruebas de normalidad multivariada.

Si las distribuciones alternativas pertenecen al grupo de distribuciones con algunas carac-
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Distribucién n =25 ‘ n = 100

Multivariada k= k=3 k=10 k=2 k=3 k=10
mvn DH DH R92 DH DH DH
mezcla tipo 1, p=0.9 R92 A2, R92 R83 R92 HZ
mezcla tipo 1, p=0.788675 R92 A% =~ R92 R83  HZ HZ
mezcla tipo 1, p=0.5 R92 DH R92 HZ HZ HZ
mezcla tipo 2, p=0.9 R92 HZ R92 DH R92 R83
mezcla tipo 2, p=0.788675 DH A% R92 HZ R92 R92
mezcla tipo 2, p=0.5 DH A%,  R92 HZ A2,  HZ
mezcla tipo 3, p=0.9 R92 R92 R83  R92 R92
mezcla tipo 3, p=0.788675 R92 A%,  R92 R83 A%,  R92
mezcla tipo 3, p=0.5 R92 R92 R92 A% A2, R92
mezcla tipo 4, p=0.9 R92 A%, R92 HZ R92 R92
mezcla tipo 4, p=0.788675 A2, A%, R92 HZ A2,  HZ
mezcla tipo 4, p=0.5 R92  AZ, R92 HZ HZ HZ
mezcla tipo 5, p=0.9 R92 DH R92 DH DH R92
mezcla tipo 5, p=0.788675 DH  DH R92 DH DH DH
mezcla tipo 5, p=0.5 A2~ DH R92 A2 A2, HZ
Uniforme A2 A2, A%, HZ HZ HZ
Pearson Tipo IT (m =10) A2, A2, A%, A A2, HZ
t de Student 10 gl DH RS83 R92 DH  DH HZ
Cauchy HZ HZ HZ

Ji cuadrada 1 gl R92

Lognormal R92  R92

Khintchine HZ HZ HZ HZ HZ HZ
Lambda de Tukey Az AR AR AR A% AR
PEG R92  R92 R92

Cuadro 3.33: Pruebas con mayor potencia para cada distribuciéon alternativa, tamano de
muestra y dimensién, o = 0.01

teristicas de la distribucion Normal Multivariada las mejores pruebas son A%,y R92, en

segundo y tercer lugares estén A2, y HZ.
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Prueba Frecuencia Porcentaje

R92 44 30.56
HZ 31 21.53
A2 22 15.28
DH 16 11.11
R83 6 417
A2 5 3.47
A2 4 2.78

Cuadro 3.34: Frecuencia en la cual cada pruebas resulté con mayor potencia, de las 144
situaciones estudiadas, o = 0.01
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Capitulo 4

Conclusiones

Este trabajo se realizo con el propodsito de comparar la potencia de varias pruebas de
normalidad multivariada en una amplia variedad de situaciones. Se consideraron las pruebas
que en estudios previos resultaron ser las mejores dentro de su categoria De la pruebas
basadas en bondad de ajuste se estudié el procedimiento de Royston| (1992)). De las pruebas
basadas en las medidas de asimetria y curtosis multivaridas, la prueba de|Doornik & Hansen
(1994)). Dentro de la categoria de pruebas invariantes y consistentes, se considerd la prueba
de Henze & Zirkler| (1990). Ademads, de estas pruebas, se presentan las tres versiones de la
estadistica de Anderson-Darling propuestas en (Gracia-Medrano| (1989)) y la estadistica de

Royston| (1983b).

Para realizar el estudio se usé un procedimiento de simulacién que permite obtener el
p-value exacto de las estadisticas de prueba. Al igual que en estudios sobre normalidad
multivariada previos no hay una prueba tinica que sea la mas potente en todas las situaciones

estudiadas.

Una prueba es inaceptable para su uso si su correspondiente error tipo I estd muy por
encima de 5 %. En el presente estudio las tasas del error tipo I de las siete pruebas estuvieron
alrededor del 5 %, la prueba R83 fue la que registrd tasas ligeramente por encima del 5% (de
5.09% a 5.47 %), el resto de las pruebas estuvieron alrededor del 5 %. Mecklin encontré que
la prueba HZ tuvo un error tipo I menor que 5%, entre 2.2% y 4.6 %. Por otro lado, la

prueba de R92 tuvo la potencia con el menor rango, de 4.7 % a 5.3 %, indistintamente del

45



tamano de muestra y dimensién.

En general, se encontré que la potencia de todas las pruebas es baja contra mezclas
de normales, los resultados mas altos se obtuvieron para las pruebas DH y R92 y cuan-
do la mezcla tenia medias y varianzas distintas, especificamente para las mezclas del tipo
PNy (1, 22) + (1 — p) Nk (2, 21). Una de las razones de la baja potencia es que las mez-
clas representan una desviaciéon moderada de la normalidad, los vectores de medias estan
cercanos. Si los vectores de medias estuvieran mas distantes, seguramente la potencia se

incrementard, esta es una tarea pendiente por realizar.

Para determinar que procedimientos fueron efectivos para detectar normalidad multiva-
riada contra distribuciones con contorno eliptico se consideraron las distribuciones uniforme,
Pearson tipo II, ¢ de Student y Cauchy. En general, todas las pruebas fueron incapaces de
detectar la desviacion de la normalidad cuando la alternativa es Pearson tipo II, todas las
potencias estuvieron por debajo de 10%. Cuando la alternativa es Cauchy, todas las prue-
bas tienen potencias mayores al 96 %, incluso para n = 100 todas las pruebas alcanzan una
potencia del 100 %. Este resultado contrasta con los resultados de Mecklin| (2000), para la
alternativa Cauchy obtuvo potencias entre 3% y 6 %. [Mecklin| (2000) también obtuvo po-
tencias bajas para la distribucién alternativa ¢ de Student; sin embargo, en este estudio, las

pruebas registraron potencias mayores que 10 %.

Con respecto a la potencia contra distribuciones asimétricas, cualquier distribucién que
no rechace a una tasa cercana al 100 % no es muy util. Las distribuciones estudiadas dentro
de esta categoria fueron la distribucién Ji cuadrada y la distribucién Lognormal. Todos
los procedimientos tuvieron alta potencia como se esperaba, especialmente cuando n y k
aumentan. Las pruebas tienen potencias de al menos 97 % en todas las combinaciones de

tamano de muestra y dimension.

Las pruebas de normalidad multivariada son de gran importancia para distribuciones
como la distribucion Knintchine. Esta distribucion tiene la propiedad de que las marginales
univariadas tienen distribuciéon normal, mientras que la distribucién conjunta no es normal.
Para esta alternativa las pruebas tienen potencias que son generalmente bajas, menores de

10 %. Sdlo la prueba HZ registra potencias mayores que 20 % hasta 100 %.
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La distribucién de potencia exponencial generalizada tiene la propiedad de ser simétrica
y mesocurtica, pero no es normal. Todas las pruebas registran potencias, en general, mayores
que 50 % bajo esta condicién. Mas especificamente, las pruebas A%, R83 y R92 alcanzan

potencias mayores del 75%. En todos los casos se observa un aumento de la potencia al

aumentar el tamano de la muestra y dimension.

La distribucion Lambda de Tukey no fue considerada dentro del conjunto de alternativas
de los estudios de Mecklin| (2000)) y [Farrell et al. (2007)). Cuando la alternativa es Lambda de
Tukey las potencias de todas las pruebas, a excepcién de la prueba DH, con mayores del 7%
hasta 100 %. El procedimiento que presenta mejor desempeno es A2, con potencias mayores
que 15 %. Para n = 100, las potencias son mayores que 90 %. Otras dos pruebas que también

presentan un desempeifio son A2~y R92.

Esta bien considerar una variedad de técnicas con diferente sensibilidad a diferentes tipos
de desviaciones de la normalidad multivariada. Es adecuado emplear dos o mas procedimien-
tos a un conjunto de datos que ofrezcan una guia en la elecciéon de una accién apropiada

sobre el rechazo o no de normalidad multivariada.
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Apéndice A

Ejemplo

En esta seccién se analiza la normalidad multivariada del conjunto de datos Iris setosa

originalmente considerado por Fisher|(1936)). Se realiza la prueba de normalidad multivariada

A% . R92, R83, DHY4

max)

con cada una de las pruebas consideradas en este trabajo, A%, A2

sum?

y HZ. Mecklin & Mundfrom| (2003)) aplicaron ocho procedimientos a este conjunto de datos

para probar la normalidad multivariada, los resultados se muestran en el Cuadro [A.1]

Prueba Iris setosa
Asimetria de Mardia No se rechaza
Kurtosis de Mardia No se rechaza
Mardia-Foster Se rechaza
Royston Se rechaza
Henze-Zirkler No se rechaza
Mardia-Kent No se rechaza
Romeu-Ozturk Se rechaza

Mudholkar-Srivastava-Lin  No se rechaza

Cuadro A.1: Pruebas de normalidad multivariada a Iris setosa, a = 0.05

Las pruebas se realizan con 5,000 simulaciones para obtener el p-value para cada una de
ellas. Los resultados se muestran en el Cuadro Considerando un nivel de significancia de
0.05, todas las pruebas, excepto A2, rechazan la hipotésis de normalidad multivariada para
el conjunto de datos de Iris setosa. El resultado de la prueba R83 coincide con el resultado

de Mecklin & Mundfrom| (2003). En ese mismo estudio, con la prueba HZ, no se rechaza
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hipétesis de normalidad multivariada de los datos contrastando con nuestro resultado. Las

otras pruebas no son comparables porque no se consideraron en uno u otro estudio.

Prueba p-value Tiempo de célculo

A2z, 0.0892 33 min
Az 0.0278 33 min
AZ 0.0198 33 min
DH 0.0048 17 seg
HZ 0.0406 1.5 min
R8&3 0 12 seg
R92 0 13 seg

Cuadro A.2: Pruebas de normalidad multivariada a Iris setosa, con 5,000 simulaciones

En la dltima columna del Cuadro aparece el tiempo de ejecucion de cada prueba
con las 5,000 simulaciones en una computadora personal con procesador AMD Athlon 64
X2 Dual Core 3 GHz, con 2 GB de memoria RAM y sistema operativo Windows 7 de 64
bits. Es importante aclarar que las pruebas A2, A%~y A2 . se realizan simultdneamente.

Realizar estas pruebas por separado no reducirfa significativamente el tiempo de ejecucion.
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