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INTRODUCCION

Uno de los problemas principales de la geometria algebraica es conocer el conjunto de puntos

en K", donde K es un campo, n € Z* y que satisfacen un sistema de ecuaciones

0.1) filxy,..oox) = o= fillxr,...,x,) =0,

este conjunto de soluciones es llamado conjunto algebraico y depende solo del radical del ideal

I = <fl’--"fr>-

La descomposicion primaria de un ideal es una de las herramientas fundamentales que nos
permite obtener informacién sobre dicho ideal y por tanto, obtener informacién sobre el conjunto
algebraico que este define. Surge al generalizar la idea de la factorizacién de un entero como pro-

ducto de potencias de nimeros primos.

Cuando se calcula una descomposicion primaria de un ideal J en un anillo Noetheriano obtene-
mos dos listas de ideales: los primos asociados y las componentes primarios de J. Probablemente,

el primer conjunto sea el mds importante ya que proporciona mucho més informacién sobre J.

La descomposicién primaria no es tnica, sin embargo, los primos asociados si estin unicamen-

te determinados.

La presente tesis estd basada principalmente en los articulos de Guerrieri ([15]) y Swanso, (ver
[15] y [16]), Boffi y Bruns (ver [3]).

La estructura de la tesis es como sigue: En el primer capitulo recordamos algunas de las defi-
niciones que usaremos a lo largo del trabajo, empezamos de manera general, es decir, definiendo
la descomposicion primaria en médulos en un anillo conmutativo con unidad, asi como de algunos
resultados en médulos. Como nuestro propoésito es entender la parte geométrica, nuestro siguiente
paso es restringirnos a modulos muy particulares: los ideales en el anillo de polinomios sobre un

v



VI INTRODUCCION

campo algebraicamente cerrado. También encontramos de manera explicita ejemplos de descom-

posicion primaria de un ideal.

De hecho, de manera general, calcular una descomposicion primaria es muy dificil, pero por

medio de algoritmos computacionales estos calculos se pueden hacer mas faciles.

En el segundo capitulo trabajamos con una clase especial de ideales; los ideales determinanta-
les. La estructura de este tipo de ideales ain no es del todo conocida, al menos que la matriz de
la cual obtenemos el ideal satisfaga ciertas condiciones. De hecho uno de los casos mejores en-
tendidos es el ideal determinantal generado por menores maximales. Eisenbud demostré que estos
ideales son primos (ver [11]).

En el caso de ideales que no son maximales, Guerrieri y Swanso, aplicaron la teoria de ma-
trices 1—genéricas, ellos trabajaron con matrices de Hankel generalizadas las cuales son matrices
1—genéricas y que estdn en conexion con la formas trilineales diagonales no degeneradas en forma
acotada.

De manera particular, Guerrieri junto a sus colaboradores, estudiaron la estructura de matrices
M de Hankel generalizadas de m X n con m > 3, en particular analizaron a los ideales I,(M) gene-
rados por menores de 2 X 2 de matrices cuyas entradas son formas lineales, para eso introducen dos
ndmeros enteros s,  al transformar la matriz M a una forma especial, estos ntimeros les permitieron
decidir cuando el ideal I,(M) es o no primo. Ademds prueban que en el caso cuando I,(M) no es

primo, se tiene 2 componentes aisladas o 2 componentes aisladas y una encajada.

La informacion que se obtiene de I,(M) se usa para describir el conjunto de primos asocia-
dos de J4 el ideal Jacobiano de una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acotada
A = ) a;px;y;jz. La condicion diagonal de A se debe a a;j = 0si,ys6losii = j+k—1yen
forma acotada por n = m + p — 1 y no degenerada nos indica que el hiperdeterminante es distinto
de cero. Aunque se ha podido eliminar la condicién diagonal y se ha demostrado los casos para
n > m+ p — 1 con la teoria de matrices 1—-genéricas, en este caso s6lo analizaremos cuando ocurre

la igualdad.

Por ultimo, en el tercer capitulo trabajamos algunos ejemplos con el uso de un sistema de

algebra computacional llamado SINGULAR. Como veremos las variedades correspondientes a los
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primos minimales en la descomposicion primaria de un ideal /, es decir, las componentes irredu-
cibles de la variedad Z(I), son las tGnicas geométricamente “visibles”, en el sentido de que si un
primo asociado no es minimal, la correspondiente componente que define en V(I), estd contenida

en una componente mas “grande”.

En este ultimo capitulo, notemos que introducimos la definicién de bases de Grobner, por la
siguiente razon: las soluciones de un sistema de ecuaciones como (0.1) son deducidas de manera
facil apartir de una base de Grobner, cuando esta base se calcula obtenemos mds propiedades del
ideal, una de las principales es la descomposicion primaria. De hecho, Singular tiene implementado
dos comandos para obtener la descomposicion primaria de un ideal, basadas en Gianni, Trager y
Zacharias (GTZ) y la que estd basada en Shimoyama y Schoenemann (SY), las cuales estdn basadas

en calcular la base de Grobner.

Por otra parte, en el articulo de Brodhead-Cummings-Seidler (ver [4]) demuestran que para una
matriz de Hankel generalizada M, si G es una base de Grobner de 1,(M), y si la descomposicion
primaria de I, (M) es Q;, ..., O, entonces, cada Q; es de la forma I,(M)+J;, para algin ideal J;, ain
mds que esto, si los generadores de Q; son {hy,..., h,,}, entonces J; = (h_lc, ... ,h_ml.G>, donde cada
h_lG es la forma normal de /; con respecto a G, que con mayor formalidad daremos su definicién en

este capitulo.



Capitulo 1

DESCOMPOSICION PRIMARIA EN MODULOS.

1. Descomposicion primaria en submédulos.

En esta seccion se definird la descomposicion primaria para un submédulo N de un médulo M.
Para ello a lo largo del texto, A denota un anillo conmutativo con unidad, M un A—médulo y K un

campo.

Empezaremos con definiciones y algunas propiedades de los primos asociados y el soporte de

un modulo.

Recordemos que si P es un ideal primo, entonces Mp =: S "' M es el médulo de fracciones con

respecto al conjunto multiplicativo § = A — P.

DEeFINICION 1. Sea X el conjunto de todos los ideales primos en A. Sea I C A un ideal, se define
Vi) ={PeX:IcCP}

Observemos que estos conjuntos satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados para una topo-
logia. En efecto:
1. Dado que todos los ideales primos contienen al ideal {0), entonces
V(0)) = X.
Ademads observemos que si E C A, para J = (E) se cumple que
V(J) = V(E) = V(rad(J))'

esto se debe a que, si P € V(J), por definicién J C P, y por hipétesis E C J, por lo que
E c P,yasi Pe V(E),es decir, V(J) C V(E).

ldonde rad(J) denota el radical del ideal J
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Ahora sea P € V(rad(J)), tenemos que J C rad(J) C P, por tanto P € V(J), es decir,
V(rad(J)) c V(J).

Sea P € V(E), esto implica que E C P, por lo que (E) C P, esto debido a que cada
elemento de (E) es una combinacion de elementos en E C P, por lo que también estan en
P.

Dado que rad(J) = () Q cC P tenemos V(E) C V(rad(J)) y con esto se prueba las
QeX,JcQ
tres igualdades.

Ademas, de esto obtenemos que V(rad(1)) = 0.
2. Sea {J;}ic; una familia de ideales de A, sea Q € ( V(J;), es decir, Q € V(J;) Vi € I, por
iel
lo cual J; € Q Vi € I, entonces | JJ; € |JQ = Q, por lo que Q € V(U J)), es decir,
iel iel
A V() c VI ).

i€l i€l

Ahora, si P € V(| J;), tenemos | J J; C P, peroparacadaie I; J; C |JJ;asi P € V(J;)
iel iel iel
Vi € I, por lo que se sigue P € (" V(J)).

iel

Por lo cual se tiene (\ V(J;) = V(U J)).
j i€l

iel
3. Sean I,J C A ideales, P € V(I) U V(J), implica P € V(I) o P € V(J), es decir, I C P o
JCcP,ydadoqueINnJclylInJcJ,entonces I NJ C P,porloque P e V({INJ).

Por otra parte, como IJ c I'y IJ C J,entonces IJ Cc INJ,asi V(I NJ)c V().
Supongamos que existe P € V(1J) de tal forma que P ¢ V(I) U V(J), esto nos dice que

I ¢ PyJ ¢ P,portantoexistei € [y j € Jtalquei,j ¢ P, peroij € P, lo cual es una
contradiccion por que P es primo. Por lo tanto V(IJ) c V(I) U V(J).

Esta topologia es llamada la ropologia de Zariski de X. El espacio topolégico X se denomina el
espectro primo de A 'y es denotado por Spec(A).

DEFINICION 2. Sea K algebraicamente cerrado. El n—espacio afin sobre K, es el conjunto de

elementos (ay, ... ,a,) en K",es denotado por A% o simplemente A".
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Sean A = K[xy,...,x,] el anillo de polinomios en n indeterminadas sobre Ky f € A. Si consi-
deramos a f como una funcién de A", es decir, f : A" — K.

A cada elemento f € A podemos asociar el conjunto Z(f) := {p € A" : f(p) = 0}. De manera
mads general, si J C A, entonces se define el conjunto de ceros de todos los elementos en J como:

Z(J)={peA": f(p) =0paratodo f € J}.

DEFINICION 3. Un subconjunto Y C A" es un conjunto algebraico si existe T C A de tal forma
que Y = Z(T).

Si Y es un conjunto algebraico, se define [(Y) :={f € A: f(p) =0, paracada p € Y}.

Ademads si Y es un conjunto algebraico, se define el anillo de coordenadas de Y como

K[X1,. --’xn]

AY) = %

Si Y es irreducible, se dice que Y es una variedad algebraica afin o simplemente variedad afin.

Regresando a nuestra notacion inicial,

DEFINICION 4. Sea P un ideal primo en A. En dlgebra conmutativa, la altura de P es el supremo
de las cadenas de ideales primos Py C Py C ... C P, = P, contenidos en P, y es denotada por
ht(P).

En el lenguaje de geometria algebraica, la altura de un ideal primo P, es la codimension de la

subvariedad de Spec(A) correspondiente a P.

EsempLo 1. Consideremos a 'Y = {(t,12,£) : t € A'} ¢ A3, entonces I(Y) = (x* — y, x> — 2).
Ahora consideremos la siguiente funcion:

¢: Klx,y,zl — Kl1]
X A
y .
Z -

Observemos que ¢ es un homomorfismo de K—dlgebras, por que ¢ se estd definiendo en los

generadores. Ademds es sobreyectivo.
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También se cumple Ker(¢) = I(Y). En efecto

Primero; 1(Y) C Ker(¢), pues x*> — y, x> — z se anulan bajo ¢. Si h(x,y,z) € Ker(¢) entonces
h(t,1?,1%) = 0, por lo que h(x,y,z) € I(Y).

- Klx,y,2] _ Klx,y,7] N
S, W ~ K[t]. Dado que A(Y) = —I(Y) , entonces, A(Y) ~ K[t].

Entonces Spec(A(Y)) estd en biyeccion con P}{.
DEFINICION 5. Sea M un médulo sobre un anillo A. El soporte de M es el conjunto
Supp(M) :={P € Spec(A) : Mp + 0}

DEerRINICION 6. Sea M un modulo sobre un anillo A. Un elemento a € A es un divisor de cero de

M si am = 0 para algiin m € M con m # 0. Ademds si N es un A-submodulo de M, el conjunto
ann(N) :={a € A :aN = {0y}}

es un ideal de A. En particular para cada m’ € M ann(m’) := ann({m’)).

Observemos que ann(M) = () ann(m); pues si b € () ann(m), entonces b € ann(m), para
meM meM

todo m € M, es decir, bm = 0 para todo m € M, asi bM = {0} y con ello b € ann(M). De manera

inversa, consideremos a € ann(M), asi am = 0 para todo m € M, por tanto a € (| ann(m).
meM

ProposICION 1.

1. Si M = (m)y J = ann(m), entonces Supp(M) = V(J).

2. Si M = ), M;, entonces Supp(M) = Supp(M,).

3. SiLCMyN = M/L entonces Supp(M) = Supp(L) U S upp(N).

4. Si M es finitamente generado, entonces Supp(M) = V(ann(M)).

5. Si P € Supp(M), entonces V(P) C Supp(M).
DEMOSTRACION. (1) Si 0 = F € M, si, y solo si existe s ¢ P de tal forma sm = 0 si, y s6lo si
(A — P)Nann(m) # 0, por lo tanto, si P € Supp(M), 0 # 7 € M, si, y s6lo si (A — P) Nann(m) = 0
si, y solo si ann(m) C P, es decir P € V(ann(m)).

(2)c]Si P ¢ | J(Supp(M;)), entonces para todo i, se tiene P ¢ Supp(M;), por lo cual, Vi (M;)p = 0,
por lo que cada elemento de M es anulado por algin s ¢ P.
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Asi sm = 0 implica § = 0 € M, por lo que P ¢ Supp(M).

D| Dado que M; c M, entonces (M;)p C Mp, si P € USupp(M,;)), implica que para algin
i,P € Supp(M,), asi (M;)p # 0y por tanto M, # 0, por lo que P € Supp(M).

3)Si P € Supp(M), luego Mp # 0y por tanto N, = M,/L, # 0, por lo cual P € Supp(N) y
en consecuencia P € Supp(L) U Supp(N).

Ahora, si P € Supp(N) U Supp(L), implica que P € Supp(N) o P € Supp(L), por lo que
tenemos Np = Mp/Lp # 0 0 Lp # 0, por tanto en el primer caso si Lp = 0, 0 # Np = Mp,y si
Lp # 0, entonces M, # 0.

El otro caso, es similar, si Lp # 0, entonces Mp # 0, por lo tanto en cualquiera de los casos
PeSupp(M).

(4) Primero recordemos que si P € Spec(A) e I; son ideales en A, entonces NI; C P si, y solo

si existe ko tal que I, C P.

En efecto: €| Supongamos que para todo i, existe j; € I; tal que j; ¢ P. Entonces [[ j; € NI; C P,
y dado que P es primo esta es una contradicion.

D] Supongamos que existe un k € N/; tal que k ¢ P, como k € [; para toda i, esto nos dice que
I; ¢ P paratoda i.

Ahora supongamos que M = (my,...,m,). Sean M; = (m;) parai = 1,...,n, entonces M =
2. M,y Supp(M;) = V(ann(m;)), esto implica que Supp(M) = U, V(ann(m;)) = V([ ann(m;)) =
i=1 i=1
V(annM).

5)SeaQ € V(P)si,ysolosiPc Q.SeaS =A-QyT =A-P,dado que P € Supp(M),
entonces Mp # 0,y dado que Mp = (Mp)pa,, por lo que My # 0, es decir, Q € Supp(M). —

DEFINICION 7. Sea M un A—mddulo. Un primo asociado de M es un ideal P de A tal que:

1) P € Spec(A),

1) M contiene un submodulo isomorfo a A/ P.
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Al conjunto de todos los primos asociados de M se denota por
Ass(M) = {P € Spec(A) : P es asociado de M}

OBSERVACION 1. La definicion de primo asociado es equivalente a la existencia de x € M tal que

P = ann(x).

Para ver esto, supongamos que P = ann(x), para algin x € M, x # 0. E]l homomorfismo

¢o: AIP— M
[a] = ax
es inyectivo; ax = 0, implica a € ann(x) = P, por tanto [a] = [0].

Asi A/P es isomorfo a un submodulo de M y por tanto P € Ass(M).

Por otro lado, si A/P es isomorfo a un submoédulo de M, entonces existe un homomorfismo
¢ : A/P — M inyectivo.

Dado que [1] # [0] en A/P, por la inyectividad de ¢, tenemos ¢([1]) # O, sea x := ¢([1]) € M,
observemos que si a € P, entonces [a] = [0] en A/P. Luego 0 = ¢([a]) = a¢([1]) = ax, es decir,

a € ann(x).

Por otra parte, si b € ann(x), 0 = bx = b¢([1]) por ser ¢ inyectiva, asi 0 = ¢([b]), es decir,
[b] = 0, por tanto b € P.

PROPOSICION 2.

a) Sea x € M tal que ann(x) = P es primo. Si y € {x), distinto de cero, entonces ann(y) = P.
En particular Ass(A/Q) = {Q}, para cualquier Q € Spec(A).

b) Consideremos el subconjunto de ideales de A de la forma
{ann(x) : 0 # x € M}.

Se tiene que cualquier elemento mdximal de este conjunto es primo.
c) Si A es Noetheriano y si M no es nulo, entonces Ass(M) no es vacio.
d) Si L es un A—submodulo de M, entonces Ass(M) C Ass(M/L) U Ass(L).
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DEMOSTRACION. (a).— Sea x € M no nulo, consideremos

op: A — (x)

a =  ax

¢ es sobre pues si n € (x), entonces n = cx, para algun c € A, por tanto, ¢(c) = n.

Ademas el Ker(¢) = ann(x), ya que a € ann(x), implica ax = 0, pero ax = ¢(a), por tan-

0, por lo que

to ann(x) C Ker(¢). De manera inversa, si b € Ker(¢), tenemos ¢(b) = bx
Ker(¢) C ann(x).

Entonces A/P = (x).

Sean [y] € A/P cony # 0, a € ann([y]), entonces a[y] € P, pero como [y] # [0], implica
y € P, por tanto a € P, es decir, ann([y]) C P. Por otra parte [y] € A/P nos dice P anula a [y], y
asi P C ann([y]).

(b).— Supongamos que x € M tal que ann(x) = P es méaximal entre los elementos anuladores.
Entonces P es primo, ya que si fg € P, por definicion de P; fgx = 0. Si gx = 0 tenemos g € P.

Supongamos que gx # 0 € M, por tanto P = ann(x) C ann(gx), y dado que Pes maximal

ann(gx) = P, por lo cual, fgx = 0 implica f € Py asi P es primo.

(c).— Sea x # 0 € M. Como A es Noetheriano existe un ideal maximal / = ann(x) C A dentro
del conjunto de todos los anuladores de elementos no ceros de M.

I es propio; pues si I = A, entonces 1 € I, es decir, 0 = 1x = x y esta es una contradiccion en la
eleccion de x.

I es primo; si ab € I con a # I entonces abx = 0, pero ax # 0, esto implica b € ann(ax), pero
I C ann(ax) y por maximalidad de I, tenemos ann(ax) = ann(x), por tanto b € I. Asi Ass(M) # 0.

(d).— Sea P € Ass(M), por definicion M tiene un submédulo M, = A/P y sin perder generali-
dad podemos suponer M, = A/P. Entonces tenemos 2 casos:

1. (A/P)NL ={0}. Sean : M — N, dado que (A/L) N L = {0}, entonces 7 |4,p €s inyectiva.
Por tanto A/P es un submodulo de N, asi P € Ass(N) C Ass(N) U Ass(L).
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2. (A/P)N L # {0}. Sea x € (A/P)N L con x # 0. Por tanto P = ann(x), dado que (x) C Ly
por parte de la demostracion en a) A/P = (x) C L, es decir P € AssL C AssL U Ass(N).

-

Observemos que si N C M, entonces si P € Ass(N), entonces por definiciéon, N contiene un
submoédulo Ny ~ A/P c N € M, por lo que N, es un submodulo de M también, asi P € Ass(M), es
decir, si N € M, entonces Ass(N) C Ass(M).

Ademas, cada P € Ass(M), contiene a ann(M). Pues dado que ann(M) = () ann(x) C ann(x)
xeM

para todo x € M, y dado que ann(x) = P, para algin P € S pec(A), entonces P € Ass(M), y
ann(M) C P.

DEFINICION 8. Sea Z(M) :={a € A : am = 0 para algiin m € M,m # 0}, es decir, el conjunto de

divisores de cero de M en A.

Cororario 1. | J P c Z(M). Si A es Noetheriano, entonces se da la igualdad.
PeAss(M)

DEMOSTRACION. Seaa € |J P, asia € P para algiin P € Ass(M), por equivalencia en la defini-
PeAss(M)

cién de asociados, a € ann(m) = P, para algin m € M, es decir, am = 0, asi a € Z(M).

Ahora consideremos que A es Noetheriano, y sea a € Z(M), asi am = 0 para alginm # 0 € M.
Entonces (m) # 0, por la proposicion 2, Ass({m)) # 0. Sea P = ann(bm) € Ass({m)). Como am = 0,

entonces abm = 0, por lo que a € ann(bm) = P € Ass({m)) C Ass(M), portantoa € |J P.
PeAss(M) -

DEFINICION 9. Sean N € M submddulo, a € A y sea

fa: M/N — (M/N)

[x] = [ax] = alx]

N es un submodulo primario de M si N ¢ M, y para cada a € A, f, es inyectiva o nilpotente.

f. Inyectiva para toda a € A, significa que para toda x € M, la condicién ax € N implica x € N.

/. nilpotente significa que existe un entero n > 0 tal que "M C N, a" € ann(M/N) :=={b € A :
b(M/N) = 0}, entonces a € rad(ann(M/N)).



1. DESCOMPOSICION PRIMARIA EN SUBMODULOS. 9

Otra forma de ver que un submoddulo es primario en un modulo finitamente generado lo obte-

nemos del siguiente teorema.

TreoREMA 1. Sean A anillo Noetheriano, M un A—modulo finitamente generado y N un submodu-
lo de M. N es primario si, y sélo si Ass(M/N) = {P}, para algiin P € Spec(A). En este caso N

serd llamado P—primario.

DEmMosTRACION. = | Supongamos que N es primario, si P € Ass(M/N), entonces para cada elemento
a € P divisor de cero de M/N, se tiene a € rad(ann(M/N)), por tanto P € rad(ann(M/N)).

Dado que todo primo asociado contiene al anulador del médulo, tenemos ann(M/N) C P C
rad(ann(M/N)). Como P es primo se tiene P = rad(ann(M/N)), por tanto Ass(M/N) = {P}.

&] Supongamos que Ass(M/N) = {P}, asi P = ann([m]), donde [m] € M/N.

Por el inciso 4 de la proposicion 1, dado que M es finitamente generado, entonces S upp(M/N) =

V(ann(M/N)), pero V(ann(M/N)) = V(P), pues ann(M/N) = |J ann([m]) = P. Entonces por
[mleM/N
el teorema de los ceros de Hilbert, P = rad(ann(M/N)).

Sea a € Z(M/N) un divisor de cero de M/N, como A es Noetheriano, Z(M/N) = U P=
PeAss(M/N)

P, por tanto a € P = rad(ann(M/N)). Asi N es primario. —

CoroLARIO 2. Sea r un entero positivo y sean Ny, N,,...,N, submodulos P—primarios de M,

.
entonces (| N; es P—primario.
i=1

DEMOSTRACION. Para r = 2, consideremos el homomorfismo

¢p:M — (M/N)®(M/N,)

X (g )_CN1 + )_CN2
Donde Xy, denota la clase de x en M/N; para j = 1, 2.

Si ¢(x) = 0, implica que Xy, = 0, parai = 1,2, siy s6lo si, x € N N N,, asi tenemos

M/(Ny N N;) <= (M/N) ® (M/N,).

Entonces ocupando las propiedades del los asociados de un médulo, obtenemos:
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Ass(M/N, N N,) Cc Ass((M/N;) ® (M/N,)) = Ass(M/N;) U Ass(M/N,) = {P} Por lo tanto
Ass(M/N, N N,) = {P}.

Supongamos que es cierto para r = k, y sean Ny, ..., N1 submddulos P-primarios, entonces

k k
de manera andloga al caso r = 2, tenemos M/((\ N; N Nyy1) — (M/((\ N;)) ® (M/N;41), entonces
i=1 i=1

k k
Ass(M/((\ N; N\ Niy1)) C Ass(M/(( N;)) U Ass(M/Ny.1), que por hipdtesis de induccion,
1

i=1 i=

k
Ass(M/([ | ND) = (P} = Ass(M/Ni.),
i=1
por tanto,
k
Ass(M/(ﬂ N; N Niyp)) = (P}

i=1

-

DEerINICION 10. Un submodulo N C M, es reducible si N = N, N N, para ciertos submodulos

propios N1, N, C M, y N es irreducible si no es reducible.

DEerNICION 11. Sea N un submédulo de un médulo M. Una descomposicion primaria de N en

M es una representacion de N como la interseccion finita de submodulos P;—primarios, es decir,

N= ﬁN,.
i=1

Si ademds ningiin N; puede omitirse de la interseccion, es decir, que ningiin N; contiene a (\N;y
i#)
si los P; son todos diferentes. Entonces la descomposicion es minimal, reducida o irredundante.
TEOREMA 2. Sea A un anillo Noetheriano y M un A-modulo finitamente generado. Se tiene que

todo submodulo propio de M tiene una descomposicion primaria.

DemosTrACION. Sea N € M. Si N es irreducible, entonces N es primario.

Supongamos que N no es primario, entonces existen P, P, € Ass(M/N) con P, # P,y
submodulos Fy, F, de M/N de tal forma que F; ~ A/P; parai = 1,2.

Como para cada x € F;; i = 1,2 diferente de cero, cumple P; = ann(x) coni = 1,2, entonces
Fiyn F, ={[0]} ¢ M/N, por tanto N = F| N F,, pues es el submddulo cero en M/N, asi N no es

irreducible y por tanto es una contradiccion.
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Ahora dado que cada submddulo propio admite una descomposicion en médulos irreducibles,

entonces por lo anterior, esta descomposicion es una descomposicion primaria. —

2. Descomposicion primaria en ideales.

Ahora consideremos un caso particular de médulos sobre el anillo A, la cual serd una de las

principales herramientas para nuestro objetivo.

Sea Q C A un ideal, diremos que Q es un ideal primario si para a,b € A, si ab € Q, entonces
a€ Qob" e Q,paraalginn > 1.

OBSERVACION 2. Todo ideal primo es primario: En efecto, sean P € Spec(A) y a,b € A tal que

ab € P, supongamos que a ¢ P, dado que P es primo, entonces b € P y en este cason = 1.

DEFINICION 12. Sean P, Q C A ideales. Q es P-primario si Q es primario y rad(Q) = P.

Recordemos un resultado con respecto a los ideales radicales.

ProPOSICION 3.

1. Si Q C A un ideal, entonces rad(Q) es la interseccion de todos los ideales primos en A que
contienen a Q.

n
2. Sea n un entero positivo. Si {Q;}_, es un conjunto de ideales en A, entonces rad((" Q;) =

i=1

q rad(Q;)

DemosTrACION. (1) C| Si x € rad(Q), entonces x" € Q para algin n > 1, luego sea P ideal primo

que contiene a Q, tenemos x" € P, y dado que P es primo, entonces x € P. Por tanto x pertece a la

interseccion de todos los ideales primos que contienen Q.

D] Por contradiccion, supongamos que x ¢ rad(Q), es decir, para todan > 1, x* ¢ Q, sea
X ={J CA:Jideal, x" ¢ J, paratodan > 0}.

Observemos que X # 0, pues rad(Q) € Z. Si ordenamos por inclusion, X tiene un orden parcial,

y por el lema de Zorn, existe un elemento maximal en X. Supongamos que dicho elemento es S .
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Entonces S es primo; en efecto: siz,y ¢ S, entonces S €S +(z)y S € S + (y), entonces por
la maximalidad de S, estos ideales no perteneces a X. Por lo que x" € S +(z) y x* € S + (y) para
algunos m, k > 0.

Entonces X" € S + (zy). Esto nos dice que S + (zy) ¢ X, asi yz ¢ S. Por tanto S es primo.

Dado que Q C rad(Q) € S y x ¢ rad(Q), entonces x ¢ S. Por lo cual x no perteneces a la

interseccion de los ideales primos que contienen a Q.

(2) c] Sea x € rad() Q;), entonces x* € () Q; para algin k > 0, asi, x** € Q;, para toda
i=1 i=1

i=1,...,n,porlocual x € rad(Q;) paratodai = 1,...,n, por tanto x € (" Q;.
i=1

D] Sea x € () rad(Q,), entonces x € rad(Q;) para toda i = 1,...,n. Entonces x™ € Q; para
i=1

n
algin m; > 0. Seam = m; + ...+ m,, entonces x”" = x™ ... x™ € Qy...0Q0, C () Q;, y con ello
i=1

X € rad(ﬁ 0)-
i=1 -

Lema 1. Si Q es un ideal tal que rad(Q) = m es mdximal, entonces Q es m—primario. En

k

particular si m es un ideal mdximal entonces m* es m—primario para toda k > 1.

DEMosTRACION. Q es primario, pues sean a,b € A, tales que ab € Q, y supongamos b ¢ m. Dado
que m es maximal, m + (b) = A, asi, para cierto s € m,y r € A tenemos s + rb = 1. Como s € m,
entonces s € Q para algin k > 1, asi 1 = 1¥ = (s + rb)* = s* + vb, para algin v € A. Entonces

a = a(s* + vb) = as* + avb = as* + vab € Q, por tanto Q es m—primario.

Ahora observemos que si P es un ideal primo, entonces rad(P") = P, ya que x € P, entonces

x" € P", asi x € rad(P"). Por la proposicion 3, y el hecho que P" C P, entonces rad(P") C P.

Con esta observacién dado que m es primo, tenemos rad(m*) = m, y por lo demostrado ante-

riormente m* es m—primario. 3

Lema 2. Si Oy, O, C A son P—primarios, entonces Q1 N Q, es P—primario.

DEemosTrACION. Por el inciso (2) de la proposicién 3 tenemos rad(Q1NQ,) = rad(Q)Nrad(Q,) = P.
Ademas si a,b € A, tal que ab € Q; N Q,, entonces ab € Q;,coni = 1,2. Dadoque Q;i = 1,2 es
primario,a € Q00" € Q1 ya € Q, 0 b™ € Q,, para algunos n,m > 0.



3. EJEMPLOS. 13

1. Siae Q;yac€ Oy, entonces a € Q1 N Q.
2. Sib" e Q,yb" € Q,, entonces """ = b"b" € 010, C Q1 N Q,.

3. Ejemplos.

Sean A = k[x,y] y J = {x*, xy). Una descomposicién primaria minimal de J es (x) N {x°, y).

En efecto: Primero observemos que (x), (x*, y) son primarios.

Dado que A/{x) =~ k[y] el cual es un dominio entero, entonces (x) es primo, por tanto por la

observacion 2, (x) es (x)—primario.

Sea p(x,y) = pi(x,y)x+ pa(x,y)y € (x,y), dado que p(x,y)* = (pi(x,y))’ X +q(x,y)y € (X, y),
entonces (x,y) C rad({(x>,y)).

Por otro lado, si p(x,y) € rad({x>,y)), entonces p(x,y)* = pi(x,y)x> + pa(x,y)y = ps(x,y)x +
p2(x,y)y € (x,y) para algin s > 0, y dado que (x, y) es maximal, entonces p(x,y) € {(x,y).

Asi tenemos que rad({x*,y)) = {x,y), y por el lema 1; (x>, y) es (x, y)— primario.

Ahora probaremos que J = (x) N {x>, y).

c] Dado que los generadores de J perteneces a la interseccién de (x) y (x*,y), tenemos J C
(x) N (X, y).

D] Si p = p(x,y) € (x) N (x*,y), entonces p = ;X y p = ¢»x> + g3y, donde ¢, ¢»,q3 € A. Co-
mo p = g, x, se sigue que g3 € {x), asi p = gx*+q4xy € J. Por lo tanto tenemos la igualdad deseada.

También observemos que {x) # (x,y), pues y ¢ {x) y dado que x & (x*,y) y y ¢ (x), entonces la

descomposicion de J es minimal.
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Un método que permite extraer componentes encajadas, es estudiar proyecciones, para ello se de-

finen los siguientes conceptos.

El Proj de un ideal graduado se define como el conjunto de todos los ideales primos que no

contienen la parte de grado lineal.

DEerINICION 13. Sea W C V C k" una variedad afin. Sea R el anillo de coordenadas afines de V.

supongamos que el ideal de W en 'V es I C R. El blow-up de V a lo largo de W es
BLyV := ProjReI®I’®...) = Proj(R[t])

El cono normal de W en'V es NyV = ProjR/I® I/ P’ /P a®...).

Veamos un ejemplo:

Esempro 2. Sean W = (0,...,0) € A" el origen en A" y V. = A”". Sea R = K[xy,...,x,] e
I =(xi,...x,). Por definicion Proj(R®I&I’®...):={P € Spec(R) : I®I’®... ¢ P}.

Ademds observemos que I > I> > I° O ..., por tanto, sélo necesitamos saber cuales son los
primos que no contienen a I. Dado que I es mdximal en R, entonces ningiin primo distinto a I lo

contiene, por tanto el blow-up de A" a lo largo del origen, es BLyV = Spec(R) — {{x1, ..., Xu)}.

Utilizando la definicion 1, todos los ideales primos que no contienen al ideal I = {xy,...,X,)
corresponde al conjunto V(I), geométricamente y por los ceros de Hilbert V(1) estd en correspon-
dencia con el punto W en V, asi BLy(V) corresponde en calcular el blow-up de un punto en el

espacio afin.



Capitulo 2

VARIEDADES DETERMINANTALES.

1. Variedades determinantales.

Sea A una anillo conmutativo con unidad, y sea X = (a;;) una matriz de m X n con coeficientes

en A, consideremos enteros by, ...,b;,cy,...,c,donde 1 < b; <m, 1 < c; < n, entonces se define:

Apiey -+ Apg

[b1,...,b; | c1,...,¢] :=det

Apey -+ Apgy

Observese que si t > min(m, n) entonces [by,...,b,; | c1,...,c;] = 0.
Siby <...<byc £... <¢,lb1,....b | c1,...,¢] es llamado —menor de X. Cuando

t = min(m,n), [by,...,b,| c1,...,c] es denominado -menor maximal.

El ideal 7;(X) generado por los r—menores de X es denominado ideal determinantal.

Sea K un campo algebraicamente cerrado y supongamos que Y es una matriz de m X n cuyas

entradas son indeteminadas x;, es decir,

X111 .. Xin
Yy = Xo1 .. X2
Xml -+ Xpm
Observemos que /,(Y) es un ideal homogéneo en K[xi, ..., X,,], por lo que la variedad que

define pertenece al espacio proyectivo P!, pero esta variedad también puede ser considerada en

el espacio afin por medio del cono afin de la variedad proyectiva.

DEerinNicION 14. Sea I,(Y) un ideal determinantal de Y. La variedad definida por 1,(Y) es deno-

minada variedad determinantal.
15
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Dichas variedades es una de las clases mas importantes. Entre ellas estan las variedades obte-
nidas del encaje de Segre de un producto de dos variedades proyectivas, la variedad del encaje de

Veronese , entre otras.

EsemprLo 3. Consideremos el 3—ésimo encaje de Veronese:

P3 Pl - P3

[x:y] = [ :Xy:xy:y]=[z20:21:2: 2]

20 21 22
A=
21 22 23

Probemos que p3(P') = Z(z022 — 73,2023 — 2122, 2123 — Z3)-

Sea la matriz

En efecto:
Llamemos Fy = 2022 — 23, Fa = 2023 — 2122y F3 = 2123 — 23
| Seaz=[x:x*y:xy:y'] € ps(P"), entonces

Fi) = x'xy’ = ()

42—yt =0,

Fs(2) Xy’ = Fyxy* = 0.

Fi(z) = xyy —(xy*)? =0.

Por tanto p3(P") € Z(F1, F», F5).

D] Sealzp:z1:22: 23] € Z(Fy, F, F3).

Supongamos que zo # 0, entonces [z : z1] € P! tal que p3([z0 : z1]) = [2) : 221 © 2023 @ 2]
Dado que [z : z1 : 72 : 73] € Z(F1, F3, F3), entonces

2022 = Z%; por tanto

5 = 20712 y dado que
2122 = ZoZ3; enlonces

Z? = Z%Z3-

Con estas ecuaciones 'y tomando A = % tenemos:



1. VARIEDADES DETERMINANTALES. 17

Az =
2
AZOZ 1 =

2078 =

3
Azy =

Por tanto p3([zo0 : 21]) = [z0 : 21 : 22 : 23]

DEerINICION 15. Sea M una matriz de n X m,
A=Wy ...4iy), dondem <nys>m+n—1.

20
<]
A2
22
/lZ%Zg,

<3

de formas lineales en K[xi,...,x;] con filas

Una fila generalizada de M es una combinacion K-lineal de las filas de M, donde no todos los

coeficientes son cero. Es decir, ), 1;A;, con lj # 0 para algin subindice j. Andlogamente se define

]

una columna generalizada.

Una entrada generalizada de M es una combinacion K—lineal de las entradas de alguna fila

generalizada.

Se dice que M es 1—genérica si cada entrada generalizada es distinta de cero.

EsempLo 4. Sean K un campo y xi, . .., x, indeterminadas sobre K y n,m € Z tales que 2 < m <

Consideremos la siguiente matriz.

ap Xy apx;
axyx; a3 X3
M=\ azx; a34X4

AmmXm am,m+ 1Xm+1

donde a;; € K*.

A1pXy
a2 n+1Xn+1

as n+2Xn+2

am,m+n— 1Xm+n—1
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Este tipo de matrices es llamada matrices de Hankel generalizadas. Si g;; = 1 paratodai, jy

la matriz es cuadrada solo es llamada una matriz de Hankel.

Observemos que los g;; indica la fila i y la indeterminada j por la que esta multiplicada. Esta
es una matriz 1—genérica, y de hecho es un ejemplo de una matriz cuyos ideales de menores no-

maximales no son primos, pero esto lo veremos més adelante.

Ahora para analizar la estructura de los ideales generados por menores no maximales de matri-

ces M de Hankel generalizadas 1—genéricas, supondremos que m > 3.

Sea I,(M) C K[xy, X2, ..., Xum-1] €l ideal generado por los menores 2 X 2 de M, la pregunta es

(cuando dicho ideal es primo ?.

En el caso de una matriz de Hankel, se tiene el siguiente resultado.

TeEOREMA 3. Supongamos que a;; = 1 para toda i, j en la matriz del ejemplo 4. Se tiene que

(M) es un ideal primo de alturam + n — 3.

DemosTrAcION. Dado que los a;; = 1, entonces M es la matriz de Hankel. Gruson, demostr6 que

L(M) = I, [( X1 X2 ... Xm4n-2 )]

X2 X3 ... Xpan-l

es el ideal maximal de menores de una matriz 1—genérica.

Por un resultado de Eisenbud (ver en [10]), /(M) es primo y ademads tiene codimension
(m+n-2)-1DR2-1)=m+n-3.

— De manera general, para saber cuando /,(M) es primo, primero se necesita introducir dos niime-

ro enteros s, t. Estos nimeros involucran transformar a M de una forma especial.

Supongamos que para toda j = 1,...,n; a;; = 1 en la matriz generalizada de Hankel del
ejemplo 4.
Ahora sea j el maximo indice en [n], tal que a,; # 1. Dividase la (j — 1)—€sima columna entre a,;,

obtenemos la siguiente matriz:
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-1

X1 X2 Clzjx]'_l e Xy
anx; a3 X3 cee Xj cee A2 41 Xptd
-1
M= ayx; asq4Xxy e as j+10,; Xj+1 cee A3 p12Xp42
-1
AQumXm  Anm+1Xm+1 - - am,m+j—la2j xm+j—l <o AQmmin—1Xm4n-1

Observemos que la (j — 1)—ésima entrada de la primera fila, el coeficiente ya no es 1, pero si
hacemos un cambio de “coordenada”, es decir, si X;_; = ag}x -1, entonces podemos obtener otra
matriz en donde los coeficientes de las entradas en la primer fila sean todos igual a 1. Ademads los

coeficientes de las entradas en la segunda fila, es decir, los a;; = 1 paratodal = j,...,n+ 1.

Luego repitiendo este proceso se puede obtener una matriz donde a;; = a1 = 1, para toda
k=1,...,n.

Por tanto sin perder generalidad y abusando de la notacién, la matriz M para la cual se puede
estudiar a I,(M), es de la forma:

X1 X2 .
X2 X3 coe Xptl
M=\ asx; az4Xxy cee A3 p12Xp42
AmXm am,m+1xm+l .. am,m+n—1xm+n—l

donde los a;; € K*.

Adn mds, se puede multiplicar la fila 3, por a3, y nuevamente por un cambio de variables
adecuado, podemos suponer que as,., = 1. Luego al continuar con este proceso en cada una de
las filas, se puede suponer que los coeficientes de la primer y ultima columna de M son 1, es decir,
nuestra matriz M tiene la forma que sigue:

X1 X2 R
X2 X3 P o |
(l]) M = X3 a34X4 cee Xpg2

Xm  Amm+1Xm+l -+ Xman-1
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Cuando hagamos referencia de esta matriz, la llamaremos la forma especial.

DErRNICION 16. Sea M la matriz de la forma 1.1. Si a;; # 1 para algiin par (i, j), el entero s es:
s =s(M) := min{j : existei > 3 tal que a;; # 1}.

OBSERVACION 3.

1. s puede no existir cuando a;; = 1, para todo par (i, j).

2. Si s existe, la columna en la cual aparece no es la primera ni la ultima, por la forma de la
matriz 1.1.

3. Ademds, dado que estamos suponiendo que n > m > 3, y ocupando la matriz en su forma

1.1, obtenemos que s > 4.

Lema 3. Si s existe, entonces xjx; € L(M), paracada j=1,...,s— 1.

DemMosTRACION. Supongamos que M es de la forma especial. Dado que s > 4, consideremos los

siguentes casos.

Si j = s — 1, consideremos la siguiente submatriz de la matriz M.

Xs-3 Xs—2  Xg-1
Xs—2  Xs—1 Qi—15Xs

Xs—1 disXs ai,s+l Xs+1

Por tanto obtenemos lo siguiente:
(ai—],s - ais)xjxs = (ai—l,s - ais)-xs—l-xs
= i1 5 X1 X5 — Ajs X1 X
= 4i-1sXs-1Xs — AjsXs—1Xs
_ai,s+1xs—2xs+1 + ai,s+1-xs+l-xs—2
= _(ai—l,s-xs—l-xs - ai,s+1xs+1xs—2)

+(ais+1-xs+l-xs—2 - ai,s-xsxs—l) € IZ(M)

Abhora, si j = s — 2; entonces

Xs—3 Xs—2 Xg-1
Xs—2  Xs—1 ai—l,sxs

Xs—1 QisXg ai,s+1xs+l
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es una submatriz de M.

Nuevamente tenemos

(@is = Gim1,)XjX;s = (Qis = Gim1,5) X2 Xy
= QisXg2Xg — Aj—1 sX5-2Xg
= AisXs2Xg — Aj—1 sX5-2Xg
+Xy = X

2 2
= (QisXgXxy — xs_l) - (ai—l,sxs—Z-xs - xs_l) € L(M).

Si j < s—2,entonces j < s— 3, por tanto las siguientes dos matrices son submatrices de M.

Xj  Xg—2  Xs-]
Xjr1  Xs—2
Xjrl  Xs—1  dj—1,5Xs >
Xjr2  Xs-1
xj+2 Ais Xy ai,s+1xs+l

Asi, obtenemos:

(ai.v - ai—l,s)xjxs = AjsXjXs — XjXg
= Qi XjXg — XjXg — Xjp2X5-2
tXjoXe—2 + Xjp1Xs—1 — Xji1X5-1
= (QisXjXs — Xj2Xs-2) — (dim1,5XXs

—Xjs1X5-2) + (Xjp2 X522 — Xjy1X-1) € L(M).
(e

Andlogamente como se defini6 s, es decir, considerando a la matriz generalizada de Hankel,
supongamos que a,,; = 1, para toda j = m,...,m — 1, elegir el minimo j del conjunto de indices
{m—1,...,m+n -2} de tal forma a,_;; # 1. Asi, podemos dividir su respectiva columna entre
an-1,j, dado que el coeficiente de la entrada x;,; en la fila m ya no es uno, entonces, podemos hacer
un cambio de variables, en este paso tenemos a,,—1; = 1 paratodak = m—1,...,j— 1, después

repetir este proceso con las columnas. Entonces tendriamos a,,—; ; = 1,para j =m—-1,... ., m+n-2

-1
m—2,m—

vez con un cambio adecuado de variables podemos suponer que a,,—» .+, = 1 también. Entonces

y Gnj = 1para j=m,...,m+n—1.Por tanto, podemos multiplicar a la fila m —2 por a , yotra

repetimos este proceso en cada una de las filas, obteniendo la siguiente matriz que como en el caso

anterior llamaremos la forma especial de M.
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X1 apnxs a;zxs ‘e a1 n—1Xn-1 Xn
X2 a3 X3 a4X4 cee as nXn Xn+1
1.2)
( Xm=2  Am-2m-1Xm-1 Am-2mXm --- Am-2m+n-4Xm+n-4 Xm+n-3
Xm-1 Xm Xm+1 v Xm+n-3 Xm+n—2
Xm Xm+1 Xm+2 e Xm+n-2 Xm+n—1

DEerINICION 17. Sea M en su forma especial (1.2), el entero t estd dado por:
t=t(M) =max{j: existei<m-2talquej—i+1<nya;# ajj.1}
OBSERVACION 4.

1) t < m+ n — 4, pues supongamos que t = m +n — 3, por tanto t —i + 1 < n implicaria

m+n—-3—i+1<n, esdecir m—2 <ilo cual es una contradiccion.

Lema 4. Si t existe, entonces X,X; € I,(M) para todo j >t + 1.

DEemostrAcION. Haciendo una analogia de la demostracion del lema 3 ocupando la matriz 1.2 obte-

nemos el resultado. —

Ademads observemos que ¢ existe si, y solo si s existe, esto se debe a que podemos pasar de la
matriz 1.1 a la matriz 1.2, e inversamente.

De ahora en adelante, supondremos que s y ¢ existen.
LEma 5.

1. Si s >t entonces {x1, ..., X, XXg, ..., Xmen-1) C L(M).
2.¥i=0,..m+n—-1- s se tiene x’i”xm e L(M).

3.Vj=0,...,t =1, se cumple, xj:ln_lx,_j € L(M).

m

DEMOSTRACION.

1. Por demostrar que para cada i, j tal que i < ¢t < s < j, los productos x;x; € I,(M).
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Sii = t, entonces por el lema 4, tenemos x,x; € I,(M).
Si j = s, entonces por el lema 3, tenemos x;x; € I,(M).

Por tanto, sean i < ¢ < s < j. Consideremos la siguiente submatriz de M.

Xi  Xi-1

Observemos

XiXj = XiXj— Xj_1Xit1 T Xj_1Xj4]

= (XXj = Xjo1Xi1) + Xip1 X

Donde el primer sumando pertenece a I,(M), por tanto, x;x; € L(M) si, y solo si
Xis1Xj—1 € L(M). Perosii+ 1 =to j—1 = s, entonces tenemos que X, xXj—-; € L(M)
y por tanto x;x; € I,(M), continuando de manera descendente, obtenemos el resultado.
2. Para demostrar que x’i”xm € L(M)paratodai=0,...,m+n—1—s, haremos induccién
sobre i.
a) Base de induccion. Si i = 0, entonces por el lema 3, los monomios x’i“xsﬂ- € L(M).
b) Seai > 0,y supongamos que para todo j < i se cumple que x{“xyr i € L(M).

Sea x|"!x,,;, observemos

i+1 _ i+1 i i
Xp Xsri = X Xgpi — QX X Xgpj] T AX) X2 Xg1j]

_ i i
= X)X Xgi — AX2Xspim) + AXX| Xy

para algun a € K*. Pero (x1xy; — axpxgi-1) € (M) pues corresponde al menor
axoit 3 )> Y X Xsxic1 € L(M) por hip6tesis.
3. Analogamente al caso 2, para probar el inciso (3), haremos induccion sobre j.

a) Si j=0,comom+n—1 >t porel lema 4 tenemos

+1
Xoeno1Xe = X0 X

S Iz(M)
b) Sea j > 0, y supongamos que para toda k < j se cumple

X x € L(M).

m+n—

j+l ) s N
Sean x, . x;_;y b € K" entonces:
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)Cj+1 o Jj+1 '—bj )
min—1%t=j = Xppu1Xi-j Xonan—1X1=j+1Xm+n-2

J
+me+n_ 1 Xt—j+1 Xm+n—2
—
= Xana1 (xm+n—] Xe—j — bxt—j+l xm+n—2)
J
+bx, .\ Xi—jr1 Xmin—2-

Pero Xyin-1Xi—j — bXi—js1Xmsn—2 € I (M), pues corresponde al menor ( Ki-j  bXi-ja )

Xm+n-2 Xman-1
, Jj .2 . . .2 j+l
Ademas x, . x;j+1 € I,(M) por hipétesis de induccion. Por tanto x, . x;_; € L(M).

d

COROLARIO 3. ™" H(xg, ..., Xpano1 )y X771, LX) C D(M).

DEemosTrRACION. Por el inciso (2) del lema 5, para toda
i=0,....m+n—-1-3s

los monomios
i+1
X xgy € (M)

es decir, los monomios xjx,, x%xm, e X X1 € (M.

Dado que s > 4, tenemos m + n — s < m + n — 4, por tanto para toda j > s, se tiene
x’1"+”_4xj € L(M).

Nuevamente, por el inciso (3) del lema 5, los monomios

2 t
Ximan—1Xts Xppn 1 Xi=1> « + +» X1 X1 € In(M)

m+n—4 o mn=5—j _j+1 .
por tanto, Xnin-1%-j = Xpin-1 " Xippn-1%1-)

€ L(M),paratoda j=0,...,1—1. —

Ahora consideremos los siguientes ideales en K[xy, X2, ..., Xpin-1].

Ql = IZ(M) + <-xS7 s -xm+n—1>7
Q2 = 12(M)+<x1"'-’xl‘>’
Qs = L(M)+ ™ X,



1. VARIEDADES DETERMINANTALES. 25

oy Xmin—1), respecti-

TEOREMA 4.
L) -xm+n—2> y <.X1, .

01, 0>, Q3 son ideales primarios de {xa, ..., Xpin-1), {X1,..
vamente.
DEMOSTRACION.

B xm+n—l>:

1. Por demostrar que rad(Q;) = {(x,, .

.» Xmin—1), €ntonces es suficiente observar que I,(M) C

CJ Como <X§, ceey xm+n—l> C <.X2, ..
s Xmtn—1

(X35« s Xmin—1), pero como los elementos de I,(M) involucran las variables xi,
cos Xmn—1)-

y dado que (xy, ..., Xu4n—1) €S primo, tenemos rad(Q;) C {x,, .

vy Xmin—1) C rad(Qy). Para esto observemos que si f € (X2, ..., Xpin_1)

DO | Por demostrar {x,, ..
. Xmin—1, €ntonces f € Qy C rad(Q,). Por tanto,

que involucra las indeterminadas x;, ..
analicemos el caso en que f involucra a las indeterminadas x; para2 <i < s — 1.

Si j = s — 1, entonces consideremos la siguiente submatriz de M;

Xs—2  Xs—1
Xs—1 QjsXg

Dado que a;sx;_ox; — xf_l € LM) c Q) C rad(Q;). Como x; € rad(Q,), entonces

aisXs-2Xs € rad(Qy) y asi x*_| € rad(Q), por tanto x,_; € rad(Q)).

N

Ahora consideremos la siguiente matriz:
Xs—3 X522

Xs—2  Xs—1

Nuevamente, x,_3X,_1 — xf_z € IL(M) C rad(Q,), como x,_; € rad(Q;), entonces x,_3x;_1 €

rad(Q,), y por tanto X2 , € rad(Q). Asi x,_, también pertenece a rad(Q)).

S—
Siguiendo de esta manera, obtenemos que x», ..., x,_1 € rad(Q;), por tanto rad(Q;) =

<-x27 R -xm+n—1>-
2. Por demostrar rad(Q,) = (X1, ..., Xmsn_2)-

< s Xmin—2, ademas los elementos de I,(M)

LX) CA{xy, ..
<> Ximin—2), PU€S

] Como el primer caso, {xi, ..
<y Xmin—1, POT tanto, rad(Q,) C {xy,..

involucran a las indeterminadas x, . .

(X15. ..y Xpen—2) €S Primo.
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D] Sea h € {xy,...,Xnn-2), sl h involugra indeterminadas x, ..., x; entonces h € O, y

por tanto en su radical. Analicemos cuando 4 involucra indeterminadas X, 1, . . . , Xp4n—2-

Consideremos la siguiente submatriz de M;

Qi Xy Qi1 Xe+1
i1 +1X+1 it 1+2X42

2

., € IL,(M), que a su vez pertenecen a rad(Q,). Dado

2

Entonces a; i1 142X X140 = Qi1 1410i 11X

que x; € rad(Q,), entonces el primer sumando pertenece a rad(Q-), y asi a1 111X, €
rad(Q,), por tanto x;,; € rad(Q-).
Continuando este proceso, obtendremos que X1, . . . , Xpn—2 € rad(Q,). Por tanto rad(Q,) =
<x1’ R xm+n—2>-
. Para demostrar que Q3 es un ideal primario, y dado que (xi,..., X;+,—1) €s maximal en
A = Kl[xi,...,Xun-1], entonces es suficiente probar por el lema 1 que el rad(Q;) =
<xl’ R xm+n—l>-
Como los elementos en I,(M) involucran a xi, ..., X,,+,—1, €ntonces cualquier elemento
en Qs pertenece a {(Xi, ..., Xpuin_1), POr tanto rad(Q3) C (X1, ..., Xpin-1)-

: +n—4 +n—4
De manera inversa, observemos que X y Xp4,—-1 € rad(Qs), pues x""™" "y x'""71 € Qs.
Prosigamos por induccién sobre ;.
Para j = 1, tenemos x; € rad(Qs3).

Si j = 2, consideremos la matriz dada por

X1 X2

X2 X3

Como x;x3 — x% € L(M) c Qs C rad(Q3), ademéas x; € rad(Qs3), por tanto x;x3 €
rad(Qs), asi x5 € rad(Qs), esto implica x, € rad(Q3).
Ahora supongamos que para algin j € {2,...,m +n — 2} se cumple x; € [L(M).

Con la matriz
Xj Xj+1
Xivl  Xj+2
obtenemos X;x;.> — x?H € I,(M), pero por hipétesis, x; € rad(Qs), por tanto, x;x;_, €

rad(Qs), y asi x;;1 € rad(Qs).
Por lo tanto (xy, ..., Xu4n_1) C rad(Q3). Asi {(x1, ..., Xpin_1) = rad(Qz).



1. VARIEDADES DETERMINANTALES. 27

d

TEOREMA 5.

Si s > t, entonces Q1 N Q, es una descomposicion primaria de I,(M).

DemosTrACION. Por demostrar que I,(M) = Q1 N Q».

c| Dado que
LM) € Q1 = L(M) + (X, « - s Xinen-1)
L(M) C Oy = L(M) +(x1,...,x),
entonces
LM) C Q1N Q.
D] Sea B ={(Xs...s Xmin-1)y C ={x1,...,Xx;). Observemos, que

01N Oy =LM) + (BN (L(M)+0))

En efecto: Sea f € Q1 N Oy, esto no dice que
f=a+b=da+c,

dondea € L(M),be B,ce CyAde K[xi,...,Xntn1]

Asi, tenemos
b=Xla+ce LM)+C,
por tanto,
febhL+(BnNL(M)+ ().

De manera andloga, sea

f e L(M)+ (BN (L(M)+C))),
entonces f =a+b,dondea € L(M)y b € (BN (I,(M) + C))),porlocual,be By b € L,(M) +C,
asi, fe LIM)+ By fe L(M)+C.

Ahora sea f € [,(M) + (BN (I,(M) + C)). Por demostrar que f € I,(M). Dado que f € Q; N Q»,
entonces f = g+ hdonde g € L(M)y h € (BN (I,(M) + C)), por lo que es suficiente probar que
h e L(M).
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m+n—1
Observemos que A, tiene al menos grado 2. Luego i € B, implicaque h = 3 a;x;, donde las

a; son polinomios de grado al menos 1. Pero & € I,(M) + C, por lo que podemos considerar que

a; € K[xl+l, LR xm+n—1]-

Consideremos el término a,x;, el cual se puede escribir como
m+n—1

( Z Csi-xi)-xm
i=t—1

andlogamente como se escribio en la demostracion del lema 5 inciso (2), cada x;x; = Ax;_1 xg11mod(l,(M)),
m+n—1
es decir, a;x; = ), A;sCyiXi—1Xs41, Y Otra vez por el lema 5 inciso (1), toda esta suma pertenece a

i=t+1
L(M).

Ahora siguiendo el mismo procedimiento para todo término a;x;, para s < i < m+n—1, tenemos

que es suficiente considerar a h como 4 = a1y 1 Xppin—1-

Dado h = apin-1Xmin-1 € (L(M)+C) = Q,,y Q> es primario en (X, . .., X4n—2), por el teorema

4, tenemos a,,+,—1 € Q», por tanto por lema 5 inciso (1), h € [,(M).

Ahora solo falta el caso i = m + n — 1, pero otra vez por lema 5 inciso (1); X,4n-1{X1,...,X;) C
L(M). 3 Para obtener una descomposicion de I,(M), en el caso de que s < ¢, es necesario otra

componente, como se vera en los siguientes resultados.

Lema 6. Sea s < t. La descomposicion primaria minimal de (M) + (X, ..., x;) es

(L(M) +Xgy - - oy Xmn=1)) N (L(M) + (X150, Xp)).

DemosTRACION. Por el teorema 4, se sigue que Q) = L(M) + (Xg, ..., Xpin-1) Y Q2 = L(M) +

(X1,...,X;) son primarios.
Por demostrar que Q1 N Oy = L(M) + (X, ..., X;).

clSea fe QN Q, Entonces f = g+ hdonde g € L(M)y h € {(xy,...,X;), ademas como
f € Oy, sin perder generalidad, dado que g € I,(M), entonces h € (X, ..., Xu+n_1), €S decir,

he <x1’---’xl‘>m<xS7"'9xm+n—1> = <xS’---’xl‘>'
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D] Como (X, ..., X)) C (Xg,...,Xmn—1)y dado que s < f entonces (X, ..., X)) C (X1,...,X).
Por tanto (M) + (x,,...,x) C Q1N Qa.

TeOREMA 6. Si s < t, entonces I,(M) = Q1 N Q, N Q3 es una descomposicion primaria minimal.

DemosTrACION. Por demostrar que I,(M) = Q1 N O, N QOs.

Primero notemos que como I,(M) C Q;, parai = 1,2,3. Entonces I,(M) C O N Q> N Q3.

Ahora sea

O1NO,N Qs

(L(M) + (X, -« oy Xipan—1)) N (DL(M) + (X1, X))
ﬂ(IQ(M) + <x1111+n—4 xm+n—4>)

> “m+n—1

= (01N Q) NL(M)+(Q1 N Q) N, Xty
= L(M)+ (01N Qy) N4, xnnd

m+n—1

= L(M)+ (01 N (X" + (o))

N(Q2 N (™) + (=)

= L(M)+ (77D + 4y N Q) N

m+n—1

+HXMH N Q)

= L(M) + (07D N + (0T 0 0]

m+n=1 m+n—1
HATH0 NI (T 0 0
= Iz(M) + Q2 N <x’r:+n_4> + <xlil’l+n—4><xm+n—4

+n—1 m+n—1

+Q1 N L) + o)

m+n—1

= L(M)+ 0, NI h + 0 N (X

m+n—1

+<x1n+n—4><x)$+n—4

+n—1

= L(M) + (0 + (D 0n + (o DO

m+n—1 m+n—1
= L(M)+ (X HL(M) + (TN Xy Xt
HOENL (M) + (0TI, L x) + (DY

m+n—1 m+n—1 m+n—1

- IZ(M) + <XT1+n_4><xsa C) xm+n—1> +
(XD o Xy D)

+n—1

C I, (M) por el corolario 3.

L
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2. Descomposicion primaria de un ideal Jacobiano.

Siguendo con la notacién, K denotard un campo algebraicamente cerrado.

Sea§ = K[x0,...,Xn—1,Y05 - +»Ym-1,205--->Zp-1], donde n > m > p > 2.
Sea

A= § aijkXiy jZk
0<i<n—1,0<j<m—1,0<k<p-1

una forma trilineal de S.

Consideremos J,4 el jacobiano de A, es decir,

0A 0A 0A

=G 3 oo 0<i<n-1,0<j<m-10<k<p-1)
J

el ideal de S generado por todas las derivadas parciales de A.

DEeFINICION 18. A es una forma trilineal diagonal no degenerada de forma acotada con n =

m+p—1yau#0siysdlosi,i=j+k

Observemos que

1
Y QiiYike  S10<i<p-1.
k=0
0A p-1 . '
e Zazzkkyszk sip—1<i<m-1.
(9)Ci k=0
p-1
> Giyikzk Sim—1<i<n-1.
k=i—-m+1
-1
oA &
Ty, o L Gk si0<j<m-1.
Yi o
A &5
aj+k]kx]+kyja si0 < k < pP— 1.
5Zk

I
[=]

J
Denotemos por A,,, Ay, y A, las derivadas parciales anteriores respectivamente, entonces
JA = <Ax,-aij’AZk>

Ahora para calcular la descomposicion primaria de J4, veremos cuales son los primos minimales.
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ProposiciON 4. Sea A una forma trilineal diagonal no degenerada de forma acotada. Si Q un

ideal primo tal que J5 C Q, entonces Q incluye al ideal (z, . . .

donde

DEmosTRACION. Observemos que si (Z, . . -

<)’0, R aym—laAy()a B ’Aym_| 7Ip(X)>’

dpooXo  A110X1
ain1Xi az11X2

arnX2  dz12X3

Ap-10p-1Xp-1  Qplp-1Xp

An—1m-10Xm-1
Am-11Xm

A+ 1m—12Xm+1

Ap—1m-1p-1Xn—1

<Z0,~ . ’Zp—laAZ(),~ .- 9Azp_]> - Q

Por lo tanto, supongamos que Z = (2o, ..., 2y-1) £ Q.

9Zp—l9Az()’ Ca 9Azp,1> o

pxm

,Zp-1) C Q, dado que J, C Q, entonces

Sean Ay = (Ay,,..., Ay, )y Y = (A,;) la matriz de segundas derivadas parciales de A de

tamafo p X n, es decir,

apooYo A110Y1 -+ Gme1m—10Ym—1 0
Y 0 aioyo - Gmeim=—21Ym—2 Gmm—11Ym—1
0

Sea Y’ una submatriz de Y de tamaiio p X p, entonces

ZI,(Y") = Li(Zdet(Y")

An—1m-1p-1Ym-1

Z An—-1n-1-kkYn—1-kZk

= L(ZY adjY")
c L(ZY)
c L@Zy)
Dado que I,(ZY) = ZY y ademas ZY
0 p-1 p-1
=\ 2 Q00-kkY0-kZk -+ 2y Om—im—1-kkYm—1-kZk
k=0 k=0 k=n-m

Asi ZY = Ay, y como Y’ es arbitraria, tenemos ZI,(Y) C Ax.

Usando que Q es primo y el hecho de que Z ¢ Q, entonces I,(Y) C Q. Ademds observemos que por

la forma de la matriz Y, tenemos (yy, . . .

’ym—1> - rad(lp(Y)) C Q Asi <)’0, e aym—laAyo» o

4 Aqu) -
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De manera similar,

p-1 p-1 p-1
ZX = ( D QokXkZk Dy Qa1 1k+1Xk41Zk - -+ Dy Akrm—1m—1kXk+m—1Zk
k=0 k=0 k=0

Por lo cual I1(ZX) = (Ay,, ..., Ay, ) = Ay.

Sea X’ es una submatriz de X de p X p. Tenemos
Z1,(X") = LL(ZX'ad jX') c I,(ZX") C [,(ZX).
Por tanto Z1,(X) C I,(ZX) c Q. Concluimos que I,(X) C Q, asi

Vo5 -« s Y1, Aygs -5 Ay, I(X)) € O

- Para calcular los primos minimales de J4, se analizan dos caso.

1. Caso p < m.
2. Caso p = m.

PrOPOSICION 5. Sea A = ) a;jx;yjzx una forma trilineal diagonal no degenerada de forma

acotada. Si p < m, entonces el ideal (zo, . ..,2p-1,A, ... ,Azp,1> es un primo minimal de J ,.

DEmOSTRACION. Dado que A, A, estdn en términos de los z; s, entonces,

JA C <Z(),. .. ,Zp_],AZO,. .. ’Az,,_1>-

Sea W = K[yo,...ym-1]1y sea Y € Mat,y,(W) la siguiente matriz:

apooYo - - - oo Qe tm=-10Ym-1 0 . 0
0 ... cor Ap-1m-21Ym-2  Qmum-11Ym-1 - - - 0
0

0o ... ap-10p-1Y0 - -- An—1m-1p-1Ym-1

Donde a;j son constantes en K diferentes de cero y las entradas de Y involucran a las indetermina-

das y; que aparecen en las (i + 1)—ésima diagonal.

Asi1,(Y) = (Yo, - - Ym-1)"-
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En efecto; como las variables de yy, . .. ,y, estan involucradas en el determinante de las subma-

trices de p X p de Y, entonces 1,(Y) C (yo, ..., Ym-1)".

Para demostrar la otra inclusion, es suficiente considerar la siguiente matriz

Yo ... cee Ym-1 0 ... 0
Yy = 0 e Ym—2 Ym-1 .- 0
0 ... Yo ... Ym-1

por que los a;jx son unidades. Sea J = (yo, ..., Ym-1)-

1. Primero probemos que yoJ?~' C 1,(Y).
Por induccién sobre p, tenemos:
a) Sip=1;y0J° = yoW = (yo) C (Yos - - - Ym-1) = L1 (Y).
Sip =2;y0J = (V& YoY1.- - YoYm-1), €ONLONCES

Yoyj = € I,(Y)

Yi
b) Ahora supongamos que para t < p se cumple yoJ' 2 C I,_;(Y).
oSeap=t,yJ"=Q0o Xy ...y

io+...+ip—1=t—1

Sin perder generalidad, sea f = yo(yg’ - yf;”:ll) € yoJ L.

Sea j el minimo indice tal que i; # 0, entonces:
i Lm— i.'_l im—
Yoy -« YD) = ¥i0oy) -V

Como
if_l Im— -
Yoyi vt €y C La(Y)

por hipoétesis. Entonces existe una matriz de t — 1 X t — 1, submatriz de Y, tal que

Lj

yoy; .- .yf;”j] es igual al determinante de dicha matriz, por tanto:
Yo ¥ ce. k
ij-1 -
Yoy ) =, .
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Vi ... ®
0 L. ox

T e
0

2. Ahora probemos (y) + 1,(Y) = (yo) + J*.
Dado que I,(Y) C J?, entonces (yo) + I,(Y) C (yo) + J?.
Ahora proseguiremos por induccién sobre p.

a) Si p = 1, entonces (yo) + J C (yo) + I;(Y), de hecho es igualdad.
Sip=2,seaf=yy €J* Como
Yivi = Yiyj — Yj-1Yi+1 T Yj-1Yi+1
Dado
Yi Yi+1
Yi-1 Vi

yji-1 %

YiVj = Yj-1Yi+1 = 0 i

YYji-1Yis1 =

y ambos pertenecen a I>,(Y), entonces (yo) + J> C {(yo) + L(Y).
b) Supongamos que se cumple para (o) + J?~' C (yo) + [,-1(Y).

00,1

c) Sea f € (yo) + JP. Sin perder generalidad, supongamos que f = y,y, y:n;ll Sea
[ = min{j : i; # 0}, entonces f = yj(yljf_l...yifl’;‘l), por lo cual, y’j"_l...y;’jj1 e Jrl,

entonces por hipdtesis existe una submatrizde Y de p — 1 X p — 1, digamos Y’, de tal

. ij-1 ) .
forma que el determinante de Y’ es y; ...y"!. Asi,
Jj m—1

Yi

=" v

el,(Y).

3. Ademds (yo) N 1,(Y) = yoJ”' = (yo) N J7.
En efecto: Dado que yoJ?™' € 1,(Y) y yoJ?™" C (yo), entonces yoJ*~! € {yo) N I,(Y).
Ademds, como 1,(Y) C J?, entonces (yo) N I,(Y) C (yo) N JP.

Ahorasi f € (yo)NJ*, entonces, sin perder generalidad podemos suponer f = yg) .. .y;’;’jl,
donde iy > Oy iy+...+ i, = p. Entonces f = yyg donde g = yg)_l Lymte gl

asi f € yoJP~!. Por tanto {yo) N J? C yoJP~L.
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De estas tres observaciones tenemos
—1 -1
Yoy NJ? Cyo P~ C{yoy NI, (Y) C (yoy N JP C yoJ?

Por tanto tenemos las igualdades deseadas.

4. Ahora concluiremos que /,(Y) = J?. Para ello basta probar J” C I,(Y).
Sea f € JP.Si fe€{yo)yNJ" =yo) N 1,(Y) CI,(Y).

Si f ¢ (yo) N JP, es decir, f ¢ (yo), entonces f & yoJ'~! C 1,(Y) c J?, 1o cual es una

contradiccion.
Enunciemos el siguiente teorema de Huneke (ver teorema (1,1),[20]).

TEOREMA 7. Sea R un dominio Cohen-Macaulay y sea M un R—modulo que tiene una resolucion
libre finita
0> R SR — M — 0,donde C = (c;)).
Se tiene que el dlgebra simétrica S (M) es un dominio Cohen-Macaulay si, y solo si, grade(I,(C)) >
r+2—tparal <t < r, donde grade(I,(C)) (también llamado profundidad depth) denota la longitud

de una R—secuencia mdximal en I,(C).

Sea N el W—moddulo obtenido de la siguente sucesion exacta corta:
Y
0->W W' - N-=0.

k[xo,...,x”,[ ,)’0,---,ym71]

Acgrtz, 1)

dominio Cohen-Macaulay si, y sélo si, grade(I(Y)) > p+2 —tparal <t < p.

Entonces su algebra simétrica S (N) =~ , por tanto, por el teorema 7, S(N) es

Dado que I,(Y) = (yo, ..., ym-1)? y 1,(Y) C I,(Y), para todo ¢ € [p], entonces por yy, ..., Ym—1 €S
una W-secuencia miximal en /,(Y), por lo tanto grade(I,(Y)) = m,perom > p+1> p+2 —t, para

I <t < p.Asi §(N) es un dominio de Cohen-Macaulay, asi (zo, . .., 2p-1, Az, . - . ,AZIH) es un ideal
primo. ‘:!

La siguiente proposicion es un resultado muy util, pues muestra que el ideal

Vo5 -+ s Ym=1-Ayps - - s Ay, 15 1 (X))

es un ideal primo de J4, para los dos casos que estamos considerando, es decir, cuando p < m. Sin
embargo, la prueba requiere de teoria mucho més avanzada por lo que solo daremos un bosquejo
de ella.
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ProposICION 6. Sea A una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acotada. Se tiene
que Yo, - - > Ym-1,Ayp - ., A 1,(X)) es un ideal primo perfecto, por tanto un ideal primo minimal

>4 Vm-1°
de JA.

DEemosTRACION. Bosquejemos la demostracion de este resultado. Sea X la matriz de p X m de las
segundas derivadas de la forma trilineal A, observemos que 7,(X) es un ideal perfecto.
En efecto: Bruns y Vetter (ver[6]), demuestran que para una matriz X de p X m con p < m con
entradas en un anillo R = K[xo, ..., x,-1], si grade(I,(X)) = m — p + 1, entonces I,(X) es perfecto
(ver teorema (2.7), [6]).
También demuestran que siempre se tiene ht(1,(X)) < m— p + 1 (ver teorema (2.11),[6]). Como un
campo satisface la definicion de un anillo Cohen-Macaulay si, y sélo si K[xp] es Cohen-Macaulay,
entonces por induccién R es Cohen-Macaulay. Por tanto es suficiente probar que ht(1,(X)) > m —
p+ 1.
Sean R = K[xo,...,X,-11y R" = K[x_1, ..., Xp-1], consideremos el homomorfismo ¢ de R a R’, el
cual envia x; a x;, para p— 1 <i < m— 1y 0 en otro caso, entonces por parte de la demostracién de
la proposicion (5), ht(¢(1,(X))) = m — p + 1, asi dim(R’ /¢(1,(X))) = 0, luego por el teorema de la
dimension,

ht(1,(X)) dimR — dimR /(I ,(X))

n — dimR/1,(X)

dado que el kernel de ¢ es generado por n — (m — p + 1) elementos, entonces

\%

dim(R/1,(X)) > dim(R'/¢(I,(X))+n—(m—p+1)
ht(1,(X)) > n—(dimR [¢(I,(X)))+n—(m—p+1))
n—-mn—-m-p+1)=m-p+1.

Por tanto 7,(X) es perfecto.

Ahora, sea Z = (2¢,...,2p-1), que se puede interpretar como una matriz de 1 X p. Dado que
L(ZX) = (A, ..
ri (ver proposicion (1.10),[3]) se verifica que el ideal I,(ZX) + I,(X) es perfecto, por lo tanto, es

.,A,,_ ) entonces ocupando un resultado del trabajo de Bofli, Bruns y Guerrie-

suficiente probar que /,(ZX) + I,(X) es primo.

Para ello se demuestra que zo es un elemento regular modulo 1,(X) + I;(ZX), es decir, no es un
divisor de cero y por lo tanto tendrd sentido tomar al conjunto de sus potencias como un conjunto
multiplicativamente cerrado. Es necesario probar que ht(I,(ZX) + I,(X) + z9) > m + 1, esto se de-

muestra por induccion sobre p > 2.
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Cuando p = 2, dado que A es una forma acotada, tenemos quen =m+p—1,asin=m+1y

X = appoXo -+ Au-1m-10Xm-1
apiXy ... Am—11%m
Por tanto I,(ZX) + I,(X) + (zo) = {@101X1215 - - - » Qmm—11XmZ1, 12(X), 20).
Sea Q un primo minimal de (@01 X121, - - - » @pm-11%mZ21, 12(X), 20). S1 z1 € Q, entonces

Xtyeeos X, (X)), 20) € O

y ht(Q) > m + 1.
Si z; € Q, entonces (2o, 21, [(X)) C Q, por lo demostrado al comienzo de esta demostracion, tene-
mos ht(L(X)=m—-2+1=m—-1,asiht(Q)>m—-1+2=m+ 1.

Ahora supongamos que la declaracién se cumple para p’ < p, con p > 2. Sean X la submatriz
(p— 1) x m de X al quitar la primera filay Z = (zy,...,2,-1).
Observemos que 11(ZX) + I,(X) + (z9) = L(ZX) + 1,(X) + {zo), pues los elementos de 1,(ZX) que
faltan en 1;(ZX) pertenecen a (), luego sea Q un primo minimal sobre 1;(ZX) + 1,(X) + (zo)-
Dado que ZI,-(X) ¢ I;(ZX) c Q, por la prueba de la proposicién 4.
SiZc Q,entonces Z+ [,(X) C Q,asiht(Q)>p—-1+1+m—-p+1=m+1.
SiI,.1(X) c Q, entonces 1,-1(X) + I,(ZX) + (z0) € Q 'y por hipétesis de induccién hr(Q) > m + 1.
Con esto se concluye que z es un elemento regular médulo /,(ZX) + 1,,(X).
Para probar que /;(ZX) + I,,(X) es primo, observemos que cuando 7" = {z : t > 0} un conjunto
multiplicativamente cerrado entonces 7! (1,(ZX) + 1,(X)) = T~'(1,(ZX)) es primo, pues I,(ZX) =
(Ay» - --» Ay, ) es primo como podemos ver en la demostracion de la proposicion (5).

TeoREMA 8. Sea A =} a;jx;y jzx una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acotada.

Si p < m, entonces los primos minimales de J, son

<Z07' .. ’Zp_l’AZO" . ,Ap_1>

<y07 R ,ym—l’AyO’ see ’Ay,,,_la Ip(X)>

DEmOSTRACION. Por la proposicion 4, un ideal primo en J4 contiene a

(Zo, ey Zp_l,AZO, . ’AZ,H)

0a{yo,- s Ym-1-Ay5,...,A 1,(X)), entonces por la proposicion 5 tenemos que

>4 Ym-12

<Z(), ce ’Zp—l’AZ()’ Ce ’AZ,;_1>
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es un primo minimal de J,, y por la proposicion 6 tenemos que

<)’0, e ,ym—lvAy()a cee ’Aym_] ’ Ip(X)>

tambien es primo minimal de J4. —

TEOREMA 9. Sea A =}, a;jix;y jzx una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acotada.

Si p = m, entonces los primos minimales de J, son
Pl = <)’0, ‘e 9ym—laAy09 e aAym,19Ip(X)>

P2 = (Zo,. .. ’Zp—l’AZo" .. ’AZp—l’IP(X»

P3=Y0,- > Ym-1,20 - +5Zp-1)

DEmosTRACION. Por la proposicion 6; P; es un primo minimal de J,. Por la proposicion 4, P, es

primo minimal de J,.

Si Q es un ideal primo de J4 distinto de P y de P,, entonces por la proposicion 4 debe contener
afzo,---»2p-1,Az,...,A;,_) y dadoque m = p, también debe contener a(yo, . .., yu-1,Ayy, - - -, Ay, 1),
por lo tanto contiene a (2o, . . . , Zp-1, Y0, - - - » Ym—1) Y COmoO este ideal es primo y esta contenido en Jy,
entonces por minimalidad de Q, tenemos Q = Ps. 3

LeEmA 7. Sea A = ) a;x;y zi una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acotada.

Se tiene que y’é“zk € JaparatodaO <k <p-1.

DEMoSTRACION. Por induccidn sobre k.

1. Sik=0,A = apoxoy020+a100X1Y020 + - - . +Ap-100Xn-1Y020 + A010X0Y120 + - - - + Aom-10X0Ym-1205

por tanto g—;‘l = a100Y020 € Ja, ademds como ajoy # 0, entonces ys+'z; = yozo € Ja.

2. Sea k > 0, y supongamos que yi+'z, € J, paratoda 0 < h < k— 1.

k k
k Lk _ k
Como yoAxk = yO(Z App—11Vk-121) = 2 A p—11Yk-1Yo21 € Ja-
1=0 =0

k k-1
Ademds Y, a1 ye-1Yo2 = X Qrk-1iVk-1Yo2l + xorYy ' zk» 1o cual por hipétesis de in-
=0 1=0
duccidn, el primer sumando pertenece a J4, asi como en el caso k = 0, concluimos que

yg“zk € J,.
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TeOREMA 10. Sea A = )] a;xx;y jzx una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acota-

da. Elideal {xo, ..., Xn—1,Y05 -+ Ym=1,20s - - - » Zp-1) €S un primo asociado de J,.

4 _ w1 m-1 Pl om-1 f Al .
DEMOSTRACION. Sean u =y, L YU =Y, % Bruns y Guerrieri en [S] demuestran tres cosas;

1. puy p' no pertenecen a Jy = (A, ..., Ay, )
2. existe a € K, a # 0, tal que u = au’(modJx), y
3. yju, ziit € Jx para toda j, k.

Sean yg_lz’;_‘fij € Jypara0 < j <m— 1. Entonces

p-1

=1 _m-2 _ p—1_m-2
Yo zp_lij = Yo Zp1 Zaj+kjkxj+k2k
k=0
p-1
— p—1 m—2 p—1_m-1
= Zaj+kjkxj+kyo UZp1 T Ajrp-1jp-1Xj+p-1Yy Zp-1-
k=0

p—1
-1 _ ..
Por el lema 7, tenemos que ), djixjkX j+kyg Zsz_lz € J,. Esto implica que
k=0

jiptjp-1Xep 1Y Tyt € Ja,
esdecir,sii=j+p—1,ux; = x,-yg_lz;f’_‘ll €Jy,parap—1<i<n-1.
Al considerar el automorfismo de S :
TS — S

Xi P Xy

Yi P Ym-1-j

Ak P Zp-1-k
se tiene que u'x; € Jy, para0 < i < m — 1. Dado que existe a € K, a ¢ 0 tal que u — au’ € Jy,
tenemos ux; € J, para toda i.
Ademds por el nimero 3 anterior, tenemos y;u,zii € Jx C J4 para toda jy k. Por tanto, el ideal

homogéneo maximal es un primo asociado de Jj4. i






Capitulo 3

ALGORITMOS

1. Bases de Grobner.

Las bases de Grobner nos permite resolver problemas de ideales polinomiales en un algoritmo

0 una manera computacional.

Sea }, Cqiar..a,X]' - .. Xy  un polinomio en K[xi, ..., x,]. Un orden monomial > sobre K[x1, ..., x,],

es un orden total sobre los monomio y satisface:

1. x* > x” entonces x?x¥ > x*x”
2. Un conjunto de monomios {X”}aez';o tiene un elemento minimal. Es decir, cualquier sucesion

decreciente de monomios x*P > x*@ > x2®) 5 eventualmente termina.

Algunos ejemplo de orden monomial son los siguientes: sean @ = (@1, ...,@,)yB = (B1,...,B,) €
Z,.

1. orden lexicogrdfico Ip se define como: x* >, x* si, y s6lo si la primer entrada no cero de
a — B es positiva.

2. orden lexicogrdfico graduado Dp, definido como: x* >p, ¥ si y s6lo si deg(x®) > deg(x”)
0 deg(x®) = deg(xP) y x* >/, x.

3. orden lexicogrdfico graduado inverso dp, y decimos x* >g, X siy sélo si deg(x?) >

deg(x®) 0 deg(x®) = deg(x*) y la ultima entrada no cero de @ — 3 es negativa.

Fijando un orden monomial en K[x, ..., x,,] y considerando un polinomiono cero f =}, c,x* €

K[x1,...,x,], se define lo siguiente:

DEeriniciON 19. El multigrado de f estad definido por
multideg(f) = max{a € Z : ¢, # 0}.

El coeficiente principal de [ es LC(f) = Chuisides(f) € K.
El monomio principal de f, LM(f) = x™4e¢) con coeficiente 1.

41
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El término principal de f es LT(f) = LC(f) - LM(f).

Un ideal monomial J € K[x,...,x,] es un ideal generado por un conjunto de monomios
{xa}aeA-
DEeriNiciON 20. Sea I un ideal de K[ x4, . .., x,] no nulo.

1. LT () es el conjunto de términos principales de elementos de 1. Es decir, LT(I) = {cx” :
dAf €I con LT(f) = cx}.

2. (LT (I)) es el ideal generado por los elementos de LT (I). Por convencion LT ({0)) = (0).

3. Sea f € K[xy,...,x,], sedice que f es reducible modulo I si, f # 0y LT(f) € (LT(I)). En

otro caso, se dice que [ es reducido modulo I.

DEFINICION 21. Fijemos un orden monomial. Un subconjunto finito G = {g, ..., g} de un ideal
I es una base de Grobner (o base estandar) si (LT(g,),...,LT(g,)) = (LT(I)), es decir, si cada

elemento no cero de I es reducible modulo G.

1.1. Propiedades de las bases de Grobner:

TeorREMA 11. Teorema de existencia
Sea > un orden monomial, e I un ideal en K[xy, ..., x,| no nulo. Se tiene que I admite una base de

Grobner finita (para el orden >).

DEemosTrACION. Por el teorema de Dickson se tiene que un ideal monomial tiene una base finita, en-
tonces, dado que (LT (1)) es un ideal mononial, existen gy, ... g, € I, tal que (LT (gy),...,LT(g,)) =
(LT(I)).

Por demostrar que I = {(gy,...,8,)-
Obviamente (g,...,g,) C I, por tanto sea f € I, entonces por el algoritmo de division, existen
ai,...,a,, s € K[xy,...,x,] tal que

f=aig1+...+ag +s

donde cada término de s no es divisible por LT (gy),...,LT(g,).

Como s = f—a g —...—a,g, €I, entonces supongamos que s # 0, por lo tanto LT (s) € (LT (I)),
por lo cual es divisible por algtin LT'(g;) contradiciendo la definicion de residuo.

Asi s =0y porlo tanto f € {(gy,...,g,). Por tanto G es una base para / a
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Para calcular bases de Grobner, primero necesitamos sabes cuando un conjunto de polinomios

no cumple las condiciones para ser una base de Grobner.

DEFINICION 22. Sean f,g € K[xy, ..., x,] polinomios no nulos.

i): Si multideg(f) = a y multideg(g) = B, entonces sea y = (yi,...,Yn), donde y; =
max(a;,5;) para cada i. Llamamos a x¥ el minimo comiin miltiplo de LM(f) y LM(g),
escribimos x¥ = LCM(LM(f), LM(g)).

ii): El S-polinomial de f y g es la combinacion
=X X
S(f’g) - LT(f) f LT(g) g

CoroLArIO 4. Sean G = {g1,..., 8} una base de Grobner de un ideal I C K[xy,...,x,]y
feK[x,...,x,). f€lsi, ysolo siel residuo de dividir a f por G es cero.

DEemosTrACION. = | Por la unicidad del residuo r en el algoritmo de division, tenemos que f = f+0,
por tanto r = 0.
&]Sir=0,entonces f =a;g; +...+a,g, €GCIl.

—F
Notacion: Se denota por f , el residuo en la division de f por la s—eneada ordenada F' =

(fioe s SO

TeorEMA 12. El criterio de Buchberger
Fijando un orden monomial, y polinomios gy, ...,gs € K[xy,...,x,]. Las siguientes declaraciones

son equivalentes:

1. G ={gi,...,8)} es una base de Grobner para I = (g, ..., gs).

2. para todo par i # J, el residuo en la division de S (g;, g;) por G es cero.

) —G
DEemosTRACION. = | Como S (g;,g;) € G C I Vi # j, por el corolario 4, S(g;,g;)) =0Vi# j.
&] Sea f € I, entonces

(1.1 f = thgk
k=1

Definase m; = multideg(h;g;), y sea 6 = max(m;). Por propiedades del multigrado obtenemos
(1.2) multideg(f) < o.

Después, considerando todas las posibles formas de expresar a f como en (1.1), posiblemente se
obtenga una ¢ diferente. Asi, se puede considerar a ¢ minimal. Con ella se probard que se da la
igualdad en (1.2).
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Supongamos que multideg(f) < 6. Separando los términos de multigrado ¢ en f, se puede escribir

como sigue:
fo= Z higi + Z higi
m(i)=0 m(i)<d
(1.3) = D LTGgi+ ) (= LT(h)gi+ ) hig:
m(i)=5 m()=5 m(i)<6

Dado que los monomios de la segunda y tercera suma son de multigrado menor a ¢, y por suposi-

cién f también, entonces el primer sumando debe tener multigrado menor a 6.

Sea LT (h;) = ¢;x®@. Entonces Y, LT(h)gi = Y, cix®?g;, sea f; = x*Vg;
m(i)=6 m(i)

Por tanto, ), ¢;f; es una combinacion lineal de los S —polinomios S (f;, f;), para esta declara-
m(i)=5
cioén, ver [8].

Por definicién S (x*?g;, x*Vg;) = Wﬁr(@ c x4 W;(gj) - x"Wg; = xS (g;, g;) donde
X7 = LCM(LM(g:), LM(g;)).

Entonces
(1.4) DU LT(g = D epxd S (g, 80)-

m(i)=06

Ademas, por hipétesis, S(g;, gx) = 0 para todo par j, k distintos, esto significa S (g, g«) = 2. ajugi»
i=1
donde a;j € K[x1,..., x,] y que multideg(ajig;) < multideg(S(g;,gr)) VJ. k, .

Ahora x*7%S (g, &) = 121 x07Vika g, por tanto

multideg(x6_7-fkajk1gl) < multideg(x‘s_y-/*S (gj>8k) <O.
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Sustituyendo en la ecuacion (1.4),

(1.5) D LT(g = D e S (8,80
m(i)=0
= Z Cjk(zxé_majklgl)
m(i)=6 =1

Z higi
1
y cumple que multideg(h;g;) < 6. Ahora sustituyendo esta tltima ecuacién en (1.3) obtenemos
fo= Z higi + Z (hi = LT (hi))g: + Z hig;.
1 m(i)=5 m(i)<6
es decir, una expresion de f como combinacion de los g}s y donde cada término tiene multigrado
menor a d, lo cual es una contradicién pues ¢ era minimo.
Por tanto multideg(f) = 9, asi tenemos LT (h;g;) divide a LT (f), para algun i, entonces LT (f) €
(LT(g1),...,LT(gy)), por lo que concluimos que G es una base de Grobner para 1. 3

Observemos que este criterio s6lo nos garantiza la existencia de una base de Grobner para
cualquier ideal diferente del ideal cero, sin embargo una manera constructiva de obtenerla, es por

el siguiente algoritmo dado por Buchberger.

TreorEMA 13. Algoritmo de Buchberger Sea I = (fi,...,f;) # {0} es un ideal polinomial.
Una base de Grobner para I puede ser construido en un niimero finito de pasos por el siguiente

algoritmo:

Input: F = (fi,...,f)
Output: a Grobner basis G = (g1,...,8&) paral,con F C G
G:=F
REPEAT
G =G
FOR each pair {p,q},p # q in G’ DO
S =50
IFS # 0THEN G := GU{S}
UNTILG =G’

DEmOSTRACION. G es base por que contiene la base F' de I. Para cada par p,q € G distintos, como
G C 1,y los residuos se obtienen de la division entre los elementos de G’ C I, entoces S € I, por lo
tanto G se mantiene en / en cada etapa del algoritmo, es decir, que aun al afiadir a G el residuo §,
tenemos G U {S} C I.



46 3. ALGORITMOS

El algoritmo termina cuando G’ = G, lo que significa que S(p,q) = 0Vp,q € Gy por tanto por
el criterio de Buchberger, G es una base de Grobner para I = (G).

Ahora, observemos que el algoritmo termina. Dado que G consiste de G’ junto con un residuo

no cero de un S —polinomios de elementos en G’, entonces G’ C G y asi
(1.6) (LT(G")) < (LT(G))

Ahora, si G # G’, entonces (1.6) es una contencién propia, en efecto: sea r un residuo de un
S —polinomio en G’, y supongamos que este es unido a G, por definicion de residuo LT (r) no es
divisible por los terminos principales de los elementos de G’ y por tanto LT (r) ¢ (LT(G’)), sin
embargo LT (r) € (LT(G)).

Al aplicar el algoritmo iteradas veces, por (1.6), se obtiene una cadena ascendente de ideales
(LT(G’))en K[xy, ..., x,],lacual se estabiliza por que K[x, ..., x,] es Noetheriano, asi (LT(G")) =

(LT (G)), implicando que G = G’ y por tanto el algoritmo términa en un nimero finito de pasos.

(2

Veamos un ejemplo de este algoritmo.

EsempLo 5. Sea I(Y) = (fi, f>) C K[x1, X2, x3], donde f; = x, — x% yfh=x3— x?.
Utilizando el orden dp. Tenemos LT (f)) = x3 y LT(f>) = x].

Consideremos a G = {f1, f»}.

3 3
1 1

Por lo tanto S (f1, f>) = ;f] —; > = Xx1fi —f2:x1x2—x?—x3+x?:xlxz—x3.
1 1

Observemos que LT (x1x, — x3) = x1x, y que LT (f;) ¥ LT (x1x, — x3) parai =1,2.

Entonces sean f; = x1x, — x3y G = {f1, /, [3}.

xTx0 XX s . )
Nuevamente S (fi, f3) = ——fi — ——f3 = Xofi = X13 = XoX] — X5 — X{Xp + X3X| = X3X| — X5.

xf X1Xp
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_ 2
Sea f4 = x3x; — x5.

x X2
|
Por lo cual S (f>, f3) = fz— ﬁ = Xfh—X[f3 = XX, —XX3— X)X+ XjX3 = X[X3—XpX3 =

X3f1.
— G
Asi S(f>, f3) =0.

Como LT(fs) = x5, y LT(f;) 4 LT(fy) para i = 1,2,3 entonces consideremos G = {f1, f», f3, fa}.

2
1X2 X1x2
AsiS(fi, fa) = —=fi —7]‘4 = 0fi—X[f1 = - X+XX = —X X3 = X1X3fi—Xa fa.
1 2

—G
Por lo cual S(f1, f1) =0.

32 3,2

172
S(fz, f;].) x 2T > x2 4 = x2f2 3f4 = x%x:; .X,%.)C:I3 xél‘.x,é x3X§ = X%X3 x‘ltx3 = X3(x2+x%)‘f],
1 2

entonces S (f2, f4) =0.

1x2 xlx
S(fz fa) = _x 3= x_f4 = Xof3 = X1fa = Xpx3 — X1X2 — X7 X3t X1X2 = X2X3 — x 1X3 = x3 /1.
2 2

— G
Por lo cual S (f3, f1) =0.

Asi G = {f1, f>, f5, fa} es una base de Grobner para I(Y), pero observemos que LT (f,) | LT (f>),
por lo que podemos reducir la base a {fi, f3, f1}-

Como podemos darnos cuenta en el ejemplo anterior, se puede reducir aun mas las bases de
Grobner, por lo cual se tiene la siguiente definicion:

DEerINICION 23. Una base de Grobner minimal para un ideal polinomial I es una base de
Grobner G para I tal que:

i): LC(p)=1VpeG
ii): Yp € G,LT(p) ¢ (LT(G - {p}))-

Es decir, cualquier p elemento no cero en G es reducido modulo G — {p}.
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También observemos, si f € G es reducible médulo G — {f}, es decir, LT(f) € (LT(G — {f}))
entonces (LT (G)) C (LT(G - {f})), y dado que (LT(G — {f})) C (LT(G)), entonces G es base de
grobner si, y s6lo si G — {f} lo es. Con esto tenemos que de cualquier base de Grobner se puede

obtener una minimal, con el simple hecho de quitar los elementos que son reducibles sobre otros.

2. Sistema de algebra computacional: Singular

Singular es un programa de software libre, es un sistema de dlgebra computacional para calculos
polinémicos especialmente del dlgebra conmutativa, geometria algebraica y la teoria de singulari-
dades.

Tiene implementado varios algoritmos para calcular bases de Grobner, entre ellos incluye el
algoritmo de Buchberger y el algoritmo de Mora como casos especiales, fue desarrollada en 1984,
el programa estd dirigido y coordinado por Wolfram Decker, Gert-Martin Greuel, Gerhard Pfister

y Hans Schonemann.

Para comenzar trabajar con Singular, y salvo las operaciones triviales, se requiere con anterio-

ridad la definicion de un anillo dado que trabajamos con médulo, matrices e ideal polinomiales.

Estos anillos pueden ser del tipo:

1. Anillos polinomiales sobre un campo.
2. Una localizacion de un anillo polinomial.
3. El anillo cociente por el ideal de un anillo de las dos formas anteriores.

4. El producto tensorial de anillos de la forma 1 o 2 de esta lista.

Excepto por los anillos cocientes, todos los anillos pueden determinarse por el campo, sus varia-
bles y el orden de sus variables, por tanto los anillos definidos en Singular, constan de tres partes, los

cuales son: la caracteristica del campo, el nombre de las variables en el anillo, y el orden monomial.

Por ejemplo, podemos escribir:

ring A=0,(x,y,z),Ip;
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donde A denota el nombre del anillo que se esta definiendo, 0 nos dice que la caracteristica del

campo es 0, x, y, z son las variables y /p nos dice que estamos trabajando con el orden lexicografico.

Es importante que al final de cada declaracion definida se use el punto y coma.

Entre muchos comandos que existe en Singular, los que frecuentemente usaremos son los si-

guientes:

. poly nombre= expresion. Para definir a un polinomio.

2. ideal nombre= generadores . Define un ideal. Es seguido de sus generadores por comas.

. intmat o matrix nombre[filas][columnas]=lista de entradas de la matriz, fila por fila

de izquierda a derecha. El primer comando define a una matriz de coeficientes enteros y

el segundo define una matriz con expresiones polinomiales.

. jacob, es el comando para calcular el ideal jacobiano.
. minor(M,h), donde M es una matriz y & un entero, asi este comando nos calcula el los

menores de tamano £ de la matriz M.

. Para calcular la base de Grobner, se utiliza el comando groebner, con el orden Ip, ya que

Singular implemento el algoritmo de Buchberger a través del comando std que se refiere a

la base estandar.

7. El comando plot();, que se encarga de la curvas planas y las superficies.

. Hay dos comandos para calcular la descomposicion primaria, ambos envian una lista de

dos ideales donde el primer ideal de la lista corresponde al ideal primario y el segundo
corresponde al ideal primo:
a) primdecGTZ; basado en Gianni-Trager-Zacharias, escrito por Gerhard Pfister, y

b) primdecSY; basado en Shimoyama-Yokoyama, escrito por Hans Schoenemann.

. minAss, se utiliza para calcular los primos minimales en una descomposicion primaria.
10.
11.
12.

quotient(L,J). Calcula el ideal cociente (I : J) de los ideales 1, J.
spoly(,);, es usado para calcular el S —polinomio.
NF(f,H); calcula la forma normal de f con respecto a H, es decir, calcula el residuo de

dividir f con respecto a H.

Observemos que en caso de los monomios, el grado se indica del lado derecho de la indetermi-

nada si no se quiere usar"y del lado izquierdo indica el coeficiente, por ejemplo, 4x5 = 4x°.
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También se utiliza los valores booleanos, donde 1 representa el valor verdadero y O es valor

falso.

Para realizar las diferentes operaciones elementales de en matrices, polinomios, etc, se usan

diversas librerias, por ejemplo (para nuestros fines) por mencionar algunas:

libreria | propdsito

surf.lib | Se usa para graficar.
matrix.lib | Realiza las operaciones para matrices.
primdec.lib | Calcula la descomposicion primaria.
latex.lib | Visualiza los calculos en latex.

teachstd.lib | Es usada para los procedimientos en la base estandar.
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3. Ejemplos

En esta seccién como su nombre lo indica daremos un par de ejemplos de ideales cuya estructu-
ra fue estudiada en el capitulo 2, calculando su descomposicidn primaria y asi mismo en los casos

en donde es visiblemente posible presentaremos las variedades correspondientes de dichos ideales.

Todos los ejemplos que consideremos son calculados por medio de Singular. Vamos a utilizar
el orden monomial dp, y trabajaremos sobre en un anillo de caracteristica O.

EsempLo 6. Consideremos al ideal

27 — xyzt + yZ2,
—xyzt — X*1 + xt?,
< 22— Y2+ P + 228 — 2,
V22 4y + 2 — vt

I = >CK[x,y,z,t]

Al calcular la descomposicion primaria de I con el uso de Singular, obtenemos la siguente lista de

ideales que como comentamos anteriormente, esta lista nos arroja dos clases de ideales los cuales
modificamos un poco en su notacion.
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[1]:

I]Z

[3]:
13 .

[5]:

[7] :

P7:

[9] :
19 :

I1]1=¢
2] = z*
3] =7t

[41=2

5] = yzt + xt* = 2
6] = vy + xzt — 2

,[1] =1
2]1=z

l]l=z
21=x-1

ll=z
2]=x-1

3. ALGORITMOS

[2] :

122

142

Pgi

] =z-t
Rl=x+y-1

1] =z—-1

L2]=x+y-1

{11=7
2l=y

,[1] =1
12]1=y

[1]=y

21=x-1

1] =y

21=x-1
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Esto significa que I = I, NI, N ...N Iy, donde I, es Iy,—primario para k = 2,3,5,7,8,9 e I} es
Pi—primario para k = 1,4,6.

Ademds el conjunto de primos minimales de I es minAss(I) = {P1,..., Po}, por tanto, es una

descomposicion minimal.

EsemprLo 7. Al calcular el ideal jacobiano de 1, este viene dado por:
Ji = (—yzt,-2yz* — xzt + 722, =2y*z — xyt + 2yz, —xyz, —yzt — 2xt> + 12, —xzt, —xyt, —xyz — 2x°t +
2xt, —y*7> + y73, =2xy7> — 3y’ + X2 + 4y — 22, =3xy*27 — 3y° 7% + 3xy? + 6227 — 3y, —2y7° +
2y22t + 22 — 221, =3y*2 + 2y%at + 3y - 2yzt, y*2 — y2P)

Entonces, como en el caso anterior, obtenemos que una descomposicion primaria de Jy es:
J1=Jlﬂ...ﬂJ6,

donde :

J1 =(t,z) es Jy—primario,

Jy = (t,72,y) es (t, z,y)—primario,

J3 = {f*, 7, x) es (t, z, x)—primario,

Jo =, zt,22,y—1,x) es {t,z,y — 1, X)—primario,
Js = (£, zt, zz,y, x—1)es(t,z,y,x — 1)—primario, y
Jo = (12,22, v, x) es {x,y, z, t)—primario.

Ademds observemos que Ji, es un subconjunto de rad(J;), parai = 1,...,6, asi la descompo-

sicion primaria de J; no es minimal, es decir, tiene componentes encajadas.

EsempLo 8. Consideremos el ideal I = (x*, xy) C K[x,y].

Calculando un descomposicion primaria para I, tenemos
I'=(x)y Ny, x%),

donde (x) es (x)—primario y (y, x*) es {x,y)—primario.

Obsevemos que esta descomposicion no es minimal.

EsempLo 9. Un ejemplo de un ideal con descomposicion primaria minimal y el cual podemos
visualizar su variedad que define estd dada por el siguiente ideal. Sea G = {—xyz — x> + x),
nuevamente, obtenemos:

G=Qz+x—-1)Nx)
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siendo (yz+ x — 1) y (x) ideales (yz + x — 1)—primario y {x)—primario respectivamente. Aunque en

este caso también es muy facil de calcularla sin Singular.

La figura 1 nos muestra las dos componentes irreducibles de Z(G):

Ficura 1. Z(=xyz — x* + x)

Ademds Jg = (—yz — 2x + 1, —xz, —xy) tiene una descomposicion primaria :

1 1 1 1
=(yz—1,= -)N - - =
Jo =z -1, FY2+ X 2) (z,y, FYz+ X 2)

donde ambos ideales son primos y ninguno esta contenido en el otro, es decir, la descomposicion

de Ji es minimal. La variedad definida por este ideal la podemos visualizar en la figura 2.
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Figura 2. Z(—yz - 2x+ 1, —xz, —xy)

EsempLo 10. Sea I = (x*y*—x’yz, y*z—xz*) C K[x, y, z]. Calculando la descomposicion primaria
obtenemos lo siguiente:
1= =x2) N1,y N{x%2)
donde {y* — xz) es un ideal primo, y los ideales {z*,y) y {2, x*) son ideales (z,y)—primario y

(z, x)—primario respectivamente.

Ademds observemos que (y* — xz) C {(z,y), por tanto, (z,y) es una componente encajada, y
obtenemos:
Z(I):{yz_xZZO}U{yZOZZZ}U{xz:O:Z}

como se muestra en la figura 3.
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Ficura 3. Z(x*y? — x*yz, y*z — x2°)

EiempLo 11. Ahora consideremos el ideal jacobiano de I = (x*y* — x*yz, y*z — xz°) del ejercicio

anterior, que por medio de Singular obtenemos:

Jr = Qxy? = 3x%yz, 353 — Xz, -y, =22, 2yz,y* — 2x2)

Calculando su descomposicion primaria, Singular nos dice que:

Jr=<(zy)nN (Zz,yz, —y2 + 2xz, xzyz, x3>,

donde el primer ideal es un ideal primo y el segundo ideal es un ideal {x,y,z)—primario.
Ademds observemos que J| tiene una componente encajada y una componente aislada, pues (z,y) C

(z,y, x). Geométricamente estas corresponden a la siguientes componentes de la figura 4 :
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Ficura 4. Z(Z2%, vz, —y* + 2xz, x*y%, x%)

EsempLo 12. Observemos otro ejemplo. Sea J = (xz —y*, x> — yz) € K[x,y,z], por Singular, una

descomposicion primaria de J es:
J=x)Nn " =2 =y +xzxy’ - 2, X%y — 2,80 —yz)

donde ambos ideales son primos y la variedad que define J, corresponde a la figura 5.

FiGura 5. Z(xz — y*, x> — y2)
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Calculando el ideal jacobiano de I, obtenemos;

JI = <Z7 _2y5 X, 3x27 —Z, _y>

Pero observemos que J; = (x,y,z), es decir es primo y en este caso la variedad Z(J;) solo es el

origen, por lo cual no se visualizara.

EsempLo 13. Veamos un ejemplo del ideal I,(M). Consideremos a la matriz de Hankel genera-

lizada de la siguiente manera:

N
Ng[\]

Enestecasos=4yt=2.

Singular nos calcula al ideal I,(M) y obtenemos;

—2w? +zt, —zw+yt, —27w + yt,
L(M) = < -2 +xt, 22 -2w, yz-—2xw,
-2 +yw, —yz+aw, y*—axz

Calculando su descomposicion primaria, tenemos:
L(M) = t,w,2,yz,y>, =y + x2) N (W, =2w” + zt, 2w, 2", , x)

donde el primer ideal es (t,w, z, y)—primario y el segundo es (w, z, y, Xx)—primario, y ademds es una

descomposicion primaria minimal.

EsempLo 14. Sea M una matriz de Hankel generalizada de la siguiente forma:

X1 X X3 X4
X2 X3 X4 X5
X3 2)C4 5)65 X6

X4 3X5 7x6 X7
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Por Singular, sabemos que el ideal I,(M) generado por los menores de 2 X 2 es:
—7x§ + 5x5x%7,
—3Xx5X¢ + 2X4X7,
—X4Xe + X3X7,
—Tx5x6 + X427,
=32 + X347,
—X4X5 + X2X7,
—TX4x6 + X3X7,
—=3x4X5 + X7,
—Xi + X1x7,
15x§ — 14x4x6,
5X4X5 - 7)C3)C6,
3X4X5 - 7x3x6,
x3 — Tx2%e,
3)63)65 - 7X2)C6,
X3Xg4 — 7X1X6,
—2)6‘21 + 3x3xs,
—X3X4 + 3x2X5,
—XpX4 + 3X1X5,
—5x2 + X4,
—2X4X5 + X3X¢,
—X3X5 + X2 X6,
—5X4X5 + X3Xg,
—2)@2t + X Xg,
—X3X4 + X1 X6,
2x3 — 5x3xs,
X3Xq4 — 5)62)(5,
2)63)64 — 5)62)65,
X3 — 5x1xs,
—x% + 2x9X4,
—XoX3 + 2X1 X4,
—)Céz1 + X3X5,
—X3X4 + X2X5,
—X2X4 + X1X5,
X% — X2X4,

XpX3 — X1X4,

—X5 + X1X3
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Una descomposicion primaria de I,(M) es M1 N M> N M3, donde
3
M. = 2 3.2
1 = {X7, X¢, X5, X4, X3, X2X3, X5, —X; + X|X3)
es (X7, Xg, X5, X4, X3, X2 )—primario,
M, =(x},-Tx}+5 2 )

2 = \Xg, — 1 Xg X5X7, X5X6, X5, X4, X3, X2, X]

es <x6’ X5, X4, X3, X2, x1>_primari0 y
M = 2 2 2 2 2
3= <X7,X6,X5X6,X5,X4X6,X4X5,X4,X3X6,szs,x3x4,x3,?€2x6,xzxs,X2X4,X2X3,X2,X1>

el cual es {x7, Xg, X5, X4, X3, X2, X1 )—primario.

También obtenemos que el conjunto de primos minimales es
(X7, X5 X5, X4 X3, X2}, {X6» X5, X4 X3, X2, X1)

EsemprLo 15. Seanm = p =2,n =3,y S = K[xo, X1, X2, Y0, V1, 20, 21 ]. Consideremos la siguiente

forma trilineal diagonal no degenerada de forma acotada.
A = XoY020 + X1Y0Z1 + X1Y120 + X2V121-
Al calcular el ideal jacobiano de A con Singular, obtenemos;
Ja = V020, Y120 + Y021, Y121, X020 + X121, X120 + X221, XoYo + X1V1, X1Y0 + X2)1)

Entonces, obtenemos que J, = J; N J, N J3 N Jy, en donde

2
J1 =21, 20, X1Y0 + X2)1, XoYo + X1Y1, X] — XoX2)
Jo =<z21,20, Y1, Y0)
Jy = 2
3 = (Y1, Y0, X120 + X221, X020 + X121, X] — XoX2)

2 2 2 2 2
Js = {x2, X0, 215 Y1215 X1215 Zg» Y120 + Y0Z15 Y0205 X1205 Y15 X115 Yo» X1Y05 x1>

siendo Ji,J> y J3 primos y J4 es un ideal {xy, X1, X2, Yo, Y1, 20, 21 )—primario.

EsempLo 16. Ahora consideremos el caso cuando p < m. Supongamos que p = 2 ym = 3,
entonces n = 3 +2 — 1 = 4. Asi consideremos S = K[xg, X1, X2, X3, Y0, Y1, Y2, 20, 21] ¥ la forma

trilineal siguiente:

A = xpy0z0 + 3x1Y021 + 3X1Y120 + Sx2y121 + SX2Y220 + TX3Y221.
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Obtenemos su ideal jacobiano:
Ja = (ozo, 3y120 + 3Y0z1, Sy220 + Sy121, Ty2z1, XoYo + 3x121,

3x120 + Sx221, Sx2)0 + 7x321, XoYo + 3x1y1 + SX2¥2, 3X1y0 + 5Sx2y1 + TX3Y2)

con descomposicion primaria
Ja=JiNndhNJ;

donde J| = (z1,y2,3x1Y0 + 5x21 + 7X3y2, X0Yo + 3X1V1 +5x2)2, 9x%y1 —S5x0x2y1 + 15x1X0y1 — TX0X3Y2)

J2 = (2, ¥1, Y0, 3%220 + Tx321, 3X%120 + 5X221, X020 + 3X121, 25?6% = 21x1x3, 15x1x0 — Txpx3, 9x% -

5x0X2)

J3 = (0221, Y220 + Y121, Y120 + Y0Z1, Y020, 3X220 + X321, 3X120 + 5221, X020 + 3X121, Y3, V3, 3X1Y0 +
5x2y1+7X3y2, X0Yo+3X1Y0+3X1Y145X2)2, X3, 21, Y1235 YOY121, X3Y121, X2Y121, X1Y1Z1, X011, Y21, X3Y01
X2Y0215 25x§z1 — 21x1x321, 15x1%21 — 7x0x321,9x%z1 - 5x0x2z1,z(3), 9x%y1 — Sx0x2y1 + 15x1xy, —
TX0X3Y25 Voo X3 X32027> X320215 XoX1 X321, XgX3Z1, 15X1 X201 Y2 =T X0 X312, 5X2Y5y2=TX3Y0)1Y2, 5X25) 1+
7x3y§y2, 25x0x§y1 —75x1x§y2 +63x%X3y2 +35Xx0x2X3Y2, SX0X1X2V1 — 15x%xzy2 + 7 X0X1 X332, 18xox%xz -
5X3X3, X3, XoXaX3Z2, XgX1Z1, X3YoY1V2s XaX3Y0V1Y2, XaVoY1Y2s XoXaX3Y1Y2, XoX1X3Y1Y2, XoX3Y1)2,

45x755 — 25x023y2 + 21x0x1X2X3y2, T5X0X1 X352 + 63x0x7 X372 — 35x3x23)2, 3X0X1Y1 + Sx3X0)3,

2. .2
XgX1X5,

3,3 ,3 7 6
XpXs XgX1X2X3Y2, X)5 X0 X7 X3Y2, )

3 2.3 2.2 3 2.3 2 3,2 3
XoX2Z{ X Xay1Y2, IXGX|X3y2 — SxyXax3y2, 25x5x5y2 — 42x5x1X2X3y2, 25x3x5y2 — 14x5X1X3y2,

En donde los dos primeros ideales son primos y el tercero es un ideal

(X0, X1, X2, X3, Y0, Y1, Y2, 20, 21 )—primario.
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3.1. Nota final. En una descomposicion primaria como se menciond en la introduccién ob-
tenemos dos clases de ideales; las componentes primarias y los ideales primos asociados, y como
podemos darnos cuenta tanto en la practica como en la teoria, si conocemos a las componentes
primarias, entonces podemos conocer a los ideales primos asociados. Sin embargo, aun conocien-
do a los ideales primos asociados, no necesariamente se conocen las componentes primarias como

ocurre en el caso del ideal jacobiano de una forma trilineal J,.

Dado que nuestro objetivo fue estudiar la estructura de la descomposicion primaria del ideal
jacobiano de una forma trilineal diagonal no degenerada en forma acotada J4, y aunque al final se

hizo de una manera general, en la practica nos centramos en el caso p = 2.

Como podemos ver en los ejemplos 16 y 15, los ideales que corresponden a los primos asocia-
dos encajados en J4 no son muy facil de entende, sobre todo, por que el nimero de generadores

que los define no son muy manejables a simple vista.

De hecho, conocer la estructura en general de este tipo de ideales hasta el momento sigue siendo
un problema abierto. Sin embargo, Boffi, Bruns y Guerrieri dan una conjetura para este tipo de
ideales (ver [3]). Ellos por medio de un extenso experimento computacional basado en un sistema
para calculos en geometria algebraica y algebra computacional llamado Macaulay conjeturaron que

estos ideales son de la siguiente forma:

<y0’)71’---’ym—1720’- "’Zp—lﬁlt(X)>

donde 1 <7 < p— 1y X es la matriz de las segundas derivadas con respecto a los y;’s y a los

z;’s dada en la proposicion (4).

Por tanto, como podemos ver, esto no es tan ovbio, sin embargo, se han trabajado casos muy
particulares como es el caso de p = 3 y m > 3, en donde Guerrieri y Swanson (ver [17]), llegan a
una confirmacion paricial de tal conjetura, pero aun sigue siendo un problema muy interesante de

resolver y que podria llegar a ser tratado més adelante.
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