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1. Introduccion

Gran variedad de fenémenos pueden modelarse con ecuaciones diferenciales ordinarias, el Teo-
rema Fundamental del Calculo es uno de sus componentes principales, éste relaciona la integral
con la derivada, lo que permite calcular soluciones a estas ecuaciones. El calculo estocastico le da
significado a una ecuacion diferencial ordinaria con un componente aleatorio, el lema de Ito al igual
que el Teorema Fundamental del Célculo, permite calcular soluciones a estas ecuaciones; ademas

el calculo estocastico tiene aplicaciones tanto en finanzas como en economia.

Uno de los resultados principales del calculo estocéstico es la desigualdad de Burkholder-Davis-
Gundy, ésta permite relacionar los momentos del supremo del valor absoluto de una martingala con
los momentos de su proceso estocastico de variacion cuadratica. La tesina consiste en esclarecer

demostraciones de este resultado y bosquejar otros resultados similares.

2. Preliminares

En esta seccion se enuncian las definiciones y resultados bésicos del cédlculo estocastico; estos
resultados no se prueban y forman parte del curso avanzado de probabilidad (movimiento Brow-
niano e integracion estocéstica); impartido en el programa de maestria de ciencias matematicas de

la Universidad Nacional Auténoma de México.

Se trabaja en un espacio de probabilidad completo (2,.%,P) y (:%;)i>0 una filtracién donde
Fy C F paratodot > 0y %, es completa con respecto a IP; en consecuencia .%; es completa con
respecto a P para todo ¢ > 0. Ademas %, = (., #, para todo t > 0.

Definicién 1. T es un tiempo de paro con respecto a la filtracion (%;);>o si T : Q — RT U {oo}
y{T <t} € % paratodot > 0.

Sea T' un tiempo de paro con respecto a la filtracién (.%);>o. Para un proceso estocéstico

(X¢)t>0 se define X7 en el conjunto {T" < oo} por
Xr(w) =Xi(w) si Tw)=t ¢ (Xr)(w)=Xrw)(w).

Definicién 2. Se dice que un proceso estocéstico (X;);>o es adaptado con respecto a la filtracién
(F)e>0, st X; es Fr-medible para todo t > 0; y se abrevia con (X;);>0 es (Z)>0 adaptado.

Definicién 3. Un proceso estocastico (X;)i>o es progresivo é progresivamente medible con respecto
a (Z¢)i>0- Si el conjunto {(t,w) : Xy(w) € A} € A([0,t]) @ # paratodot >0y A € AB(R), es
decir, si X : RT x Q — R tal que X (t,w) = X;(w) sea medible en £([0,t]) ® .%.



Se puede ver que para un proceso estocastico progresivo (Xt)i>o, y 7' un tiempo de paro, X es
Fr-medible en el conjunto {17 < oo}, donde Fr = {A € Z | AN{T <t} € % paratodot >0}
Y Foo €8 la o-dlgebra generada por (J,», F; (ver [2, pag. 44]).

Definicién 4. Sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracién (%)i>0 y (Xt)e>0 un proceso

estocdstico; se define al proceso estocdstico detenido en T por X[ (w) = X;r(w) y se denota por
(X )izo-

Se puede ver que para un proceso estocdstico progresivo (X;)s;>o, (X[ )i>0 €s un proceso es-
tocdstico progresivo con respecto a la filtracién (Frag)i>o (ver [2, pag. 45]).

Definicién 5. Un proceso estocdstico (X;)i>o se llama martingala (submartingala) si:

(i) Xy € Li(Q, #,P) para todo t > 0.
(i) (X¢)eso es ()0 adaptado.
(iii) E[Xy|-%s] = X c.s. para todo s < t (E[X;|.%] > X, c.s. para todo s < t).

Definicién 6. Se dice que un proceso estocastico es continuo (continuo por la derecha) si tiene
trayectorias continuas (continuas por la derecha) P-c.s., i.e., para P-casi toda w € , t — X;(w)
es continua (continua por la derecha) . Una martingala continua (continua por la derecha) es

un proceso estocdstico continuo (continuo por la derecha) que a su vez es martingala.

Definicién 7. Un proceso estocastico (X;);>o se llama martingala local continua si existe una

sucesién de tiempos de paro {71}, },>1, tales que:

(i) La sucesién {7}, },>1 es creciente y lim 7T, = oo P-c.s. (Se abrevia con T,, / 00).
- n—oo

(ii) Para toda n > 1, el proceso estocéstico (X;/™ - 117,03 )i>0 s una martingala continua.

Los siguientes dos teoremas son vitales para la definicion de la integral estocastica.

Teorema 1. Si M = (M,;);>¢ es una martingala local continua, existe un unico proceso estocdstico
continuo creciente (M, M) = ((M, M););>o con (M, M) =0, tal que el proceso estocdstico (M7 —
(M, M);)i>0 es una martingala local continua. El proceso estocdstico ((M, M))i>o se llama proceso

de variacion cuadrdtica de M.

Dada una martingala M y su proceso de variacién cuadratica (M, M), se define (M, M) (w) =
limy_, o, My(w) este limite existe P-c.s. en R U {£o00}, ya que el proceso (M, M) tiene trayectorias

crecientes P-c.s.



Teorema 2. St M, N son martingalas locales continuas, existe un unico proceso estocdstico con-
tinuo ((M, N))i>o con trayectorias de variacion acotada P-c.s. y (M, N)o = 0, tal que (M N; —
(M, N)¢)e>0 es una martingala local. El proceso estocdstico ((M, N))>o se llama proceso estocdsti-

co cruzado de M y N.

Demostracion. Basta definir (M, N); = 1/4((M + N,M + N); — (M — N, M — N);) para todo
t>0. [

Observacion 1. Se puede ver que el proceso estocastico cruzado tiene propiedades andlogas a las de
un producto interior, es decir, la funcién (M, N) — (M, N) es bilineal, simétrica y (M, M), > 0,
para todo t > 0 lo que permite definir la integral estocastica via el Teorema de Representacion

Riesz. Pruebas a los teoremas anteriores pueden encontrarse en [2, pags. 124-125].

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que

Proposicion 1. 5i T es un tiempo se paro, entonces

(M7, NT) = (M, NT) = (M, N)".
Definicién 8. Se denota como H? al conjunto de de las martingalas continuas acotadas en Lo, es
decir, al conjunto de las martingalas continuas M = (M;);>¢ tales que

sup E[|Mt|2] < 00;
>0

a HZ al subconjunto de H? formado por las martingalas M con My = 0.

Definicién 9. Si M € H?, se denota como % (M) al espacio de procesos estocasticos progresiva-
mente medibles K tales que E[[; K (w)?d (M, M) (w)] < oo .

Note que [ K (w)?d (M, M)(w) esté bien definida como integral de Riemann-Stieltjes, ya

que el proceso estocéstico de variacion cuadratica ((M, M)) tiene trayectorias crecientes P-c.s.

Observacion 2. Se puede ver que si M € H?, entonces satisface los supuestos del Teorema de
convergencia para martingalas (ver [2, pdg. 68]) y en consecuencia existe My, € Lo tal que M; =

E[My|-Z], ademas M, converge P-c.s. a M, y en L.

Definicién 10. Sea M € H?, entonces My, = lim;_,o M, existe casi seguramente, y 7" un tiempo
de paro, se define My en {T' = oo} por My = M. Andlogamente (M, M)y en {T = oo} por
(M, M)p = (M, M).

Una martingala local continua M que pertenece a H? se puede caracterizar mediante su proceso

de variacion cuadratica via el siguiente resultado:

Teorema 3. Una martingala local continua M pertenece a H? si y sélo si se cumplen las siquientes

condiciones



(i) My € Ly.

(i1) E[(M, M)s] < oo

Note que si M € H?, entonces por el teorema anterior, (M, M), < oo P-c.s, por lo que
(M, M), < oo P-c.s para todo t > 0. La prueba de este teorema se puede encontrar en [2, pag.
129].

Teorema 4 (De la existencia de la integral estocdstica). Sea M € H?, para cada K € £,(M)

existe una tinica martingala en HZ, denotada por fo Kqd M, tal que:

(i) (J, KsdM,, N) = K - (M,N) P-c.s. para toda N € H*, donde
(- (M N)) = [ K (M), )

(1) <f0 K.d M., fo K,dM,) = K?-(M,N) P-c.s;
a fo Ky d My se le llama integral estocdstica de K respecto a M.

Note que la integral fo w)d (M, N)(w) esté bien definida como integral de Riemann-Stieltjes,
ya que el proceso estocastlco cruzado de M y N tiene trayectorias de variacién acotada P-c.s. La
expresion fooo K,d M, denota la variable aleatoria en Lo tal que fot K, dM,=E UOOO K.d Ms|fft].

La prueba de este teorema se puede encontrar en [2, pag. 137].

El siguiente teorema se aplica en la primera prueba de la desigualdad de Burkholder-Davis-
Gundy, su importancia en las aplicaciones del cdlculo estocéstico es ineludible, se puede encontrar

una prueba en [2, pag. 147].

Teorema 5 (Férmula de 1t6). Sea M = (M?',..., M"™) donde M* es una martigala continua para
todai € {1,...,n} y F € C}(R", R). Entonces F(M) es una martingala continua y

F(M,) = F(M,) +Z /

M!+ M*, M),
) Z/ax (’33:] 4 )s

Hasta aqui el resumen de resultados que se utilizan en el presente trabajo.

3. Desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy

En esta seccion se dan dos pruebas de la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, la primera

utiliza calculo estocastico, mientras que la segunda no.
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Para un proceso estocdstico (X;);>o, se denota X} = sup,, | X,|. Antes de comenzar, note que
por el Teorema 14, si una martingala continua (M;):>o es acotada en Ly entonces MY pertenece a
Ly y [|MZ||2 <2 -sup;sg || M2, ademas por el Teorema 1

E[(M, M)o] = lim E[(M, M),] = lim E[M/] < E[(MZ)?,
—00

t—o00

por lo que
E[(M, M)e] < E[(MZ,)?] < 4E[(M, M)].

La desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy generaliza lo anterior para 0 < p < oo. La prueba si-
guiente puede encontrarse en (2, pag. 160], se comienza con varios resultados previos, éstos prueban

partes de la desigualdad.

Definicién 11. Se dice que un proceso estocéstico (X;);>o es acotado si existe C' > 0 tal que
| X¢(w)| < C P-c.s. para todo t > 0. Una martingala acotada es un proceso estocéstico acotado
que es martingala.

Proposiciéon 2. Para todo p > 2, existe una constante C, tal que para toda Martingala local

continua (My)i>o con My =0,

E[(M,)"] < GE[(M, M)2?).

Demostracion. Sea p > 2, si (M, M)oo & Ly 0 E[(MZ)P] = 0 la desigualdad es valida, asi que
se supone (M, M) € Ly y E[(MZ)P] > 0 (por lo que existe ¢y > 0 tal que E[|M;[?] > 0 por
Teorema 14). Primero se realiza para una martingala acotada M, por lo que M € H?. Por el lema
5, se tiene que la funcién f(x) = |z|P tiene segunda derivada continua. Aplicando el Teorema 5 a

f y a la martingala continua M, se tiene que:

t 1 t
| M, |P :/ p| M, |P~ sgn(M,)d M, + 5/ p(p — 1)|M,[P~2d (M, M),.
0 0

Como M € H{ se tiene que el proceso estocastico [; p|M|P~'sgn(M,)d M, € Hi. Por lo que:

spp) = P2V [ pspraqr ]

< Z@E[(

-1 N
< p(p2 >H(Mt*)p2||1ﬁ2‘|<M’M>tHg por Holder.

M;?)P~2(M, M),] por propiedad de la integral de R-S

Por otro lado, por la desigualdad de Doob, ||M/||, < [p/(p — 1)]|| M|, Ast que:
(r—1) g
% p P\p — *\p— P
gl < (G25) (P22 shonands)

_ ( P )(p(p2—1>)é(”(M;)prﬁ (||<M,M>t|yg)*1’

p—1
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Por lo tanto,
1

7 < (2 (B2 ”)’17 (1402, 21el5)”

tomando de ambos lados de la desigualdad la potencia p, se tiene que

< (25)" (H22) (oo, ol ).

ahora tomando de ambos lados de la desigualdad la potencia p/2 se tiene que:

B[(M;)] < (L)/ (M)WE[«M, M)E.

p—1 2

Asi que tomando el limite cuando ¢ tiende a infinito en la desigualdad anterior se obtiene:

EI(ML)] < (ﬁ)/ (P2 0) eigar,

M|

!

Ahora, sea (M;);>o una martingala local continua, por el lema 6 existe una sucesion {7, },>1 de
tiempos de paro tales que T,, /* oo c.s; y para toda n > 1, el proceso estocédstico (MtT" 17,5010
es una martingala continua y acotada. Asi que aplicando el resultado obtenido a las martingalas

continuas y acotadas (M;" - 1¢7,>0})¢>0, obtenemos que
p?/2 p/2
x p plp—1 p
B0 Lo < (52) (P05) B Lnoa M™ - inso))t)

para toda n > 1. Por el Teorema de Convergencia Monotona se obtiene el resultado. O]

Al procedimiento de obtener resultados para martingalas continuas y acotadas; y después ex-
tenderlos para martingalas locales utilizando la sucesion de tiempos de paro que proporciona el

lema 6, se llama procedimiento de paro.

Proposicién 3. Para p > 4, existe una constante c, tal que:

cE[(M, M)P/?] < E[(MZ,)").

Demostracion. Sea p > 4, si M3 & L, la desigualdad es valida. Primero se supone que el proceso
estocastico (M, M) es acotado y M* € L,. Se tiene que (M, M), € L, para toda p > 0, en
particular en Ly, asi que M € HZ por el teorema 3. Se sabe que |x +y|P < 2°(|z|P + |y|P) para todo
par z,y € R. De la igualdad M? = 2f0t Mgd Mg + (M, M), valida para todo t > 0, se tiene que
(M, M)oo = M2 —2 [ Myd M,. Asi que:

(M, M)y < (M;)Q—Z/ Md Ms,
0

< '(M;)2—2/ M,d M,
0

7



Elevando a la p/2 de ambos lados en la desigualdad anterior,

p/2

(M, M)?/?* < '(M;O)2—2/ M,d M,
0

< 2P (I(M:o>2l”2+‘2/ M,d M,
0

p/2)

o] p/2
= ov/2 |(M;)p\+'2/ Md M,
0

o] p/2
/ Md M, .
0
o] p/2
/ Myd M, .
0

Aplicando la desigualdad e la proposicién 2 a la martingala local fo Myd M, y por el Teorema 4,

(/Ooo MZ2d (M, M)s) M])

Cy (BIML)) + EI((M2)? - (M, M)se)])
— ) (BIMLY) + (ML) - (M, M)/ 1)
< Cp (E[(MZ)?] + (E[(MZ)?] - E[(M, M)PI?])'/2) " Por Cauchy-Swartz.

IN

2r <|(M§o)”| +

Tomando esperanza de ambos lados,

E[(M, M)2*] < 2 (E[(M;Z)p] +E

E[(M, M)?/?] < 2° (E[(M;)”HCp/zE

IN

Si se elige z = (E[(M, MYV y y = (E[(MZ)P])'/2, se puede ver a la desigualdad anterior como

2 _ 1 —1,2 - :
x® —c, wy —c, y~ < 0, para alguna constante adecuada c,, es decir que = es menor o igual que la

2

raiz positiva de la ecuacion z* — ¢, Loy — Cp L2 = 0, pero esta raiz es de la forma Cp Ly,

Por tltimo, sea (M;);>o una martingala local continua, asi que existe una sucesién {7, },>1 de
tiempos de paro tales que T,, / oo c.s; y para toda n > 1, el proceso estocastico (MtT” 1yr, 501 )0
es una martingala continua. Sean o, = inf{t > 0| (M, M), = n}, entonces para toda n > 1 g,
es tiempo de paro (ver [2, pag. 43]); por lo que {7} = T,, A 0, }n,>1 €s una sucesién de tiempos
de paro tales que 7 oo c.s; y para toda n > 1, el proceso estocdstico (MtT’,I - 1{1,50})e>0
es una martingala continua y (M, M )TTIL es un proceso acotado. Por lo ya probado se tiene que
e, B[((M, M)Z)p/?) < B[{(M7+)?_}?] para toda n > 1. Por el Teorema de convergencia monétona

se obtiene el resultado. O

Definicién 12. Un proceso estocastico X positivo, adaptado y con trayectorias continuas por la
derecha (P-c.s.) estd dominado por un proceso estocastico creciente A, si E[X7|.%y] < E[Ar|-Z0)

para todo T tiempo de paro acotado.

Lema 1. Si X estd dominado por A y A es un proceso estocdstico continuo, entonces
1
P(XZ >, A <y) < —E[Ax Ay,
x

para todo x > 0, y > 0; donde X%, = sup, X;.



Demostracion. Por hipétesis, en particular se tiene que fF XodP < fF AgdP para todo F € Z,
por lo que Ay > 0 P-c.s., ya que X es positivo, adaptado y Fj es completa con respecto a P. Sean
A={weQ|Ay(w) >y} y B={we Q]| Ay(w) <y}, entonces Q@ = AU B. Ahora

P(X, > 7, A <y) < P(Ax <ynA)+P(As <yNB)

= P(A. <ynNB),

entonces si P(B) = 0 se da la desigualdad, ya que (1/x)E[A Ay] > 0, asi que, se asume P(B) > 0.
Ademas se trabaja con la medida de probabilidad P' = P(- | B) bajo esta medida la relacién de
dominacién sigue siendo vélida y P’(B) = 1. Sean R = inf{t : A, > y}, S = inf{t : X; > z} y
R, = RAn. Ahora como A es continuo, se tiene que {A,, <y} = {R, = n}; y como X es continuo

por la derecha, tenemos que

P(X:>x A, <y) = P(X;>uz, R,=n)
< P(Xg>x,S<n,R,=n)
< IP>I(XS/\I~2 > SC)
1
< —Ep[Xsnr,]
x
1

IA
|
&

v
£
0
>
oy
3

AN
[
&=
=
S
0
>
2.

1
S _EIP” [Aoo A y]a
Xz

donde la ultima desigualdad, se tiene que debido a la continuidad del proceso estocastico A y
P'(B) =1, por lo que Asar < Ax Ay c.s., por lo observado anteriormente y la relaciéon de E con

[Ep obtenemos que:
1

P(X; >z, A, <y) < =-E[Ac Avy], VYn>1.
T

Por tltimo, por el Lema de Fatou se tiene:

1
/h’m inf 1ix:ss a,<y) < lim inf/ Lixsse An<yy = IMinf P(X) > 2, A, <y) < —E[A Ay,
= = x
como Hminf 1yxssz a,<yy = Lixs >, A<y}, ya que X es continuo por la derecha y A es continuo,

por lo tanto
. . 1
/hm inf 1{X;§>I,An§y} = /1{X;o>x,Aoo<y} = ]P)(Xoo > T, Aoo < ?J) < EE[AOO A y] L

Proposicion 4. St X estd dominado por A y A es un proceso estocastico continuo, entonces para

toda k € (0,1), se tiene que:
E[(X3,)") < 2 TE[AL]



Demostracidon. Sea F una funcién continua creciente de R™ a R* con F(0) = 0. Por el teorema de

Fubini y el lema anterior se tiene que,

E[F(XS)] = EUOOOMX;O»)CZF(Q?)}

< /OO P(X% > 2, A <)+ P(Ay > 2)] d F(2)

T

< /UOO (11@,[,400 Aa]+P(Ay > x)) dF(z)

< /U b (QIP(AOO > 2) + éE[AOO : 1<Aw<x>]) dF(x)

_ E[F(AL)]+E {Am / h @]

Aoo T
= E[F(As)],

d F(u)

si se considera la funcién F(z) = 2F (z) +z [° =

a la funcién F(z) = z*. O

. El resultado se obtiene aplicando lo anterior

Observacion 3. Si k > 1y F(x) = 2%, entonces F = co.

Ahora, se procede a enunciar y probar la Desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy.

Teorema 6. Para todo p € (0,00), ezisten constantes positivas ¢, y C, tales que, para toda

Martingala local continua (My)i>o con My =0,

E[(M, M)2?] < E[(MZ,)") < CE[(M, M)?).

Demostracion. Las proposiciones dos y tres prueban la desigualdad del lado derecho para p > 2
y la desigualdad del lado izquierdo para p > 4, asi que basta con probar la desigualdad para
0 < p < 2 para el lado derecho y para 0 < p < 4 para el lado izquierdo. Sea py € (0,2) y k = po/2
considere los procesos (M*)? = {(M;)?}is0 y A = (Cy - (M, M);)¢>0, donde Cy es la constante que
se obtiene de la proposicién dos, entonces (M*)? estd dominado por A por el Teorema 13; por la

proposicion cuatro se tiene que

por la eleccion de k, se puede concluir
B[] < - P CRlElM, My,
2—po
lo que prueba la desigualdad del lado derecho para 0 < p < oo. Para el lado izquierdo de la
desigualdad considere los procesos ¢y - (M, M)? = {(cq - (M, M);)*}150, A = (M*)* = {(M;)*}1>0,
donde ¢, es la constante que se obtiene de la proposicién tres, entonces ¢4 - (M, M)? estd dominado

por A por el Teorema 13. Sea py € (0,4) y k = po/4, por la proposicién cuatro se tiene que
2—k

Ef(es - (M, M)oe)?)"] < T2 BI((M2)H)"]

10



por la eleccion de k, se puede concluir

IO Ay < E[(MY)],
8 — Do

lo que termina la prueba O

Ahora se pasa a demostrar el Teorema 6 utilizando soélo técnicas de Probabilidad, esta prueba

se encuentra en [3, pag. 333]. Primero se establece un resultado previo.

Lema 2. Sea M wuna martingala continua con My = 0; P(M% > 0) > 0 y se define 7, = inf{t >
0 : M, =z}. Entonces,
b

P(r, < M: >0) <
(ra < 7| M, > 0) < -

<P(r, <7 |MZ >0), a<0<b.

Demostracion. Se consideran los siguientes tiempos de paro 7,, 7, y 7, A 7, (ver [1, pdg. 7]). Sea
T = 7, A Tp, por el Teorema 13 se tiene que E[M, ;] = 0 para todo t > 0, por lo que E[M,| =0

por el teorema de convergencia dominada y (M] );>o € HZ (|[M,] <b—a). M,, = z en {7, < oo}

x

porque M es un proceso continuo. Asi que,
B = EIM, - Lyycn] + BV, - L] + EDL - Lo
= ]E[MTa ’ 1Ta<Tb] + ]E[MTb ’ 1Tb<7'a] + E[MT ’ 1T=oo]
= Ela-1lr<r] +Eb- 1 <r ] + E[M; - 1,20]

= a-Ell, ] +0-E[l<r] + E[M; - 1,—o]

= a-Pl(ra<m)]+b-Pl(n < 71)] + E[M; - 1,_4)]

= a-Pl(r, <) +b0-Pl(1y <7, My > 0)] +b-Pl(1, < 70, M3y = 0)] + E[M,; - 1,-]
= a-Pl(ra <)) +b0-Pl(1p < 70, M, > 0)] + E[M; - 1r—oo p 0] + E[M; - 1r—oo ps —0]

Ahora si {7 = oo}, M] < b para todo t > 0, entonces M7 < b, por lo que
EM; - 1—o] = E[M; - 11— iz 50] < b-P(7 =00, M3, > 0),
ademas se tiene que
P(r, <7, 7 < 00) +P(1 =00, M, >0) =P(r, < 7, M2, > 0)
por probabilidad total. Asi que
0=E[M,] <a-Plr, <m)]+b-P(r, <74, M >0).
Ahora, puesto que
P(r, < 7o, ML >0)=1—-P(7, <) —P(M, =0)=P(M >0) —P(r, <m),

por lo tanto
0<a -Pl(ra <m)]+b-P(ML>0)—P(1, <7p)]

lo cual implica la desigualdad izquierda. La otra desigualdad se sigue tomando complementos. [
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Ahora, se termina la seccién enunciando y dando otra prueba de la desigualdad BDMN sin

utilizar célculo estocdstico. A partir de aqui se denota (M, M) como (M).

Teorema 7 (Desigualdad de Burkholder-Millar-Gundy-Novikov). Existen constantes ¢, € (0,00)

con p > 0, tal que para toda martingala local continua M con My = 0, se tiene que

!

[N4S]

¢, 'El((M)x)?] < E[(MZ)"] < E[((M)o)
Demostracion. Se supone (My);>o y ({(M)¢);>0 acotados. Para r > 0 fijo, sean 7 = inf{¢t : M? = r},
M| = M; — M] y Ny = (M])* — (M]) para todo t > 0; y c € (0,277) fijo. Se tiene que
P((ML)?>4r) =P (M) > cr) <P ((ML)* > 4r, (M)s < cr) Lema 3.
Ahora si (M), < cr, entonces
(M) = (M = M7) = (M) = 2(M, M7y + (M") = (M) — (M) < (M) < (M)oo < e,
por la proposicién 1 y observaciéon 1. Note que

0 si 7>t

M, =
M, — M, si 7<t

Si (MZ)? > 4r, existe{t, }n>1 una sucesion tal que M7 — 4r, se tienen cuatro posibilidades:

(1) Mtn — 2\/F y Mtn/\.,- — \/7_”
(ll) Mtn — 2\/F y Mtn/\T — —\/7_"
(lll) Mtn — —2\/F y Mtn/\’r — \/;

(IV) Mtn — —2\/F y Mtn/\‘l' — —\/F

Asi que de (i) se obtiene,

Mt/n:Mtn_Mtn/\T_>2\/__\/F:\/;7

y de (ii) se obtiene,
Mgn:Mtn_MtnAT_>2ﬁ+\/;:3\/7_ﬂ

Los casos (iii) y (iv) son similares. Por lo que

sup(M))?* > r.

t>0

Por lo tanto si (M) < cry (MZ)? > 4r, se tiene que
Ny = (M))* = (M"); > —(M"); > —cr, paratodat>0y

12



sup N = sup{(M;)* — (M'):} = sup(M])* — (M.

t>0 t> t>0

Por lo tanto

P((M*)?>4r, (M) <cr) <P (Nt > —crpara todo t > 0, sup Ny > r — cr> .

t>0

Seaa=r—cryb= —cr.Si Ny > —cr para todo t > 0y sup,>o Ny > r — cr, entonces 7, < 7, por

el lema anterior, se tiene que

b
P (Nt > —crpara todo t > 0, sup N, > r — cr) <P(r, <m) < HP(N:O > 0) = cP(NZ > 0).
>0 —

Ahora si (M2)? < r, entonces —/r < M; < /r para todo t > 0, en consecuencia se tiene que
T = 00, entonces M, = 0 para todo ¢t > 0, por lo que N; = 0 para todo ¢ > 0. Por lo tanto
P(N% > 0) <P ((MZ2)? > r). Asi que por lo anterior, se tiene que

P((ML)?>4r) =P (M) > cr) < cP (ML) > 7).

p
21

Multiplicando por (p/2)r e integrando sobre los reales positivos, obtenemos por el lema 4,

1 1

SEIMLY) - —

o E[((M)oo)?] < cE[(MZ)],

1

la desigualdad de la derecha se obtiene con ¢, = ST

Para la desigualdad de la izquierda, sea N como antes con 7 = inf{t : (M), = r}, entonces

para toda r > 0y ¢ € (0,277/272), se tiene que
P((M)oo >2r)—P (ML) >cr) < P((M)o >2r, (ML)* <cr)
< P (Nt < 4crpara toda t > 0, glg N, < 4der — r>

< AP (Moo > 1),

utilizando un razonanmiento analogo a la desigualdad de la derecha. Multiplicando por (p/ 2)7“5’1

e integrando sobre los reales positivos, obtenemos
27PPE[((M)oo %] — ¢ PPE[(M*)?] < 4E[((M)o0)”?),

finalmente obtenemos el resultado con ¢, = ¢P/2/(27P/2 — 4c). O

4. Desigualdad tipo Burkholder-Davis-Gundy

En esta secciéon se prueba una desigualdad parecida a la desigualdad Burkholder-Davis-Gundy
y se enuncia una apliacién de esta desigualdad para estimar la densidad de un proceso de difusién

que es la solucién de una ecuacién diferencial estocdstica. Lo que sigue forma parte del articulo [5].

13



Teorema 8. Sea M = {M,, t > 0} una martingala continua con My = 0. Entonces para cada

1 <p<q=p+e existe una constante universal C = C(p, q) tal que

p

o

an.| ¢ 1({M)e) 2l

Demostracion. Se tiene que

|t

p} _ /Ooopxp_lp(|Mt| > 2(M))d,

note que
P(|M,| > x(M)y) < P(M; > z(M);) + P(—=M; > z(M),),

por lo que basta estimar el término
/ P P(M; > 2(M),)d .
0

Se puede suponer que M esta acotada, entonces

P(M, > o(M)) < P (M0 (o0
< E |:e>\Mt )t e—(/\x—O)(M)t]
S (E [ea)\Mtfoa% >t})1/a ) (]E [6*(5”*59)(1‘4%])1/6’

donde 1/a +1/8 = 1. Elija A\, a, 8 y 0 tales que (Aa)?/2 = fa, es decir, \2a/2 = 6. Con esta

eleccion, se tiene,
P (Mt > $<M>t) < (E [eﬁ()\x)\Qa/Q)(M)t})l//B 7

maximizando la funciéon Az — A\2a/2 con respeto a A, se obtiene A\ = z/«, asf que
]P)(Mt > x<M>t) < (E |:€—(,8x2/2a)<]\/[>t:|>1/5 _ <E [e—(,@—l)($2/2)<M>t])1/ﬁ ‘

Ahora, para cada ¢ > 0y § > 1 fijos, se sigue que

. H o

o0

g 2 1/8
:| < 2/p$p_1 (E [6_(5_1)(35 /2)<M>t:|> dr

_ 2€p+2p/x S P=140)8 ,~(5-1)(x%/2)( >])”B .
€
1/8
< 2P+ 2p x ]E {sup {x(p_1+5)’86_(5_1)(I2/2)<M>t}}) .
zeR
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Sea f(x) = P~ 198~ (=DM entonces
f/(x) = [(p — 1+ 6)Bx(17—1+5)6—1 o x(P—1+5)ﬁ+1(6 _ ]-)<M>t] ) 6_(5_1)(552/2)(]\4)7&7
la funcién f alcanza su méaximo en

B +p—1) —1/2
T<M>t :

o =

CcOo1mo

9

((6+p-1)/2)8
flx) = (M ' <M>t_((5+]3_1)/3)/26—(((5+p—1)/2),3
b6—1

se tiene que,
M, |P 2D s (san Bo+p—1) (G+p-1)/2 (6m118)/21\ 1/B
Bl || < 9py P @+p-v)/2 (PAOTP— ) -<E[M ((6+p m)/D
H<M>t} R i1 W
= 2P 41704,

donde

% sy (BE+p— 1) —((6+p-1)8)/2] \ /P
A= S (E [(M>t D .

Ahora sea g(g) = 2¢? + ¢! A, derivando se obtiene,
g'(e) = 2pePt + A(1 — §)e™?,

se tiene que la ecuacién ¢'(¢) = 0 tiene una tnica solucién dada por

1
gp = (u) e AF}*I,
2p

entonces €y es un minimo para g y

Py 15
9(60) = 2 <E> v Ap+5 T4 (5_ 1>p+§_1 ApinflJrl

2p 2p

p 1-6
. §1\FT 51\
- A (2 ()" +(55) )
P 1-46
_ ( )p+6 T —p/2( (5+p ))17/2. ) (5_1>p+51 N (5_1)p+51
p—1 2p 2p

( ((5+p 1)8 /2})7&54@ D)

)
- <6 5+p )p/ (1+55;1> (E [<M>;((6+p—1)6)/2}>5“+pp1)‘

Por lo que,

< 9l/pp-1/2 (—5@ tp- 1)>1/2 <1 T )w
0—1
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Tome § =2 — (1/8) yseap+e = 5(6+p— 1), entonces ¢ = (8 — 1)(p + 1). Asi que tome la

siguiente constante
1/2+1/p
Cpe =2 (p+1) (142)) 77
€
para obtener,

< Gy (M)

p

o,

pte

Antes de introducir una aplicacion del teorema anterior se definen algunos conceptos. Sea
B = {B;,t € [0,T]} el movimiento Browniano estandar definido en el espacio de probabilidad
(Q,.7,P); donde  es el espacio de funciones continuas en [0, 7] que toman el valor cero en cero,
Z es la o-algebra de Borel en ) y P la medida de Wiener.

Se considera el proceso estocdstico de difusion X = {X;, t € [0,T]} que es solucién de la

siguiente ecuacién diferencial estocastica:

¢ T
X =z —|—/ o(s, Xs)d B +/ b(s, Xs)ds, te€l0,T].
0 0

Se introduce la siguiente hipodtesis:
Hipétesis 1 ofs,z) y b(s,z) tienen derivadas de segundo orden continuas con respecto a x;
lo(0,2)] < K; |b(0,2)] < K; |0o(s,z)/0x| < K; |0b(s,z)/0x| < K para algin K > 0. Ademds

0?0 (s,x)/0x* y Ob(s,x)/Ox tienen comportamiento polinomial en z uniformemente en t.

El Teorema 8 se aplica en la prueba del siguiente teorema

Teorema 9. Sean o(s,x) y b(s,x) son funciones que satisfacen la Hipdtesis 1; si

t —po/2
/ o(s, X,)ds < 00,
0

para alguna py > 2 y para toda t € (0,7, la variable aleatoria X, tiene una densidad continua

([wsre)

E

pi(z) tal que para toda p > 1, se tiene que

—1/2
pi(x) < Cyp

p

para alguna constante C, > 0.

Habitualmente se sabe que existe la soluciéon de una ecuacién diferencial estocdastica, sin em-
bargo, en varios casos no se sabe de la existencia de una densidad, por ende de una cota para una
posible densidad. El resultado anterior no sélo dice que existe una densidad si no tambien una
cota para tal densidad, lo que en varios casos nos permite simular dicha densidad. La simulacion
estocastica es una herramienta que permite visualizar el comportamiento de una variable aleatoria,

lo cual es de gran utilidad.
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5. Una generalizacion de la desigualdad de Burkholder-

Davis-Gundy

En esta seccion se generaliza la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy para 0 < p < 1,
funciones mas generales y submartingalas; se enuncia una aplicacién de esta generalizacion para

obtener desigualdades del proceso estocastico Browniano parado. Lo siguiente es parte del articulo

[6].

Considere X un proceso estocédstico dominado por un proceso estocastico A como en la defini-
cién 12 ; T un tiempo de paro y los tiempos de paro acotados T,, = T'An; entonces E[ X7, | < E[Ar, ]
para toda n > 1 por definiciéon de dominado. Si ademéas X es un proceso estocastico continuo, por
el lema de Fatou, se obtiene

/XT = /limianTn < h'minf/XTn < h'minf/ATn = /AT ya que T, /T,

es decir, E[Xr] < E[A7] para todo tiempo de paro T

Definicién 13. Se dice que F' satisface la condicién (1) si F' es una funcién positiva continua y

creciente en [0,00) con F(0) =0y sup,-, %%) =a <1, donde f=F"

Teorema 10. Si X esta dominado por A; X y A son continuos; y F satisface la condicion (1),

entonces
—

E[F(X3)] € 7—

E[F(Ax)]-

Demostracion. Note que

z f(z) f(z)
iligm =a<l= Fz)

< % = (In(F(2))) < % = In(F(z)) < aln(z) + C = F(z) < Ca®,

(donde C'y C son constantes) por lo que lfm,_,o F(z)/z = 0. Sea 0 < & < 1, por el teorema de

Fubini y el lema 1 se tiene que,

E[F(X%)] = ]EUOOO1<X;O>x>dF(w)]

< /OO P(X% > 2, A, < 62) + P(As, > 62)] d F(2)

IA

X

/0 h (EE[AOO A 67] + P(Ay > 595)) dF(z)

IN

/Ooo ((1 + 0)P(Au > 07) + éE[AOO . 1(AWS5I)]) JF ()
- weaf ()]l [, 2]
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F(z) >

2

M, entonces,
axT

Como F satisface la condicién (1), se tiene que

(@)': flo) Fl2) flz) _fl2) _a-1f()

9

T T T2 T oz o

8

por lo que

asi que

.il:/:ow:x ooﬂdu<x/:oi(F<u))/du: aaaF(x/(S%

5 U 25 U - psa—1 U

entonces

E {Aoo /Oo dF(x)} <Y Rmip(AL /o).

Ao/ X _1—06

Ahora para todo t > 1, se tiene que
F t t
In Fltz) :/ Mdsg/ gdQS‘zozln(t),
F(x) 1 F(sz) 1S

F(tx) < t*F(x).

por lo que

Por lo tanto

J

—

ad

—

E[F(XZ)] < (1+5+ - >]E[F(AOO/5)] < (1+ - )5““IE[F(AOO)].

J

1l -«

Por 1ltimo, el minimo valor de la funcién f(0) = (1 + ) 6 es “— yloalcanzaend = . [

En particular si tomamos F(x) = 2%, k € (0, 1) se obtiene

* \k
E[(X5)"] <
Observacion 4. El teorema anterior proporciona una mejor cota que la proposicién 4, puesto que
a v <2—aq.
La generalizacién es la siguiente:

Teorema 11. Sea X una submartingala positiva continua con Xog = 0. Si F' satisface la condicion

(1), entonces
1 -«

E[F(A)] < E[F(X2)] < =

o=@ 11—«

donde A es el proceso estocastico en la descomposicion de Doob-Meyer de A.
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Demostracion. Sea X una submartingala continua positiva, por la Descomposicion de Doob-Meyer
se tiene que X = M + A, donde M es una martingala local continua; A es un proceso estocastico
creciente localmente integrable continuo y adaptado. Como Xy = 0y Ay = 0, entonces My = 0,
asi que, si T" es un tiempo de paro acotado, se tiene que E[X7] = E[Ar] por el Teorema 13, por lo
que X estda dominado por A. Por lo tanto

—Q

E[F(X%)] < —

T 1-«

por el Teorema anterior. Por otro lado E[A7] = E[X7] < E[sup,<s X;] y el proceso (V; =

sup,<; Xs)i>0 €s continuo y creciente, asi que A estd dominado por Y. Por el Teorema anterior

se tiene,
E[F(Ax)] € 7—E[F(XZ)] =
-«
Observacion 5. Es un hecho conocido que si M = (M;):>o es una martingala local continua,

entonces el proceso estocastico X = (|M;[P);>0 es una submartingala local continua (desigualdad
de Jensen condicional). Si M es una martingala local continua que comienza en cero, se tiene que
el proceso M? es una submartingala positiva con MZ = 0, por la Descomposicién de Doob-Meyer
M? = N; + A;. Por el Teorema 1, se tiene que A; = (M); P-c.s. para todo ¢t > 0. El Teorema
anterior prueba la desigualdad e Burkholder-Davis-Gundy para 0 < p < 1. Este resultado se aplica

en la prueba del siguiente teorema:

Teorema 12. Sea T" un tiempo de paro para el proceso estocdstico Browniano estandar B y F una

funcion que satisface la condicion (1), entonces

6. Apéndice

Lema 3. Sea (2, #,P) un espacio de probabilidad, entonces para todo par A, B € F se tiene que
P(A) —P(B) <P(AN B°).

Lema 4. Para toda variable aleatoria X > 0, se tiene que:

E[X?] = p/ P(X > t)tP ldt = p/ P(X > t)tPtdt, p>0.
0 0

Demostracion. Por el teorema de Fubini y calculo se tiene que,

E[X?] = pE {/OX tpldt}

— R [ / 1(X>t)tp—1dt}
0

= p/ P(X > t)t*'dt.
0
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La prueba de la otra expresién es analoga. O]

Lema 5. Sea p > 2, entones la funcion f(x) = |z|P pertenece a C*(R).

Una prueba del siguiente lema puede encontrarse en [4, pag. 96].

Lema 6. Si (X;)i>0 es una martingala local continua si y solo si:

(i) Existe una sucesion de tiempos de paro {T,,}n>1 tal que T,, /* 0o c.s.

(ii) Para toda n > 1, el proceso estocdstico (X{™ - 1ir,0})i>0 €s una martingala continua y

acotada.

Una prueba del siguiente Teorema puede encontrarse en [3, pag. 134].

Teorema 13 (Teorema de paro de Doob). Sean (%;);>o una filtracion tal que (-, Fu = F para

todot > 0; o y 7 tiempos de paro con respecto a la misma filtracion, con T acotado.

(i) Si X = (Xi)>0 es una submartingala continua por la derecha con respecto a (F)i>o, entonces
X, es integrable y
Xonr < E[X,|.%,] c.s.

El resultado sigue siendo valido para tiempos de paro no acotados T si y solo si X es unifor-

memente integrable.

(i1) Si X = (Xi)i>0 es una martingala continua por la derecha con respecto a (F)i>o, entonces
X, es integrable y
Xonr = E[ X, | F,] c.s.

El resultado sigue siendo valido para tiempos de paro no acotados T si y solo si X es unifor-

memente integrable.

Teorema 14 (Desigualdad L, de Doob). Sea M = (M;)ier una martingala continua, donde T es
un intervalo de R, entonces

sup | M|
teT

<
P

P sup ||Mel|p.  para todo p > 1.
L ter

Una prueba del Teorema anterior puede encontrarse en [2, pag. 54].

Teorema 15 (Descomposicién de Doob-Meyer). Una proceso estocdstico X es una submartingala
local continua si y solo si admite la descomposicion X = M + A, donde M es una martingala local
continua y A es un proceso estocdstico creciente localmente integrable continuo y adaptado a la

filtracion correspondiente. Ademds los proceso estocdsticos M y A son unicos c.s.

Una prueba del teorema anterior se puede encontrar en [3, pag. 493].
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