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Capitulo 1

Introduccion

El transporte de calor en edificaciones ha sido foco de interés en los afios
recientes debido a la preocupacién por el confort térmico y el ahorro de energia.
El consumo de energia en las viviendas puede ser a través de lefa, gas natural,
petréleo y puede ser usado en la calefaccién, la iluminacién, la refrigeracién o
en el aire acondicionado.

Una manera en la que podemos reducir el consumo de energia para man-
tener el confort térmico adecuado es a través del disefio bioclimatico. En este
campo de estudio a través de las caracteristicas arquitectdnicas de una edifica-
cién, se aprovechan los recursos naturales que ofrece un determinado lugar para
satisfacer las necesidades de una vivienda. Dichas recursos pueden ser el solar,
las corrientes de aire, la vegetacion y la lluvia. En particular el recurso solar lo
podemos aprovechar si escogemos una orientacién de la edificacion que utilice
este recurso durante el periodo de invierno y que brinde proteccién del mismo
en el periodo de verano. Otro tema importante se refiere en los materiales de
construccién que son utilizados en el techo o los muros de una edificacién, ya
que estos deben de estar en funcién de las pérdidas o ganancias de calor en los
distintos periodos del afio. En esta drea se han realizado estudios comparativos
entre los distintos materiales de construccién y se han encontrado los materiales
que ofrecen aislamiento térmico [1]. También se ha encontrado que las pérdidas
o ganancias de calor no sélo dependen de las propiedades térmicas intrinsecas
del material, dado que para los bloques que tienen cavidades, las pérdidas o
ganancias de calor también pueden estar en funcién de la forma en que se aco-
modan los bloques de construccién [2, 3] o en el ndmero de cavidades que tiene



2 Introduccion

el bloque.

En este trabajo presentamos una primera aproximacién al estudio numérico
usando el método de la ecuacién de transporte de Boltzmann en redes (MEBR)
para el transporte de calor en techos construidos con bloques huecos, como el
sistema de vigueta y bovedilla.

El transporte de calor en un bloque de un techo horizontal depende de la
hora del dia. A las horas del dia en donde la temperatura exterior de la edifi-
cacion es mayor que la temperatura al interior, la direccién del flujo de calor
en el techo es hacia el interior de la edificacién y (inicamente habrd transporte
de calor por conduccién, sin embargo cuando la direccién del flujo de calor se
invierte, el transporte de calor ya no sélo es por conduccién, sino habrd con-
tribucién de la transferencia de calor por conveccién natural en la seccién de
la cavidad del bloque. La magnitud del flujo de calor es importante por que el
transporte de calor por conveccién natural no se presenta Unicamente bajo la
condicién de la direccién del flujo de calor, sino también estd en funcién del
tamafio de la cavidad, de las propiedades intrinsecas del fluido y del gradiente
de temperaturas.

En esta tesis mostramos los resultados de la simulaciéon numérica del flujo de
calor conjugado en un modelo bidimensional de un bloque de vigueta y bovedilla
de un techo horizontal usando el MEBR con dos funciones de distribucién [4, 5,
6, 7]. Este método consiste en que una funcién de distribucién, que definimos
en el capitulo 2, describe el comportamiento de las particulas del fluido y otra
funcién de distribucién describe el transporte de energia.

En el MEBR con transporte de energia usando dos funciones de distribucién
solo hay un pardmetro libre que se puede escoger como la viscosidad. En el caso
de transporte de calor conjugado hay que fijar las conductividades térmicas
del sélido y el fluido pero estas cantidades no se pueden definir en el MEBR.
Usando una definicién del flujo de calor y la ley de Fourier para conduccién de
calor encontramos la conductividad térmica y su relacién con la viscosidad, o el
tiempo de relajamiento. De esa manera, tiene sentido usar como condicién a la
frontera entre dos medios, la continuidad del flujo de calor. Esta es una de las
principales aportaciones de este trabajo.

En el capitulo 2 presentamos de manera breve la teoria cinética de Bol-
tzmann. Presentamos la ecuacién de transporte de Boltzmann que establece
como cambia la funcién de distribucién de velocidades. En el equilibrio termo-
dindmico esa funcién de distribucién es conocida como la funcién de distribucién
de Maxwell-Boltzmann. Presentamos la aproximacién propuesta por Bhatnagar,
Gross y Krook (BGK) a la ecuacién de transporte de Boltzmann en la cual se
cambia el término de colisién por uno de relajamiento al equilibrio local con un
tiempo de relajamiento 7. En ese capitulo presentamos también la aproximacién



a velocidades bajas de la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann.

En el capitulo 3 presentamos el MEBR que consiste en la discretizacion
de la funcién de distribucién de velocidades en el espacio, en el tiempo y en
espacio de velocidades. Partimos de la aproximacién BGK de la ecuacién de
transporte de Boltzmann y de la expansidn a velocidades bajas de la funcién de
distribucién de Maxwell-Boltzmann. El tiempo de relajamiento esta relacionado
con la viscosidad. Como un ejemplo del método en el estudio numérico de un
flujo sin transporte de calor, estudiamos la formacién de una onda de choque
y vemos que los resultados numéricos estan de acuerdo con las relaciones de
Rankine-Hugoniot.

Para flujos con transporte de calor presentamos brevemente el MEBR con
dos funciones de distribucién. En este caso es necesario validar el método y eso
lo hacemos ajustando un pardmetro para que el valor del nimero de Rayleigh
critico en el que aparece la conveccion esté de acuerdo con el resultado tedrico.

El capitulo 4 resolvemos el problema de conduccién de calor en un sélido con
el MEBR y lo comparamos con el método de elemento finito (MEF). Mostramos
el proceso que seguimos para llegar a la relacién que encontramos entre la
conductividad térmica y la viscosidad, o lo que es lo mismo, con el tiempo de
relajamiento. La propuesta que presentamos para implementar en el MEBR la
condicién de continuidad en el flujo de calor en la interfase, la validamos con el
problema de conduccién de calor en un sélido compuesto por dos materiales de
diferente conductividad térmica.

En el capitulo 5 presentamos los resultados de las simulaciones numéricas
del flujo de calor conjugado en un modelo bidimensional de una celda de una
bovedilla. Encontramos que la convecciéon que ocurre en el interior de la celda
depende de la diferencia de temperaturas entre las paredes superior e inferior,
y éstas varian en la posicién y en el tiempo por lo que tomamos valores prome-
diados en el espacio y en el tiempo. De esa manera podemos definir un nimero
Rayleigh que represente el flujo de calor en el modelo. El nimero de Nusselt
varia en el tiempo por lo que tomamos su promedio temporal. Con el flujo de
calor ocurre algo similar. Encontramos relaciones entre estas dos cantidades y
el nimero de Rayleigh promediado en espacio y tiempo. Estas relaciones son
leyes de potencia.

En el Capitulo 6 presentemos las conclusiones a las que llegamos en este
trabajo de tesis.
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Capitulo 2

La ecuacion de transporte de
Boltzmann

2.1. Introduccidn

En este capitulo discutimos de forma breve la ecuacién de transporte de
Boltzmann, presentada en 1872 por Ludwing Boltzmann para explicar la ten-
dencia irreversible de un gas al equilibrio termodinamico [8]. De la ecuacién
de transporte de Boltzmann, Chapman y Enskog encontraron las ecuaciones de
la mecdnica de fluidos con una expansién alrededor de la distribucién de velo-
cidades de Maxwell-Boltzmann [9, 10, 11, 12]. La idea detras del método de
la ecuacién de Boltzmann en redes (MEBR) es el de simular numéricamente
la ecuacién de transporte de Boltzmann como una alternativa a la simulacién
de las ecuaciones de mecénica de fluidos [13, 14, 15], por ello presentamos la
ecuacién de transporte de Boltzmann. En la Sec. 2.2 definimos a la funcién de
distribucién y al término de colisién. En la Sec. 2.3 describimos la funcién de dis-
tribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann y su aproximacién a velocidades
pequenas. También presentamos la aproximacion a la ecuacién de transporte de
Boltzmann que propusieron Bhatnagar, Gross y Kroook, en la cual se sustitu-
ye la integral de colisidén por un término de relajamiento al equilibrio local. El
capitulo termina con algunas conclusiones.
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2.2. La ecuacidén de transporte de Boltzmann

La ecuacién de transporte de Boltzmann describe el comportamiento de un
gas diluido de N particulas idénticas que se encuentran en una caja de volumen
V. El estado del gas puede cambiar por las colisiones entre particulas en las
cuales se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la energia.

La funcidn de distribucién de velocidades f se define de manera que

f(r,v, t)drdv (2.1)

es el nimero promedio de particulas del gas que al tiempo ¢ ocupan una caja
de volumen dr alrededor de r con velocidad en un elemento de volumen dv
alrededor de v. Es claro que

N:/f(r,v,t)drdv. (2.2)

La ecuacién de transporte de Boltzmann describe como cambia la funcién
de distribuciéon de velocidades. Supongamos que no hay colisiones entre las
particulas. Una particula que al tiempo ¢ se encuentre en (r, v) estard al tiempo
t+At, con At pequefio, en (r+vAt, v+F/mAt) donde F es una fuerza externa
y m la masa de la particula. Durante el intervalo de tiempo At el elemento de
volumen drdv cambia a dr'dv’ y de la definicién de la funcién de distribucién

F
f(r+vAt, v+ —At t + At)dr'dv' = f(r,v,t)drdv. (2.3)
m
Se puede demostrar que drdv = dr'dv’ [8], por lo que
F
flr+vAt, v+ EAt,t—l—At) = f(r,v,t). (2.4)

La Ec. (2.4) indica que f puede cambiar solo por colisiones, por lo que escribimos

F _(of
flr+vAt, v+ EAt’ t+ At) — f(r,v,t) = <at>coz , (2.5)

donde (0f)/(0t)co1 se conoce como el término de colisidn.
Al desarrollar en serie de Taylor a primer orden en At el término del lado
izquierdo de la Ec. (2.5)

9 F (of
(G v wre v ) v = () 20



2.3 La Funcidn de distribucion de velocidades de
Maxwell-Boltzmann 7

0o o0 0 o o0 0
Vr— (f)a:’f)y’@z)’ VV— <8vx73vy7502> (27)

y r y v en coordenadas cartesianas.

donde

Dado que en las colisiones entre dos particulas se conserva la masa, la
cantidad de movimiento y la energia, y usando la hipétesis de caos molecular,
de la Ec. (2.6) [8]

(gt -V, -|- F v> i :/G(Q)dQ/dv1|v—v1|(f{f’_flf) (2.8)

donde Q es el dngulo sdlido entre v y v, 0(Q2) es la seccién diferencial de
choque y

f = f(r,v,1) (2.9)
fr = f(r,vi,t) (2.10)
:f(r v, 1) (2.11)
= f(xr, v}, 1) (2.12)

En estas (ltimas expresiones v’ y v} son las velocidades después del choque de
dos particulas, una con velocidad v y la otra con velocidad v;.

2.3. La Funcién de distribucion de velocidades de
Maxwell-Boltzmann

La funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann f(¢9) es la solucién de la
ecuacién de transporte de Boltzmann para un sistema en equilibrio térmico en
el cual £(¢9 no depende del tiempo. De la Ec. (2.8) vemos que una condicién
suficiente para que la derivada temporal de f sea cero es

FEDW) FeD V) = f1oD (vy) D (v). (2.13)

El teorema H [8] garantiza que es también una condicién suficiente. De la
ecuacién anterior

In fCD(v)) +In fEO (V) = I fCD (v1) + I fD(v), (2.14)

que tiene la forma de una ley de conservacién, In f(¢9) se conserva en las coli-
siones. Dado que las Unicas cantidades conservadas durante una colisidn entre
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particulas son la masa, la cantidad de movimiento vy la energfa, In f(¢9) es una
combinacién de éstas. Entonces, podemos escribir

In fD(v) = —A(v—u)? +InC (2.15)

con A, C', y u constantes.
Para encontrar A, C, y u usamos a la densidad de particulas n

N
n=—= /dvf(eq)(v), (2.16)
Vv
a la velocidad promedio del sistema u
1 (ea)
u=— fYev(v)dv (2.17)
n
y el promedio de energia de cada particula (¢)
(€) = % / v2 ) (v)dv. (2.18)
Dado que el gas es diluido y se encuentra en equilibrio térmico
D
(€) = EkT (2.19)

con D la dimensionalidad del espacio. Entonces

flea) (v)=n <277:]Z:T>D/2 exp [—m(vjﬂlﬁ} . (2.20)

Esta es la ecuacidon de la funcién de distribucidn de velocidades de Maxwell-
Boltzmann.
De la Ec. (2.20)

2 2
(cq) _ P v v-u u
FW) = G P < 2k:T> P <2kT 2]<;T) ‘ (221)

Al hacer un desarrollo de Taylor alrededor de u = 0 encontramos que

£ Z 1 £ v D (0,0) u+ %u - 1(0,0)u” + O(u?) (2.22)

con

(eq) = -
V(0,00 u= =, (2.23)
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(0,0) la matriz Hessiana definida por

Vg \ 2 1 Vg Uy

Gr) ~w Ga) Gr)
H(0,0) = ) (2.24)

Uy Vg Uy 2 1

@GR ()
u” el vector transpuesto de u 'y O(u?) denota a términos de orden mayor o
igual a 3 de u. En la expansién Ginicamente consideraremos hasta los términos
de segundo orden ya que con esto es suficiente para llegar a las ecuaciones
de mecénica de fluidos partiendo de la ecuacién de transporte de Boltzmann.

Al evaluar cada uno de los términos en la expansién de Taylor, Ec. (2.22), la
funcién de distribuciéon queda expresada de la siguiente manera

eq _ P ﬁ v-u (V ) 11)2 u’ 3
70 = @2nkT)D/2 P <_2kT) [1 Y%7 Tagr? ") T 0
(2.25)
Usando la funcién de distribuciéon de velocidades de Maxwell-Boltzmann,
Bhatnagar, Gross y Krook (BGK) propusieron sustituir el término de colisién de
la ecuacién de transporte de Boltzmann por uno de relajacién al equilibrio local

[9, 11, 12, 16]
<8f> _ _f B f(eq)(r’ t), (226)
col

ot T
donde f(¢9)(r,t) estd dado por la Ec. (2.20) con p = mn

p(r,t) = m/f(r,v,t)dv = m/f(eq)(r,v,t)dv (2.27)

1

u(r,t) = -

1
/vf(r,v,t)dv = n/f(eq)(r,v,t)dv. (2.28)
De lo anterior

F

m

T

ot [FCD (v, t) = f(x,v,1)]. (2.29)

2.4. Conclusiones

Presentamos de manera resumida la derivacion de la ecuacién de transpor-
te de Boltzmann para un gas diluido. En equilibrio termodindmico el sistema
estd descrito por la funcién de distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann
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y mostramos su expansion de serie de Taylor a velocidad u baja. El capitulo ter-
mina con la presentacidon de la aproximacién de BGK a la ecuacién de transporte
de Boltzmann. Esta aproximacién, junto con la expansién de la funcién de dis-
tribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann a velocidades pequenas, son los
puntos de partida para el desarrollo del método de la ecuacién de transporte de
Boltzmann en redes que presentamos en el capitulo siguiente.



Capitulo 3

El método de la ecuacion de
transporte de Boltzmann en
redes

3.1. Introduccidén

El método de la ecuacién de transporte de Boltzmann en redes (MEBR) ha
sido utilizado en la simulacién numérica para flujos en problemas de conveccién
natural [17, 18], flujo Couette y Poisseuille [19], flujos a través de obstacu-
los [5], combustién en geometrias complejas [20], flujos no newtonianos [21],
aerodindmica y flujos turbulentos [22], entre otros.

El MEBR tiene sus antecedentes en los autématas celulares para gases en
redes [23]. En este capitulo presentamos el procedimiento que se requiere para
pasar de la ecuacién de transporte de Boltzmann al MEBR. En la Sec. 3.2
mostramos de una manera resumida como se discretiza la ecuaciéon de transporte
de Boltzmann en la aproximacién BGK en dos dimensiones. Como una primera
aplicacién del método, en la Sec. 3.3 discutimos un problema de ondas de
choque.

Una de las maneras de usar el MEBR en flujos con transporte de energia es
el de considerar dos funciones de distribucién, una para particulas y otra para
la energia, o lo que es lo mismo, la temperatura. En la Sec. 3.4 presentamos
una versién del método para flujos con transporte de energia, en particular
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Ce C2 Cs
C3 Cq
—h’?—
C7 Cq4 Cg

Figura 3.1: Velocidades del modelo D2Q9.

flujos convectivos y en la Sec. 3.5 validamos el método con la simulacién de la
conveccién de Rayleigh-Bénard. El capitulo termina con algunas conclusiones.

3.2. La ecuacion de transporte de Boltzmann en redes

De la ecuacién de transporte de Boltzmann se puede llegar a las ecuaciones
de mecdnica de fluidos usando la expansién de Chapman-Enskog [12, 24]. Esto
sugiere que se puede usar la ecuacién de transporte de Boltzmann en simula-
ciones numéricas para el estudio de flujos. Para ello es necesario discretizar la
funcidn de distribucién de velocidades f(r,v,t) en el espacio, el espacio de velo-
cidades y en el tiempo. El tiempo t se discretiza de manera que ¢t = 0, At, 2At,
.... con At pequeiio. El espacio bidimensional ocupado por el fluido se discretiza
de manera que los puntos r estén contenidos en ese espacio r = (iAx, jAy)
con ¢, j enteros y Ax = Ay pequefios. El espacio de velocidades puede discreti-
zarse de varias maneras [25] y en este trabajo usamos el modelo D2Q9. En esta
notacién D2 se refiere a un espacio bidimensional y Q9 a nueve velocidades.

En el modelo D2Q9 el espacio de velocidades se discretiza considerando
nueve velocidades ¢, £k = 0,1, ...,8 dadas por

(0,0), k=0
¢ = ¢ c(cosb,sinby), O = (k—1)m/2, k=1,2,3,4
V2c(cos Oy, sinby), Op = (k—5)71/2+7/4, k=5,6,7,8
(3.1)
con ¢ = Az/At. En la Fig. 3.1 mostramos las nueve velocidades.
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En lo que sigue, presentamos de manera breve, el trabajo de He et al [25] para
pasar de la ecuacién de transporte de Boltzmann al MEBR en el modelo D2Q0.
La ecuacién de transporte de Boltzmann en la aproximacién BGK, Ec. (2.29)
puede escribirse como

fur+%Auv+Aw=funw+f¥ FEO(e,t) = fiu(r,1) (3.2)

conk =0,...,8yci comoen la Ec. (3.1). En esta ecuacién fi(r, ) es el niimero
promedio de particulas que se encuentran al tiempo ¢ en el sitio r con velocidad
cry f,geq) (r,t) el nimero promedio de particulas que se encuentran al tiempo ¢
en el sitio r con velocidad ci en un estado de equilibrio local.

En lo que sigue encontramos la forma discreta de la funcién de distribucién.
Definimos

= /dem,n(v)f(eq)(rvv) (33)

con

Vmn (V) = v5'vy (3.4)

y m, n enteros positivos. Usando la expresién para f(¢9), Ec. (2.25), vélida para
u pequena

= (eq) — P m

I /wmm(v)f dv o [/vx v, exp (QkT) ( 2kT> dedvy}
p m,.n

T kT [ / Vo ty 5P <2]<:T> (2 ) d”xd”y]
p m —vi\1

T kT [/ vy <2kT> > iz ) d“fd'”y} '

(3.5)
De aqui expresamos I como I = A+ B + C para cada uno de los términos del
lado derecho de la igualdad. Encontramos que

2
P m—+n u
A=L(2kT 1= —— | Inln, .
ey (1- i) (36)
Qg1 ln + 2uy Iy
B= p(\/2k:T)m+"< Urtmt1in 1 2ty “) (3.7)
T 2kT

Wil iol, + 2uptiy Lyt Lyiq + w2l I
C= 7’;(\/2/TT)’”+”< pmEn T yk“;“ mtl T ymnt2 ) (3.8)
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En estas ecuaciones I, es el momento de orden n con la funcién de peso
—C2
e s,

Iy = / T e emic, (3.9)

—0o
Para poder encontrar una forma discreta de la funcién de distribucién de veloci-
dades en equilibrio, evaluamos I con la férmula de Hermite de tercer orden [26]

3
Im = w;d}", (3.10)
j=1

con w; los pesos y (; las abscisas de la cuadratura. Estos se encuentran a partir
del polinomio de Hermite H,, definido por

1,(6) = (-1 7 (). (3.11)

A tercer orden
H3(¢) = 8¢% —12¢ (3.12)

por lo que las raices son
(1 =—v3/2, (=0, (3 =+/3/2. (3.13)

Los pesos estdn dados por la férmula de Hermite

n+1
wj = W (3.14)

con HJ la primera derivada de H. Paran =3
w; = \/7/6, wy = 2/7/3, w3 = /7/6. (3.15)

Sustituyendo la Ec. (3.10) en la Ec. (3.6)

p S 3
A== (1 - ﬁ> ;Wi(sz)m/QCim ;wj(%T)"/QC}"‘

zg %:w,ij(vi,j) <1 - ;:)T) (3.16)

con

Vij = (VZ‘,Vj) = \/QkT(Q,Cj) Yy Qb(Vi’j) = Uimvn. (3.17)

J
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De la Ecs. (3.7) y (3.8)

2 3
ZWLT Uz Y wiwi(Vig)vi +uy Y wiwjP(vig)os
ij=1 ij=1
v, Vi) - U

= Zwlegb Vij) (( k‘%) > (3.18)

o N umvi + 2uzuyvivj + uzvf
c —szw]¢(vz,j) < 2(kT)2
3 2

_r ooy ) (i) W)
== ]ZI wiw (Vi ;) < 2T (3.19)

De lo anterior

_ g 23: wiw;h(vi ;) [<1 — 211;2T> 4 (Vzl,jTu) + % (Vl]’jTu>2] .

i,j=1

—~

3.20)

Con la Ec. (3.10) podemos escribir a la Ec. (3.20) como

1= w(vi,o)f (x,v) (3.21)
i
con
2
(eq) _ WiWjp . u Vig-uy | 1ovigoun2
b= Kl 2kT>+< i)+ (i )] (3:22)

y p=p(r) yu=nu(r).
De la Ec. (3.17),

Vi1 = V2kT (¢, G) = V2KT/3/2(—1, -1). (3.23)

Como se puede observar en la Fig. 3.1 vy estd en la direccién £ = 7. De la
Ec. (3.1) se tiene para k =7 a ¢7 = ¢(—1,—1), por lo que

vV 3kT
Vit = VBRT(~1,1) = ?f cr. (3.24)

En la Tabla 3.1 mostramos los otros casos de v; ;. El peso correspondiente a la
direccién k = 7 lo obtenemos con
Wiws
wy = 2. (3.25)

™
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’ i ‘ j ‘ wiw; /T ‘ vij/V3kT ‘ k ‘ Wi ‘ Ck ‘
11| 1/36 | (-L-1) | 7]1/36 ] cs
12| 1/9 (—1,0) | 3] 1/9 |c3
13| 1/36 | (-L1) |6]1/36] co
2 (1] 1/9 0,-1) [4]1/9 |
22| 4/9 0,00 [0 4/9 | co
23] 1/9 0,1) 2] 1/9 | ¢
311 1/36 (1,-1) 81 1/36 | cs
32| 1/9 o) |1]1/9 |
33| 1/36 1,1) |5]1/36 ] cs

Tabla 3.1: Valores de velocidades discretas ci y pesos wy, correspondientes a
cada 1, j.

De la Ec. (3.15)
wWiw1 1
= 3.26
s 36 ( )

Para otros valores de k los resultados estan en la Tabla 3.1. De dicha Tabla

4/9, k=0
W = 1/97 k= 17 27 37 4 (327)
1/36, k=5,6,7,8.

Al expresar a la Ec. (3.22) en términos de ¢ y wy, obtenemos

(eq); \ 3(cy-u)  9(cp-u)?  3u?
fk (I‘) = WP 1+ 02 + 204 - @

(3.28)

En términos generales con el MEBR podemos estudiar el transporte de ma-
sa y cantidad de movimiento de un fluido isotérmico. La idea es utilizar a la
ecuacion de transporte de Boltzmann en redes, Ec. (3.2), ya que con ésta descri-
bimos la evolucién temporal de las funciones de distribucién. En esta ecuacién
el término de relajacién contiene a la funcién de distribucién de velocidades
en equilibrio local de Maxwell-Boltzmann, que al expresarla en forma discreta
estd dada por la Ec. (3.28). Con estas dos ecuaciones podemos obtener a las
funciones de distribucién de las particulas fi en t + At. Para calcular las propie-
dades locales del fluido, de la Ec. (2.27) y Ec. (2.28), la densidad la podemos
escribir como

plrt) = m Y filr, 1) (3:29)
k
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y la velocidad

u(r,t) = 1 Z cifr(r,t). (3.30)
P k

A través de la expansién de Chapman-Enskog podemos llegar de la Ec. (3.2)
a las ecuaciones de la mecanica de fluidos. El procedimiento que se lleva a cabo
es relacionar al mundo microscépico y al macroscépico a través de la técnica
multiescalas. También se tiene que hacer una expansién a segundo orden para
recuperar las ecuaciones de conservacién de masa y cantidad de movimiento
[9, 10, 11, 12]. Se puede demostrar que

v=:c? <r - ;) : (3.31)

con v la viscosidad cinemitica y ¢ = 1/v/3 [11, 25].

3.3. Ondas de Choque

En esta seccién utilizamos el método de la ecuacién de transporte de Boltz-
mann en redes (MEBR) para simular numéricamente la formacién y evolucién de
una onda de choque debida a un gradiente de densidad en un fluido isotérmico.
Los resultados muestran un acuerdo numérico con las relaciones de Rankine-
Hugoniot.

Un fluido ocupa una cavidad con una divisién a la mitad y con densidades
p+ en la mitad izquierda y p_ en la derecha, como mostramos en la Fig. 3.2,
con p4 > p—. At =0 quitamos la pared de en medio, por lo que hay una onda
de compresion de la regidn de densidad alta a la de densidad baja y una onda
de rarefaccidn en la regién de densidad baja.

La cavidad estd cerrada en las paredes verticales y horizontales, por lo que
usamos la condicién a la frontera de rebote a la mitad del camino, presentada
en el Apéndice A.2. Dada la simetria del problema la densidad p y la velocidad
horizontal v no dependen de la coordenada vertical y las evaluamos como el
promedio en la direccién vertical en cada tiempo y posicidn horizontal.

Las cantidades adimensionales, que denotamos con el superindice *, se de-
finen como

*

xt=—, =t uy = u—, pr=— (3.32)

x

ly 2’ v P+

con I, la longitud horizontal de la cavidad y v dada por la Ec. (3.31).
Mostramos los resultados de la simulacién para la densidad p* como funcién

del tiempo t* en la Fig. 3.3. Para t* > 0 hay una onda de compresién que viaja
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Figura 3.2: Fluido confinado a una cavidad con dos secciones a distintas densi-
dades p > p_

hacia la derecha y una de rarefacciéon que viaja hacia la izquierda dejando una
seccién central a una densidad p}. En dicha seccién el fluido se mueve hacia la
derecha con una velocidad «}, como mostramos en la Fig. 3.4. Estos resultados
coinciden con los valores que se obtienen de las relaciones de Rankine-Hugoniot
dadas por [27]

u?, = rc?, (3.33)
—1

uC - r\/; CS) (334)

Pe=Tp—. (3.35)

En estas expresiones u,. es la velocidad de la onda de compresion y r es la
solucién de

1
logr + —— = log 2*. (3.36)

ul = rc (3.37)
con r la solucién de

1 _
logr + ——— =log 2= (3.38)

Las rectas horizontales en las Figs. 3.3 y 3.4 marcan los valores de p} vy u}
respectivamente que se obtienen de las relaciones de Rankine-Hugoniot.
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Figura 3.3: La densidad p* como funcién de la posicién x* a diferentes tiempos.
El refinamiento de malla es de I, = 200 y l, = 100 con I, y [, el ancho y
la altura de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es 7 = 1.0,
p+ = 0.9y p_ = 0.3. El valor de la densidad en la regién central es p} = 0.5754
con r = 1.72606.
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Figura 3.4: La velocidad u}, como funcién de la posicién x* para los tiempos
t* =0, "x", t* =15x 1074 ", t* =3.0x 1074, "O" y t* =4.5 x 1074,
“A". El refinamiento de malla es de [, = 200 y [, = 100 con [, y [, el ancho
y la altura de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es 7 = 1.0
con py =09y p_ = 0.3. El valor de la velocidad en la regién del centro es
u; = 382.88 de acuerdo con las Ecs. (3.34) y (3.36).
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Figura 3.5: La densidad p* como funcién de z* — uj.t* a diferentes tiempos. El
refinamiento de malla es de [, = 200 y I, = 100 con [, y l,, el ancho y la altura
de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es 7 = 1.0 con p; = 0.9
y p— = 0.3. El valor de la densidad en la regién central es p} = 0.5754.
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Figura 3.6: La densidad p* como funcién de 2* + u},.t* a diferentes tiempos. El
refinamiento de malla es de [, = 200 y [, = 100 con [, y l,, el ancho y la altura
de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es 7 = 1.0 con p; = 0.9
y p— = 0.3. El valor de la densidad en la regién central es p} = 0.5754.

En la Fig. 3.5 presentamos la onda de compresién en diferentes tiempos.
Como se puede observar en el eje horizontal se tiene a z* —u}.t* con la finalidad
de poner a las diferentes ondas de compresion sobre el mismo valor en el eje
horizontal. Como se puede observar la onda de compresién representa un cambio
muy abrupto entre la regién de la densidad p_ y la que tiene densidad p.. Este
resultado indica que u,. es la velocidad de la onda de compresién. Dado que
r = 1.72606 u,. > cs, la onda de compresién es supersdnica.

Para la onda de rarefaccién r = 0.579287 por lo que u,, < cs. En la Fig. 3.6
mostramos la evolucién de la onda de rarefaccién en diferentes tiempos. En el
eje horizontal se tiene x* + u}.t* con el objetivo de mostrar todos curvas sobre
el mismo valor en el eje horizontal. Como se puede ver en la Fig. 3.6 la onda de
rarefaccidn va disminuyendo su pendiente en la medida que aumenta el tiempo,
sin embargo el valor de la velocidad permanece constante en z* + u} t* = 0.5.
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3.4. La ecuacién de transporte de Boltzmann en redes
para el campo de temperaturas

Para el estudio de flujos con transporte de calor se han empleado variantes
del MEBR que se pueden agrupar en dos, el de mdltiples velocidades [14, 28]
y el de dos funciones de distribucién [4, 6, 29]. Este tltimo modelo, que pre-
senta ventajas en estabilidad, consiste utilizar la Ec. (3.2) para las funciones de
distribucién de particulas y a la Ec. (3.42) para las funciones de distribucién de
temperatura. En el MEBR con dos funciones de distribucién se han formulado
diferentes esquemas como el que propone He [10], donde hace una expansién
a segundo orden de la funcién de distribucién de velocidades para el equilibrio
local con el fin de incorporar la disipacidn de calor por efectos de viscosidad y
al trabajo de compresidn debido a la presién. Otro esquema es el que propone
Peng [24]. En este trabajo seguimos el esquema que propone Shan [4], usado
en otros trabajos [5, 6, 7, 30, 31].

En lo que sigue mostramos una manera de usar el MEBR con dos funciones
de distribucién, una para las particulas y otra para la temperatura. Para las
particulas

Julr + et 4+ A) = filrt) + = £t — fulr, t)} +F, (3.39)

con Fj, el término de Boussinesq [17, 24], dado por
Fk = —kagB(T - Tg)cky. (340)

En esta expresion Ty es la temperatura de referencia, ¢ la aceleracién de la
gravedad que esta en la direccion del eje y negativo, [ el coeficiente de expansidn
térmico y ¢y, la proyeccion de ¢y en el eje y. Escribimos la temperatura 1" en
un sitio r al tiempo ¢ como

T(r,t) =Y Ty (3.41)
k

con T}, las funciones de distribucién de la temperatura, que obedecen a la ecua-
cion de transporte

At

T (r, ) — Ti(r, t) (3.42)
T

Tk(r + cL At t + At) = Tk(r, t) +

con 77 el tiempo de relajamiento a las funciones de distribucién de la tempera-

tura en equilibrio Téeq).
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Las funciones de distribucién de la temperatura en equilibrio T,geq) se obtie-
nen por un procedimiento similar al usado para las funciones de distribucién en
equilibrio f,geq), con la diferencia de que la expansién de Taylor se hace a primer
orden y con esto es suficiente para recobrar a la ecuacién de conservacién de
energia. La funcién de velocidades para el equilibrio T,Eeq) es

T = @, T (1 4 3¢, - u), (3.43)

con T dada por la Ec. (3.41).
La relacién entre la difusividad térmica « y el tiempo de relajamiento 71 es

[11, 17]
a=cl <T - ;) : (3.44)

3.5. Convecciéon de Rayleigh-Bénard

En la forma mas sencilla de conveccién de Rayleigh-Bénard (CRB) un fluido
esta confinado entre dos paredes horizontales, la inferior a la temperatura 15, ¢
y la superior a la temperatura T, con Tj,r > Ty,p. La explicacién de este
fenémeno fisico se debe que un gradiente de temperaturas en un fluido da lugar
a un gradiente de densidad, si el gradiente de densidad es lo suficientemente
fuerte para vencer a las fuerzas viscosas, éste dara lugar a un flujo de masa que
definird una celda convectiva.

Los parametros adimensionales, que denotamos con un superindice * del
problema son

« l T—TO
p=tS =, pr= -0 3.45
A ™ Tins — Tt (345)

con [y la altura de la cavidad y « la difusividad térmica dada por la Ec. (3.44).
En lo que sigue Ty = Ty, con Tj la temperatura de referencia de la Ec. (3.40).

Para simular la CRB usamos el MEBR con dos funciones de distribucién,
presentado en la Sec. 3.4. Consideramos un fluido confinado a una cavidad con
una longitud horizontal I, = 100 y una altura [, = 50, el fluido tiene una
densidad p = 1 y debido a que deseamos saber el comportamiento del fluido
aire, tomamos el valor de Prandtl con Pr = 0.71. Las condiciones a la frontera
son a temperatura constante T;,; y Ty, en las paredes horizontales inferior
y superior respectivamente, implementadas en el MEBR con la condicién de
rebote a la mitad del camino para las funciones de distribucién de particulas,
Apéndice A.2, y con la condicién de temperatura constante en las funciones
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de distribucién de temperatura, Apéndice A.3. En las paredes verticales de la
cavidad usamos la condicién periddica a la frontera, Apendice A.1.

El nimero de Rayleigh Ra relaciona las propiedades intrinsecas del fluido
como la difusividad térmica «, la viscosidad cinemadtica v y el coeficiente de
expansién térmico [ con el gradiente de temperaturas AT = T — Tiup.
Estd definido por

gﬁATlg
a=—">".

ro

(3.46)

Para realizar las simulaciones numéricas del problema con el fluido aire,
debemos relacionar a estas variables con las que usamos en el MEBR y pos-
teriormente validar estos resultados a través del nimero de Rayleigh critico
Ra.. Para Ra > Ra. el transporte de calor es por conveccién. Para [, = 21,
Ra. = 1707.762 [4]. En el MEBR con dos funciones de distribucién asignamos
valores fijos a todos los pardmetros del método menos uno y buscamos el valor
de este dltimo. Proponemos que g = 0.001, 3 =0.1, p=1.0y Pr =0.71 que
corresponde con el aire. Al fijar estos pardmetros, tomamos como pardmetro
libre al tiempo de relajamiento 7, o lo que es lo mismo a la viscosidad v.

En la Fig. 3.7 presentamos la evolucién temporal de la velocidad vertical
maxima v},,,.. para diferentes nimeros de Ra cuando fijamos el valor de 7 = 0.7.

La funcién que define el comportamiento se ajusté a

vF (1) = AeSt, (3.47)

max

donde A es una constante y ( es la tasa de crecimiento de la velocidad vertical
maxima. Cuando v}, ... decrece en el tiempo no hay conveccién, cuando crece si'y
eventualmente alcanza un valor constante. El valor de Ra, es el que corresponde

a un cambio en el crecimiento de v}, .., 0 cuando { = 0.

En la Fig. 3.8 mostramos a la tasa de crecimiento de la velocidad vertical
méxima ¢ en funcién de Ra para diferentes tiempos de relajamiento. Como
podemos observar hay una relacién lineal entre ( y Ra cuando fijamos a la
variable 7. Del ajuste lineal podemos encontrar el valor Ra.(7) para el cual
¢ = 0. De la Fig. 3.8 vemos que Ra.(7 = 0.7) = 1708 ~ 1707.762. Concluimos
que con g = 0.001, 8 =0.1, p=1.0, 7= 0.7 y dado Pr = 0.71, 70 = 0.7817,
nos permiten simular la CRB para el aire con el MEBR.

En la Fig. 3.9 mostramos la formacién de una celda convectiva de aire con
Pr=0.71y Ra = 18,000.
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Figura 3.7: La velocidad vertical mdxima como funcién del tiempo para diferen-
tes nimeros Rayleigh Ra. Las lineas continuas son el ajuste de la Ec. (3.47).
Para Ra = 1660 con A = 0.17403 +2e — 05 y { = —0.32331 4 5e — 05,
Ra = 1680 con A = 0.17506 £ 2¢e — 05 y ¢ = —0.18849 £ 3e — 05,
Ra = 1700 con A = 0.17620 £ 1le — 05 y ( = —0.05504 & 2e — 05, Ra = 1720
con A = 0.17822 £ 3e — 05y ¢ = 0.07518 £ 4e — 05 y Ra = 1740 con
A =0.1866 £ 4e — 04 y ( = 0.1930 4 3e — 04. El refinamiento de malla es de
lp =100y [, =50 con [, y I, el ancho y la altura de la malla respectivamente.
El tiempo de relajamiento es 7 = 0.7, p=1.0y Pr =0.71.
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Figura 3.8: Tasa de crecimiento de la velocidad vertical maxima ¢ en funcién del
nimero Rayleigh Ra para diferentes tiempos de relajamiento, 7. Los resultados
se pueden ajustar a la recta ( = mRa+b. Para ™ = 0.7 con m = 0.006690+1e—
05yb=—11.43£0.02, 7 = 0.8 con m = 0.00666+1e—05y b = —11.3940.03,
7 = 1.0 con m = 0.00665 £ 6e — 05y b = —11.4+ 0.1y 7 = 1.2 con
m = 0.00654 + 3¢ — 05 y b = —11.21 £ 0.04. El refinamiento de malla es de
ly =100y [, =50 con I, y I, el ancho y la altura de la malla respectivamente.
El nimero de Prandtl es Pr =0.71y p = 1.0.
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Figura 3.9: El campo de temperaturas y velocidades con el niimero Rayleigh de
Ra = 18,000. El campo de temperaturas estd representado por 20 isotermas
igualmente espaciadas entre 0 y 1. En (a) y (f) t* = 0.04267, en (c) y (d)
t* = 0.133 y en (e) y (f) t* = 0.133 que representa al estado estacionario. El
refinamiento de malla es de [, = 100 y I, = 50 con I, y [, el ancho y la altura
de la malla respectivamente. El nimero de Prandtl es Pr = 0.71, Ra = 18,000
y 7 =0.7.
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3.6. Conclusiones

En este capitulo presentamos el método de la ecuacién de transporte de
Boltzmann en redes (MEBR) para flujos isotérmicos y con transporte de calor
en el caso de la conveccion natural. En el primer caso, usamos el método en el
problema de la formacién de ondas de choque por diferencia de densidad. Los
resultados numéricos estdn de acuerdo con las relaciones de Rankine-Hugoniot.

Para la conveccién natural, validamos al MEBR al comparar los resultados
con el valor registrado de Ra. = 1707.762.
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Capitulo 4

Conduccion de calor con el
meétodo de la ecuacion de
transporte de Boltzmann en
redes

4.1. Introduccidén

En este capitulo usamos el método de la ecuacién de transporte de Bol-
tzmann en redes (MEBR) para simular el transporte de calor en sélidos. La
motivacién de este capitulo es por que en un bloque se presenta transporte de
calor tanto en un medio sélido como en un fluido.

En la Sec. 4.2 estudiamos el transporte de calor en un sélido bidimensional
cuyos extremos se mantienen a diferentes temperaturas. Los resultados numéri-
cos comparan favorablemente con los que se obtienen con el método de elemento
finito (MEF).

En la Sec. 4.3 presentamos el procedimiento que seguimos para encontrar la
relacién entre la conductividad térmica k y el tiempo de relajamiento 7. Esta
relacién nos permite utilizar un nuevo esquema para implementar en el MEBR
la condicién a la frontera de continuidad en el flujo de calor. En esta seccién
utilizamos la condicién a la frontera para una interfase entre dos sélidos, sin
embargo también es vélida para una interfase entre un sélido y un fluido.
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T(x,ly,t) = Toup

Figura 4.1: Esquema del bloque de material sélido. La pared inferior esta en
contacto con un bafio térmico a la temperatura T3, y la pared superior con un
bafio térmico a la temperatura T,,;,. El ancho del bloque es I, y la altura es [,.

En la Sec. 4.3 validamos la condicién a la frontera que proponemos con el
problema de transporte de calor en un sélido compuesto por dos materiales con
diferente conductividad térmica. El capitulo termina con algunas conclusiones.

4.2. Conduccion de calor en un sdlido

En esta seccion mostramos como usar el MEBR para el flujo de energia en
un sélido. Comparamos nuestros resultados con los obtenidos con el método de
elemento finito (MEF).

Consideramos un sélido bidimensional como mostramos en la Fig. 4.1. Los
extremos inferior y superior se mantienen en contacto con banos térmicos a
las temperaturas T, s y Tsyp respectivamente con Ty, r > Ty, Inicialmente el
sélido se encuentra a la temperatura T's,,.

Para resolver el problema mediante el MEBR se debe tener claro que no es
necesario que incorporemos a las funciones de distribucién de particulas, dado
que es un sélido. Unicamente tomamos a las funciones de distribucién Ty (r,t),
como se vio en la Seccién 3.4.

El punto de partida es la ecuacién de transporte de energia o la temperatura,
Ec. (3.43), con

T (r,1) = wi T (4.1)
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ya que u = 0. El valor de T esta dado por la Ec. (3.41).

En las paredes horizontales utilizamos las condiciones a la frontera de tempe-
ratura constante, Apéndice A.3, y en las paredes verticales condiciones periédi-
cas a la frontera, Apéndice A.1. Dada la simetria del problema la temperatura no
depende del eje x y los resultados que presentamos los evaluamos en = = [,/2.

La ecuacién de calor es

oT 0*°T  O*T
— =a =+ = 4.2
ot Q[@x2+8y2] (42)
con « la difusividad térmica dada por
k
a=— (4.3)
PCp

y k la conductividad térmica, p la densidad y c, el calor especifico a presién
constante. Dado que la temperatura no depende de la posicién horizontal, en
el estado estacionario
o*T
a@yz =
Con las condiciones a la frontera de la Fig. 4.1, la temperatura en el estado
estacionario esta dada por

0. (4.4)

Tsup - ,Tznf

T(y) = L

Y+ Tmf. (4.5)

En el MEF la ecuacién de calor, Ec. (4.2) toma la forma [32]

T(l’,y,t + At) - T((IZ, yat) = FO{[T(.Z' - va yat) - 2T(.ﬁl}, y7t)+
T(z+ Az,y, )] + [T(2,y + Ay, t)—

2T (z,y,t) + T(z,y — Ay, )]} (4.6)
con Fo el numero de Fourier dado por
At

En dos dimensiones, el método es estable si F'o < 1/4 [32] . En la Fig. 4.2
vemos que hay un acuerdo numérico entre los dos métodos. Presentamos los
resultados usando cantidades adimensionales, que denotamos con el superindice
*, definidos por

T — Toup

T eup 48
,Tznf - Tsup ( )

ly

con [, la longitud caracteristica, Fig. 4.1.
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T*

Figura 4.2: La temperatura 7™ como funcién de la altura y* a distintos tiempos
para el MEF, “()", y para el MEBR, “x". De abajo hacia arriba t* = 0,
t* =0.02, t* = 0.08, t* = 0.2 y t* = 0.7. La linea continua es la Ec. (4.5). El
refinamiento de malla es I, = 50 y I, = 100 con I y I, el ancho y la altura de
la malla respectivamente. También At =1, Ay =1y a =0.1.
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4.3. Conductividad y difusividad térmica

La Ec. (4.3) establece la relacién entre la conductividad térmica k y la
difusividad térmica « a traves de la densidad p y el calor especifico ¢,. En el
MEBR « estd dada por la Ec. (3.44) que es el (nico parametro libre del método
en el transporte de calor en un sélido. El objetivo de estd seccién es usar el
MEBR para encontrar la relacién entre k£ y 77, o el valor de pc,,.

De acuerdo a la ley de Fourier para la conduccién de calor,

q=—kVT (4.9)

con q el flujo de calor por unidad de drea. En el MEBR se puede definir el flujo
de calor g como [16]

q=>(ckg —u)Ty(r, ). (4.10)
k
En un sélido u = 0, por lo que

q=> ciTi(r,1). (4.11)
k

Usando el MEBR encontramos q y VT por lo que podemos conocer la
conductividad térmica k como funcién ya sea del tiempo de relajamiento 7 o
de la difusividad térmica «. En el estado estacionario g no depende de la posicién
ya que VI' = AT/l y por la simetria del problema estd en la direccién vertical.
En la Fig. 4.3 mostramos el flujo de calor en la direccién y, g, como funcién del
tiempo para diferentes valores de AT. En todos los casos se alcanza un valor
estacionario que presentamos en la Fig. 4.4 para diferentes valores del tiempo
de relajamiento 77. Para cada valor de 77 hay una relacién lineal entre g, y
—AT/l,, por lo que la pendiente es la conductividad térmica. Es decir

AT
Gy = — 0 (4.12)
y
que es la ley de Fourier para conduccién de calor con k& una funcién de 7p
que corresponde con la pendiente de las rectas de la Fig. 4.4. En la Fig. 4.5
mostramos que k depende linealmente de 7 de acuerdo a

k(rr) = %T (4.13)
Este resultado es fundamental para poder simular flujos con transporte de

calor conjugado.
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Figura 4.3: Flujo de calor en la direccién vertical g, como funcién del tiempo ¢
para diferentes gradientes de temperatura AT'. El refinamiento de malla es de
lp =50y 1, =100 con [, yl, el ancho y la altura de la malla respectivamente.
En todas las simulaciones 77 = 3.0, T§,;, = 0.1 y de abajo hacia arriba T}, =
1.0,3.0,5.0,7.0 y 10.0.
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Figura 4.4: Flujo de calor en la direccién vertical y en estado estacionario como
funcién de —AT/l, para diferentes tiempos de relajamiento 7. El flujo de calor
es el tomado de la Fig. 4.3 independiente del tiempo. El refinamiento de malla
es de I, =50y l, =100 con [, y I, el ancho y la altura de la malla.
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3.5 T T T T

1.5 i

0.5 F i

T

Figura 4.5: Relacién entre la conductividad térmica y el tiempo de relajamiento.
Los resultados pueden ajustarse a k(7r) = m7rp+b con m = 0.336699+ 1e—07
y b=5.2e — 06 &+ 3e — 06.
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T(x,ly,t) = Toup

ky

T(x,0,t) = Ting
| )
Ly

Figura 4.6: Esquema de un bloque compuesto de dos materiales sélidos con
diferentes conductividad térmica. El ancho del bloque es I, y su altura [,. La
altura del material inferior es a y la del material superior es I/, — a. La pared
horizontal inferior esta en contacto con un bafio térmico a la temperatura Tj, ¢
y la pared superior con un bafio térmico a la temperatura T,,,.

4.4. Conduccion de calor en dos sdlidos

Una vez que hemos encontrado la relacién que hay entre la conductividad
térmica y el tiempo de relajamiento podemos estudiar el transporte de calor
en una barra compuesta de dos materiales sdlidos con diferente conductividad
térmica.

Consideremos una barra hecha de dos materiales sélidos que tiene una lon-
gitud [, en el eje horizontal y una altura /,,. El material sélido con conductividad
térmica k; tiene una altura a y el segundo con conductividad térmica ko tie-
ne una altura /, — a, como mostramos en la Fig. 4.6. Las paredes horizontales
estan en contacto con bafios térmicos a T, ¢ y Ty con Ty ¢ > Tsyp en la pared
inferior y superior respectivamente. Estas condiciones a la frontera las implemen-
tamos en el MEBR con la condicién de temperatura constante, Apéndice A.3.
En las paredes verticales usamos condicién periddica a la frontera, Apéndice A.1.
La condicién en la interfase entre los dos materiales sélidos, en y = a como
mostramos en la Fig. 4.6, debe satisfacer la condicién de continuidad del flujo
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de calor que se expresa como

T T
I T -,
y:a(_) ay y:a(+)

La derivada en el término del lado izquierdo de la ecuacién anterior es evaluada
en a por la izquierda y la del término del lado derecho es evaluada en a por la
derecha.

Para satisfacer la condicién de continuidad en el flujo de calor en la regién de
la interfase entre los dos materiales sélidos, obtenemos la conductividad térmica
con la Ec. (4.13) y la evaluamos en la Ec. (4.14). La forma en la que implemen-
tamos esta condicién a la frontera en el MEBR se explica en el Apéndice A.4.
La solucién analitica del problema en estado estacionario esta dada por

T, —T;
aimfy—i-Tmf 0<y<a

T(y) = (4.15)
(y_ly)+Tsup a<y§ly-
con T, la temperatura en la interfase entre los dos sélidos. Para encontrar T,

usamos la Ec. (4.14) que establece la continuidad del flujo de calor. De la
Ec. (4.15)

or _Ta=Twy T _ Towp — T (4.16)
81/ y=a(t) a 8y y=a(~) ly -
Encontramos que
T, = k1Ting/a+ ke Tsup/(Ly — a) (4.17)

ki/a+ke/(ly, — a)

En las Figs. 4.7 y 4.8 presentamos los resultados que obtuvimos de las simu-
laciones numéricas. Para todos los casos se estd suponiendo que la altura de los
dos materiales es igual, a excepcién de la Fig. 4.7 (a). Como se puede observar
en las Figs. 4.7 y 4.8, la evolucién temporal de la temperatura bajo cualquiera
de las simulaciones numéricas convergen a la solucién en el estado estacionario
de la ecuacién de calor, Ec. (4.15). Comparamos los resultados numéricos en
estado estacionario con el valor T;, dado por la Ec. (4.17) y obtuvimos un error
de 0.006 %.

En la Fig. 4.7 (b) las dos conductividades térmicas son iguales, por lo que
el perfil de temperaturas en estado estacionario es una linea recta, de la misma
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Figura 4.7: La temperatura T como funcién de la altura y* a diferentes tiempos.
El refinamiento de malla es [, = 50 y [, = 100 con [, y I, el ancho y la altura de
la malla respectivamente. La temperatura Ty, ; = 7y T4y, = 3. (a) a* = 0.25,
kil =0.233 Yy k‘g =2.0. En (b) a* = 05, k‘l = k‘Q = 2.0.
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Figura 4.8: La temperatura 7™ como funcién de la altura y* a diferentes tiem-
pos para un sélido compuesto de dos materiales con distintas conductividades
térmicas k1 y ko. El refinamiento de malla es [, = 50 y I, = 100 con I, y I,
el ancho y la altura de la malla respectivamente. La temperatura Tj,f = 7'y
Tsup = 3. (a) a* = 0.5, k1 = 0.233 y ky = 2.0. (b) a* = 0.5, k& =20y
ko = 0.233.
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forma que la Fig. 4.2. En la Fig. 4.8 (a) consideramos que el sélido inferior
tiene una conductividad térmica k1 de un orden de magnitud menor al que se
encuentra en la seccién de arriba ko. Esta diferencia se refleja en la pendiente
mayor que se forma en el perfil de temperaturas del sélido inferior en compa-
racién con la del sélido superior. En el caso de la Fig. 4.8 (b), el valor de k se
intercambia en las secciones, k1 > ko, y por lo tanto el sélido superior tiene un
perfil de temperaturas con una pendiente mayor.

4.5. Conclusiones

En este capitulo presentamos el problema de transporte de calor en un sélido
y en un sélido compuesto de dos materiales de diferente conductividad térmi-
ca. Para el primer caso comparamos los resultados del MEBR con el MEF y
encontramos un acorde numérico.

Para llegar a la condicidon que satisface la continuidad del flujo de calor,
encontramos la relacién que hay entre la conductividad k térmica y el tiempo
de relajamiento 7. Con esta relacién proponemos un nuevo esquema para im-
plementar en el MEBR la condicién de continuidad del flujo de calor en una
interfase entre dos medios, dicho esquema lo mostramos en el Apéndice A.4

El problema de transporte de calor en un sélido compuesto de dos materiales
lo hemos utilizado para validar la condicién a la frontera de continuidad en el
flujo de calor. Los resultados convergen con la solucién de la ecuacién de calor
en estado estacionario.
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Capitulo 5

Transferencia de calor
conjugada

5.1. Introduccidn

En este capitulo usamos el método de la ecuacién de transporte de Boltz-
mann en redes (MEBR) para simular el transporte de calor conjugado en un
modelo de un bloque de construccién con sistema de vigueta y bovedilla.

El estudio de la transferencia de calor en un bloque usado en la construccién
de vivienda ha atraido la atencién en fechas recientes debido a la bisqueda de
un confort térmico en las habitaciones y un ahorro de energia. Dichos estudios
se han realizado en forma experimental y numérica para diferentes segmentos
de la envoltura de la edificacién, ya sea en el muro o en el techo [1, 2, 3, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].

Para el estudio del transporte de calor conjugado en un modelo de un bloque,
en la Sec. 5.2 estudiamos en primer lugar el transporte de calor en la cavidad, en
donde sédlo estd el fluido, y en segundo lugar el transporte de calor evaluado en
la superficie inferior y superior de las paredes horizontales externas del bloque.
Para el transporte de calor en el fluido definimos el promedio espacial del niimero
Rayleigh Ra, el promedio espacial y temporal del niimero Rayleigh Ra y el
promedio temporal del nimero Nusselt Nu. Con estos valores encontramos
que el transporte de calor presenta cambios en valores criticos de Ra. El valor
critico en el cual se presenta la transferencia de calor por conveccién lo hemos
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N R

Figura 5.1: Sistema constructivo de vigueta y bovedilla. La bovedilla es el bloque
que descansa sobre dos viguetas paralelas.

denotado Ra;. Para el transporte de calor en el sélido, comparamos el flujo de
calor promedio § evaluado en las paredes superficiales horizontales externas del
bloque. Encontramos que hay una diferencia entre estas dos cantidades cuando
el gradiente de temperaturas AT es mayor que AT con ATy el valor del
gradiente de temperaturas que corresponde con Raj. Al evaluar al flujo de calor
promedio en la pared horizontal inferior externa del bloque g;,; encontramos
que sigue un comportamiento lineal para AT < AT y sigue una ley de potencia
para AT > AT.

En la Sec. 5.3 mostramos el flujo de calor que se presenta en un dia prome-
dio para un techo con diferentes absortancias. El capitulo termina con algunas
conclusiones.

5.2. Transferencia de calor conjugada

En la Fig. 5.1 mostramos el esquema bajo el cual se construye un techo
de vigueta y bovedilla. La construccién consiste en apoyar las viguetas sobre
los muros y sobre éstas se soportan las bovedillas, posteriormente se coloca
encima una malla soldada y finalmente se cuela cemento. Consideramos un
techo horizontal.

Como una primera aproximacion al estudio del transporte de calor conjugado
en una bovedilla consideramos solo una celda de la misma, como mostramos en
la Fig. 5.2. Las paredes de la cavidad tienen un espesor [ y una conductividad
térmica k, el fluido ocupa la cavidad interior de lados I y tiene una conductivi-
dad térmica ky. El material del bloque es hormigén y el fluido que se encuentra
en la cavidad es aire. La pared inferior del bloque estd a la temperatura Tj, ¢ y
la pared superior a la temperatura T,,. Estas temperaturas varian durante el



5.2 Transferencia de calor conjugada 47

T(.’K, la t) = ,Tsup

T(Zv 07 t) = T;nf

Figura 5.2: Seccién transversal de una de las cavidades de la bovedilla. Las
dimensiones del bloque son [ el largo y ancho del bloque, Is el espesor del
material de hormigén y I el largo y ancho de la cavidad del bloque.

dia.
Los parametros adimensionales, que denotamos con un superindice *, del
problema son

) _ 51
« 12 T’znf - Tsup ( )

con « dada por la Ec. (3.44).

En la simulacién numérica que realizamos a través del MEBR para el trans-
porte de calor conjugado de la cavidad bidimensional de la Fig. 5.2, utilizamos
las condiciones a la frontera del Apéndice A. En las paredes inferior y supe-
rior a las temperaturas T}, y T§,;, respectivamente, usamos las condiciones de
frontera de temperatura constante, Apéndice A.3. Dado que podemos pensar
que hay varias celdas de la bovedilla contiguas entre si, en las paredes verti-
cales exteriores de la celda consideramos condiciones periddicas a la frontera,
Apéndice A.1. En la interfase sélido-fluido, usamos en el sélido la condicién a la
frontera de continuidad en el flujo de calor, Apéndice A.4. Para el fluido usamos
la condicién a la frontera de rebote a la mitad del camino para la funcién de
distribucién de particulas, Apéndice A.2, y condicién de continuidad en el flujo
de calor en la funcién de distribucién de la temperatura, Apéndice A.4.

Para la condicién inicial, consideramos el bloque dividido en tres secciones



48 Transferencia de calor conjugada

[ Iy s

Figura 5.3: Bloque de la Fig. 5.2 dividido en tres secciones.

como mostramos en la Fig. 5.3. Para las secciones de la derecha y la izquierda, la
condicidn inicial es la solucién de la ecuacién de calor en estado estacionario, es
decir, la temperatura varia linealmente entre 15, s y T§,; en la direccién vertical.

En la seccién central de la Fig. 5.3 la condicién inicial es también el estado
estacionario de la ecuacién de calor. Suponiendo que la temperatura es solo
funcién de y, las condiciones a la frontera en la seccién central son

T(0) = Tiny T(l) = Tsup (52)
or or
—ks— = —kr— 5.3
0y |, oy e (53)
T T
LT 5
0Y ly=.+10)) OY ly=(+15)

La solucién de la ecuacidn de calor en estado estacionario es

( Tsup_T%nf
My 4 T 0<y <l
20, + (ko flp)i 0 T Y

Tsup _T%nf k's
— | —(y —l5) + s T; ls < (s+1

ky
Tsup - ﬂnf

—————— (y =) + Ty, ls+1f) <y <L

(5.5)
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() (b)

01 L+l 1
Y

Figura 5.4: (a) La temperatura inicial 7" como funcién de la altura y. La linea
recta corresponde al perfil de temperaturas en las secciones laterales de la cavi-
dad, Fig. 5.3 y la linea quebrada al perfil de temperatura en la seccién central.
(b) Isotermas en la condicién inicial.

En la Fig. 5.4 (a) mostramos la temperatura inicial en las tres secciones. Para
que las simulaciones sean un poco mas rapidas, incorporamos una perturbacion
a la temperatura constante inicial como mostramos en la Fig. 5.4 (b).

Para la funcién de distribucién de las particulas en el fluido de la seccién
central, escogemos un estado de equilibrio a densidad constante.

Con el objetivo de que nuestras simulaciones numéricas nos describan el
fenémeno fisico que queremos estudiar, debemos relacionar a las propiedades
térmicas y cinemdticas del aire con los tiempos de relajamiento de las funciones
de distribucién del fluido en el MEBR, 7 y 71 respectivamente. A su vez, las
propiedades térmicas del hormigdn las tenemos que relacionar con el tiempo de
relajamiento correspondiente a la funcién de distribucién de temperatura en el
material sélido, T}S). Para el aire Pr = 0.71 y de la validacién para la conveccién,
Sec. 3.5, encontramos 7 = 0.7 y p = 1.0. De estos valores y la Ec. (4.13), que
relaciona a 77 con k, la conductividad térmica del aire es ky = 0.2605. Dado
que la conductividad térmica del hormigdn es 53 veces la del aire, ks = 13.8098
[41]. De aqui 7" = 41.429

Definimos Ty y 11 como las temperaturas en las interfases horizontales
sélido-fluido inferior y superior respectivamente. En la Fig. 5.5 mostramos a T}
y T como funcién de z* con Iy, < z < I a diferentes tiempos. En t* = 0
mostramos el estado inicial y en t* = 0.4595 el perfil de temperaturas en estado
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Figura 5.5: (a) Perfil de la temperatura en la pared inferior de la interfase sélido-
fluido 7§ a lo largo de 2* con Iy < x < s + Iy para diferentes tiempos. De
arriba hacia a bajo t* =0, t* = 2.34 x 107°, t* = 3.05 x 1074, t* = 0.00234 y
t* = 0.45948, (b) Perfil de la temperatura en la pared superior de la interfase
sélido-fluido T} a lo largo de x* para los tiempos de abajo hacia arriba t* = 0,
t* =234 x 1075, t* = 3.05 x 1074, t* = 0.00234 y t* = 0.45948. En (a) y (b)
T(x,0,t) = Typ = 0.2y T(x,l,t) = Tsup = 0.1, el refinamiento de malla es
de [ = 280 y para la seccién del fluido [y = 200 con Pr =0.71y 7 = 0.7



5.2 Transferencia de calor conjugada

51

S|

~

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0 02 04 06 08 1 12 14
+*

S|

~

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0 02 04 06 08 1 12 14
+

Figura 5.6: Temperaturas promedio en la interfase sélido-fluido, TS y TT, como
funcién del tiempo t*. La linea superior corresponde con la temperatura en la
pared inferior de la interfase sélido-fluido TE‘) y la linea inferior con la temperatura
en la pared superior de la interfase sélido-fluido, T7. (a) Ting = 0.2, (b) Tiny =
2.2, (c) Tyny = 42y (d) Tiny = 6.2. En todos los casos T, = 0.1, el
refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién del fluido [y = 200 con
Pr=071y71=0.7
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estacionario. En este caso particular en donde la donde T3,y = 0.2 y T, = 0.1
se llega a un estado estacionario en las temperaturas de la interfase pero no
necesariamente es asi para otros casos.

Para poder definir un niimero de Rayleigh que caracterice al fluido definimos
los promedio espaciales Ty y 71 como

1 [ty 1 [lstly

To T(z,ls,t)dx, T T(x,ls+ 1y, t)ds. (5.6)

Sl RIS

En la Fig. 5.6 presentamos la evolucién temporal de Ty y T} para diferentes
valores de T}, s con Ty, constante. En la Fig. 5.6 (a) se llega a un valor de
estado estacionario mientras que en las Figs. 5.6 (b), (c) y (d) Ty y T3 fluctdan
en el tiempo.

Definimos el niimero de Rayleigh promedio Ra como

) — 98(To(t) — T(t)ly (5.7)

ro

En la Fig. 5.7 presentamos la evolucién temporal del nimero de Rayleigh
promedio Ra para diferentes valores de Ty con Ty, constante. Como podemos
ver Ra llega a un valor de estado estacionario cuando Tiny = 0.2. Para los otros
casos Ra varia en el tiempo alrededor de un valor promedio que mostramos en
la figura. Denotamos a ese valor promediado, primero en el espacio y luego en
el tiempo como Ra definido por

tmaz

Ra——1 / Ra(t)dt (5.8)
tma:p - tO to

con tpqq €l tiempo total de cémLm:o y tp €s un transiente.

Una vez que hemos definido Ra a través de la Ec. (5.8) calculamos el valor
critico para el cual se presenta el transporte de calor por conveccién natural en la
cavidad del bloque. Para encontrar este valor critico que hemos denotado como
Raq, procedemos como en la Sec. 3.5. Encontramos la velocidad vertical maxima
Ve Y Vemos que la Ec. (3.47) ajusta bien con los resultados numéricos. En la
Fig. 5.8 mostramos a la tasa de crecimiento de la velocidad vertical maxima ¢
en funcién del Ra y vemos que Ra; = 4,759.

En la Fig. 5.9 mostramos Ra como funcién del AT = Tinf — Tsup. Vemos
que Ra = mAT + b con valores distintos de m y b para AT abajo de AT}
y arriba de este valor, con Ra(AT;) = Ra; el valor critico de Ra en el cual
se presenta la conveccién natural. De los valores Ras y Ras hablaremos mas
adelante.
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Figura 5.7: El ndmero de Rayleigh promedio Ra, Ec. (5.7), como funcién del
tiempo t*. De abajo hacia arriba la temperatura en la pared inferior horizontal
externa T'(x,0,t) = Tyf €s Ting = 0.2, Tipp = 2.2, Tiny = 4.2, Tjpy = 6.2,
Ting = 8.2y Ty = 9.2. Los valores en el eje y que corresponden con las
lineas horizontales son Ra dado por la Ec. (5.8). El refinamiento de malla es
de [ = 280 y para la seccién del fluido Iy = 200, con T, = 0.1, Pr =0.71y
T=0.7
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Figura 5.8: Tasa de crecimiento de la velocidad maxima sobre el eje y ( en
funcién del nimero de Rayleigh promediado en espacio y tiempo Ra. Los resul-
tados pueden ajustarse a la recta ( = mRa + b con m = 0.00350 & 6e — 05 y
b = —16.7 £ 0.6. La tasa de crecimiento, al igual que la Sec. 3.5, se ajusté a
la funcién vy = AeSt. La variable Ra; denota el niimero Rayleigh promedio
critico para el cual se presenta transferencia de calor por conveccién natural
en nuestro sistema conjugado, Ra; = 4,759. El refinamiento de malla es de

I =280 y para la seccién del fluido [y = 200 con Pr =0.71y 7 = 0.7.
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Figura 5.9: El nimero de Rayleigh promedio Ra, Ec. (5.8), en funcién del gra-
diente de temperaturas con AT = Ty, — Toyp, Rai(ATy = 0.042) = 4,759,
Ray(ATy = 0.93) = 105,470 y Rag(ATs = 1.45) = 160, 267. Para AT < AT}

los resultados se pueden ajustar a Ra = mAT + b con m = 113,908 £8 y
b= —-107£29y para AT > AT} con m = 106,466+ 125y b = —6, 261 £ 590.
El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién del fluido Iy = 200,
con Pr=0.71y 7=0.7.
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El flujo de calor q se define como [42]
q(r,t) =ul — kVT (5.9)

con k =ksyu=0en elsélidoy k =k en el fluido.

En la Figs. 5.10 y 5.12 mostramos las isotermas a varios tiempos y en
las Figs. 5.11 y 5.13 los correspondientes flujos de calor q en la cavidad bajo
estudio con T, = 0.1 en los dos casos y T;,5 = 0.2 en las Figs. 5.10 y 5.11
y Tiny = 6.2 en las Figs. 5.12 y 5.13. En Fig. 5.10 (a) mostramos el estado
inicial y en las Figs. 5.10 (b), (c), (d) y (e) mostramos la formacién de la
celda convectiva. En la Fig. 5.10 (f) presentamos la celda convectiva en estado
independiente del tiempo. En la Fig. 5.11 presentamos el campo del flujo de
calor a los mismos tiempos de las isotermas de la Fig. 5.10.

En la Fig. 5.12 mostramos las isotermas de un fluido con Ra = 658,474,
Ting = 6.2y Tsyp = 0.1 como mostramos en la Fig. 5.7. En la Fig. 5.12 (a)
mostramos el estado inicial y en Fig. 5.12 (b) mostramos la formacién de la
celda convectiva que llega a definirse en la Fig. 5.12 (c). En la Fig. 5.12 (d)
mostramos que la celda convectiva se comienza a deformar y llega a formar dos
celdas convectivas, como podemos ver en las Figs. 5.12 (e) y (f). El fluido para
este caso no llega a un estado estacionario. En la Fig. 5.13 mostramos el campo
de flujo de calor a los mismos tiempos de las isotermas de la Fig. 5.12.

El nimero de Nusselt es una medida del transporte de calor por conveccién
con respecto al transporte de calor por conduccién [43]. En el sistema bajo
estudio donde el gradiente de temperaturas AT estd en la direccidn vertical el
nimero Nusselt Nu puede definirse como

Nu=1+ //v*(x*,y*)T*(:L‘*,y*)dx*dy*. (5.10)
Podemos definir el nimero Nusselt también como el flujo de calor (salvo por la

conductividad térmica) a través de las paredes horizontales, al cual denotamos
por Nu.. Estd dado por

Nuy = —/ gT* dx*. (5.11)
¥ Y
con v =0, 1. El caso v = 0 corresponde a la interfase inferior sélido-fluido y el
caso v = 1 a la interfase superior. En estado estacionario los tres nimeros de
Nusselt, Nu, Nug y Nuj son iguales.
En la Fig. 5.14 presentamos Nu, Nug y Nuji. De esta figura vemos que
Nu, Nugy Nujp son similares.
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Figura 5.10: Campo de temperaturas representado por 28 isotermas igualmente
espaciadas entre 0 y 1. El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la
seccion del fluido Iy = 200, con Pr = 0.71 y 7 = 0.7. Las temperaturas en
las fronteras son T'(z,0,t) = Ty, = 0.2y T(z,1,t) = Tsyp = 0.1. (a) t* =0,
(b) t* = 0.0235, (c) t* = 0.0469, (d) t* = 0.0586, (e) t* = 0.0704 y(f)
t* = 0.1878.
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Figura 5.11: Campo de flujo de calor. Los vectores del fluido estdn escalados al
doble de su tamaiio. El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién

200, con Pr =0.71y 7 = 0.7. Las temperaturas en las fronteras

t* = 4.69 x 1073, (c) t* = 0.028, (d) t* = 0.094, (e) t* = 0.108 y (f)

son T'(z,0,t) = Tiy = 0.2 y T(x,1,t) = Teyp = 0.1. En (a) t*
t*

del fluido [

0.127.



5.2 Transferencia de calor conjugada 59

:-:;t:;-‘—f:::‘__ —— =\
(d)

Figura 5.12: Campo de temperaturas representado por 28 isotermas igualmente
espaciadas entre 0 y 1. El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la
seccién del fluido [y = 200, con Pr = 0.71y 7 = 0.7. Las temperaturas en las
fronteras son T'(x,0,t) = Tjr = 6.2y T(x,1,t) = Tsyp = 0.1. (a) t* =0, (b)
t* =0.0047, (c) t* = 0.028, (d) t* = 0.094, (e) t* = 0.108 y (f) t* = 0.127.
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Figura 5.13: Campo de flujo de calor. El refinamiento de malla es de [ =280 y

60

200, con Pr =0.71y 7 = 0.7. Las temperaturas

en las fronteras son T'(x,0,t) = Tjny = 6.2y T'(x,l,t) = Teyp = 0.1. (a)

0, (b) t* = 4.69 x 1073, (c) t* = 0.028, (d) t*
0.127.

para la seccién del fluido I

t*
() ¢
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Figura 5.14: El nimero Nusselt Nu, el nimero Nusselt en la pared inferior
de la interfase sélido-fluido Nug y el nimero Nusselt en la pared superior de
la interfase sélido-fluido Nu; como funcién del tiempo t*. El refinamiento de
malla es de | = 280 y para la seccién del fluido Iy = 200 con Pr = 0.71,
7 =07, Toup = 0.1y Tjpp = 2.2.
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En la Fig. 5.15 mostramos el nimero Nusselt Nu como funcién del tiempo
para diferentes gradientes de temperatura AT, con AT = 0.1 Nu alcanza un
valor constante mientras que AT = 2.1,4.1,6.1,8.1 y 9.1 Nu flucta en el
tiempo. Definimos el promedio temporal de Nu Nu como

- 1 tmaz
Nu:/’ Nu(t)dt (5.12)
tmaz — to

to

con tqq €l tiempo total de computo y ¢y un transiente.

En la Fig. 5.16 presentamos al niimero Nusselt promedio Nu en funcién de
Ra — Ray. En esta grafica no mostramos los datos para Ra < Ra; ya que en
estos valores Ginicamente hay trasferencia de calor por conduccién y Nu = 1. De
esta figura podemos destacar que hay tres valores criticos que denotamos como
Ray, Raz y Raz. Como ya hemos mencionado Raj = 4,759 es el valor critico
de Ra en el cual se presenta la conveccién natural. Para Ra; < Ra < Ras
con Ras = 105,470 el comportamiento de Nu sigue una ley de potencia de la
forma Nu = A(Ra — Ra1)? con A = 0.279 4 0.004 y b = 0.189 + 0.001. En
Ras < Ra < Rag se puede ver que hay una regién de transicién para la cual el
Nu es casi constante y en Ra > Rasz nuevamente Nu sigue una ley de potencia
pero ahora con A = 0.123 £ 0.007 y b = 0.251 4+ 0.004. A este valor para el
cual comienza a definir una nueva ley de potencia lo hemos denotado como
Ras y hemos encontrado que Ras = 160,267. En este valor las oscilaciones
incrementan en amplitud como veremos a continuacién.

En la Fig. 5.17 presentamos la desviacién estdndar o del nimero de Nusselt
promedio Nu como funcién de Ra— Ra;. La desviacién estandar es una medida
de la amplitud de las oscilaciones de Nu. Para Ra; < Ra < Ray o crece de
acuerdo a una ley de potencia o = A(Ra — Raq)’. Para Ray < Ra < Rasz o
crece y para Ra > Ras sigue una nueva ley de potencia con el mismo exponente
by una amplitud A mayor.

Para terminar la seccién discutimos la transferencia de calor en las paredes
horizontales inferior y superior de la cavidad de la Fig. 5.2. Definimos ¢, y
Qsup COMO

l l
oT(x,0,t) OT (x,1,t)
Ging = — | ks du, %uz—/mm. 5.13
== [ o= [ R (5.13)

Mostramos en la Fig. 5.18 ¢,y como funcién del t* para diferentes valores de
AT Los resultados para gsup son similares. Definimos @, y @y, como los
promedios temporales, después de un transiente de ¢, y gsup respectivamente.
Los ndmeros en el eje vertical de la Fig. 5.18 corresponden a los valores de g;,, ¢
para los incrementos de temperatura AT considerados.



5.2 Transferencia de calor conjugada 63

T T

4 O "-""‘ LU "" "1 .l‘ "‘ ‘l‘ "‘ "‘ "‘ "‘ "‘ "J "‘ "‘ 'l‘ LA/ 'l‘ v 'l‘ ." 'l‘

W
3.45 v
Nu

3.5

3.2

2.7

1.5

0 0.5 1.0 1.5 2.0

t*

Figura 5.15: El nimero Nusselt Nu, Ec. (5.10), en funcién del tiempo ¢*. De
abajo hacia arriba AT = 0.1, AT =2.1, AT =41, AT =6.1, AT =81y
AT = 9.1. Los valores en el eje y que corresponden con las lineas horizontales
son el promedio del Nu en el tiempo Nu, Ec. (5.12). El refinamiento de malla
es de [ = 280 y para la seccién del fluido I = 200 con Pr =0.71y 7 = 0.7.
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Figura 5.16: El nidmero Nusselt promedio Nu como funcién de Ra — Ra; con
Raly = Ras — Ray y Raly = Raz— Ray. Para Ra— Ra; < Rdly los resultados se
pueden ajustar a la ley de potencia Nu = A(Ra— Ra;)? con A = 0.27940.004
y b = 0.189 £ 0.001 y para Ra — Ray; > Raf con A = 0.123 £ 0.007 y
b = 0.251 4 0.004. El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién del
fluido Iy = 200 con Pr =0.71y 7 = 0.7.
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Figura 5.17: Desviacién estdndar del nimero Nusselt promedio mEn funcién
del Ra — Ray con Ra)y = Ras — Ray y Raly = Raz — Ray. Para Ra — Ra; <
Ral, los resultados se pueden ajustar a la ley de potencia o = A(ﬁ — Ray)®
con A = 0.00025 + 6¢ — 5y b = 0.61 + 0.02 y para Ra — Ra; > Ray con
A =0.00067+4e—5y b=0.60+0.05. El refinamiento de malla es de [ = 280
y para la seccién del fluido [y = 200, con Pr =0.71y 7 = 0.7.
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Figura 5.18: Flujo de calor g;,, s en funcién del tiempo ¢*. De abajo hacia arriba
AT = 0.1, AT = 2.1, AT = 41y AT = 6.1. Los valores en el eje y que
corresponden con las lineas horizontales son el valor promedio temporal de g;,, ;.
El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién de fluido [y = 200 con

Pr=071yr=0.7.
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En la Fig. 5.19 (a) presentamos a Gj,s Y sy, como funciones de AT

Para AT < ATy con AT = 0.042 el valor para el cual Ra(ATy) = Ray, hay
conduccién en el fluido y G;,, ; = qg,,- Ambas cantidades crecen linealmente con
AT. Para AT > ATy, Gjp¢ > Qsyp- Esto lo podemos entender debido a que
parte de la energia es usada por el fluido en movimiento convectivo. También
mostramos la recta para el calor conductivo qcyo.

En la Fig. 5.19 (b) mostramos los mismos valores de la Fig. 5.19 (a), ponien-
do en evidencia la diferencia entre q;,,r y G5, en AT > AT;. Esta diferencia,
dividida entre g;,,; crece como una ley de potencia para AT > ATj.

Con la finalidad de obtener cuantitativamente el valor de la contribucién de
la transferencia de calor por conveccién natural que tiene lugar en el fluido y
que influye en la transferencia de calor del sélido en la medida que aumentamos
el gradiente de temperaturas AT, definimos 1 como

_ Jing — fevo. (5.14)

qC'U o

CON Geyo €l flujo de calor conductivo mostrado en la Fig. 5.19 (a) con la linea
que se puede ajustar a geyo = mAT +b. La cantidad 1 compara el flujo de calor
provocado por la conveccién en el flujo de transporte conjugado con el flujo de
calor conductivo. o

Podemos comparar a 1 con el valor Nu como funcién de Ra — Ra; que
obtuvimos en la Fig. 5.16. Para esto relacionamos AT con Ra a través de la
funcién de ajuste de la Fig. 5.9 y graficamos a 1 como funcién de Ra — Ra;.
Los resultados los mostramos en la Fig. 5.20.

Como vemos en la Fig. 5.20 Nu y 7 tienen cambios en su comportamiento
en Ral, y en Ral,

5.3. El flujo de calor en un dia promedio

El flujo de calor en un bloque de un techo a lo largo de un dia promedio
cambia en funcién de la temperatura exterior y la temperatura interior de una
edificacion. Para nuestro caso en donde los datos de las temperaturas superfi-
ciales del bloque [44] son de Temixco, Morelos, durante el dia el flujo de calor
tiene direccién hacia el interior de la edificacion y en el horario restante el flujo
de calor tiene direccién opuesta. Cuando el flujo de calor tiene direccién hacia el
interior de la edificacién, se presenta transporte de calor por conduccién y por
radiacién. En el horario en donde el flujo de calor tiene direccidn al exterior de
la edificacion se presenta transferencia de calor por radiacién, conduccién, y por
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Figura 5.19: (a) Flujos de calor promedio §;,,; ¥ 44y, como funcién de AT =
Tin g —Tsup. Para AT < AT el transporte de calor es conductivo, gey, y Se puede
ajustar la recta geo = mAT+b con m = 7.243+0.002 y b = 0.028+0.007. (b)
La relacién (G, — Tsup)/Ting como funcién del gradiente de temperatura. La
curva para AT > AT es el ajuste a los valores numéricos de la ley de potencia
(Ginf — Qsup)/Qing = A(AT — ATy)? con A = 0.068 +0.002 y b = 0.26 4 0.02.
El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién del fluido [y = 200 con
Pr=0.71y 7 = 0.7. El gradiente de temperatura AT} = 0.042.
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Figura 5.20: El ndmero Nusselt promedio Nu y 7 dado por la Ec. (5.14) en
funcién de Ra — Ray con Ral, = Ray — Ray y Ray = Ras — Ray. Para Nu
los resultados pueden ajustarse a Nu = A(ﬁ— Ray)®, para Ra— Ra; < Ral
con A = 0.279 +0.004 y b = 0.189 + 0.001 y para Ra — Ra; > Raly con
A =0.123 £0.007 y b = 0.251 + 0.004. Para 7 los resultados pueden ajustarse
an = A(ﬁ — Ray)?, para Ra — Ra; < Ral, con A = 0.00014 + le — 05
y b = 0.61 + 0.08 y para Ra — Ray > Raf con A = 0.0019 £+ 3e — 04 y
b = 0.37 £ 0.01. El refinamiento de malla es de [ = 280 y para la seccién del
fluido Iy = 200 con Pr =0.71y 7 = 0.7.
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conveccién si el gradiente de temperaturas en el bloque es lo suficientemente
alto.

La temperatura en la superficie exterior de la edificacion estad en funcién del
flujo de calor producido por la combinacién de la radiacidn solar que incide en la
superficie, el intercambio de energia por radiacién entre el ambiente y el techo y
el intercambio de calor por conveccién con el aire exterior. Dicho flujo de calor
lo podemos expresar sobre unidad de drea A como [41]

% = \E, + ho(Tp — Ts) — eAR (5.15)
con A la absortancia de la superficie de la radiacién solar, F; la radiacién to-
tal que incide sobre la superficie, hq el coeficiente de transferencia de calor de
radiacion y conveccion en el exterior, Ty la temperatura ambiente, T la tempe-
ratura de la superficie, € la emitancia de la superficie y AR la diferencia entre
la radiacién que incide sobre la superficie del techo y la radiacién emitida como
cuerpo negro hacia el ambiente.

La temperatura sol-aire T, esta relacionada con g/A a través de [41]

— = hO(Tsa - Ts) (516)

y es la temperatura del aire exterior que en la ausencia de todos intercambios de
calor por radiacién, produce el mismo flujo de calor que el dado por la Ec. (5.15),
de manera que podemos escribir

AE, €AR
Tyo=Tp+ ot — =8 (5.17)
ho  ho

En la Fig. 5.21 mostramos a la temperatura sol-aire T, y la temperatura
superficial en el interior y el exterior del techo, T;,: y T, respectivamente,
durante un dia. Estos valores fueron obtenidos en pagina web Ener-Habitat
[44] y son el resultado de un dia promedio en Temixco, Morelos para un techo
horizontal con una absortancia A = 0.2 y un espesor de 0.1 m.

En la Fig. 5.22 mostramos el valor absoluto del gradiente de temperaturas
entre T;,: v Tere para techos con las mismas caracteristicas que el mostrado
en la Fig. 5.21 pero con diferentes absortancias. Un techo con una absortancia
de A = 0.2 se asocia a un techo que estd pintado de blanco en la superficie
exterior, uno con A = 0.6 con uno pintado de color rojo y uno con A = 0.8 con
uno pintado de color negro. Como se puede observar en la Fig. 5.22 el techo
que presenta un menor gradiente de temperaturas en cualquier horario del dia
es el que estd pintado de blanco.
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Figura 5.21: Temperatura sol-aire y las temperaturas superficiales del techo de
una edificacién con absortancia A = 0.2 como funcién del tiempo. La tem-
peratura superficial exterior T, la temperatura superficial interior T;,; y la
temperatura sol-aire Ty, son de un dia promedio en Temixco, Morelos.
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Figura 5.22: El gradiente de temperaturas AT entre la temperatura en superficie
interior T}, y exterior T,.; de un bloque de un techo en un dia promedio para tres
techos con diferentes absortancias. Las temperaturas T, y Tert las obtuvimos
de la pagina web Ener-Habitat [44]



5.3 El flujo de calor en un dia promedio 73

1 x10*
100 T T T

80
60

40

Gmf 20

-20

-40
[ %

_60 1 1 1
—2x105—-1x105 0 1x 10 3 x 108

gBATIE/av

Figura 5.23: Flujo de calor g, ¢ en funcién de gBATI? /var. Para gBATE fvor <
gBAT 13 /valos resultados se pueden ajustar a la recta Qing = mgBATI3 /va+b
con m = 2.065¢ — 05 4 6e — 08 y b = 0.028 + 0.007 y para gBATI/va >
gBAT!I3 ala ley de potencia inf = AlgBI3 Jva(AT — AT)]® con A = 1.32¢—
05+ 7e — 07y b = 1.043 £ 0.003. Los valores de las variables del eje x son
g = 0.001, 8 = 0.1, ] = 280, v = 0.06667 y o = 0.09389. El refinamiento
de malla es de [ = 280 y para la seccién del fluido Iy = 200 con Pr = 0.71y
T =0.7.

Para relacionar al gradiente de temperaturas AT, que mostramos en la
Fig. 5.22, con nuestros resultados numéricos, expresamos a AT en pardme-
tros adimensionales a traves de gBATl3/aV, con g = 9.81 m/sz, 8 = 3.43 x
10-3K™!, v =15.11 x 1075m?/s, a = 2.128 x 10-5m?/s y [ = 0.1 m [41].
El flujo de calor g, que obtuvimos en la Fig. 5.19 lo graficamos como funcién
de este niimero adimensional, como mostramos en la Fig. 5.23 donde los valores
los ajustamos a una funcién lineal para gBATI? /va < gBATYI3/va y a una
ley de potencia para g3ATI3 /va > gBATLI? /va.

Una vez que tenemos a las temperaturas superficiales interior y superior
del techo expresadas en nimeros adimensionales, evaluamos estos valores en la
funcion de ajuste de la Fig. 5.23 y obtenemos el flujo de calor g;,, , que como
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Figura 5.24: Cociente del flujo de calor promedio en la superficie inferior externa
Qins y €l flujo de calor critico g1 en un dia promedio para tres techos con
diferentes absortancias.

recordamos de la Sec. 5.2, es el flujo de calor que evaluamos en la superficie
inferior de nuestro modelo del bloque, Fig. 5.2.

En la Fig. 5.24 presentamos al cociente G, ¢/q1 como funcién del tiempo.
El flujo de calor g, es el flujo de calor que resulta al evaluar a AT} en la
funcién lineal del ajuste de la Fig. 5.23. Cabe recordar de la seccién anterior
que el gradiente de temperaturas AT} es el valor critico en el cual comienza la
contribucién de la transferencia de calor por conveccién natural.

En la Fig. 5.24 mostramos el flujo de calor que resulta para el gradiente de
temperatura en tres techos con diferente absortancia, Fig. 5.22. Como podemos
observar en la Fig. 5.24 el techo con pintura blanca o A = 0.2 es el que tiene
menor intercambio de calor durante el dia y también en el que el flujo de
calor durante la noche se mantiene casi constante, este comportamiento se
espera dado el gradiente de temperatura que se muestra en la Fig. 5.22. De
las Figs. 5.22 y 5.24 podemos concluir que el techo con mejores caracteristicas
en una ubicacién de Temixco, Morelos, es el que tiene pintura blanca en la
superficie exterior.
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5.4. Conclusiones

En este capitulo utilizamos el MEBR para simular el transporte de calor
conjugado en un modelo de un bloque.

El nimero de Rayleigh es funcién del tiempo por que las temperaturas en las
paredes horizontales de la interfase sélido-fluido no permanecen constantes, por
esta razén definimos el niimero de Rayleigh como un promedio en el espacio Ra
y también como un promedio en el espacio y en el tiempo Ra. Encontramos el
valor critico en el cual comienza la contribucién del flujo de calor por conveccién
natural y lo denotamos Ra;. También definimos un nimero Nusselt promediado
en el tiempo Nu.

El comportamiento del fluido a partir de Ra; puede llegar a formar una celda
convectiva y mantenerse de ese manera en el estado permanente o bien puede
estar fluctuando en el tiempo alrededor del valor Ra. Esta idea se sustenta en la
comparacién de las gréficas entre el comportamiento del Ra y Nu como funcién
del tiempo, Figs 5.7 y 5.15, y las figuras de las isotermas y campos de flujo de
calor, Figs. 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13.

El nimero Nu y la amplitud de sus oscilaciones o tienen un crecimiento

en funcién de Ra — Ra; que se describe con una ley de potencia y que tiene
cambios de comportamiento en los valores criticos Ras y Ras.

El flujo de calor del modelo del bloque evaluado en la pared horizontal inferior
externa g,,; y en la pared horizontal superior externa q,,, son iguales cuando
Gnicamente hay transporte de calor por conduccién, esto es en AT < AT con
AT el gradiente de temperaturas en el cual comienza el transporte de calor
por conveccién natural. Hay una diferencia entre G;,,r y gy €ON Gipp > Gy
en AT > ATy, esta diferencia puede representar el 12 % de Qing en AT = 10.

Como una primera aproximacion del método de la ecuacién de transporte de
Boltzmann en redes (MEBR) comparamos el flujo de calor en un dia promedio
que se presenta en un techo horizontal con diferentes absortancias y encontramos
que el techo con mejores caracteristicas es el que tiene una absortancia A = 0.2
o que esta pintado de blanco en la superficie exterior del techo.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo presentamos el método de la ecuaciéon de transporte de
Boltzmann en redes (MEBR) para simular el transporte de calor conjugado en
un modelo de un bloque.

En el Cap. 1 presentamos la motivacién de este trabajo que consiste en
estudiar el transporte de calor en un techo con sistema constructivo de vigueta
y bovedilla con la finalidad de que los resultados nos aporten conocimiento en
la bdsqueda de reducir el consumo de energia en edificaciones.

En el Cap. 2 presentamos la derivacidon de la ecuacién de transporte de Bol-
tzmann y la aproximacién que propusieron Bhatnagar, Gross y Krook, en donde
el término de colisién de la ecuacién de transporte de Boltzmann es sustituido
por uno de relajamiento al equilibrio local. Este término de relajamiento contiene
a la funcién de distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

En el Cap. 3 mostramos como pasar de la ecuacién de transporte de Bol-
tzmann al MEBR. Utilizamos las cuadraturas de Gauss-Hermite para discreti-
zar la aproximacién de la funcién de distribucidén a velocidades pequeiias de
Maxwell-Botlzmann. Validamos el método con la simulacién de una onda de
choque formada por diferencia de densidad en un fluido isotérmico. Los resulta-
dos numéricos estan de acuerdo con los obtenidos a partir de las relaciones de
Rankine-Hugoniot.

Para simular flujos con transporte de energia incorporamos en el MEBR a
las funciones de distribucién de la temperatura e incluimos el término de Bous-
sinesq en la ecuacién de evolucién de las funciones de distribucién de particulas.
Sabemos que en una cavidad con aire donde el ancho es el doblre de la altura,
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el nimero de Rayleigh critico Ra. para el cual se pasa de un flujo conductivo a
uno convectivo, estd dado por Ra. = 1707.762. Fijamos los valores de la acele-
racion de la aceleracién de la gravedad g, el coeficiente de expansién térmico 3,
la difusividad térmica o« y encontramos la viscosidad cinematica v, o lo que es
lo mismo, el valor del tiempo de relajamiento 7 para el cual el valor del ndmero
de Rayleigh en el que se presenta la conveccién es igual a Ra,.

En el Cap. 4 simulamos el transporte de calor en un sélido y comprobamos
los resultados con el MEF. Mostramos las dos principales aportaciones de este
trabajo. Estas aportaciones estan relacionadas ya que para encontrar la condi-
cién a la frontera que satisface a la condicién de continuidad en el flujo de calor,
desarrollamos el procedimiento que nos condujo a encontrar la relacién entre
la conductividad térmica y el tiempo de relajamiento. Con este hallazgo, que
nos permite relacionar propiedades intrinsecas del material con pardmetros en el
MEBR, podemos dar una mejor interpretacion fisica de la condicién de frontera
de continuidad en el flujo de calor. La segunda aportacién es en la implementa-
cién de esta condicién a la frontera en el MEBR, con este nuevo esquema que
proponemos se satisface la condicién de continuidad en el flujo de calor. Esto lo
podemos decir ya que al resolver la transferencia de calor en un material sélido
compuesto por dos materiales con diferente conductividad térmica, encontra-
mos un acuerdo numérico entre nuestros resultados y la solucién analitica de la
ecuacion de calor en estado estacionario.

En el Cap. 5 presentamos los resultados numéricos del transporte de calor
conjugado en un modelo de un bloque. Las temperaturas en los bordes inferior y
superior de la cavidad interna que contiene aire varian en la posicién horizontal
y el tiempo. Tomamos el valor promedio de esas temperaturas, primero en la
posicién horizontal y definimos al nlimero de Rayleigh promediado en el espacio
Ra, después tomamos el valor promedio en el tiempo y con esto definimos al
nimero de Rayleigh promediado en el espacio y tiempo Ra. Encontramos un
valor critico de Ra en el cual se presenta el transporte de calor por conveccién
natural, denotamos a este valor Raq y se presenta cuando hay un gradiente de
temperaturas AT7.

El promedio temporal del nimero Nusselt Nu es Nu. Encontramos dos
valores criticos mas de Ra, Ras y Ras en los que Nu tiene cambios en su
comportamiento. El ndmero Nusselt promedio Nu como funcién de Ra — Ra;
crece de acuerdo a una ley de potencia cuando 0 < Ra—Ra; < Ras— Ray y de
acuerdo a otra ley de potencia cuando Ra — Raj > Ras — Ray. La desviacién
estandar de Nu, o, es una medida de la amplitud de las fluctuaciones alrededor

de Nu. Para Ra—Ra; < 0, Nu = 1y o como funcién de Ra— Ra; se mantiene
constante y para valores mayores sigue leyes de potencia con diferentes valores
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en los intervalos Ra — Ra; < Ray — Rap y Ra — Ray > Ras — Raj.

En el Cap. 5 estudiamos también el flujo de calor a través de las paredes
inferior g;,, ¢ y superior qg,, de la cavidad. Como antes, definimos los promedios
temporales de estas cantidades G;,, ¢ Y G- La cantidad (Q;,f — Toup)/Tins €S
cero para AT < ATj y crece como una ley de potencia en valores mayores.

Por dltimo, como una aplicacién de los resultados obtenidos, calculamos el
flujo de calor en n modelo de una celda de un bloque de vigueta y bovedilla
horizontal en un dia tipico en Temixco, Morelos. Encontramos que un techo
pintado de blanco es mas adecuado que uno pintado de rojo o uno de negro.
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Apéndice A

Condiciones de frontera

En esta seccidn se abordan los temas referentes a las condiciones de frontera
que se usaron para las funciones de distribucién del MEBR con dos funciones
de distribucién.

A.1. Condiciones periddicas

Un sistema con condiciones periddicas a la frontera consiste en que los
nodos que estdn en la frontera tienen como vecinos colindantes a los nodos de
la frontera opuesta. Si hablamos de un sistema de dos dimensiones en donde
las paredes verticales tienen estas condiciones, las paredes estaran unidas. En la
Fig. A.1 mostramos la interpretacién de una malla de dos dimensiones en donde
las fronteras verticales tienen condicién periddica a la frontera.

Para implementar estas condiciones en el MEBR, supongamos una malla
bidimensional en donde las paredes verticales tienen condicién periédica a la
frontera. Las funciones de distribucién que se encuentran en la frontera derecha
de la malla y tienen direccién hacia el extremo de la misma en un tiempo t,
como mostramos en la Fig. A.2 (a) para las fj con las direcciones k =1, 5y 8
que tienen color rojo, se propagan en t + At hacia los nodos que se encuentran
en la frontera opuesta, como mostramos en la Fig. A.2 (b).
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Figura A.1: Interpretaciéon de una malla de dos dimensiones bajo condiciones de
frontera periddicas en las paredes verticales.

Figura A.2: (a) Las funciones de distribucién de particulas fi o de temperatura
Tr. que se encuentran en un nodo que colinda con una pared con condicién
periédica a la frontera en un tiempo t. (b) Las funciones de distribucién f
o T} en el tiempo ¢t + At. Las lineas rojas representan las direcciones de las
fr o Ty con k= 1,5y 8y las lineas azules a las direcciones de f o T} con
k=20,2,3,4,6 y 7. En la Fig, 3.1 mostramos las velocidades c; en el modelo
D2Q9 y las direcciones k corresponden con las direcciones de fi o T}.
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A.2. Rebote a la mitad de camino

La condicién a la frontera de rebote a la mitad del camino es un modelo de
la condicidén de no deslizamiento. Esta ultima condicién a la frontera tiene una
implicacion fisica asociada al concepto de capa limite. La cual nos dice que la
velocidad de la pelicula superficial en un fluido que se encuentra en contacto
con una pared, tendrd la misma velocidad que la velocidad de la pared, esto es

u=0U (A.1)

con u la velocidad de la pelicula superficial del fluido en contacto con la pared
y U la velocidad de la pared.

Se han propuesto varios modelos para la implementacién de la condicién de
no deslizamiento, entre ellos la de no deslizamiento en equilibrio local [45]. En
este modelo las funciones de distribucién que rebotan en la pared, se asumen
que se encuentran en equilibrio local con la velocidad de la pared. En este
trabajo la condicién a la frontera de no deslizamiento, la implementamos con el
modelo de rebote a la mitad del camino [30] y la utilizamos para las funciones
de distribucién de particulas f.

En la Fig. A.3 mostramos el esquema de una malla bidimensional en donde
la pared superior tiene condiciones de frontera de rebote a la mitad del camino.
La frontera estd a una distancia Ay/2 de la dltima linea horizontal superior
de la malla, con Ay la distancia entre los nodos. Las funciones de distribucidn
ubicadas en un nodo que colinda con dicha frontera y con las direcciones k
hacia la frontera superior en el tiempo ¢, las fi. con las direcciones k = 2,5y 6,
representadas por las lineas en rojo en la Fig. A.3 (a), son asignadas al mismo
nodo en t + At pero con las direcciones k = 4,7 y 8 respectivamente, como
mostramos en la Fig. A.3 (b) a través de las lineas en color rojo.

A.3. Temperatura constante

La condicién de frontera de temperatura constante tiene sus antecedentes en
la condicién de frontera de no deslizamiento en equilibrio local [45] y posterior-
mente se utilizo la condicién para las funciones de distribucién de temperatura
T} a través del problema de flujo Couette y Poiseuille [15, 29]. En este modelo
las funciones de distribucién que se encuentran en los nodos de la frontera se
dividen en las funciones de distribucién que son propagadas de los nodos que se
encuentran en la red y por ende conocemos su valor y las funciones de distri-
bucién que son propagadas de la frontera y que no conocemos el valor, a estas
tltimas se les considera que estan en equilibrio térmico con T”, donde T estd en
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o LN

Figura A.3: (a) Las funciones de distribucién de particulas fx en un nodo que
colinda con una pared con condicién de frontera de rebote a la mitad del camino
en un tiempo ¢. (b) Las fi en un tiempo ¢t + At. Las lineas rojas representan
las funciones de distribucién con direccién a la pared £k = 2, 5y 6 y las lineas
azules a las fr con k =0,3,4,7y 8. En la Fig, 3.1 mostramos las velocidades
¢ en el modelo D2Q9 vy las direcciones k corresponden con las direcciones de
fi. Las lineas rojas y azules representan la direccién de fi Gnicamente.
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Figura A.4: Las funciones de distribucién T}, con condiciones de frontera de
temperatura constante en la pared inferior, la pared izquierda y en la esquina
inferior izquierda. En color azul T} y en color verde T} con k las direcciones
de las funciones de distribucién que se encuentran en equilibrio local con la
restriccidn de temperatura constante. Para la pared izquierda k= 1,5y 8, para
la pared inferior k=25 y 6 y para la esquina inferior izquierda k=1,2,506 y
8. Las lineas azules y verdes representan la direccién de T} tnicamente.

funcién de una temperatura dada. Esto es

T, =T (1) (A.2)

con k las direcciones de T} que son propagadas de la frontera. Supongamos
que nos encontramos en la frontera sur de nuestra red, como mostramos en la
Fig. A.4, de las nueve velocidades que conforman a cada nodo, como podemos
ver en la Fig. 3.1 ya que las direcciones de las velocidades c; corresponden
con las direcciones T}, las funciones de distribucién con las direcciones k =
0,1,3,4,7 y 8, conocemos su valor dado que provienen de nodos aledafos,
sin embargo para las funciones de distribucidon con direcciones con k=205
y 6 no conocemos su valor. Considerando que estan en equilibrio local con la
temperatura de la frontera, podemos obtener su valor de la suma en la Ec. (3.41)

T:ZTk:T0+T1+T3—|—T4+T7+T8+T’(w2+w5+w6), (A.3)
k
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considerando que estamos en la frontera sur y deseamos incorporar una condi-
cién de frontera con temperatura constante, nombremos a ésta T, entonces
de Ec. (A.3) resulta para T”

Tete — (To+T1 + 15 + Ty + Ty + T3)
w2 + w5 + We

T =

T =6 [Tcte — (TO + T+ T35+ Ty +T7 + Tg)] . (A4)

Una vez que tenemos el valor de 7", asignamos el valor en cada direccién a
través de
/ / /
T2 = wQT 5 T5 = w5T 5 T6 = wﬁT . (A5)

A.4. Continuidad en el flujo de calor

En la literatura se ha utilizado la condicién de frontera de continuidad en
el flujo de calor en el método de la ecuacién de transporte de Boltzmann en
redes (MEBR) con dos funciones de distribucién para el problema de transporte
de calor conjugado [5, 6, 7, 46, 47, 48, 49, 50]. Son diversos los esquemas
que se proponen para resolver la condiciéon de continuidad en el flujo de calor
pero podemos clasificarlos en dos. Los que resuelven la condicién no imponiendo
ninguna restriccién [5, 47, 50] y los que suponen que las funciones de distribucién
de temperatura que se encuentran en los nodos de la interfase, se encuentran
en equilibrio con la restriccién de continuidad en el flujo de calor. Para el primer
esquema hemos encontrado que si se resuelve la condicién a la frontera pero es
una solucidn particular ya que para satisfacer la condicién de la Ec. (4.14) se
hace la suposicién de que la conductividad térmica k es igual a la difusividad
térmica «, sin embargo a partir de la Ec. (4.3), la tnica forma en la que puede
ocurrir esto es si el producto entre la densidad p y el calor especifico a presion
constante ¢, para cada uno de los medios que se encuentran en esta condicién a
la frontera es el mismo. En el esquema que supone a las funciones de distribucién
de temperatura en equilibrio con la restriccién del flujo de calor [29, 46, 49], es
una condiciéon muy similar al que se explica en el Apéndice A.3, la diferencia
radica en que en vez de que se tenga una restricciéon en donde la temperatura es
un valor conocido, se tiene un flujo de calor dado, para este caso, la continuidad
del flujo de calor. Este método es (til para una condicién de frontera en donde el
flujo de calor es independiente del tiempo, sin embargo para una condicién a la
frontera que debe satisfacer a la Ec. (4.14), no funciona ya que no se relaciona
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a k con el tiempo de relajamiento 7. Otros esquemas han usado la condicién
de continuidad en el flujo de calor pero al igual que en el dltimo esquema no se
especifica como se relaciona a k con 7 [6, 7, 48].

La condicién de frontera que presentamos en esta seccién es un nuevo mo-
delo para implementar en el MEBR la condicién de continuidad del flujo de calor
en una interfase. Puede ser utilizada para una interfase con dos medios sélidos
o bien con un sélido y un fluido.

El modelo que proponemos se satisface a partir de la Ec. (4.14), que pode-
mos escribir en forma discreta como

—ky T(a) —T(a — Ay) — ky T(a+ Ay) —T(a)

Ay Ay

(A.6)

con y = a la altura a la interfase entre los dos elementos, k; la conductividad
térmica del primer elemento y k2 la del segundo. En la Fig. A.5 mostramos el
esquema de esta condicién a al frontera. De la Ec. (A.6)

_ k1T (a — Ay) + koT'(a + Ay)

T
(a) k1 + ko

(A7)

La temperatura en la interfase, que satisface a la continuidad en el flujo
de calor y que estd dada por la Ec. (A.7), la implementamos en el MEBR de
la siguiente manera. La conductividad térmica la calculamos con la Ec. (4.13)
y las funciones de distribucién de la temperatura 7T}, con las direcciones k =
2,4,5,6,7 y 8 que se encuentran en los nodos de la interfase y = a, como se
puede ver en la Fig. A.5, las evaluamos en la Ec. (A.7). Por ejemplo si tomamos
la T}, con direccién k = 2

. k:ng(a — Ay, t) + kng(a + Ay, t)

Ty(a,t+ At) = R . (A.8)

Asi para cada una de las direcciones en color rojo de la Fig. A.5. De manera
que

lek(a — Ay, t) + kQTk(a + Ay, t)
k1 + ko

Tk(a, t+ At) = (Ag)

con k = 2,4,5,6,7y 8. Las T}, con las direcciones kK = 1 y 3, para el ejemplo
que mostramos en dicha figura, evolucionan con la Ec. (3.42).
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>
-

a 7 T(a — Ay)

i

Y

Figura A.5: Esquema de las funciones de distribucién de temperatura 7T} que
se encuentran en los nodos de la interfase entre dos medios y en los nodos
contiguos. Las lineas en rojo para el nodo de la interfase representan a las
direcciones T}, que evolucionan con la condicién de continuidad en el flujo de
calor, Ec. (A.9) para k = 0,2,4,5,6,7 y 8. Las lineas en azul representan las
direcciones de T}, que evolucionan con la Ec. (3.42). El flujo de calor en el eje
vertical gy, la conductividad térmica del primer medio k1 y la del segundo medio
k2, la altura de la interfase a y la distancia entre los nodos Ay.
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